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Resumen

Esta tesis se ubica dentro de la Fisica de Estado Sdlido. Especificamente se
estudian las propiedades electronicas de los cuasicristales. En estos materiales €
ordenamiento atdOmico es aperiddico y coherente a largo alcance con una simetria
rotacional prohibida en solidos cristalinos. En particular, se investigan los efectos
de imperfecciones estructural es tipo fasonico en la densidad de estados el ectronica
y en la conductividad eléctrica. Dicha investigacion se lleva a cabo dentro del
modelo de amarre fuerte basado en la mecanica cuantica no relativista. Los
célculos se realizan por medio del método de renormalizacion en el espacio real.
Este método tiene la virtud de ser exacto, es decir, sin introducir aproximaciones
adicionales, y permite abordar sistemas cuasi periddicos de tamafio macroscopico.
En concreto, e método reduce grados de libertad del sistema, conservando la
informacién contenida dentro del formalismo. El andlisis de la densidad de estados
total en sistemas cuasiperiodicos con presencia de fasones se efectlia através de la
funcion de Green resolviendo la ecuacion de Dyson. Asi mismo, la conductividad
eléctrica se determina por € formalismo de Landauer usando las matrices de
transferencia, con especia énfasis en el transporte balistico. Los resultados
obtenidos muestran que existen estados transparentes aln en presencia de defectos
fasonicos, es decir, en sistemas cuasi periodicos con fasones puede haber transporte
balistico de eectrones, cuya conductividad eléctrica es independiente del tamario
de lamuestra.



I ntroduccion

A lo largo dd tiempo la utilizacion y posteriormente e desarrollo de nuevos
materiales ha sido e punto de partida que da nombre a las épocas de cada
civilizacion, por gemplo la piedra para la edad de piedra, la metalurgia para la de
bronce, de hierro,... y hoy en diala edad de los semiconductores. La busgueda de
nuevos materiales ha ido més alla de la exploracion mineral en la corteza terrestre
y se han logrado sintetizar materiales con estructuras permitidas por las leyes del
universo, las que no han sido encontradas en forma natural. Estos materiales han
cambiado profundamente la vida de la humanidad. Por eemplo los circuitos
Integrados se han globalizado entre |os pueblos, aumentado la eficiencia industrial
y en general, los objetos que nos rodean han sido més. pequefios, rapidos y
eficientes.

Detras de todo este cambio en la convivencia humana se encuentra el empleo de
nuevos materiales y se sabe que las propiedades macroscopicas de un material que
contiene del orden de 10* &omos dependen sensiblemente de su estructura
microscopica, es decir, laforma de acomodar |os domos en e mismo. Por gjemplo
el diamante y e grafito estdn congtituidos por € mismo tipo de &omos de
Carbono, sin embargo, la estructura microscopica de cada uno es distinta, siendo €l
primero tetragonal y el segundo hexagonal. Esta diferencia estructural produce un
gran contraste en las propiedades fisicas de cada uno, por gemplo e diamante es
transparente, aislante eléctrico, el material mas duro del mundo y e mejor
conductor térmico. En cambio e grafito es un material opaco, es un conductor
eléctrico y es mecanicamente suave. Estas propiedades antagdnicas son la razon
por la que es importante disefiar nuevas simetrias estructurales para ordenar los
atomos en un sdlido, de tal forma que se puedan obtener nuevas propiedades hacia
unanuevaera.

A partir de principios del siglo veinte se encontré que vivimos en un mundo
cuantico, por gemplo la energia, la carga eléctrica, €l flujo magnético y
momento angular son magnitudes que pueden ser descritas como multiplos de una
cantidad béasica. Esta cuantizacion se manifiesta de una manera mas clara a escalas
microscopicas y frecuentemente tiene consecuencias importantes en propiedades
macroscopicas. Por gemplo la superconductividad, el condensado de Bose-
Einstein, e efecto Hall cuantico, etc. Lafisica del estado solido, desde sus inicios,
ha sido un laboratorio muy importante en el desarrollo de la mecanica cuantica

La fisica de los sblidos cristalinos se desarrollé principalmente en las décadas
de los treintas y cuarentas, inmediatamente posterior al establecimiento de la
mecanica cuantica. Al considerar que los fendmenos en los cristales pueden



describirse a través de un potencia periodico, se demostré que la funcion de onda
electronica correspondiente a dicho potencial puede escribirse siempre como un
producto de una onda plana por una funcion periédica, con e mismo periodo del
potencial, € cua hoy dia se conoce como € teorema de Bloch. Asi mismo los
nUmeros cuanticos asociados a dichas funciones de onda se expresan en el espacio
reciproco y particularmente en la primera zona de Brillouin [Kittel, 1996].
Haciendo uso de estos conceptos se desarrollo la teoria de bandas [Ashcroft,
1976], la cua ha podido explicar la diferencia de mas de treinta 6rdenes de
magnitud en la conductividad eléctrica observada en los solidos. Dicha teoria
define un conductor como un material en el cual la energia de Fermi [Ziman,
1972] se encuentra en una banda de energia permitida, mientras que en un aislante
la energia de Fermi se localiza en una brecha de energia prohibida. En este sentido,
un aislante ideal a temperatura cero tiene una conductividad el éctrica nula, debido
ala prohibicion cuantica, a diferencia de la teoria clasica en la cual laresistividad
surge de las colisiones de los electrones con los iones. La baa conductividad
eléctrica observada en los aislantes se debe cuanticamente a las imperfecciones
dentro del mismo. Dentro de la teoria de bandas, 10s semiconductores son aislantes
con una brecha energética alrededor de la energia de Fermi comparable con la
energia térmica correspondiente a la temperatura ambiente.

A partir de la década de los sesentas del siglo pasado seinicio € estudio de los
sistemas solidos amorfos, los cuales poseen estados electronicos cualitativamente
diferentes a aguellos de los sdlidos cristalinos. Se ha demostrado [Abraham, 1979]
gue en un potencial con un desorden infinitessmal todos los estados €l ectronicos
son localizados para sistemas de una y dos dimensiones. Para solidos
tridimensionales existe una frontera de movilidad que separa estados localizados y
extendidos. Los estados localizados se encuentran en e borde de la banda y a
aumentar el grado de desorden dichas fronteras de movilidad se mueven hacia €l
centro de la banda, provocando la localizacion de todos los estados [Ziman, 1979].
En general, en solidos amorfos no existen brechas energéticas en la densidad de
estados, sin embargo dicha estructura se observa en el espacio de movilidad. El
estudio de los amorfos en las décadas de los setentas y ochentas tiene
consecuencias tecnol 6gicas, por g emplo la aparicion de pantallas de cristal liquido
de grandes dimensiones, asi como celdas solares que cubren techos enteros.

En la década de los ochentas se encontrd [Schectman, 1984] una nueva forma
de organizar los atomos en un solido que no es periédica ni aleatoria, Siho €s una
proyeccion de un hiper-cubo de mayor dimension hacia €l espacio real del solido.
Los detalles de este método de proyeccion se abordardn en la secciéon 3.2.3. Esta
organizacion de los &omos —denominada como cuasicristales- posee un patron de
difraccion de puntos bien definidos con una simetria prohibida en la cristalografia
tradicional, en consecuencia su descubrimiento ha modificado la creencia de que



un patrén de puntos en la difraccion se debe a la periodicidad del solido. En la
actualidad se cree que dicho patrén es indicativo unicamente de orden de largo
alcance, tal es el caso delos cuasicristales. Asi mismo, se ha demostrado que en un
potencial cuasiperiodico los estados el ectronicos no son extendidos ni localizados
sino criticos, es decir, la funcién de onda asociada a dichos estados es autosimilar
en el espacio real. El espectro de energias es singularmente continuo y forma un
conjunto de Cantor con medida de L ebesgue cero [Sito, 1987], [Sito, 1989].

La estructura cuasi periodica mas estudiada es |a secuencia de Fibonacci, 1a cual
se encuentra contenida tanto en cuasicristales decagonales como icosaédricos ya
gue la red de Penrose [Janot, 1994] es una extension directa de la secuencia de
Fibonacci mediante los tridngulos de Robinson [Naumis, 1994]. Una de las
complicaciones adicionales encontradas en cuasicristales reaes es la presencia de
fasones, |os cuales son defectos locales que aparecen a modificar la posicién de un
atomo de forma que la energia estructural del sistema permanezca casi igual. Para
el caso de Fibonacci un fasdn se produce al intercambiar dos enlaces consecutivos
y diferentes.

En estatesis se estudian los efectos fasonicos en las propiedades el ectronicas de
una cadena de Fibonacci de tamafio macroscopico usando el método de
renormalizacion. En particular, se extiende € método de renormalizacion para la
densidad de estados total del sistema con el fin de incluir la presencia de los
fasones. Asi mismo, se calculala conductividad electronica dentro del formalismo
de Landauer, encontrando estados transparentes ¢ conduccion balistica alin en
presencia de fasones.

La presente tesis esta organizada en cinco capitulos, el primero de los cuales
expone el estado de arte del campo de los cuasicristales; en €l segundo se discuten
los conceptos y métodos usados en esta tesis; en € tercer capitulo se define la
secuencia y las posibles maneras de conformar una cadena de Fibonacci; en el
cuarto capitulo se estudia el comportamiento electronico en dichas cadenas 'y por
ultimo en el capitulo cinco se investigan las variaciones en el comportamiento
electronico a introducir fasones.



Capitulo 1 Cuasicristales

1.1 Estructura Cuasicristalina

En 1982, Dan Shechtman observo en aeaciones de aluminio y manganeso solidificadas
por enfriamiento rapido, por primera vez patrones de difraccion electronica que
consistian en puntos bien definidos con una simetria icosaédrica tridimensional
[Shechtman, 1984]. Este hecho generd una nueva rama de estudio en e mundo de la
cristalografia, ya que un icosaedro tiene simetria cinco, la cua no esta permitida en
estructuras periodicas. Cabe mencionar que los puntos en e patron de difraccion eran
asociados Unicamente a estructuras periédicas, las cuales se conocen como redes de
Bravais [Kittel, 1996]. De hecho, € descubrimiento de la simetria icosaédrica cambio
algunos conceptos béasicos de la cristalografia, puesto que en la actualidad los patrones
de difraccion con puntos definidos pueden no pertenecer a estructuras cristalinasy en ta
caso es un indicativo de una estructura con orden de largo alcance.

En investigaciones posteriores se encontré que los cuasicristales muestran patrones
de comportamiento similares a las funciones cuasiperiddicas. Estas funciones ya habian
sido estudiadas con anterioridad por algunos matematicos [Besicovitch, 1932]. Muestra
de dichos estudios se desglosa a continuaci on.

Sea f(x) una funcion real 6 compleja cuyo dominio son los nimeros reales (xefR),
ésta es cuasiperiodicas y solo si paratodo >0 existe un 7 €R, tal que paratodo x,

f(x+7)- f(x)|<e. (L1)

En otras palabras, existe un cuasi-periodo 7, para el cual f{x+17) se aproximaaf(x) y la
diferencia relativa entre estas dos es menor que ¢. Esta definicion tiene similitud con la
definicién de funciones uniformemente continuas, sin embargo, para las funciones
cuasiperiodicas S ¢ decrece, €l valor de r se incrementa o tiende al infinito cuando ¢ es
cero.

Un gemplo de este tipo de funciones se puede observar en e caso de planetas
teniendo periodos orbitales inconmensurables entre si. De tal forma que cualquier
configuracion particular que suceda una sola vez, puede repetirse con cierto grado de
precision si esperamos un tiempo suficientemente largo, entonces ¢ es la precision de la

configuraciony z eslavariable temporal.

Después de la observacion de Shechtman, Levine y Steinhardt demostraron que los
patrones de difraccion encontrados por Shechtman pueden ser reproducidos al redlizar la
transformada de Fourier de una estructura icosagdrica [Levine, 1984], la cual constituye
una estructura cuasicristalina. Un icosaedro regular como se muestraen laFig. 1.1 queda
determinado por seis vectores del centro alos vértices, consecuentemente, un hiper-cubo



de al menos seis dimensiones se requiere para generar una red periédica en un espacio
de seis dimensiones con simetria icosaédrica. Un icosaedro tiene seis gjes con simetria
cinco (del centro del icosaedro alos vértices), diez ges con simetria tres (del centro del
icosaedro a centro de cada cara) y quince gjes con simetria dos (del centro del icosaedro

=
X
7

Figura 1.1. Icosaedro regular formado por
veinte caras de triangul os equiléteros.

Actualmente €l estudio de los cuasicristales se centra principamente en dos grandes
grupos de aleaciones sintetizables. cuasi-cristalinas icosagdricas y decagonales. Una
estructura decagonal esta formada por un arreglo periédico en una direccion y
cuasiperiodico en las dos direcciones restantes. Este arreglo cuasi-periédico
bidimensional puede ser descrito por la red de Penrose que se muestraen laFig. 1.2, la
cua esta constituida de dos tipos de rombos equilateros con uno de sus angulos 36°y 72°
respectivamente, los cuales se embonan marcando los lados con flechas negras y
blancas, de manera que los lados embonados compartan € mismo simbolo y sentido,
como se muestraen laFig. 1.2.

L
{f

Figura 1.2. Red de Penrose y los dos rombos
constituyentes con lados marcados por flechas blancasy
negras para generar dichared.

Roger Penrose descubri6 que una superficie bidimensional puede cubrirse
completamente de manera aperiédica con solo estas dos figuras. En este arreglo todos
los enlaces se orientan en diez direcciones, por lo que tienen un orden direcciona de
largo alcance. Ademés la razon dorada esta presente en el cociente de las éreas entre



ambos rombos, asi como en el cociente del nimero total de dichos rombos cuando la red
esinfinita

Para redes bidimensionales periodicas, cuando se exige que la simetria rotacional sea
compatible con la simetria traslacional, se encuentran solo tres estructuras posibles que
son las simetrias tres, cuatro y seis, como se muestran en la figura 1.3 y su
comprobacion es similar al caso tridimensional [Ashcroft, 1976]. Por ejemplo, los
pentégonos regulares no llenan el espacio bidimensional.

Eoie

simetria tres simetria cuatro simetria seis simetria cinco
Figura 1.3. Redestriangular, cuadrada, hexagonal y pentagonal

Sin embargo, los rombos de la rede de Penrose surgen de la geometria del pentagono
como se muestra en lafigura 1.4, donde larazén dorada interviene de manera primordial
en esta construccion. La simetria de los tridngulos que conforman a estos rombos se
encuentra como parte de un pentagono regular.

Figural.4. Muestralarelacion del pentdgono regular con los
rombos que generan lared de Penrose.

Cabe mencionar que historicamente la razéon dorada fue introducida através de los
numeros de Fibonacci como se vera con detale en e capitulo 3. Ademas, la red de
Penrose es una extension bidimensional directa de la secuencia de Fibonacci mediante
los triangul os de Robinson [Naumis, 1994], es decir, se puede obtener la red de Penrose
uniendo los triangul os constituyentes de los rombos en lafigura 1.4 siguiendo laregla de
adicion gue se discute en laseccion 3.2.1.

En la siguiente seccion se discuten los procedimientos de sintesis y estabilidad de
|as al eaciones de cuasicristales icosagdricos y decagonales.



1.2 Cuasicristales termodinamicamente estables

Ahora que sabemos que los cuasicristales son un estado posible en la materia, resulta
necesario mencionar que dicha cuasi periodicidad no implica que sean estables con dicho
ordenamiento. A continuacion se exponen algunos métodos de preparacion de dichos
materiales con la intencion de reconocer algunos de los problemas que se presentan al
Sintetizar este tipo de estructuras.

Los cuasicristales de “ primera generacion” alos gue nos referimos como aguellos del
tipo Al-Mn mostraron que el ordenamiento cuasiperiddico era posible en la naturaleza
aungue los cuasicristales de entonces presentaban algunos problemas estructurales, tales
como [Janot, 1994].

(i) Las muestras cuasicristalinas no son compuestos termodinamicamente estables,
debido a que se obtienen por procedimientos de enfriamiento rapido.

(i) Los picos de difraccion de estas muestras son poco definidos, presentando un
ancho finito, lo cua hace pensar que existen defectos estructurales y/o finitud de
grano.

(iif) Laausenciadel patrén cuasiperiodico en experimentos de difraccion de rayos X,
lo cual se cree que es debido a que las muestras no son monoféasicas; es decir, la
muestra esta compuesta por multiples granos con diferentes orientaciones.

Hasta entonces muchos de |os cuasicristales se obtenian por técnicas de solidificacion
rapida de un liquido. En estos procesos aleaciones metdlicas fundidas se arrojan a un
disco 6 rodillo giratorio. Al derramar €l liquido en el disco ver figura 1.5, este se enfria
con una rapidez aproximada de 10° K/s y se obtiene una muestra en forma de listén de
unos cuantos micrometros de espesor y algunos milimetros de ancho. La rapidez de
enfriamiento puede cambiar a variar la velocidad de rotacion del disco. En lafigura 1.5
se presenta un esquema de una méaquina de derretimiento giratorio. Cabe mencionar que
histéricamente estos equipos se utilizan para generar cintas metélicas amorfas.




Figura 1.5. Maquina de derretimiento giratorio
(melt-spinning).

Los listones producidos generamente contienen algunos granos individuales de
cuasicristal de un tamarfio aproximado de un micrémetro, dicho tamano resulta favorable
para estudios con difraccion de electrones, pero no asi para estudio con rayos X y
neutrones, ya que los fotones y neutrones requieren que la estructura tenga coherencia
estructural en mayor escala. De esta manera € derretimiento giratorio no es capaz de
producir cuasicristales monofasicos, debido a que en este proceso de enfriamiento la
cristalizacion es multipuntual a causa de una complea distribucion de la temperatura en
la muestra. El cuasicristal original de Alg-Mny, Se sintetiza en coexistencia con otra fase
cristalina. Al agregar una pequeia cantidad de silicio (cerca del cinco por ciento) se
favorece laformacion de lafase cuasicristalinay resulta casi monofésico.

Otro método comun es la deposicidn de multicapas en la cual se alternan capas de Al
y Mn que se depositan en un sustrato, de un espesor del orden de 1000A. Una vez
obtenida una muestra multicapa con la composicion correcta, se bombardea la muestra
con iones de gases inertes a atas energias, a hacerlo se obtiene un estado cuasi-
cristalino, amorfo O cristalino, dependiendo de la energia de los iones y de la
temperatura de la muestra, permitiendo con esto € estudio de varias de las
transformaciones que llevan del estado cuasi-cristalino al amorfo y a estados cristalinos
[Mayer, 1987]. Estados cuasi-cristalinos de Al-Mn también pueden sintetizarse por la
implantacion directa de Mn en una matriz orientada de Al [Janot, 1994].

La existencia de transiciones de fase de estados cuasiperiddicos a periddicos provee
también de buenas evidencias experimentales que permiten distinguir la simetria
icosaédricarea de la pseudo-icosagdrica sintetizada.

Ademas de estas técnicas de preparacion de aleaciones anteriormente mencionadas,
las cuales se realizan con técnicas que provienen de la fisica del estado solido, existe
otra que debe tomarse en consideracion, la técnica de evaporacion. Consiste en producir
una niebla de pequefias gotas de aleacion liquida la que posteriormente se enfria a
depositarlo sobre un sustrato. Las dimensiones de dichas gotas van desde los 500 a los
3000 A y presentan tanto formas como estructuras interesantes dada la simetria que
adoptan. Muestras de estructuras cuasi-cristalinas en fase decagonal han sido preparadas
usando esta técnica en aleaciones de Ni-Cr [Ishimasa, 1988].

Actuamente se sintetizan cuasicristales usando e método convenciona de
enfriamiento lento, € cua parte de la suposicion de gque e estado cuasi-cristalino es
termodindmicamente estable, al menos para agun intervalo de temperatura y una
composicion especifica. Esta técnica permite en principio e crecimiento de
cuasicristales grandes y monofasicos cuya estructura puede determinarse por difraccion
de rayos X O neutrones. Sin embargo, este método requiere una precision en la
composicion quimica, sobre todo en € porcentaje de &omos de radios i6nicos pequefios



ya que se piensa gue su participacion es fundamental en la estabilidad de la estructura
cuasicristalina [Janot, 1994]. La aleacion de AlgLisCu fue la primera fase icosaédrica
estable encontrada usando este método y abrio e camino a la determinacion precisa de
la estructura cuasicristalina. A pesar de esto hasta ahora se pueden producir muy pocos
cuasicristales estables, sin embargo se dio un salto hacia delante cuando se lograron
sintetizar fases icosaédricas perfectas y estables en aleaciones de Al-Cu-Fey Al-Pd-Mn
[Tsai, 1987].

La tarea de entender el proceso de crecimiento de los cuasicristales esta lgjos de ser
aclarada y requiere un gran conocimiento de las estructuras atdbmicas que conforman al
material. En la siguiente seccion se aborda otro tipo de estructuras cuasiperiddicas
artificiales.

1.3 Multicapas cuasiperiodicas

En afios recientes ha habido un gran avance en estudios relacionados con la ecuacion de
Schrddinger con respecto a una dimension con potenciales cuasiperiédicos. El interés en
este tema surgio a partir del hecho de que €l teorema de Bloch no es capaz de describir
potencial es cuasi periddicos, ademés dichos potenciales son de una naturaleza diferente a
la de estructuras periodicas y desordenadas. Para € estudio de cuasicristales
unidimensionales se recurre a ordenamiento atdbmico de Fibonacci como e prototipo,
cuya estructura ha mostrado ser cuasi-periddica, autosimilar y con dos periodos
lineal mente independientes. Una aplicacion directa del estudio de este tipo de estructuras
es en las multicapas cuasiperiodicas, la cual consiste en una estructura tridimensional
con ordenamiento cuasi periddico en unadireccion y periodico en las dos sobrantes.

El procedimiento para construir una estructura en arreglo de multicapas cuasi-
periodicas involucra la definicion de dos bloques distintos, ordenados en secuencia de
Fibonacci, cada uno de los cuaes puede estar compuesto de una 0 mas capas de
materiales distintos y tener un espesor variable. La primera incursion en la sintesis de
este tipo de semiconductores fue realizada por Merlin usando compuestos de GaAs-
AlAs[Merlin, 1985], quien a estudiar este tipo de arreglos observo que en |os espectros
de difraccion y de Raman la mayoria de |0s picos se encuentran en proporcion alarazon
dorada[Wang, 1988].

En otras investigaciones de estos sistemas se encontré que algunas propiedades
inusuales dependen de la composicion y del grosor de las capas, dichas investigaciones
se redlizaron mediante: conductividad eléctrica, fonbnica, excitacion ultrasonica,
localizacién de ondas 6pticas en redes de SIO, y TiO, [Gelleerman, 1994] y ondas
acusticas.

Una de las aplicaciones méas recientes de las multicapas cuasiperiodicas es la
posibilidad de generar € segundo y tercer armonico de ondas el ectromagnéticas en una
estructurade LiTaOs [Zhu, 1997].



Para comprender la forma en que estas estructuras se describen tedricamente, en €l
siguiente capitulo se muestran los métodos cuanticos que se aplican para € estudio de
los solidos.



Capitulo 2 Métodos Cuanticos Aplicados a Solidos

2.1 Modelos Electrénicos en Solidos

A partir del surgimiento de la teoria cuantica a principios del siglo veinte, ha habido
diversos intentos de aplicar dicha teoria a la descripcion a las propiedades
macroscopicas de los sdlidos. Sin embargo, hasta la fecha no se ha encontrado una
solucién analitica para € siguiente operador hami Itoni ano
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donde I Y R representan correspondientemente las coordenadas de los electrones y los
iones. Los primeros dos términos de la Ec. (2.1) describen la energia cinética de los
nucleos y los electrones; y 10s tres términos subsecuentes representan las interacciones
electron-electron, electron-ion e idn-ion.

Con respecto a las soluciones numéricas de la Ec. (2.1), alin con los ultimos avances
de latecnologia en el computo, no se han abordado de forma directa sistemas mayores a
veinte &omos conformados en una estructura [Marder, 2000]. Dado que existen del
orden de 10” &omos en un sdlido, se requiere una serie de aproximaciones que se
describen a continuacion.

En 1927, M. Born y R. Oppenheimer propusieron una técnica para desacoplar €
movimiento entre los electrones y los nlcleos en laEc. (2.1). Tal técnica en la actualidad
se conoce como la aproximacion de Born-Oppenheimer ¢ aproximacion adiabética, la
cua consiste en € hecho de que € nicleo se mueve con una velocidad mucho menor
gue los electrones, debido ala gran diferencia de sus masas inerciales. Tal aproximacion
consiste en proponer gue la solucién de la Ec. (2.1) es un producto de dos funciones de
onda; una de las cuales es generada por los nucleos y la otra por los electrones, esta
ultima depende tanto de las coordenadas de |os el ectrones como las de los nucleos. Este
hecho conduce a un término cinético que mezcla ambas funciones de onda; como
resultado de la aproximacion de Bron-Oppenheimer tal término cinético resulta
despreciable [Ziman, 1972] y conduce a siguiente hamiltoniano para los electrones

(H.),
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Este hamiltoniano multi-electrénico sigue siendo un desafio paralos cientificos en
lo que hatranscurrido del siglo veintiuno y entre las soluciones se encuentran:




1. Ladeinteraccion de configuraciones -quizéas la mas confiable- consiste en escribir
la funcion de onda como una combinacion lineal de determinantes de Slater, es
decir, cada determinante de Slater representa una configuracion electronica. Este
tipo de solucion sdlo permite abordar sistemas muy pequefios, de decenas de
aomos [Sherrill, 1995].

2. La aproximacion més utilizada para resolver e hamiltoniano multi-electrénico
[Ec. (2.2)] es la de campo medio, que a contrario de la anterior reduce €
problema de muchos electrones a un problema de un solo electron sujeto a un
potencial efectivo determinado por los demés electrones e iones. Dicho potencia
se calcula de forma auto-consistente, es decir, se parte de suponer una
configuracion de los demas electrones para calcular -usando la ecuacion de
Schradinger- 1as eigenfunciones del electron representativo, las cuales conducen a
una nueva configuracion para los demés electrones, asi como a algun nuevo
potencial; este proceso es iterativo hasta obtener un potencial invariante; |lamado
potencia efectivo [Bruus, 2004]. Un gjemplo de la aproximacion de campo medio
es el método de Hartree-Fock [Mahan, 1990].

En la actualidad existe una variedad importante de intentos de resolver la Ec. (2.2)
entre los cuales los dos anteriores se ubican en una escala de exactitud siendo los mas
conocidos. Aunque por orden de complejidad la interaccion de configuraciones es la
numero uno, la de Bosones Esclavos [Wen, 2004] es la segunda, |a de desarrollo de
Diagramas de Feynman [Mattuck, 1992] es laterceray la ultima pero mas empleada es
la de campo medio.

En la aproximacién de campo medio cuando el potencial efectivo [V(F)]se aplica a
hamiltoniano electrénico, el hamiltoniano resultante puede escribirse como

~ #?
Hy=-> —V? +V(F). 23

Si e solido es cristalino entonces V(7) resulta ser un potencia periddico, en
consecuencia, la solucion a la Ec. (2.3) son las funciones de Bloch. En general, para
potenciales no necesariamente periédicos se utiliza el modelo de amarre fuerte, cuyo
hamiltoniano esta dado por

g =2l [l (24)

donde ¢ =<j j> y b :<i

sitioj y laamplitud de probabilidad de salto entre los sitiosi y j, siendo | i) lafuncion de
Wannier [Marder, 2000] centrada en €l sitio j escrita en la notacion de Dirac. En caso de
utilizar esta notacion la ecuacion de Scrodinger se transforma en una ecuacion de

diferencias. En general, las funciones de Wannier [W, ( R I)] podrian considerarse como

~

Hy

~

Hy

j> representan respectivamente la autoenergia del



orbitales atémicos ortogonalizados y se relacionan con las funciones de Bloch [¥(F)]
de lasiguiente forma

W(RN) =3y (), 25)

donde RyT representan respectivamente las coordenadas atémicas y electronicas, n
indicael indice de bandas, k es el vector de onday N es e nimero total de &omos.
L as funciones de Wannier tienen dos propiedades fundamental es que son
1. Centradaen d sitio R. La dependencia de W,(R,F) en Ry T es slo a través de
su diferencia, es decir, W,(R,7) =W, (7 = R). Dado que la funcion de Bloch es
w_(F)=€""u,(k,F), donde u,(K,7) =u,(K,7 — R) es una funcién periédica con e
mismo periodo del potencial, por lo tanto, dela Ec. (2.5) setiene que
WRN =T P KT -R=WE-R. g

2. Ortogonalidad. A partir delas Ecs. (2.5) y (2.6) resulta

W (F-Ryw, (r -R) d* =§Ze‘(m“ﬁi> [wa K.y, (k1)
ok
1 < JkR-R)
:Nze 5n,n' = 5n,n' 5|J ) (27)
k

por lo cual las funciones de Wannier son ortogonal es.

El modelo de amarre fuerte dado por la Ec. (2.4) seré utilizado parala descripcion del
comportamiento electronico en sistemas cuasiperiodicos como se vera en los capitulos 4

y 5.
2.2 Funcion de Green

La funcion de Green G(r,r’,z2) es una herramienta que se emplea en la solucion de
ecuaciones de laforma

[z-H] G(F,F;2) =5(F -, (2.8)
donde H es un operador hermitiano con eigenvalores redles E, y eigenfunciones \05>, z
es la energia complegja que estd dadapor Z=E +i7n.

Las funciones de Green son muy utilizadas en estudios de mecéanica cuantica debido a
la ecuacion de Schrodinger

[E-H] y(r)=0. 2.9)



La ecuacién asociada a la Ec. (2.9) que involucra a la funcion de Green es la Ec.
(2.8) y recibe e nombre de ecuacion de Dyson, la cua puede escribirse en forma
matricial como

[z-H]1G(2)=1, (2.10)
donde | eslamatriz identidad. En general, lafuncién de Green se escribe como
11 _vyl2)e]
C@=——r=r ;\axa\—; - (2.12)
En e entendido de que G(2) tiene polos en valoresde E=E,, y =0, se define
G*(2) = IlmG(E+|77) PZ‘ >< ‘J?l;zZé(E E,)|a){al, (2.12)

donde P es la parte principal de la funcién y la Ec. (2.12) se deriva de la identidad
[Economou, 1983]
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Usando la Ec. (2.12), ladensidad de estados (DOS) en un punto I se escribe

— — — —_ 1 — + —
DOS(r,E):Z&(E—Ea)<r\a><a\r>=+;|m[<r\G—(z)\rﬂ_ (2.14)
Por tanto laDOStotal del sistemaes

DOS(E) = Z&(E E )= —|m[Tr< G*(2|r)]. (2.15)

~PLFix 8(n), (2.13)

En resumen, la funcion de Green dependiente de la energia es la transformada de
Fourier de la funcion de Green dependiente del tiempo, la cua sirve como un
propagador de la funcién de onda, es decir, transporta informacion en el espacio y en €
tiempo. Por lo que muchas propiedades fisicas pueden expresarse en términos de la
funcion de Green tales como, propiedades de transporte, propiedades Opticas y térmicas
[Elliott, 1974]

Por ultimo, la DOS es una cantidad fisica que si bien no se mide cominmente,
permite calcular promedios medibles de cantidades fisicas a través de la mecanica
estadistica[Reichl, 1998].

2.3 Método de Renor malizacion

El término de renormalizacion en la literatura se refiere a una variedad de conceptos
tedricos y técnicas computacionales que se usan para transformaciones de cambio de
escala 0 al proceso de remover las divergencias de algunas cantidades cal culadas, dentro



estos procesos se encuentran dos componentes importantes conocidos como decimacion
y re-escalamiento.

Mientras el concepto del método de renormalizacion se origind en €l campo de la
fisica de particul as elemental es, actual mente se aplica a otros campos, tales como, fisica
estadistica y de materia condensada. En este Ultimo se desarrolla e método de
renormalizacion en e espacio real que consiste en reducir e nimero de grados de
libertad de un sistema conservando la informacion fisica relevante contenida en é
(decimacion). Esta idea fue introducida originalmente por Leo P. Kadanoff [Kadanoff,
1967] y posteriormente aplicada a fenébmenos criticos por Wilson en 1971. A
continuacion se expone una breve introduccion de las ideas basicas del método de
renormalizacion.

2.1.1 Fendmenos Criticos

En esta seccion se discute como un gjemplo € método de renormalizacion aplicado a
fendmenos criticos, referidos a la fisica de los puntos criticos, donde la longitud de
correlacion diverge.

Uno de los métodos més utilizados en |a descripcion microscdpica de muchos grados
de libertad interactuantes es la aproximacién de campo medio, la cual no describe
correctamente el comportamiento critico, aunque es vaida en puntos lganos a la
transicion de fase, debido a que la aproximacion de campo medio desprecia la
correlacion que se vuelve relevante a aproximarse a punto critico. Sin embargo,
muchas propiedades del comportamiento critico de un sistema pueden ser derivadas en
el formalismo de renormalizacion.

A continuacion se describe la aplicacion del método de renormalizacion en €
problema de percolacion que constituye un fendmeno critico de conectividad. Supone
gue en una red solo una fraccion p de los sitios disponibles esta ocupada. Si p es
pequefio, la mayoria de |os sitios ocupados se rodean de sitios vecinos vacantes. De este
modo, conforme p crece, muchos de los sitios vecinos se ocupan formando cumulos. Se
puede definir una longitud de correlacion ¢(p) como la extension caracteristica del
cumulo, de tal forma que s p aumenta, asi 1o hara {(p) hasta llegar a un punto critico p
parael cua {(pc) diverge.

El punto p. esta relacionado con € umbral de conectividad, debido a que si p<p. la
conectividad no es suficiente para dar origen a un cumulo infinito. En general, se dice
gue existe un cumulo, si todos los sitios del interiores de este estén ocupados, por |o que
se puede asignar una nueva probabilidad ala existencia de un cimulo p’'=R(p)=p°, donde
b es e numero de sitios en & cumulo y R es la transformacion del proceso de
renormalizacion.

Por egemplo, podemos citar €l caso unidimensiona. Si se consideran cumulos de dos
sitios, la probabilidad de ocupacion de un cimulo es p® A este nuevo sistema formado



por cumulos de dos sitios se puede aplicar una nueva transformacion de
renormalizacion, es decir, p'=R(R(p)). Bago transformaciones sucesivas de
renormalizacion se distinguen dos puntos fijos p*=1y p*=0 para los cuaes p*=R(p*).
De hecho, € umbral de conectividad p. coincide con uno de los puntos fijos, p*=1 que
es un punto repulsor, mientras p*=0 es un atractor, es decir, S se parte de una
probabilidad menor que uno, a aplicar transformaciones sucesivas de renormalizacion,
la probabilidad resultante siempre converge a cero. Siguiendo un procedimiento similar
de renormalizacion, se puede determinar la potencia (v) de la variacion de lalongitud de
correlacion C(p)=|p-p.| " alrededor del punto critico [Stanley, 1999].

Cabe mencionar que e formalismo conceptua de fendmenos criticos esta
encontrando cada vez mas aplicaciones e impulsando e desarrollo de otros campos,
tales como laquimica, labiologiay la economia[Mantegna, 1999].

2.1.2 Renormalizacion en Espacio Real

El método de renormalizacion en el espacio real fue desarrollado con el objeto de
facilitar la descripcion de las propiedades macroscopicas de un sistema de muchos
grados de libertad. A lo largo de la tesis se muestra su aplicacion a redes periédicas y
cuasiperiodicas.

Para sistemas unidimensionales, e método de renormalizacion consiste en
representar una cadena de atomos por un par de sitios extremos efectivos L y R,
mediados por una interaccion efectiva. Dichos sitios y su interaccion contienen la
informacion necesaria para calcular propiedades fisicas del sistema original. En otras
palabras, en este proceso |os sitios interiores desaparecen aportando una contribucién al
par (L-R); e cua permanece. Dentro del modelo de amarre fuerte, una cadena de atomos
puede describirse como un conjunto de sitios con autoenergia -que representa la energia
necesaria para colocar un electron en dicho sitio- e integrales de salto entre los sitios.
Estas integrales de salto corresponden a la amplitud de probabilidad de que un electrén
tunelee de un sitio a otro. Renormalizar esta cadena conduce a la aparicion de auto-
energias efectivas de los sitios L y R y una integral de sato efectiva entre éstos.
Repeticion de este proceso permite abordar sistemas de tamafio macroscopico con poco
esfuerzo computacional, como se discutira con mayor detalle en la seccion 4.2.

Para sistemas multidimensionales este proceso pierde efectividad al extenderse en
forma directa, ya que todos los sitios externos del sistema deben considerarse
explicitamente para construir redes de mayor tamafio y se deben conservar todos los
caminos de correlacion espacial. En consecuencia, una estructura de d dimensiones al
ser renormalizada se reduce a una de d-1 dimensiones, en la cual € nimero de grados de
libertad diverge cuando el sistema original diverge, excepto para d=1. Una alternativa
para abordar sistemas multidimensionales es combinar el método de renormalizacion



con €l teorema de convolucion si e hamiltoniano del sistema es separable [Sanchez,
2004].

2.2 Conductancia de L andauer

La conductancia (G) se refiera a la facilidad que tiene un material para permitir el
movimiento de cuasi-particulas (tales como electrones, fonones y fotones) entre los
atomos del solido y se define como € inverso de la resistencia, G=1/R. En esta seccion
se describe la conductancia como funcién de la transmitancia, una relacion deducida por
Rolf Landauer en 1957 [Landauer, 1957].

En un conductor la magnitud de la densidad de corriente eléctrica (J) esta dada
por
J=-evn, (2.16)
donde n es e numero de electrones que participan en la conduccion, —e y v son
respectivamente la carga eléctrica y la rapidez promedio de los electrones. Si dicho
conductor se localiza entre dos contactos sometidos a una diferencia de potencia (ui-pi,)
pequeiia de forma que en & contacto uno los electrones tienen energia 14 y en €
contacto dos energia 14, la ecuacion (2.16) puede reescribirse como [Imry, 1999]

dn
J=-ev (/Jl—ﬂz)a, (2.17)
dn _ _
donde a representa la densidad de estados (DOS) por unidad de volumen. Para un
conductor cristalino unidimensional de N &omos con parametro de red a,

ds

__ ~\DOS _ —ev (11— ) dk
J=—ev (1, — 1) Na Na d£ , (2.18)

dk

donde k es €l vector de onday S es el nimero total de estados con energia E menor o
igual a la energia de Fermi. Por otro lado, la densidad de estados en € espacio k es
dSdk=Na/r considerando la degeneracion de espin electronico [Kittel, 1996]. Ademas,
dE/dk=7v es proporcional alaveocidad de grupo. Por lo tanto,
M~ K
J=—e1 2
o (2.19)
Dado que la diferencia de potencia aplicada es Vi-V,= -e(u4-1), la conductancia
eléctrica (G) para un conductor ideal unidimensional atemperatura cero es[Imry, 1999]
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Si e conductor no es perfecto, existe una probabilidad de que los electrones se

transmitan de un extremo a otro del conductor, con una transmitancia T, entonces la
conductancia

G (2.20)

e2
G=—T. (2.21)
h
S se observa con detalle la ecuacidon (2.20) surge la duda del origen de la
diferencia finita de voltge Vi;-V,, a medir la conductancia de un conductor ideal. Se
piensa que dicha caida de voltge se debe a una resistencia de contacto entre los
reservoriosy el conductor, ya que la corriente vigja en los reservorios por una infinidad
de modos transversales y dentro del conductor solo por unos cuantos. Se requiere una
redistribucion de la corriente entre los modos en la interfase, o cual genera una
reflectancia distinta de cero debido a la interfase entre € reservorio y e conductor.
Cuando el conductor tiene muchos modos transversal es esta reflectancia es despreciable.
A partir de la ecuacién (2.21) y restando la resistencia de contacto, que se obtiene de la
ecuacion (2.20), se puede deducir la conductancia debido Unicamente al conductor
ocasionada solo por los posibles centros dispersores de éste, la cual esta dada por [Datta,
1995]
e T
T A=T) (2.22)
Notese que la conductancia eléctrica de un conductor ideal dada por la ecuacion (2.22)
diverge puesto que su transmitancia es uno.



Capitulo 3 Redesde Fibonacci

Leonardo de Pisa, megjor conocido como Fibonacci nacio en la ciudad italiana de Pisay
vivio de 1170 a 1250.

Se conoce muy poco sobre su vida; sin embargo, en €l prefacio de uno de sus libros
mas importantes, el “Liber Abaci”, comenta que fue su padre quien le ensefid aritmética
y lo animé a estudiar matematicas. Ademas de su padre, Leonardo recibio este tipo de
ensefianza de maestros arabes, |o cual era, sin duda, |0 megjor que podia sucederle a un
joven medieval italiano que quisiera saber mateméticas. Se convirtié en un especialista
en aritméticay en los distintos sistemas de numeracion que se usaban entonces.

Reconocemos en @ a uno de los primeros hombres que llevo la matemética arabe a
Europa, ademés de poner muy en alto el nombre de la matematica griega y darla a
conocer entre los mercaderes y comerciantes, es decir, sacarla de los monasterios y €
monopolio de los eruditos.

3.1 NUmer os de Fibonacci

En matematicas, la sucesion de Fibonacci es un conjunto de nimeros enteros que se
relacionan de la siguiente manera

a,=a,;ta,,, (3.1

donde n es un nimero natural y partiendo de a;=1y a,=1. En consecuencia, la sucesion
de Fibonacci esta dada como

1,1,23,5,8, 13, 21, 34, 55, 89,144, 233, 377, 610, 987,...

Algunas propiedades de |os nimeros de Fibonacci son [Conway, 1996]:
1. El cociente de dos nimeros consecutivos se aproxima a la razon aurea, es decir
an1/a, tiende at=(1++5)/2,
Lasumadelosn primerostérminoses. a; + a, +... + a, = ano — 1.
Lasumadelostérminosimpareses. a; + az +... + @1 = aon.
Lasumadelostérminos pareses. a, + a4 +... + an = i1 — 1.
La suma de los cuadrados de los n primeros términos es.

a” + ay +... + )" = 8y 8m

Cualquier nimero natural siempre se puede escribir mediante una suma finita de
numeros distintos de Fibonacci. Por gemplo, 17=13+3+1, 65=55+8+2.

7. Uno de cadatres términos es par, uno de cada cuatro es multiplo de 3, etc.
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8. Si a, es un nimero primo, p también lo es, con una Unica excepcion a,=3; 3 es
primo, pero 4 no lo es.

3.2 Secuencia de Fibonacci

A diferencia de los niumeros de Fibonacci, la secuencia de Fibonacci [F(n)] es una
sucesion de un par de elementos distintos (A y B) que se obtiene mediante una suma
directa de las dos secuencias anteriores F(n)=F(n-)®F(n-2) con condicion inicial
F(1)=Ay F(2)=AB. En la siguiente tabla se presentan algunas de | as secuencias.

Tabla 3.1 Secuencias de Fibonacci

Generacion | Secuencia:

1 A
AB
ABA
ABAAB
ABAABABA
ABAABABAABAAB
ABAABABAABAABABAABABA
ABAABABAABAABABAABABAABAABABAABAAB

O N0 A~ WIN

Algunas de | as propiedades de esta secuencia son: [Chandra, 1999]

1Para n suficientemente grande, la razén (el cociente) entre el nimero de repeticiones
del elemento A y las repeticiones de B converge a un ndimero irracional conocido
como razén aurea 0 nUmero aureo, que es la solucién positiva de la ecuacion

r*—71-1=0, (3.2
lacual se puede aproximar como t ~ 1.618033989.

2L.a autosimilaridad de la secuencia puede apreciarse aplicando la siguiente regla de
sustitucion: Por cada pareja AB sustituimos una Ay en lugar de cada A (no seguida de
una B) remplazamos por una B, es decir,

ABAABABAABAAB..

VI TLLL

A4 B 4 4 B AB A4..

En general, esta regla reduce una generacion de la secuencia y en consecuencia la
cadenainfinita es autosimilar.

Existen varios métodos para generar la secuencia de Fibonacci. A continuacion



discutiremos algunos de €llos.

3.2.1 Méodo de Adicion

Como habiamos visto, |a secuencia de Fibonacci puede generarse a aplicar la siguiente
regla F(N)=F(N-D® F(n-2) Cabe mencionar que la secuencia resultante depende
de las condiciones iniciales;, por gemplo, s se toma F(1)=A y F(2)=BA, a generar la
secuencia se observa que todas las generaciones se inician con B y terminan con A.
Adicionalmente esta secuencia tiene estado transparente cada tres generaciones
[Sanchez, 2004], a diferencia de la secuencia convencional dada por latabla (3.1) quelo
tiene cada seis generaciones como veremos mas adel ante.

3.2.2 Méodo de Sustitucion

Fibonacci demostr6 que esa secuencia puede manifestarse en la evolucion de un
fendmeno de la Naturaleza, puesto que la solucion a un problema matemético basado en
el proceso de reproduccion de una pareja de conejos asi 1o confirmaba. En otras palabras,
la secuencia puede ser vista gréficamente como la siguiente figura, donde una paregja
joven de congjos (simbolo blanco) se encuentra en el renglon 1, y después de una
temporada esta pargja llega a ser una pargja madura (simbolo negro) en € renglén 2.
Ademés, se supone gque cada pargja es inmortal y reproduce una paregja joven después de
unatemporada. Por tanto, en laterceratemporada en el renglon 3 hay una pareja madura
y unajoven...
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Figura 3.1.. U-na'pareja inmadura de congjos se

muestra en blanco y otra, madura, en negro.
Resultados que se obtienen en cada temporada.

to

Siguiendo con este razonamiento, Si ahora representamos a las pargjas jovenes con la
letra By las pargjas maduras con laletra A, se reproduce latabla (3.1).

3.2.3 Método de Proyeccion



Una forma geométrica de construir la secuencia de Fibonacci es considerar una red
cuadrada como la que se muestra en la figura 3.2(a). Ahora tracemos una linea LK recta
en lafigura 3.2(b) que forme un angulo 6 con respecto al ge horizontal, cuya tangente es
igual alarazon aurea ().

..............
.......

(a) t (h)
Figura 3.2. Procedimiento de construccion de una red de Fibonacci
unidimensional por método de proyeccion. En € texto seilustrala
importancia de larazon dorada para esta construccion.

La linea recta LK (espacio fisico) cruza varios cuadrados de la red, por gjemplo, €l
ABCD en la figura 3.2(b). Cada vez que LK entre en un cuadrado, desde el vértice
superior izquierdo de cada cuadrado se trazara una linea perpendicular a la linea recta
LK. Asi, en e cuadrado ABCD € vértice superior izquierdo es D. Desde D se traza la
linea DQ, perpendicular aLK como en lafigura 2.3(c). De esta manera, se forman en LK
lospuntos Q, P, R, T, S,... y resulta que las distancias QP, RT, TS,... solo adquieren dos
valores, siendo QP, RT, TS, VW iguales entre si y las distancias PR, SV, WZ también
iguales entre si. De las dos distancias que se forman, una es mas larga que la otra. Por
egjemplo, larelacion entre las distancias PRy QP es:

QP _ L J5+1

PR 2
S se denomina a segmento largo Ay a corto B, entonces se obtiene una secuencia de
Fibonacci como se muestra en lafigura 3.2(d).

Este método se puede utilizar para generar estructuras cuasiperiodicas
multidimensionales a partir de redes en e hiper-espacio. Por gemplo, para una
estructura icosahedral se parte de un hiper-cubo de seis dimensiones 'y a proyectar a un
espacio fisico de tres dimensiones los seis vectores base del hiper-cubo se alinean con
los seis gjes de simetria cinco del icosaedro [Janot, 1994].

3.3 Ordenamiento atémico de Fibonacci

En esta seccion se construyen algunos model os fisicos para describir € comportamiento
electronico en cadenas de Fibonacci. En particular, nos interesa realizar un estudio sobre
los efectos de la cuasiperiodicidad en las propiedades electronicas del material, para lo
cua partiremos de modelos sencillos con un solo orbital tipo s por &omo despreciando
lainteraccion electron-electron, con el fin de facilitar €l anadlisisy aislar los efectos.



El modelo de amarre fuerte basado en las funciones de Wannier es quizés € mas
simple que puede describir un ordenamiento cuasiperiodico de los aomos. El
hamiltoniano de amarre fuerte puede escribirse como

HA:Zj:gj‘j><j‘+<iZj;ti,j“><”, (3.3)

donde t;; es la amplitud de probabilidad de salto entre sitios vecinos méas cercanosii y j

simbolizados por <i, j>, §Y \J> son respectivamente la autoenergia y la funcion de
Wannier localizadas en €l sitio j.

Este modelo plantea dos parametros; la autoenergia (g) y la energia de salto (t;;). A
continuacion discutiremos las posibles variaciones de éstos que pueden presentarse en
acomodos cuasi-cristalinos siguiendo la secuencia de Fibonacci.

3.3.1 Problema de Sitios

En este caso el arreglo es visto esencialmente como un ordenamiento de a&omos con
autoenergias distintas, ea y &, Y la misma energia de salto t entre cualquier par de sitios
mas proximos en e arreglo. Estas autoenergias se ordenan siguiendo la secuencia de
Fibonacci como

-
&
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donde las autoenergias se localizan en € interior de los circulos y las energias de salto
encuentran sobre el enlace entre los &omos.

3.3.2 Problema de Enlaces

Este ordenamiento se entiende como una secuencia de &omos iguales con integrales de
salto variables que pueden tomar los valores ty y tg, cuyo ordenamiento sigue la
secuencia de Fibonacci como

W oy e
LD

Este modelo se estudiard con més detalle en los siguientes capitulos debido a su
sencillez en &l proceso de renormalizacion.

3.3.3 Problema Mixto

Este arreglo podria considerarse como una extension del problema de sitios con la



variacion de que la energia de salto no permanece constante, depende de la naturaleza de
los atomos entre los cuales ocurre e salto. Una representacion de este problema puede
encontrarse en el siguiente esquema

donde tag corresponde la energia de salto entre sitios A y B, independiente de su orden.
Un estudio de este model o se puede encontrar en lareferencia [Sanchez, 2001].




Capitulo 4 Electrones en Cadenas de Fibonacci

Las cadenas de Fibonacci que se estudian en este capitulo constituyen un gemplo
simple e ilustrativo de las estructuras cuasicristalinas, como se vio en e capitulo 1.
Por otro lado, los electrones pueden considerarse como €l prototipo de las
excitaciones elementales en sblidos y su comportamiento es extensible a andlisis de
otro tipo de excitaciones tales como fonones, magnones, etc.

4.14.1 Solucién Analitica en Aproximantes

En vista que la mayoria de las propiedades fisicas de los cuasicristales no se ha
podido obtener de forma analitica, se construyen sistemas similares que retienen las
caracteristicas mdas importantes de las estructuras cuasiperiddicas infinitas. Un
modelo de super-celdas con orden cuasiperiddico local es conocido como el modelo
de aproximantes, en el cual se toma un segmento de la red cuasiperiddica infinita y se
impone periodicidad como condicion a la frontera para generar estructura de bandas.
Cabe enfatizar que dichas bandas se deben a la periodicidad del modelo.

Consideremos el problema de enlaces discutido en la seccion 3.3.2. Si se parte de
una cadena de Fibonacci de generacion tres y se impone la condicién a la frontera

periddica, se obtiene el siguiente aproximante ...®0AeBeA®AeBeA®A eBeA® .. donde
los puntos sélidos indican la posicion de los dtomos y aquellos de mayor tamafio
representan la frontera de las celdas. Si se parte del hamiltoniano de amarre fuerte
dado por la ecuacién (2.4), las auto-energias & son iguales para el problema de
enlaces. Dado que la fisica es invariante ante una traslacion constante de energia, se
toma £=0. Ademads, el parametro relevante es el cociente de las integrales de salto, es
decir, t4/tp y por simplicidad se escoge tg=t como unidad de energia. Con € fin de
aislar los efectos de la cuasi-periodicidad, durante toda la tesis se consideran
Unicamente orbitales tipo s, para los cuales las integrales de salto resultan siempre
negativas como se muestraen el apéndice A.

Partimos de la ecuacion de Schrodinger estacionaria dada por [Merzbacher, 1998]
Hlw)=Elp), (4.2)

donde H es el hamiltoniano del sistema dado por la ecuacion (2.4) y E es la energia
asociada al estado \W> Debido ala simetria traslacional, la solucion puede escribirse
en el espacio reciproco k como [Sutton, 1994]

)= (" ma) .8 m.2) .27 m ) “2)
donde \m, j> representa la funcion de Wannier localizada en el sitio j dentro de la

super-celda m que contiene tres aomos. Dentro de la aproximacion de salto a
primeros vecinos, los elementos de matriz del hamiltoniano distintos de cero en la



representacion de estas funciones de Wannier son
(mAH|m,2) =(m,2|H |m1) =t,
<m,2\lfl\m,3>:<m,3\HA\m,2>:tA _ (4.3)
(mYH|m-13)=(m-13H|m)=t,

Entonces, la ecuacion (4.1) puede proyectarse en (ni] como
(n,l| I-A| |l//> _ Czeik(3n+1)a<n,1| |_A| |n’2>+ Cseik(3n—1)a <n’1| I—A| |n ~1, 3> _ Czeik(3n+1)atB n C3eik(3n—l)atA
(n,2[H |y ) = c,e ™ (n,2|H |n,1) + c,e™®?2 (n,2|H |n,3) = c,e M2, + c,g D2, . (4.4)
<n,3||:| |l//> _ Cleik(3n+3)a <n,3||_“| |n +1’1>+ Czeik(3n+1)a <n,3||:| |n’2> _ Cleik(3n+3)atA + Czeik(3n+1)atA
Por otro lado, la proyeccién del lado derecho de la ecuacién (4.1) sobre el estado
<n, ” conduce a

<n’1‘ E‘l//> -E Cleik3na
(n2|E|y)=E cg e, s
<n,3‘ E‘W> =E %eik(3n+2)a

Al igualar las ecuaciones (4.4) y (4.5), a través de (4.1), se tiene que

C'Zeik(3n+l)a.|:B + Cseik(Sn—l)atA — E CleikSna

ik(3n) ik(3n+2) _ ik(3n+l)a
Cle a":B + Cse atA =E Cze y (46)

ik(3n+3) ik(3n+l)ay ik(3n+2)a
ce %t,+Ce °t, = E c€

Estas tres ecuaciones lineales homogéneas con tres incognitas c;, ¢; y c¢3 tienen
solucion distinta de cero si su determinante es cero, es decir,

-E €9, e™i,
dete™t, -E €“t,|=0 (4.7)
e“t, e*t, -E
La ecuacion (4.7) puede reescribirse como

E°— (2t} +13)E - 2t3t, cos(3ka) = 0 (4.8)

cuyas soluciones se discuten con detalle en el apéndice B. Como el discriminante (A)
de la ecuacidn (4.8) es

y[2ieosaa] (22ee) (2m) (206 (@eR)E-0)
= 2 57 =74 27 Bl 27 R

la ecuacidn (4.8) tiene tres soluciones reales que son
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2
2 3
St o i/—%— .2 (4.10)

donde P=—(2t;+13), q=-2t}t, cos(3ka) y @, :(—1i \/—_3)/2_

En la ecuaciéon (4.10) se encuentran las tres eigen-energias como funcién del
vector de onda k para el aproximante de generacion tres. En las figuras 4.1 (a-d) se
muestran las estructuras de bandas en la primera zona de Brillouin para dicho
aproximante con #4=0, 0.415, 0.7t y tp, respectivamente. Observe que cuando #4=t3, se
tiene el caso limite de una cadena periddica cuyo ancho de banda es 4[t|, ya que su
relacion de dispersion estd dada por E(k)=2tcos(ka). La figura 4.1(d) es una
representacion reducida de dicha relacion de dispersion. Por otro lado, cuando #4=0 la
cadena se reduce a un problema de dtomos aislados y moléculas diatomicas aisladas,
donde la integral de salto entre los d4tomos de la molécula es 75=t<0. Por lo cual las
eigen-energias moleculares se encuentran en E=tz. Asi mismo los dtomos aislados
tienen eigen-energias localizadas en E=0, ya que sus auto energias se han elegido
COmo Cero.
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Figura 4.1. Estructuras de bandas en la primera
zona de Brillouin para € problema de enlaces del
aproximante generacion tres de Fibonacci.

En la figura 4.2 se muestra un barrido de las eigen-energias en funcion de la
variacion de las integrales de salto z4/tz para el problema de enlaces del aproximante
generacion tres de Fibonacci. Observe que cuando #4/f3=1 existe una sola banda de



energias permitidas, lo cual era de esperarse puesto que nos encontramos en la cadena
periddica. Al reducir el valor de #,, la banda original se divide en tres asociadas a tres
eigen-energias dadas por la ecuacion (4.10).
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Figura 4.2. Representacion gréfica de eigen-energias
(E) en funcion del cociente de los parametros de
cuasiperiodicidad (ta/ts) del aproximante generacion
tres de Fibonacci para el problema de enlaces.

Otro aproximante soluble analiticamente consiste en celdas unitarias de 4
atomos, es decir, ...0AeBeAeA®AeBeAeA®AeBeAeA® .. cuya celda unitaria
constituye un fragmento de la cadena de Fibonacci de generacion cuatro. Siguiendo
un procedimiento similar al aproximante anterior se obtiene la siguiente condicién de
cuantizacion

-E €t 0 e,
—ik ik
e , -E €%, 0
. . =0 411
0 e—lkatA —E elka.tA ) ( )
e, 0 e*t, -E

det

la cual puede reescribirse como
E* + (-3t —t3)E* +1} +t2t2 — 2t3t, cos(4ka) = 0., (4.12)

Esta ultima ecuacion tiene las siguientes cuatro soluciones

2
L[ i\/(3t,§+t§) +4[ 13+ G — 203, cos(4ka) | (4.13)

2

La ecuacion (4.13) es una relacion de dispersion, una relacion entre la energia (E) y el
vector de onda (k), la cual puede representarse graficamente como la estructura de
bandas mostrada en la figura 4.3. Obsérvese que para el caso de t,=tp existe una sola
banda, cuyo ancho de banda es 4|¢], lo cual corresponde a la relacion de dispersion de
una cadena periddica, similar al aproximante de 3 dtomos discutido con anterioridad.
Sin embargo, al reducir el valor de z, se obtiene una estructura de cuatro bandas,
debido a los cuatro grados de libertad internos dentro de la celda unitaria. Para el caso




limite en que #,=0, la celda unitaria se reduce al caso de una molécula y dos dtomos
aislados, causando que la estructura de bandas se colapse en tres niveles discretos de
energia localizados en E=*1 y 0. Esta ultima energia se encuentra doblemente
degenerada y corresponde a la auto-energia de los dos dtomos aislados dentro de la
celda unitaria.
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Figura 4.3. Estructuras de bandas en la primera zona de
Brillouin para € problema de enlaces del aproximante
de Fibonacci con celda unitaria de cuatro &omos.

En la figura 4.4 se presenta la evolucion de la estructura de bandas como
funcién de la intensidad de cuasi-periodicidad, definida como la razén entre #, y 7.
En comparacion con la figura 4.2, se observa que el nivel central a 74=0 se bifurca
produciendo una brecha de energia prohibida alrededor de E=0 que desaparece
cuando #4=tg. Por otro lado, al igual que la estructura de bandas del aproximante de
tres atomos, el espectro de eigenvalores es simétrico respecto a E=0, debido a que la
red es bipartita y su espectro de eigen-energias es simétrico, como se discute en el
apéndice C.



E/lt|

Figura 4.4. Representacion gréfica de eigen-energias (E) en
funcion del cociente de los parametros de cuasiperiodicidad
(ta/ts) del aproximante de Fibonacci de cuatro dtomos para
el problema de enlaces.

En principio el proceso de aproximantes permite estudiar redes cuasicristalinas de
mayor tamafo. Sin embargo, el proceso requiere un excesivo tiempo de coOmputo, ya
que éste crece como N3, siendo N el namero de sitios en la celda unitaria del
aproximante. En la proxima seccion se introduce un método alternativo que permite
abordar redes cuasiperiddicas de tamafio macroscopico con un costo reducido en
tiempo.

4.2 Renormalizacion Aplicada a Cadenas de Fibonacci

Como se coment6 en la seccion 2.3, e método de renormalizacion en el espacio real
puede aplicarse a problema de enlaces de Fibonacci, con el objeto de describir las
propiedades de dicha cadena cuasi periodica de tamario macroscopi co.

Para el problema de Fibonacci, en € caso de enlaces existen dos tipos de
enlaces ty y tg ordenados siguiendo la secuencia de Fibonacci. Los atomos conectados
por dichos enlaces tienen todos la misma auto-energia y por simplicidad se toma
como cero. En esta tesis se define a la primera generacion formada por dos atomos
unidos por un enlace t, y la segunda formada por tres atomosy dos enlacest, y tg que
los unen. Las generaciones sucesivas siguen larelacion que se muestraen latabla4.1



Tabla 4.1 Numero de 4&tomos y enlaces en cada generacion de Fibonacci, problema de enlaces

Generacion | No. Atomos No. Enlaces Generacion No. Atomos No. Enlaces
1 2 1 21 17712 17711
2 3 2 22 28658 28657
3 4 3 23 46369 46368
4 6 5 24 75026 75025
5 9 8 25 121394 121393
6 14 13 26 196419 196418
7 22 21 27 317812 317811
8 35 34 28 514230 514229
9 56 55 29 832041 832040
10 90 89 30 1346270 1346269
11 145 144 31 2178310 2178309
12 234 233 32 3524579 3524578
13 378 377 33 5702888 5702887
14 611 610 34 9227466 9227465
15 988 987 35 14930353 14930352
16 1598 1597 36 24157818 24157817
17 2585 2584 37 39088170 39088169
18 4182 4181 38 63245987 63245986
19 6766 6765 39 102334156 102334155
20 10947 10946 40 165580142 165580141

El proceso de renormalizacion consiste en eliminar |as coordenadas de |os atomos
interiores de las ecuaciones de movimiento. Por eiemplo, la generacion dos tiene tres
atomos descritos por € hamiltoniano de amarre fuerte [ver Ec. (2.4)] con integrales
de salto a primeros vecinos, por 1o que la ecuacion de Dyson [ver Ec. (2.10)] asociada
aestesistemaes

z -t, 0YG, G, G,) (1 00
-, zZ 4Gy G, Gy|=(0 10 . (4.14)
0o t, z/)lG, G, G,) (0 0 1

donde z=E+in y G representan |os elementos de matriz de la funcion de Green. De
esta Ultima ecuacion a multiplicar el segundo renglon por la primera columna se
obtiene

7G, -1,G;, 1565, =0, (4.15)

Dado que z—H es una matriz simétrica, ya que H es hermitiano, la funcién de
Green es una matriz simétrica [Lang, 1976]. Usando esta propiedad de simetria se
tiene que G, =Gy, Al sustituir la ecuacion (4.15) en la ecuacion obtenida al
multiplicar el primer renglén y la primera columna de la ecuacion (4.14) se obtiene

ti A
zGy _€G11_7631 =1. (4.16)

|dentificamos t4/Z como la nueva auto-energia del sitio uno 6 sitio izquierdo (E ) vy



tats/Z como la nueva integral de sato [t(2)] entre los sitios extremos. Continuando
este proceso es posible obtener |la auto-energia del sitio derecho. Por lo tanto, se
pueden eliminar las coordenadas del sitio central reduciendo la ecuacion (4.14) auna
ecuacion matricial de dos por dos de la siguiente forma,

Z— ELL (2) t(2) GLL GLR _ 10
= , (4.17)
t(2) Z— ERR(Z) Gy Gg 0 1
2
t,t
donde G =G11, G r=Gr =CG13, Grr=Gs3, E,; (2) = —A ERR(Z) = y t(2) = 7

Aprovechando e método de adicion para generar cadenas de Fibonacci se puede
obtener la ecuacion de movimiento de la generacion n a partir de las generaciones n-1
y n-2 de lasiguiente forma

z-E,(n-1) -t(n-1 0 G, G, G 1 00
—t(n-12) z-E,, (n) —t(n-2) G, G, Gyz|=[0 1 0| (4.18)
0 —t(n-2) z-Ex(h-2)\ G, G, G, 0 01

donde E, |, Err Y Em=Err(n-1)+E_ (N-2) representan respectivamente las energias de
los sitios izquierdo, derecho y medio. Si se sigue un proceso analogo al caso de
generacion dos, puede eliminarse el sitio central y el sistema se reduce a una ecuacion

delaforma
Z— ELL(n) t(n) GLL GLR — 1 O 419
t(n) Z-Ex(n) NGy Gy o 1, (419
donde E.(M=E (n-1+ ;_(2‘(12]), ERR(n)=ERR(n_2)+—Zt_(E_(2r)I) y t(n)=—t(nz__l|)5t(rzr:)2)

los parémetros del hamiltoniano renormalizado a dos sitios. Estas son las ecuaciones
de recurrencia con las condiciones iniciales E, (1)=Erx(1)=0, t(1)=ta, E,(2) = t?/z,
Ew(2=t3/2 y @ =tts/z.

En general, para sistemas no cristalinos el concepto del espacio reciproco
carece de utilidad ya que no existe simetria traslacional. Una de las formas de
estudiar la estructura de bandas del sistema es calcular la densidad de estados como
funcion de laenergia[DOSE)]. Dicha DOS se define como &l nimero de estados que

se encuentran entre E y E+dE y es una medida de |a degeneracion en cada energia.
Partiendo de la ecuacion (2.15) se escribe la DOS para una cadena de Fibonacci como

DOS(E)=-= I|m \[IMS(E +in)]=—= |Im{|mZG“ (E + |77)} (4.20)

T 1>



donde G;; y S(z) = Z,-ij (2) representa los elementos diagonales de la matriz de la

funcion de Green y su suma, respectivamente. Dado que S(2) puede escribirse como
una funcién de la funcion de Green de los sitios extremos y su correlacion, es decir,
GLL, Grr Y Gy, Usando la ecuacion de Dyson. Por gemplo, para generacion dos por
definicion setiene que §(2)=G,1+G,»+Gas Y utilizando la ecuacion (4.14) se obtiene

t2 t2 tt 1
G,, :Z—’;Gn+z—5;G33+?Gl3+E. (4.21)
Por lo cual
t2 t2 t.t 1
S(2) = [1+ Z—é] G, + (1+ Z_szGss +—;23 G . (4.22)

Unaforma general de escribir la ecuacion (4.22) para generacion n podria ser
S(n) = A(n) G;,(n) + B(n) Gg(n) +C(n) G,(n)+ D(n). (4.23)

S se extiende e procedimiento anterior a generacion n agregando segmentos de
generaciones F(n-1) y F(n-2) se obtiene a partir de la ecuacion (4.18) que

_ t(n-1) G 4 t(n—-2)
Y z-Ey(m Tt z-Ey(m) T

_ t(n-1) t(in-2)
A E, (n) G + Z_E, () 33 . (4.24)
t*(n—1) G+ t’(n—2) G t(n-Dt(n—-2) L1

B B, OF 2 [-E,F 0 2-E,(

Por otro lado, a partir de la definicion de S(n) y tomando en cuenta que €l sitio central
se estd tomando en consideracion dos veces, tanto en la generacion S(n-1) como en la

Sn-2)
S(n)=S(n-1)+S(n-2)-G,,. (4.25)

Usando las ecuaciones (4.22-24) se puede reescribir §(n) como



S(n) = A-1)G, + B(1-1)G,, + C(1-1)G,, + D(n-1)
+ A(N-2)G,, + B(N—2)G,, + C(N-2)G,, + D(N—-2) -G,

:{A(n—1)+[zt_2(£—M_(ln))]2[A(n—2)+B(n—l)_1]+ t_(n;?)c(n—l)}Gn
+{B(n—2)+[tj(£—_(2))]2[A(n 2)+B(n-1)-1]+ (nEM?)C( - )}Ggs (4.26)
2t(n-Dt(n—2) t(n—-2) t(n-1)
+{W[A(n 2)+B(n 1) 1]+ EM(n)C(n_1)+Z_EM(n)C(n_Z)}GB
+{D(n—1)+D(n—2)+ ()[A(n 2)+B(n-1) - l]}
Por |o tanto, las relaciones de recurrencia para DOS estan dadas por
A4 tO=D -1+ t0=D
A(N)=An 1)+[Z—EM(n)]2[A(n 2)+B(n-1) 1]+Z_EM(n)C(n 1)
t>(n—2) t(n-2)
B(n) =B(n-2) + ————[ A(n-2) + B(n-1) -]+ ————C(n-2
(N)=B(n )+[Z_EM(n)]2[A(n )+B(n-1) ]+Z_EM(n) (n-2) w2
_2(n-Dt(n-2) B o t(n-2) B t(n-1) oy
C(n)= [ E, (] [A(n-2)+B(n-1) 1]+—Z_EM(n)C(n 1)+—Z_EM(n)C(n 2)
D(n)=D(nN-1)+ D(N-2) + —~[AN-2)+B(n-1) 1]
z-E, (n)
con las siguientes condiciones iniciales
AQD=B1=1 C@1=D@®=0
2 2
A(2) = 1+Z , B(2) =1+ (4.28)

=2, D(2)=1
z y4

En las figuras 4.5(a-d) se presenta la DOS por unidad de sitio en funcién de la
energia (E) para una cadena de Fibonacci de enlaces generacion cuarenta con
N=165'580,142 &omos, para t,=0, 0.4tz, 0.7tz y tg Siendo tz=t. Los calculos
numéricos han sido realizados en cuédruple precision usando las relaciones de
recurrencia de la ecuacion (4.27) con una parte imaginaria de la energia 7=10"t| Las
graficas estan hechas con un muestreo de ochenta mil energias uniformemente
distribuidas. Hemos verificado que la integral bao estas curvas es siempre uno,
puesto gque se tiene un grado de libertad por aomo. En e caso en que t,=0 se
observan tres deltas de tipo Dirac ubicadas en E=0 y E=+1, debido a que en este
limite el sistema se reduce a &omosy moléculas diatébmicas aislados. Adiciona mente

la altura relativa de dichas deltas es la razon aurea T=(1+\/§)/2 ~1.618034 |3 cual

confirma que la proporcion entre enlaces tipo B y pares de enlaces tipo A en una
cadena de Fibonacci suficientemente grande tiende a la razon aurea. En el otro caso
limite en que ta=tg=t se observa una sola banda permitida de energias, en cuyos



extremos localizados en +2Jt| la DOS diverge ya que en estos puntos la velocidad de
grupo es cero y a dichos puntos se les denomina singularidades de Van Hove [Kittel,
1987]. Cabe mencionar que para ta<tg se observa un espectro de tipo Cantor
[Kohmoto, 1983], el cua no contiene intervalos de energia, tampoco existen puntos
aislados, por lo cual constituye un espectro singularmente continuo [ Sit6, 1994].
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Figura 4.5 Densidad de estados (DOS) normalizada como
funcion de energia (E) para una cadena de Fibonacci
generacion cuarenta con N=165' 580,142 atomos.

A continuacion se presenta en la figura 4.6 un barrido de las eigen-energias
como funcion de laintensidad de cuasiperiodicidad (t/tg) en una cadena de Fibonacci
con los mismos parametros que lafigura 4.5. El barrido esta compuesto de doscientos
valores de ty/tz ¥ las energias permitidas fueron obtenidas a partir de la DOS
mostrada en la figura 4.5, registrandolas si su DOS es mayor que 0.1. Obsérvese que
los casos limite ta=tz=t y t,=0 corresponden a las figuras 45 (@ y (d),
respectivamente. Asi mismo, se observa que existe una ramificacion en las energias
permitidas como se habia notado en €l andlisis de los aproximantes. En este caso la
estructura tiene mayor complgjidad, debido a la cuasiperiodicidad. En principio €
proceso de ramificacion en una red cuasiperiodica infinita es de orden infinito. Sin
embargo, la presentacion de resultados numéricos tiene la limitacion de que las
funciones delta alrededor de las eigen-energias en la DOS tienen un semi-ancho de 7



y €l muestreo de energias es siempre un nimero finito. Debido a que € céculo
numérico contiene una estructura de mayor riqueza que la presentada en la figura 4.6
hemos decidido mostrar amplificaciones del espectro como se muestra en la figura
4.7.
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Figura 4.6 Representacion gréfica de eigen-energias (E) en funcién
del cociente de los parametros de cuasiperiodicidad (ta/tg) para €
mismo sistema de lafigura4.5.

En la figura 4.7 se presentan tres amplificaciones sucesivas de una porcion
pequefia de la DOS para ta=0.7tg [ver figura 4.5 (c)] arededor de E=0, mostrando la
autosimilaridad del espectro, debido a que éste constituye un conjunto de Cantor.
Cabe mencionar que las partes imaginarias de la energia en la funcion de Green son
n=10" 10° 10°y 10”7 paralas figuras 4.7 (a)-(d), respectivamente.

En la proxima seccion se discutira la capacidad de transmision de informacion

a través de estos estados fractalmente distribuidos, mediante un andlisis de la
transmitancia dentro del formalismo de Landauer.



e o N B (o2}
1
. T T T

N
T

DOS/N (unidad arbitraria)

-0.006 ___-0:003" ””o.ooo““*oeos 0,006

| el b WM

-0.00030 -0.00015 0.00000 0.00015 0.00030
E/l]

Figura4.7 Amplificaciones de la densidad de estados (DOS)
normalizada como funcién de la energia (E) alrededor de
E=0.

4.3 Transmitancia

Desde el punto de vista cuantico, los electrones se comportan como ondas y como
particulas. Para entender |as propiedades de transporte electronico de un material, se
estudia la propagacion de la funcion de onda el ectronica dentro del mismo. Por [o que
la conductividad eléctrica se relaciona con la transmitancia electrénica del sistema
como se discutio en la seccion 2.4.

Para conocer la manera en que se conduce la electricidad en los materiaes, se
requiere describir la dindmica de los electrones dentro de ellos. Consideremos un
sistema localizado entre los sitios n=1 y n=N, conectado a sus extremos con dos guias
semi-infinitas, donde la dinamica del electrén se describe por ondas planas en unared
periodica con parametro a, es decir, [ Sitd, 1994]

Ae"™ + Be™™ s n<1
Wk(n)_

|lcé™+De*™ sn>N" (4.29)



En e momento en que e electron incide en un extremo del material, s su
energia (E) se localiza dentro de la banda de energia permitida del mismo, se
transportara con una cierta probabilidad ¢ transmitancia al otro extremo. Si en €
extremo izquierdo del material (n=1) la onda incide en la direccion +k con una
amplitud A=1 y de esta onda incidente, entonces una parte de la onda se reflgja en
direccion opuesta a la incidental con amplitud B=r y la otra se transmite a través del
material con amplitud C=t. Si las ondas se propagan dentro de las guias sin reflexion,
entonces D=0. S ademas no existen fuentes ni sumideros de electrones de
conduccion en e material, las amplitudes de reflectancia y de transmitancia se
relacionan como

IrF+]tf=1, (4.30)
En general, la dispersion de la onda a vigar a través del materia se puede

describir como
g2 T, T, |€¢+re’™
[ tgke j B [f T 1+r : (4.31)
21 22

donde se ha supuesto que a propagarse la onda en la guia la amplitud se conservay
la fase se modifica por un factor de € entre sitios vecinos. Ademés, la condicién ala
frontera expresada en la ecuacion (4.31) preve la descripcion cuantica del materia
dentro del formalismo de amarre fuerte a primeros vecinos, a través de la matriz de
transferencia, la cua relaciona las amplitudes de la funcion de onda a través de la
ecuacion de Schrddinger cuyo hamiltoniano esta dado por |a ecuacion (2.4). En otras
palabras, si lafuncion de onda se escribe como una combinacién lineal de funciones

de Wannier,

v)=2.¢1i), (4.32)

la ecuacion de Schrédinger estacionaria (4.1) derivada del hamiltoniano (2.4) puede
escribirse como

Ci ;i1 +Cig; +C it Ec. (4.33)

AR e

la cual puede expresarse en forma matricial como

C (E-e)/t ., -t [t C C
A . j jii+l -1t i [ - M i
[CJ j [ 1 0 ](Cm] IKCM ’ (439

donde la matriz de dos por dos se denomina como la matriz de transferencia (M;). La
ecuacion (4.34) determina las amplitudes de la funcion de ondaen los sitiosj y j+1 a
partir de j-1y j. Para un sistema de N sitios los extremos se relacionan a través de la
multiplicacion de las matrices de transferencia como



Cyaa G
( ]:MNMN—l”'Mle( j, (4.35)
Cy Co

donde & producto de las matrices de transferencia se identifica con la matriz de
transferencia la ecuacion (4.31) a conectar la muestra por los extremos con las guias
semi-infinitas, es decir,

T T
H(n)E( ) 12j:MRMNMN_1.”M2M1M|_:MRM (n)ML1 (436)

2-21 Z-22

donde las matrices M, y Mg gque depende la naturaleza del Ultimo enlace de la cadena
de Fibonacci, conectan las guias con €l sistemay estéan dadas por

(E/tB —] .
s n par

E/t, -t /t 1 0
M — A B A’ M n) =
- (1 0 ] () E/lt, -t /t)) . . - 43D
S n impar
1 0

Cabe mencionar que para un sistema unidimensional de tamafio macroscopico la
ecuacion (4.36) involucra el producto de 10° matrices de transferenciay se calculara
por el método de renormalizacion, siguiendo la filosofia discutida en la seccion 4.2
basada en e método de adicion. La renormalizacion para matriz de transferencia
consiste en representar a cada generacion de Fibonacci por una matriz de
transferencia efectiva y construir la matriz de transferencia de generacion n [M(n)]
mediante el producto de matrices de generaciones anterioresn-1 [M(n-1)] y n-2 [M(n-
2)], unidas a través de una matriz de conexion. [M(n)], es decir,

M(n)=M(n-2) M.(n) M(n-1), (4.38)

donde para el problema de enlaces con auto-energia de todos los &omos igual a cero
(§=0) lamatriz de conexion esta dada por

(E/tA —] .
Sl nespar

M. () 1 0
n)=
© E/t, —t/t) . (4:39)
S nesimpar
1 0
Las condicionesiniciales son
E/t, -t /t
M(2)=( L oj (4.40)
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E/t, —tB/tAj(E/tB —tA/tBj_ tt, ot ot
| E

1 0 1 0 (4.41)

M@:[

t

B

Con este método de renormalizacién se puede calcular con muy poco esfuerzo
computacional los coeficientes 7; de la ecuacion (4.31). Una vez obtenidos dichos
coeficientes quedan determinadas las amplitudes de reflectancia (r) y transmitancia
(7), las cuales constituyen las dos incognitas de las dos ecuaciones expresadas en Ec.
(4.31). Las soluciones de dichas ecuaciones son [ SUit6, 1994]

—2isin(ka)e "

T = - - -
z_lle—lka + le _ elka (TZle—lka + Tzz) (442)

ika ika ika
Tlle + Ty — € (Tzle + 2'22)

r=-— . - -
—ika jka —ika )
Tlle +7, - € (T21e + Tzz)

(4.43)

donde el vector de onda k se relaciona con la energia E a través de la relacion de

dispersion 2tcoska)=E  donde t es laintegral de salto de la cadena periddica en las
guias. Por lo tanto, latransmitancia (T) se puede escribir como [Jin, 1997]

4—(E/t)?

T(E)=lrf= 2 : -
[T21 —Ipt (722 _Tn)EIZt] + (722 +Tu) [1_ (E/Zt) ]

(4.44)

En general, la transmitancia puede tomar valores entre cero y uno dada la ecuacion
(4.30). Si un estado tiene transmitancia uno, se conoce como estado transparente, es
decir, un electréon que ocupa dicho estado se conduce de forma balistica en el sistema
independiente de su tamafno. Por gemplo, en sistemas periodicos todos los estados
dentro de la banda de energias permitidas son transparentes. Asi mismo, se han
encontrado estados transparentes para E=0 en cadenas de Fibonacci tipo enlaces
iniciando con tg cada tres generaciones siendo n=3i+1 [Sanchez, 2004] e iniciando
con t, cada seis generaciones siendo n=6i (ver apéndice D), donde i es un nimero
natural.

A continuacion en las figuras 4.8(a-c) se presenta la transmitancia (T) en funcién
de laenergia (E) por unidad de laintegral de salto de las guias (|t|) para una cadena de
Fibonacci de enlaces generacion cuarenta con N=165'580,142 atomos con t,=0.4tg,
0.7tz y tg, respectivamente, siendo tg=t. Los calculos numéricos han sido realizados
en cuadruple precision usando las relaciones de recurrencia dadas por la ecuacion
(4.38). Las gréficas estdn hechas con un muestreo de cuatro mil energias
uniformemente distribuidas. Para €l caso de ta=tg [ver figura 4.8(c)] se verificaque la
transmitancia del sistema es uno ya que corresponde a la de una cadena periddica en
toda la banda de energia permitida que se encuentra entre +2Jt|. Al reducir el valor de



ta [ver figura 4.5(a) y (b)] e espectro de la transmitancia se reduce a un numero
pequefio de energias. Este hecho podria deberse a que a incrementar € grado de
desorden (reduciendo t,) se localizan los estados que se encuentran en |os extremos
de cada minibanda y en consecuencia, las minibandas reducen su ancho a uno
infinitesimal, generalmente centrado en un ndmero irracional, excepto en E=0 y
algunos més. Adicionalmente se comprueba que la atura de la transmitancia es
siempre menor que uno y en particular para generacion cuarenta el estado E=0 no es
un estado transparente (ver apéndice D). Para el caso limite t,2=0 se observa que todo
el espectro de transmitancia se reduce a cero, incluyendo los tres eigen-valores
permitidos en €l espectro de la densidad de estados (ver figura 4.5), ya que la cadena
esta fragmentada fisicamente.
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Figura 4.8 Transmitancia como funcion de la energia (E/|t]) para una
cadena de Fibonacci de enlaces generacion cuarenta con N=165' 580,142
atomos, para (a) ta=0.4tg, (b) ta=0.7tg y (C) ta=ts.

A continuacion verificaremos que la estructura de bandas mostrada en el espectro
de DOS coincide con la del espectro de transmitancia. Sin embargo, la atura 6 los
valores de transmitancia dependen del grado de localizacion de los estados



correspondientes. En las figuras 4.9(a-d) se muestra una comparacion de la
transmitancia (T) y la densidad de estados normalizada (DOSN) en funcion de la
energia (E/|t)) para una cadena de Fibonacci de enlaces generacion n=42 con
N=433 494,438 atomos, para (a) ta=0.5tg, (b) t4=0,7tg, (C) t4=0.9tg,y (d) tx=tg, Siendo
tz=t. Los cdlculos numéricos han sido realizados en cuadruple precisién usando las
relaciones de recurrencia de la ecuacion (4.38) y (4.27) para la transmitancia (T) y la
densidad de estados (DOS), respectivamente. Las gréficas estan hechas con un
muestreo de cuatrocientas mil energias uniformemente distribuidas, la parte
imaginaria de la energia 7=10"|t| parala DOS. Se puede constatar que la ubicacion de
las brechas energéticas mostradas en DOSy en T coincide. Asi mismo se observa que
la transmitancia electrénica para esta generacion en E=0 es siempre un estado
transparente independiente del valor de ta, como se demuestra analiticamente en €
apéndice D.
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Figura4.9 Transmitancia (T) y la densidad de estados (DOS) como funcién de la energia (E/[t|)
para una cadena de Fibonacci de enlaces generacion 42 con N=433'494,438 atomos, (a)
ta=0.5tg, (b) ta=0.7tg, (C) tA=0.9tg Yy (d) i =tg.

En el siguiente capitulo se analizaran los efectos de un fason en las propiedades
electrénicas de una red cuasiperiodica.



Capitulo 5 Fasones en Sistemas Cuasiperiodicos

Durante el estudio de estructuras cuasicriatalinas en los capitulos anteriores se ha
supuesto que los &omos se encuentran en reposo, en posiciones de equilibrio. Sin
embargo, los atomos siempre oscilan alrededor de sus posiciones de equilibrio y los
modos normales de esta oscilacion se conocen como fonones [Ashcroft, 1976]. Existen
estructuras en las cuales ciertos atomos experimentan un doble pozo proximo en su
energia potencial, cuyos minimos tienen energias muy similares, haciendo posibles
saltos ocasionales de un minimo al otro activados por la energia térmica. A dichas
imperfecciones locales se les denomina fasones [Janot, 1994]. La presencia de los
fasones puede cambiar de forma notable ciertas propiedades macroscopicas del material,
por gemplo, un fasdn coherente puede ser observado en los espectros de difraccion
[Naumis, 1999]. En esta tesis se estudian los efectos fasonicos individuaes en las
propiedades el ectronicas de cadenas de Fibonacci.

Una particularidad de los cuasicristales es que presentan grados de libertad
adicionales relacionados con € hiper-espacio y pueden tener influencia en €
comportamiento de las excitaciones elementales. Para un hiper-cubo en D dimensiones,
una estructura cuasiperiodica se genera a proyectar a un espacio de d dimensiones con
d<D. De esta manera se tienen D-d grados de libertad extra que pueden cambiar de
manera importante algunas propiedades fisicas del sistema. Un cambio en estos grados
de libertad extra produce un reacomodo local en algunos sitios atdbmicos en € espacio
fisico de d dimensionesy recibe e nombre de fasones.

5.15.1 Variedades de Fasones

Y a que los fasones representan un reacomodo de los sitios de lared y dado que existen
distintos métodos de construccion para llegar a una cadena de Fibonacci como se
muestra en la seccién 3.2. A continuacion se discuten algunos métodos para la
generacion de fasones en cadenas de Fibonacci.

5.1.1 Fason por Proyeccion

El método de proyeccion discutido en la seccion 3.2.3, parte de un par de lineas -una
limitante y otra del espacio proyectado- que forman una ventana con pendiente
irracional y generan un arreglo atdmico de Fibonacci como se muestra en la figura 3.2.
En seguida se presentan algunos métodos de generar un fasones haciendo uso del
método de proyeccion.



. Cambiar la pendiente de las lineas limitante y del espacio proyectado de forma
gue tengan la misma pendiente racional, generando un aproximante. De esta
manera las fluctuaciones fasonicas pueden también generar un orden periédico
en una estructura inicialmente cuasi periodica.

. Modificar ambas lineas en cada intervalo a pendientes racionales, de forma que
el aproximante generado cambie cada vez que se variala pendiente de las lineas
gue lo generan. Este método produce una cadena formada por aproximantes
distintos.

. Curvar ambas lineas manteniendo una distancia fija entre éstas, generando asi
una estructura que en promedio es un arreglo de Fibonacci con algunos
defectos. Si esta curva es periodica genera un fason coherente.

. Torcer Unicamente la linea limitante respecto a la linea del espacio proyectado,
produciendo defectos en los sitios en gque se encuentra curvada la linea
limitante. Si esta curva es periodica genera también fasones coherentes. En otro
extremo, si la limitante toma una fluctuacion especifica pequefia, este método
puede crear un fason local.

. Curvar ambas lineas sin restringir la curvatura ni la distancia a ambas lineas,



generando asi una secuencia altamente desordenada.

En resumen, e método de corte y proyeccion permite crear diversos tipos de
fasones, en particular fasones locales, |os cuales se estudiaran con mayor profundidad en
estatesis.

5.1.2 Fason por Sustitucion

Como se discutio en la seccion 3.2.2, es posible generar cadenas de Fibonacci a suponer
la reproduccion de congjos inmortales. De igual manera es posible generar fasones
locales haciendo uso de la regla de sustitucion estandar excepto en algin momento y
lugar especifico de la cadena, una equivocacion gque consiste en sustituir A por BA en
lugar de AB.

5.1.3 Fason por Adicion

Este método sigue la regla de concatenacion que se discutié en la seccion 3.2.1,
siguiendo la filosofia de este arreglo es posible generar fasones locales a intercambiar
cualesguiera dos generaciones sucesivas, es decir, invertir € orden de la adicion

Fi(N)=F(-2)®F(N-1 en |ugar de F(N)=F(h-DOSF(n-2) A continuacion, se
demuestra por induccién matemética que al invertir el orden de la adicion se genera un

fason local -un intercambio en un par de enlaces adyacentes distintos- a fina de la
cadena de la generacion en que se invierte.

Paran=3, la cadena perfectaes
F(nN)=F(n-)®F(n-2)= ABA, (5.1)
y con €l fason
F,(n)=F(h-2)®F(n-1) = AAB_ (5.2)

En otras palabras, en esta generacion se observa que la inversion es en las Ultimas dos
letras.

Supo6ngase gue la hipotesis es valida para n=m, es decir, las dos Ultimas letras de la
generacion mseinvierten en

F (M) =F(m-2)®F(m-1), (53)



Con respecto a

F(m=F(mM-1)®F(m-2) (5.4)
Paran=m+1, setiene que
F(m+)=F(M-)®F(m) (5.5)
y
F(m+D) =(FMm-) SF(M-2) OF(Mm-)=Fm-DSF, (), (5.6)

por lo que la ecuacion (5.6) difiere de la (5.5) por un par de enlaces gque se localizan al
final de la cadena, como consecuencia de las ecuaciones (5.3) y (5.4). Por lo tanto, se
cumple que a invertir e orden en la adicidn, se invierte un par de enlaces a fina de la
cadenaen la generacion del fason.

Las cadenas con defectos fasonicos que se estudian a lo largo de esta tesis son
generadas usando este método con un solo defecto local. En consecuencia utilizaremos
dos numeros para caracterizar una cadena de Fibonacci con fason, ellos son la
generacion total (n) de la cadena y la generacion de fason (f) donde se invierte la
secuencia de adicion. Cabe enfatizar que después de la generacion de fason las adiciones
posteriores a f se realizan de la manera normal. Un gjemplo de este método se puede
observar para n=6 y f=4, la cadena con un fasdon loca F¢(n) estd dada por
F4(6)=ABABAABAABAAB a diferencia de F(6)=ABAABABAABAAB, es decir, los
enlaces 4 y 5 estan intercambiados.

En la siguiente seccion se muestra el método de renormalizacion aplicado a cadenas
cuasi periddicas con fasones.

5.2 Renormalizacion | ncluyendo Fason

Como se muestra en la seccion 4.2, € método de renormalizacion permite abordar
cadenas de Fibonacci de tamafio macroscopico. En este capitulo se hace una extension
de dicho método a cadenas de Fibonacci con fason para € caso de enlaces. A
continuacion se muestran las nuevas formulas de recurrencia.

Para el caso de la DOS, se parte de las mismas condiciones iniciales, dadas en |la
seccion 4.2 ELL(l)zERR(l):O, t(l):tA, ELL (2) = ti/Z, ERR(2) = té/z Yy t(2) = tAtB/Z; las
nuevas auto energias efectivas parala generacion de fason f son

t2(f - 2) E(f)=E(f -1+ t2(f -1) ()= 1D -2

_ ~ (-0 )
ELL(f)_ELL(f 2)+Z_EM(f)’ Z—EM(f) Z_EM(.I:) . (5.8)

De igual forma, las nuevas relaciones de recurrencia para la DOS en la generacion f
estan dadas por



ACT) = AT —2)+[th(|272))]2[A(f )+ B(f-2)-1]+ ZtEfE;(Z:)C(f _2)

B(f)=B(f —1)+[Zt_2(Ele))]2[A(f )+ B(f-2)-1]+ Zt_(]l;;(l)f)C(f _1)

C(f)= Zt[(;_‘EZM)t((ff)]‘zl)[A(f 1)+ B(f —2)—1]+%;(11)C(f —2)+%;(2¥)C(f 1) (59)
D(f)=D(f -2)+ D(f -1+ Z_ElM(f)[A(f )4 B(f-2)-1]

Estas Ultimas relaciones se derivan de la ecuacion de Dyson para la generacion f a
partir de las generacionesf-2y f-1

Z- ELL(f -2) —t(f-2 0 Gll GlZ Gl3 100
—t(f -2 z-E, (f) —t(f -1 G, G, Gy|=0 1 0} (510
0 _t(f _1) Z— ERR(f _1) G31 G32 GS3 O O 1

Por otro lado, para el caso de la transmitancia el método de renormalizacion se
aplica para las matrices de transferencia. Al invertir el orden de adicion para la cadena
de Fibonacci en generacion f, su matriz de transferencia [M(f)] se escribe como

M(f)=M(f - M (f) M(f-2), (5.12)
donde para e problema de enlaces la nueva matriz de conexion esta dada por

E/t, -t /t) .
S n espar
1 0
M=t D (5.12)
A S n esimpar
o)

El resto del procedimiento esigual a discutido en la seccién 4.3.

En la siguiente seccién se muestran los resultados obtenidos a efectuar los
clculos delaDOSYy latransmitancia aplicando € método de renormalizacién a cadenas
de Fibonacci con fasones en e problema de enlaces.

5.3 Efectos Fasonicos en las Propiedades Electr 6nicas

Una de las cantidades favoritas de la fisica tedrica de estado sdlido que pocas veces se
mide en forma directa es la densidad de estados (DOS), por gemplo a través de
experimentos de foto emision por rayos X. La importancia de dicha cantidad se debe a
gue contiene toda la informacién del sistema en e calculo del promedio estadistico de
un nimero importante de cantidades fisicas, por g emplo & calor especifico.

Usando & método de renormalizacion extendido al caso de fasones discutido en la
seccion anterior, hemos podido cuantificar la DOS en presencia de un fason localizado



en diferentes sitios de la cadena de Fibonacci. Los resultados muestran espectros casi
idénticos a los de lafigura 4.5. Pensamos que el fason representa un defecto local en una
cadena macroscopica y a calcular sus efectos en la densidad de estados total, no se
esperaria un cambio significativo ya que laDOStotal es una cantidad extensiva.

En las figuras 5.1 se presenta el valor absoluto de la diferencia entre la DOS de una
cadena perfecta de generacion n=39 y aquella de la misma cadena excepto por un fason
en f=16, es decir, |DOS;-DOS/N, en funcion de la energia (E) para (@) t4=0.4tz y (b)
ta=0.7tg, Siendo tg=t. Dichas cadenas tienen un total de N=12,586’ 269,026 &omos. Los
célculos numéricos han sido realizados en cuédruple precision con una parte imaginaria
de la energia 7=10"t|. Las gréficas estdn hechas con un muestreo de ochenta mil
energias uniformemente distribuidas. Notese que la diferencia entre la DOS de dichas
cadenas es del orden de 10°. Asi mismo, se distingue la existencia de brechas
energéticas, mismas gque se observan en € espectro de laDOS.

30x10°F (a)t, O4t

2.0x10°
1.0x10°
0.

(b)t =0.7t,

o

IDOS -DOS|/N

2.0x10° |-

1.0x10°

0.0
-2 -1 0 1 2

E/lt|

Figura 5.1 Vaor absoluto de la diferencia entre la densidad de estados
(DOS) de una cadena de Fibonacci de enlaces generacion 39 sin fason y
otra con fason (DOS) en generacion 16, como una funcién de la energia
(E/1t]) para(a) ta=0.4tg y (b) ta=0.7tg.

Con € fin de redlizar un estudio sistemético que de los efectos fasonicos en la DOS,
la figura 5.2 muestra la integral del valor absoluto de la diferencia de la DOS para €
sistema sin fason y con fason (J dE |DOS-DOS/N), como funcién de la ubicacion del
fason local, para una cadena de Fibonacci de enlaces de generacion n=39 y t,=0.7tg, con
y sin saturadores semi infinitos. Dichas cadenas tienen un total de N=102'334,156
atomos. Los célculos numéricos han sido realizados en cuadruple precision con una
parte imaginaria de la energia 7=10"|t|. Las integrales estan hechas con & método de
Simpson con un muestreo de cuarenta mil energias uniformemente distribuidas.
Obsérvese que hay treinta érdenes de magnitud de diferencia cuando €l fason se aleja de
los extremos de la cadena. Cabe mencionar que el centro de la cadena se encuentra en el
sitio 51'167,078, & cual se ubica cas a fina de la gréfica. Notese también que las
integrales con saturadores (6 guias) son siempre menores que aguellas sin saturadores,



hecho que podria atribuirse a que los saturadores periodicos semi-infinitos suavizan la
presenciade lafrontera para el sistema

[ dE |DOS(E)-DOS(E)|/N

. O Sinsaturadores semi infinitos
- A Con saturadores semi infinitos

10° 10 10° 10° 10" 10
Sitio de Fas6n

Figura 5.2 Integral del valor absoluto de la diferencia entre la densidad
de estados (DOS) de una cadena de Fibonacci de enlaces generacion 39
y otracon un fason (DOS) en generacion 16, como funcién de la energia
(E/It]) parata=0.7tg, cony sin saturadotes semi infinitos.

Por otro lado, dado que los defectos estructural es tienen efectos importantes en la
localizacion de los estados electronicos [del Rio, 1995] y consecuentemente en el
transporte electronico [Mott, 1971]. Dentro del formalismo de Landauer discutido en la
seccion 2.4, la conductividad eléctrica es proporcional alatransmitanciadel sistema [ver
Ec. (2.21)]. En € apéndice E se muestra analiticamente para E=0 que existen dos valores
posibles de transmitancia para cada cadena de Fibonacci dada. En particular, para
cadenas de generacion n=6l siendo | un nimero natural, la transmitancia toma un solo
valor, como se muestra en la figura 5.3, la cual es una amplificacion alrededor de E=0
para una cadena de Fibonacci de enlaces de generacion n=12 y t,=0.7tg, siendo tz=t. Los
calculos numéricos han sido realizados en cuadruple precision y estan hechas con un
muestreo de cuarenta mil energias uniformemente distribuidas entre E=-2Jt| y E=2]t|.
Cabe mencionar que para una cadena de generacion 12 sin perturbacion fasonica existe
un estado transparente en E=0 (ver apéndice D), como se confirma en el caculo
numeérico. Obsérvese que para generaciones de fason f=4, 5y 6 la curvatura y la forma
de latransmitancia alrededor de E=0 es muy similar.
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Transmitancia
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Figura 5.3 Transmitancia para una cadena de Fibonacci de enlaces generacion 12 sin
y con fasones, como funcién de la energia (E/|t]), parata=0.7tz.

En lafigura 5.4 se muestra el espectro de la transmitancia alrededor de E=0 para una
cadena de Fibonacci de enlaces generacion 15 con variacion de ubicacion de fason y
ta=0.7tg, Siendo tg=t. Los calculos numéricos han sido realizados en cuadruple precision
y estan hechos con un muestreo de seis mil energias uniformemente distribuidas entre
E=-0.3|t| y E=0.3]t]. Cabe mencionar que para una cadena de generacion 15 sin
perturbacion fasonica el estado electrénico en E=0 no es transparente (ver apéndice D),
sin embargo, observamos que para las generaciones de fason f=7, 8, 9, 13, 14y 15 existe
un estado transparente en E=0, lo cual confirma los resultados analiticos obtenidos en €l
apéndice E. Cabe mencionar que la cadena sin fason tiene un estado con alta
transmitancia alrededor de E=0.003 sin ser transparente, es decir, su transmitancia es
menor que uno.



Sin fasén
| ——f=7
f=8
| —1=9
—1f=10
—i=11
| ——f=12
=13
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Transmitancia
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-0.006 -0.004 -0.002 0.000 0.002 0.004 0.006
E/]

Figura 5.4 Transmitancia para una cadena de Fibonacci de enlaces
generacion 15 sin 'y con fasones, como funcion de la energia (E/[t]), para
tA:0.7tB.

En este capitulo hemos estudiado los efectos fasonicos en la transmitanciay en la
densidad de estados debido a la presencia de un intercambio en un par de enlaces
adyacentes distintos en una cadena de Fibonacci. Dado que €l fason es un defecto local,
el espectro no se ve notablemente modificado para la DOS. En cambio, los efectos
fasonicos en la transmitancia son mucho méas importantes, en consecuencia la
conductividad eléctrica de dichos sistemas se modifica en la misma proporcion,
incluyendo la posibilidad de haber conduccion balistica en sistemas que originalmente
no latienen.



Conclusiones

A lo largo de esta tesis hemos estudiado los efectos fasonicos en la densidad de
estados total y en la conductividad eléctrica de los sistemas cuasiperiédicos. Dicho
estudio se llevd a cabo para €l problema de enlaces en cadenas de Fibonacci dentro
del modelo de amarre fuerte con aproximacion a primeros vecinos. A pesar de que
esta tesis se dedica a sistemas unidimensionales, muchos de sus resultados se pueden
extender a sistemas multidimensionales a través del método de renormalizacion mas
convolucion. La cuasiperiodicidad presente en las cadenas de Fibonacci se considera
como €l prototipo y se encuentra en cuasicristales decagonales con cuasiperiodicidad
bidimensional, asi como en los icosaédricos con cuasiperiodicidad tridimensional.
Los calculos numéricos se efectuaron usando €l método de renormalizacion (6
decimacion), € cual permite abordar sistemas de tamafio macroscépico, aln en
presencia de defectos locales, tales como fasones. Cabe mencionar que los defectos
fasonicos han sido observados en aleaciones cuasicristalinas reaes y es un elemento
recurrente debido a que genera un aumento minimo en la energia estructural total y
por el principio de maxima entropia [Reichl, 1998] el desorden causado por los
fasones estabiliza €l sistema atemperaturas finitas, atraves de su energialibre.

Hemos encontrado que € espectro de eigenvalores asociados a un potencial
cuasperiodico es autosimilar. Realizamos un estudio de la aparicion de brechas
energéticas en la densidad de estados, en comparacion con la del modelo de
aproximantes. Se confirma la existencia de estados transparentes en sistemas de
generacion n=61 dentro del problema de enlaces en cadenas de Fibonacci. Logramos
extender el método de renormalizacion paraincluir fasones individuales (intercambio
de un par de enlaces adyacentes distintos a invertir e orden en e método de
adicion). Los resultados tanto numéricos como analiticos indican la existencia de
estados transparentes con transmitancia uno en generaciones distintas a las
estructuras cuasiperiddicas sin fasones. Asi mismo se observa la existencia de ciclos
de seis en la generacion de la cadena y ciclos de tres en la generacion de fasdn para
E=0.

En resumen, los resultados mas novedosos de esta tesis se enlistan a
continuacion:

(1) Demostracion de la posibilidad de crear fasones individuales a invertir el orden
delaadicion.

(2) Extension del método de renormalizacion para cadenas de Fibonacci con fasones.

(3) Hallazgo de estados €lectrénicos con conduccion balistica, hecho probado tanto
numéricamente como analiticamente.

Durante el desarrollo de esta tesis hemos estudiado en detale el problema de
enlaces en cadenas de Fibonacci con un solo fason. Dicho estudio puede extenderse a
multiples fasones al invertir multiples veces el orden de la adicion, como se hace en



la referencia [LOpez, 1993], donde se calcula Unicamente la DOS local. Asi mismo,
este método de renormalizacion puede extenderse a los problemas de sitios y mixto
[Sdnchez, 2001] incluyendo fasones. Para sistemas cuasiperiodicos
multidimensionales, el método de renormalizacion desarrollado en esta tesis puede
combinarse con € teorema de convolucion, como ocurre para € caso sin fasones
[Sanchez, 2004].

Con respecto a los resultados, hasta nuestro conocimiento es la primera vez que
se comprueba analiticamente la existencia de estados transparentes en sistemas
cuasiperiodicos con defectos fasonicos. Clasicamente € transporte balistico se
relaciona con la ausencia de centros dispersores. En la mecanica cuantica la
conduccion balistica se relaciona con un potencial periodico ya que los estados
cuanticos son coherentes con dicho potencial. Para sistemas cuasiperiodicos con
fason, existen ciertos estados con conduccion balistica y se especula que dicha
existencia se relaciona con simetrias ocultas en el potencial cuasiperiodico derivado
del hiper-cubo gque lo genera.

Finalmente, en la era de nanotecnol ogia que se aproxima los efectos cuanticos
seran més relevantes, en particular la conduccion balistica sera fundamenta en €
disefio de los dispositivos ya que el camino libre medio de los electrones es mayor
que €l tamaiio del sistema. Aunado a esto, la cuasiperiodicidad crea una estructura de
bandas multifractal, la cual podria usarse en e disefio de nuevas estructuras de
MOSFET (Meta-Oxide-Semiconductor Field-Effect Transistor). En esencia, el
desarrollo y la aplicacion adecuada de la ciencia basica genera las herramientas
necesarias para una vida con mayor libertad; por gemplo, los aviones nos permiten
volar y los teléfonos celulares nos permiten tener comunicacion inalambrica en el
globo terrestre.

Si buscas resultados distintos, no hagas siempre lo mismo.
Albert Einstein.



ApéndiceA  Signodelalntegral de Salto para Orbitales Tipo s

En este apéndice se muestra que para orbitales tipo s la integral de salto es siempre
negativa. Considere una molécula diatdbmica con un solo electron cuyo hamiltoniano
esta dado por
~ P ze ze’
H,= 1571 = & Al
am [r-R[ R[] -

donde "R YR, son la posicién del electrén, e primer i6n y e segundo ién,
respectivamente. Laintegral de salto

R A2 2 2
tlz:<1|H12|z>=<1|§—m—‘f_}‘—‘f_‘i‘|z>=<1|— z ScA Al

<1|‘r ‘IZ +UE[2)=-Jwi(r - Rl)‘ Riws(r"—fez)d%,

- ‘|2>

2m ‘r
(A2)

donde y5 representa la funcion de onda de | orbital s, la cual es siempre positiva, por
lo que laintegral de salto en la ecuacién (2.4) es siempre positiva. En consecuencia,
laintegral de salto t;, es siempre un NUMero menor que cero.



ApéndiceB  Solucidon Analitica de Ecuacionesde Tercer Grado

Consideremos una ecuacion de tercer grado de la forma
E®+ pE+q=0. (B.1)
Esta ecuacién es similar a la (4.8), siendo
p= —(2t,§ + té)
q=—2t2, cos(3ka)

Para resolver la ecuacion (B.1), se supone E=u+v y al sustituir en la ecuacion (B.1) se
obtiene

(B.2)

—3uv(u+v)—(u3+v3):E3—3qu—(u3+v3):O, (B.3)
Comparando con la ecuacion (A.1), se observa que
u*+v=—q
Iv=—p (B.4)

Al despejar u 6 v de la segunda ecuacion de Ec. (B.4) y al sustituirla en la primera se
encuentra que u” y v’ son soluciones de la siguiente ecuacién cuadrética
3
X* + OX — 1
27

0. (B.5)

Entonces

c
w
[l
[\)Q
t‘
w

g, e, P
4" 27
3

s a_|d P
2 N4 27

Extrayendo la raiz cibica de las expresiones anteriores y considerando las tres

(B.6)

soluciones de @’=1 en el plano complejo que son w=1 y®, =(—1i\/—3)/ 2, se

obtienen las tres soluciones de la ecuacién (B.1)

El_#_ﬂ D £+i/_ﬂ_ ¢ P
2 4 7 2 4 4
3 2 3
L O O S K R T

7

2 3

E o #ﬂ o ﬁmzi/ﬂ T, P
2 4 7 7

Las soluciones (B.7) se conocen como férmulas de Cdrdano que fueron publicadas



por primera vez por Gerolamo Cardano en su libro Ars Magna en el afio de 1545.
Para el caso en que el discriminante (A), definido como
2 3
@ P
4 27
es negativo, las soluciones de la ecuacién (B.1) pueden expresarse en la
representacion angular definiendo

(B.8)

2 3

a,

gy q
r(cosptising)=——=+ , B.9
(cosp ) >4 T 7 (B.9)
es decir,
—P q
r=,— COSp = ——. B.10
o7 ¥ Ty (B.10
Por |o tanto, las soluciones (B.7) se puede reescribir como
E =2 3r cos?” 27() =1 , (B.11)

dondej=1,2y 3.



Apéndice C  RedesBipartitas

Una red se denomina bipartita cuando ésta puede dividirse en dos subredes a 'y f
intercaladas, es decir, todos los sitios de la subred « estan rodeados por sitios de S
COmMoO vecinos més cercanos 'y todos los de 4 se encuentran rodeados por los de «. Por
gjemplo, lared cuadrada es una red bipartita, mientras que la red triangular no lo es.
Esta simetria estructural tiene consecuencias importantes en la distribucion espectral
de eigen-energias. Una de estas consecuencias es la simetria especular de la
estructura de bandas con respecto a su centro. Consideremos el problema de enlaces
en una dimensién con auto-energias iguales a cero y una distribucién arbitraria de

integrales de salto. Sealafuncion de onda (\V/> ) dada por
v) = ek [2m) + i, [2m+ ) | (C.1)

donde |i) son las funciones de Wannier localizadas en el sitioj y el superindice de los
coeficientes indica la subred a la que pertenece € sitio. Supongamos que la eigen-
energia correspondiente a la funcion de dona dada por la ecuaciéon (C.1) es E, es
decir,

oV E=(2i[Ely)=(2i[H]y) =L (2i[H[2j + D+, (2][H[2j -1) c2)
CHE=(2) +1E|w) = (2] +YH|y) =<}, (2} +4H|2] + 2) + I} (2] + YH[2))
Consideremos una funcion de onda(\l//'>) dada por
jy) =] ol 2m) -l [om+1) | (C3)
delacua sederivaa
{ B = (2] |E |y )= (2i|H |y ) =-c}},(2][H |2} +1)- ¢, (2]|H[2j - 1) o4
cE'=(2]+1E'y )= <2]+1|H|1//> 21+2<2]+1|H|2]+2>+C2] <2]+1|H|2j> (C4)

En consecuencia, |¥ ) también es solucién de la ecuacion de Schrodinger estacionaria
con eigen-valor E'=-E . Por |o tanto, €l espectro de eigenvalores es simétrico.



ApéndiceD Transmitancia en E=0 sin Fason

Como se menciond en la seccidn 4.3, un estado es transparente Si su transmitancia es
uno. En particular, para los estados con E=0 las matrices de transferencia de
generaciones dosy trestienen la siguiente forma

0 —t,/t —t /t 0
M 2 — A" "B M 3 — B A
(2 [1 0 ]y NE) ( 0 —tA/tBJ’ (D.1)
donde los subindices cero indican la ausencia de fasdn. Usando la ecuacion (4.38) se
obtienen
1 0 0 t./t
Mo(4) - } MO(S){ : j
0 t,/tg ~t,/t, O
t./t, O 10
M,(B)=| * ° |, M7= ,
o(6) 0 J o(7) (o J (D.2)
0 -t,/t —t. /t 0
M,(8) = AUE M,9= ° " :
®=, jy (9 ( A _tA,tBj

Obsérvese gue las matrices para generaciones ocho y nueve son las mismas que las
de generaciones dos y tres, respectivamente. Por |o tanto, latransmitancia derivada de
estas matrices tiene ciclo de seis. En particular, para n=6i sin fason se observa que la
maitriz de transferenciatotal (I o), incluyendo las matrices de conexion, esta dada por

e MM @ (O “L[t/t 0)0 —t/t,) (-1 0
o(61) =M M, (6i) L—(l oj( 0 1}(1 0 j_(o _J. (D.3)

Por |o tanto, la transmitancia en E=0 es uno para cada seis generaciones de cadenas
de Fibonacci tipo enlaces.



Apéndice E

Como se discutio en la seccion 5.1 un fasdn puede generarse a invertir el orden en la
adiciéon de los segmentos de generaciones anteriores. En particular, para E=0 las
matrices de transferencia totales [[ [{(n)] de la generacion n con un fason producido al
sumar F(f)=F(f-2)®F(f-1), € cual genera un fason localizado a final del segmento de

la generacion f, estdn dadas por

Transmitancia en E=0 con Fasdn

Tabla E.1 Matriz de Transferencia Total [[I«(n)]

n f [T¢(n)
2”*? 0 —t/t,
g* t/t, O
6l-1 6mT1
S 0 —(t, /1)’
(ty/t,)° 0
6m+3 BIA
2m-i _(tA/tB)2 0
m 0 —(t/t,)>
6 621”:1
62 [_(tB/tA)z 0 j
63 0 —(t, /t5)?
g”i /)0
m 0 —(t,/t)°
6l+1 bm
61
- [—tB/tA 0 J
omes 0 -t /t
Zmi 0 (/)
g\- _(tA/tB)3 0
6l+2 m
61
- ( 0 tA/tB}
omes “t./t, O
om-2 4
(ta/ts) 0
6l+3
o E 0 (it




2””; 1 0
m 01
6M+3
om-2 OIS
6;;1 O _(tB/tA)3
ol+4

6m+1

t/t, 0
62

0t/

6M+3

donde | y m son nimeros naturales con la restriccion de m<l. La matriz de
transferencia total fue calculada usando la ecuacion (4.36). Notese que n tiene ciclos
seisy paraun n dado f tiene ciclo de tres. Asi mismo, existe un estado transparente en
E=0 para cadenas de Fibonacci con generaciones n=9, 15, 21,... y fason en f=7, 8, 9,
13, 14, 15,...9endo f<n.
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