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Introduccion

Durante los tdltimos anos, el desarrollo de la tecnologia ha permitido que méas y
mas dispositivos electrénicos cuenten con la posibilidad de comunicarse con otros sin
la necesidad de una conexién fisica, es decir, de forma inalambrica. Esto trajo consi-
go el nacimiento de una nueva rama de la computacion, el de las redes ad hoc! inaldmbricas.

Mas formalmente, una red ad hoc inaldmbrica consiste de un conjunto de nodos
inalambricos los cuales, en un principio, cuentan con la capacidad de transmitir omnidi-
reccionalmente de tal manera que una séla transmision de un nodo puede ser recibida
por todos los nodos dentro de su vecindad. El movimiento de tales nodos, incluyendo
su apariciéon o salida de la red, ocasiona que la topologia de la red cambie constante-
mente, lo cual hace que el control de dicha topologia y el ruteo eficaz no sea una tarea facil.

Ademss, a diferencia de las redes inalambricas tradicionales, este tipo de redes no
cuenta con una infraestructura fija o un soporte centralizado para administrarla por lo
que es también parte del problema lidiar con estas limitaciones.

Una red ad hoc inalambrica puede ser vista como una grafica en cierto momento de
tal forma que su conjunto de vértices es aquel que compone el conjunto de nodos de la
red y donde habrd una arista de un vértice a otro si es que este se encuentra dentro del
radio de transmision del primero. Si el radio de transmisién de los nodos es igual a 1,
entonces la grafica que representa a dicha red se conoce como una grafica de disco unita-
rio (unit disk graph, UDG) y son precisamente estas con las que trataremos en este trabajo.

En este nuevo campo se estudian aspectos similares a los de las redes tradicionales
(las que cuentan con una conexién fisica), como lo es el desarrollo de nuevos algoritmos
de ruteo para transmitir cierta informacién que necesite ser compartida, pero desde un
enfoque distinto ya que aunque tales dispositivos se siguen viendo como nodos de una
red, la forma de comunicacién no puede ser la misma.

!Este término ha sido utilizado para expresar la capacidad que deben tener este tipo de redes para
amoldarse a los cambios que generen los nodos que las componen al moverse de manera dindmica.
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Supongamos ahora que aunque los vecinos que se encuentran dentro del radio de
transmision de un cierto nodo comparten el mismo espectro de comunicacién, el nodo en
cuestién debe ocupar distintas frecuencias de dicho espacio de tal manera que no haya
interferencia durante alguna de sus transmisiones, es decir, que la transmisién de un
mensaje en determinada frecuencia llegue a un sélo destino.

Podemos modelar el problema anterior al nivel de la grafica que represente a nuestra
red de tal manera que asignemos a cada una de las aristas un color distinto (una frecuencia
distinta), entonces nuestro problema se traduce en colorear las aristas de dicha grafica
para asi obtener una coloracién propia, es decir, que a dos aristas que sean adyacentes
(que incidan en un mismo vértice) no les sea asignado el mismo color.

Asi también, seria deseable que el niimero de colores a utilizar fuera el menor posible
ya que no seria conveniene asignar mas que las frecuencias necesarias sin desperdiciar
otras que bien podrian ser utilizadas posteriormente.

Dentro de la rama de la teoria de graficas, se cuenta con el concepto de indice
cromdtico, el cual se define como el minimo nimero de colores con el cual una gréfica
puede ser coloreable por aristas (claro, respetando que la coloracién sea propia). En 1964,
Vizing demostré que el indice cromatico de una grafica no vacia G era el grado maximo

de esta (A(GQ)) 6 A(G) + 1.

No obstante no existe un algoritmo eficiente o formula que determine con exactitud
tal nimero dada una grafica y més ain, se ha demostrado que el problema de determinar
si el indice cromético de una grafica es igual a su grado maximo se encuentra dentro de la
categoria de los problemas N P-completos; sin embargo si existe un algoritmo polinomial
que determina una A + 1 coloracién.

Dado lo anterior, nuestro objetivo en este trabajo serd tratar este problema de
manera local con la intencién de obtener una coloracién propia por aristas de la
grafica que represente a nuestra red ad hoc inaldmbrica y asi poder dar una asigna-
cién de frecuencias adecuada. Ademaés, deseamos utilizar pocos colores, es decir, que la
solucién obtenida sea ¢ veces mas grande que la solucién 6ptima, donde ¢ es una constante.

Para finalizar esta seccién, considerando todos los argumentos de los parrafos anterio-
res, sélo describiremos los capitulos en los que se decidié dividir este trabajo escrito:

Capitulo 1. Dado que el objeto sobre el cual se plantea el problema es una red ad hoc,
en este capitulo describiremos de manera m&s amplia este concepto, senalando algu-
nas de sus caracteristicas mas importantes, asi como algunas de sus aplicaciones y
problemas que en ellas se sucitan.

Capitulo 2. Como ya lo mencionamos, nuestra idea es aplicar un paradigma local al
algoritmo planteado para resolver el problema en cuestién, por lo que en esta secciéon



INTRODUCCION 3

del trabajo detallaremos las ideas que hay detras de este enfoque, asi como de sus
origenes y problemas ya resueltos haciendo uso de él.

Capitulo 3. Aqui haremos un anélisis de algunos resultados ya existentes que jugaran un
papel importante en el planteamiento del resultado principal de este trabajo, entre
ellos el teorema de Vizing. Nuestro objetivo al definir este capitulo es dar a entender
el trasfondo de dichos resultados, de tal forma que su incorporacién sea de manera
sencilla.

Capitulo 4. En este iltimo apartado, simplemente plantearemos a detalle el resultado
logrado tomando en consideracién las secciones anteriores.






Redes ad hoc moviles ]_

1.1. Motivacion

Hoy en dia una gran cantidad de personas cuenta con uno o varios dispositivos
portétiles como teléfonos celulares, asistentes personales digitales o PDA’s (personal
digital assistants) y laptops. Asi mismo, gracias al desarrollo de la tecnologia, esta clase
de dispositivos pueden interactuar de tal manera que actividades como lo es el compartir
documentos entre ellos y la lectura de correo electrénico, entre otras, sea ya una realidad.

El llevar a cabo dichas actividades se logra debido a que tales dispositivos, en cierto
momento, se vuelven parte de una red ad hoc mévil o MANET (mobile ad hoc network),
la cual permite establecer una comunicacion entre los elementos incorporados en cualquier
momento dentro de un drea especifica de manera inalambrica.

En anos recientes, la investigacion hecha en el campo computacional de las MANETS ha
tenido gran auge, asi también, sus aplicaciones han gozado de un aumento de popularidad
al hacer un mayor uso de esta tecnologia en la vida cotidiana. Dado que es precisamente
una red ad hoc el tipo de esquema del que partiremos para desarrollar este trabajo, en
este capitulo estableceremos un panorama general que nos permita conocer algunos de sus
antecedentes asi como de algunas de caracteristicas importantes acerca de este concepto.

1.2. Antecedentes

Aunque el acrénimo de MANET es relativamente nuevo, la idea detras de €l no lo es.
Por ejemplo, al principio de de los anos 70, no mucho después del inicio del desarrollo de
la tecnologia que se convertiria en lo que hoy conocemos como Internet, el Departamento
de Defensa de los Estados Unidos financié investigaciéon concerniente al uso de dicha
tecnologia, en donde no se tuviera la restriccién de una infraestructura fija o alambrica.
Por supuesto, una primera motivaciéon para este desarrollo fue la necesidad militar para
la supervivencia en el campo de batalla, ya que las condiciones que ahi se daban hacian
deseable que los combatientes fueran capaces de moverse de una manera un poco mas libre
sin la necesidad de las restricciones impuestas por dispositivos de comunicacién alambricos.
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Se puede decir que las redes ad hoc tienen su origen en el ano de 1968 ([13]),
durante el desarrollo del proyecto de la red ALOHA, cuyo objetivo era conectar
instalaciones educativas en Hawaii. Aunque esta red hacia uso de estaciones fijas,
el protocolo ALOHA proveia un acceso de canales distribuido y por tanto una base
para el desarrollo de esquemas del mismo tipo que fueran apropiados para las redes ad hoc.

Con base en la red ALOHA, se desarrollé el proyecto DARPA, en 1973, el cual
proveia mecanismos de administracion de operacién centralizados también sobre una
base distribuida. Sin embargo, los desarrolladores se dieron cuenta de que algunas de
las técnicas utilizadas incrementaban la capacidad de la red, ya que el espacio que esta
abarcaba podia ser reutilizado.

Aunque muchos otros proyectos experimentales de redes fueron desarrollados poste-
riormente, estos sistemas inaldmbricos no tuvieron realmente un gran impacto entre los
consumidores. Fue hasta la puesta en marcha del proyecto IEEE 802.11, que es un estandar
para redes de area local inalambricas, que el Instituto de Ingenieria Eléctrica y Electrénica
(IEEE) decidié adoptar el término de red ad hoc. Con esto, el IEEE esperaba dar la idea
del despliegue de un escenario de desarrollo completamente nuevo.

1.3. Redes Celulares

Antes de comenzar a describir mas a profundidad nuestro concepto de red ad hoc, es
conveniente establecer algunas observaciones generales acerca de la tecnologia de redes
inaldmbricas, en particular de las redes celulares, las cuales son sistemas que actualmente
son muy usados y que preceden a los de las MANETS.

Estos sistemas se forman por un conjunto de celdas, cada una con su propio transmisor
o estacion base, las cuales son usadas para cubrir diferentes dreas y proveer una cobertura
sobre una regién mas grande que la de una sola celda. También, estas redes hacen uso
de tranceptores, los cuales son dispositivos que llevan a cabo funciones de transmisién
y recepcién, ya sea para ser utilizados por las estaciones o por los dispositivos que
conforman la red (tranceptor mévil).

Una caracteristica importante en este tipo de redes es el aumento en su capaci-
dad dado que se puede reutilizar una misma frecuencia de transmisién en distintas
celdas para transmisiones completamente distintas. Desafortunadamente, es inevitable
un cierto nivel de interferencia en la senal producida por dos celdas que utilicen la
misma frecuencia, por lo que el que dos celdas adyacencentes utilicen la misma no es
una configuraciéon posible. La figura 1.1 muestra cémo una red cuyas estaciones base
tienen un area de cobertura hexagonal, puede hacer uso de cuatro frecuencias para operar.

Los dispositivos o nodos que conforman este tipo de redes pueden ser moviles, lo cual
significa que son capaces de poder cambiar la estacion que los controla en la red en cierto
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Figura 1.1: Red celular que hace uso de la reutilizacién de frecuencias.

momento. Asi por ejemplo, en una red de teléfonos celulares, un nodo o teléfono que se
encuentre dentro del area de control de una estacién y que se quiera comunicar con algin
otro teléfono, primeramente tiene que establecer una comunicacién con su estacién de
control y posteriormente esta se encargara de establecer la conexién con el otro nodo, si
es que este se encuentra dentro de su area de control, o con otra estacién, si es que el
dispositivo destino se encuentra en otra regién.

En su gran mayoria, las redes celulares utilizan el protocolo de internet mévil (mobile
IP) para su operacién. En este paradigma, la identidad de un usuario podria o no ser
equivalente a su posicién, dependiendo de si el usuario adopta un identificador de posicion
dependiente (temporal) o uno de posicion independiente (permanente), respectivamente.
Algunas veces, los usuarios con identificadores temporales son conocidos como “némadas”,
mientras que a los permanentes se les conoce como usuarios “méviles”. La diferencia
entre estos términos es que los de tipo némada podrian moverse, pero principalmente
cumplen sus funciones dentro de la red en una posicién fija; por otro lado los de tipo
moévil deben trabajar sobre la marcha, cambiando su estacién de control conforme sea
necesario. En cualquiera de los casos, un soporte adicional podria ser necesario para
encontrar la posicién de un usuario dentro de la red, por lo que es indispensable hacer
uso de técnicas de establecimiento de rutas teniendo como base las estaciones de control.

El punto a resaltar en este tipo de redes es que mientras los dispositivos de los usuarios
podrian o no moverse, la infraestructura de la red permanece fija. Entonces, aunque los
usuarios sean de tipo movil, mucha de la tecnologia que aporta dicha infraestructura puede
ser utilizada para dar un soporte a dichos usuarios.
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1.4. Esquemas de comunicacion entre nodos

Al tratar con medios de transmisién inaldmbricos no confiables se deben tener en
cuenta consideraciones especiales en el sistema de comunicacién entre los nodos de una red
ad hoc, esto con el objetivo de asegurar una operacién confiable y eficiente. Una manera
de hacerlo es emplear un esquema de comunicacién indirecta o multipunto (multihop),
en la cual cada nodo es también un ruteador, lo cual facilita el reuso de recursos tanto
en espacio como en tiempo, siempre y cuando los nodos que participen en la red estén
razonablemente bien distribuidos en el drea en cuestién ([13]). En contraste, las redes en
las que sus nodos se comunican de manera directa (singlehop) principalmente comparten
los recursos en el dominio temporal.

Béasicamente, la forma de operar de estas dos técnicas es la siguiente:

Directa. En este caso, la red envia datos de manera directa desde el nodo origen al nodo
destino, es decir, ambos nodos se encuentran mutuamente dentro de su radio de
alcance de transmision.

Indirecta. En este escenario, los paquetes de informacién son transmitidos del nodo ori-
gen al nodo destino a través de una ruta, la cual posiblemente considera algin otro
nodo de la red. Principalmente esta técnica se utiliza cuando el nodo destino no
estd dentro del radio de transmision del nodo origen.

Asi por ejemplo, la figura 1.2 muestra ambos esquemas de transmision considerando
una misma distribucién de los nodos, asi como también los mismos nodos origen y destino.

Dada la descripcion de ambos esquemas se puede decir que una razon evidente por
la cual se usa el esquema multipunto es para obtener conectividad, ya que algunos nodos
bien podrian estar fuera del rango de transmisién de otros y por tanto, un esquema como
el directo no funcionaria.

1.5. Conceptualizacion de una red ad hoc médvil

Como ya lo mencionamos, el campo de las redes ad hoc méviles o MANETS ha recibido
una gran atencién durante los tltimos anos, esto debido principalmente al desarrollo de la
tecnologia y a las necesidades que no se habian podido satisfacer de una manera deseable,
aunque claro, esto también ha traido con sigo que los resultados adquiridos se apliquen a
nuevos planteamientos.

Una red ad hoc mévil se define como una coleccién de plataformas méviles o nodos,
donde cada uno de estos es libre de moverse arbitrariamente ([30]). Cada nodo consiste
légicamente de un ruteador que podria tener multiples hosts y estos a su vez tener
multiples dispositivos de comunicacién inaldmbrica. Asi tambien, en principio, cuenta
con una antena omnidireccional que le permite comunicarse con otros nodos que esten
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a. directa b. indirecta

Figura 1.2: Posibles esquemas de transmisién de los nodos en una red ad hoc. Los nodos
origen los identificamos de color rojo y los destino de color azul. Asi mismo, en (a), los
nodos de color amarillo representan aquellos nodos intermedios de una ruta entre un nodo
rojo y uno azul.

dentro de su alcance de transmision. Una representacién de esto se muestra en la figura 1.3.

Y N4

radj radio

radio

ruteador

host ruteador]

Figura 1.3: Ejemplo de posibles nodos en una red ad hoc.

El término MANET describe redes distribuidas, méviles, inaldmbricas y con comu-
nicacién indirecta (multihop) que operan sin el beneficio de cualquier infraestructura
existente, exepto por los nodos mismos. Una red ad hoc expande la visién que se tiene
de Internet, en la cual nodos inaldmbricos en los limites de la red estan tipicamente
conectados y soportados de manera directa hacia la infraestructura fija.

Desde el punto de vista de la teoria de graficas, una red ad hoc movil es una grafica
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G = (N, E(t)), cuyo conjunto de vértices, N, estd formado por cada uno de los nodos
moviles de la red y donde habra una arista, que pertenecerd a F, entre un par de nodos
si es que estos pueden comunicarse de manera directa. El conjunto de aristas, E(t),
asi definido, esta dado en funcién del tiempo y cambia conforme los nodos cambian de
posicién al moverse dentro de la red.

Nota: De ahora en adelante ocuparemos los términos de red ad hoc mévil, red ad hoc o
MANET indistintamente.

1.6. Caracteristicas

En contraste con las redes alambricas tradicionales, podria esperarse que una red ad
hoc opere en un ambiente de red en el que algunos o todos los nodos sean méviles. Dentro
de este ambiente dinamico, las funciones de red deben hacerse de una manera distribuida
ya que los nodos podrian desaparecer o aparecer repentinamente en la red. Sin embargo,
en general, los mismos requerimientos béasicos para la conectividad y el control de trafico
que aplican para las redes tradicionales aplican también para las redes ad hoc.

A continuacion estableceremos algunas caracteristicas sobresalientes acerca de las redes
ad hoc:

» Operacion distribuida. Un nodo en una red ad hoc no puede contar con un soporte
de seguridad o establecimiento de rutas como parte intrinseca de la red. En su lugar,
estas funcionalidades deben disenarse de tal manera que puedan llevarse a cabo de
manera eficiente bajo condiciones distribuidas.

» Topologia dindmica. En general, los nodos son libres de moverse arbitrariamente. La
topologia de la red, la cual tipicamente es de tipo multipunto, podria cambiar rapida
y aleatoriamente en tiempos impredecibles. No obstante, a pesar de esta situacion,
la conectividad en la red deberia de mantenerse para permitir a las aplicaciones y a
los servicios operar sin ningin problema. En particular, esto influenciara el diseno
de los protocolos que permitan establecer rutas de comunicacion.

= Restriccion de ancho de banda, capacidad variable, conexion asimétrica. Las cone-
xiones inaldmbricas continuardn teniendo una capacidad significativamente menor
que sus contrapartes alambricas. Un efecto de esta moderacién en las capacidades
de conexién es que el aumento de demandas por aplicaciones podria exceder la ca-
pacidad de la red. Otra consecuencia es que la redes ad hoc tendrdn que operar en
ambientes heterégeneos con variaciones de retraso debido al ancho de banda dispo-
nible.

= Operacion con energia restringida. Algunos o todos los nodos en una red ad hoc
podrian depender de pilas para obtener la energia que les permita operar. Para tales
nodos, la conservacién de este recurso se vuelve un criterio de suma importancia
al momento del diseno, ya que podria afectar, por ejemplo, el procesamiento en el
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CPU, el uso y/o tamano de la memoria y el procesamiento de senales. Las fun-
ciones referentes a la comunicacion asumen directamente la responsabilidad de las
aplicaciones y los servicios en el dispositivo. Entonces, los algoritmos y mecanismos
que implementan funcionalidades de la red deben optimizarse tomando en cuenta
un menor consumo de energia, esto con la finalidad de ahorrar capacidades para las
aplicaciones mientras se provea un buen desempeno en la comunicacién. Ademés de
obtenerse una conectividad razonable en la red, la inclusion del paradigma de comu-
nicacién indirecta permite mejorar el desempeno desde el punto de vista del ahorro
de energia. Hoy en dia, sin embargo, esto sélo puede realizarse a un costo mayor en
la complejidad del establecimiento de rutas.

= Vulnerabilidades inaldmbricas y sequridad fisica limitada. Las redes inaldmbricas
moéviles son generalmente més susceptibles a sufrir ataques de seguridad fisicos y
de informacion que las redes fijas y alambricas. Una capa de técnicas de seguridad
existentes puede aplicarse para reducir dichos ataques.

= Cambio frecuente en la capacidad de la conexion. Los efectos de altas tasas de error
de bits podrian ser més profundos en una red ad hoc multipunto, ya que lo que afecta
a una ruta multipunto es el niimero total de errores en la comunicacién. Ademads,
mas de una ruta podria usar un punto de comunicacién en particular, por lo que el
no tenerlo disponible en cierto momento afectaria varias sesiones durante periodos
de transmision con altas tasas de error de bits. Esto trae consigo que las funciones
de ruteo se vean afectadas, sin embargo, se pueden aplicar funciones eficientes que
protejan la capa de comunicacién para mejorar la calidad en la conexién ([13]).

1.7. Funciones tipicas en una red ad hoc

Asi como en las redes aldmbricas, dentro del campo de las redes ad hoc existen fun-
cionalidades que deben ser cubiertas. Dos de las mas importantes a considerar son las que
tienen que ver con el establecimiento de una ruta de comunicacién entre dos nodos y la
seguridad.

1.7.1. Establecimiento de rutas

Para las redes ad hoc moviles, el problema de establecer rutas para la transmision
de paquetes entre cualquier par de nodos llega a ser una tarea complicada debido a que
tales nodos pueden moverse aleatoriamente dentro de la red. Una trayectoria que pudo
considerarse como Optima en un cierto tiempo podria no servir poco tiempo después. Es
mas, las propiedades estocdsticas de los canales de comunicacién inaldmbricos también
forman parte de los puntos a considerar en la calidad de la trayectoria. Con este objetivo,
una red puede hacer uso de protocolos que se encarguen de determinar una ruta de
comunicacion posible entre los nodos en cuestién.

Los protocolos que, dado un nodo en particular, mantienen una ruta hacia todos los
posibles destinos en la red tienen la ventaja de que la comunicaién con destinos arbitrarios
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experimenta un ligero retraso inicial desde el punto de vista de la aplicacién. Cuando una
aplicacion comienza, una ruta puede ser inmediatamente seleccionada de una tabla que
contenga dichas trayectorias de comunicacién. Tales protocolos se denominan proactivos,
debido a que guardan informacién acerca de las rutas incluso antes de que alguna de ellas
sea necesitada. De igual manera se les conoce como protocolos basados en tablas ([32]) ya
que se puede pensar que las rutas estan disponibles como parte de una tabla confiable.

Sin embargo, los protocolos proactivos sufren la desventaja de que adicionalmente se
requiere un control de trafico, esto con el objetivo de mantener actualizadas las entradas
de la tabla que contiene las rutas, ya que la red puede cambiar su configuraciéon debido a
un evento imprevisto en alguno de sus nodos, en cuyo caso, las rutas que se encuentren
en ese momento en la tabla podrian no ser reales. Si una ruta se rompe, es decir, si
alguno de los nodos que se consideraba dentro de ella ya no esta disponible, entonces esta
debe ser reparada, lo cual se considera como un gasto de recursos que podria provocar
escasez de ancho de banda y por tanto futuras congestiones en las comunicaciones de la red.

Como resultado de la situacién anterior, protocolos reactivos han sido disenados de
tal forma que la informacién acerca de una ruta sea obtenida sélo cuando sea realmente
necesaria. Los protocolos reactivos podrian usar menos ancho de banda para mantener
las tablas en cada nodo, pero el tiempo de respuesta para muchas aplicaciones se incre-
mentaria. La mayoria de las aplicaciones se verian afectadas por un retraso a la hora de
comenzar, ya que serd necesario obtener una ruta hacia algin destino antes de que la
comunicacion se inicie.

1.7.2. Seguridad

Obviamente, la seguridad es un punto importante a considerar dentro de las redes
ad hoc, particularmente si se utilizan multiples puntos para comunicar a un nodo con
otro. ;Como puede un usuario estar seguro de que nadie este escuchando secretamente
lo que transmite? ;Es el usuario en el otro extremo del enlace realmente quien dice ser?
Desde el punto de vista puramente criptografico, los servicios ofrecidos en una red ad hoc
no implican muchos problemas nuevos. Los requisitos para la autentificacién, confiden-
cialidad e integridad son los mismos que para muchas otras redes de comunicacién publicas.

Sin embargo, en una red ad hoc, la confianza es un problema central. No podemos
confiar en el medio, la inica opcién es usar criptografia, lo cual obliga a depender de las
llaves criptograficas utilizadas. Entonces, el reto principal es crear relaciones basadas en
confianza entre las llaves sin la ayuda de un tercer ente de certificacién.

Dado que las redes ad hoc se crean espontaneamente entre entidades que se encuentran
dentro de una misma &area, no hay garantia de que cada nodo mantenga la llave piblica
de los demds nodos o que estos presenten certificados que sean validados por otro ente.
Sin embargo, si permitimos que la confianza se delegue entre los nodos, entonces nodos
que ya hayan establecido una relacién de confianza pueden extender este privilegio a otros
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miembros del grupo.

Ya que este trabajo no estard enfocado en este aspecto, sélo mencionaremos que en
otros trabajos como en [13] se puede encontrar més informacién al respecto.

1.8. Campos de aplicacion

Las redes ad hoc méviles han sido motivo de mucha investigacién reciente y esfuerzos
de desarrollo. Hasta ahora, este tipo de redes han sido principalmente consideradas
para aplicaciones de tipo militar, donde una configuracién de red descentralizada es
una ventaja operativa o incluso una necesidad. Otro punto que motivé la utilizacién
de esta tecnologia en este campo es que la milicia no puede confiar en un acceso a una
infraestructura de comunicacién fija y precolocada en un campo de batalla. En algunas
regiones, como desiertos o selvas, la existencia de una infraestructura de comunicacién
terrestre es nula. En otras regiones, el acceso puede no estar disponible debido a la
destruccion o el dano de la infraestructura de comunicacién local.

En el sector comercial, el equipamiento para cémputo mévil e inaldmbrico no ha
estado disponible a un precio atractivo para grandes mercados. Sin embargo, conforme
se incrementa la capacidad de computadoras moéviles, también crece la necesidad de una
red sin limites. Las redes ad hoc comerciales podrian ser usadas en situaciones donde
no se cuente con una infraestructura disponible, tal como en operaciones de rescate en
areas remotas o cuando una cobertura local debe utilizarse eficiente y rapidamente en
algiin sitio de construcciéon remoto. Asi también, podria utilizarse como acceso piblico
inaldmbrico en areas urbanas.

A nivel local, esta tecnologia puede ser usada para unir computadoras portétiles y/o
PDA’s de tal manera que se pueda difundir y compartir informacién en una conferencia.
Estas redes también podrian ser propias para aplicaciones en redes caseras, donde los
dispositivos puedan comunicarse directamente para intercambiar informacién, como
audio, video o actualizaciones de configuraciéon. Tal vez las aplicaciones mas dificiles de
lograr en este contexto son redes de tipo auténomo, donde los nodos que las conformen
sean robots que lleven a cabo tareas domésticas o actividades de vigilancia.

Algunas personas han incluso propuesto el utilizar redes ad hoc para el monitoreo
ambiental, de tal manera que las redes puedan ser usadas para la prediccion de la conta-
minacién del agua o para proveer con una buena anticipaciéon una alerta de maremoto.

Redes ad hoc moviles de corto alcance pueden simplificar la intercomunicacion entre
varios dispositivos méviles (como teléfonos celulares y PDA’s) para formar una red de
area personal (personal area network, PNA) y por tanto eliminar la tediosa necesidad de
cables. Esto podria también extender la movilidad proveida por la red fija, es decir, el
protocolo de Internet mévil, a nodos que se encuentran maés alld del dominio de la red ad
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hoc. La tecnologia Bluetooth es tal vez la mds prominente en este ambito.

Con esto damos por terminada la presentacion de uno de los conceptos mas importantes
que se ocuparan a lo largo de este trabajo. Ya en los siguientes capitulos, se especificara su
utilizacién junto con otros conceptos.
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2.1. Motivacion

Como ya lo mencionamos en el capitulo anterior, uno de los principales problemas en
las redes ad hoc tiene su origen en la caracteristica de que la comunicacién directa de
cada uno de los nodos que la conforman se restringe a un subconjunto de ellos, conocidos
como sus vecinos. Por otro lado, a pesar de que la comunicacién de cada nodo se restringe
a un esquema local, la totalidad del sistema debe hallar algin tipo de solucién global que
le permita seguir proveyendo los servicios que esta ofrece.

Sin embargo, el lograr un objetivo global basdndose en informacién de tipo local es algo
desafiante. Ninguno de los nodos de una red ad hoc es capaz de mantener informacién
global acerca de la red. En lugar de esto, cada uno de los nodos debe llevar a cabo una
tarea especifica haciendo uso solamente de informacién local y cuyos resultados impacten
de manera global en la red.

Dada esta problematica, en este capitulo haremos algunas observaciones acerca de la
utilizacion de esta técnica, que por la forma en la que operan las redes ad hoc, la hacen
una linea de investigacién importante.

2.2. Alcances

Algunas de las cosas que uno tiene en mente a la hora de trabajar en esta drea es
qué tipo de tareas globales pueden llevarse a cabo por los nodos de la red de manera que
estos basen sus decisiones en informacion local, o cuanta informacién local se requiere
para dar una solucién global 6ptima.

A los algoritmos que hacen uso de esta técnica de localidad se les conoce como
algoritmos locales, en los cuales, al aplicarlos en una red, cada nodo conoce solamente a
sus vecinos, o en general a los vecinos a distancia a lo més k, con k una constante.
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Claramente existen algunos problemas que no pueden solucionarse de manera
local, como el que dada una red, se calcule un arbol generador'de esta. En particular
para dicho problema, inclusive no es posible averiguar localmente si un conjunto de
aristas dado forman un arbol generador de la grafica que represente a dicha red,
ya que para esto cada nodo necesitaria hacer uso de informacién global de la red pa-
ra evitar la formacion de algin ciclo, lo cual no es posible dentro del esquema de localidad.

No obstante, para algunas tareas como el colorear una grafica con un nimero dado
de colores ¢, es al menos posible el comprobar la viabilidad de una asignacién dada con
tan solo observar a los nodos vecinos. Entonces, ;bastard el conocer informacién local
para asignar colores a los nodos de tal manera de que obtengamos una c-coloracion propia
(que dos nodos adyacentes no tengan el mismo color)? Investigacién concerniente a esta
pregunta ya ha sido desarrollada, [22] es un buen ejemplo de esto. Para darnos una idea
de la utilizacién de esta técnica podemos tomar como ejemplo el problema descrito en la
siguiente subseccion.

2.2.1. Agrupamiento en una red ad hoc

Como ya se establecié en el capitulo 1, cuando se envia un mensaje en una red ad
hoc de un nodo a otro, los nodos intermedios deben servir como ruteadores y debido a la
escasez de energia y a la movilidad de los nodos en estos sistemas, la aplicacién de los pro-
tocolos tradicionales (de redes aldmbricas) como el mantener actualizadas adecuadamente
tablas de ruteo se convierte en un problema, ya que en cualquier momento, por ejemplo,
uno o mas nodos podrian dejar la red sin previo aviso y las rutas que los consideraban
para el paso de mensajes ya no servirian. De hecho, aunque se ha desarrollado un gran
numero de sugerencias al respecto ([6, 33]), el encontrar algoritmos eficientes para dar
solucién a este proceso ain sigue siendo uno de los principales problemas dentro del area.

El agrupamiento de los nodos ([3]) es una manera efectiva de ahorrar energia ([18])
y en general de mejorar el desempeno de los algoritmos que permiten establecer rutas
entre nodos de la red, ya que el determinar tales rutas se hace considerando los distintos
grupos, cada uno de estos consistiendo de una cabeza y de un nimero de nodos vecinos.
Por supuesto, lo que deseariamos es minimizar el nimero de grupos bajo la condiciéon de
que cada nodo de la red pertenezca a uno de ellos, es decir, lo que queremos es encontrar
el minimo nimero posible de cabezas de grupo de tal forma que cada nodo que no sea
cabeza tenga a uno que si lo sea dentro de su vecindad. Formalmente, a este problema se
le conoce como el problema del conjunto dominante minimo ([1, 2]).

Para establecer una ruta entre dos nodos, usualmente las cabezas de grupo se conenctan
entre si haciendo uso de otros nodos que sirvan como puentes. Alternativamente, existe
una variante a este problema, conocido como el problema del conjunto dominante conezxo

'En el sentido de la teorfa de graficas se desea que la grafica obtenida tenga el mismo conjunto de
vértices de la grafica original.
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([2, 8, 23]), en donde las cabezas de grupo pueden seleccionarse de tal manera que la
grafica inducida por ellos sea conexa.

2.3. El primer algoritmo local para establecer rutas

Como ya lo hemos mencionado, uno de los principales retos en el diseno de las redes
ad hoc tiene que ver con el desarrollo de protocolos dindmicos que puedan encontrar
eficientemente rutas entre cualquier par de nodos de la red. En la tultima década,
se han propuesto algunos protocolos especificos para este tipo de redes que llevan a
cabo dicha tarea, tales como [7, 20, 34]; sin embargo, no hacen uso de la localidad descrita.

En [21], Kranakis, Singh y Urrutia propusieron el primer algoritmo que permitia
establecer una ruta entre un nodo origen s y un nodo destino ¢ teniendo como base una
grafica con ciertas caracteristicas y haciendo uso de la técnica de localidad. El objetivo
de dicho trabajo era precisamente el de desarrollar un algoritmo que pudiera aplicarse a
las redes de comunicacién existentes y cuya tunica restriccién es que las graficas que las
representen sean planas.

Ademas, establecieron formalmente los puntos que necesitan ser tomados en cuenta
para determinar que un algoritmo sea considerado como uno de tipo local. Dichas
condiciones son las siguientes:

1. En cada punto en el tiempo, un agente que haga uso del algoritmo, conoce las
coordenadas del nodo origen s, asi como también las del nodo destino ¢t. Ademas,
este dispone de una cantidad finita de almacenamiento en la cual se puede mantener
un ntmero constante de identificadores de vértices de la red. Observemos que esta
condicién implica que en ningin momento se tiene conocimiento de la topologia de
la red en su totalidad.

2. Al llegar el agente a un vértice v, habiendo comenzado en s, se puede hacer uso de
la informacién local almacenada en él en lo que concierne a sus vecinos, asi como
también de las aristas que los conectan con v. Usando esta informacién mas la
almacenada en su memoria local, el agente puede seleccionar una arista incidente a
v para atravesarla y continuar su camino hacia ¢, al menos de que v ya sea t, en cuyo
caso nos detenemos.

3. No se permite que el agente cambie la informacién local almacenada en v. Obser-
vemos que en particular, una vez que el agente salga de un nodo, si posteriormente
regresa a él, no se puede determinar que ya se ha visitado, al menos que su identifi-
cador se encuentre en la memoria local.

Cabe mencionar que la tercera condiciéon sobre un algoritmo que se considere local
se debe principalmente al hecho de que no se quiere dejar marcas sobre los vértices que
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se vayan visitando mientras se trata de llegar al vértice destino, ya que de ser asi, se
podria tener un problema. Por ejemplo, si suponemos que tenemos un servidor conectado
a Internet, quisiéramos poder evitar el mantener el rastro de los mensajes que pasen por
ahi, ya que el hacerlo podria requerir facilmente de una gran cantidad de memoria si es
que nuestro servidor es muy solicitado como puente en la comunicacién de mensajes.

El algoritmo desarrollado se conoce como Ruteo por Brijula (Compass Routing) y su
comportamiento puede ser descrito de la siguiente manera:

Supongamos que queremos enviar un mensaje de un nodo inicial s a un nodo
final t y recordemos que la uinica informacion con la que se cuenta en cualquier
punto en el tiempo son las coordenadas del nodo destino, la posicion actual y
las direcciones de las aristas incidentes al vértice en el que estemos parados.
De manera recursiva se escoge y se recorre una arista e = (u,v) de la gréfica
geométrica incidente a la posicion actual, u, de tal manera que la abertura
formada entre e y la recta que une a u con t sea la mds pequena, es decir, se
selecciona una arista tal que el angulo Zvut sea el menor de entre todos los
vecinos de u en la topologia.

Asi, para la figura 2.1, la ruta que habria que recorrer para llegar de s a t al aplicar
nuestro algoritmo es s, d, e, g, t.

Figura 2.1: Uso del ruteo por brijula para establecer una ruta de s a t.

No obstante, el aplicar el algoritmo de ruteo por brijula en una grafica geométrica no
nos garantiza que siempre se pueda establecer una ruta desde un punto inicial a cualquier
otro vértice en la grafica. Para demostrarlo, tomemos como ejemplo la gréifica de la figura
2.2, en la cual al aplicar el algoritmo para ir de s a ¢ caemos en un ciclo que contiene al
conjunto de vértices {ug, v;} con i =0,...,3.
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Figura 2.2: Problema al aplicar el ruteo por brujula para alcanzar ¢ desde s

Si para cualquier par de vértices s y t de una grafica geométrica G, el algoritmo
establece una ruta cuyo vértice inicial es s y termina en ¢, entonces decimos que G soporta
el ruteo por brujula. Dado lo anterior, la pregunta que se plantea es en qué tipo de redes
geométricas es posible utilizar este algoritmo de manera que garantizemos que el envio de
un mensaje llegue a su destino.

Kranakis, Singh y Urrutia también demostrarén en [21] que si el conjunto de puntos de
la grafica geométrica junto con sus aristas forman una triangulacién de Delaunay, entonces
la grafica soporta el ruteo por brujula. Antes de demostrar este hecho, establezcamos
formalmente el concepto de una trangulacion de este tipo.

Definiciéon 1. La triangulacion de Delaunay de un conjunto de puntos P, en el plano,
denominada D(P,), es la particién de su cierre convexo en un conjunto de tridngulos con
interiores ajenos de tal manera que se cumplan las siguientes restricciones:

= los vértices de los tridngulos son puntos de P, y

= para cada triangulo en la triangulacion, el circulo que pasa por sus vértices no contine
ningin punto de P, en su interior (ver figura 2.3).

Se sabe que si los elementos de P, estan en posicion circular general, es decir, que no
existen cuatro puntos por los que pase un circulo, entonces D(P,,) estd bien definida.

Dado lo anterior, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1. Sea P, un conjunto de puntos en el plano, entonces D(P,) soporta el ruteo
por brijula.

Demostracion. La idea es mostrar que si el algoritmo de ruteo por brujula selecciona
una arista (u,z) para recorrerla, entonces la distancia de z a v es estrictamente me-
nor que la distancia de u a v, y dado que D(P,) tiene un nimero finito de vértices, el
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Figura 2.3: Tridngulo que pertenece a la trinagulacién de Delaunay.

mostrar que se da esta condicion es suficiente para probar que eventualmente se llegard a v.

Dada D(P,), supongamos que queremos ir de un vértice u a otro vértice v. Sea uv
el segmento de recta que une a u y v y demos por hecho que este intersecta al tridngulo
Auzy. Sea C el circulo que pasa por los vértices de dicho tridngulo y ¢ su centro. También,
definamos como v’ al punto espejo de u en el circulo con respecto a la linea que pasa por
c y t. Todo esto lo podemos apreciar en la figura 2.4.

Figura 2.4: Establecimiento de rutas en la triangulacién de Delaunay.

Sean a y B los dngulos Zzxuv y Zvuy respectivamente. Dado esto, tenemos dos casos
posibles:

a < (3. En este caso, el algoritmo de ruteo por brujula escogeria la arista (u,z) y es claro
que la distancia entre x y v es menor que la que hay entre v y v.

B < a. Sea p; el punto de interseccién del segmento de recta uv con el circulo C' y sea po
el punto sobre C' tal que su distancia hacia p; sea igual a la distancia de u a p;. Con
esto, podemos asegurar que ps se encuentra en el arco abierto C’, que va de v’ a u
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en el sentido contrario a las manecillas del reloj. Ademas, dado que 8 < «, entonces
y debe estar en C’, por lo que su distancia a v es menor que la distancia de u a v.

Entonces, de los casos anteriores, podemos concluir que nuestro algoritmo siempre
establece una ruta entre cualesquiera dos vértices de D(P,), es decir, D(P,) soporta el

algoritmo de ruteo por brujula.
|

2.4. Garantia en la entrega de paquetes

Antes de continuar, establezcamos algunos puntos basicos acerca de las redes ad hoc
que se tomaran como base para los resultados que comentaremos a continuacion.

Podemos suponer que todos los nodos inalambricos que comforman la red cuentan con
identificadores tnicos y que en cualquier momento un nodo puede saber su posicién, ya
sea a través de un sistema de posicionamiento global (GPS) o algin otro medio similar.
Hoy en dia podemos hacer esta suposicién gracias a que tales sistemas se han mejorado
en precisién y también a que su tamano y costo cada vez son menores, por lo que el tener
acceso a ellos ya no es problema.

También, daremos por hecho que todos los nodos tiene el mismo alcance de transmi-
sién, el cual tomaremos como nuestra unidad. Por otro lado, con una simple comunicacién,
cada nodo puede recolectar la informacion acerca de la posicién de cada uno de los nodos
dentro de su radio de transmisién.

Dado lo anterior, el conjunto de nodos de una red definen lo que se conoce como una
grafica de disco unitario o UDG, en la cual, habrd una arista entre un par de nodos u
y v si y sélo si la distancia euclidiana entre ellos (normalizada) es menor o igual que la
unidad, es decir, |luv|| < 1.

Retomando el problema de establecer una ruta entre dos vértices de una grafica,
Kranakis et al. [21] propusieron otro algoritmo local denominado Ruteo por Caras (Face
Routng) que puede aplicarse en graficas planas y conexas.

Una grafica plana y conexa G divide el plano en caras que estdn acotadas por poli-
gonales definidas por las aristas de G. Dado un vértice en una cara F', su frontera puede
recorrerse en sentido contrario a las manecillas del reloj (salvo por la cara exterior, la
cual se recorrera en el mismo sentido de las manecillas) usando la regla de la mano dere-
cha. Teniendo esto como base, el algoritmo propuesto debe tener disponible en cualquier
momento la siguiente informacién:

= Las posicién del nodo origen, s, y la del nodo destino, t.

= La posicion de los dltimos dos vértices que se visitaron.
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= Un punto p, que al comienzo, tiene el valor de s.

» Una distancia d, que inicialmente toma el valor de la distancia que hay entre s y t.

Sea L = pu el segmento de recta que une a p y v (recordemos que al principio, p = s).
Notemos que dicho segmento siempre estard disponible, dado que el algoritmo siempre
recordard las coordenadas de p y v. Con dicha informacion, el algoritmo de ruteo por
caras puede describirse de la siguiente manera:

Primeramente, el algoritmo detecta la cara, JF, incidente a p e intersectada por L. El
motivo de esto es que podamos recorrer F hasta regresar al punto inicial del recorrido, con-
siderando que si el vértice destino forma parte de F, entonces el algoritmo se detendra en
el instante en que se llegue a él. Como lo mencionamos anteriormente, F esta definida
por las aristas de la grafica G, por lo que el recorrer la cara significa recorrer las aristas
que la definen. Al recorrer una de las aristas e, el algoritmo puede caer en alguno de los
siguientes casos:

= Que la arista e intersecte a £ en un punto p’, en cuyo caso se calcula la distancia del
punto de interseccién al vértice ¢, llamémosla d’. Si d’ < d, entonces d y p tomarén
nuevos valores, el de d’ y p’ respectivamente.

= Que e no intersecte a L, por lo que simplemente continuamos recorriendo la cara.

Si t no es parte de la cara F, el algoritmo regresard al inicio del recorrido teniendo un
nuevo valor para d y p. En este punto, el algoritmo recorrerd la cara nuevamente hasta
llegar a la posicién p en una de las aristas, digamos a. Cabe mencionar que cualquier
arista que pertenezca a la grafica G, pertenece a la frontera de dos caras distintas, que
para el caso de a son F y F'. A partir de esto, el algoritmo hard un cambio de cara en p,
de F a F', iniciando ah{ de nueva cuenta el proceso de recorrido ya descrito, pero ahora
en la cara F'.

La idea del algoritmo de ruteo por caras es ir recorriendo las caras de la grafica que
representa a nuestra red ad hoc de tal manera que aseguremos que cada vez que crucemos
hacia una cara nueva, realmente nos estemos acercando hacia el nodo destino. Lo anterior
es posible gracias a que se tiene disponible la informacién de las posiciones tanto del
nodo origen como la del nodo destino. Asi también, es claro ver que si la gréifica G es
conexa, el paquete que se envie desde s siempre llegard a t. Como ejemplo considere-
mos la figura 2.5, la cual muestra la aplicacién de este algoritmo en una grafica geométrica.

Dado lo anterior, se puede plantear el siguiente teorema:

Teorema 2. Fxiste un algoritmo de establecimiento de rutas en grdficas geométricas que
hace uso de informacion local, el cual garantiza el alcance del nodo destino. Mas aun, tal
algoritmo llega a dicho vértice en a lo mds 4||E|| pasos, donde ||E|| es el numero de aristas
en la grdfica.
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a
= \V\

Figura 2.5: Uso del ruteo por caras en una grafica geométrica.

A
4\

La demostracion a este hecho, asi como la de otros resultados relacionados se pueden
consultar en [6, 21].

2.5. Consideraciones en el proceso de establecimiento de ru-
tas

Como lo hemos mencionado hasta ahora, el problema de establecer una ruta entre
cualquier par de nodos que conformen una red ad hoc ha sido una gran fuente de
investigacion y es por esto que varios algoritmos que hacen uso de informacién local han
sido desarrollados.

Ya describimos el uso del algoritmo de ruteo por brujula propuesto por Kranakis
et al. en [21]. Por otro lado, Lin et al. ([29]) y Bose et al. ([6]) propusieron algoritmos
“glotones” que también dan solucién a este problema, en los cuales un nodo u envia
el paquete que se desea transmitir a su vecino v si este se encuentra en una topologia
cercana al vértice destino, basandose en la grafica de Gabriel (la cual describiremos un
poco mas adelante). Asi también, Bose et al. ([5]) propusieron un método que hace uso
de informacién local para establecer una ruta entre un par de vértices en la triangulacién
de Delaunay de una red de manera que dicha ruta tenga un costo constante con respecto
a la distancia entre el vértice origen y el destino.

Dentro de cada una de las soluciones mencionadas, se han tomado como base ciertas
caracteristicas de la grafica sobre la cual se aplican los algoritmos, como por ejemplo,
que sea plana o que sea una triangulaciéon de Delaunay. Sin embargo, al tener la grafica
que representa a una red ad hoc, esta no forzosamente tiene que cumplir con dichas
caracteristicas, por lo que se toma un subconjunto de sus aristas de tal manera que la
grafica generadora inducida por tal subconjunto se acople a la solucion.

Un claro ejemplo de lo anterior lo tenemos con el algoritmo de ruteo por caras, en el
cual, tomabamos como un hecho que teniamos una gréfica plana. Entonces, si existe al
menos un cruce entre un par de las aristas de la grafica que representa nuestra red ad
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hoc, el algoritmo podria no servir.

Una buena solucién al problema anterior es obtener lo que se conoce como la subgrdfica
de Gabriel ([14]), ya que esta tiene la propiedad de ser plana, ademds de que si la grafica
original es conexa, la subgrafica obtenida también lo es. Decimos que una arista que une
a dos vértices de nuestra grafica G es de Gabriel si la circunferencia cuyo didmetro es el
segmento de recta que une a tales vértices no contiene algin otro vértice de G. Entonces,
la subgrdfica de Gabriel de la grafica G se define como la subgréfica que contiene a todas
las aristas de Gabriel. La figura 2.6 muestra este concepto, en donde las aristas (g,r) y
(r,s) se conservan, mientras que la arista (p,r) se descarta como arista de Gabriel.

p

Figura 2.6: Seleccion de las aristas de Gabriel.

Podemos mencionar también que la obtencién de la grafica de Gabriel fue la primera
solucién que se planteo para obtener una subgrafica plana de una grafica de disco unitario;
sin embargo, hoy en dia dentro de la literatura podemos encontrar algunas otras opciones,
las cuales se conocen como Grificas de cercania ([36, 27]) y muchas de las cuales se
pueden construir de manera local para lograr obtener una subgrafica plana de la grafica
que representa a una red ad hoc.

Una de las graficas de cercania més usadas es la grdfica de vecinos relativos o RNG (
acrénimo de Relative Neighbourhood Graph), la cual consiste de todas las aristas (u,v)
tales que ||uv|| <1 (ya que estamos hablando de una UDG) y que no existe vértice w en
V(G) tal que [[uw|| < |luv]| y [fwol] < [[uv]].

Tomemos como ejemplo la figura 2.7, en la cual la arista (u,v) formard parte de la
RNG, ya que la interseccién de las circunferencias con centros en u y v con radio ||uv|| no
contiene a ningtn otro vértice de la UDG, que es precisamente la definicién que acabamos
de dar.

Al igual que en la grafica de Gabriel, la grafica de vecinos relativos tiene la propiedad
de ser plana, ademads de que si la grafica original era conexa, la RNG lo es también. Por
otra parte, es facil ver que cualquier arista de la RNG de una grafica G es también una
arista de Gabriel, mas no al revés. Para ejemplificar mas claramente estas dos gréficas,
tomemos la figura 2.8, donde (a) representa a una grafica de disco unitario y (b) y (c)
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Figura 2.7: Seleccion de las aristas para la RNG.

representan su grafica de Gabriel y su grafica de vecinos relativos respectivamente. En
particular, la arista e; pertenece a ambas graficas, pero la arista de Gabriel e; no es una
arista de la RNG.

a. UDG

—/
AVive

b. Gabriel c. RNG

Figura 2.8

Otra de las graficas de aproximacién es la grafica de Delaunay, cuyas aristas son
parte de una triangulacién de Delaunay entre los nodos que la componen. La princi-
pal desventaja de esta gréafica, de acuerdo a nuestros propésitos, es que no se puede
construir de manera local; sin embargo, tiene propiedades que la hacen una grafica
interesante para la cuestién del establecimiento de una ruta entre un par de vértices
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de una UDG. No obstante a este obstaculo, existe una familia de graficas que obtienen
una triangulacion de Delaunay local ([27, 1]) y que heredan muchas de las propiedades
de la grafica de Delaunay, siendo lo mas importante que pueden calcularse de manera local.

Hablando un poco mas en general con respecto al problema original del establecimiento
de rutas localmente, aiin no se ha podido desarrollar un algoritmo que actue sobre cualquier
tipo de grafica, por lo que en los ultimos anos las distintas investigaciones al respecto se
han visto forzadas a encaminarse a obtener primeramente una subgréfica de la grafica que
representa a la red y ya sobre esta basar el desarrollo de un nuevo algoritmo. Para dicha
subgrafica, se ha establecido un conjunto de caracteristicas que seria deseable obtener,
caracteristicas que impactan directamente en qué tan éptimo sera el algortimo que permita
llevar a cabo la tarea de establecer una ruta. Entonces, dada una UDG, G, las propiedades
que deseamos tenga la subgréfica G’ son las siguientes:

s G’ sea plana.
= Si G es conexa, entonces que G’ sea conexa.

» (' sea una grdfica generadora® de G, es decir, que ademds de tener ambas el mismo
conjunto de vértices, la longitud o costo (algunas veces dado por la distancia eucli-
diana) de la trayectoria mds corta en G’ sea a lo mas t veces el costo o la longitud de
la trayectoria mds corta en G. Si esto pasa, llamamos a G’ una gréfica t-generadora
de Gy at el factor de estiramiento (stretch factor).

» El grado mdzimo de la grdfica, A(G), esté acotado, es decir, A(G) < ¢, con ¢ una
constante.

Para finalizar este capitulo sélo mencionaremos que a partir de la aparicién de los
algoritmos de ruteo por brijula y ruteo por caras, han surgido algunos otros que se basan
en ideas completamente distintas y otros que los toman como base ([24, 27]), pero la linea
de investigacion contintda siendo la misma: llevar a cabo las operaciones o pasos necesarios
de manera local.

2En el drea de Teorfa de Graficas, el concepto de una gréfica generadora se maneja de manera distinta.
Se pide solamente que los conjuntos de vértices de las grificas G y G’ respectivamente sean los mismos.
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3.1. Motivacion

En los dos capitulos anteriores, desarrollamos los conceptos generales sobre los que
se basa este trabajo: el primero fue la descripcién de una red ad hoc, que es el objeto
sobre el cual trabajaremos, y el segundo fue la manera en la que trataremos tal objeto,
que es aplicando la técnica de localidad en el o los algoritmos que nos permitan obtener
una solucién a un problema dado.

En este capitulo revisaremos dos resultados que jugardn un papel importante en
el desarrollo del resultado principal para este trabajo. El primero tiene que ver con la
coloracion de las aristas de una gréfica y el segundo con la obtencién de manera local de
una subgrafica de la grafica que representa a la red ad hoc, con base en la idea del érbol
generador de peso minimo .

3.2. Teorema de Vizing

Antes de establecer el resultado principal de esta seccién, que es precisamente el
Teorema de Vizing, comenzaremos por establecer algunas definiciones que nos ayudaran
a su comprension.

Definicién 2. Una coloracion (propia) por aristas de una grafica G, es una asignacién
de colores a sus aristas de tal forma que a aristas adyacentes les correspondan colores
distintos. Una coloracién por aristas de G parte al conjunto de aristas, F(G), en conjuntos
independientes (que no existe una arista entre cualquier par de sus elementos) denominados
clases cromdticas de aristas, cada una de las cuales consiste de todas las aristas a las que
se les asigna un color en especifico.

Definicion 3. Dada una coloracién por aristas de una gréafica G en la que se utilizaron
k colores, decimos que G posee una k-coloracion. Asi mismo, podemos decir que G es
k-coloreable.
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Definicién 4. El minimo nimero k, k£ > 0, para el cual una grafica G es k-coloreable
se denomina como su numero cromdtico por aristas o simplemente indice cromdtico y se
denota por x1(G).

Definiciéon 5. Una grafica G es r-reqular o regular de grado r si cada vértice de G tiene
grado 7.

Definicién 6. Un factor de una gréfica G es una subgrdfica generadora' de G, es decir,
una subgrafica F', cuyo conjunto de vértices es igual al conjunto de vértices de G, esto es,
V(G) = V(F). Un factor r-regular de una grafica G es un r-factor de G.

Definicién 7. Supongamos que Gi, Go, ..., G, son subgraficas generadoras de G, las
cuales cumplen que para cualesquiera dos de ellas, la interseccién de su conjunto de
aristas es vacfa (son ajenas dos a dos por aristas). Asi también, demos por hecho que

n
U E(G;) = E(G). En esta caso decimos que G es factorizable en factores G1, Ga, ..., Gp.
i=1

Anélogamente, si existe una factorizacién de G en r-factores, entonces decimos que G es
r-factorizable.

Es importante hacer notar que en una coloraciéon de las aristas de una grafica G,
las aristas adyacentes deben tener colores distintos, por lo que se tiene que el indice
cromatico de la grafica es al menos tan grande como el grado maximo de sus vértices, es
decir, x1 > A(G).

Como ejemplo, tomemos las grificas K4 y C5 de la figura 3.1, donde A(Ky) = 3y
A(C5) = 2. De esto podemos concluir que x1(C5) > 2; sin embargo, x1(C5) # 2 ya que si
trataramos de colorear las aristas de C5 con sélo dos colores, digamos 1 y 2, tendriamos
que alternar estos en sus aristas, obteniendo que dos de ellas, adyacentes, tuviesen el
mismo color, lo cual no se permite. Por otro lado si existe una 3-coloracién de C'5 (b), por
lo que x1(C5) = 3. Asi también, se puede hacer un anélisis similar para la grafica K4 (a).

1
a. K4

Figura 3.1: Indice cromético de K4 y Cs.

'En el sentido de teorfa de gréficas
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Otro hecho que podemos hacer notar es que si G es una grafica r-regular, para
algin entero r > 1, entonces x1(G) > r. Si x1(G) = r, entonces cada una de las r
clases crométicas debe inducir un 1-factor de G, por lo que G debe ser 1-factorizable.
Reciprocamente, si G es 1-factorizable, entonces x1(G) = r. Por lo tanto, x1(G) = 7 si
y s6lo si G es 1-factorizable. Esta observacién es 1til en la demostracién del siguiente
resultado, la cual puede consultarse en [10].

Teorema 3. Si G es una grdfica no vacia bipartita, entonces x1(G) = A(G).

Ya mencionamos que x1(G) > A(G) para cada grafica no vacia G, ademds de que
esta desigualdad debe ser estricta si G no es bipartita. No obstante, Vizing demostré que
si x1(G) # A(G), entonces x1(G) = 1 + A(G). Esta afirmacién es uno de los resultados
m&s importantes en lo que a coloracién de aristas se refiere.

A continuacién, presentamos la demostracion del resultado propuesto por Vizing
([10]), ya que esencialmente proporciona un algoritmo de tiempo polinomial para obtener
una (A + 1)-coloracién de una gréfica no vacia G.

Teorema 4 (Teorema de Vizing). Para cada grdfica no vacia G,
x1(G) < A(G) +1

Demostracién. Por contradiccion, demos por hecho que el teorema es falso. Entonces,
existen graficas H para las cuales x1(H) > 2 4+ A(H). De entre todas estas graficas H,
tomemos una gréfica G de tamano? minimo y denotemos por A a A(G). Por consecuencia,
no existe una (A + 1)-coloracién de G. Por otro lado, si e = (u,v) es una arista de G,
entonces existe una (A(G — e) + 1)-coloracién de G — e.

Ya que A(G—e) < A(G), la grafica G —e es A+ 1-coloreable. Dado esto, consideremos
una (A + 1)-coloracién de G — e. Entonces, cada arista de G, excepto e, tiene asignado
uno de los A + 1 colores de tal manera que aristas adyacentes tengan colores diferentes.

Para cada arista ¢/ = (u,v’) de G, que es incidente a u (incluyendo a e), definamos
el color dual de €’ como cualquiera de los A + 1 colores que no sean usados para
colorear las aristas incidentes a v’. Dado que ningin vértice de G tiene grado mayor
que A, entonces siempre hay al menos un color disponible para ocuparlo como el color
dual. Asi también, notemos que es posible que aristas distintas tengan el mismo color dual.

Sea c; el color dual para ey = e (lo cual implica que ¢1 no es el color de ninguna de las
aristas de G que sean adyacentes a v). Ahora bien, debe haber una arista e; incidente a u
a la que se le haya asignado el color c¢1, ya que de no ser asi, e podria colorearse de color

2El tamaiio de una gréfica es el nimero de vértices en ella.
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c1 y esto produciria una (A + 1)-coloracién de G, lo cual no es posible (debido a nuestra
hipétesis). Sea co el color dual de e;. Si hay una arista incidente a u a la que se le haya
asignado el color co, llamémosla ey y a su color dual c3. De esta manera, podemos construir
una secuencia S = ey, €1, ..., e (k > 1) que contenga un nimero méximo de aristas dis-
tintas. La iltima de las arista de tal secuencia, ey, tiene asignado color ¢ y color dual ¢4 1.

Si ninguna de las aristas de GG incidentes a u tiene asignado el color ¢4, entonces
a cada una de las aristas de S podria asignarsele su color dual para producir una
(A + 1)-coloracién de G. Ya que dicha coloracién es imposible, existe una arista ejy; de
G incidente a u que tiene asignado el color ciy1 y dado que S contenia el maximo nimero
de aristas distintas, exy; = e; para alguna i (1 < i < k), o, de manera equivalente,
ck+1 = ¢; para alguna i (1 <i < k).

Dado lo anterior, podemos hacer algunas observaciones con respecto a la coloracién
de G — e. La arista e no puede tener asignado ninguno de los A + 1 colores sin que esto
produzca que dos aristas adyacentes tengan el mismo color. Por lo tanto, para cada color
¢ de entre los A+ 1 colores, hay una arista de G adyacente a e que tiene color ¢. Entonces,
debe haber colores asignados a las aristas incidentes a v y que no estdn asignados a
ninguna arista incidente a u; sea b uno de estos colores. Ahora, sea e; = (u,v;) (0 <i < k),
con vy = v. El color b debe asignarse a alguna arista incidente a v; para cada i, 1 <1 < k.
Supongamos que existe un vértice vy, 1 < m < k, tal que ninguna arista adyacente a él
se colorea con el color b. Podriamos entonces cambiar el color de e, por b y colorear e;,
0 < i < m con su color dual para obtener una (A + 1)-coloracién de G, por lo que esta
suposicién tampoco es posible.

Ahora, supongamos que cgy1 = ¢i41, con 0 < t < k — 1; entonces las aristas ey,
y e; tienen el mismo color dual. Definimos dos trayectorias, P y (. P es de longitud
maxima y tiene a v como uno de sus extremos, ademads de que sus aristas estan coloreadas
alternadamente por b y cpy1. Por otro lado, () es una trayectoria de longitud méxima
con vértice inicial v; y cuyas aristas estan coloreadas alternadamente por los colores b y
Ct+1 = Ck+1. Supongamos que Py @) tienen respectivamente a w y w’ como su otro vértice
extremo. Esto nos da paso a 4 casos, dependiendo de como sean w y w':

Caso 1. Supongamos que w = vy, para algiin m, 0 < m < k—1. En este caso, la primera
y ultima arista de P deben tener color b. Asi también, ninguna arista adyacente a
U, tiene color ¢y 1. Observemos que a menos que v, = vy, el vértive v, no esta en P.
Intercambiemos los colores b y ci41 de las aristas de P. Una vez hecho esto, no hay
arista incidente a v, que tenga color b; es mds, el color dual de cada arista e; (i < m)
sigue siendo el mismo. Si m = 0, asignemos a e el color b. Si m > 0, entonces, como
describimos anteriormente, podriamos cambiar el color de e,, a b y colorear cada
arista e; (0 <4 < m) con su color dual. La coloracién resultante mostraria que G es
(A 4 1)-coloreable, lo cual, de nueva cuenta, es imposible.

Caso 2. Supongamos que w’' = v, para alguna m, 0 < m < ky m # t. En este caso la
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primera y la tltima arista de @) tienen color b y ninguna arista incidente a v,, tiene
color cx11. Es més, @) no contiene a vy al menos que v, = vg. Intercambiemos los
colores b y cg41 de las aristas de ). Si m < ¢, entonces hacemos lo mismo que en el
Caso 1. Sim > t = 0, entonces cambiamos el color de la arista e por b. Sim >t > 0,
entonces cambiamos el color de e; por b y coloreamos cada e;, 0 < ¢ < ¢, con su color
dual. Este proceso implica que G puede ser (A + 1)-coloreable, lo cual no puede ser
posible.

Caso 3. Supongamos ahora que w # vy, (0 < m < k — 1), pero también que w # u; o
que w' # v, para cualquier m # t y w’ # u. Tomemos el caso para w, ya que la
conclusién es la misma para w’. Si intercambiamos los colores b y ¢ 11 de las aristas
de P, entonces el color b no se le asigna a ninguna de las aristas incidentes a v y por
lo tanto el color dual de cada una de las aristas e; (0 < i < k) permanece intacto.
No obstante, ya vimos que este caso nos lleva a una contradiccion.

Caso 4. El caso que nos falta considerar es que w = u 'y w’ = u. Ya que u no es incidente
a ninguna arista que tenga color b, entonces la primera arista de P y ) se colorea
con este color, mientras que su ultima arista toma el color cx41. Si Py @ no tienen
ninguna arista en comun, entonces u es incidente a dos aristas distintas que tienen el
color cg41, lo cual no puede pasar. Por lo tanto, las trayectorias P y () deben tener
una arista en comun, lo cual significa que existe un vértice incidente a tres aristas
que pertenecen a P o a (). Necesariamente, al menos dos de estas aristas tienen color
ya sea b o cx41, lo cual, nuevamente, es imposible.

Dado que hemos considerado todos los casos posibles, esto quiere decir que la suposicién

que hicimos al principio no es verdadera. Por lo tanto, tenemos que x1(G) < A(G) + 1.
|

Para terminar esta seccién, un punto importante que debemos mencionar es que no
importando que la demostracién del Teorema de Vizing induce un algoritmo eficiente para
producir una (A + 1)-coloracién de las aristas de cada grafica no vacia G, no existe un
algoritmo que se ejecute en tiempo polinomial para decidir si x1(G) es A(G) o A(G) + 1.
De hecho, se sabe que este problema de decisién entra en la categoria de los problemas
NP-completos?, ya que en principio, el algoritmo que lo determina, toma tiempo exponen-
cial.

3.3. Arbol Generador de Peso Minimo Local

En el capitulo anterior mencionamos que en los ultimos anos, el problema de encontrar
una grafica generadora® de manera eficiente para su aplicacién en ambientes que cambian
dindmicamente, como lo es el de las redes ad hoc, ha sido fuente de mucha investigacién.
También mencionamos que dentro de este desarrollo se ha puesto particular interés

3La definicién de esta clase de problemas puede consultarse en [12, 16].
4No en el sentido de la teorfa de gréficas
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en ciertos parametros como lo son el peso de la grafica obtenida con relacién al arbol
generador de peso minimo ( minimum spanning tree, MST) de la grafica original, su grado
maximo, su didmetro, etcétera, pero sobre todo en aplicar un paradigma de comunicacién
que permita operar a los elementos (los nodos de la red) de dicho ambiente tomando
solamente en consideracién la informacién de otros elementos que se encuentren dentro
de una vecindad geogréfica cercana, es decir, conseguir tales caracteristicas haciendo uso
de la técnica de localidad.

En particular en el ambiente de las redes inalambricas, existen dos puntos importantes.
El primero tiene que ver con llevar a cabo tareas de comunicacién, como el establecimiento
de rutas, de manera local y eficiente. Esto puede ser resuelto facilmente si la grafica que re-
presenta a nuestra red es plana, al hacer uso, por ejemplo, del algoritmo de establecimiento
de rutas con base a caras (face routing), como lo vimos en el capitulo 2. Por otro lado,
el segundo punto se refiere a la construcciéon de una grafica generadora plana que sea lo
mas simple posible y ya sobre esta trabajar algtin otro problema. De hecho, ya menciona-
mos este aspecto también en el capitulo 2 cuando hicimos referencia a la gréafica de Gabriel.

Ademsds de contar con la posibilidad de obtener una subgrafica plana al determinar
las aristas de Gabriel, existen otros algoritmos ([26, 27, 28]) para construir de manera
distribuida y local una subgréfica que tenga grado acotado y un factor de estiramiento
(stretch factor) constante para gréficas unitarias, que como lo mencionamos desde el
capitulo 1, son con las que trabajaremos. No obstante, su construccién es relativamente
complicada, el grado de un vértice es hasta cierto punto alto (mayor que veinticinco) y su
peso o costo puede ser mucho mas grande que el del MST.

Dado lo anterior, Chéavez et. al ([11]) propusieron un algoritmo para construir una
subgrafica generadora dada una grafica geométrica de disco unitario con irregularidad
r. Con esto nos referimos a que el rango de transmision de cada uno de los nodos de
la red es la regién contenida dentro del circulo unitario alrededor de un nodo y que
contiene a todos los puntos a distancia a lo mas r (0 < r < 1). Describiremos este
resultado en las siguientes secciones tomando r = 1, lo cual significa que supondremos
que los nodos que compongan a nuestra red ad hoc tendran el mismos rango de transmision.

El algoritmo propuesto obtiene una grafica generadora conexa de disco unitario de
manera local, en el sentido de que cada nodo usa la informacién disponible en su vecindad,
la cual, dada una k, se define como el conjunto de nodos que se pueden alcanzar por
medio de trayectorias de longitud a lo més k. La grafica resultante, ademds, posee cotas
considerables en relacién a las caracteristicas que mencionamos anteriormente y que son
deseables en una grafica como esta, las cuales veremos un poco mas adelante.

Una vez que hemos mencionado que el algoritmo es local, podemos dar la siguiente
definicién, la cual introduce un poco de la notacién que se utilizara.
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Definicién 8. Dada una gréfica G y un vértice v de G, denotamos como Ng(v) a la
vecindad cerrada de distancia a lo mas k de v, esto es, Ni(v) contiene a todos los vértices
alcanzables desde v por una trayectoria de longitud a lo mas k. Por supuesto, v también
estd incluido en este conjunto. Asi también, denotaremos a la gréfica inducida por Ng(v)
como GF.

3.3.1. El Algoritmo

Antes de continuar, recordemos que una grafica G es geométrica si se puede incrustar
en el plano Euclidiano y sus aristas son segmentos de linea recta entre los nodos. Por otra
parte, el algoritmo que mostraremos lleva a cabo una seleccién de las aristas con base en
un orden lineal de estas, por lo que primeramente definiremos dicho orden.

Definicion 9. Dada una grafica geométrica G, asignamos a cada una de sus aristas,
(u,v), una quintupla: (||uvl||, 1, y1, T2, y2), donde x1, y1 ¥ T2, Y2 son las coordenadas de
los vértices de la arista en cuestion y x1 > x9 6 x1 = 2 y y1 > y2. Notemos que esta tupla
es Unica para cada una de las aristas de G. Entonces, el orden lineal <1 para las aristas de
G se define con base al orden lexicografico de las tuplas.

Observemos que la definicién anterior implica que si no se puede determinar si
una arista es més grande que otra debido a que tienen la misma longitud (distancia
eulidiana), entonces el siguiente discriminante es considerar las coordenadas de sus
vértices. Otro punto importante es que a pesar de que una gréafica G puede tener varios
arboles generadores de peso minimo, obtenidos por un algoritmo como lo es el algoritmo
de Kruskal ([12]), la utilizacién de este orden para la seleccién de las aristas tiene como
consecuencia que G tenga un tinico MST, llamémoslo T'<.

Una vez establecidos los conceptos anteriores, podemos dar la descripcion del algorit-

mo, denominado Local M ST}, para k > 2, en el listado 3.1, el cual se ejecuta en cada uno de
los nodos v de la grafica geométrica G para obtener una grafica que denotaremos como G5

Listado 3.1: Algoritmo Local M STj,.

Determinar Ng(v).

[un

Construir en GF el MST, Ti(v).

Transmitir a Nij(v) las aristas que esten en GFNTy(v).

N O Ok WwN

Determinar Gj: una arista (u,v) pertenece a Gy & esta se retiene
tanto en u como en v.
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Como podemos observar en el listado 3.1, el algoritmo se ejecuta de manera distribuida
ademads de que el parametro k determina lo localidad del algoritmo.

3.3.2. Propiedades de la grafica G}

En esta seccién, mostraremos algunos resultados que nos permitirdan establecer las
propiedades con las que cuenta la grafica G,f, y que se convertiran en puntos importantes
para la presentacién del resultado principal de este trabajo en el capitulo 4.

Proposicién 1. T9 C G}

Demostracién. Supongamos que existe una arsita e = (u,v) que estd en T< y que no
estd en Gy. Si esto pasa, entonces e debié de haber sido rechazada ya sea en Tj(u) o
Tk (v), supongamos que fue en Tj(u).

Por otro lado, dado que e pertenece a T'<, entonces la 1inica trayectoria en él que une
a u y v es precisamente e. Ahora bien, ya que la arista fue rechazada en T (u), existe una
trayectoria en este ultimo, denotémosla como P, que une a u y v y que ademés hace uso
solamente de aristas mas pequenas (dado el orden lineal) que e.

Tomemos una arista a = (w,w’) en P tal que no esté en T<. Sabemos que en T
existe una tnica trayectoria, (), uniendo a w y w’ y que debe usar aristas menores que a.
Dado que esto es cierto para cualquier arista en P que no esté en T'7, entonces podemos
construir una trayectoria en 7'< uniendo a u con v haciendo uso solomente de aristas mé&s
pequenas que e (como podemos ver en la figura 3.2), lo cual es una contradiccién ya que
habiamos dado por hecho que e estaba en T'<.

Figura 3.2: Trayectoria de u a v con aristas més pequenias que e.

Por lo tanto, e no pudo haber sido rechazada ni en Ty(u) ni en Ty(v). Entonces,
T<C Gy .
|

Chéavez et al. establecieron en [11] el siguiente teorema que lista todas las propie-
dades que posee la gréfica Gy, la cual es el resultado de la ejecucién del algoritmo
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en el listado 3.1 sobre una grafica geométrica G con irregularidad r» y & > 2. De tales
propiedades, s6lo demostraremos las tres primeras, en particular considerando r = 1, ya
que son las que nos van a interesar mas adelante, por lo que los detalles restantes acerca
de esta demostracion se pueden consultar en el trabajo ya mencionado.

Teorema 5. Si G es una grdfica conexa y geométrica con irregularidad r y k > 2, entonces
la grdfica Gy tiene las siguientes propiedades:

a) Gy es coneza.

b) Sila distancia entre cualquier par de nodos de la red es al menos v/1 — 1?2 | entonces
la grdfica Gy es plana.

5 r=1
“ A(G’?)S{:HQJFm 0<r<l

r2

d) Si Gy} es plana y kr > 1, entonces costo(Gy') < gﬂ - costo(T) .

Demostracion.

a) Que G,f sea conexa es consecuencia directa de la proposicién 1.

b) Supongamos que G,f no es plana, por lo que existen al menos dos aristas en ella,
digamos e = (u,v) y €' = (w, ), que se cruzan. Arbitrariamente podemos pensar en
que el dngulo Zuwwv es el mas grande en el cuadrildtero inducido por los vértices de e
y €, uwvz (ver figura 3.3), ademéds de que es claro que este es mayor o igual que /2.

Figura 3.3: Suposicién de que dos aristas se cruzan en G,f.

Ya que [luv|| < 1, entonces por la desigualdad del tridngulo tenemos que

[luwl||* + |[Jwv||? < 1. Esto implica que |juw||?> < 1 — [Jwv|]? < 72, ya que por
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hipdtesis tenfamos que ||wv|| > V1 —r2, por lo que entonces la arista (u,w) debe
pertenecer a las aristas de G,f. Andlogamente, tenemos que (w, v) también pertenece
a las aristas de Gy

Por otro lado, supongamos que wu construye Tx(u) por medio del algoritmo de
Kruskal. Si la arista (u,w) no fuera retenida en T (u), entonces eso significaria
que en el arbol existe una trayectoria uniendo a u y w y que hace uso solamente
de aristas mds pequenas. De la misma manera, esto es cierto para la arista (w,v).
Entonces, al momento de considerar a la arista e para su inclusién en Tj(u), ya
existe una trayectoria que conecta a u y v, lo que ocasionaria que e fuera rechazada
en Ty (u) para no formar un ciclo y por tanto no perteneceria a G ,f, lo cual contradice
el hecho de que e pertenezca a G,f.

Por lo tanto, no existe ningtin cruce en G2, es decir, la gréafica que resulta de aplicar
el algoritmo LocalMST}, es plana.

Para demostrar que G,f tiene grado acotado, empezemos por tomar un vértice u de
la gréfica G,f. Ahora, dividamos el circulo unitario con centro en u en seis regiones
iguales, es decir, cada una de ellas de arco igual a 7/3.

Dado que G es finita, podemos suponer que los limites que definen estas regiones no
pasan a través de ningun vecino de u, es decir, que ninguna de las aristas que tienen
a u como uno de sus extremos recae sobre tales limites. Entonces, para cualquier
par de vecinos de u, digamos v y w, dentro de un mismo sector, el angulo Zwuv es
menor que 7/3. Ademds, tenemos que |jvw|| < max{||uwl||, ||uv||}. Lo anterior lo
podemos ver mas claramente en la figura 3.4.

Figura 3.4: Divisién del circulo unitario con centro en u en regiones.

Ahora bien, si |[|[vw|| < r, entonces ya sea (u,v) 6 (u,w) habria sido remplazada
en Gy por (v,w), por lo que podemos concluir que [[vw|| > r. Si suponemos que
r = 1, entonces sucederia que u podria tener a lo mas un vecino por cada uno de los
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sectores que definimos, es decir, u solo tendria a lo mas seis nodos como vecinos en

Gy,

Supongamos entonces que u tiene exactamente seis vecinos. Tomando en cuenta
los puntos anteriores, esto sélo pasaria si tales vecinos se encontraran en las
intersecciones de los lados (de longitud uno) de un hexagono perfecto y u estuviera
en el centro de dicho poligono. Sin embargo, si se diera este caso, sélo dos de
las aristas incidentes en w se retendrian, ya que las otras 4 serian eliminadas, en
particular, al construir T (u), con lo que queda demostrado que el grado maximo
de un vértice de G,f es a lo mas cinco.

Lo anterior lo podemos ver en la figura 3.5, en donde en la subfigura 3.5a estan
numeradas las aristas de menor a mayor de acuerdo al orden lineal que se definié y
en la subfigura 3.5b se muestra el drbol T (u).

4
a. b. Tk (u)

Figura 3.5: Un vértice u en G,f tiene grado menor a seis.

Solo falta comentar que en realidad, la cota de que el grado maximo de un vértice
u sea cinco es la cota mas pequena que podemos obtener, es decir, la cota es justa.
Para mostrarlo, consideremos la configuracién de los vértices de la figura 3.6, en
donde los vecinos de u se encuentran sobre la circunferencia de radio uno con él
como su centro, ademas de que estos estan igualmente distribuidos, es decir, forman
un pentagono regular. En este caso, todas las aristas necesitaran ser retenidas para
garantizar lo conexidad.

Es importante recalcar que el orden lineal antes definido para ordenar las aristas de
una grafica geométrica juega un papel importante para lograr este resultado, ya que de no
haberlo hecho, el algoritmo bien podria producir una grafica disconexa. En particular, esto
lo podemos observar en la figura 3.5a, donde el orden impuesto nos permitié discernir sin
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Figura 3.6: El grado de un vértice u en G} puede ser cinco.

problema qué arista era mas grande que otra de las que formaban parte de dos tridngulos
equilateros adyacentes, eliminando toda posibilidad de que cualquiera de las aristas que
forman T} (u) no perteneciera a alguno de los otros arboles T} (v), con v cualquier vecino
de wu.

Con esto damos por terminado este capitulo, mencionando solamente que en el siguiente
se utilizaran los resultados que aqui se describieron para plantear un nuevo algoritmo de
tipo local.



Coloracion de aristas
localmente 4:

4.1. Motivacion

Debido a que el rapido crecimiento del area de las redes inaldmbricas ha traido consigo
una gran variedad de servicios méviles, se puede decir que es practicamente imposible que
en un futuro cercano tales servicios no se vean involucrados en nuestra vida cotidiana.
Sin embargo, algo que también es cierto es que estos servicios hacen uso de un espectro
de comunicacion para llevar a cabo sus objetivos y dado que este es finito, se requiere
de mecanismos eficientes que permitan hacer una asignacion de los canales o frecuencias
disponibles de manera que se puedan llevar a cabo las comunicaciones entre los nodos que
forman parte de la red, pero que a su vez también permita hacer un reuso de los recursos.

A la problematica de encontrar un mecanismo como el que se describié anteriormente
se le conoce como el problema de asignacion de frecuencias y es precisamente para este
que se plante6 una solucién (un algoritmo de tipo local) y que representa el resultado
principal de nuestro trabajo.

Una vez que hemos establecido a lo largo de los tres capitulos anteriores los conceptos
que serviran de base para describir nuestro resultado, podemos pasar entonces a plantear
de manera méas amplia el problema que dicho resultado trata, asi como de la solucién que
se propone.

4.2. Un algoritmo local para la asignacion de frecuencias

Recordemos que dada una red ad hoc, queremos encontrar una asignacion de frecuen-
cias de manera que evitemos problemas como el de la interferencia pero que ademds,
tratemos de reusar los recursos lo més posible. Sabemos también que podemos representar
dicha red por medio de una grafica de disco unitario y es precisamente esta con la que
trabajaremos para dar solucién a nuestro problema.
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4.2.1. Mapeo del problema de asignacién de frecuencias a la coloracién
de aristas

Dados dos nodos, digamos u y v, de la grafica G que representa a nuestra red, lo que
queremos es asignar una frecuencia al canal que utilizan u y v para comunicarse. Este
canal, en la grafica, juega el papel de una de sus aristas y entonces requerimos que aristas
adyacentes tengan asignadas diferentes frecuencias.

Inmediatamente, podemos pensar en que la asignacién de frecuencias distintas para
aristas que inciden en un mismo vértice se puede ver como la obtenciéon de una coloracién
propia de las aristas de la grafica que representa a la red ad hoc, es decir, ahora nuestro
problema se convierte en un problema de coloracién de aristas en el drea de la teoria de
graficas de manera que obtengamos el menor indice cromatico posible.

Como ya lo mencionamos en el capitulo 3, el indice cromatico de una grafica es igual
a A(G) 6 A(G) + 1, donde A(G) representa el grado méximo de los vértices de la grafica
G. No obstante, también establecimos que el problema de decidir cudl de estos valores
era el minimo para una grafica esta catalogado como un problema NP-completo, lo cual
quiere decir que no existe un algoritmo que determine la respuesta y cuyo tiempo sea
polinimial.

4.2.2. Coloracién de las aristas de una grafica de manera local

Teniendo en cuenta el mapeo descrito en la subsecciéon anterior, nos encontramos con
el primer problema: tener la posibilidad de dar una coloracién de las aristas de la gréfica
G de manera que tratemos de optimizar el nimero de colores, es decir, tratar de ocupar
la menor cantidad de colores en comparacion con la cota impuesta por el teorema de Vizing.

Claramente, la primera opcién es ocupar el algoritmo implicito en la demostracién
del teorema de Vizing, mostrada en el capitulo 3, el cual, como también lo mencionamos,
genera una (A(G) + 1) -coloracién, con lo que obtendriamos una excelente aproximacion,
si no es que la solucién 6ptima. No obstante, la aplicacién de este algoritmo asume
el conocer completamente la topologia de la gréafica sobre la que se actida por lo que
esto la descarta como una solucion apropiada dado el contexto en el que estamos
trabajando, el de las redes ad hoc, ya que para obtener esta informacién se necesitaria
que la red se mantuviera estatica por un tiempo considerable, lo cual obviamente no
es posible, para que los datos recopilados se consideraran confiables, ademds de utili-
zar muchos de los recursos con los que cuenta cada uno de los nodos de una red de este tipo.

Dado lo anterior, nuestra propuesta para dar soluciéon al problema de coloracién
consiste de un algoritmo de tipo local, el cual se basa en dos de los resultados vistos
previamente: el teorema de Vizing y el uso de LocalMSTy.
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El resultado principal de este trabajo se enuncia en el siguiente teorema, el cual
quedarda demostrado una vez que describamos cada uno de los pasos de los que consta
nuestro algoritmo local:

Teorema 6. Sea U una red de disco unitario. Se puede hacer uso de un algoritmo local
para obtener una subgrdfica plana de la grifica G que representa a U, denominémosla §,
de tal manera que esta tenga grado mdximo cinco; ademds, si G es conezra, entoces §
también lo serd. De igual manera, podemos colorear las aristas de § con doce colores por
medio de un algoritmo local de tal forma que para cada v de U, este haga uso solamente
de Ny(v).

Dada la grafica G que representa a una red de disco unitario U, obtenemos en primer
lugar la subgrafica generada al aplicar el algoritmo LocalMST,, llamémosla §, con lo
cual, en principio, garantizamos que no existen cruces entre sus aristas, es decir, § es
plana, ademads de que también es conexa. Para ejemplificar, supongamos que la grafica §
es la que se encuentra en la figura 4.1.

Figura 4.1: La gréfica, §, que es el resultado de aplicar LocalMST sobre G.

Recordemos que el objetivo de colorear las aristas de la grafica que representa a una
red ad hoc es que cualesquiera dos vértices de ella puedan comunicarse haciendo uso
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del menor nimero de frecuencias posibles. Entonces, al utilizar alguno de los algoritmos
descritos en el capitulo 2 sobre la gréfica §, podemos establecer una ruta entre cualquier
par de nodos, por lo que si coloreamos las aristas de § estariamos resolviendo el problema.

Mencionamos en el capitulo 3 que una de las propiedades que adquiere la grafica §
por como se construyé es que el grado maximo de sus vértices es a lo mas cinco, asi, por
el teorema de Vizing, sabemos que sus aristas pueden ser coloreadas propiamentes con a
lo mas seis colores.

Para ocupar el resultado anterior en la grafica § haremos lo siguiente: podemos
pensar en que § estd incrustada en el plano y dividimos este en regiones cuadrangulares
de tamano 2 x 2, es decir, podemos ver al plano como un conjunto de cuadrados Cj;
tal que las posiciones de cada uno de sus vértices se encuentran en los puntos (2i, 2j),
(2(i+1),27), (26,2( + 1)) y (2(¢4 + 1), 2(j + 1)) respectivamente. Asi también, cada
nodo u, cuya posicién es (x,y) en U, tiene asociado un Cj; sies que 2i <z < 2(i+1)y
2j << 2(j +1). Lo anterior lo podemos ver en el figura 4.2.

Figura 4.2: Divisién de la regién en que se encuentra §.

Dada la divisién anterior, podemos definir la gréfica §;; como la subgréfica inducida
por los vértices de G' que se encuentran dentro del cuadrado C;;. Hay que hacer notar
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que dicha grafica no necesariamente es conexa, ya que al aislarla del resto de § pudimos
haber eliminado la dnica o todas las trayectoria entre un par de vértices que pertenezcan
al mismo Cj;. Asf también, hay que remarcar que dados dos vértices cualesquiera de una
misma componente conexa del cuadrado en cuestién, estos se encuentran a distancia a
lo més cuatro (ver figura 4.3). Lo anterior nos permite asegurar que para que un vértice
cualquiera de §, digamos u, determine la componente conexa a la que pertenece en §;;
es necesario que este obtenga las coordenadas de los vértices en N4(u), claro, eliminando
aquellos que no estén en §;.

Figura 4.3: Caso en el que la distancia entre dos vértices en §;; es cuatro.

Entonces, en cada C;;, podemos aplicar localmente el resultado que nos proporciona
el teorema de Vizing, por lo que todas las graficas §;; se colorearfan propiamente con
los colores del conjunto {1,...,6}. Retomando la grafica de la figura 4.2, la coloracién
resultante al aplicar este paso de nuestro algoritmo se puede observar en la figura 4.4.

Una vez que hemos coloreado todas las aristas de las graficas §;;, sélo nos falta
colorear las aristas que cruzan los cuadrados C;;. Para establecer la manera en que lo
haremos, ocuparemos el siguiente resultado:

Proposicién 2. Sea u un vértive de § que pertenece a un cuadrado C;;. Entonces u es
adyacente a lo mas a tres vértices que se encuentran por encima de la recta horizontal
y=25+2

Demostracion. La demostracién a este lema se sigue inmediatamente del hecho de que
la gréafica § es el resultado de aplicar el algoritmo LMSTs en la grifica G, la cual, como
vimos en el capitulo 3, tiene la propiedad de que el dngulo formado entre cualesquiera
dos de sus aristas es mayor que 7/3, por lo que solamente puede haber tres vértices por
encima de la recta horizontal en cuestion.

Ahora bien, tomemos un vértice u en alguno de los Cj; que sea adyacente a otro vértice
w que se encuentre en otro C; cuya base sea la recta £L = y = 25 4+ 2. Con base en la
proposicién anterior, colorearemos la arista e = (u, w) de la siguiente manera:
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Figura 4.4: Coloracién de las aristas de las graficas §;; localmente.

= Siel dngulo formado entre la arista e y la recta £, en sentido contrario a las manecillas
del reloj, es igual o menor a /3, asignamos a e el color 7.

» Siel dngulo entre e y £ es mayor a m/3 pero menor igual a 27 /3, coloreamos la arista
con el color 8.

= En caso contrario, es decir, que la arista forme un dngulo @ con respecto a la recta
L tal que 27/3 < a < m, la arista tomard el color 9.

La forma anterior de asignar los colores {7,8,9} pude verse en la figura 4.5. Ademds,
de manera analoga, podemos hacer una asignacién a las aristas que crucen la recta
horizontal y = 25 haciendo uso de los mismos colores.

Algo que hay que aclarar acerca de esta asignacién de colores es que dos aristas
que son adyacentes y que cruzan alguna de las rectas horizontales no pueden colorear-
se del mismo color, por la misma razén de que entre ellas existe un dngulo mayor a los /3.

Asi también, si ahora consideramos las aristas que crucen alguna de las rectas
verticales © = 2i o ©x = 2i + 2, podemos obtener una coloracién para ellas utilizando
otros tres colores: {10,11,12}, obteniendo una configuracién como la que se muestra en
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Figura 4.5: Coloracién de una arista que cruzan las rectas y = 2j +2 o y = 2j.
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Figura 4.6: Coloracién de una arista que cruzan las rectas x = 2i o x = 2¢ + 2.

Con lo anterior, garantizamos que todas las aristas de la gréfica § quedan propiamente
coloreadas, con un total de 12 colores, lo cual demuestra el resultado planteado por el
teorema 6.

Aplicando este ltimo paso del algoritmo local para colorear las aristas que faltan en

la figura 4.4, podemos obtener una coloracién propia de las aristas de § como se muestra
en la figura 4.7.

Con esto damos por terminada la descripcion de la soluciéon dada al problema principal
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Figura 4.7: Coloracién propia de las aristas de la grafica § localmente.

del que consta este trabajo, con la cual se pretendia asignar el menor niimero de frecuencias
posibles, utilizando la técnica de localidad, para poder llevar a cabo la transmisién de
paquetes entre los nodos de una red ad hoc sin que esto ocasione algin problema.
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A lo largo de la descripcién de este trabajo se planteo como objetivo principal el
desarrollar un nuevo algoritmo que permitiera dar solucién al problema de la asignacién
de frecuencias, el cual se presenta comunmente en el ambiente que se impone al hacer
uso de una tecnologia de comunicacién inalambrica, especialmente al tener una red ad hoc.

La importancia de obtener dicho resultado se da principalmente por las caracteristicas
que una red de comunicacién movil posee, en particular por la forma en que se comportan
los nodos que la componen: de una manera dindmica. La posibilidad de que los nodos
se muevan dentro de una cierta drea, ademds de poder incorporarse y retirarse como
elementos de la red, obligan a que la investigacion encaminda en esta drea considere dis-
tintos paradigmas a los que se hace uso tradicionalmente en las redes alambricas existentes.

Por otro lado, el obtener un resultado como el que se especificé en el capitulo 4,
haciendo uso de otros descritos en los capitulos anteriores a este, resuelve de buena manera
el problema en cuestion considerando la metodologia utilizada: la técnica de localidad.
Asi también, este trabajo continia o aporta nuevos elementos de investigacién en el drea
de las redes ad hoc moviles, los cuales pueden ser resumidos bédsicamente por los siguientes
puntos:

= La investigacion lograda al resolver problemas, distintos al de este trabajo, utilizando
dicha metodologia, ha impulzado que esta sea tomada en cuenta para tratar de
obtener resultados similares e inclusive mejores a los ya obtenidos, tanto en aquéllos
que se basan en esta técnica como con los que lo hacen de manera distribuida, por
ejemplo.

= No existen resultados previos que traten o resuelvan el problema de la asignacién de
frecuencias y cuya forma de proceder sea el aplicar la técnica de localidad.

Hablando un poco acerca de los elementos con los que se trabajo, se puede apreciar
que en general, los resultados se encuentran dentro del area de la computacion tedrica; sin
embargo, para lograrlos, se incorporarén argumentos de otras ramas matematicas como la
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Geometria y la Teorfa de las Gréficas, lo cual demuestra nuevamenete que las Ciencias de
la Computacién tienen fuertes lazos con otras ciencias.

Trabajo a futuro

El resultado obtenido en este trabajo provee un algoritmo para que, con doce
frecuencias, una red ad hoc mévil pueda llevar a cabo la funcién de comunicacién entre
los nodos que la componen sin mayor problema. Asi también, hay que resaltar que esta
meta se logré con base a la obtencién de una subgréfica con ciertas caracteristicas, las
cuales permitian incorporar intuitiva y facilmente otros resultados ya conocidos en la
teorfa de graficas (el teorema de Vizing).

No obstante, un buen planteamiento del trabajo a futuro que puediera darse con res-
pecto al problema de la asignacién de frecuencias de manera local podria encaminarse
tomando en cuenta alguno de los siguientes aspectos:

= Construir una grafica generadora diferente a la que obtiene el algoritmo LMST}.
» Considerar una malla distinta a la que se considera en este trabajo (cuadrada).

= Cambiar la manera en que aplicamos la idea de localidad para resolver el problema.

Con respecto al primer punto, una posibilidad que podria explorarse es desarrollar
un nuevo algoritmo que permita obtener una subgrafica generadora de la grafica que
represente a la red y que tenga caracteristicas similares a las que posee la que se obtiene
al aplicar el algortimo LMST}y, poniendo enfasis particularmente en el grado maximo
de esta nueva gréafica. Si se lograra un grado maximo menor a cinco, esto impactaria
directamente en la disminucién de al menos un color, por ejemplo.

Ahora bien, el cambio de malla también podria dar un giro distinto a la manera en la
que se lleva a cabo el andlisis para la asignacién de los colores de las aristas que cruzan
distintas celdas. Sin embargo, el hacer este cambio no garantiza que se haga uso de una
cantidad menor de colores a los que se utilizan con respecto a la malla cuadrangular, por lo
que también seria necesario analizar si el hacer esta modificacién permite una optimizacién.

La otra posibilidad seria cambiar el enfoque con que se aplica la técnica de localidad,
es decir, tal vez no seguir el camino en el que primero encontrabamos una subgrafica de
la grafica original y posteriormente coloreabamos localmente con el algoritmo que nos
proporciona Vizing. En lugar de todo esto, podriamos proceder de una manera totalmente
distinta al considerar algin otro resultado, nuevo o ya existente, adaptandolo, de ser
necesario, a nuestra idea de localidad con el objetivo de lograr acercarnos lo méas posible
a la cota que Vizing demostrd con respecto a que una grafica tiene indice cromatico a lo
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méas A+ 1.

Para terminar, sélo mencionaremos que cualquiera de estas posibilidades seria una
aportacién interesante e importante al area de los algoritmos locales, ya que como lo men-
cionamos anteriormente, no existe resultado previo que considere el resolver este problema
basandose en esta metodologia. Ademds, esto también permite destacar la relevancia que
la investigacion en este campo de la computacion tedrica ha alcanzado como resultado de
la evolucién de la tecnologia.
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