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IN T R O D U C C I¶O N

P a ra en ten d er el m ov im ien to B row n ia n o , as¶³ com o su s tra n sfor-
m acio n es y gen era lizacio n es, es n ecesaria la h erram ien ta m a tem ¶a tica
d el c¶a lcu lo esto c¶astico , q u e es la p ied ra an gu la r d e la m o d elaci¶o n
esto c¶a stica d e los m erca d o s ¯ n an ciero s h oy en d¶³a . S in em b arg o, ex is-
ten fen ¶o m en os en el ca m p o d e la eco n o m ¶³a y ¯ n an za s q u e p o seen la
cara cter¶³stica d e esta b iliza rse h a cia alg ¶u n valo r d e largo p lazo, co m o
p o d r¶³a n ser lo s sigu ien tes:

E l su p u esto d e q u e la s tasa s d e in ter¶es se m a n tien en con sta n tes o
b ien q u e su d in ¶a m ica est¶a d eterm in a d a p o r u n a fu n ci¶o n co n o cid a en
el tiem p o, p o d r¶³a ser razo n a b le p ara in stru m en to s d e ren ta ¯ ja d e
m u y co rto p la zo , p or ejem p lo, d¶³a s o p osib lem en te sem a n a s en p e-
rio d o s d e estab ilid ad . S in em b arg o, en el m ed ia n o y larg o p la zo, la
tasa d e in ter¶es p resen ta u n com p ortam ien to alea torio , en cu yo caso
el m ov im ien to B row n ia n o p rop orcio n a u n a h erram ien ta ad ecu ad a d e
a n ¶alisis.

E n los ¶u ltim os 30 a ~n o s el d esa rrollo d e teor¶³a s so b re m o d elos d e ta sa s
d e in ter¶es h a sid o ex p lo siv o, este tip o d e m o d elos se h a clasī ca d o en
m o d elos d e eq u ilib rio y m o d elo s d e n o eq u ilib rio, los m ¶as rep resen ta -
tiv os d el p rim er g ru p o son el m o d elo d e V asicek y C IR . A m b o s p re-
sen tan reversi¶on a la m ed ia a u n valor d e la rgo p la zo , p ero el p rim ero
p u ed e to m ar va lores n ega tiv os (lo cu al es u n a p ro p ied ad n o d esea b le
en m o d elo s d e ta sa s) p ero su p rin cip al ven ta ja rad ica en su m a n ejo
an al¶³tico. S in em b arg o, es d e g ran u tilid a d en la va lu a ci¶on d e b on o s
a s¶³ co m o d e p ro d u ctos d erivad os.

E l crecien te u so d e los co n tra tos a fu tu ro p a ra cu b rir el riesgo d e ta sa s
d e in ter¶es, se d eb e en gra n m ed id a a la ° ex ib ilid ad q u e estos in stru -
m en to s p ro p orcion an a su s u su a rio s p a ra en tra r y sa lir r¶ap id am en te
d el m ercad o d eb id o a su liq u id ez y a p a lan cam ien to . L os fu tu ros ¯ -
n a n cieros, en p articu la r, los q u e se re¯ eren a ta sas d e in ter¶es o t¶³tu lo s
d e d eu d a, p ¶u b lica o p riva d a so n h erra m ien tas ¶u tiles q u e p erm iten a
lo s in versio n ista s in stitu cio n a les, a lo s fo n d os d e p en sio n es y a la s



v i

tesorer¶³as d e co rp o ra tiv o s a d m in istra r el riesg o d e la s ta sa s d e in ter¶es
con costo s b a jo s d e tra n sa cci¶o n . A sim ism o, el riesg o cr¶ed ito d e esto s
in stru m en tos es m ¶³n im o , o ca si n u lo, d eb id o a la a so ciaci¶o n d el m er-
cad o con u n a c¶am ara d e com p en saci¶on q u e a cam b io d e u n a com isi¶o n
a ct¶u a co m o co n tra p a rte d e to d a s la s p artes; situ aci¶o n q u e g a ra n tiza
el cu m p lim ien to d e las ob lig acio n es a d q u irid a s p o r to d o s lo s p artici-
p a n tes en el m erca d o . E n co n clu si¶on , lo s fu tu ro s d e ta sas d e in ter¶es
so n in stru m en tos q u e p erm iten a lo s in v ersion istas cu m p lir su s p o si-
cion es p a siva s y /o a ctivas, en resp u esta a su s ex p ectativa s econ ¶o m ica s
y ¯ n a n cieras, red u cien d o el riesgo d e la in certid u m b re d el m erca d o co n
b a jo s costo s d e tra n sa cci¶o n .

E l costo d e cap ital es u n in d ica d or p ara m ed ir la ren ta b ilid ad d e
u n a em p resa , en p a rticu la r u n a com p a raci¶o n d e este in d ica d o r co n
el ren d im ien to sob re el cap ital es u n a t¶ecn ica em p lea d a p a ra la to m a
d e d ecisio n es so b re p roy ectos d e in v ersi¶o n . L o s estu d io s p rev io s h a n
d em ostrad o q u e el co sto d e cap ital tien d e h a a lcan zar u n valor d e
la rgo p la zo. E s p o r ello , q u e en este trab a jo se p la n tea q u e el com -
p orta m ien to d el ren d im ien to so b re el ca p ita l p u ed e ser m o d elad o co n
el m o d elo d e V a sicek y a trav ¶es d e ¶este o b ten er u n a estim a ci¶on d el
costo d e cap ital.

E l o b jetiv o d e este tra b a jo es ex p o n er las ca ra cter¶³stica s b ¶asicas d el
m o d elo d e V a sicek y u n a v ez a lcan za d o esto, m o stra r tres ap licacio n es
d e este m o d elo a va riab les ¯ n a n cieras d e g ran im p o rta n cia . P or lo
q u e la o rga n iza ci¶on d e este trab a jo se d iv id ir¶a en cu atro cap¶³tu lo s,
ex p lica d o s b revem en te a co n tin u a ci¶o n .

E n el p rim er ca p¶³tu lo se p resen ta r¶a u n a in tro d u cci¶on al m ov im ien to
B row n ian o, as¶³ com o el lem a d e Itô , el cu a l ser¶a u n a h erram ien ta
fu n d am en ta l en el d esarro llo d e este tra b a jo . S e m o strar¶a el m o d elo
d e V asicek y su s p rop ied ad es a l reso lver la s ecu a cio n es d iferen ciales
q u e rep resen ta n a l m o d elo , ob ten ien d o com o p rin cip al ca racter¶³stica
la rev ersi¶on a la m ed ia.

E n el cap¶³tu lo d os, se v in cu lar¶a u n a ap licaci¶o n d el m o d elo d e V asicek
a la d eterm in a ci¶o n d e la estru ctu ra d e p lazo s. D eb id o a q u e en la
p r¶a ctica se h a o b serva d o q u e la s ta sa s d e in ter¶es p resen ta n reversi¶o n
h a cia a lg ¶u n valo r d e la rg o p la zo , se p ro p o n e el m o d elo d e V a sicek co m o
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u n ca n d id a to id ¶on eo . E n el d esa rrollo d e este cap¶³tu lo se rev isa r¶an lo s
con cep to s b ¶a sico s d e va lu a ci¶on d e b on os, as¶³ com o lo s co n cep tos d e
tasa forw ard y tasa co rta . A d em ¶a s, se m ostra r¶a q u e la estru ctu ra
d e p la zos p u ed e ser o b ten id a a trav ¶es d e la tasa co rta , h acien d o el
su p u esto q u e la tasa corta es g u ia d a p o r el m o d elo d e V a sicek , y a
p a rtir d e esta esp ecī ca ci¶on se o b tien e en d ¶o g en am en te la estru ctu ra
d e p lazo s.

E n el ca p¶³tu lo tres se d esa rro lla r¶an m o d elo s q u e p erm iten in m u n iza r el
va lor p resen te d e ° u jo s d e efectiv o an te m ov im ien tos m o d era d os d e la s
tasa s d e in ter¶es. ¶E sto n os llevar¶a a rev isar lo s con cep to s d e d u raci¶o n y
con v ex id a d , los cu ales so n m ed id a s d e sen sib ilid ad d e ° u jos d e efectivo
a n te cam b io s en las tasa s d e in ter¶es. E n la p rim era secci¶on se rev isa r¶a
el m ¶eto d o cl¶asico d e in m u n iza ci¶on d e ° u jo s d e efectivo a trav ¶es d el
ren d im ien to al ven cim ien to (y ield to m atu rity ) to m a n d o u n p o rta folio
d e b o n o s. S e ex ten d er¶a este m ¶eto d o al con tem p lar m ov im ien tos en
la estru ctu ra d e p lazo s y m ov im ien to s p a ra lelo s d e ¶esta. P or ¶u ltim o ,
se m o strar¶a u n m ¶eto d o d e in m u n izaci¶o n a trav¶es d e u n p orta fo lio d e
fu tu ro s. T a n to en el caso d e in m u n iza ci¶on co n la estru ctu ra d e p la zo s
con fu tu ro s y b on os se u tiliza r¶a la estru ctu ra d e p lazo s d el m o d elo d e
V a sicek o b ten id a en el ca p¶³tu lo d os.

E n el cu a rto ca p¶³tu lo se p resen tar¶a ev id en cia em p¶³rica a s¶³ co m o u n a
p ru eb a d e q u e el ren d im ien to so b re el ca p ita l (R O E ) e in v erso m u lti-
p lica tiv o d el m ¶u ltip lo p recio -valor en lib ros (P / L ) p resen tan reversi¶o n
a la m ed ia. D eb id o a ¶esto se p rop o n d r¶a com o m o d elo p ara estos in -
d ica d o res a l m o d elo d e V asicek .

U n ¶u ltim o a p a rtad o m o stra r¶a las con clu sion es d e este trab a jo. L o
q u e llevar¶a a p resen ta r los p rin cip ales in con v en ien tes q u e resu ltan d e
su p o n er el m o d elo d e V a sicek en la s tres a p lica cion es ¯ n a n cieras ya
m en cion ad a s. P a ra resolv er estos in co n ven ien tes se d ar¶a n la s p o sib les
ex ten sion es a la s p ro p u estas d e este trab a jo.



M ov im ien to B row n ia n o y m o d elo d e V asicek 1

C A P ¶IT U L O 1

M O V IM IE N T O B R O W N IA N O
Y M O D E L O D E V A S IC E K

1 .1 In tro d u c c i¶o n

Con el prop¶osito de motivar el estudio de los procesos estoc¶asticos, se iniciar¶a
con una breve descripci¶on de los procesos en tiempo discreto. Esto permitir¶a
la construcci¶on gradual de los conceptos b¶asicos en los que se fundamenta el
desarrollo de las ¯nanzas modernas en tiempo continuo. Se presentan algunas
de las propiedades del movimiento Browniano aritm¶etico, movimiento Browniano
geom¶etrico y el proceso de Ornstein-Uhlenbeck, de acuerdo con Shimko [22] . En el
desarrollo del presente cap¶³tulo, se presentar¶a el Lema de Itô as¶³ como su extensi¶on
multivariada. La importancia de este lema es fundamental para el entendimiento
y desarrollo de los cap¶³tulos subsecuentes. Por ¶ultimo, se presenta el modelo de
Vasicek as¶³ como su distribuci¶on.

1 .2 M o d e lo s d isc re to s y c o n tin u o s

El concepto de caminata aleatoria es esencial para la construcci¶on del movi-
miento Browniano, el cual se de¯nir¶a a continuaci¶on.

Considere la familia e n , n 2 IN, de variables aleatorias independientes e id¶entica-
mente distribuidas (v.a. i. i.d. ) con distribuci¶on N (0;1): Una caminata aleatoria,
W n , n 2 IN, se de¯ne mediante:

W n + 1 = W n + e n + 1 ; (1:1)

con W 0 conocido. De lo anterior, es importante destacar que la variable n repre-
senta el tiempo. Por conveniencia se tomar¶a n = 0 como el presente.

W n representa el valor de acumulaci¶on de e n . W n es llamado una caminata aleato-
ria, pues determina la posici¶on ¯nal de dar pasos aleatorios a la derecha o a la
izquierda a trav¶es del tiempo. En ocasiones, el concepto de caminata aleatoria es
¶util para describir el precio de activos, por ejemplo, t¶³tulos de capital o acciones.

La especi¯caci¶on de la unidad de tiempo puede ser hecha a trav¶es de incrementos
de alg¶un periodo predeterminado: d¶³a, mes, trimestre, etc. Sin embargo, el caso de
mayor inter¶es es cuando el periodo se re¯ere a un instante dt. De esta manera, si
t 2 [0;t] representa el tiempo en forma continua, entonces (1 .1) se puede reescribir
como:

W t+ ¢ t = W t + e t+ ¢ t ; (1:2)
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con W 0 = 0 y e t » N (0;¢) : Por lo tanto,

¢W t = W t+ ¢ t ¡ W t » N (0;¢t) : (1:3)

As¶³, cuando ¢t se sustituye por un instante dt, se sigue que

dW t » N (0;dt) : (1:4)

El proceso dW t satisface las siguientes propiedades:

(i) E [dW t ] = 0,
(ii) E [dW tdt] = 0,

(iii) E
h
(dW t)

2
i
= dt,

(iv ) Var
h
(dW t)

2
i
= 0,

(v ) E
h
(dW tdt)

2
i
= 0,

(v i) Var [dW tdt] = 0.

Las propiedades anteriores se pueden probar de la siguiente manera:

(i) Debido a que dW t » N (0;dt) se tiene que:

E [dW t ] = 0:

(ii) Como
E [dW tdt] = dtE [dW t ] ;

y por el inciso anterior:
E [dW tdt] = 0:

(iii) Se sabe que dW t » N (0;dt)

dt = Var [dW t ] = E
h
(dW t)

2
i
¡ E [dW t ]

2
;

al utilizar (i) se tiene que

dt = E
h
(dW t)

2
i
:

(iv ) Al calcular la varianza de (dW t)
2
se tiene que

Var
h
(dW t)

2
i
= E

h
(dW t)

4
i
¡ E

h
(dW t)

2
i
;

pero como
dW t » N (0;dt) ;
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se tiene que su cuarto y segundo momentos est¶an dados por 3dt2 y dt2 , por
lo que

Var
h
(dW t)

2
i
= 2dt2 = 0:

(v ) Por propiedades de esperanza

E
h
(dW tdt)

2
i
= dt2 E

h
(dW t)

2
i
;

y por (iii) se tiene que

E
h
(dW tdt)

2
i
= dt2dt = 0:

(v i) Al calcular la varianza de [dW tdt] se tiene que

Var [dW tdt] = E
h
(dW tdt)

2
i
¡ E [dW tdt]

2
;

y por los incisos (ii) y (v ) se tiene que:

Var [dW tdt] = 0 ¡ 02 ;

por lo que

Var [dW tdt] = 0:

El proceso dW t satisface:

dW t dt

dW t dt 0

dt 0 0 (1 .5)

Para probar que (dW t)
2
= dt, ver [26] , se determinar¶a el l¶³mite V de la variaci¶on

cuadr¶atica media de la sucesi¶on de variables aleatorias en t¶erminos de convergencia
en error cuadr¶atico medio cuando n ! 1 . Es decir, si

V n =

nX
i= 1

(W ti ¡ W ti¡ 1 )
2 ;

se desea encontrar V tal que

lim
n ! 1

E

"
nX
i= 1

(W ti ¡ W ti¡ 1 )
2 ¡ V

#2
= 0: (1:6)
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En la expresi¶on anterior existen dos posibles soluciones las cuales son: la variable
aleatoria V n y el tipo de l¶³mite que se est¶a usando. Por lo que se propone a:

V = E

"
nX
i= 1

(W ti ¡ W ti¡ 1 )
2

#
:

Debido a que la variable aleatoria W ti ¡ W ti¡ 1 » N (0;ti ¡ ti¡ 1 ) se llega a:

E

"
nX
i= 1

(W ti ¡ W ti¡ 1 )
2

#
=

nX
i= 1

E[(W ti ¡ W ti¡ 1 )
2 ]

=

nX
i= 1

(ti ¡ ti¡ 1 ) = t
;

y as¶³, se tiene que

E

"
nX
i= 1

(W ti ¡ W ti¡ 1 )
2 ¡ t

#2
=

E

24 nX
i= 1

(¢W ti )
4 + 2

X
1 · i< j· n

(¢W ti )
2 (¢W tj )

2 + t2 ¡ 2t
nX
i= 1

(¢W ti )
2

35;
donde ¢W ti = W ti ¡ W ti¡ 1 .

Por otro lado como la familia de variables aleatorias independientes f¢W tn g se
distribuyen N (0;tn ¡ tn ¡ 1 ) se tiene:

E (¢W ti )
4
= 3(ti ¡ ti¡ 1 ) 2 ;

E
£
(¢W ti )

2 (¢W tj )
2
¤
= (ti ¡ ti¡ 1 ) (tj ¡ tj¡ 1 ) ;

por lo que:

E

"
nX
i= 1

(¢W ti )
2 ¡ t

#2
= 3

nX
i= 1

(ti ¡ ti¡ 1 ) 2 + 2
X

1 · i< j· n
(ti ¡ ti¡ 1 ) (tj ¡ tj¡ 1 )

+t2 ¡ 2t
nX
i= 1

(ti ¡ ti¡ 1 ) :

Al usar el hecho de que ti ¡ ti¡ 1 = t= n , para toda i, se llega a

nX
i= 1

3(ti ¡ ti¡ 1 ) 2 = n 3
μ
t

n

¶2
=
3t2

n
;
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X
1 · i< j· n

(ti ¡ ti¡ 1 ) (tj ¡ tj¡ 1 ) =
μ
n

2

¶μ
t

n

¶2
=
n (n ¡ 1)

2

μ
t

n

¶2
=
t2

2
¡ t2

2n
:

Por lo tanto,

lim
n ! 1

E

"
nX
i= 1

(¢W ti )
2 ¡ t

#2
= lim
n ! 1

μ
3t2

n
+ t2 ¡ t

2

n
+ t2 ¡ 2t2

¶
= 0

= lim
n ! 1

μ
2t2

n

¶
= 0:

Por lo que el l¶³mite V se puede escribir como:

V =

Z t

0

(d W s )
2
= lim
n ! 1

nX
i= 1

(¢W ti )
2 ;

donde el l¶³mite se interpreta de acuerdo a (1 .6) . Es decir,Z t

0

(dW s )
2
= t:

Diferenciando respecto de dt se demuestra que:

(dW t)
2
= dt:

Por (v i) de las propiedades y por la observaci¶on anterior se tiene que si

E [dW tdt] = dW tdt;

y por (ii) de las propiedades anteriores se demuestra que

dW tdt = 0:

Finalmente, por de¯nici¶on se tiene que

dt2 = 0:

El proceso W t es conocido como el proceso est¶andar de Wiener y puede ser escrito
en forma diferencial como:

W t = W 0 +

tZ
0

dW u :
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El proceso est¶andar de Wiener W t cumple las siguientes propiedades:

(i) W t es continuo en t,
(ii) W t no es diferenciable,
(iii) W t es un proceso de variaci¶on no acotada,
(iv ) W t es un proceso de variaci¶on cuadr¶atica acotada,
(v ) La distribuci¶on de W u dado W t con u > t; se distribuye N (W t;u ¡ t) ,
(v i) La varianza de un pron¶ostico W u se incrementa inde¯nidamente conforme

u ! 1 :

La primera propiedad se sigue ya que dW t es una variable aleatoria de magnitud
in¯nitesimal.

La segunda propiedad es debido a que W t es una familia de variables aleatorias
independientes entonces la diferencial izquierda y derecha no necesariamente coin-
ciden.

La tercera propiedad se cumple porque la caminata aleatoria continua tiene lon-
gitud in¯nita.

La cuarta propiedad se satisface puesto que la suma de los cuadrados de los cam-
bios en W es ¯nita y es igual a t:

La quinta propiedad es cierta pues W u es una suma de variables aleatorias nor-
males independientes (e t) , entonces se sigue que W u tambi¶en es normal con media
W t y varianza determinada por la longitud del intervalo, que en este caso es u ¡ t:
Finalmente, la propiedad (v i) se sigue debido a que en el inciso anterior se tiene
que si u ! 1 ; entonces la varianza de la condicional W u dado W t , u ¡ t; tiende
a 1 :

El proceso de Wiener en algunas ocasiones es inapropiado para la modelaci¶on
¯nanciera, sin embargo, se puede escribir un proceso estoc¶astico continuo en fun-
ci¶on del proceso estand¶ar de Wiener. Por ejemplo, se puede considerar una cami-
nata aleatoria con una tendencia generalizada y heterocedasticidad (es decir, va-
rianza no constante) que dependan ambas de X t y t:

X t+ 1 = X t + ® (X t;t) + ¾ (X t;t) e t+ 1 ; e t v :a :i:i:d : N (0;1) ;

con X 0 conocido.

An¶alogamente, si se escogen subintervalos de longitud ¢ que traten de seguir el
comportamiento de este proceso, se tendr¶a que:

X t+ ¢ = X t + ® (X t;t) ¢ + ¾ (X t;t) e t+ ¢ ; e t v :a :i:i:d : N (0;¢) ;

con X 0 conocido.

De esta forma se puede notar que las propiedades estoc¶asticas de las muestras
periodicas de un proceso de mayor frecuencia ser¶an las mismas que las del proceso
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de menor frecuencia. Estrictamente hablando, esta r¶eplica es exacta solo si ® y
¾ son constantes; el prop¶osito es desarrollar la intuici¶on para la construcci¶on de
modelos estoc¶asticos.

Al analizar nuevamente el comportamiento del proceso anterior cuando ¢ tiende
a dt se tiene que:

dX t = ® (X t;t) dt + ¾ (X t;t) dW t ;

con X 0 conocido.

As¶³, el proceso anterior es la descripci¶on de un proceso univariado de Wiener
generalizado. Cabe mencionar que dW t y dZ t describir¶an un proceso est¶andar de
Wiener y que dY t y dX t se referir¶an a funciones del proceso est¶andar de Wiener.

1 .3 P ro c e so e sto c ¶a stic o d e fre c u e n c ia c o n tin u a

1 .3 .1 . M o v im ie n to B r o w n ia n o a r itm ¶e tic o

Sea dW t un proceso est¶andar de Wiener, con ® y ¾ constantes, entonces se dice
que X t sigue un movimiento Browniano aritm¶etico con tendencia ® y volatilidad
¾ si:

dX t = ® dt + ¾ dW t :

Este proceso es utilizado para modelar econom¶³as variables que tienen una tasa
de crecimiento lineal con incertidumbre.

El movimiento Browniano aritm¶etico X t cumple las siguientes propiedades:

(i) X t puede ser positivo o negativo,
(ii) La distribuci¶on de X u dado X t es normal con media con X t + ® (u ¡ t) y

desviaci¶on est¶andar ¾
p
u ¡ t;

(iii) La varianza del valor futuro X u dado X t tiende a 1 ; conforme u tiende
tambi¶en.

Las propiedades anteriores indican que el movimiento Browniano aritm¶etico es
apropiado para variables que pueden tomar valores tanto positivos como nega-
tivos, para aqu¶ellas cuyos errores de los valores futuros tengan una distribuci¶on
normal, y para las variables en las que su varianza se incremente linealmente en
el tiempo. Por ejemplo, una variable que puede ser modelada a trav¶es de un
movimiento Browniano aritm¶etico es el °ujo de efectivo neto.

1 .3 .2 . M o v im ie n to B r o w n ia n o g e o m ¶e tric o

Sea dW t un proceso est¶andar de Wiener, ® y ¾ constantes, entonces se dice
que X t sigue un movimiento Browniano geom¶etrico con tendencia ® y volatilidad
¾ si:

dX t = ® X tdt + ¾ X tdW t :
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Este proceso es utilizado para modelar econom¶³as variables que crecen exponen-
cialmente a una tasa promedio ® y tienen una volatilidad proporcional al valor de
la variable.

El movimiento Browniano geom¶etrico X t cumple las siguientes propiedades:

(i) Si X t comienza con un valor positivo, entonces permanecer¶a positivo,
(ii) X t tiene una barrera absorbente en 0; es decir si X t toma el valor de cero,

entonces X t permanecer¶a en cero,
(iii) La distribuci¶on condicional de X u dado X t es lognormal, es decir,

log (X u ) est¶a normalmente distribuido, con media condicional de log(X u ) :

log(X t) + ® (u ¡ t) ¡
1

2
¾ 2 (u ¡ t) con u > t;

y desviaci¶on est¶andar condicional de log (X u )

¾
p
u ¡ t :

El valor esperado de X u dado X t es:

X te
® (u ¡ t) ;

(iv ) La varianza de un valor futuro X u tiende a 1 conforme u lo hace.

El movimiento Browniano geom¶etrico es usado para modelar el precio de los ac-
tivos ¯nancieros, ya que los cambios proporcionales en el precio de los activos son
independientes e id¶enticamente distribuidos con funci¶on de densidad normal. Este
movimiento puede ser apropiado para modelar el precio nominal de los bienes o
el ingreso de alguna actividad en particular. En ocasiones es conveniente para
modelar variables positivas que presentan tasas con crecimientos negativos.

1 .3 .3 . P r o c e so d e r e v e rsi¶o n a la m e d ia

Sea dW t un proceso est¶andar de Wiener; · ;¹ ;° ;¾ ; · ¸ 0 constantes, entonces
se dice que X t es un proceso de reversi¶on a la media con par¶ametro de velocidad
de ajuste · , media a largo plazo ¹ y volatilidad ¾ ; si cumple lo siguiente:

dX t = · (u ¡ X t) dt + ¾ X °
t dW t :

La elecci¶on de ° puede permitir la interpretaci¶on para la volatilidad del proceso.
Este proceso es apropiado para modelar variables econ¶omicas positivas que presen-
tan en el largo plazo tendencia a su media pero que pueden presentar distorsiones
en el corto plazo. Se asumir¶a que · ;¹ ;° son positivas.
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En el caso particular en que ° = 1, el proceso recibe el nombre de Ornstein-
Uhlenbeck.

El proceso de reversi¶on a la media X t cumple las siguientes propiedades:

(i) Si X t comienza con un valor positivo, entonces permanecer¶a positivo,
(ii) La tendencia es positiva y la volatilidad desaparece, conforme X t se aproxima

a 0,
(iii) La varianza de un valor futuro X u es ¯nita, conforme u tiende a 1 ,
(iv ) Si ° = 1

2 , la distribuci¶on condicional de X u dado X t con u > t es Â 2 no
centrada. Con media

(X t ¡ ¹ ) e ¡ · (u ¡ t) + ¹ :

y varianza

X t

μ
¾ 2

·

¶h
e ¡ · (u ¡ t) ¡ e ¡ 2 · (u ¡ t)

i
+ ¹

μ
¾ 2

2·

¶h
1 ¡ e ¡ · (u ¡ t)

i2
:

Este proceso es apropiado para modelar tasas de inter¶es o tasas de in°aci¶on que
pueden presentar valores estables a largo plazo y no representar activos que se
operan en un mercado. Incluso se podr¶³a modelar la volatilidad en s¶³ misma a
trav¶es de este tipo de proceso.

1 .4 L e m a d e Itô y su s e x te n sio n e s m u ltiv a ria d a s

Sea una funci¶on de variable real

f (X t) : IR ! IR;

donde X t es un proceso de Wiener generalizado. De acuerdo a la expansi¶on de la
serie de Taylor para estimar f (X t + ¢) se tiene que:

f (X t + ¢) = f (X t) + ¢f X (X t) +
1

2
¢2 f X X (X t) +

1

2
¢3 f X X X (X t) + :::;

los sub¶³ndices denotan las derivadas (m¶as adelante indicar¶an derivadas parciales) .

Del c¶alculo diferencial se tiene que conforme ¢ ! dX t y al utilizar el hecho de
que (dX t)

n
= 0 para n > 1; se tiene que

f (X t + dX t) = f (X t) + f X (X t)dX t

¶o

df (X t) = f X (X t)dX t :
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En el c¶alculo estoc¶astico, el t¶ermino (dX t)
2
no desaparece, pero no as¶³, los t¶erminos

de orden mayor a 2. Intuitivamente dX t es su¯cientemente peque~no en el c¶alculo
diferencial como para que (dX t)

2
sea cercano a cero. En el c¶alculo estoc¶astico,

dX t es una variable aleatoria con distribuci¶on normal y debido a que la varianza
de dX t no es cero, entonces (dX t)

2
no desaparece, pero converge en probabilidad

a dt:

A partir de una serie de Taylor de segundo orden se tiene que el teorema
fundamental del c¶alculo estoc¶astico establece que:

f (X t + dX t) = f (X t) + f X (X t)dX t +
1

2
f X X (X t) (dX t)

2
;

¶o

df (X t) = f X (X t)dX t +
1

2
f X X (X t) (dX t)

2
;

el cual es una extensi¶on l¶ogica del teorema fundamental del c¶alculo diferencial,
este resultado es conocido como el lema de Itô 1 en su forma m¶as simple.

Si una variable t fuera determinista, entonces el t¶ermino (dt)
2
desaparecer¶³a; por

lo que se puede usar esta propiedad para extender el lema de Itô a funciones de
X t y t:

Sean X t un proceso de Wiener generalizado, t una variable real y f una funci¶on
real que depende de X t y t, entonces

df =

·
® (X t;t) f X t

+
1

2
(¾ (X t;t) )

2
f X tX t

+ f t ḑt + ¾ (X t;t) f X t
dW t :

El resultado anterior se puede probar de la siguiente manera; al utilizar la expan-
si¶on de una serie de Taylor de segundo orden se tiene que

df = f X dX t + f tdt +
1

2

h
f X X (dX t)

2
+ 2f X tdX tdt + f tt (dt)

2
i
; (1:7)

pero
dX t = ® (X t;t) dt + ¾ (X t;t) dW t ; (1:8)

con dW t un proceso de Wiener est¶andar, por lo que:

(dX t)
2
= (® (X t;t) dt)

2
+ 2® (X t;t) dt¾ (X t;t) dW t + (¾ (X t;t) dW t)

2
;

y as¶³, se tiene que:
(dX t)

2
= (¾ (X t;t) )

2
dt : (1:9)

1 U n a d escrip ci¶o n m ¶a s d eta lla d a p u ed e ser co n su lta d a en K a ra tza s [1 4 ].
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Por otro lado

dX tdt = (® (X t;t) dt + ¾ (X t;t) dW t) dt

=® (X t;t) (dt)
2
+ ¾ (X t;t) dW tdt

;

por lo que se llega a que

dX tdt = 0 : (1:10)

Finalmente, sustituyendo (1:8);(1:9) y (1:10) en (1:7) se tiene que:

df =f X (® (X t;t) dt + ¾ (X t;t) dW t) + f tdt +
1

2
(¾ (X t;t) )

2
dt

=

·
® (X t;t) f X +

1

2
f X X (¾ (X t;t) )

2
+ f t ḑt + ¾ (X t;t) f X dW t

:

El resultado anterior es tambi¶en llamado la Ley de movimiento para f (X t) , y es
una forma alternativa del Lema de Itô. Intuitivamente, df muestra los cambios en
los valores de una funci¶on de X t a trav¶es del tiempo, donde X t sigue un proceso
generalizado de Wiener. Como f puede depender expl¶³citamente del tiempo, parte
de los cambios de f se derivan a trav¶es del tiempo. Sin embargo, el transcurso del
tiempo afecta el valor de X t y por lo tanto in°uye en el valor de f indirectamente.
El lema de Itô representa un resumen de los efectos relevantes en los cambios en
el valor de f :

1 .5 M o d e lo d e V a sic e k

A continuaci¶on se presenta el modelo de Vasicek, el cual es muy ¶util para
modelar variables que presentan estabilidad a alg¶un valor de largo plazo, como es
el caso de algunas variables ¯nancieras, por ejemplo, tasas de inter¶es, in°aci¶on,
rendimiento sobre el capital (ROE) , ¶etc.

El modelo de Vasicek 2 est¶a dado por el siguiente proceso de Itô:

dX = a (b ¡ X t)dt + ¾ dW t ;

donde dW es un movimiento browniano, y a , b , ¾ son constantes.

Es importante mencionar que los par¶ametros b , a , y ¾ son el par¶ametro de largo
plazo, la velocidad de ajuste de X t hacia el par¶ametro de largo plazo (par¶ametro
de reversi¶on a la media) y la volatilidad de X t respectivamente.

2 V er " A n eq u ilib riu m ch a ra cteriza tio n o f th e term stru ctu re" [2 5 ].



M ov im ien to B row n ia n o y m o d elo d e V asicek 12

1 .5 .1 C o m p o rta m ie n to d e la p a rte d e te r m in ista d e l m o d e lo d e V a sic e k

Antes de examinar las propiedades del modelo de Vasicek se analizar¶a el
comportamiento de la parte determin¶³stica del modelo con el ¯n de entender mejor
la reversi¶on a la media. Para ello, considere la siguiente ecuaci¶on diferencial dada
por la parte determinista del modelo de Vasicek.

dX

dt
= a (b ¡ X t) ; (1:11)

de donde la expresi¶on anterior es equivalente a

dX

dt
= a b ¡ a X t;

y as¶³, se obtiene la siguiente ecuaci¶on diferencial no homog¶enea de primer orden:

dX

dt
+ a X t = a b: (1:12)

Para resolver la ecuaci¶on anterior, se multiplica ambos lados de la igualdad por
una funci¶on continua ¹ (t) y se obtiene que

¹ (t)
dX

dt
+ ¹ (t)a X t = ¹ (t) a b:

Se impondr¶a que dicha funci¶on satisfaga lo siguiente:

d (X t¹ (t) )

dt
=
dX

dt
¹ (t) + a X t¹ (t) = a b¹ (t); (1:13)

al desarrollar la derivada de la primera igualdad se tiene

dX t
dt
¹ (t) +

d¹ (t)

dt
X t =

dX

dt
¹ (t) + a X t¹ (t);

y al igualar t¶ermino a t¶ermino se obtiene que

d¹ (t)

dt
X t = a X t¹ (t) :

De donde la siguiente ecuaci¶on diferencial parcial homog¶enea de primer grado para
¹ (t)

d ¹ (t)
d t

¹ (t)
= a ;

es an¶aloga a
d ln (¹ (t) )

dt
= a :
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De este modo

ln (¹ (t) ) =

Z
t

a ds = a t + c1 ;

con c1 una constante de integraci¶on, y as¶³ se tiene que

¹ (t) = c2 e
a t: (1:14)

Por lo que al sustituir (1 .14) en (1 .13) se llega a

d (X tc2 e
a t)

dt
= a bc2 e

a t;

al integrar la expresi¶on anterior

X tc2 e
a t =

Z
t

a bc2 e
a sds

=a bc2
1

a
e a t + k 1

=c2 be
a t + k 1 ;

de donde se obtiene que

X t = b + k e
¡ a t: (1:15)

Para calcular el valor de la constante k se tomar¶a la condici¶on inicial la cual
establece que

X t0 = b + k e
¡ a t0 ;

de donde se obtiene que

k = (X t0 ¡ b) e a t0 :

Por lo que al sustituir el valor de k en (1 .15) se tiene que

X t = b + (X t0 ¡ b) e a t0 e ¡ a t;

por lo tanto la soluci¶on de (1 .11) est¶a dada por

X t = b + (X t0 ¡ b) e ¡ a (t¡ t0 ): (1:16)

Note que

lim
t! 1

X t = b;

es decir, X t tiende en el largo plazo a b , lo cual explica el hecho de que a este
par¶ametro se le conoce como el par¶ametro de largo plazo.
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1 .5 .2 P ro p ie d a d e s d e l m o d e lo d e V a sic e k

Enseguida se determinar¶a la distribuci¶on del proceso de Vasicek, as¶³ como
algunas de sus propiedades relevantes el cual est¶a dado por:

dX t = a (b ¡ X t)dt + ¾ dW t :

Para poder determinar la distribuci¶on de X t se resolver¶a la ecuaci¶on anterior, para
ello considere el proceso Y t , el cual est¶a dado por

Y t = X t ¡ b ;

lo cual lleva a
X t = Y t + b ; (1:17)

entonces
dY t = dX t ;

y as¶³,
dY t = dX t = a (b ¡ X t)dt + ¾ dW t :

Al utilizar (1:17) se tiene que

dY t = a (b ¡ Y t ¡ b)dt + ¾ dW t = ¡ a Y tdt + ¾ dW t : (1:18)

Se puede notar que el modelo de Vasicek se pudo reescribir como un proceso del
tipo Ornstein-Uhlenbeck mediante la transformaci¶on Y t = X t ¡ b .
Ahora sea Z t un proceso de¯nido por

Z t = Y te
a t; (1:19)

por lo que al aplicarle el lema de Itô a la expresi¶on anterior se tiene que

dZ t =

μ
¡ a Y t

dZ t
dY t

+
1

2
¾ 2
d2 Z t
dY 2t

+
dZ t
dt

¶
dt +

dZ t
dY t

¾ dW t

=

μ
¡ a Y te a t +

1

2
¾ 2 (0) + a Y te

a t

¶
dt + e a t¾ dW t

=e a t¾ dW t :

Si s > t, se tiene que

Z s ¡ Z t =
Z s

t

dZ u =

Z s

t

¾ e a u dW u ;

de donde

Z s = Z t + ¾

Z s

t

e a u dW u ;
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es decir, Z s depende de
Rs
t
e a u dW u . Al sustituir (1:19) en la expresi¶on anterior se

tiene que

Y s e
a s = Y te

a t + ¾

Z s

t

e a u dW u ;

de lo anterior se obtiene que

Y s = e
¡ a s Y te

a t + e ¡ a s ¾

Z s

t

e a u dW u :

Y al sustituir (1:17) en la expresi¶on anterior se tiene que

X s ¡ b = e ¡ a s [X t ¡ b ] e a t + e ¡ a s ¾
Z s

t

e a u dW u ;

de donde

X s = b + [X t ¡ b ] e ¡ a (s¡ t) + e ¡ a s ¾
Z s

t

e a u dW u ;

es decir

X s = X te
¡ a (s¡ t) + b

h
1 ¡ e ¡ a (s¡ t)

i
+ e ¡ a s ¾

Z s

t

e a u dW u : (1:20)

Como dW u » N [0;du ] , entonces X s se distribuye normal, y para calcular los
par¶ametros de la distribuci¶on de probabilidad de X s , a continuaci¶on se calcula el
valor esperado y varianza de X s .

E [X s j F t ] = E
·
X te

¡ a (s¡ t) + b
h
1 ¡ e ¡ a (s¡ t)

i
+ e ¡ a s ¾

Z s

t

e a u dW u j F t
¸

= X te
¡ a (s¡ t) + b

h
1 ¡ e ¡ a (s¡ t)

i
+ e ¡ a s ¾

Z s

t

e a u E [dW u j F t ]

= X te
¡ a (s¡ t) + b

h
1 ¡ e ¡ a (s¡ t)

i
;

por lo tanto

E [X s j F t ] = X te ¡ a (s¡ t) + b
h
1 ¡ e ¡ a (s¡ t)

i
: (1:21)

Note que si s ! 1 , entonces

E [X s j F t ] ! b:

Es decir, el modelo de Vasicek en promedio tiende a su valor de largo plazo ¶o
par¶ametro de reversi¶on a la media (b) , al igual que la parte determinista del
modelo, es por esta raz¶on que al par¶ametro b se le da este nombre.



M ov im ien to B row n ia n o y m o d elo d e V asicek 16

Al calcular la varianza

Var [X s j F t ] = Var
·
X te

¡ a (s¡ t) + b
h
1 ¡ e ¡ a (s¡ t)

i
+ e ¡ a s ¾

Z s

t

e a u dW u j F t
¸

= Var

·
e ¡ a s ¾

Z s

t

e a u dW u j F t
¸

= ¾ 2 e ¡ 2 a sVar

·Z s

t

e a u dW u j F t ;̧

pero

Var

"Z T

t

g (s )dW s

#
=

Z T

t

g 2 (s )ds;

es decir

Var [X s j F t ] = ¾ 2 e ¡ 2 a sVar
·Z s

t

e a u dW u j F t
¸

= ¾ 2 e ¡ 2 a s
Z s

t

e 2 a u du

= ¾ 2 e ¡ 2 a s
·
1

2a
e 2 a u

ş

t

= ¾ 2 e ¡ 2 a s
1

2a

£
e 2 a s ¡ e 2 a t

¤
= ¾ 2

1 ¡ e ¡ 2 a s e 2 a t
2a

;

por lo que

Var [X s j F t ] = ¾ 2
1 ¡ e ¡ 2 a (s¡ t)

2a
: (1:22)

Por lo tanto
X s j F t » N (E [X s j F t ] ;Var [X s j F t ] ) ;

es decir, el proceso de Vasicek se distribuye normal, y de acuerdo a (1:21) y (1:22)
se tiene que

X s j F t » N
μ
X te

¡ a (s¡ t) + b
h
1 ¡ e ¡ a (s¡ t)

i
;¾ 2

1 ¡ e ¡ 2 a (s¡ t)

2a

¶
:
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C A P ¶IT U L O 2

V A L U A C I¶O N D E B O N O S
Y E S T R U C T U R A D E P L A Z O S

2 .1 In tro d u c c i¶o n

Cualquier persona ha tenido la experiencia en la vida diaria con alguna
promesa de pago, es decir, ha pedido (o ha prestado) algo en alg¶un momento de
su vida. Algunas veces se pide prestada (se presta) una cantidad inicial S 0 en
un tiempo t y se promete pagar (o que le pagar¶an al prestamista) en una fecha
futura T esta cantidad S 0 m¶as algo adicional por ejemplo I , es decir, en la fecha
T se pagar¶a la cantidad S 0 + I , donde casi siempre la cantidad adicional I es un
porcentaje del monto inicial S 0 , por lo que se tiene que el pago prometido ser¶a:

S 0 + r S 0 ;

lo cual es equivalente a
S 0 (1 + r ) :

Este porcentaje adicional r se podr¶³a pensar como el pago por el servicio del uso
de dinero ajeno al cual se le conoce como cr¶edito. Las personas piden prestado
porque necesitan dinero para llevar a cabo sus planes (en lugar de ir al banco lo
cual podr¶³a ser m¶as caro) . Por el contrario, las personas prestan dinero porque
tienen un excedente y desean hacer algo productivo con ¶el. Paralelamente, una
empresa podr¶³a necesitar (o tener un excedente) de fondos para realizar proyectos
los cuales incrementar¶³an su capacidad productiva y de esta forma lograr un
crecimiento de dichas empresas para poder sobrevivir en un mundo cada vez m¶as
din¶amico y agresivo. Es decir, para poder crecer necesitar¶an fondos pero tal vez
ahora no los tengan por lo que recurrir¶an al cr¶edito, o invitar¶an a nuevos socios.
Para hacer lo anterior las empresas b¶asicamente tienen dos opciones las cuales
son: emitir acciones y emitir deuda. El optar por la primera opci¶on implica una
p¶erdida en el poder de la toma de decisiones de la empresa, si se toma la segunda
alternativa la forma m¶as com¶un es a trav¶es de pagar¶es (bonos) , es decir, hoy
piden prestado una cantidad B 0 y en un futuro pagar¶an una cantidad B T (valor
nominal) . Por lo anterior, se podr¶³a pensar que las empresas venden (emiten) un
pagar¶e (bono) a la cantidad B 0 el d¶³a de hoy y en el futuro se comprometen a
pagar la cantidad B T , es decir, existe un °ujo de efectivo hoy que se deber¶a de
entregar al vendedor del pagar¶e y un °ujo de efectivo B T que se entregar¶an al
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comprador del pagar¶e. Las empresas llevan a cabo este tipo de mecanismo para
crecer y as¶³ lograr un mejor desempe~no.

2 .2 In stru m e n to s d e re n ta ¯ ja

Una primera clasi¯caci¶on parsimoniosa de los instrumentos ¯nancieros est¶a
dada por instrumentos de renta ¯ja e instrumentos de renta variable 3 . La carac-
ter¶³stica fundamental de los instrumentos de renta ¯ja es que los °ujos de efectivo
que genera este tipo de instrumentos est¶an predeterminados como son los CETES
(Certi¯cados de la Tesorer¶³a) , bonos de empresas, etc. Mientras que en los ins-
trumentos de renta variable no est¶an predeterminados los °ujos de efectivo como
son las acciones.

El bono es uno de los principales instrumentos de renta ¯ja, el cual es una promesa
de pago a futuro impersonalizada entre dos partes en la que una parte se compro-
mete a pagar ciertos °ujos de efectivo durante un lapso de tiempo a la contraparte
que hace el pr¶estamo. La parte que tiene la obligaci¶on de realizar pagos futuros
se le conoce como el emisor del bono y la parte que recibe dichos pagos se le
conoce como comprador o tenedor del bono. Al periodo de tiempo que dura este
contrato se le denomina vencimiento del bono, y a la cantidad prestada estipu-
lada en el bono que se deber¶a pagar en el vencimiento del bono se le conoce
como valor nominal. Finalmente, si el bono paga °ujos de efectivo antes de la
fecha de vencimiento a estos °ujos se les conoce como cupones, y a las fechas en
que ocurren estos pagos de cupones se les conoce como fecha de pago o corte de
cup¶on. Como un bono es una relaci¶on contractual que existe entre el emisor y
el tenedor del bono durante el vencimiento de ¶este, el tenedor del bono tendr¶a
motivos su¯cientes para preocuparse de que la posici¶on ¯nanciera de la empresa
emisora pueda cambiar en forma importante ya que de ella depende la capacidad
de la empresa para responder a sus obligaciones. Un tenedor del bono puede exi-
gir a la empresa emisora un requirimiento m¶³nimo de raz¶on circulante, es decir,
los tenedores de los bonos nesesitar¶an estar informados acerca de la evoluci¶on de
la empresa y esto lo pueden hacer v¶³a los estados ¯nancieros.

Los contratos de bonos se pueden dividir en:

(1) Contratos que restringen la emisi¶on de nueva deuda,
(2) Contratos que imponen restricciones sobre el pago de dividendos,
(3) Contratos que imponen restricciones sobre fusiones,
(4) Contratos que imponen restricciones sobre las disposiciones de los activos de

una empresa.

3 V a n H o rn e en su lib ro F in a n cia l m a rk et ra tes a n d ° ow s, d esa rro lla u n a n ¶a lisis d eta lla d o

d e la cla sī ca ci¶o n d e lo s d iferen tes tip o s d e b o n o s.
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Estas restricciones son hechas para evitar que la empresa emisora aumente el
grado de riesgo de la deuda en circulaci¶on. Por ejemplo, se podr¶³a emitir nueva
deuda con derecho superior o igual sobre los activos de la empresa, o los bonos
que restringen el pago de dividendos son obligaciones principalmente hechas para
evitar casos extremos donde los accionistas voten para pagarse a s¶³ mismos un
dividendo liquidador que dejar¶a a los tenedores de los bonos con una empresa
vac¶³a.

Por lo anterior, existe una clasi¯caci¶on parsimoniosa de los bonos la cual a con-
tinuaci¶on se comentar¶a:

(a ) Bonos garantizados (hipotecarios) . - en este tipo de bonos existe un bien f¶³sico
como garant¶³a. Se clasi¯can de acuerdo a prioridad de derechos, al derecho
a emitir valores adicionales y al alcance del gravamen.

(b) Bonos no garantizados. - en este tipo de bonos no existe un bien como garan-
t¶³a. Se clasi¯can en bonos a largo plazo, bonos a largo plazo subordinados,
bonos a corto plazo, bonos sobre ingresos, bonos a tasa °otante, bonos co-
merciales y bonos no comerciales.

Los bonos pueden o no pagar °ujos de efectivo intermedios a la fecha de venci-
miento, cuando no pagan cupones y solo pagan el valor nominal en la fecha de
vencimiento se les conoce como bonos cup¶on cero o simplemente ceros. Cuando
un bono paga cup¶on se le conoce como bono cuponado o bono con cup¶on.

2 .2 .1 E le m e n to s d e u n b o n o

Debido a que un instrumento ¯nanciero queda totalmente caracterizado por
sus °ujos de efectivo y el tiempo en que estos ocurren, en consecuencia se tienen
todos los elementos para valuarlo. Los elementos de un bono son:

(1) Valor nominal, es el valor que se promete pagar en la fecha en que vence el
bono,

(2) fecha de vencimiento, es la fecha en que se deber¶a pagar el valor nominal (¶o
vida del bono) ,

(3) fecha de emision, fecha en que se emite el bono,
(4) fecha de colocaci¶on, es la fecha en que se puso a la venta el bono,
(5) tasa cup¶on, es la tasa de rendimiento que se paga periodicamente sobre el

valor nominal (la cual se puede ver como el pago de intereses del bono) , por
lo que si un bono es cupon cero entoces su tasa cup¶on deber¶a ser cero,

(6) cup¶on, es la cantidad en unidades monetarias que se paga periodicamente,
la cual se calcula como la tasa cup¶on por el valor nominal.
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Con los elementos anteriores quedan totalmente caracterizados los °ujos de efec-
tivo de un bono, y como consecuencia queda caracterizado totalmente un bono,
y de esta forma se puede hablar de la valuaci¶on de un bono.

2 .3 V a lu a c i¶o n d e B o n o s

Una vez que se conocen los elementos de un bono, se conocen los °ujos de
efectivo que ¶este pagar¶a, as¶³ como las fechas en que ocurrir¶an estos °ujos, y para
determinar el precio del bono solo bastar¶a saber la tasa de descuento de dichos
°ujos. Para ello se calcular¶a el precio de un bono cuponado, se denotar¶an a VN
como el valor nominal del bono, T el vencimiento del bono, C i el cup¶on que
se pagar¶a en i < T con i = 1;:::;T . Si y es el rendimiento al vencimiento del
bono (tambi¶en conocido como yield to maturity ¶o simplemente yield) , entonces el
precio del bono B (t;T ) estar¶a dado por el valor presente de sus °ujos de efectivo,
es decir:

B (t;T ) =

TX
i= 1

C i

(1 + y ) i¡ t
+

V N

(1 + y ) T ¡ t
:

Alternativamente, si el rendimiento al vencimiento tiene composici¶on continua
entonces el precio del bono estar¶³a dado por

B (t;T ) =

TX
i= 1

C ie
¡ y (i¡ t) + V N e ¡ y (T ¡ t) :

Para cualquier bono, se puede reportar el precio de mercado ¶o, dados los °ujos
de efectivo, el rendimiento ¶unico (rendimiento al vencimiento) . De esta forma
si se reporta el precio de mercado entonces el rendimiento al vencimiento (y ) se
puede calcular como la tasa de descuento que iguala los °ujos de efectivo al valor
de mercado del bono.

De las expresiones anteriores es importante destacar que debido a que los pagos
del bono son conocidos de antemano, el valor del bono B (t;T ) °uct¶ua debido a los
cambios en las tasas de inter¶es, creando con ello un p¶erdida potencial. Tambi¶en
se observa que existe una relaci¶on inversa entre la tasa y el precio de un bono, es
decir, si las tasas aumentan entonces el precio del bono disminuir¶a y viceversa.

2 .3 .1 C u r v a d e re n d im ie n to s a l v e n c im ie n to (C u rv a y ie ld )

Como se coment¶o anteriormente, la valuaci¶on de un bono depende del rendi-
miento al vencimiento (yield) , ¶o si se tiene el precio de mercado del bono entonces
el rendimiento al vencimiento (y ) se puede calcular como la tasa de descuento
que iguala los °ujos de efectivo al valor de mercado del bono, es decir, para



V a lu a ci¶on d e b o n o s y estru ctu ra d e p la zo s 21

cualquier bono se puede reportar el precio de mercado, o dados los °ujos de efec-
tivo del bono, su rendimiento ¶unico. Sin embargo, la verdadera cuesti¶on estriba
en averiguar si el rendimiento se puede relacionar a las condiciones prevalecientes
del mercado.

El rendimiento al vencimiento de cualquier bono est¶a fuertemente limitado a las
condiciones generales de los mercados de renta ¯ja. Todos los rendimientos al
vencimiento tienden a moverse juntos en este mercado. No obstante, todos los
rendimientos al vencimiento de los bonos no son exactamente los mismos. La
variaci¶on de los rendimientos al vencimiento es explicada en parte por las ca-
li¯caciones crediticias de los bonos, es decir, los bonos con mayor cali¯caci¶on
crediticia ser¶an m¶as caros que los de menor cali¯caci¶on. Con todo, la cali¯-
caci¶on crediticia no explica totalmente las variaciones observadas. Otro factor
que explica parcialmente las diferencias en los rendimientos al vencimiento es el
tiempo al vencimiento, es decir, los bonos con mayor vencimiento tendr¶an mayor
rendimiento al vencimiento.

De esta forma surge un concepto importante el cual es llamado la curva de
rendimiento al vencimiento (o curva yield) la cual es la relaci¶on funcional en-
tre el rendimiento al vencimiento y el plazo del vencimiento del bono. Cuando
se est¶a analizando un bono en particular es ¶util determinar su rendimiento y
fecha de vencimiento, y colocarlos como un punto de la curva de rendimientos al
vencimiento para bonos de su misma clasi¯caci¶on de riesgo. Esto dar¶a una indi-
caci¶on general de que tan bien est¶a valuado el bono respecto a todo el mercado.
Si el punto del bono que se est¶a analizando se encuentra lejos de la curva deber¶a
existir probablemente una explicaci¶on de su desviaci¶on, relacionada a situaciones
especiales tales como nuevas noticias que pudieran afectar la solvencia del emisor.

La estructura intertemporal de las tasas de inter¶es representa la relaci¶on,
en un punto dado en el tiempo, entre el plazo al vencimiento y el rendimiento
al vencimiento del bono dentro de un nivel de riesgo dado. La representaci¶on
tradicional de la estructura intertemporal est¶a basada en bonos de rendimiento
a la par, esto es utilizando el rendimiento al vencimiento de bonos con un cup¶on
cercano a su vencimiento. La ventaja de este m¶etodo es que los bonos relaciona-
dos, denominados on the run (emitidos recientemente) son muy l¶³quidos y sus
precios re°ejan acertadamente las condiciones del mercado. Sin embargo, este
m¶etodo ignora la informaci¶on contenida en otros bonos que se encuentran en cir-
culaci¶on. Algunos enfoques intentan ajustar la curva de rendimientos a trav¶es de
los rendimientos de todas las emisiones vigentes.



V a lu a ci¶on d e b o n o s y estru ctu ra d e p la zo s 22

2 .4 L a e stru c tu ra d e p la z o s

La curva yield es ¶util, pero debido a que es algo arbitraria no proporciona una
explicaci¶on completamente satisfactoria de las diferenciales de los rendimientos al
vencimiento. No obstante, el ajuste de una curva utilizando bonos con diferentes
cupones es insatisfactorio. El problema es que los rendimientos observados no
representan los rendimientos futuros a menos que todos, los cupones puedan ser
reinvertidos a la misma tasa, lo cual es muy poco probable. Es por lo anterior
que se requiere de otra teor¶³a, y esta secci¶on se encarga de proporcionarla y se
conoce como la estructura de plazos. La teor¶³a presentada en esta secci¶on deja
de lado las ideas del rendimiento al vencimiento para enfocarse en el concepto
puro de tasa de inter¶es, es decir, se basa en la observaci¶on de que en general la
tasa de inter¶es depende de la longitud del periodo de tiempo en que el dinero es
prestado.

Se de¯ne la tasa spot (o tasa de inter¶es de contado) a T a~nos como la tasa
de inter¶es de una inversi¶on efectuada en un periodo de tiempo que empieza en t
y termina en T a~nos, donde el inter¶es y el principal ser¶an pagados en T , a la cual
se le denotar¶a como R (t;T ) . Es importante hacer notar que bajo este enfoque de
la tasa spot no existen °ujos de efectivo entre t y T y los ¶unicos °ujos ocurren
en t y T . De esta forma si se tiene un bono cup¶on cero con valor nonimal VN y
fecha de vencimiento en T entonces su precio estar¶a dado por

B (t;T ) =
V N

(1 + R (t;T ) ) T ¡ t
;

y si la composici¶on de la tasa es en tiempo continuo entonces el precio del bono
est¶a dado por:

B (t;T ) = V N e ¡ R (t;T )(T ¡ t) :

Es importante destacar que el °ujo de efectivo del bono al vencimiento T es VN,
es decir,

B (T ;T ) = V N ;

de donde se tiene que R (T ;T ) = 0.

Note que en este caso el rendimiento al vencimiento est¶a bien de¯nido, dado que
corresponde al vencimiento compuesto en el periodo T sobre el bono y en este
caso para este bono cup¶on cero se tendr¶a que su rendimiento al vencimiento en
un plazo T es la tasa spot. En contraste, un bono con cupones tiene muchos
°ujos de efectivo previos al vencimiento y puede ser descompuesto en una serie
de bonos cup¶on cero donde el cup¶on al tiempo i puede ser visto como el valor
nominal de un bono cup¶on cero con vencimiento en esta fecha. El valor nominal
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m¶as el ¶ultimo cup¶on es el valor nominal de un bono cup¶on cero con vencimiento
en T . De esta forma el precio del bono est¶a dado por

B (t;T ) =

TX
i= 1

C i

(1 + R (t;i) ) i¡ t
+

V N

(1 + R (t;T ) ) T ¡ t
; (2:1)

donde R (t;i) son las tasas spot que integran la estructura de plazos en el tiempo i,
con i = 1;2;:::;T . Es importante mencionar que la estructura de plazos tambi¶en
es conocida como la curva cero o curva spot, y ¶esta representa las tasas spot
gra¯cadas contra el tiempo.

Si la composici¶on de las tasas de inter¶es son en tiempo continuo entonces el precio
de un bono cuponado est¶a dado por

B (t;T ) =

TX
i= 1

C ie
¡ R (t;i)(i¡ t) + V N e ¡ R (t;T )(T ¡ t) : (2:2)

Una curva cup¶on cero (o estructura de plazos) es, te¶oricamente, m¶as precisa
que la curva usual de rendimientos al vencimiento. La primera representa un
conjunto de precios primitivos, a partir de los cuales puede ser derivado el valor
de los instrumentos de renta ¯ja (en particular los bonos) . Desafortunadamente,
los mercados activos para los bonos cup¶on cero (denominados tambien strips)
existen solo en los Estados Unidos y Francia, y son relativamente recientes. Por
lo tanto, la curva de la tasa spot generalmente se estima a partir de los bonos en
circulaci¶on con un cup¶on en proceso de pago, utilizando la ecuaci¶on (2.1) ¶o (2.2)
seg¶un sea el caso.

En la pr¶actica, normalmente las tasas spot (o tasa cup¶on cero) no se pueden
observar directamente, lo que se puede observar son los bonos que pagan cup¶on.
Un punto importante es el como se puede extraer la curva de rendimiento cup¶on
cero a partir de los precios de las obligaciones con cup¶on, es por ello que la
siguiente secci¶on aborda un m¶etodo para tal ob jetivo.

2 .4 .1 M ¶e to d o b o o tstra p

La forma obvia de determinar una curva de tasas spot es encontrando los
precios de una serie de bonos cup¶on cero con varias fechas de vencimiento.
Lamentablemente el conjunto disponible de bonos cup¶on cero es t¶³picamente muy
peque~no, y adem¶as, hasta hace poco no exist¶³an bonos cup¶on con vencimientos de
largo plazo. Por lo que no es siempre pr¶actico determinar el conjunto completo
de tasas spot de esta forma. Sin embargo, la existencia de un bono cup¶on cero
no es necesaria para el concepto de tasas spot, no se requieren tales datos para
determinar el valor de las tasas spot.
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La curva de tasas spot puede ser determinada de los precios de los bonos cupona-
dos comenzando con bonos de vencimientos cortos y trabajando hacia adelante
con bonos de vencimientos mayores.

Se ilustrar¶a el proceso para la composici¶on de un a~no bajo el supuesto de que los
cupones se pagan una vez al a~no. Primero, se determinar¶a R (t;1) por observaci¶on
directa de la tasa de inter¶es de un a~no. Despu¶es, se considerar¶a un bono a dos
a~nos. Se supondr¶a que el bono tiene precio B (t;2) el cual hace pagos de cup¶on
de montos C 1 y C 2 al ¯nal del a~no 1 y 2 respectivamente, y con valor nominal
de V N . El precio de debe ser igual al valor presente de los °ujos de efectivo, es
decir:

B (t;2) =
C 1

(1 + R (t;1) )
+

C 2 + V N

(1 + R (t;2) ) 2
;

como la tasa spot al primer a~no (R (t;1) ) ya es conocida, entonces se puede
resolver la ecuaci¶on anterior para la tasa spot al segundo a~no, es decir, para
R (t;2) . Trabajando de esta forma hacia delante, lo siguiente es considerar un
bono a tres a~nos, cuatro a~nos, . . . , T a~nos y as¶³, se puede determinar las tasas spot
R (t;3) , R (t;4) , . . . , R (t;T ) paso a paso. Cabe mencionar que bajo este m¶etodo se
tendr¶an las tasas spot de acuerdo a los vencimientos de los bonos disponibles por
lo que no se tendr¶an tasas spot fuera de estos periodos de vencimiento 4 . Es por
ello, que es necesario contar con modelos que puedan proporcionar la tasa spot
a un vencimiento espec¶³¯co por lo que en las siguientes dos secciones se dar¶an
los conceptos necesarios para abordar en la secci¶on 2.7 un modelo estoc¶astico de
estructura de plazos.

2 .5 T a sa fo rw a rd

La tasa spot a T a~nos es la tasa de inter¶es de una inversi¶on efectuada para
un periodo de tiempo que empieza hoy (t) y que ¯naliza al cabo de T a~nos.
Muchas veces, se est¶a interesado en conocer las tasas de inter¶es intermedias entre
una tasa spot a T 1 a~nos y una tasa spot a T 2 a~nos con T 2 > T 1 . Este tipo de
informaci¶on lo contiene de forma impl¶³cita la estructura de plazos y a partir de
¶esto surge el concepto de tasa forward, la cual se puede de¯nir como la tasa de
inter¶es que se encuentra impl¶³citamente entre las tasas spot actuales para periodos
futuros de tiempo. A continuaci¶on, se ilustra el c¶alculo de una tasa forward, para
ello considere las tasas spot a T 1 y a T 2 a~nos denotadas por R (t;T 1 ) y R (t;T 2 )
respectivamente. De esta forma una inversi¶on de 1 unidad monetaria invertida a
un plazo de T 2 a~nos se puede ver como una inversi¶on a un periodo de T 1 a~nos y
al ¯nal de T 1 a~nos reinvertir a la tasa futura a T 2 ¡ T 1 prevaleciente dentro de T 1 .

4 Consultar Hull [13] .
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Por lo que bajo argumentos de arbitraje se podr¶³a esperar que ambas alternativas
de inversi¶on brinden el mismo monto en T 2 , es decir,

(1 + R (t;T 2 )
T 2 ¡ t = (1 + R (t;T 1 )

T 1 ¡ t(1 + f (t;T 1 ;T 2 )
T 2 ¡ T 1 ; (2:3)

donde f (t;T 1 ;T 2 ) es la tasa que se observa en t, para una inversi¶on que comienza
en T 1 y ¯naliza en T 2 , a la cual se le conoce como la tasa forward de T 1 a T 2 ,
observada en t. Por lo que la expresi¶on de la tasa forward bajo composici¶on
discreta est¶a dada por:

f (t;T 1 ;T 2 ) =

·
(1 + R (t;T 2 )

T 2 ¡ t

(1 + R (t;T 1 ) T 1 ¡ t

¸ 1
T 2 ¡ T 1

¡ 1 : (2:4)

An¶alogamente, si la composici¶on de las tasas spot es continua la tasa forward
puede ser obtenida a trav¶es de la ecuaci¶on

e R (t;T 2 )(T 2 ¡ t) = e R (t;T 1 )(T 1 ¡ t)e f (t;T 1 ;T 2 )(T 2 ¡ T 1 ) ;

y la tasa forward para la composici¶on continua est¶a dada por

f (t;T 1 ;T 2 ) =
R (t;T 2 ) (T 2 ¡ t) ¡ R (t;T 1 ) (T 1 ¡ t)

T 2 ¡ T 1
: (2:5)

De las expresiones para la tasa forward proporcionadas en (2.4) y (2.5) y usando
el hecho de que R (t;t) = 0, se observa que la tasa forward f (t;t;T ) es la tasa spot
R (t;T ) . La tasa de inter¶es forward tambi¶en mide la pendiente de la estructura
de plazos ya que de (2:3) si se supone que t = 0, T 1 = 1 y T 2 = 2 y despu¶es de
simpli¯car y eliminar los t¶erminos cruzados se tiene que:

f (t;1;2) ¼ R (t;2) + (R (t;2) ¡ R (t;1) ) ;

la cual es una medida de la pendiente de la estructura de plazos. Por lo tanto,
con una estructura de plazos con desplazamientos ascendentes, R (t;2) est¶a por
arriba de R (t;1) y f (t;1;2) estar¶a por encima de R (t;2) , proporcionando una gu¶³a
sobre la tendencia de los movimientos futuros de las tasas de inter¶es. Cuando la
composici¶on es continua por la ecuaci¶on (2.5) la observaci¶on de que la tasa forward
mide la pendiente de la estructura de plazos es m¶as directa y adem¶as, se observa
que si la estructura es ascendente R (t;1) < R (t;2) entonces la tasa forward
f (t;1;2;) estar¶a por encima de R (t;2) . De esta forma, cuando la estructura de
plazos es plana (tanto para composici¶on continua como discreta) la curva spot
es id¶entica a la curva de rendimiento a la par y a la curva forward. En general,
las curvas di¯eren. En particular, en el caso de una estructura de plazos con
desplazamientos ascendentes la curva de rendimiento al vencimiento est¶a por
debajo de la curva spot mientras que la curva forward est¶a por encima. Por
el contrario, con una estructura de plazos con desplazamientos descendentes la
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curva de rendimiento al vencimiento est¶a por encima de la curva de tasas spot,
la cual a su vez est¶a por arriba de la curva de tasas forward.

Es importante destacar que existe una gran n¶umero de tasas forwards asociadas
a una curva spot. De hecho, si existen n periodos, entonces existen n tasas spot
(incluyendo R(t,t) la cual se de¯ne como cero) ; y de esta estructura de plazos

existen n (n + 1 )
2 tasas forward (incluyendo las tasas spot b¶asicas) . Sin embargo,

todas estas tasas forward son derivadas de las n tasas spot subyacentes.

La curva de rendimientos al vencimiento (curva yield) puede ser observada, al
menos aproximadamente, buscando una serie de cotizaciones de bonos en las
publicaciones ¯nancieras. La curva casi nunca es plana, pero usualmente tiene
una pendiente creciente conforme los vencimientos se incrementan. La tasa spot
tiene caracter¶³sticas similares. T¶³picamente, tambi¶en la pendiente se incrementa
r¶apidamente en vencimientos cortos y contin¶ua increment¶andose en forma gradual
conforme los vencimientos se alargan. Adem¶as, se observa que la curva spot
tiene variaciones cada d¶³a, por lo que resulta natural preguntarse si existe una
explicaci¶on simple para esta forma t¶³pica de la estructura de plazos.

Existen tres explicaciones est¶andar o teor¶³as de la estructura de plazos, cada
una de las cuales proporciona alg¶un signi¯cado importante. A continuaci¶on se
esbozar¶an brevemente estas tres teor¶³as 5 :

(1 ) La m¶as sencilla es la conocida como la teor¶³a de las expectativas la cual
sostiene que las tasas spot a largo plazo deben re°ejar las tasas de inter¶es a
corto plazo futuras esperadas. De manera m¶as precisa argumenta que una
tasa forward correspondiente a cierto periodo es igual a la tasa spot futura
esperada para este periodo.

(2) La segunda teor¶³a, conocida como la teor¶³a de segmentaci¶on de mercados,
conjetura que no es necesario que haya relaci¶on alguna entre las tasas spot
a corto y largo plazo. Bajo esta teor¶³a, diferentes instituciones invertir¶an
en obligaciones de diferentes vencimientos sin posibilidad de cambio en el
vencimiento deseado para la inversi¶on. La tasa de inter¶es a corto plazo
se determinar¶a por la oferta y demanda en el mercado de obligaciones a
corto plazo, la tasa de inter¶es a mediano plazo se determina por la oferta y
demanda del mercado de obligaciones a mediano plazo, y as¶³ sucesivamente.

(3) Finalmente, la teor¶³a que resulta en cierta forma m¶as atractiva es la conocida
como la teor¶³a de la preferencia por la liquidez. En ella se argumenta que
las tasas forward deben ser siempre m¶as altas que las tasas spot esperadas
en el futuro.

5 P a ra u n a ex p o sici¶o n m ¶a s a m p lia v er R u ssell [2 0 ].
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El supuesto b¶asico subyacente de la teor¶³a de la preferencia por la liquidez es
que los inversionistas pre¯eren conservar su liquidez e invertir sus fondos durante
periodos cortos de tiempo. Los prestatarios, por otro lado, normalmente pre-
¯eren endeudarse a tasas de inter¶es ¯jas y periodos largos. Si las tasas de inter¶es
ofrecidas por los bancos y otros intermediarios ¯nancieros fueran tales que la tasa
forward fuera igual a la tasa spot esperada en el futuro, las tasas de inter¶es a largo
plazo, se igualar¶³an a la media de las tasas de inter¶es a corto plazo esperadas en el
futuro. Con la ausencia de incentivos para cambiar de proceder, los inversionistas
tender¶³an a depositar sus fondos durante periodos cortos y los prestatarios ten-
der¶³an a endeudarse a periodos largos. Los intermediarios ¯nancieros podr¶³an, en
ese caso, ¯nanciar cantidades importantes de pr¶estamos a largo plazo a tasa ¯ja
con dep¶ositos a corto plazo. Lo cual implicar¶³a sin embargo, un excesivo riesgo de
tasa de inter¶es. En la pr¶actica, para emparejar a depositantes con prestatarios y
eliminar as¶³, el riesgo de tasa de inter¶es, los intermediarios ¯nancieros aumentar¶an
la tasa de inter¶es a largo plazo con respecto a las tasas de inter¶es a corto plazo
esperadas en el futuro. De esta forma, se reducir¶a la demanda de pr¶estamos a
largo plazo de tasa ¯ja y se estimular¶a a los inversionistas a depositar sus fondos
durante largos periodos de tiempo. La teor¶³a de la preferencia por la liquidez
lleva a una situaci¶on en la que las tasas forward son m¶as altas que las tasas spot
esperadas en el futuro. Es tambi¶en consecuente con la observaci¶on emp¶³rica a-
cerca de que las curvas de rendimientos tienden a tener pendientes positivas m¶as
a menudo que pendientes negativas.

Es importante resaltar que la tasa spot R (t;T ) puede ser pensada como una
inversi¶on realizada de 1 unidad monetaria, la cual ser¶a reinvertida cada periodo
de tiempo a la tasa forward f (t;t + k ;t + k + 1) es decir,

(1 + R (t;T ) ) T ¡ t = (1 + f (t;t;t + 1) ) (1 + f (t;t + 1;t + 2)) :::(1 + f (t;T ¡ 1;T ) )

pero f (t;t;t + 1) = R (t;1) , por lo que

(1 + R (t;T ) ) T ¡ t = (1 + R (t;1) ) (1 + f (t;t + 1;t + 2)) :::(1 + f (t;T ¡ 1;T ) )
(2:6)

por lo que la tasa spot para el periodo T se puede escribir como un promedio
geom¶etrico de las tasas spot y forward.

En el caso continuo

e R (t;T )(T ¡ t) = e R (t;1 )e f (t;t+ 1 ;t+ 2 )e f (t;t+ 2 ;t+ 3 ):::e f (t;T ¡ 1 ;T ) ; (2:7)

de donde se obtiene que

R (t;T ) =
1

T ¡ t

"
R (t;1) +

T ¡ tX
i= 2

f (t;t + i ¡ 1;t + i)
#
;
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es decir, en el caso continuo la tasa spot a T a~nos es un promedio aritm¶etico de
la tasa spot y las tasas forward. Sin embargo debido a que f (t;t;k ) = R (t;k ) , se
tiene que

R (t;T ) =
1

T ¡ t

"
f (t;t;t + 1) +

T ¡ tX
i= 2

f (t;t + i ¡ 1;t + i)
#
: (2:8)

Se observa que la tasa spot a T a~nos es un promedio aritm¶etico de las tasas
forward por periodo. De lo anterior, es importante mencionar que la estructura
de plazos puede ser generada a trav¶es de las tasas forward espaciadas un periodo
de tiempo, es decir, por:

f (t;t;t + 1);f (t;t + 1;t + 2) ;f (t;t + 2;t + 3);:::;f (t;T ¡ 1;T ):

Por lo tanto, si se conocen estas tasas entonces la estructura de plazos puede ser
obtenida como un promedio geom¶etrico o aritm¶etico (geom¶etrico para composi-
ci¶on discreta y aritm¶etico para composici¶on continua) . Cabe mencionar que las
tasas forward espaciadas por un periodo de tiempo f (t;t+ k ;t+ k + 1) son muy
importantes para la estructura de plazos, raz¶on por la cual la siguiente secci¶on
trata acerca de ellas.

2 .6 T a sa c o rta

Las tasas cortas6 son las tasas forward espaciadas solo un periodo de tiempo.

La tasa corta al tiempo k de acuerdo con esto est¶a dada por:

r k = f (t;t + k ;t + k + 1);

que es la tasa forward de k a k + 1.

Note que R (t;1) = f (t;t;t + 1) = f (t;t + 0;t + 0 + 1) = r 0 .

Como se coment¶o anteriormente las tasas cortas pueden ser consideradas funda-
mentales, as¶³ como las tasas spot, ya que para un conjunto completo de tasas
cortas se puede especi¯car totalmente una estructura de plazos. Es decir, de
acuerdo a (2.6) y (2.7) se tiene que

(1 + R (t;T ) ) T ¡ t = (1 + R (t;1) ) (1 + r 1 ) (1 + r 2 ) :::(1 + r T ¡ 1 ) ) :

En el caso continuo

e R (t;T )(T ¡ t) = e R (t;1 )e r1 e r2 :::e rT ¡ 1 ; (2:9)

6 C o n su lta r L u em b erg er [1 5 ].
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es decir, la estructura de plazos se puede obtener en el caso discreto como un
promedio geom¶etrico de las tasas cortas. En el caso continuo la estructura de
plazos se puede obtener como un promedio aritm¶etico de las tasas cortas a partir
de (2.9) , es decir:

R (t;T ) =
1

T ¡ t

T ¡ 1X
i= 0

r i :

Si se particiona el intervalo [t;T ] en subintervalos de longitud ¢T (cuya longitud
podr¶³a ser ¢T = 1

n ) se tiene

e R (t;T )(T ¡ t) = e f (t;t;t+ ¢ T )¢ T e f (t;t+ ¢ T ;t+ 2 ¢ t)¢ T :::e f (t;t+ (n ¡ 1 )¢ T ;t+ n ¢ t)¢ T ;

de donde

R (t;T ) =
1

T ¡ t

n ¡ 1X
i= 0

f (t;t + i¢T ;t + (i+ 1)¢T )¢T

=
1

T ¡ t

n ¡ 1X
i= 0

ri¢ T ¢T

;

tomando el l¶³mite cuando n ! 1 (como ¢T = 1
n , entonces ¢T ! 0) , se tiene

que

R (t;T ) =
1

T ¡ t

Z T

t

rsds : (2:10)

Se observa que bajo composici¶on continua y al suponer que los periodos de longi-
tud ¢T son cercanos a cero, la estructura de plazos se puede ver como el promedio
aritm¶etico de las tasas cortas, que en este caso de composici¶on continua resulta
ser la integral de las tasas cortas. Este hecho indica que la tasa corta es fun-
damental para el c¶alculo de la estructura de plazos, ya que a partir de ellas se
puede generar la estructura de plazos. Por lo que en lo subsecuente se tomar¶a
como punto de partida para determinar la estructura de plazos a la tasa corta,
a trav¶es de especi¯car la din¶amica seguida por la tasa corta, y de esta forma se
encontrar¶a la estructura de plazos.

Adicionalmente, se encontrar¶a una relaci¶on entre el precio del bono y la tasa
forward, para ello considere

e R (t;T )(T ¡ t)e f (t;T ;T + ¢ T )¢ T = e R (t;T + ¢ T )(T + ¢ T ¡ t) ;

de donde se obtiene que

R (t;T ) (T ¡ t) + f (t;T ;T + ¢T )¢T = R (t;T + ¢T ) (T + ¢T ¡ t) ;
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y as¶³,

f (t;T ;T + ¢T ) =
R (t;T + ¢T ) (T + ¢T ¡ t) ¡ R (t;T ) (T ¡ t)

¢T
; (2:11)

pero
B (t;T ) = e ¡ R (t;T )(T ¡ t) ;

entonces
R (t;T ) (T ¡ t) = ¡ ln(B (t;T ) ):

An¶alogamente,

R (t;T + ¢T ) (T + ¢T ¡ t) = ¡ ln(B (t;T + ¢T ) ) ;

por lo que al sustituir lo anterior en (2.11) se tiene que

f (t;T ;T + ¢T ) =
¡ ln(B (t;T + ¢T ) ) + ln(B (t;T ) )

¢T

= ¡ ln(B (t;T + ¢T ) ) ¡ ln(B (t;T ) )
¢T

:

Al tomar el l¶³mite cuando ¢T ! 0 se obtiene lo que se conoce como la tasa
forward instant¶anea la cual ser¶a denotada por f (t;T ) , es decir

f (t;T ) = lim
¢ T ! 0

f (t;T ;T + ¢T )

= ¡ lim
¢ T ! 0

ln(B (t;T + ¢T ) ) ¡ ln(B (t;T ) )
¢T

= ¡ @ ln(B (t;T ) )
@ T

:

Por lo tanto la tasa forward instant¶anea est¶a dada por la derivada del logaritmo
natural del precio de un bono cup¶on cero, es decir:

f (t;T ) = ¡ @ ln(B (t;T ) )
@ T

: (2:12)

La estructura de plazos es importante ya que a trav¶es de ella se pueden valuar
instrumentos de renta ¯ja. Se coment¶o el m¶etodo Bootstrap el cual es una herra-
mienta ¶util para obtener la estructura de plazos. Sin embargo, para obtener una
estructura de plazos completa se necesitar¶³an tener bonos de cualquier vencimien-
to, situaci¶on que en la pr¶actica parece poco f¶acil de tener. La tasa corta especi¯ca
totalmente la estructura de plazos es por ello que existen metodolog¶³as basadas en
el estudio de la din¶amica de la tasa corta (la cual se proporciona ex¶ogenamente)
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y a partir de ¶esta se obtiene la estructura de plazos. En la siguiente secci¶on se
supondr¶a que la tasa corta es estocastica y es conducida por el modelo de Vasicek
el cual se introdujo en el cap¶³tulo 1.

2 .7 E stru c tu ra d e p la z o s d e l m o d e lo d e V a sic e k

A continuaci¶on, se determinar¶a la estructura de plazos bajo el supuesto de
que la tasa corta es estoc¶astica y conducida por un proceso de Itô, en particular
se supondr¶a que es conducida por el modelo de Vasicek.

2 .7 .1 P re c io d e u n b o n o c u p ¶o n c e ro

A lo largo de esta secci¶on se supondr¶a un bono cup¶on cero con valor nominal
de una unidad monetaria, de esta forma si R (t;T ) es la tasa spot de t a T con
composici¶on continua, el precio de este bono con vencimiento en T de acuerdo a
la secci¶on 2.4 est¶a dado por:

B (t;T ) = e ¡ R (t;T )(T ¡ t) : (2:13)

Enseguida, se proporciona una metodolog¶³a ampliamente conocida, la cual es-
tablece una din¶amica estoc¶astica de la tasa corta a trav¶es del siguiente proceso
de Itô

dr t = ¹ (t;r t)dt + ¾ (t;r t)dW t ; (2:14)

donde dW t es un movimiento Browniano, ¹ y ¾ son funciones conocidas, la cual
ser¶a una especi¯caci¶on ex¶ogena. Debido a (2.10) la estructura depende de la tasa
corta, pero la tasa corta es estoc¶astica, entonces la tasa corta es estoc¶astica y por
la relaci¶on entre la estructura de plazos y la tasa corta establecida en (2.10) se
tiene que el precio de un bono cup¶on cero por (2.13) en t¶erminos de la tasa corta
est¶a dado como sigue 7 :

B (t;T ) = E

·
e
¡
R
T

t
rs d s j F t

¸
: (2:15)

En la pr¶actica se observa que las tasas de inter¶es no crecen inde¯nidamente,
pero se observa que presentan reversi¶on de la media a un valor constante, lo cual
es una propiedad deseable en el an¶alisis de la din¶amica de las tasas de inter¶es,
es por ello que la din¶amica de la tasa corta ser¶a modelada por el modelo de
Vasicek, el cual como se vio en el cap¶³tulo uno presenta esta propiedad relevante
de las tasas de inter¶es. Cabe destacar que este modelo es muy ¶util debido a sus
propiedades para valuar productos derivados de tasas de inter¶es.

7 V er D u ± e [7 ].
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El modelo de Vasicek tiene la siguiente forma

dr t = a (b ¡ r t)dt + ¾ dW t ; (2:16)

donde: a ;b y ¾ > 0 son cantidades constantes y conocidas, y dW t es el movimien-
to Browniano est¶andar.

De acuerdo a (1:20) se tiene que la soluci¶on de (2:16) est¶a dada por

r s = r te
¡ a (s¡ t) + b

h
1 ¡ e ¡ a (s¡ t)

i
+ e ¡ a s ¾

Z s

t

e a u dW u ; (2:17)

por lo que
r s j F t » N (E [r s j F t ] ;Var [r s j F t ] ) ;

es decir la tasa corta tiene una distribuci¶on normal con media y varianza dadas
por (1:21) y (1:22) respectivamente.

Para calcular el precio del bono dado en (2:15) , sea

I (t;T ) =

Z T

t

r sds ;

con r s de¯nida en (2:17) . Debido a que

r s j F t » N (E [r s j F t ] ;Var [r s j F t ] ) ;

entonces
I (t;T ) j F t » N (E [I (t;T ) j F t ] ;Var [I (t;T ) j F t ] ) :

Recordando que la funci¶on generadora de momentos de una variable aleatoria X
que se distribuye normal est¶a dada por

M X (t) = E
£
e tX

¤
= e tE [X ]+

t2

2 V a r[X ] 8 t 2 IR ;

se tiene que el precio del bono cup¶on cero est¶a dado por la funci¶on generadora
de momentos de I (t;T ) valuada en t = ¡ 1, es decir

B (t;T ) = M I (t;T )(¡ 1) :

Como I (t;T ) se distribuye normal, entonces se tiene que el precio del bono en
t¶erminos de la funci¶on generadora de momentos de I (t;T ) queda determinado
por

B (t;T ) = e ¡ E [I (t;T ) j F t]+
1
2 V a r[I (t;T ) j F t]: (2:18)
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De la expresi¶on anterior se concluye que para calcular el precio del bono ¶unica-
mente basta calcular E [I (t;T ) j F t ] y Var [I (t;T ) j F t ] por lo que

E [I (t;T ) j F t ] = E
"Z T

t

r sds j F t

#

= E

"Z T

t

h
r te

¡ a (s¡ t) + b
h
1 ¡ e ¡ a (s¡ t)

i
+ e ¡ a s ¾

Z s

t

e a u dW u ḑs j F t
¸

;

es decir

E [I (t;T ) j F t ] =
Z T

t

r te
¡ a (s¡ t)ds + b

Z T

t

ds ¡ b
Z T

t

e ¡ a (s¡ t)ds

+ e ¡ a s ¾

Z T

t

Z s

t

e a u E [dW u j F t ] ds

= ¡ 1
a
r t

h
e ¡ a (s¡ t)

iT
t
+ b(T ¡ t) + b

a

h
e ¡ a (s¡ t)

iT
t
+ 0

= ¡ r t
a

h
e ¡ a (T ¡ t) ¡ e ¡ a (t¡ t)

i
+ b(T ¡ t)

+
b

a

h
e ¡ a (T ¡ t) ¡ e ¡ a (t¡ t)

i
= ¡ r t

a

h
e ¡ a (T ¡ t) ¡ 1

i
+ b(T ¡ t) + b

a

h
e ¡ a (T ¡ t) ¡ 1

i
= b(T ¡ t) + r t

·
(1 ¡ e ¡ a (T ¡ t))

a

¸
¡ b

·
(1 ¡ e ¡ a (T ¡ t))

a

¸
= b(T ¡ t) + [r t ¡ b ]

·
(1 ¡ e ¡ a (T ¡ t))

a

¸

:

Por lo tanto:

E [I (t;T ) j F t ] = b(T ¡ t) + [r t ¡ b ]
·
(1 ¡ e ¡ a (T ¡ t))

a
:̧ (2:19)
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Al calcular la varianza:

Var [I (t;T ) j F t ] = Var
"Z T

t

r sds j F t

#

= Var

"Z T

t

h
r te

¡ a (s¡ t) + b
h
1 ¡ e ¡ a (s¡ t)

i
+ e ¡ a s ¾

Z s

t

e a u dW u ḑs j F t
¸

= Var

"Z T

t

·
e ¡ a s ¾

Z s

t

e a u dW u ḑs j F t

#

= ¾ 2Var

"Z T

t

·Z s

t

e ¡ a s e a u dW u ḑs j F t

#

= ¾ 2Var

"Z T

t

·Z s

t

e ¡ a (s¡ u )dW u ḑs j F t

#

:

Sea

u (s ) =

Z s

t

e ¡ a (s¡ u )dW u ;

por lo que

Var [I (t;T ) j F t ] = ¾ 2Var
"Z T

t

u (s )ds j F t

#

= ¾ 2

24E
24Ã Z T

t

u (s )ds

!2
j F t

35¡ E2 "Z T

t

u (s )ds j F t

#35
= ¾ 2

24E
24Ã Z T

t

u (s )ds

!2
j F t

35
¡ E2

"Z T

t

·Z s

t

e ¡ a (s¡ u )dW u ḑs j F t

##

= ¾ 2

24E
24Ã Z T

t

u (s )ds

!2
j F t

35
¡
"Z T

t

·Z s

t

e ¡ a (s¡ u )E [dW u j F t ] ḑs j F t

#235

;

pero
dW u » N [0;du ] ;
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por lo que:

Var [I (t;T ) j F t ] = ¾ 2
24E

24Ã Z T

t

u (s )ds

!2
j F t

35¡ Ã Z T

t

0ds j F t

!235
= ¾ 2E

"Ã Z T

t

u (s )ds

! Ã Z T

t

u (s )ds

!
j F t

#

= ¾ 2E

"Z T

t

Z T

t

u (s )u (k )dsdk j F t

#

= ¾ 2E

"
2

Z T

t

Z s

t

u (s )u (k )dk ds j F t

#

= 2¾ 2
Z T

t

μZ s

t

E [u (s ) u (k ) j F t ] dk
¶
ds

:

Debido a que la regi¶on de integraci¶on es un cuadrado comprendido en los ejes s y
k, lo que nos permite dividir la regi¶on en dos partes. Se trabajar¶a con la regi¶on
que se encuentra por debajo de la recta k = s , la cual est¶a representada por la
desigualdad k < s;, por lo que:

E [u (s ) u (k ) j F t ] = E
"Z s

t

e ¡ a (s¡ u )dW u

Z k

t

e ¡ a (k ¡ u )dW u j F t

#

= E

"
e ¡ a s

Z s

t

e a u dW u e
¡ a k

Z k

t

e a u dW u j F t

#

= e ¡ a (s+ k )E

"Z s

t

e a u dW u

Z k

t

e a u dW u j F t

# ;

pero debido a que

E

"Z T

t

H (s )dW s

Z T

t

G (s )dW s j F t

#
=

Z T

t

H (s )G (s )ds ;

se llega a

E [u (s )u (k ) j F t ] = e ¡ a (s+ k )
Z k

t

e 2 a u du

= e ¡ a (s+ k )
·
e 2 a k ¡ e 2 a t

2a

¸
=
e ¡ a s e a k ¡ e 2 a te ¡ a s e ¡ a k

2a

;
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por lo que

Var [I (t;T ) j F t ] = 2¾ 2
Z T

t

μZ s

t

e ¡ a s e a k ¡ e 2 a te ¡ a s e ¡ a k

2a
dk

¶
ds

= 2¾ 2
Z T

t

·
e ¡ a s

2a

Z s

t

e a k dk ¡ e 2 a te ¡ a s
Z s

t

e ¡ a k dk ḑs

=
2¾ 2

2a

Z T

t

·
e ¡ a s

(e a s ¡ e a t)
a

+ e 2 a te ¡ a s
(e ¡ a s ¡ e ¡ a t)

a
ḑs

=
¾ 2

a

Z T

t

·
1 ¡ e ¡ a (s¡ t)

a
+ e 2 a te ¡ a s

(e ¡ a s ¡ e ¡ a t)
a

ḑs

;

es decir,

Var [I (t;T ) j F t ] =
¾ 2

a 2

Z T

t

h
1 ¡ e ¡ a (s¡ t) + e 2 a te ¡ 2 a s ¡ e ¡ a s e ¡ a t

i
ds

=
¾ 2

a 2

·
(T ¡ t) ¡

μ
¡ 1
a

¶h
e ¡ a (s¡ t)

iT
t
+ e 2 a t

μ
¡ 1
2a

¶£
e ¡ 2 a s

¤T
t

¡ e ¡ a t
μ
¡ 1
a

¶£
e ¡ a s

¤T
t

¸
=
¾ 2

a 2

·
(T ¡ t) + 1

a

h
e ¡ a (T ¡ t) ¡ 1

i
+ e 2 a t

¡ 1
2a

£
e ¡ 2 a T ¡ e ¡ 2 a t

¤
+
1

a
e ¡ a t

£
e ¡ a T ¡ e ¡ a t

¤̧
=
¾ 2

a 2

·
(T ¡ t) + 1

a

h
e ¡ a (T ¡ t) ¡ 1

i
¡ 1

2a
(e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 1)

+
1

a
e a t(e ¡ a T ¡ e ¡ a t)

¸
=
¾ 2

a 2

·
(T ¡ t) + 1

a

h
e ¡ a (T ¡ t) ¡ 1

i
¡ 1

2a
(e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 1)

+
1

a
(e ¡ a (T ¡ t) ¡ 1)

¸
=
¾ 2

a 2

·
(T ¡ t) + 2

a

h
e ¡ a (T ¡ t) ¡ 1

i
¡ 1

2a
(e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 1)

¸
=
¾ 2

a 2

·
(T ¡ t) ¡ 2

μ
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

¶
¡ 1

2a
(e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 1)

¸

:

Por lo tanto:

Var [I (t;T ) j F t ] =
¾ 2

a 2

·
(T ¡ t) ¡ 2

μ
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

¶
¡ 1

2a
(e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 1) :̧

(2:20)
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Si:

D (t;T ) =
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a
; (2:21)

y por (2.19) y (2.20) , se tiene que:

¡ E [I (t;T ) j F t ] +
1

2
Var [I (t;T ) j F t ]

= ¡
·
b(T ¡ t) + [r t ¡ b ]

·
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

¸̧
+
1

2

¾ 2

a 2

·
(T ¡ t) ¡ 2

μ
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

¶
¡ 1

2a
(e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 1)

¸
= ¡ b(T ¡ t) ¡ (r t ¡ b)D +

1

2

¾ 2

a 2

·
(T ¡ t) ¡ 2D ¡ 1

2a
(e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 1)

¸
= ¡ b(T ¡ t) ¡ r tD + bD +

1

2

¾ 2

a 2
(T ¡ t) ¡ ¾

2

a 2
D ¡ 1

4

¾ 2

a 2
1

a

h
e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 1

i
=(T ¡ t)

·
¡ b + 1

2

¾ 2

a 2

¸
+ D

·
b ¡ ¾

2

a 2
¡̧ r D

¡ 1
4

¾ 2

a 2
1

a

h
e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 2e ¡ a (T ¡ t) + 1 ¡ 1 ¡ 1 + 2e ¡ a (T ¡ t)

i
=(T ¡ t)

·
¡ b + 1

2

¾ 2

a 2

¸
+ D

·
b ¡ ¾

2

a 2
¡̧ r D

¡ 1
4

¾ 2

a

1

a 2

h
1 ¡ 2e ¡ a (T ¡ t) + e ¡ 2 a (T ¡ t)

i
¡ 1
4

¾ 2

a 2
1

a

h
¡ 2 + 2e ¡ a (T ¡ t)

i
=(T ¡ t)

·
¡ b + 1

2

¾ 2

a 2

¸
+ D

·
b ¡ ¾

2

a 2
¡̧ r D

¡ 1
4

¾ 2

a

1

a 2

h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

i2
+
1

4

¾ 2

a 2
2

·
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

¸
=(T ¡ t)

·
¡ b + 1

2

¾ 2

a 2

¸
+ D

·
b ¡ ¾

2

a 2
¡̧ r D ¡ 1

4

¾ 2

a
D 2 +

1

2

¾ 2

a 2
D

=(t ¡ T )
μ
b ¡ 1

2

¾ 2

a 2

¶
+ D

·
b ¡ ¾

2

a 2
+
1

2

¾ 2

a 2
¡̧ 1
4

¾ 2

a
D 2 ¡ r D

=(t ¡ T )
μ
b ¡ 1

2

¾ 2

a 2

¶
+ D

·
b ¡ 1

2

¾ 2

a 2

¸
¡ 1
4

¾ 2

a
D 2 ¡ r D

=(t ¡ T + D )
μ
b ¡ 1

2

¾ 2

a 2

¶
¡ 1
4

¾ 2

a
D 2 ¡ r D

=
1

a 2
(D ¡ t ¡ T )

μ
a 2 b ¡ 1

a
¾ 2
¶
¡ 1
4

¾ 2

a
D 2 ¡ r D

:
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Por lo que el precio del bono est¶a dado por:

B (t;T ) = e ¡ E [I (t;T ) j F t]+
1
2 V a r[I (t;T ) j F t]

=e

£
1

a 2
(D + t¡ T )(a 2 b¡ 1

a ¾
2 ) ¡ 1

4
¾ 2

a D
2 ¡ r D

¤
:

(2:22)

2 .7 .2 E str u c tu r a d e P la z o s

Enseguida, se determinar¶a la estructura de plazos bajo el supuesto de que la
tasa corta es conducida por el modelo de Vasicek.

Para ello note que el precio del bono cup¶on cero est¶a dado por (2:13) y (2:15) ,
de donde se obtiene que

e ¡ R (t;T )(T ¡ t) = B (t;T ) = E

·
e
¡
R
T

t
rs d s j F t

¸
:

De acuerdo a (2:15) y (2:22) se tiene que

e ¡ R (t;T )(T ¡ t) =B (t;T ) = E

·
e
¡
R
T

t
rs d s j F t

¸
=e

£
1

a 2
(D + t¡ T )(a 2 b¡ 1

a ¾
2 ) ¡ 1

4
¾ 2

a D
2 ¡ r D

¤
;

por lo que la estructura de plazos del modelo de Vasicek est¶a dada por

R (t;T ) =
r D ¡ 1

a 2 (D + t ¡ T )
¡
a 2 b ¡ 1

a ¾
2
¢
+ 1

4
¾ 2

a D
2

T ¡ t ; (2:23)

con

D (t;T ) =
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a
:
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C A P ¶IT U L O 3

T ¶E C N IC A S D E IN M U N IZ A C I¶O N
D E F L U J O S D E E F E C T IV O

3 .1 M e d id a s d e se n sib ilid a d d e ° u jo s d e e fe c tiv o

En la pr¶actica se observa que los movimientos de los precios de los bonos de
largo plazo son mayores que los movimientos de los precios de los bonos de corto
plazo, es decir, los precios de los bonos de largo plazo son m¶as sensibles que los
de corto plazo. Raz¶on por la cual se podr¶³a pensar que el vencimiento de un bono
puede ser un indicador de su riesgo, sin embargo es una medida imperfecta del
riesgo por que solo contempla el pago del valor presente e ignora todos los pagos
de cup¶on intermedios.

En la siguiente secci¶on se introducir¶a una medida del riesgo de un bono a su
principal fuente de riesgo: la tasa de inter¶es, la cual posteriormente ser¶a una
herramienta fundamental para controlar este riesgo.

3 .1 .1 D u ra c i¶o n

A continuaci¶on se de¯nir¶a una medida de riesgo para el precio de un bono,
para ello hay que recordar que el precio de un bono depende de la tasa de inter¶es a
la que se descuentan los °ujos de efectivo que proporciona. Del c¶alculo diferencial
se sabe que la derivada de una funci¶on es la sensibilidad de esta funci¶on ante
cambios en la variable, por lo que al aplicarle este concepto al precio de un bono
se tiene que si P es el precio de un bono y y es su rendimiento al vencimiento (yield
to maturity) , entonces la derivada del precio del bono respecto al rendimiento al
vencimiento indicar¶a el cambio del precio del bono por cada cambio unitario en
el rendimiento (y ) . Note que la relaci¶on del precio de un bono y su rendimiento
es inversa, entonces se tiene que

dP

dy
< 0;

es decir, si el rendimiento se incrementa el precio del bono baja y viceversa.

Se de¯ne a la duraci¶on monetaria del precio de un bono como

D M = ¡ dP
dy
: (3:1)
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La duraci¶on monetaria denotada por DM es una medida de sensibilidad del precio
de un bono a cambios en la tasa de inter¶es, y la raz¶on por la que se de¯ne como
¡ d P
d y es que esta derivada es negativa y al ponerle este signo se transforma en

una medida sin signo.

La duraci¶on monetaria es ¶util ya que indica la variaci¶on en unidades monetarias
del precio del bono por cada incremento unitario en su rendimiento. Sin embargo,
en ocasiones es ¶util contar con el cambio relativo del precio del bono, por lo que
es conveniente de¯nir a la duraci¶on modi¯cada como el n¶umero D ¤ tal que

dP

dy
= ¡ D ¤ P : (3:2)

Note que en la expresi¶on anterior D ¤ es el factor por el cual el precio actual
del bono cambia por cada incremento unitario en el rendimiento. Este hecho es
importante ya que si se utiliza la siguiente aproximaci¶on

¢P

¢y
¼ ¡ D ¤ P ;

entonces la expresi¶on siguiente

¢P ¼ ¡ D ¤ P ¢y ;

proporciona el valor expl¶³cito del cambio en el precio del bono por variaciones en
el rendimiento.

Cabe mencionar que D M y D ¤ est¶an relacionadas ya que de (3:2) se tiene que

D ¤ = ¡ 1
P

dP

dy
=
1

P
D M : (3:3)

La siguiente medida de riesgo del precio de un bono es una modi¯caci¶on de las
anteriores pero es muy ¶util cuando la composici¶on de la tasa es compuesta por
periodos, ya que proporciona una interpretaci¶on ¶util y sencilla de comprender.
La duraci¶on de un bono tambi¶en llamada duraci¶on de Macaulay 8 se de¯ne como
el n¶umero D tal que

dP

dy
= ¡ D

1 + y
m

P ; (3:4)

al despejar se tiene que

D = ¡
1 + y

m

P

dP

dy
;

8 P a ra u n a d escrip ci¶o n m ¶a s d eta lla d a v er M a ca u lay [1 6 ].
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y por (3:2)

D = D ¤
³
1 +

y

m

´
: (3:5)

Enseguida, se proporcionar¶an f¶ormulas expl¶³citas cuando la composici¶on del ren-
dimiento del bono es compuesto m veces al a~no.

Sea P el precio de un bono cuponado, entonces su precio est¶a dado por

P =

nX
t= 1

ct¡
1 + y

m

¢t ;
donde ct es el °ujo (cup¶on) del bono en el tiempo t; y es el rendimiento al
vencimiento del bono convertible m veces al a~no.

La duraci¶on monetaria de este bono est¶a dada por

D M = ¡ dP
dy

= ¡ d

dy

nX
t= 1

ct¡
1 + y

m

¢t = ¡
"

nX
t= 1

¡ t
m ct¡

1 + y
m

¢t+ 1
#
;

por lo que

D M =

nX
t= 1

t
m ct¡

1 + y
m

¢t+ 1 : (3:6)

Al aplicar (3:3) se tiene que

D ¤ =
1

P
D M =

1

P

nX
t= 1

t
m ct¡

1 + y
m

¢t+ 1 ; (3:7)

y por (3:5) la duraci¶on (o duraci¶on de Macaulay) est¶a dada por

D = D ¤
³
1 +

y

m

´
=
1

P

nX
t= 1

t
m ct¡

1 + y
m

¢t+ 1 ³1 + y

m

´
=
1

P

μ
1 + y

m

1 + y
m

¶ nX
t= 1

t
m ct¡

1 + y
m

¢t ;
por lo que

D =

nX
t= 1

t

m
w t; w t =

ct

(1 + y
m )

t

P
: (3:8)

En la expresi¶on anterior note que el numerador en w t es el pago del cup¶on hecho
por el bono en el periodo t tra¶³do a valor presente, es decir, es un sumando del
precio del bono (P ) , por lo que

nX
t= 1

w t =

nX
t= 1

ct

(1 + y
m )

t

P
=
1

P

nX
t= 1

ct¡
1 + y

m

¢t = 1

P
P = 1 ;
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es decir, la expresi¶on en (3:8) es un promedio ponderado del plazo de cada pago del
bono, donde las ponderaciones son proporcionales al valor presente de los °ujos
de efectivo proporcionados por el bono. Por lo tanto la duraci¶on (¶o duraci¶on
de Macaulay) D est¶a expresada en unidades de tiempo. Adem¶as, si los °ujos
de efectivo (ct) son no negativos, entonces 0 · D · n , es decir, la duraci¶on es
menor o igual que el vencimiento de un bono. Por lo tanto la duraci¶on D se puede
interpretar como el tiempo promedio del pago del bono, de hecho se puede pensar
a la duraci¶on de un bono cuponado como el vencimiento de un bono cup¶on cero
equivalente al cuponado.

Note que en el caso de un bono cup¶on cero la duraci¶on coincide con su vencimien-
to, y en el caso de un bono cuponado la duraci¶on es estrictamente menor que
el vencimiento. Esto muestra que la duraci¶on puede ser vista como una medida
generalizada de vencimiento.

A p r o x im a c i¶o n a l p re c io d e u n b o n o

Debido a que la duraci¶on modi¯cada D ¤ satisface

dP

dy
= ¡ D ¤ P ;

entonces la duraci¶on modi¯cada mide la pendiente relativa de la curva precio-
rendimiento en un punto dado.

Si se considera la siguiente aproximaci¶on

¢P

¢y
¼ ¡ D ¤ P ; ¢P = P (y + ¢y ) ¡ P (y ) ;

entonces
P (y + ¢y ) ¼ P (y ) ¡ ¢y D ¤ P ; (3:9)

es decir, se obtiene una aproximaci¶on lineal al precio del bono, la cual es ¶util
como medida y control del riesgo.

3 .1 .2 C o n v e x id a d

Como se vio anteriormente, la duraci¶on es una herramienta ¶util para predecir
el efecto de cambios en la tasa de inter¶es sobre el valor de los instrumentos de
renta ¯ja (en particular los bonos) , sin embargo es tan solo una aproximaci¶on de
primer orden v¶alida para cambios peque~nos en el rendimiento. Es por ello que
para obtener una mejor precisi¶on en el efecto de la tasa en el precio (el cual puede
ser considerado por (3:9) ) se presentar¶a el concepto de convexidad, la cual es la
curvatura en un punto dado de la curva precio-rendimiento.
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La convexidad se de¯ne como el valor C tal que

d2 P

dy 2
= C P ;

donde P es el precio del bono.

El concepto de convexidad es importante ya que a trav¶es de la serie de Taylor se
puede obtener una aproximaci¶on al precio de un bono dada por

dP ¼ dP

dy
dy +

1

2

d2 P

dy 2
(dy ) 2 ;

la cual es equivalente a

1

P
dP ¼ 1

P

dP

dy
dy +

1

2

1

P

d2 P

dy 2
(dy ) 2 :

De la de¯nici¶on de duraci¶on modi¯cada y convexidad se tiene que la expre-
si¶on anterior es equivalente a

1

P
dP ¼ ¡ D ¤ dy +

1

2
C (dy ) 2 ;

agrupando t¶erminos se tiene que

1

P
dP ¼

·
¡ D ¤ +

1

2
C dy ḑy = ¡

·
D ¤ ¡ 1

2
C dy ḑy ;

lo cual muestra que la convexidad provoca que la duraci¶on se incremente en res-
puesta a un decremento en las tasas y que decrezca en respuesta a un incremento
en las tasas.

Note ahora que si
dP = P (y + ¢y ) ¡ P (y ) ;

entonces la ecuaci¶on anterior es equivalente a

P (y + ¢y ) = P (y ) + dP = P (y ) ¡ dy D ¤ P (y ) +
1

2
C P (y ) (dy ) 2 ;

y como los °ujos de efectivo de un bono son positivos entonces la convexidad
ser¶a positiva. De la ecuaci¶on anterior se puede observar que el lado derecho que
representa a la curva precio-rendimiento permanece por arriba de la l¶³nea recta de
la duraci¶on, este efecto es ventajoso porque implica que los precios de los bonos
(los cuales est¶an dados por la curva) crecen m¶as que la aproximaci¶on l¶³neal (la
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cual est¶a dada por la l¶³nea recta) , y disminuyen menos que la aproximaci¶on l¶³neal.
De la observaci¶on anterior es importante hacer notar que mientras m¶as grande
sea la convexidad m¶as ben¶e¯co ser¶a este efecto. Cabe mencionar que los bonos
con mayor convexidad tambien ser¶an m¶as solicitados y por lo tanto podr¶³an ser
m¶as caros.

C ¶a lc u lo d e la c o n v e x id a d d e u n b o n o c u p o n a d o c o n r e n d im ie n to c o m -
p u e sto m v e c e s a l a ~n o

Enseguida, se determinar¶a la convexidad de un bono cuponado cuando la tasa de
rendimiento es compuesta por m periodos al a~no.

En este caso de la de¯nici¶on de convexidad se tiene que

C =
1

P

d2 P

dy 2
=
1

P

d2

dy 2

nX
t= 1

ct¡
1 + y

m

¢t = 1

P

d

dy

nX
t= 1

t
m ct¡

1 + y
m

¢t+ 1
=
1

P

nX
t= 1

t
m
t+ 1
m ct¡

1 + y
m

¢t+ 2 = 1

P

1¡
1 + y

m

¢2 nX
t= 1

t(t+ 1 )
m 2 ct¡
1 + y

m

¢t
=

1¡
1 + y

m

¢2 nX
t= 1

t(t + 1)

m 2

ct

(1 + y
m )

t

P

;

por lo tanto

C =
1¡

1 + y
m

¢2 nX
t= 1

t(t + 1)

m 2
w t; w t =

ct

(1 + y
m )

t

P
: (3:10)

Es importante hacer notar nuevamente que de la expresi¶on anterior se tiene que

la convexidad es un promedio ponderado de t(t+ 1 )m 2 , lo cual hace que la convexidad
est¶e expresada en unidades de tiempo al cuadrado.

Finalmente de (3:10) note que para una duraci¶on y un rendimiento dados, mien-
tras m¶as bajo sea el cup¶on del bono, m¶as baja ser¶a la convexidad. De este modo,
note que los bonos cup¶on cero tienen la menor convexidad para una duraci¶on
dada, ya que si P 0 es el precio de un bono cup¶on cero entonces

P 0 =
V N

(1 + y ) T
;

donde VN es el valor nominal y y es el rendimiento del bono. Entonces se tiene
que la convexidad est¶a dada por

C =
1

P 0

d2 P 0
dy 2

=
1

P 0

T (T + 1)

(1 + y ) 2
V N

(1 + y ) T
=
1

P 0

T (T + 1)

(1 + y ) 2
P 0 ;
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por lo que

C =
T (T + 1)

(1 + y ) 2
; (3:11)

la cual es la convexidad de un bono cup¶on cero, y si T = n entonces la convexidad
para este bono cup¶on cero es menor que la de un bono cuponado dada por (3:10) .

3 .2 D u ra c i¶o n y c o n v e x id a d d e u n p o rta fo lio

En esta secci¶on se determinar¶a la duraci¶on y convexidad para un portafolio
de bonos.

Para ello considere un portafolio de n bonos con diferentes vencimientos, con el
mismo rendimiento al vencimiento (yield) , sean P i(y ) el precio del i-¶esimo bono
con vencimiento en T i, w i el n¶umero de bonos i mantenidos en el portafolio,
i = 1;:::;n , entonces el precio de este portafolio est¶a dado por

P (y ) =

nX
i= 1

w iP i(y ) :

La duraci¶on monetaria del portafolio est¶a dada por

D M p = ¡
dP

dy
= ¡ d

dy

nX
i= 1

w iP i(y ) = ¡
nX
i= 1

w i
dP i(y )

dy
=

nX
i= 1

w iD M i ;

donde D M i es la duraci¶on monetaria del i-¶esimo bono. Por lo que la duraci¶on
monetaria del portafolio se obtiene al calcular el promedio ponderado de las
duraciones monetarias de los bonos que componen el portafolio, es decir:

D M p =

nX
i= 1

w iD M i ; (3:12)

y la duraci¶on modi¯cada est¶a dada por el n¶umero D ¤
P tal que

dP

dy
= ¡ D ¤

P P ;

al despejar

D ¤
P = ¡

1

P

dP

dy
=
1

P
D M ;

pero por (3.12)

D ¤
P =

1

P

nX
i= 1

w iD M i :
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Por lo tanto la duraci¶on modi¯cada del portafolio est¶a dada por

D ¤
P =

nX
i= 1

w i

P
D M i ; (3:13)

o en forma equivalente

D ¤
P =

nX
i= 1

w i
P i

P

D M i

P i
:

Si D ¤
i es la duraci¶on modi¯cada del i-¶esimo bono, entonces por (3.3) se tiene que

D ¤
P =

nX
i= 1

w i
P i

P
D ¤
i ; (3:14)

es decir, la duraci¶on modi¯cada del portafolio es un promedio ponderado de las
duraciones de los bonos que componen el portafolio.

A continuaci¶on, se determinar¶a la convexidad de un portafolio de bonos como el
n¶umero C P tal que

d2 P

dy 2
= P C p ;

de donde

C P =
1

P

d2 P

dy 2
=
1

P

d2

dy 2

nX
i= 1

w iP i =
1

P

nX
i= 1

w i
d2 P i(y )

dy 2
;

por lo que

C P =

nX
i= 1

w i
1

P

d2 P i
dy 2

; (3:15)

o de forma equivalente

C P =

nX
i= 1

w i
P i

P

1

P i

d2 P i
dy 2

=

nX
i= 1

w i
P i

P
C i : (3:16)

Por lo tanto, se observa que la convexidad del portafolio es el promedio ponderado
de las convexidades de los bonos que lo componen.

3 .3 In m u n iz a c i¶o n d e ° u jo s d e e fe c tiv o

En esta secci¶on se presentar¶a un m¶etodo para formar un portafolio de bonos,
el cual servir¶a de protecci¶on contra el riesgo de la tasa de inter¶es. Este procedi-
miento es llamado inmunizaci¶on, ya que se inmuniza el valor del portafolio contra
cambios en las tasas de inter¶es.
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Suponga que se tienen F 1 ;F 2 ;:::;F n °ujos de efectivo que se recibir¶an en los
tiempos t1 ;t2 ;:::;tn respectivamente, y sea V (F ) el valor presente de los °ujos
F 1 ;F 2 ;:::;F n al d¶³a de hoy. Si las tasas de inter¶es llegaran a subir demasiado el
valor presente de los °ujos de efectivo decrecer¶a, por el contrario si las tasas de
inter¶es bajaran el valor presente de los °ujos de efectivo se incrementar¶³a.

Si V (F ) > 0 se considera que es un activo pero si V (F ) < 0 entonces ser¶a un
pasivo. De esta forma si V (F ) > 0 y las tasas suben, entonces este incremento
ser¶a desfavorable, pero si las tasas bajan este cambio ser¶a favorable. De forma
an¶aloga si V (F ) < 0 y las tasas suben esto ser¶a favorable, sin embargo si las tasas
bajan ser¶a desfavorable.

Es por ello que el tenedor de estos °ujos de efectivo enfrenta un riesgo de tasa
de inter¶es ante el valor presente de los °ujos de efectivo por lo que es necesario
encontrar una estrategia que inmunice estos °ujos contra cambios en la tasa de
inter¶es. Una forma de lograr tal inmunizaci¶on ser¶³a comprando (o vendiendo en
corto) un bono de tal forma que los cupones inmunizar¶an los °ujos de efectivo,
desafortunadamente, no siempre se van a encontrar estos bonos que coincidan
con los °ujos de efectivo. Otra forma ser¶³a comprando un portafolio de bonos
cup¶on cero con vencimiento en t1 ;t2 ;:::;tn (las fechas en que ocurrir¶an los °ujos
de efectivo) sin embargo no siempre es posible encontrar dichos bonos.

Otra estrategia es armar un portafolio con bonos cup¶on cero de tal forma que
el valor presente de este portafolio sea igual al valor presente de los °ujos de
efectivo, pero surge el inconveniente de que si el rendimiento del bono cambia
con el paso del tiempo entonces el valor presente del portafolio y el de los °ujos
de efectivo cambiar¶a y ser¶a distinto. Sin embargo, una soluci¶on a este problema
es igualar la sensibilidad al cambio en las tasas de inter¶es del portafolio y de
los °ujos, es decir, igualar la duraci¶on del portafolio y de los °ujos. Por un
lado al igualar el valor presente del portafolio de bonos y el de los °ujos de
efectivo ambos tendr¶³an el mismo valor el d¶³a de hoy, y si adem¶as, se logra que
la duraci¶on de este portafolio y los °ujos sea la misma, entonces ambos valores
presentes responder¶an id¶enticamente (al menos en primer orden) a cambios en los
rendimientos. Si el rendimiento se incrementa entonces el valor presente de los
°ujos se decrementar¶a en aproximadamente el mismo valor que el valor presente
del portafolio de bonos, pero si el rendimiento decrece tanto el valor presente de
los °ujos y el del portafolio crecer¶an en el mismo monto.

De la discusi¶on anterior el problema se ve reducido a resolver un sistema de dos
ecuaciones lineales, y para que este sistema tenga soluci¶on ¶unica el portafolio
debe consistir de dos bonos.

Si V (F ) y D son el valor presente y duraci¶on de los °ujos de efectivo, y considere
dos bonos cup¶on cero cuyos precios y duraciones est¶an dados por P 1 ;D 1 para el
bono uno respectivamente, y P 2 ;D 2 para el bono 2 respectivamente. Si ® 1 y ® 2
son las cantidades invertidas en el bono 1 y 2, entonces la ecuaci¶on que establece
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que el valor presente del portafolio y de los °ujos de efectivo es igual es:

P 1 ® 1 + P 2 ® 2 = V (F ) ;

por (3:14) la ecuaci¶on que hace que las duraciones sean iguales est¶a dada por:

P 1 D 1 ® 1 + P 2 D 2 ® 2 = D V (F ) ;

con ® 1 y ® 2 las inc¶ognitas del sistema de ecuaciones.

Por lo tanto ® 1 y ® 2 proporcionar¶an el portafolio que inmunizar¶a el valor presente
de los °ujos de efectivo contra cambios en la tasa de rendimiento. Sin embargo,
si el rendimiento cambia, el portafolio tomar¶a un valor que ser¶a aproximada-
mente igual al del valor presente de los °ujos de efectivo. Ante este cambio del
rendimiento, el portafolio original deber¶a ser rebalanceado ya que a este nuevo
nivel de la tasa de rendimiento el portafolio ya no inmunizar¶a los °ujos de efectivo,
por lo que se trata de rebalancear din¶amicamente el valor del portafolio.

Note que este m¶etodo usa la duraci¶on como medida de riesgo la cual trabaja bien
cuando los cambios de rendimientos son peque~nos. Si se quisiera contar con mejor
precisi¶on en la inmunizaci¶on ante cambios moderados en la tasa de interes ser¶³a
adecuado utilizar la convexidad, es decir, el portafolio de bonos cup¶on adem¶as
de ser igualado a su valor presente y duraci¶on con las de los °ujos de efectivo,
tambi¶en deber¶a ser formado de tal manera que su convexidad sea la misma. Al
hacer esto se tendr¶a que resolver un sistema de tres ecuaciones, raz¶on por la cual
ser¶³a adecuado adicionar un bono al portafolio de bonos que se construy¶o con el
m¶etodo donde ¶unicamente se ocupaba la duraci¶on, para obtener un sistema de
tres ecuaciones en tres inc¶ognitas.

Si V (F ) , D y C son el valor presente, duraci¶on y convexidad del valor presente
de los °ujos de efectivo; P i, D i y C i son los precios, duraci¶on y convexidad del
bono i, i = 1;2;3 respectivamente y ® i es la proporci¶on invertida en el bono i,
entonces las ecuaciones que igualan el valor presente y duraci¶on del portafolio y
de los °ujos de efectivo est¶an dadas por

P 1 ® 1 + P 2 ® 2 + P 3 ® 3 = V (F )

P 1 D 1 ® 1 + P 2 D 2 ® 2 + P 3 D 3 ® 3 = D V (F ) ;

y por (3:16) la ecuaci¶on de convexidad est¶a dada por

P 1 C 1 ® 1 + P 2 C 2 ® 2 + P 3 C 3 ® 3 = C V (F ) :

De esta forma, ® 1 , ® 2 y ® 3 proporcionar¶an un portafolio que inmunizar¶a el valor
presente de los °ujos de efectivo ante cambios moderados en la tasa de inter¶es, que
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como con anterioridad se debe rebalancear din¶amicamente para que la protecci¶on
siga siendo e¯caz.

Finalmente, este m¶etodo de inmunizaci¶on proporciona buenos resultados en la
pr¶actica pero tiene debilidades las cuales se citan a continuaci¶on:

i) Es un m¶etodo de inmunizaci¶on local, es decir, para cambios peque~nos o mo-
derados en el rendimiento,

ii) Supone que los rendimientos de los bonos as¶³ como el de los °ujos de efectivo
son iguales, lo cual en la pr¶actica no es cierto,

iii) Se supone que bonos con peque~nas y grandes duraciones pueden ser encon-
trados con el mismo rendimiento, lo cual es irreal,

iv) Debido a que usualmente los bonos de largo plazo tienen rendimientos m¶as
grandes que los de corto plazo, cuando los rendimientos cambian es improbable
que los rendimientos en todos los bonos cambien por el mismo monto, por lo que
rebalancear el portafolio puede ser dif¶³cil.

Es por ello que a continuaci¶on se considerar¶a una extensi¶on de inmunizaci¶on que
contempla a la estructura de plazos y no solo el rendimiento al vencimiento de
un bono.

3 .4 E x te n si¶o n d e l c o n c e p to d e d u ra c i¶o n y c o n v e x id a d a la
e stru c tu ra d e p la z o s

Hasta el momento se ha utilizado el concepto de duraci¶on como una medida
de sensibilidad del precio de un bono respecto al rendimiento de un bono, pero
si se trabaja con la estructura de plazos en lugar del rendimiento al vencimiento
esta medida de riesgo a las tasas de inter¶es se puede generalizar.

Esta alternativa es considerar cambios paralelos en la curva de la tasa spot, es
decir, dadas las tasas spot R (t;T 1 ) , R (t;T 2 ) , . . . ,R (t;T n ) , se supondr¶a que estas
tasas cambian simult¶aneamente por una cantidad ¸ , es decir, el cambio en las
tasas spot estar¶³a dado por R (t;T 1 ) + ¸ , R (t;T 2 ) + ¸ , . . . ,R (t;T n ) + ¸ . Note que este
cambio paralelo en la curva de tasas spot generaliza un cambio en el rendimiento
al vencimiento, ya que si la curva de tasas spot es plana entonces todas las tasas
ser¶³an igual al valor com¶un del rendimiento al vencimiento. Una vez vista esta
alternativa que generaliza a lo anterior (rendimiento al vencimiento) se puede
construir la duraci¶on y convexidad usando la estructura de plazos.

Considere la siguiente notaci¶on, sea

P (¸ ) = P (R (t;T 1 ) + ¸ ;R (t;T 2 ) + ¸ ;:::;R (t;T n ) + ¸ ) ;
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es decir, el precio de un bono visto como funci¶on de un incremento (decremento)
paralelo en la estructura de plazos de ¸ unidades. Por ejemplo, si la composici¶on
es continua entonces

P (¸ ) = P (R (t;T 1 ) + ¸ ;R (t;T 2 ) + ¸ ;:::;R (t;T n ) + ¸ ) =

nX
i= 1

cT ie
¡ (R (t;T i)+ ¸ )T i :

Ahora, se considerar¶a una medida de sensibilidad con respecto a cambios paralelos
en la curva de rendimientos y ¶esta ser¶a de¯nida como la duraci¶on monetaria
Fisher-Weil 9 para un arbitrario ¸ como el n¶umero D M :

D M = ¡ @ P (¸ )
@ ¸

j̧ = 0 :

Del mismo modo se puede de¯nir la duraci¶on modi¯cada Fisher-Weil como el
n¶umero D ¤ tal que

@ P (¸ )

@ ¸
j̧ = 0 = ¡ P (0)D ¤ ;

la cual es la sensibilidad relativa del precio y esencialmente generaliza la f¶ormula
de la duraci¶on modi¯cada del rendimiento al vencimiento (yield) .

La duraci¶on modi¯cada Fisher-Weil para el caso de composici¶on continua est¶a
dada por

D ¤ = ¡ 1

P (0)

@ P (¸ )

@ ¸
j̧ = 0 = ¡

1

P (0)

"
@

@ ¸

nX
i= 1

cT ie
¡ (R (t;T i)+ ¸ )T i

#
¸ = 0

=
1

P (0)

nX
i= 1

T icT ie
¡ R (t;T i)T i

;

con

P (0) = P =

nX
i= 1

cT ie
¡ R (t;T i)T i :

Para el caso de composici¶on compuesta m veces al a~no se tiene que

P (¸ ) =

nX
i= 1

cT i

·
1 +

R (t;T i) + ¸

m

¡̧ T i
;

9 E n su a rt¶³cu lo titu la d o " C o p in g w ith th e risk o f in terest-ra te ° u ctu a tio n s: retu rn s to

b o n d h o ld ers fro m n a iv e o p tim a l stra teg ies" , [9 ].
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entonces la duraci¶on modi¯cada est¶a dada por

D ¤ = ¡ 1

P (0)

@ P (¸ )

@ ¸
j̧ = 0

= ¡ 1

P (0)

"
nX
i= 1

¡ T icT i
1

m

μ
1 +

R (t;T i) + ¸

m

¶¡ (T i+ 1 )#
¸ = 0

;

por lo que

D ¤ =

P n
i= 1

T i
m cT i

³
1 + R (t;T i)

m

¡́ (T i+ 1 )

P (0)
:

En el caso continuo la duraci¶on modi¯cada Fisher-Weil es un promedio ponderado
del tiempo en que ocurren los °ujos, sin embargo en el caso de composici¶on
discreta, no obstante de tener unidades de tiempo, no es exactamente un promedio
ponderado de los tiempos en que se reciben °ujos ya que el factor de descuento³
1 + R (t;T i)

m

¡́ (T i+ 1 )
que aparece en el numerador no es el factor de descuento³

1 + R (t;T i)
m

¡́ T i
del °ujo cT i , es decir, existe un factor extra

³
1 + R (t;T i)

m

¡́ 1
en

cada sumando del numerador.

Al recordar el caso simple cuando solo se aplicaba el rendimiento al vencimiento
(yield) , es decir, cuando R (t;T i) = y 8 T i era posible factorizar (1 + y ) ¡ 1 como
factor com¶un de la suma y as¶³ obtener un promedio ponderado. Cuando se
considera a la estructura de plazos en lugar del rendimiento al vencimiento no es

posible hacer ese paso ya que que el t¶ermino que sobra
³
1 + R (t;T i)

m

¡́ 1
depende

de T i, es decir, depende del ¶³ndice de la suma i, y es por esta raz¶on que algunos
autores a la duraci¶on modi¯cada Fisher-Weil le llaman cuasiduraci¶on modi¯cada
ya que no es propiamente un promedio ponderado.

De forma an¶aloga, se puede de¯nir la convexidad cuando se trabaja con la es-
tructura de plazos, es decir la convexidad se de¯ne como el n¶umero C tal que

@ 2 P (¸ )

@ ¸ 2
j̧ = 0 = C P (0) :

3 .4 .1 In m u n iz a c i¶o n d e ° u jo s d e e fe c tiv o a tr a v ¶e s d e la e str u c tu ra d e
p la z o s

Cuando se trabaja con la estructura de plazos el m¶etodo de inmunizaci¶on
visto previamente se convierte en un m¶etodo m¶as robusto, pues en lugar de
trabajar con el rendimiento al vencimiento, se trabajar¶a con la estructura de



T ¶ecn icas d e in m u n iza ci¶on d e ° u jo s d e efectivo 52

plazos y se supondr¶a que toda la estructura de plazos cambia paralelamente y
como consecuencia este nuevo m¶etodo no depender¶a en seleccionar bonos con un
rendimiento al vencimiento com¶un.

El m¶etodo de inmunizaci¶on consistir¶a en crear un portafolio de bonos cup¶on cero
cuyo valor presente sea igual al valor presente de los °ujos de efectivo que se
desean inmunizar. Para hacer que el valor presente del portafolio responda en
la misma magnitud a cambios peque~nos y paralelos en la estructura de plazos
al valor presente de los °ujos de efectivo, se pedir¶a que la duraci¶on Fisher-Weil
de este portafolio sea igual a la de los °ujos de efectivo. De esta manera se
tendr¶a un sistema de dos ecuaciones y para simpli¯car este problema entonces se
utilizar¶an dos bonos para obtener dos inc¶ognitas en dos ecuaciones y as¶³ obtener
una soluci¶on ¶unica.

Espec¶³¯camente, el sistema que se tendr¶a que resolver es

P 1 ® 1 + P 2 ® 2 = V (F )

P 1 D 1 ® 1 + P 2 D 2 ® 2 = V (F )D
¤ ;

donde V (F ) , D ¤ son el valor presente y duraci¶on modi¯cada Fisher-Weil de los
°ujos de efectivo, P i, D i y ® i es el precio, duraci¶on modi¯cada Fisher-Weil y la
proporci¶on invertida del bono i respectivamente, i = 1;2.

De esta forma se deber¶a resolver el sistema para ® 1 y ® 2 , y se obtendr¶a un
portafolio que inmunice el valor presente de los °ujos de efectivo ante cambios
paralelos en la estructura de plazos.

Si se desea una mejor precisi¶on en la estrategia de inmunizaci¶on de los °ujos de
efectivo ante cambios paralelos moderados en la estructura de plazos es conve-
niente imponer la restricci¶on adicional de que las convexidades del portafolio y
la de los °ujos de efectivo sean iguales, de esta forma se tendr¶an tres ecuaciones,
y nuevamente para simpli¯car el problema es conveniente armar un portafolio de
tres bonos para tener un sistema de tres ecuaciones en tres inc¶ognitas.

Es decir, si C i y C son las convexidades para el bono i y para el valor presente
de los °ujos de efectivo respectivamente, entonces las dos ecuaciones de valor
presente y duraci¶on est¶an dadas por

P 1 ® 1 + P 2 ® 2 + P 3 ® 3 = V (F )

P 1 D 1 ® 1 + P 2 D 2 ® 2 + P 3 D 3 ® 3 = V (F ) D
¤ ;

y la ecuaci¶on que establece que las convexidades deben ser iguales es

P 1 C 1 ® 1 + P 2 C 2 ® 2 + P 3 C 3 ® 3 = V (F )C :
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De esta forma, ® 1 , ® 2 y ® 3 de¯nir¶an un portafolio que inmunizar¶a a los °ujos
de efectivo ante el riesgo de cambios paralelos y moderados en la estructura de
plazos. Es importante mencionar que esta inmunizaci¶on es din¶amica al igual que
en el caso anterior.

3 .5 In m u n iz a c i¶o n c o n F u tu ro s

La importancia de los mercados de futuros ¯nancieros 1 0 se debe primordial-
mente al hecho de que proporcionan °exibilidad a los inversionistas para entrar
o salir r¶apidamente del mercado. Esto es debido a su liquidez y al bajo nivel
de apalancamiento que se requiere. Es por ello que los futuros ¯nancieros de
t¶³tulos de deuda p¶ublica, son herramientas ¶utiles que permiten a las tesorer¶³as
de corporativos controlar el riesgo de tasa de inter¶es con bajos costos de tran-
sacci¶on. Adicionalmente, el riesgo cr¶edito de estos instrumentos es nulo d¶ebido a
la incorporaci¶on del mercado de una c¶amara de compensaci¶on la cual act¶ua como
contraparte de todas las partes, garantizando el cumplimiento de las obligaciones
contra¶³das.

Es por ello que los futuros sobre t¶³tulos de deuda p¶ublica son instrumentos id¶oneos
que permiten a las tesorer¶³as planear sus °ujos de efectivo en respuesta a sus
expectativas econ¶omicas y ¯nancieras, reduciendo el riesgo y la incertidumbre
del mercado con bajos costos de transacci¶on.

A continuaci¶on, se presenta un m¶etodo de inmunizaci¶on de °ujos de efectivo
utilizando futuros 1 1 , y se supondr¶a que la tasa corta es guiada por un proceso
de difusi¶on dado por

dr t = ¹ (r t;t)dt + ¾ (r t;t)dW ; (3:17)

donde r t es la tasa corta; ¹ (r t;t) , ¾ (r t;t) son funciones conocidas y dW es un
movimiento browniano.

Por otro lado un contrato de futuros sobre tasas de inter¶es es un contrato de
futuros sobre un activo cuyo precio depende ¶unicamente del nivel de las tasas de
inter¶es (como es el caso de un t¶³tulo de deuda p¶ublica cuyo precio depende de las
tasas de inter¶es) .

Es decir, el precio del futuro es una funci¶on de la tasa de inter¶es r t, tiempo t,
vencimiento del contrato T y el vencimiento del activo subyacente M . Por lo que
si F es el precio de un futuro sobre un t¶³tulo de deuda p¶ublica, entonces

F = F (r t;t; T ;M );

1 0 P a ra u n a rev isi¶o n d e esto s in stru m en to s co n su lta r H u ll [1 3 ].
1 1 B a sa d o en G o n z¶a lez-V en eg a s [1 2 ].
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por el lema de Itô se tiene que:

dF =

·
@ F

@ t
+ ¹ (r t;t)

@ F

@ r t
+
1

2
¾ 2 (r t;t)

@ 2 F

@ r 2t
ḑt + ¾ (r t;t)

@ F

@ rt
dW :

Ahora, el precio de un futuro sobre un bono cup¶on cero est¶a dado por

F (r t;t; T ;M ) = S exp [rT ¡ t(T ¡ t) ¡ r T + M ¡ t(T + M ¡ t) ] ;

para composici¶on continua, y

F (r t;t; T ;M ) = S

"
1 + r t;T

T ¡ t
3 6 0

1 + r t;T + M
T + M ¡ t
3 6 0

#
;

para composici¶on discreta, donde S es el valor nominal del bono cup¶on cero y
r t;T es la tasa de rendimiento estimada del bono cup¶on cero en [t;T ] , y r t;T + M
es la tasa de rendimiento del bono cup¶on cero en [t;T + M ] .

Un m¶etodo de inmunizaci¶on es crear un portafolio ¦ consistente de contratos
futuros, es decir

¦ =

nX
i= 1

w iF i ;

donde w i es la cantidad de contratos del futuro i en el portafolio y F i es el precio
del futuro i. El valor de este portafolio se iguala al valor presente de los °ujos de
efectivo denotado por V (F ) , es decir

¦ =

nX
i= 1

w iF i = V (F ) ;

lo cual es equivalente a
nX
i= 1

w iF i ¡ V (F ) = 0:

Se desea determinar las cantidades w i, i = 1;2;3 de tal forma que los cambios
en el valor presente de los °ujos de efectivo V (F ) por variaciones en la tasa de
inter¶es se compensen con los °ujos generados por los contratos a futuro de distinto
vencimiento F i, es decir

d

Ã
nX
i= 1

w iF i

!
¡ dV (F ) = 0 ;
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lo cual es equivalente a
nX
i= 1

w idF i ¡ dV (F ) = 0 :

Note que V (F ) depende tambi¶en de la tasa de inter¶es, por lo que al aplicar el
lema de Itô a la expresi¶on anterior se llega a

0 =

nX
i= 1

w i

·μ
@ F i

@ t
+ ¹ (r t;t)

@ F i

@ r t
+
1

2
¾ 2 (r t;t)

@ 2 F i

@ r 2t

¶
dt + ¾ (r t;t)

@ F i

@ rt
dW

¸
¡
·μ
@ V

@ t
+ ¹ (r t;t)

@ V

@ r t
+
1

2
¾ 2 (r t;t)

@ 2 V

@ r 2t

¶
dt + ¾ (r t;t)

@ V

@ r t
dW

¸
=

nX
i= 1

w i
@ F i

@ t
dt +

nX
i= 1

w i
@ F i

@ r t
¹ (r t;t)dt +

1

2
¾ 2 (r t;t)dt

nX
i= 1

w i
@ 2 F i

@ r 2t

+ ¾ (r t;t)dW

nX
i= 1

@ F i

@ r t
w i ¡

@ V

@ t
dt ¡ ¹ (r t;t)

@ V

@ rt
dt ¡ 1

2
¾ 2 (r t;t)

@ 2 V

@ r 2t
dt

¡ ¾ (r t;t)
@ V

@ r t
dW

=

nX
i= 1

w i
@ F i

@ t
dt + (¹ (r t;t)dt + ¾ (r t;t)dW )

nX
i= 1

@ F i

@ r t
w i

+
1

2
¾ 2 (rt;t)dt

nX
i= 1

w i
@ 2 F i

@ r 2t
¡ @ V
@ t
dt ¡ @ V

@ r t
(¹ (rt;t)dt + ¾ (r t;t)dW )

¡ 1
2
¾ 2 (rt;t)

@ 2 V

@ r 2t
dt

:

Por (3:17) se tiene que la igualdad anterior es equivalente a

0 =

nX
i= 1

w i
@ F i

@ t
dt + dr t

nX
i= 1

@ F i

@ r t
w i +

1

2
¾ 2 (r t;t)dt

nX
i= 1

w i
@ 2 F i

@ r 2t
¡ @ V
@ t
dt ¡ @ V

@ rt
dr t

¡ 1
2
¾ 2 (r t;t)

@ 2 V

@ r 2t
dt

;

y al reagrupar t¶erminos se tiene que

0 =

"
nX
i= 1

w i
@ F i

@ t
¡ @ V
@ t

#
dt +

"
nX
i= 1

w i
@ F i

@ r t
¡ @ V
@ r t

#
drt

+
1

2
¾ 2 (r t;t)

"
nX
i= 1

w i
@ 2 F i

@ r 2t
¡ @

2 V

@ r 2t

#
dt

:
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La ecuaci¶on anterior es fundamental para generar estrategias de cobertura con
contratos a futuro sobre bonos cup¶on cero, ya que a partir de ¶esta se desarrolla
el siguiente m¶etodo de cobertura.

3 .5 .1 M ¶e to d o d e In m u n iz a c i¶o n

De la ecuaci¶on anterior dado que dt y dr t son variables independientes, se
sigue que las condiciones para que se conserve esa igualdad es que los t¶erminos
que se encuentran en los par¶entesis sean igual a cero, es decir:

nX
i= 1

w i
@ F i

@ t
¡ @ V
@ t

=0

nX
i= 1

w i
@ F i

@ r t
¡ @ V
@ rt

=0

nX
i= 1

w i
@ 2 F i

@ r 2t
¡ @

2 V

@ r 2t
=0

:

El sistema anterior puede ser reescrito como:

nX
i= 1

w i
@ F i

@ t
¡ @ V
@ t

=0

nX
i= 1

w i

·
¡ @ F i
@ r t

¡̧
·
¡ @ V
@ r t

¸
=0

nX
i= 1

w i
@ 2 F i

@ r 2t
¡ @

2 V

@ r 2t
=0

; (3:18)

el cual es un sistema de tres ecuaciones en las inc¶ognitas w 1 ,w 2 , . . . ,w n , y donde

¡ @ F i
@ rt
, ¡ @ V

@ rt
, @

2 F i
@ r 2t

y @ 2 V
@ r 2t
, son las duraciones y convexidad monetarias del futuro

i y del valor presente de los °ujos de efectivo respectivamente.

Adicionalmente, las cantidades @ F i
@ t y

@ V
@ t miden la sensibilidad de los futuros y

del valor presente de los °ujos de efectivo a la fecha de inicio de la cobertura
respectivamente. Es decir, el sistema de ecuaciones anterior retoma el hecho
de que la duraci¶on y convexidad monetarias del portafolio de futuros deben ser
iguales a las del valor presente de los °ujos de efectivo.

Cabe mencionar que con cuatro o m¶as series de futuros en el portafolio se ob-
tendr¶³a un sistema de tres ecuaciones en cuatro o m¶as inc¶ognitas, por lo tanto
existir¶³a un n¶umero in¯nito de estrategias de coberturas, de las cuales se podr¶³an
escoger algunas que cumplan ciertas restricciones adicionales que se impongan
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(como podr¶³an ser condiciones sobre la liquidez de los contratos) . Sin embargo
ser¶³a una tarea ardua, por esta raz¶on es conveniente escoger tres futuros para as¶³
obtener un sistema de tres ecuaciones en tres inc¶ognitas, de donde se obtiene:

w 1
@ F 1

@ t
+ w 2

@ F 2

@ t
+ w 3

@ F 3

@ t
¡ @ V
@ t

=0

w 1

·
¡ @ F 1
@ r t

¸
+ w 2

·
¡ @ F 2
@ r t

¸
+ w 3

·
¡ @ F 3
@ r t

¸
¡
·
¡ @ V
@ r t

¸
=0

w 1
@ 2 F 1

@ r 2t
+ w 2

@ 2 F 2

@ r 2t
+ w 3

@ 2 F 3

@ r 2t
¡ @

2 V

@ r 2t
=0

:

Si se desea formar un portafolio con cuatro futuros tal vez ser¶³a apropiado adi-
cionar una restricci¶on m¶as al sistema (3:18) tal como que el valor presente del
portafolio de futuros y valor presente de los °ujos de efectivo fueran iguales, lo
que volver¶a a (3:18) en un sistema de cuatro ecuaciones en cuatro inc¶ognitas, es
decir

w 1 F 1 + w 2 F 2 + w 3 F 3 + w 4 F 4 =V (f )

w 1
@ F 1

@ t
+ w 2

@ F 2

@ t
+ w 3

@ F 3

@ t
+ w 4

@ F 4

@ t
=
@ V

@ t

w 1

·
¡ @ F 1
@ r t

¸
+ w 2

·
¡ @ F 2
@ r t

¸
+ w 3

·
¡ @ F 3
@ r t

¸
+ w 4

·
¡ @ F 4
@ r t

¸
= ¡ @ V

@ r t

w 1
@ 2 F 1

@ r 2t
+ w 2

@ 2 F 2

@ r 2t
+ w 3

@ 2 F 3

@ r 2t
+ w 4

@ 2 F 4

@ r 2t
=
@ 2 V

@ r 2t

:

Donde la primera ecuaci¶on establece el hecho de que el valor presente del portafo-
lio de futuros es el mismo que el valor presente de los °ujos de efectivo.

Si en vez de trabajar con la duraci¶on monetaria se trabaja con la duraci¶on mo-
di¯cada el sistema anterior puede ser reescrito como:

1

V
(w 1 F 1 + w 2 F 2 + w 3 F 3 + w 4 F 4 ) =

V (f )

V

1

V

μ
w 1
@ F 1

@ t

F 1

F 1
+ w 2

@ F 2

@ t

F 2

F 2
+ w 3

@ F 3

@ t

F 3

F 3
+ w 4

@ F 4

@ t

F 4

F 4

¶
=
@ V

@ t

1

V

¡ 1
V

μ
w 1
@ F 1

@ r t

F 1

F 1
+ w 2

@ F 2

@ r t

F 2

F 2
+ w 3

@ F 3

@ rt

F 3

F 3
+ w 4

@ F 4

@ r t

F 4

F 4

¶
= ¡ @ V

@ r t

1

V

1

V

μ
w 1
@ 2 F 1

@ r 2t

F 1

F 1
+ w 2

@ 2 F 2

@ r 2t

F 2

F 2
+ w 3

@ 2 F 3

@ r 2t

F 3

F 3
+ w 4

@ 2 F 4

@ r 2t

F 4

F 4

¶
=
@ 2 V

@ r 2t

1

V

;
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reagrupando t¶erminos y si

k i =
w iF i

V
; D i = ¡

@ F i

@ r t

1

F i
; C i =

@ 2 F i

@ r 2t

1

F i
; A i =

@ F i

@ r t

1

F i

D V = ¡
@ V

@ r t

1

V
; C V =

@ 2 V

@ r 2t

1

V
; A V =

@ V

@ t

1

V
:

De esta forma, el sistema de ecuaciones anterior est¶a dado por

k 1 + k 2 + k 3 + k 4 =1

k 1 A 1 + k 2 A 2 + k 3 A 3 + k 4 A 4 =A V

k 1 D 1 + k 2 D 2 + k 3 D 3 + k 4 D 4 =D V

k 1 C 1 + k 2 C 2 + k 3 C 3 + k 4 C 4 =C V

; (3:19)

donde D i, C i son la duraci¶on modi¯cada y convexidad del futuro i, y D V , C V la
duraci¶on modi¯cada y convexidad del °ujo de efectivo.

Finalmente, como el precio del futuro est¶a dado por

F (r t;t; T ;M ) = S

"
1 + r t;T

¡
T ¡ t
3 6 0

¢
1 + r t;T + 9 1

¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢# ; (3:20)

con S es el valor nominal del bono cup¶on cero; r r;T tasa de rendimiento estimada
libre de riesgo entre el tiempo t y T ; r r;T + 9 1 es la tasa de rendimiento estimada
libre de riesgo entre el tiempo t y T + 91.

Ahora, se supondr¶a que la estructura de plazos est¶a afectada por cambios parale-
los, por lo que el efecto del precio del futuro debido a estos cambios ser¶a denotado
por F (¸ ) y es igual a

F (¸ ) = S

"
1 + (r t;T + ¸ )

¡
T ¡ t
3 6 0

¢
1 + (r t;T + 9 1 + ¸ )

¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢# ;
donde ¸ es el cambio paralelo en la estructura de plazos, por lo que la duraci¶on
monetaria del futuro suponiendo cambios paralelos en la estructura de plazos est¶a
dada por:

D =
@ F (¸ )

@ ¸
j̧ = 0

=S
T ¡ t
3 6 0

£
1 + (r t+ 9 1 + ¸ )

¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢¤
¡ T + 9 1 ¡ t

3 6 0

£
1 + (r t;T + ¸ )

¡
T ¡ t
3 6 0

¢¤£
1 + (r t;T + 9 1 + ¸ )

¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢¤2 j̧ = 0
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D =S
T ¡ t
3 6 0

£
1 + r t;T + 9 1

¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢¤
¡ T + 9 1 ¡ t

3 6 0

£
1 + r t;T

¡
T ¡ t
3 6 0

¢¤£
1 + r t;T + 9 1

¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢¤2
=
S T ¡ t3 6 0

£
1 + r t;T + 9 1

¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢¤£
1 + rt;T + 9 1

¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢¤2 ¡ S T + 91 ¡ t
360

1 + r t;T
¡
T ¡ t
3 6 0

¢£
1 + r t;T + 9 1

¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢¤2
=

S T ¡ t3 6 0

1 + r t;T + 9 1
¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢
¡ T + 91 ¡ t

360

1

1 + r t;T + 9 1
¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢S 1 + r t;T
¡
T ¡ t
3 6 0

¢
1 + r t;T + 9 1

¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢

;

por (3.20) se tiene que

D =
S T ¡ t3 6 0

1 + r t;T + 9 1
¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢¡ T + 91 ¡ t
360

1

1 + r t;T + 9 1
¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢F
=

S T ¡ t3 6 0

1 + r t;T + 9 1
¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢¡ T + 91 ¡ t
360

T ¡ t
3 6 0
T ¡ t
3 6 0

S

S

1

1 + r t;T + 9 1
¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢F
=

S T ¡ t3 6 0

1 + r t;T + 9 1
¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢¡ S T ¡ t3 6 0

1 + r t;T + 9 1
¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢T + 91 ¡ t
T ¡ t

F

S

:

Por lo tanto la duraci¶on es

D =
S T ¡ t3 6 0

1 + r t;T + 9 1
¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢·1 ¡ F
S

T + 91 ¡ t
T ¡ t

¸
; (3:21)

y la convexidad monetaria del futuro est¶a dada por

C =
@ 2 F (¸ )

@ ¸ 2
j̧ = 0 =

@

@ ¸

μ
@ F (¸ )

@ ¸

¶
j̧ = 0

=
@

@ ¸

"
S T ¡ t3 6 0

1 + (r t;T + 9 1 + ¸ )
¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢μ1 ¡ F (¸ )
S

T + 91 ¡ t
T ¡ t

¶#
j̧ = 0

=

(μ
1 ¡ F (¸ )

S

T + 91 ¡ t
T ¡ t

¶
@

@ ¸

Ã
S T ¡ t3 6 0

1 + (r t;T + 9 1 + ¸ )
¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢!

+
S T ¡ t3 6 0

1 + (r t;T + 9 1 + ¸ )
¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢ @
@ ¸

μ
1 ¡ F (¸ )

S

T + 91 ¡ t
T ¡ t

¶)
j̧ = 0

;
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C =

(μ
1 ¡ F (¸ )

S

T + 91 ¡ t
T ¡ t

¶Ã
¡

S T ¡ t3 6 0
T + 9 1 ¡ t
3 6 0£

1 + (r t;T + 9 1 + ¸ )
¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢¤2
!

¡
S T ¡ t3 6 0

1 + (r t;T + 9 1 + ¸ )
¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢T + 91 ¡ t
T ¡ t

1

S

@ F (¸ )

@ ¸

)
j̧ = 0

=

μ
1 ¡ F (0)

S

T + 91 ¡ t
T ¡ t

¶Ã
¡

S T ¡ t3 6 0
T + 9 1 ¡ t
3 6 0£

1 + r t;T + 9 1
¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢¤2
!

¡
T ¡ t
3 6 0

1 + r t;T + 9 1
¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢T + 91 ¡ t
T ¡ t

@ F (¸ )

@ ¸
j̧ = 0

= ¡
·
1 ¡ F (0)

S

T + 91 ¡ t
T ¡ t

¸"
S T ¡ t3 6 0

1 + r t;T + 9 1
¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢#" T + 9 1 ¡ t
3 6 0

1 + rt;T + 9 1
¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢#

¡
T ¡ t
3 6 0

1 + r t;T + 9 1
¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢T + 9 1 ¡ t3 6 0
T ¡ t
3 6 0

@ F (¸ )

@ ¸
j̧ = 0

;

por (3.21) el primer sumando es la duraci¶on monetaria, por lo que

C = ¡ D
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

1 + r t;T + 9 1
¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢¡ T + 9 1 ¡ t
3 6 0

1 + r t;T + 9 1
¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢D ;

de este modo se tiene que

C = ¡ 2D
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

1 + rt;T + 9 1
¡
T + 9 1 ¡ t
3 6 0

¢: (3:22)

Este m¶etodo propuesto para inmunizar un conjunto de °ujos de efectivo contra
el riesgo de la tasa de inter¶es parte de la estructura de plazos, la cual puede ser
estimada con el modelo de Vasicek dada por (2.23) , para determinar la duraci¶on y
convexidad (monetaria o modi¯cada) del valor presente del conjunto de °ujos de
efectivo y de los contratos a futuro sobre tasas para diferentes vencimientos dadas
por (3:21) y (3:22) respectivamente. Con el sistema de ecuaciones determinadas
en (3:18) ¶o (3:19) se obtiene el portafolio que inmunizar¶a al valor presente de los
°ujos de efectivo.
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C A P ¶IT U L O 4

C O M P O R T A M IE N T O A S IN T ¶O T IC O D E L
R E N D IM IE N T O S O B R E E L C A P IT A L E
IN V E R S O D E L A R A Z ¶O N P R E C IO -U T IL ID A D

4 .1 In tro d u c c i¶o n

En la vida diaria, para la toma de decisiones se requieren de ciertos indi-
cadores que sirvan como benchmark para llevar a cabo una decisi¶on correcta.
En las ¯nanzas corporativas se requieren tomar muchas decisiones entre las que
destacan:

1) La compra de una empresa.

2) Llevar a cabo un proyecto

3) El precio al que se vender¶a una acci¶on cuando se emite por primera vez.

4) Elegir una estructura de capital adecuada, ¶etc.

Existen t¶ecnicas que ayudan a la toma de decisiones en este campo, entre las
que destacan para (los puntos 1 y 2) : el m¶etodo de °ujos de efectivo descon-
tados, el valor presente neto, el c¶alculo de la tasa interna de retorno, el valor
econ¶omico agregado (EVA) , an¶alisis de razones ¯nancieras como es el caso del
rendimiento sobre capital (ROE) , el m¶ultiplo precio utilidad (P/E) , el m¶ulti-
plo precio a valor en libros (P/B) . Todas estas t¶ecnicas ¶o indicadores anteriores
ocupan al " COSTO DE CAPITAL" , el cual es tomado como un benchmark al
compararlo con los resultados obtenidos por las t¶ecnicas anteriores. Es decir, es
en esta variable llamada costo de capital en donde recae la responsabilidad de la
toma de decisiones en el ¶area de las ¯nanzas corporativas, raz¶on por la cual la
determinaci¶on del costo de capital es fundamental para la toma de decisiones en
esta ¶area, ya que de este c¶alculo depende en gran medida el realizar o no alguna
acci¶on.

Algunos autores de¯nen al costo de capital como la tasa de rendimiento que
debe obtener la empresa sobre sus inversiones para que su valor en el mercado
permanezca inalterado. Este costo es tambi¶en la tasa de descuento de las uti-
lidades empresariales futuras. Dicho costo se puede estimar como el costo de
oportunidad de una inversi¶on alternativa. Es por ello que el administrador de las
¯nanzas empresariales se debe proveer de las herramientas necesarias para tomar
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las decisiones sobre las inversiones a realizar y por ende las que m¶as le convengan
a la organizaci¶on.

En el estudio del costo de capital se tiene como base las fuentes espec¶³¯cas de
capital para buscar los insumos fundamentales para determinar el costo total de
capital de la empresa, estas fuentes deben ser de largo plazo, ya que ¶estas son las
que otorgan un ¯nanciamiento permanente.

Las fuentes principales de fondos a largo plazo son el endeudamiento a largo
plazo, las acciones preferentes, las acciones comunes y las utilidades retenidas 1 2 ,
cada una asociada con un costo espec¶³¯co y que lleva a la consolidaci¶on del costo
total de capital. En particular este trabajo se enfocar¶a al costo de capital del
accionista.

Desde una perspectiva econ¶omica, el costo de capital se puede estimar como el
costo de oportunidad de una inversi¶on alternativa. En consecuencia, su esti-
maci¶on est¶a in°uenciada por el momento del mercado, lo que puede volverla muy
vol¶atil. El costo de capital se puede ver como la tasa requerida en funci¶on de
las expectativas para evaluar los °ujos de fondos provenientes de una inversi¶on
particular. Adicionalmente, el concepto de costo de oportunidad siempre se sus-
tenta en variables esperadas. Las cuales se formulan seg¶un las expectativas del
mercado.

Los componentes b¶asicos del costo de capital son:

1) La tasa de inter¶es,

2) La in°aci¶on esperada,

3) El riesgo.

Los dos primeros forman el valor temporal del dinero y el tercero es la incer-
tidumbre generada por las condiciones actuales del mercado.

Existen varios m¶etodos para estimar el costo de capital, tambi¶en llamado costo
de riesgo al accionista. La t¶ecnica m¶as utilizada es el modelo te¶orico de valuaci¶on
de activos conocido como CAPM 1 3 (siglas en ingl¶es de Capital Asset Pricing
Model) , el cual establece que el costo del capital (denotado por r e ) est¶a dado
por:

r e = r f + ¯ (r m ¡ r f ) ;

con

¯ =
Cov(r m ;r )

Var(r m )
;

1 2 P a ra u n a d escrip ci¶o n m ¶a s g en era l d e esto s co n cep to s v er Q u iv era [1 9 ].
1 3 C o n su lta r S h a rp e [2 1 ].
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y donde r f , r m y re son la tasa libre de riesgo, el rendimiento del mercado y el
rendimiento de la acci¶on respectivamente. De esta forma el par¶ametro ¯ en este
modelo mide la sensibilidad entre la rentabilidad de la acci¶on y la del mercado,
es decir, indica cuanto rinde la acci¶on por cada punto que rinde el mercado.

Sin embargo, estudios previos han demostrado que el CAPM a pesar de ser el
modelo m¶as utilizado en todo el mundo, para estimar el costo de capital, (o dicho
de otra forma, la rentabilidad que deben obtener los accionistas de una empresa
por invertir su dinero en ella) ha sido puesto en tela de juicio muchas veces,
y especialmente, la evidencia emp¶³rica muestra que no funciona adecuadamente
para estimar el costo de capital en los mercados emergentes. Carbonell-Hurtado-
P¶erez [5] , han trabajado con un modelo alternativo de costo de capital, el " Down-
side Capital Asset Pricing Model" (D-CAPM) , encontrando que funciona mucho
mejor que el CAPM en los mercados emergentes (en este art¶³culo se muestra que
la beta del CAPM tradicional explica el 36% de las variaciones en la rentabilidad
de los mercados emergentes, mientras que la beta del D-CAPM explica el 55%) .

4 .1 .1 D o w n sid e c a p ita l a sse t p r ic in g m o d e l

En ¯nanzas se suele de¯nir el riesgo como la variabilidad en los rendimientos
(tanto positivos como negativos) de un t¶³tulo y se mide con la desviaci¶on est¶andar
o con la varianza. No obstante, a los inversionistas les preocupa ¶unicamente la
parte negativa del riesgo, es decir, las rentabilidades por debajo del promedio.
Las que est¶an por encima, lejos de molestar, son deseadas. Sin embargo, si
la distribuci¶on de rentabilidades es normal, no hay ning¶un problema al medir
el riesgo con la desviaci¶on est¶andar o con la varianza, porque la distribuci¶on es
sim¶etrica, y estos par¶ametros, nos indicar¶an que tan probable es el observar tanto
rentabilidades superiores como inferiores a la media. Pero si la distribuci¶on no es
sim¶etrica, como ocurre especialmente en los mercados emergentes, la desviaci¶on
est¶andar y la varianza, dejan de ser ¶utiles como indicadores de riesgo, ya que la
probabilidad de obtener un rendimiento x% por encima de la media, es diferente
a la probabilidad de obtenerlo por debajo de ella, y el c¶alculo del par¶ametro
de riesgo del CAPM (la beta) se hace tomando en cuenta rendimientos tanto
positivos como negativos por lo que el costo de capital obtenido con este mode-
lo, universalmente utilizado, no dar¶a estimaciones apropiadas de este costo de
capital.

Debido a los problemas comentados anteriormente el modelo downside capital
asset pricing model (D-CAPM) trata de solucionar el problema anterior centr¶an-
dose ¶unicamente en el riesgo a la baja, y los valores que se obtienen son m¶as
acordes con lo que un inversionista espera por invertir su dinero en un pa¶³s emer-
gente, es decir, las rentabilidades inferiores a las de la media. Los supuestos bajo
los cuales el D-CAPM se desarrolla, son muy similares a los del CAPM tradi-
cional, sin embargo no requiere simetr¶³a en la distribuci¶on de rendimientos, lo
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cual es una gran ventaja. En particular si r e ;r f ;rm son el costo de capital, la
tasa libre de riesgo, y el rendimiento del mercado respectivamente, entonces el
modelo D-CAPM es el siguiente:

r e = r f + ¯ 0 (r f ¡ r m ) :

El cual es la misma f¶ormula del CAPM, pero la forma de calcular el p¶arametro
¯ 0 es a trav¶es de la siguiente forma:

¯ 0 =
Cov(min(rm ¡ ¹r m ;0) ;min(r ¡ ¹r ;0) )

Var(min(r m ¡ ¹r m ;0) )
:

Siendo:

r m : La rentabilidad del mercado.

¹r m : La rentabilidad promedio del mercado.

r : La rentabilidad de la acci¶on observada.

¹r : La rentabilidad promedio de la acci¶on.

De esta forma se puede observar que la f¶ormula de este modelo es muy pare-
cida a la del CAPM tradicional, pero el c¶alculo de la medida de sensibilidad del
D-CAPM (¯ 0 ) es diferente, ya que este par¶ametro es un factor que mide la sensi-
bilidad entre la rentabilidad de la acci¶on y la del mercado, pero ¶unicamente a la
baja, es decir, indica cuanto cae la acci¶on por debajo de su rentabilidad prome-
dio, por cada punto que el mercado cae por debajo de su rentabilidad promedio,
y no la sensibilidad total, tanto a la alza como a la baja, tal y como lo hace el
CAPM tradicional. Por lo tanto el D-CAPM soluciona el problema anterior, pues
como se coment¶o anteriormente se centra ¶unicamente en el riesgo a la baja, y los
valores que se obtienen son m¶as acordes con lo que un inversionista espera por
invertir su dinero en un pa¶³s emergente. Pero, los rendimientos obtenidos por es-
tos modelos (CAPM y D-CAPM) siguen siendo bajos para mercados emergentes.
En particular Carbonell et a l [5] ajustaron el D-CAPM y CAPM para 46 de las
principales empresas de la Bolsa Mexicana de Valores (BMV) , e incluyeron al
IPyC (¶³ndice de la BMV) . Cuyos resultados son m¶as acordes con la realidad que
los obtenidos con el CAPM tradicional. No obstante el D-CAPM sigue arro jando
costos de capital bajos.

Debido a lo anterior en este cap¶³tulo se dar¶a una propuesta de estimaci¶on del
costo de capital de los accionistas a trav¶es de un modelo que considere como
par¶ametros a las caracter¶³sticas espec¶³¯cas de la empresa.
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4 .2 R O E , P / E , c o sto d e c a p ita l y e q u ilib rio c o m p e titiv o

A continuaci¶on, se presenta una justi¯caci¶on de la medida propuesta para
estimar el costo de capital. Se construir¶a un modelo del valor de los derechos de
los accionistas sobre el capital de una entidad.

4 .2 .1 D e ¯ n ic i¶o n d e v a lo r p a r a lo s a c c io n ista s

La forma en que deben considerar los accionistas el valor de sus derechos
sobre el capital de una entidad se explica en la teor¶³a de ¯nanzas que sostiene
que el valor de cualquier derecho ¯nanciero es simplemente el valor presente de
los pagos en efectivo que reciben los tenedores de este pago, consultar Bernard-
Palepu-Healy [1 ] . Puesto que los accionistas reciben pagos en efectivo de una
empresa en forma de dividendos, el valor de su capital es el valor presente de los
dividendos futuros (incluido cualquier dividendo por liquidaci¶on) . Es decir,

V =

1X
t= 1

D iv t

(1 + r e ) t
; (4:1)

en donde:

V es el valor del capital;

D iv t es el t-¶esimo dividendo y

r e es el costo de capital de los accionistas.

De la ecuaci¶on anterior se observa que la empresa tiene una vida inde¯nida.
Desde luego, en realidad las empresas se declaran en bancarrota o se venden. En
estos casos, los socios reciben efectivamente un dividendo de terminaci¶on sobre
sus acciones. A la f¶ormula anterior de valuaci¶on se le conoce como el modelo de
dividendos descontados. Constituye la base para el m¶as popular de los enfoques
te¶oricos de valuaci¶on de las acciones.

Si todos los efectos del capital (que no se re¯eran a las transacciones de capital)
°uyen por el estado de resultados, el valor en libros esperado del capital para los
socios existentes al ¯nal del a~no t (denotado por V L t) es simplemente el valor en
libros al principio del a~no t (denotado por V L t¡ 1 ) m¶as la utilidad neta esperada
del a~no t (U N t) menos los dividendos esperados para el a~no t (D iv t) , es decir,

V L t = V L t¡ 1 + U N t ¡ D iv t ;

de donde se obtiene que el dividendo esperado al tiempo t est¶a dado por

D iv t = U N t + V L t¡ 1 ¡ V L t : (4:2)
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Al sustituir (4.2) en (4.1) se tiene

V =

1X
t= 1

U N t + V L t¡ 1 ¡ V L t
(1 + r e ) t

=

1X
t= 1

U N t + V L t¡ 1 ¡ V L t ¡ r e V L t¡ 1 + r e V L t¡ 1
(1 + r e ) t

=

1X
t= 1

U N t ¡ r e V L t¡ 1 + V L t¡ 1 (1 + r e ) ¡ V L t
(1 + r e ) t

=

1X
t= 1

·
U N t ¡ r e V L t¡ 1

(1 + r e ) t
+
V L t¡ 1 (1 + r e ) ¡ V L t

(1 + r e ) t

¸

=

1X
t= 1

U N t ¡ r e V L t¡ 1
(1 + r e ) t

+ lim
k ! 1

kX
t= 1

V L t¡ 1 (1 + r e ) ¡ V L t
(1 + r e ) t

;

al expandir la segunda suma se obtiene:

V =

1X
t= 1

U N t ¡ r e V L t¡ 1
(1 + r e ) t

+ lim
k ! 1

(
V L 0 (1 + r e ) ¡ V L 1

(1 + r e )
+
V L 1 (1 + r e ) ¡ V L 2

(1 + re ) 2
+
V L 2 (1 + r e ) ¡ V L 3

(1 + r e ) 3

+ :::+
V L k ¡ 1 (1 + r e ) ¡ V L k

(1 + r e ) k

)
:

Al tomar como com¶un denominador a (1 + re )
k en el segundo par¶entesis de la

expresi¶on anterior se tiene que:

V =

1X
t= 1

U N t ¡ r e V L t¡ 1
(1 + r e ) t

+ lim
k ! 1

(
(V L 0 (1 + r e ) ¡ V L 1 ) (1 + r e ) k ¡ 1

(1 + r e ) k

+
(V L 1 (1 + r e ) ¡ V L 2 ) (1 + re ) k ¡ 2

(1 + r e ) k
+
(V L 2 (1 + r e ) ¡ V L 3 ) (1 + r e ) k ¡ 3

(1 + r e ) k
+

:::+
(V L k ¡ 2 (1 + r e ) ¡ V L k ¡ 1 ) (1 + r e ) k ¡ (k ¡ 1 )

(1 + r e ) k
+
V L k ¡ 1 (1 + r e ) ¡ V L k

(1 + r e ) k

)



C o m p o rtam ien to d el ren d im ien to so b re el cap ita l e in v erso d e la raz¶o n p recio -u tilid a d 67

V =

1X
t= 1

U N t ¡ r e V L t¡ 1
(1 + r e ) t

+ lim
k ! 1

(
V L 0 (1 + r e )

k ¡ V L 1 (1 + r e ) k ¡ 1
(1 + re ) k

+
V L 1 (1 + r e )

k ¡ 1 ¡ V L 2 (1 + r e ) k ¡ 2

(1 + r e ) k
+
V L 2 (1 + r e )

k ¡ 2 ¡ V L 3 (1 + r e ) k ¡ 3

(1 + r e ) k

+ :::+
V L k ¡ 2 (1 + r e )

2 ¡ V L k ¡ 1 (1 + r e )
(1 + r e ) k

+
V L k ¡ 1 (1 + r e ) ¡ V L k

(1 + r e ) k

)

=

1X
t= 1

U N t ¡ r e V L t¡ 1
(1 + r e ) t

+ lim
k ! 1

·
V L 0 ¡

V L k

(1 + r e ) k
:̧

Por lo tanto,

V =

1X
t= 1

U N t ¡ r e V L t¡ 1
(1 + r e ) t

+ V L 0 ¡ lim
k ! 1

V L k

(1 + r e ) k
:

Note que a medida en que se amplia el horizonte de planeaci¶on k , el t¶ermino ¯nal
de la expresi¶on anterior (el cual se puede interpretar como el valor presente del
valor de liquidaci¶on en libros) se considera intrascendente, por lo que

V = V L 0 +

1X
t= 1

U N t ¡ r e V L t¡ 1
(1 + r e ) t

: (4:3)

Es decir, el valor del capital es el valor actual en libros (V L 0 ) , m¶as el valor
presente de la utilidad neta del periodo t menos el valor en libros del capital
al inicio del periodo (t-1) multiplicado por el costo del capital. A la utilidad
neta menos el valor en libros del periodo anterior multiplicado por el costo del
capital se le conoce como las utilidades abnormales del periodo t (las cuales ser¶an
denotadas por U A t) , es decir

U A t = U N t ¡ r e V L t¡ 1 : (4:4)

Es importante mencionar que algunos autores 1 4 de¯nen las utilidades normales
en el periodo t como la multiplicaci¶on de la tasa de retorno normal por el valor
en libros del capital al inicio del periodo t (es decir en el periodo t ¡ 1) . Donde la
tasa de retorno normal es igual al costo de capital, cabe mencionar que este costo
de capital es el mismo que se usa en el contexto de valuaci¶on con °ujos de efectivo
descontados. De este modo se puede interpretar a las utilidades abnormales como
la capacidad de la empresa de aumentar la riqueza de los inversionistas, ya que la
utilidad neta del periodo t se puede interpretar como la capacidad de la empresa
de generar riqueza en el periodo t, y valor en libros del capital al inicio del periodo

1 4 P o r ejem p lo B ern a rd et a l [2 ].
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multiplicado por el costo de capital se podr¶³a pensar como la ganancia inicial (en
t-1) del inversionista.

As¶³, de acuerdo a (4.3) , si una empresa puede obtener ¶unicamente una tasa
normal de rendimiento de su valor en libros, entonces los inversionistas podr¶³an
pagar no m¶as que el valor en libros para adquirir esta empresa (o comprar una
acci¶on de esta empresa) . Los inversionistas estar¶³an dispuestos a pagar m¶as o
menos del valor en libros si las utilidades se encuentran por arriba o por debajo
de este nivel. Entonces la desviaci¶on del valor de mercado al valor en libros del
capital depende del poder de la empresa para generar " utilidades abnormales"
(se entiende como utilidad abnormal a la capacidad de la empresa de generar una
utilidad por arriba de la utilidad normal) .

De esta forma el valor del capital puede ser visto como la suma del valor en libros
actual m¶as las utilidades abnormales futuras descontadas, es decir, la f¶ormula
obtenida en (4.3) :

V = V L 0 +

1X
t= 1

U A t

(1 + r e ) t
; (4:5)

con U A t de¯nida en (4.4) .

4 .2 .2 R O E , u tilid a d e s a b n o r m a le s y e q u ilib r io c o m p e titiv o

De (4.5) se tiene que las ganancias normales 1 5 son aqu¶ellas que no atraen
o expulsan capitales de un determinado sector productivo. Mientras que por
el contrario una ganancia abnormal (extraordinaria) es la que provoca ingresos
de nuevas inversiones al sector. En cambio, si la ganancia est¶a por debajo de
la normal los capitales se retiran del sector. Bajo el supuesto de un mercado
competitivo se tendr¶³a que las utilidades abnormales ser¶³an cero, raz¶on por la
cual en la expresi¶on anterior se tendr¶³a que

V t = V L t : (4:6)

De la ecuaci¶on (4.4)
U N t ¡ re V L t¡ 1 = 0 ;

raz¶on por la cual

r e =
U N t

V L t¡ 1
: (4:7)

El lado derecho de la expresi¶on anterior es la de¯nici¶on del Rendimiento sobre
el capital (ROE) . Por lo que se concluye que el ROE en un mercado competitivo
tiende al costo de capital de los accionistas.

1 5 G a n a n cia s o rd in a ria s co m o la s d e¯ n¶³a S m ith [2 3 ].
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A continuaci¶on, se tratar¶a de explicar la conducta del ROE en un mercado que
no est¶a en equilibrio, para ello bajo el supuesto de un mercado en equilibrio y al
incorporar las ecuaciones (4.6) y (4.7) se tiene que

R O E = r e =
U N t

V L t¡ 1
=
U N t

V t¡ 1
; (4:8)

donde V t¡ 1 es el valor de mercado del capital en el periodo t-1 . Si el mercado no
est¶a en equilibrio entonces:

R O E =
U N t

V L t¡ 1
¡ ! r e : (4:9)

Por la ecuaci¶on (4.9) y (4.5) se tiene que:

R O E =
U N t

V t¡ 1 ¡
P 1
i= t

U A i
(1 + re )i

¡ ! r e (4:10)

De la expresi¶on anterior se observa que si existen dos empresas (empresa A y
empresa B) con las mismas utilidades en el periodo t (U N k

t ;k = A ;B ) , mismo
valor en libros del capital en el periodo t-1 (V L kt¡ 1 ;;k = A ;B ) , y mismo costo
de capital (r Ae = r

B
e = re ) , es decir

U N A
t = U N

B
t = U N t

V L At¡ 1 = V L
B
t¡ 1 = V L t¡ 1

r Ae = r
B
e = r e

: (4:11)

Si las utilidades abnormales de A (U A At ) , son mayores que las de B (U A
B
t ) , para

cualquier periodo, es decir, A tiene mejores perspectivas de crecimiento que B, y
si

V P (U A kt ) =

1X
i= t

U A ki
(1 + r e ) i

k = A ;B ;

es el valor presente de las utilidades abnormales de la empresa k, k=A,B respec-
tivamente, se tendr¶a que

V P (U A At ) > V P (U A
B
t ) ; (4:12)

y de este modo se tiene que

V L t¡ 1 ¡ V P (U A Bt ) > V L t¡ 1 ¡ V P (U A At ) ;

y as¶³
U N t

V L t¡ 1 ¡ V P (U A At )
>

U N t

V L t¡ 1 ¡ V P (U A Bt )
:
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Por (4.10) la expresi¶on anterior expresa que el ROE en el periodo t de la em-
presa A (R O E At ) es mayor que el de la empresa B (R O E

B
t ) . En conclusi¶on si

una empresa tiene utilidades abnormales mayores que cualquier otra empresa,
entonces experimentar¶a altos niveles de ROE comparados con estas empresas, es
decir existe una relaci¶on directa entre ROE y utilidades abnormales. Es impor-
tante destacar que de acuerdo a (4.10) el ROE de ambas empresas tender¶a a su
costo de capital (que en este caso se hizo la suposici¶on de que era el mismo) sin
importar el nivel alcanzado de este indicador.

Si una empresa experimenta utilidades abnormales positivas signi¯cativas y ma-
yores al resto de la industria en el periodo t, entonces el valor presente de estas
utilidades abnormales V P (U A t) implican un alto valor del ROE en el periodo t
(R O E t) comparado con las dem¶as empresas. Sin embargo, la presencia de estas
utilidades abnormales positivas atraer¶an m¶as competencia haciendo que en los
proximos k periodos estas utilidades abnormales decrezcan, y como consecuencia
el valor presente de estas utilidades abnormales en el periodo t+ k (V P (U A t+ k ) )
ser¶an menores al valor presente de las utilidades abnormales en el periodo t
(V P (U A t) ) , es decir

V P (U A t) > V P (U A t+ k ) : (4:13)

Debido a que existir¶a mayor competencia, entonces las utilidades en los subse-
cuentes periodos decrecer¶an y ademas la empresa tender¶a a expandir sus bases
de inversi¶on raz¶on por la cual

V L t+ k ¡ 1 > V L t¡ 1

U N t > U N t+ k
; (4:14)

y de esta forma por (4.13) y (4.14)

U N t

V L t¡ 1 ¡ V P (U A t)
>

U N t+ k

V L t+ k ¡ 1 ¡ V P (U A t+ k )
:

Por (4.10) se tiene que

R O E t > R O E t+ k ;

es decir, el ROE en k periodos ser¶a menor que el ROE en t. De esta manera se
observa que si una empresa experimenta utilidades abnormales positivas signi-
¯cativas mayores respecto a otras empresas en un periodo t, entonces presentar¶a
un alto ROE en el periodo t. Sin embargo, conforme transcurra el tiempo estas
utilidades abnormales atraer¶an m¶as competencia, decrement¶andose las utilidades
abnormales, y de esta forma el numerador de (4.10) aumentar¶a ocasionando que
el ROE en el periodo t + k decrezca, es decir, cuando una empresa experimenta
altos niveles del ROE (como consecuencia de utilidades abnormales positivas)
este tender¶a a decrecer conforme transcurra el tiempo.
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Por otro lado, si una empresa tiene utilidades abnormales peque~nas respecto a las
dem¶as, entonces tendr¶a bajos niveles de ROE (como consecuencia de la relaci¶on
directa entre utilidad abmormal y ROE) . Adem¶as, si las utilidades se encuentran
por debajo de lo normal (se podr¶³a pensar que no existen utilidades abnormales
o que ¶estas son muy peque~nas o que son negativas) los capitales se retirar¶³an del
sector o no habr¶³a una competencia fuerte raz¶on por la cual las empresas que
se mantengan en el sector experimentar¶an paulatinamente un incremento en las
utilidades abnormales (como consecuencia de la disminuci¶on de la competencia)
y como resultado el ROE comenzar¶a a incrementarse en los siguientes periodos
(como consecuencia de la relaci¶on directa entre utilidades anbnormales y ROE) .
Es decir, empresas con bajos niveles de ROE (como efecto de bajas utilidades
abnormales) conforme pase el tiempo experimentar¶an un aumento en el ROE.

A manera de conclusi¶on se tiene que si se presentan utilidades abnormales sig-
ni¯cativas (y como consecuencia se tendr¶a un ROE alto) , ¶estas tender¶an a de-
saparecer debido a argumentos de equilibrio general, y como resultado de esta
disminuci¶on de utilidades abnormales el ROE caer¶a. Por el contrario si se pre-
sentan utilidades abnormales no signi¯cativas o negativas (teniendo como conse-
cuencia un ROE bajo) , entonces ¶estas tender¶an a subir y como consecuencia el
ROE aumentar¶a.

Se observa que en un mercado en equilibrio si se presentan altos ROE's, entonces
este crecimiento abnormal de utilidades no se podr¶a mantener por mucho tiempo,
implicando que ¶este tender¶a a bajar hacia un valor de equilibrio. Por el contrario
si se presentan bajos niveles de ROE's, entonces esta situaci¶on tender¶a a mejo-
rarse a trav¶es de un incremento de utilidades abnormales (y el aumento de estas
utilidades abnormales decrementar¶a las utilidades abnormales de las empresas
que presentan ROE's altos) , implicando un aumento en el nivel del ROE hacia
un nivel de equilibrio (ya que este crecimiento no se podr¶a mantener por las
fuerzas competitivas de las dem¶as empresas) .

Por lo tanto, parece existir una tendencia del ROE hacia un valor de equilibrio,
el cual es un valor de largo plazo, y como se vio en la ecuaci¶on (4.9) el ROE
tiende al costo de capital en un mercado en equilibrio competitivo, por lo tanto
se concluye que este valor al cual tiende el ROE debe ser el costo de capital.

4 .2 .3 P / E , u tilid a d e s a b n o rm a le s y e q u ilib rio c o m p e titiv o

De la misma manera se puede veri¯car que el P/E tiende al costo de capital, para
ello de acuerdo a (4.8) se tiene que

R O E = r e =
U N t

V L t¡ 1
=
U N t

V t¡ 1
=

1
V t¡ 1
U N t

:
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Si N es el n¶umero de acciones emitidas por la empresa, P t¡ 1 =
V t¡ 1
N es el precio

de mercado de cada acci¶on emitida, y U P A t =
U N t

N es la utilidad por acci¶on al
tiempo t, entonces la ecuaci¶on anterior es equivalente a
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;

donde el denominador de la ¶ultima igualdad de la expresi¶on anterior es la de¯ni-
ci¶on de la raz¶on Precio-Utilidad (P/E) , es decir
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1

P = E
: (4:15)

Por lo que se concluye que el inverso multiplicativo de la raz¶on P/E en un mercado
competitivo tiende al costo de capital de los accionistas.

Enseguida se tratar¶a de explicar la conducta del P/E en un mercado que no est¶a
en equilibrio, para ello bajo el supuesto de un mercado en equilibrio y de acuerdo
a la ecuaci¶on anterior se tiene que

1
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U N t
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;

si el mercado no est¶a en equilibrio entonces

1

P = E
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U N t

V t¡ 1
¡ ! r e ; (4:16)

por la ecuaci¶on (4.16) y (4.5) se tiene que

1

P = E
=

U N t

V L t +
P 1

i= t+ 1
U A i

(1 + re )i

¡ ! r e : (4:17)

De esta igualdad se tiene que si existen utilidades abnormales positivas, entonces
estas utilidades atraer¶an m¶as competencia raz¶on por la cual estas utilidades se
caer¶an obteniendo que el denominador de (4.17) aumentar¶a (ya que las utilidades
abnormales decrecer¶an) , por lo que el cociente en (4.17) disminuir¶a. Mientras que
si las utilidades se encuentran por debajo de la normal (se podr¶³a pensar que no
existen utilidades abnormales o que ¶estas son muy peque~nas o que son negativas)
los capitales se retirar¶³an del sector o no habr¶³a una competencia fuerte, raz¶on
por la cual las empresas que se mantengan en el sector experimentar¶an que la
cantidad expresada en el denominador de (4.17) disminuir¶a (ya que las utilidades
abnormales crecer¶an) , y ¯nalmente el cociente de (4.17) aumentar¶a.
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A manera de conclusi¶on se tiene que si se presentan utilidades abnormales signi-
¯cativas (se tendr¶a un inverso del P/E alto) , est¶an tender¶an a desaparecer debido
a argumentos de equilibrio general, y como consecuencia de esta disminuci¶on de
utilidades abnormales el inverso del P/E caer¶a.

Por el contrario si se presentan utilidades abnormales no signi¯cativas o negativas
(se tendr¶a un inverso del P/E bajo) , entonces estas tender¶an a subir y como
consecuencia el inverso del P/E aumentar¶a.

Se observa que en un mercado en equilibrio si se presentan altos valores para
los inversos P/E, entonces este crecimiento abnormal de utilidades no se podr¶a
mantener por mucho tiempo, implicando que ¶este tender¶a a bajar hacia un valor
de equilibrio. Por el contrario, si se presentan inversos P/E bajos, entonces esta
situaci¶on tender¶a a mejorarse a trav¶es de un incremento de utilidades abnormales
(y el aumento de estas utilidades abnormales decrementar¶a las utilidades abnor-
males de las empresas que presentan inversos P/E altos) , implicando un aumento
en el nivel del inverso P/E hacia un nivel de equilibrio (ya que este crecimiento
no se podr¶a mantener por las fuerzas competitivas de las dem¶as empresas) .

Por lo tanto, parece existir una tendencia del inverso P/E hacia un valor de
equilibrio, el cual es un valor de largo plazo, y como se vio en la ecuaci¶on (4.16)
el inverso P/E tiende al costo de capital en un mercado en equilibrio competitivo,
por lo tanto se concluye que este valor al cual tiende el inverso P/E debe ser el
costo de capital.

A manera de conclusi¶on general debido a la de¯nici¶on del ROE se tiene la siguiente
relaci¶on entre ROE y P/E

R O E =
U N t

V L t¡ 1
=

U N t

V L t¡ 1

V t¡ 1
V t¡ 1

=
V t¡ 1
V L t¡ 1
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;

y de este modo si P/L es el m¶ultiplo Precio-Valor en libros, se tiene la siguiente
igualdad

R O E =
P = L

P = E
:

Es decir, existe una relaci¶on directa entre el ROE y el inverso del P/E, y adem¶as
por las ecuaciones (4.16) y (4.9) se tiene que estos dos indicadores tienden al
costo de capital en un escenario de equilibrio competitivo.

4 .3 E v id e n c ia e m p ¶³ric a d e l fe n ¶o m e n o d e re v e rsi¶o n a la m e d ia
d e l R O E

Robert N. Freeman, James A. Ohlson y Stephen H. Penman en su art¶³culo ti-
tulado Book Rate of return and Prediction of earnings Changes: An empirical
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Investigation [11 ] , comentan que a lo largo del tiempo se han desarrollado muchas
investigaciones sobre la conducta de las utilidades de las empresas.

Generalmente en todas estas investigaciones se concluye que los cambios en las
utilidades contables no son predecibles, esto es que las utilidades siguen el com-
portamiento de una caminata aleatoria. Basados en estas inferencias han surgido
algunos comentarios en contra de estas conclusiones, en particular los autores
argumentan que la conclusi¶on de que las utilidades no son predecibles es cierto
en un sentido muy limitado, ya que una modesta extensi¶on de la informaci¶on en
la cual se basaron los estudios previos permitir¶³a rechazar la hip¶otesis de que los
cambios en las utilidades no son predecibles. Espec¶³¯camente la hip¶otesis de los
autores es que el rendimiento sobre el capital contable en libros (ROE) , predice
los cambios de las utilidades. Si esto fuera cierto entonces las hip¶otesis anteriores
de que las utilidades siguen una caminata aleatoria ser¶³an err¶oneas.

Estos autores encuentran dos resultados emp¶³ricos los cuales conjuntamente su-
gieren que su hip¶otesis podr¶³a ser m¶as descriptiva, estos resultados son:

1) El rendimiento sobre el capital contable en libros (ROE) sigue un proceso

de reversi¶on a la media.

2) Los cambios en las tasas de retorno est¶an fuertemente correlacionadas con

cambios en las utilidades.

La evidencia encontrada por estos autores sustenta estos dos resultados. Por
lo tanto los autores de esta forma concluyen que el rendimiento sobre el capi-
tal contable de libros (ROE) proporciona una base de predicci¶on de utilidades
futuras. Se argumenta que un bajo rendimiento sobre el capital (ROE) implica
que las utilidades est¶an temporalmente deprimidas, mientras que un ROE alto
implica que las utilidades muestran un comportamiento inusualmente bueno. La
evidencia entonces sugiere que mientras la hip¶otesis de caminata aleatoria es m¶as
robusta con respecto a las utilidades pasadas, predicciones m¶as exitosas pueden
ser hechas expandiendo el conjunto de informaci¶on condicional al incluir medidas
de desempe~no que mezclen el estado de resultados as¶³ como la hoja de balance
general, a trav¶es de medidas como el ROE.

Finalmente, estos autores comentan que los pron¶osticos de las utilidades podr¶³an
ser mejoradas a trav¶es de incrementar el conjunto de informaci¶on condicional y
un enfoque podr¶³a ser emplear variables macroecon¶omicas

Chant [6] , en su art¶³culo titulado On the predictability of corporate earnings per
share Behavior, encuentra que la demanda de dinero agrega su¯ciente informa-
ci¶on para el subdesempe~no extrapolativo de los modelos de series de tiempo en
t¶erminos de poder predictivo. Este autor muestra que el aumentar una variable
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macroecon¶omica puede mejorar la predicciones sobre los cambios de las utili-
dades, lo cual es valioso ya que muestra una interesante relaci¶on entre el poder
predictivo del ROE y una variable macroecon¶omica.

Posteriormente a este art¶³culo de Freeman-Ohlson-Penman [11 ] siguieron una
serie de art¶³culos que trataron de probar la predictibilidad de los cambios en las
utilidades, entre los m¶as destacados se encuentran los siguientes:

Peasnell [18] , demuestra como el valor econ¶omico de una empresa y sus ren-
dimientos econ¶omicos pueden ser derivados de n¶umeros contables y proporciona
un elegante y simple v¶³nculo entre rendimientos econ¶omicos y rendimientos con-
tables.

Foster [10] proporciona evidencia de que muchas razones ¯nancieras no son des-
critas adecuadamente suponiendo una distribuci¶on normal. Cabe destacar que
este art¶³culo es crucial ya que es aqu¶³ donde se puede pensar que si las razones
¯nancieras no siguen una distribuci¶on normal, tal vez el supuesto de Freeman et
a l de que el ROE sigue un proceso de reversi¶on a la media es adecuado.

Brief y Lawson [3] mostraron como es que las medidas contables como el ROE
han ido tomando relevancia al evaluar el desempe~no econ¶omico y ¯nanciero de
una empresa.

Butler, Holland y Tippet [4] presentaron un an¶alisis de series de tiempo mos-
trando que el ROE varia c¶³clicamente y sigue una tendencia de reversi¶on a la
media, entonces ellos toman ventaja de esta reversi¶on a la media para predecir
utilidades futuras a trav¶es del ROE trabajando conjuntamente con los adminis-
tradores corporativos.

Ohlson [17] relaciona el valor en libros, a trav¶es de un modelo de capitalizaci¶on
de dividendos, para el valor del capital observado en un escenario de equilibrio
general.

Dick W. Feenstra, Carel A. Huijgen y Hua Wang [8] en su art¶³culo titulado An
evaluation of the accounting rate of return; Evidence for Dutch Quoted Firms,
argumentan que a pesar de que el ROE es tradicionalmente mencionado como
una medida de rentabilidad fundamental en an¶alisis de razones ¯nancieras, existe
poco an¶alisis emp¶³rico o te¶orico sobre sus propiedades estad¶³sticas y su habilidad
intr¶³nseca para explicar los rendimientos de mercado. Es por esta raz¶on que
ellos en este trabajo proporcionaron un an¶alisis emp¶³rico de las propiedades de
la distribuci¶on y de series de tiempo del rendimiento sobre el capital contable
(ROE) con empresas no ¯nancieras alemanas. Adem¶as, hacen un estudio para
determinar si el ROE est¶a relacionado con rendimiento y riesgo del mercado.
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Los hallazgos encontrados en este an¶alisis se resumen a continuaci¶on:

(1) El ROE no sigue una distribuci¶on normal,

(2) Las series de tiempo del ROE reportadas por empresas grandes son m¶as es-
tables que las reportadas por empresas chicas. Las empresas grandes tienden
a reportar ROE's mas bajos con relaci¶on a las peque~nas empresas,

(3) La serie de tiempo del ROE sigue un proceso de reversi¶on a la media,

(4) Los ROE's de grandes y peque~nas empresas se mueven hacia su valor normal,

(5) Los ROE's est¶an correlacionados con los rendimientos del mercado, sin em-
bargo el ROE no es igual al retorno de mercado en promedio,

(6) Los ROE's est¶an asociados con el factor de riesgo sistem¶atico beta, sin em-
bargo la relaci¶on es d¶ebil.

En resumen, existe evidencia internacional de que las medidas contables son rele-
vantes para medir variables de mercado, espec¶³¯camente el ROE es una medida
importante de rentabilidad, y se ha encontrado evidencia internacional de que el
ROE sigue un proceso de reversi¶on a la media. Es importante mencionar que
toda esta literatura revisada utiliza al ROE para tratar de predecir cambios en la
utilidad, o bien trata de investigar sus propiedades estad¶³sticas y tratar de medir
su relaci¶on con variables de mercado tales como son el rendimiento y riesgo de
mercado, y en el camino encuentran que el ROE sigue un proceso de reversi¶on a
la media.

4 .4 M e to d o lo g¶³a P ro p u e sta

Debido a la evidencia emp¶³rica proporcionada en la secci¶on 4.3 se cree que
el ROE sigue un proceso de reversi¶on a la media. La secci¶on 4.2 sugiere que el
ROE bajo un equilibrio competitivo tiende a un valor de largo plazo el cual es el
costo de capital, entonces se concluye que el ROE presenta reversi¶on a la media
y ese valor al cual esta variable tiende es el costo de capital. Es por ello que esta
propuesta de investigaci¶on se centra en determinar el costo de capital a trav¶es de
un proceso de reversi¶on a la media, donde el valor de largo plazo de este proceso
es el costo de capital.

Esta propuesta se diferencia respecto a los trabajos de investigaci¶on presentados
en la secci¶on 4.3 debido a que estos art¶³culos est¶an interesados en el poder pre-
dictivo del ROE sobre las utilidades, as¶³ como en la relaci¶on existente entre el
ROE y algunas variables de mercado (como es el caso del rendimiento y riesgo
de mercado) , la metodolog¶³a que se propone tiene como objetivo estimar el costo
de capital. A continuaci¶on, se presentan algunos modelos para probar reversi¶on
a la media y se detalla la metodolog¶³a propuesta.
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4 .4 .1 R e v e r si¶o n a la m e d ia

Para probar reversi¶on a la media se pueden emplear los modelos utilizados en los
art¶³culos de Robert N. Freeman, James A. Ohlson y Stephen H. Penman [11 ] , y
Dick W. Feenstra, Carel A. Huijgen y Hua Wang [8] .

Para ello Robert N. Freeman propone el siguiente modelo:

R O E t = d + g R O E t¡ 1 + e t ; (4:18)

donde los errores e t y e s , t 6= s son independientes y

E [e t ] = 0; Cov (R O E t¡ 1 ;e t) = 0 y 0 · g · 1 :

Depende del valor que tome g se obtiene el proceso que siga el ROE, es decir:

- Si g = 1, se tendr¶a que el ROE sigue una caminata aleatoria.

- Si g = 0, se tendr¶a que el ROE seguir¶a un proceso puro de reversi¶on a la
media.

- Trabajos emp¶³ricos sugieren que el ROE es un h¶³brido si d > 0 y g < 1.

El modelo para probar reversi¶on a la media de Dick W. Feenstra, es el siguiente:

¢R O E t = a 1 + a 2 R O E t¡ 1 + e t : (4:19)

Donde ¢R O E t = R O E t ¡ R O E t¡ 1 ; nuevamente dependiendo de los valores de
los par¶ametros estar¶a determinado el tipo de proceso que sigue el ROE, por lo
que para saber cuales ser¶an los valores que determinar¶³an el proceso, es adecuado
hacer las siguientes modi¯caciones a (4.19) :

¢R O E t = R O E t ¡ R O E t¡ 1 = a 1 + a 2 R O E t¡ 1 + e t ;

por lo que

R O E t = a 1 + (1 + a 2 ) R O E t¡ 1 + e t : (4:20)
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De esta forma el proceso del ROE ser¶a:

- Caminata aleatoria si a 2 = 0.
- Proceso estacionario (podr¶³a presentar reversi¶on a la media) si ¡ 2 < a 2 < 0.
- El proceso explotar¶³a y por lo tanto no ser¶³a estacionario si a 2 < ¡ 2 ¶o a 2 > 0.

En esta parte debido a que (4.20) es un AR(1) lo adecuado ser¶³a aplicar la prueba
de Dickey-Fuller, para probar si es una caminata aleatoria.

4 .4 .2 M o d e lo p r o p u e sto

Los modelos propuestos por Freeman y Feenstra dados en las ecuaciones
(4.18) y (4.19) respectivamente, solo prueban reversi¶on a la media pero en ning¶un
momento hablan del par¶ametro de reversi¶on, el cual bajo este trabajo ser¶a el
candidato a estimar el costo de capital. Adicionalmente, en la literatura revisada
todos los autores ¶unicamente prueban la reversi¶on a la media y despu¶es tratan de
pronosticar las utilidades a trav¶es de modelos probabil¶³sticos o tratan de obtener
el grado de relaci¶on entre el ROE y algunas variables de mercado. Es por esta
raz¶on que el modelo que se propone en este trabajo contempla el par¶ametro de
reversi¶on a la media expl¶³citamente, es el modelo de Vasicek, el cual est¶a dado
por:

dR O E t = a (b ¡ R O E t)dt + ¾ dW t ;

con a,b,¾ constantes y dW t un movimiento Browniano.

Cuya versi¶on discreta se puede escribir como:

¢R O E t = a (b ¡ R O E t)¢t + ¾ ¢te t ; (4:21)

donde e t » N (0;1) , a , b , son constantes.

Debido a que el inverso P/E tambi¶en presenta reversi¶on reversi¶on a la media, un
modelo apropiado para esta variable es:

¢

μ
1

P = E

¶
t

= a (b ¡
μ

1

P = E

¶
t

)¢t + ¾ ¢te t : (4:22)

En este modelo de Vasicek, el par¶ametro b es conocido como el par¶ametro de
reversi¶on, es decir, es el valor al cual el proceso (en este caso el ROE e inverso
P/E) tiende en el largo plazo, y en este caso este par¶ametro de reversi¶on ser¶a el
costo de capital. El par¶ametro (a) es conocido como el par¶ametro de velocidad
de ajuste, y este par¶ametro indica que tan r¶apido el proceso (en este caso el
ROE e inverso P/E) tiende hacia su valor de largo plazo (en este caso el costo de
capital) . Finalmente, el par¶ametro ¾ es la volatilidad del proceso (en este caso el
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ROE e inverso P/E) , el cual es la desviaci¶on est¶andar del ROE y el inverso P/E
respectivamente.

4 .4 .3 R e la c i¶o n c o n la e stra te g ia c o m p e titiv a

Es importante destacar que si el par¶ametro de velocidad de ajuste (a) del
modelo de Vasicek es peque~no, el modelo nos estar¶³a diciendo que el ROE e
inverso P/E tienden r¶apidamente ha ajustarse a su valor de largo plazo, es decir
al costo de capital. Por el contrario si el par¶ametro de velocidad de ajuste es muy
grande entonces el modelo indicar¶³a que el ROE e inverso P/E tienden lentamente
a su valor de largo plazo (costo de capital) .

De la literatura de ¯nanzas corporativas 1 6 se sabe que las empresas crean es-
trategias para crear una ventaja competitiva que las diferencia de las dem¶as, y
a trav¶es de esta ventaja competitiva las empresas obtienen mayores o menores
utilidades respecto al promedio de la industria. Sin embargo, si una empresa
tiene una excelente ventaja competitiva tendr¶a que mantenerla porque en un
mercado en equilibrio competitivo, las dem¶as empresas comenzar¶an a copiar sus
estrategias y de esta forma esta aparente ventaja desaparecer¶a gradualmente, y
esto impactar¶a sus rendimientos.

Por el contrario, si una empresa tiene una p¶esima ventaja competitiva, y si ¶esta
sobrevive entonces empezar¶a a imitar a las mejores empresas, es decir, copiar¶a la
ventaja competitiva de las empresas l¶³deres, situaci¶on que har¶a que sus medidas
de rentabilidad mejoren. De esta forma una empresa no podr¶a mantener por
mucho tiempo su ventaja competitiva por muy buena que sea.

B¶asicamente, la ¶unica forma en que una empresa puede mantener esa ventaja
competitiva que la hace ser mejor a las dem¶as es innovando. Una forma de
evaluar la rentabilidad de una empresa (y por tanto tal vez sea un indicador de
que tan fuerte es la empresa para mantener su ventaja competitiva) es comparar
medidas de rentabilidad directa o indirectamente contra el costo de capital (estas
medidas pueden ser el EVA, VPN, ROE, ROA, P/B, P/E, etc. ) .

En particular si el ROE o el inverso P/E es mayor al costo de capital se puede
decir que la administraci¶on agrega valor a los accionistas, y se podr¶³a pensar
que la empresa tiene una ventaja competitiva que hace que sus inversiones sean
productivas. Sin embargo, el tiempo en que la empresa podr¶a hacer que su ROE
e inverso P/E superen al costo de capital depende en gran medida de la capacidad
de la empresa para defender su ventaja competitiva.

1 6 V er B ern a rd -P a lep u -H ea ly [2 ].
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Es por esta raz¶on que surge la pregunta de si el modelo que se propone podr¶a
medir la fortaleza de la ventaja competitiva, la cual har¶a que las empresa man-
tenga rendimientos por arriba de su costo de capital, y la respuesta es a¯rmativa.

El modelo propuesto es capaz de medir la fortaleza de la ventaja competitiva, y
esto lo hace a trav¶es del par¶ametro de velocidad de ajuste (a) .

La forma en que el par¶ametro de velocidad de ajuste ayuda a predecir la fortaleza
de la ventaja competitiva a continuaci¶on se resume:

- Si la empresa experimenta ROE's e inverso P/E altos y presenta un par¶a-
metro de velocidad de ajuste peque~no, entonces esto implicar¶a que el ROE
e inverso P/E tiende r¶apidamente al costo de capital, situaci¶on que hace
evidente que la fortaleza de la ventaja competitiva de la empresa es d¶ebil, y
se deber¶an tomar medidas al respecto.

- Si la empresa experimenta altos ROE's, e inverso P/E y su coe¯ciente de
velocidad de ajuste es grande, esto implica que el ROE e inverso P/E tiende
lentamente a su valor de largo plazo (costo de capital) , situaci¶on que hace
evidente la fortaleza de la ventaja competitiva de la empresa.

- Si el ROE e inverso P/E de una empresa experimenta valores bajos (por
debajo de su media) , y el par¶ametro de velocidad es chico, implica que el
ROE e inverso P/E se acercan r¶apidamente al costo de capital, situaci¶on
que evidencia que la direcci¶on de la empresa est¶a trabajando para crear una
ventaja competitiva que fortalezca a la empresa.

- Si la empresa experimenta ROE's e inversos P/E tan bajos que se encuentren
por debajo de su costo de capital, y el par¶ametro de velocidad de ajuste es
grande, esto implica que el ROE e inverso P/E tiende lentamente al costo
de capital, situaci¶on que hace evidente que la ventaja competitiva de la
empresa es muy mala y la administraci¶on no es h¶abil para implementar
medidas correctivas.

De esta forma se dan argumentos de que los modelos (4.21) y (4.22) no solo
ayudan a estimar el costo de capital, sino que tambi¶en ayuda a evaluar la ventaja
competitiva de la empresa.

A continuaci¶on, se presenta la metodolog¶³a para estimar los modelos (4.21) y
(4.22)
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4 .4 .4 E stim a c i¶o n d e P a r¶a m e tr o s

Si se supone que el incremento de tiempo es un trimestre (para el ROE) ¶o
un d¶³a (para el inverso del P/E) entonces se tiene que:

¢t = t ¡ (t ¡ 1) = 1 :

Los modelos (4.21) y (4.22) se pueden rescribir como:

¢X t = X t+ 1 ¡ X t = a (b ¡ X t) + ¾ e t = a b ¡ a X t + ¾ e t ;

y de esta forma
X t+ 1 = a b + (1 ¡ a ) X t + ¾ e t ;

se corre una regresi¶on lineal simple de X (siendo X el ROE o el inverso del
m¶ultiplo P/E) al tiempo t como variable dependiente y se toma a X del trimestre
(para el ROE) o del d¶³a (en caso del inverso del P/E) anterior como variable
independiente. Donde los par¶ametros a estimar son ab y (1-a) respectivamente.

Por lo tanto, se obtienen los estimadores del modelo de Vasicek para estimar el
costo de capital a trav¶es del par¶ametro de largo plazo (b) , as¶³ como la ventaja
competitiva de la empresa de la cual se est¶a estimando el costo de capital a trav¶es
del par¶ametro de velocidad de ajuste (a) .
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C O N C L U S IO N E S

En este trabajo se presentaron algunas aplicaciones del modelo de Vasicek
al ¶area de ¯nanzas. La importancia recae en que el modelo de Vasicek tiene la
propiedad de presentar reversi¶on a un par¶ametro de largo plazo, caracter¶³stica
importante en algunas variables econ¶omicas y ¯nancieras. El modelo de Vasicek
est¶a en funci¶on del movimiento Browniano. ¶Este modelo es de f¶acil manejabilidad
lo cual ha propiciado el desarrollo de teor¶³as, que son de suma utilidad hoy en
d¶³a en los mercados ¯nancieros. Sin embargo dicho proceso estoc¶astico representa
una vaga descripci¶on de las caracter¶³sticas de la realidad ¯nanciera.

La estructura de plazos modelada con el modelo de Vasicek es de gran utilidad
principalmente en la valuaci¶on de productos derivados debido a la normalidad de
dicho modelo. Desafortunadamente ¶esta caracter¶³stica puede hacer que la estruc-
tura de plazos presente tasas de inter¶es negativas, no deseadas en la pr¶actica.

Adicionalmente, debido a que el movimiento Browniano no captura movimientos
extremos ser¶³a adecuado modelar la din¶amica de la tasa corta con el modelo de
Vasicek adicionando un componente de saltos que incorpore la teor¶³a de los valores
extremos para integrar este tipo de movimientos.

Se present¶o un modelo estoc¶astico para inmunizar el valor presente de un conjunto
de °ujos de efectivo en donde la duraci¶on y convexidad jugaron un papel muy
importante. Cabe mencionar que existen algunas limitaciones en el modelo, si se
desea disponer de cuatro o m¶as series de futuros de tasas de inter¶es se obtendr¶³an
con este m¶etodo un sistema de tres ecuaciones con cuatro o m¶as inc¶ognitas. Por
lo que existir¶³a un n¶umero in¯nito de estrategias de cobertura, de las cuales se
puede escoger algunas que cumplan con atributos deseables como es la liquidez
de los futuros, que agregar¶³a una restricci¶on adicional, obteniendo un sistema de
cuatro ecuaciones con cuatro inc¶ognitas.

Por otro lado, en el modelo se hace el supuesto de que se pueden vender futuros
por cantidades divisibles. Sin embargo, es importante notar que la estandarizaci¶on
de los contratos no permite tomar posiciones sobre nominales, distintos a los
m¶ultiplos generados por el tama~no del contrato.
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Finalmente, la inmunizaci¶on por duraci¶on y convexidad es fundamentalmente un
m¶etodo local dise~nado para cubrir cambios en el valor presente debido a desplaza-
mientos peque~nos y moderados en la tasa de inter¶es. Por esta raz¶on, estas es-
trategias requieren de actualizaciones peri¶odicas (rebalanceo) a ¯n de proteger
e¯cazmente no solo contra peque~nos desplazamientos en tasas sino tambi¶en contra
cambios moderados y extremos. Si una estrategia no es rebalanceada atendiendo
al comportamiento y a las expectativas del mercado, la protecci¶on se deteriora
progresivamente.

Se dieron argumentos te¶oricos y se proporcion¶o evidencia emp¶³rica de que el inverso
del m¶ultiplo P/L y el ROE siguen un proceso de reversi¶on a la media, en particular
se mostr¶o que este indicador tiende al costo de capital. Para estimar el costo de
capital se propone al par¶ametro de reversi¶on a la media del modelo de Vasicek,
bajo el escenario de equilibrio competitivo. Es importante destacar que el modelo
de Vasicek no solo es ¶util para estimar el costo de capital, sino que tambi¶en ayuda a
evaluar la fortaleza de la ventaja competitiva de la empresa para seguir generando
utilidades abnormales y de esta forma obtener inversos del m¶ultiplo P/E y ROE
por arriba de sus costos de capital. La forma en que este modelo eval¶ua la ventaja
competitiva es a trav¶es del par¶ametro de velocidad de ajuste.

Cabe mencionar que esta propuesta supone el modelo de Vasicek para estimar el
costo de capital, y este modelo supone que el par¶ametro de reversi¶on es constante.
Sin embargo, no existe raz¶on alguna para que este par¶ametro sea constante en
particular el valor del costo de capital depende del momento en que se encuentre
la econom¶³a. Ser¶³a razonable realizar una extensi¶on de esta propuesta en donde el
par¶ametro de reversi¶on a la media sea una funci¶on del tiempo, un modelo adecuado
que contemple un par¶ametro de reversi¶on a la media en funci¶on del tiempo ser¶³a
el Hull-White, donde el par¶ametro de reversi¶on es una funci¶on del tiempo.

Otra posible extensi¶on a esta metodolog¶³a de estimaci¶on del costo de capital ser¶³a
considerar un modelo multifactor que incorpore la caracter¶³stica de reversi¶on a la
media del modelo de Vasicek en la parte determinista y en la parte de difusi¶on con-
siderar algunas variable econ¶omicas, contables ¶o ¯nancieras que pudieran afectar
el costo de capital de los accionistas.
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