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INTRODUCCION

Para entender el movimiento Browniano, asi como sus transfor-
maciones y generalizaciones, es necesaria la herramienta matematica
del calculo estocastico, que es la piedra angular de la modelacion
estocéstica de los mercados financieros hoy en dia. Sin embargo, exis-
ten fenémenos en el campo de la economia y finanzas que poseen la
caracteristica de estabilizarse hacia algin valor de largo plazo, como
podrian ser los siguientes:

El supuesto de que las tasas de interés se mantienen constantes o
bien que su dindmica estd determinada por una funcién conocida en
el tiempo, podria ser razonable para instrumentos de renta fija de
muy corto plazo, por ejemplo, dias o posiblemente semanas en pe-
riodos de estabilidad. Sin embargo, en el mediano y largo plazo, la
tasa de interés presenta un comportamiento aleatorio, en cuyo caso
el movimiento Browniano proporciona una herramienta adecuada de
analisis.

En los ultimos 30 anos el desarrollo de teorias sobre modelos de tasas
de interés ha sido explosivo, este tipo de modelos se ha clasificado en
modelos de equilibrio y modelos de no equilibrio, los més representa-
tivos del primer grupo son el modelo de Vasicek y CIR. Ambos pre-
sentan reversion a la media a un valor de largo plazo, pero el primero
puede tomar valores negativos (lo cual es una propiedad no deseable
en modelos de tasas) pero su principal ventaja radica en su manejo
analitico. Sin embargo, es de gran utilidad en la valuacién de bonos
asi como de productos derivados.

El creciente uso de los contratos a futuro para cubrir el riesgo de tasas
de interés, se debe en gran medida a la flexibilidad que estos instru-
mentos proporcionan a sus usuarios para entrar y salir rapidamente
del mercado debido a su liquidez y apalancamiento. Los futuros fi-
nancieros, en particular, los que se refieren a tasas de interés o titulos
de deuda, publica o privada son herramientas ttiles que permiten a
los inversionistas institucionales, a los fondos de pensiones y a las
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tesorerias de corporativos administrar el riesgo de las tasas de interés
con costos bajos de transacciéon. Asimismo, el riesgo crédito de estos
instrumentos es minimo, o casi nulo, debido a la asociacion del mer-
cado con una camara de compensacién que a cambio de una comisién
actia como contraparte de todas las partes; situacion que garantiza
el cumplimiento de las obligaciones adquiridas por todos los partici-
pantes en el mercado. En conclusion, los futuros de tasas de interés
son instrumentos que permiten a los inversionistas cumplir sus posi-
ciones pasivas y/o activas, en respuesta a sus expectativas econémicas
y financieras, reduciendo el riesgo de la incertidumbre del mercado con
bajos costos de transaccion.

El costo de capital es un indicador para medir la rentabilidad de
una empresa, en particular una comparacién de este indicador con
el rendimiento sobre el capital es una técnica empleada para la toma
de decisiones sobre proyectos de inversion. Los estudios previos han
demostrado que el costo de capital tiende ha alcanzar un valor de
largo plazo. Es por ello, que en este trabajo se plantea que el com-
portamiento del rendimiento sobre el capital puede ser modelado con
el modelo de Vasicek y a través de éste obtener una estimacién del
costo de capital.

El objetivo de este trabajo es exponer las caracteristicas basicas del
modelo de Vasicek y una vez alcanzado esto, mostrar tres aplicaciones
de este modelo a variables financieras de gran importancia. Por lo
que la organizacion de este trabajo se dividird en cuatro capitulos,
explicados brevemente a continuacién.

En el primer capitulo se presentara una introduccién al movimiento
Browniano, asi como el lema de It6, el cual serda una herramienta
fundamental en el desarrollo de este trabajo. Se mostrara el modelo
de Vasicek y sus propiedades al resolver las ecuaciones diferenciales
que representan al modelo, obteniendo como principal caracteristica
la reversién a la media.

En el capitulo dos, se vinculara una aplicacion del modelo de Vasicek
a la determinacion de la estructura de plazos. Debido a que en la
practica se ha observado que las tasas de interés presentan reversion
hacia algin valor de largo plazo, se propone el modelo de Vasicek como
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un candidato idéneo. En el desarrollo de este capitulo se revisaran los
conceptos basicos de valuacién de bonos, asi como los conceptos de
tasa forward y tasa corta. Ademads, se mostrard que la estructura
de plazos puede ser obtenida a través de la tasa corta, haciendo el
supuesto que la tasa corta es guiada por el modelo de Vasicek, y a
partir de esta especificacion se obtiene enddégenamente la estructura
de plazos.

En el capitulo tres se desarrollaran modelos que permiten inmunizar el
valor presente de flujos de efectivo ante movimientos moderados de las
tasas de interés. Esto nos llevara a revisar los conceptos de duracion y
convexidad, los cuales son medidas de sensibilidad de flujos de efectivo
ante cambios en las tasas de interés. En la primera seccion se revisara
el método clasico de inmunizacién de flujos de efectivo a través del
rendimiento al vencimiento (yield to maturity) tomando un portafolio
de bonos. Se extenderd este método al contemplar movimientos en
la estructura de plazos y movimientos paralelos de ésta. Por tultimo,
se mostrara un método de inmunizacion a través de un portafolio de
futuros. Tanto en el caso de inmunizacion con la estructura de plazos
con futuros y bonos se utilizara la estructura de plazos del modelo de
Vasicek obtenida en el capitulo dos.

En el cuarto capitulo se presentard evidencia empirica asi como una
prueba de que el rendimiento sobre el capital (ROE) e inverso multi-
plicativo del multiplo precio-valor en libros (P/L) presentan reversién
a la media. Debido a ésto se propondra como modelo para estos in-
dicadores al modelo de Vasicek.

Un dltimo apartado mostrara las conclusiones de este trabajo. Lo
que llevara a presentar los principales inconvenientes que resultan de
suponer el modelo de Vasicek en las tres aplicaciones financieras ya
mencionadas. Para resolver estos inconvenientes se daran las posibles
extensiones a las propuestas de este trabajo.
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CAPITULO 1

MOVIMIENTO BROWNIANO
Y MODELO DE VASICEK

1.1 Introduccién

Con el propésito de motivar el estudio de los procesos estocasticos, se iniciara
con una breve descripcion de los procesos en tiempo discreto. Esto permitira
la construccién gradual de los conceptos basicos en los que se fundamenta el
desarrollo de las finanzas modernas en tiempo continuo. Se presentan algunas
de las propiedades del movimiento Browniano aritmético, movimiento Browniano
geométrico y el proceso de Ornstein-Uhlenbeck, de acuerdo con Shimko [22]. En el
desarrollo del presente capitulo, se presentara el Lema de It6 asi como su extension
multivariada. La importancia de este lema es fundamental para el entendimiento
y desarrollo de los capitulos subsecuentes. Por iltimo, se presenta el modelo de
Vasicek asi como su distribucion.

1.2 Modelos discretos y continuos

El concepto de caminata aleatoria es esencial para la construccién del movi-
miento Browniano, el cual se definird a continuacién.

Considere la familia e,, n € IN, de variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas (v.a.i.i.d.) con distribucién N(0,1). Una caminata aleatoria,
Wy, n € IN, se define mediante:

Wit1 =Wpn +eny1, (11)

con Wy conocido. De lo anterior, es importante destacar que la variable n repre-
senta el tiempo. Por conveniencia se tomara n = 0 como el presente.

W, representa el valor de acumulacién de e,,. W, es llamado una caminata aleato-
ria, pues determina la posicién final de dar pasos aleatorios a la derecha o a la
izquierda a través del tiempo. En ocasiones, el concepto de caminata aleatoria es
util para describir el precio de activos, por ejemplo, titulos de capital o acciones.

La especificacién de la unidad de tiempo puede ser hecha a través de incrementos
de algtn periodo predeterminado: dia, mes, trimestre, etc. Sin embargo, el caso de
mayor interés es cuando el periodo se refiere a un instante d¢. De esta manera, si
t € [0, t] representa el tiempo en forma continua, entonces (1.1) se puede reescribir
como:

Witat = Wi+ et4ae (1.2)



Movimiento Browniano y modelo de Vasicek
con Wo =0y e ~N(0,A). Por lo tanto,
AW, = Wignr — Wi ~ N (0, At) .
Asi, cuando At se sustituye por un instante dt, se sigue que
dW; ~ N(0,dt) .
El proceso dW,; satisface las siguientes propiedades:

(i) E[dW,] =0,
(i) E[dW,dt] =0,
(iii) E [(dwt) ] -
(iv) Var [ (dWy) ]
(v) E[dwfdt }
(vi) Var [dW.dt] =

dt,

Las propiedades anteriores se pueden probar de la siguiente manera:

(i) Debido a que dW; ~ N (0, d¢) se tiene que:
E[dW,] = 0.
(ii) Como
E [dWdt] = dtE [dW4] ,

y por el inciso anterior:

E[dW,dt] = 0.
(iii) Se sabe que dW; ~ N (0, dt)

dt = Var [dW,] = E [(dwﬂ —E[dw)?,

al utilizar (i) se tiene que
dt = E [(dwt)z] .

(iv) Al calcular la varianza de (dW;)” se tiene que

Var [(aw)?] = B [@w)] - B [@wy?] |

pero como

AW, ~ N (0, dt),

(1.3)
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se tiene que su cuarto y segundo momentos estan dados por 3dt? y d¢2, por
lo que

Var |(dW,)*] = 24t = 0.
(v) Por propiedades de esperanza
2 2 2
E [(thdt) ] — 1’ [(dwt) } :
y por (iii) se tiene que
E [(dwtdtﬂ = dt2dt = 0.
(vi) Al calcular la varianza de [dW;dt] se tiene que
Var [dW,d] = E [(dwtdtﬂ _E[dW,de)? |
y por los incisos (ii) y (v) se tiene que:

Var [dW;dt] = 0 — 0%

por lo que
Var [thdt} =0.
El proceso dW; satisface:
dw, dt
dw, dt
dt 0 0 (1.5)

Para probar que (dW;)“ = dt, ver [26], se determinard el limite V' de la variacién
cuadrética media de la sucesién de variables aleatorias en términos de convergencia
en error cuadratico medio cuando n — oo. Es decir, si

n

V=Y (Wi, = Wi ),

i=1
se desea encontrar V tal que

n

lim B> (Wy, =W, ,)>=V| =0. (1.6)

n—oo :
i=1
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En la expresion anterior existen dos posibles soluciones las cuales son: la variable
aleatoria V;, y el tipo de limite que se estd usando. Por lo que se propone a:

i(wti - Wtq,—1)2‘| .

i=1

V=E

Debido a que la variable aleatoria Wy, — Wy, |, ~ N (0,¢; — t;—1) se llega a:
O SURNTREES sE TR
i=1

i=1
n
:Z(ti —tiq) =t
=1

)

y asi, se tiene que

n 2
E Z(WtL - Wti71)2 - t‘| =
=1

n

ED (Aawy)t+2 > (AWti)Z(AWtjf+t2—2ti(AWti)2 ,

i=1 1<i<j<n i=1

donde Ath. = th. — Wti71

Por otro lado como la familia de variables aleatorias independientes {AW;, } se
distribuyen A (0, ¢, — t,,—1) se tiene:

E (AWt,i)4 = 3(ti — ti_l)Q R

E [(AW:)2(AW,)?] = (ti — tim1)(tj — tj-1)

por lo que:
n 2 n
E > (AW,)? - t] =3> (ti—ti1)®+2 > (ti—tia)(t; —tj-1)
i=1 i=1 1<i<j<n

42— 2t Z(ti —tii1) .
=1

Al usar el hecho de que ¢; — t;—1 = t/n, para toda i, se llega a

n 2 2
t 3t
E 3(t; — ti,1)2 =n3 <—> = —,
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2 2 2 2
ny [t nin—1) [t t t
I<i<i<n 2 n 2 n 2 2n
Por lo tanto,

lim E

n—o0

Por lo que el limite V' se puede escribir como:

+ n
V=[ (dwy?= lim AW,)2,
JRCISEENTS A

i=1

donde el limite se interpreta de acuerdo a (1.6). Es decir,

/Ot (AW,)? =t.

Diferenciando respecto de dt se demuestra que:
2
(dWy)” = dt.
Por (vi) de las propiedades y por la observacién anterior se tiene que si

E [dW.dt] = dW,dt,

y por (ii) de las propiedades anteriores se demuestra que

dwdt = 0.

Finalmente, por definicién se tiene que
dt? = 0.
El proceso W; es conocido como el proceso estandar de Wiener y puede ser escrito

en forma diferencial como:

t
Wt:Wo—l—/qu.
0
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El proceso estandar de Wiener W; cumple las siguientes propiedades:

(i) Wy es continuo en ¢,
(#i) Wy no es diferenciable,
(iii) Wy es un proceso de variacién no acotada,
(iv) Wy es un proceso de variacién cuadrética acotada,
(v) La distribucién de W,, dado Wy con u > ¢, se distribuye N (W, u — t),
(vi) La varianza de un prondstico W, se incrementa indefinidamente conforme
u — 00.

La primera propiedad se sigue ya que dW; es una variable aleatoria de magnitud
infinitesimal.

La segunda propiedad es debido a que W; es una familia de variables aleatorias
independientes entonces la diferencial izquierda y derecha no necesariamente coin-
ciden.

La tercera propiedad se cumple porque la caminata aleatoria continua tiene lon-
gitud infinita.

La cuarta propiedad se satisface puesto que la suma de los cuadrados de los cam-
bios en W es finita y es igual a t.

La quinta propiedad es cierta pues W, es una suma de variables aleatorias nor-
males independientes (e;), entonces se sigue que W,, también es normal con media
W, y varianza determinada por la longitud del intervalo, que en este caso es u — t.

Finalmente, la propiedad (vi) se sigue debido a que en el inciso anterior se tiene
que si u — 0o, entonces la varianza de la condicional W, dado Wy, u — ¢, tiende
a 0o.

El proceso de Wiener en algunas ocasiones es inapropiado para la modelacion
financiera, sin embargo, se puede escribir un proceso estocastico continuo en fun-
ci6én del proceso estandar de Wiener. Por ejemplo, se puede considerar una cami-
nata aleatoria con una tendencia generalizada y heterocedasticidad (es decir, va-
rianza no constante) que dependan ambas de X; y t:

X1 =X+ a (Xt,t) +o (Xt,t) er+1; et v.a.i.1.d. N(O, 1),

con X conocido.

Anélogamente, si se escogen subintervalos de longitud A que traten de seguir el
comportamiento de este proceso, se tendra que:

Xt-i—A = Xt + (Xt,t) A +o (Xt,t) Ct+A; €t v.a.i.9.d. N(O, A),

con X conocido.

De esta forma se puede notar que las propiedades estocasticas de las muestras
periodicas de un proceso de mayor frecuencia seran las mismas que las del proceso
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de menor frecuencia. Estrictamente hablando, esta réplica es exacta solo si a y
o son constantes; el proposito es desarrollar la intuicion para la construccién de
modelos estocdsticos.

Al analizar nuevamente el comportamiento del proceso anterior cuando A tiende
a dt se tiene que:

dXt =« (Xt,t)dt +o (Xt,t) th y

con X conocido.

Asi, el proceso anterior es la descripcién de un proceso univariado de Wiener
)

generalizado. Cabe mencionar que dW; y dZ; describiran un proceso estdandar de

Wiener y que dY; y dX; se referiran a funciones del proceso estandar de Wiener.

1.3 Proceso estocastico de frecuencia continua

1.3.1. Movimiento Browniano aritmético

Sea dW; un proceso estandar de Wiener, con a y o constantes, entonces se dice
que X, sigue un movimiento Browniano aritmético con tendencia « y volatilidad
o si:

dX; = adt + cdW, .

Este proceso es utilizado para modelar economias variables que tienen una tasa
de crecimiento lineal con incertidumbre.

El movimiento Browniano aritmético X; cumple las siguientes propiedades:

(i) X puede ser positivo o negativo,
(#i) La distribucién de X, dado X; es normal con media con Xy + a(u—1t) y
desviacion estandar ov/u — t,
(7i7) La varianza del valor futuro X, dado X tiende a oo, conforme u tiende
también.

Las propiedades anteriores indican que el movimiento Browniano aritmético es
apropiado para variables que pueden tomar valores tanto positivos como nega-
tivos, para aquéllas cuyos errores de los valores futuros tengan una distribucién
normal, y para las variables en las que su varianza se incremente linealmente en
el tiempo. Por ejemplo, una variable que puede ser modelada a través de un
movimiento Browniano aritmético es el flujo de efectivo neto.

1.3.2. Movimiento Browniano geométrico

Sea dW; un proceso estandar de Wiener, a y o constantes, entonces se dice
que X; sigue un movimiento Browniano geométrico con tendencia « y volatilidad
o si:

dXt = Othdt + O'Xtth .
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Este proceso es utilizado para modelar economias variables que crecen exponen-
cialmente a una tasa promedio « y tienen una volatilidad proporcional al valor de
la variable.

El movimiento Browniano geométrico X; cumple las siguientes propiedades:

(i) Si Xy comienza con un valor positivo, entonces permanecerd positivo,
(ii) X} tiene una barrera absorbente en 0; es decir si X; toma el valor de cero,
entonces X; permanecera en cero,
(#47) La distribucién condicional de X, dado X; es lognormal, es decir,

log (X,,) estd normalmente distribuido, con media condicional de log(X,):
L 5
log(Xt)—Q—a(uft)fga (u—1t) con u >t

y desviacién estandar condicional de log (X,,)

ovu—1.

El valor esperado de X, dado X, es:
Xtea(uft) ,

(iv) La varianza de un valor futuro X, tiende a co conforme u lo hace.

El movimiento Browniano geométrico es usado para modelar el precio de los ac-
tivos financieros, ya que los cambios proporcionales en el precio de los activos son
independientes e idénticamente distribuidos con funcién de densidad normal. Este
movimiento puede ser apropiado para modelar el precio nominal de los bienes o
el ingreso de alguna actividad en particular. En ocasiones es conveniente para
modelar variables positivas que presentan tasas con crecimientos negativos.

1.3.3. Proceso de reversiéon a la media

Sea dW; un proceso estandar de Wiener; «, i1, v, 0; k£ > 0 constantes, entonces
se dice que X; es un proceso de reversion a la media con parametro de velocidad
de ajuste x, media a largo plazo p y volatilidad o, si cumple lo siguiente:

dXi =k (u— X¢)dt + o X/ dW, .

La eleccion de v puede permitir la interpretacién para la volatilidad del proceso.
Este proceso es apropiado para modelar variables econémicas positivas que presen-
tan en el largo plazo tendencia a su media pero que pueden presentar distorsiones
en el corto plazo. Se asumird que &, u,~y son positivas.
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En el caso particular en que v = 1, el proceso recibe el nombre de Ornstein-
Uhlenbeck.

El proceso de reversién a la media X; cumple las siguientes propiedades:

(i) Si X comienza con un valor positivo, entonces permanecerd positivo,
(i) La tendencia es positiva y la volatilidad desaparece, conforme X, se aproxima

a0,
(#41) La varianza de un valor futuro X, es finita, conforme u tiende a oo,
(iv) Sivy = %, la distribucién condicional de X, dado X; con u > t es x2 no

centrada. Con media
(Xy = p) e "D 4y,

y varianza

2

2 2
X, <U_) [efm(uft) _ 672N(U7t)j| +1u <U_> |:1 _ efm(uft):| ]
K 2K

Este proceso es apropiado para modelar tasas de interés o tasas de inflacién que
pueden presentar valores estables a largo plazo y no representar activos que se
operan en un mercado. Incluso se podria modelar la volatilidad en si misma a
través de este tipo de proceso.

1.4 Lema de It6 y sus extensiones multivariadas
Sea una funcién de variable real

f(X¢):R— IR,

donde X; es un proceso de Wiener generalizado. De acuerdo a la expansién de la
serie de Taylor para estimar f(X; + A) se tiene que:

1 1
(Xt +A)=f(Xe) +Afx(Xy) + §A2fXX(Xt) + §A3fXXX(Xt) + ..,

los subindices denotan las derivadas (mds adelante indicardn derivadas parciales).

Del célculo diferencial se tiene que conforme A — dX; y al utilizar el hecho de
que (dX;)" =0 para n > 1, se tiene que

f(Xe+dXy) = f(X¢) + fx(X¢)d Xy

O~

df(Xy) = fx(Xp)dXy .
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En el calculo estocastico, el término (dXt)2 no desaparece, pero no asi, los términos
de orden mayor a 2. Intuitivamente dX; es suficientemente pequeno en el calculo
diferencial como para que (dX t)z sea cercano a cero. En el cdlculo estocastico,
dX; es una variable aleatoria con distribuciéon normal y debido a que la varianza
de dX; no es cero, entonces (dXt)2 no desaparece, pero converge en probabilidad
a dt.

A partir de una serie de Taylor de segundo orden se tiene que el teorema
fundamental del calculo estocéstico establece que:

1
J(Xe+dX0) = F(X0) + [x (X0)dX + 5 fex (X0) (dX0)"

1
df (X1) = fx(X)dX; + 5 fxx(Xo) (X))’

el cual es una extensién légica del teorema fundamental del cédlculo diferencial,
este resultado es conocido como el lema de It6 ! en su forma més simple.

Si una variable ¢ fuera determinista, entonces el término (dt)2 desapareceria; por
lo que se puede usar esta propiedad para extender el lema de It6 a funciones de
Xt y t.

Sean X; un proceso de Wiener generalizado, ¢ una variable real y f una funcion
real que depende de X; y ¢, entonces

1
df = |a (X4, t) fx, + 5 (0 (X4, 1)) fx,x, + ft} At + o (X4, 1) fx,dW; .

El resultado anterior se puede probar de la siguiente manera; al utilizar la expan-
sién de una serie de Taylor de segundo orden se tiene que

1
df = fxdXy + fedt + By fxx (dXt)2 + 2fxdXdt + fu (dt)ﬂ ) (1.7)

pero
dXt:a(Xt,t)dt-i-O'(Xt,t)th 9 (18)

con dW; un proceso de Wiener estandar, por lo que:

(dX¢)? = (a (X4, 1) dt)? + 2a (X4, t) dto (X4, t) AWy + (0 (X, t) dW,)?

y asi, se tiene que:

(dX)? = (0 (X4, 8)) 2 dt . (1.9)

L Una descripcién més detallada puede ser consultada en Karatzas [14].
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Por otro lado

dXtdt == (a (Xt, t) dt +o (Xt, t) th) dt
= (X4, t) (dt) + o (X4, t) dWidt

por lo que se llega a que
dX.dt =0 . (1.10)

Finalmente, sustituyendo (1.8),(1.9) y (1.10) en (1.7) se tiene que:

df =fx (o (X, t)dt + o (X¢, t) dWy) + fidt + % (o (Xt,t))2 dt

. .
= |a (X, t) fx + §fXX (0 (X1, 8))° + fo| At + o (X4, t) fxdW,

El resultado anterior es también llamado la Ley de movimiento para f(X¢), y es
una forma alternativa del Lema de It6. Intuitivamente, d f muestra los cambios en
los valores de una funciéon de X; a través del tiempo, donde X; sigue un proceso
generalizado de Wiener. Como f puede depender explicitamente del tiempo, parte
de los cambios de f se derivan a través del tiempo. Sin embargo, el transcurso del
tiempo afecta el valor de X; y por lo tanto influye en el valor de f indirectamente.
El lema de It6 representa un resumen de los efectos relevantes en los cambios en
el valor de f.

1.5 Modelo de Vasicek

A continuacién se presenta el modelo de Vasicek, el cual es muy til para
modelar variables que presentan estabilidad a algiin valor de largo plazo, como es
el caso de algunas variables financieras, por ejemplo, tasas de interés, inflacién,
rendimiento sobre el capital (ROE), étc.

El modelo de Vasicek 2 est4 dado por el siguiente proceso de Ito:
dXx = a(b — Xt)dt + odW,

donde dW es un movimiento browniano, y a, b, ¢ son constantes.

Es importante mencionar que los parametros b, a, y o son el parametro de largo
plazo, la velocidad de ajuste de X; hacia el pardmetro de largo plazo (pardmetro
de reversién a la media) y la volatilidad de X; respectivamente.

2 Ver ”An equilibrium characterization of the term structure” [25].
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1.5.1 Comportamiento de la parte determinista del modelo de Vasicek

Antes de examinar las propiedades del modelo de Vasicek se analizara el
comportamiento de la parte deterministica del modelo con el fin de entender mejor
la reversién a la media. Para ello, considere la siguiente ecuacién diferencial dada
por la parte determinista del modelo de Vasicek.

dXx
= = alb—x0), (1.11)

de donde la expresién anterior es equivalente a

E Zab—aXt,

y asi, se obtiene la siguiente ecuacién diferencial no homogénea de primer orden:

dx

— +aX; = ab. 1.12

a et (1.12)
Para resolver la ecuacién anterior, se multiplica ambos lados de la igualdad por
una funcién continua p(t) y se obtiene que

dXx

p(t) 7 + ul(t)aXe = p(t)ab.

Se impondra que dicha funcién satisfaga lo siguiente:

W = i—fum +aXpu(t) = abp(t), (1.13)

al desarrollar la derivada de la primera igualdad se tiene

dx; du(t) . dX

t — X = —u(t Xop(t
)+ L, = (o) +aXou(r),

y al igualar término a término se obtiene que

dp(t
%Xt = aXt,u(t)

De donde la siguiente ecuacién diferencial parcial homogénea de primer grado para
p(t)

es analoga a
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De este modo

In (u(t)) = /ads =at + ¢y,
t
con c¢1 una constante de integracién, y asi se tiene que
w(t) = coe®™. (1.14)
Por lo que al sustituir (1.14) en (1.13) se llega a

t

d(XtCQeat) = abcoe®
—_— = 2e™,

dt

al integrar la expresién anterior

Xyeqe® :/ab@easds
t
1 at
=abcag—e”" + k1
a
:Cgbeat + k1,

de donde se obtiene que
Xi=b+ ke . (1.15)

Para calcular el valor de la constante k& se tomara la condicion inicial la cual
establece que

Xi, = b+ ke,

de donde se obtiene que
k= (Xy, —b)eo.

Por lo que al sustituir el valor de k en (1.15) se tiene que
Xy =b+ (Xy —b) e,
por lo tanto la solucién de (1.11) estd dada por
Xe=b+ (X4 —b)e 2700, (1.16)

Note que

lim Xt = b,
t—o0

es decir, X; tiende en el largo plazo a b, lo cual explica el hecho de que a este
pardmetro se le conoce como el pardmetro de largo plazo.
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1.5.2 Propiedades del modelo de Vasicek

Enseguida se determinara la distribucién del proceso de Vasicek, asi como
algunas de sus propiedades relevantes el cual esta dado por:

dXt == a(b - Xt)dt -+ Uth .

Para poder determinar la distribucién de X se resolvera la ecuacion anterior, para
ello considere el proceso Y;, el cual estd dado por

Y, =X;—b,
lo cual lleva a

X;=Y;+0b, (1.17)
entonces

dY; = dX, ,
y asi,

dYt = dXt = a(b — Xt)dt + O'th .
Al utilizar (1.17) se tiene que
dYt Za(b—Yt *b)dt-f—O'th == 7CLYtdt+O'th . (118)

Se puede notar que el modelo de Vasicek se pudo reescribir como un proceso del
tipo Ornstein-Uhlenbeck mediante la transformacién Y; = Xy — b.

Ahora sea Z; un proceso definido por
Zt = Yteat, (119)

por lo que al aplicarle el lema de It6 a la expresion anterior se tiene que

dzy 1 ,d%z, dz, dZ
4z, = (—aVi==t 4 = 220 ar + Ztodw
' < Ty, T vy T )T e

1
= <—aYteat + 502(0) + aYteat> dt + e odWy

=e%edW, .

S S
Zs— Zy = / dz, = / ce®™dw,, ,
t t

S
ZS:Zt+a/ edw,, ,
t

Si s > t, se tiene que

de donde
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es decir, Z, depende de f: e®dW,. Al sustituir (1.19) en la expresién anterior se
tiene que

"5
Ve = Vie™ + a/ edw,, ,
t

de lo anterior se obtiene que
S
Y, = e % Ve + eiasa/ edw,, .
t
Y al sustituir (1.17) en la expresién anterior se tiene que
S
Xg—b=e "[X;—ble™ + e*asa/ etdw,, ,
t

de donde

S
Xs=b+[X;— 1] e—als=t) 4 efasa/ edw,,
t

es decir
X=X 0 4y [1 - e—“(s‘“} + e—‘“a/ MW, . (1.20)
t

Como dW, ~ N [0,du], entonces X se distribuye normal, y para calcular los
pardmetros de la distribucién de probabilidad de X, a continuacién se calcula el
valor esperado y varianza de X.

EXs| F]=E [Xte_“(s_t) +b [1 — e_“(s_t)} + e_“sa/ e dw,, | ]:t}
. t
_ Xte—a(s—t) +b [1 _ e—a(s—t)} +e %y / e™E [dW,, | Fi]
Jt

_ Xte—a(s—t) +b |:1 _ e—a(s—t)} 7

por lo tanto
BIX, | Fi = Xpe ™00 4 [1 = 72070 (1.21)
Note que si s — oo, entonces

Es decir, el modelo de Vasicek en promedio tiende a su valor de largo plazo 6
parametro de reversién a la media (b), al igual que la parte determinista del
modelo, es por esta razoén que al parametro b se le da este nombre.
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Al calcular la varianza
Var [X, | F¢] = Var {Xte_a(s_t) +b [1 — e_a(s_t)} + e_asa/ e?dW,, | ft}
t
= Var {e“sa/ e*dWw,, | .7:,5]
t

= o2e 2% Var |:/ edWw,, | ]:f] )
t

T T
/ g(s)dW :/ 92(3)ds,
t t
Var [X, | Fi] = 02e 2% Var [/ e®dw, | .7-}}
Jt

S
:0'26_20'8/ eZaudu
t

1 s
2 —2as 2au
g € -—c
{2“ ]t

pero

Var

es decir

2672asi [62115 _ e2at]
2a
9 1— ef2a562at

=0
:0' —7
2a

por lo que
—2a(s—t)

2a

ol —e

Var[X, | Fi] = o (1.22)

Por lo tanto
XS | .7:,5’\/./\/‘(]3[)(5 | }'t],Var[Xs | Ft]),

es decir, el proceso de Vasicek se distribuye normal, y de acuerdo a (1.21) y (1.22)

se tiene que

1— —2a(s—t)
Xs [ Foe N (Xte‘““) +b {1 - e*a<sft>} ,0262—> .
a
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CAPITULO 2

VALUACION DE BONOS
Y ESTRUCTURA DE PLAZOS

2.1 Introduccién

Cualquier persona ha tenido la experiencia en la vida diaria con alguna
promesa de pago, es decir, ha pedido (o ha prestado) algo en algiin momento de
su vida. Algunas veces se pide prestada (se presta) una cantidad inicial Sy en
un tiempo t y se promete pagar (o que le pagardn al prestamista) en una fecha
futura T esta cantidad Sy maés algo adicional por ejemplo I, es decir, en la fecha
T se pagara la cantidad Sg + I, donde casi siempre la cantidad adicional I es un
porcentaje del monto inicial Sg, por lo que se tiene que el pago prometido sera:

So + 150 ,

lo cual es equivalente a
So(l + 7') .

Este porcentaje adicional r se podria pensar como el pago por el servicio del uso
de dinero ajeno al cual se le conoce como crédito. Las personas piden prestado
porque necesitan dinero para llevar a cabo sus planes (en lugar de ir al banco lo
cual podria ser més caro). Por el contrario, las personas prestan dinero porque
tienen un excedente y desean hacer algo productivo con él. Paralelamente, una
empresa podria necesitar (o tener un excedente) de fondos para realizar proyectos
los cuales incrementarian su capacidad productiva y de esta forma lograr un
crecimiento de dichas empresas para poder sobrevivir en un mundo cada vez més
dindmico y agresivo. Es decir, para poder crecer necesitaran fondos pero tal vez
ahora no los tengan por lo que recurriran al crédito, o invitardn a nuevos socios.
Para hacer lo anterior las empresas basicamente tienen dos opciones las cuales
son: emitir acciones y emitir deuda. El optar por la primera opcién implica una
pérdida en el poder de la toma de decisiones de la empresa, si se toma la segunda
alternativa la forma més comun es a través de pagarés (bonos), es decir, hoy
piden prestado una cantidad By y en un futuro pagardan una cantidad B (valor
nominal). Por lo anterior, se podria pensar que las empresas venden (emiten) un
pagaré (bono) a la cantidad By el dfa de hoy y en el futuro se comprometen a
pagar la cantidad Brp, es decir, existe un flujo de efectivo hoy que se debera de
entregar al vendedor del pagaré y un flujo de efectivo By que se entregaran al
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comprador del pagaré. Las empresas llevan a cabo este tipo de mecanismo para
crecer y asi lograr un mejor desempeno.

2.2 Instrumentos de renta fija

Una primera clasificacién parsimoniosa de los instrumentos financieros esta
dada por instrumentos de renta fija e instrumentos de renta variable 3. La carac-
teristica fundamental de los instrumentos de renta fija es que los flujos de efectivo
que genera este tipo de instrumentos estan predeterminados como son los CETES
(Certificados de la Tesoreria), bonos de empresas, etc. Mientras que en los ins-
trumentos de renta variable no estan predeterminados los flujos de efectivo como
son las acciones.

El bono es uno de los principales instrumentos de renta fija, el cual es una promesa
de pago a futuro impersonalizada entre dos partes en la que una parte se compro-
mete a pagar ciertos flujos de efectivo durante un lapso de tiempo a la contraparte
que hace el préstamo. La parte que tiene la obligacién de realizar pagos futuros
se le conoce como el emisor del bono y la parte que recibe dichos pagos se le
conoce como comprador o tenedor del bono. Al periodo de tiempo que dura este
contrato se le denomina vencimiento del bono, y a la cantidad prestada estipu-
lada en el bono que se deberd pagar en el vencimiento del bono se le conoce
como valor nominal. Finalmente, si el bono paga flujos de efectivo antes de la
fecha de vencimiento a estos flujos se les conoce como cupones, y a las fechas en
que ocurren estos pagos de cupones se les conoce como fecha de pago o corte de
cup6n. Como un bono es una relacién contractual que existe entre el emisor y
el tenedor del bono durante el vencimiento de éste, el tenedor del bono tendra
motivos suficientes para preocuparse de que la posicién financiera de la empresa
emisora pueda cambiar en forma importante ya que de ella depende la capacidad
de la empresa para responder a sus obligaciones. Un tenedor del bono puede exi-
gir a la empresa emisora un requirimiento minimo de razén circulante, es decir,
los tenedores de los bonos nesesitaran estar informados acerca de la evolucion de
la empresa y esto lo pueden hacer via los estados financieros.

Los contratos de bonos se pueden dividir en:

) Contratos que restringen la emisién de nueva deuda,
2) Contratos que imponen restricciones sobre el pago de dividendos,
) Contratos que imponen restricciones sobre fusiones,
) Contratos que imponen restricciones sobre las disposiciones de los activos de
una empresa.

3 Van Horne en su libro Financial market rates and flows, desarrolla un anélisis detallado

de la clasificacién de los diferentes tipos de bonos.
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Estas restricciones son hechas para evitar que la empresa emisora aumente el
grado de riesgo de la deuda en circulacién. Por ejemplo, se podria emitir nueva
deuda con derecho superior o igual sobre los activos de la empresa, o los bonos
que restringen el pago de dividendos son obligaciones principalmente hechas para
evitar casos extremos donde los accionistas voten para pagarse a si mismos un
dividendo liquidador que dejard a los tenedores de los bonos con una empresa
vacia.

Por lo anterior, existe una clasificaciéon parsimoniosa de los bonos la cual a con-
tinuacién se comentara:

(a) Bonos garantizados (hipotecarios).- en este tipo de bonos existe un bien fisico
como garantia. Se clasifican de acuerdo a prioridad de derechos, al derecho
a emitir valores adicionales y al alcance del gravamen.

(b) Bonos no garantizados.- en este tipo de bonos no existe un bien como garan-
tia. Se clasifican en bonos a largo plazo, bonos a largo plazo subordinados,
bonos a corto plazo, bonos sobre ingresos, bonos a tasa flotante, bonos co-
merciales y bonos no comerciales.

Los bonos pueden o no pagar flujos de efectivo intermedios a la fecha de venci-
miento, cuando no pagan cupones y solo pagan el valor nominal en la fecha de
vencimiento se les conoce como bonos cupén cero o simplemente ceros. Cuando
un bono paga cupoén se le conoce como bono cuponado o bono con cupén.

2.2.1 Elementos de un bono

Debido a que un instrumento financiero queda totalmente caracterizado por
sus flujos de efectivo y el tiempo en que estos ocurren, en consecuencia se tienen
todos los elementos para valuarlo. Los elementos de un bono son:

(1) Valor nominal, es el valor que se promete pagar en la fecha en que vence el
bono,

(2) fecha de vencimiento, es la fecha en que se deberd pagar el valor nominal (6
vida del bono),

(3) fecha de emision, fecha en que se emite el bono,

(4) fecha de colocacién, es la fecha en que se puso a la venta el bono,

(5) tasa cupdn, es la tasa de rendimiento que se paga periodicamente sobre el
valor nominal (la cual se puede ver como el pago de intereses del bono), por
lo que si un bono es cupon cero entoces su tasa cupén debera ser cero,

(6) cupdn, es la cantidad en unidades monetarias que se paga periodicamente,
la cual se calcula como la tasa cupén por el valor nominal.
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Con los elementos anteriores quedan totalmente caracterizados los flujos de efec-
tivo de un bono, y como consecuencia queda caracterizado totalmente un bono,
y de esta forma se puede hablar de la valuacién de un bono.

2.3 Valuacion de Bonos

Una vez que se conocen los elementos de un bono, se conocen los flujos de
efectivo que éste pagara, asi como las fechas en que ocurriran estos flujos, y para
determinar el precio del bono solo bastara saber la tasa de descuento de dichos
flujos. Para ello se calculard el precio de un bono cuponado, se denotardan a VN
como el valor nominal del bono, T el vencimiento del bono, C; el cupén que
se pagard en i < T con i = 1,...,T. Si y es el rendimiento al vencimiento del
bono (también conocido como yield to maturity 6 simplemente yield), entonces el
precio del bono B(t,T) estara dado por el valor presente de sus flujos de efectivo,
es decir:

T
(oF VN
B(t,T) = E 4+ .
( ) P (1 +y)7,—t (1+y)T—t

Alternativamente, si el rendimiento al vencimiento tiene composicién continua
entonces el precio del bono estaria dado por

T
B(t,T) =Y Cie "Dy yNe v
=1

Para cualquier bono, se puede reportar el precio de mercado 6, dados los flujos
de efectivo, el rendimiento dnico (rendimiento al vencimiento). De esta forma
si se reporta el precio de mercado entonces el rendimiento al vencimiento (y) se
puede calcular como la tasa de descuento que iguala los flujos de efectivo al valor
de mercado del bono.

De las expresiones anteriores es importante destacar que debido a que los pagos
del bono son conocidos de antemano, el valor del bono B(t, T') fluctiia debido a los
cambios en las tasas de interés, creando con ello un pérdida potencial. También
se observa que existe una relacién inversa entre la tasa y el precio de un bono, es
decir, si las tasas aumentan entonces el precio del bono disminuird y viceversa.

2.3.1 Curva de rendimientos al vencimiento (Curva yield)

Como se comenté anteriormente, la valuaciéon de un bono depende del rendi-
miento al vencimiento (yield), ¢ si se tiene el precio de mercado del bono entonces
el rendimiento al vencimiento (y) se puede calcular como la tasa de descuento
que iguala los flujos de efectivo al valor de mercado del bono, es decir, para
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cualquier bono se puede reportar el precio de mercado, o dados los flujos de efec-
tivo del bono, su rendimiento tnico. Sin embargo, la verdadera cuestién estriba
en averiguar si el rendimiento se puede relacionar a las condiciones prevalecientes
del mercado.

El rendimiento al vencimiento de cualquier bono estd fuertemente limitado a las
condiciones generales de los mercados de renta fija. Todos los rendimientos al
vencimiento tienden a moverse juntos en este mercado. No obstante, todos los
rendimientos al vencimiento de los bonos no son exactamente los mismos. La
variaciéon de los rendimientos al vencimiento es explicada en parte por las ca-
lificaciones crediticias de los bonos, es decir, los bonos con mayor calificacién
crediticia seran mads caros que los de menor calificacion. Con todo, la califi-
cacion crediticia no explica totalmente las variaciones observadas. Otro factor
que explica parcialmente las diferencias en los rendimientos al vencimiento es el
tiempo al vencimiento, es decir, los bonos con mayor vencimiento tendrdn mayor
rendimiento al vencimiento.

De esta forma surge un concepto importante el cual es llamado la curva de
rendimiento al vencimiento (o curva yield) la cual es la relacién funcional en-
tre el rendimiento al vencimiento y el plazo del vencimiento del bono. Cuando
se estd analizando un bono en particular es 1util determinar su rendimiento y
fecha de vencimiento, y colocarlos como un punto de la curva de rendimientos al
vencimiento para bonos de su misma clasificaciéon de riesgo. Esto dard una indi-
cacién general de que tan bien estd valuado el bono respecto a todo el mercado.
Si el punto del bono que se estd analizando se encuentra lejos de la curva deberd
existir probablemente una explicacion de su desviacién, relacionada a situaciones
especiales tales como nuevas noticias que pudieran afectar la solvencia del emisor.

La estructura intertemporal de las tasas de interés representa la relacion,
en un punto dado en el tiempo, entre el plazo al vencimiento y el rendimiento
al vencimiento del bono dentro de un nivel de riesgo dado. La representacion
tradicional de la estructura intertemporal estd basada en bonos de rendimiento
a la par, esto es utilizando el rendimiento al vencimiento de bonos con un cupén
cercano a su vencimiento. La ventaja de este método es que los bonos relaciona-
dos, denominados on the run (emitidos recientemente) son muy liquidos y sus
precios reflejan acertadamente las condiciones del mercado. Sin embargo, este
método ignora la informaciéon contenida en otros bonos que se encuentran en cir-
culacién. Algunos enfoques intentan ajustar la curva de rendimientos a través de
los rendimientos de todas las emisiones vigentes.
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2.4 La estructura de plazos

La curva yield es 1til, pero debido a que es algo arbitraria no proporciona una
explicacién completamente satisfactoria de las diferenciales de los rendimientos al
vencimiento. No obstante, el ajuste de una curva utilizando bonos con diferentes
cupones es insatisfactorio. El problema es que los rendimientos observados no
representan los rendimientos futuros a menos que todos, los cupones puedan ser
reinvertidos a la misma tasa, lo cual es muy poco probable. Es por lo anterior
que se requiere de otra teoria, y esta seccién se encarga de proporcionarla y se
conoce como la estructura de plazos. La teoria presentada en esta seccién deja
de lado las ideas del rendimiento al vencimiento para enfocarse en el concepto
puro de tasa de interés, es decir, se basa en la observacion de que en general la
tasa de interés depende de la longitud del periodo de tiempo en que el dinero es
prestado.

Se define la tasa spot (o tasa de interés de contado) a T' afios como la tasa
de interés de una inversion efectuada en un periodo de tiempo que empieza en t
v termina en T anos, donde el interés y el principal seran pagados en T', a la cual
se le denotard como R(t,T). Es importante hacer notar que bajo este enfoque de
la tasa spot no existen flujos de efectivo entre t y T y los tnicos flujos ocurren
en ty T. De esta forma si se tiene un bono cupén cero con valor nonimal VN y
fecha de vencimiento en T entonces su precio estard dado por

. VN
BUT) = G Ry

v si la composicién de la tasa es en tiempo continuo entonces el precio del bono
estd dado por:
B(t,T) = VNe REDT=t)

Es importante destacar que el flujo de efectivo del bono al vencimiento T' es VN,
es decir,
B(T,T)=VN,

de donde se tiene que R(7,T) = 0.

Note que en este caso el rendimiento al vencimiento esta bien definido, dado que
corresponde al vencimiento compuesto en el periodo T sobre el bono y en este
caso para este bono cupdn cero se tendra que su rendimiento al vencimiento en
un plazo T es la tasa spot. En contraste, un bono con cupones tiene muchos
flujos de efectivo previos al vencimiento y puede ser descompuesto en una serie
de bonos cupén cero donde el cupén al tiempo ¢ puede ser visto como el valor
nominal de un bono cupén cero con vencimiento en esta fecha. El valor nominal
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mas el ultimo cupédn es el valor nominal de un bono cupén cero con vencimiento
en T. De esta forma el precio del bono estd dado por

T C; VN
BT =) TRy T T RGN

(2.1)

donde R(t, i) son las tasas spot que integran la estructura de plazos en el tiempo i,
coni=1,2,...,T. Es importante mencionar que la estructura de plazos también
es conocida como la curva cero o curva spot, y ésta representa las tasas spot
graficadas contra el tiempo.

Si la composicién de las tasas de interés son en tiempo continuo entonces el precio
de un bono cuponado esta dado por

T
B(t,T) =Y Cie  FEDU 4y N REDT= (2.2)
i=1

Una curva cupén cero (o estructura de plazos) es, tedricamente, més precisa
que la curva usual de rendimientos al vencimiento. La primera representa un
conjunto de precios primitivos, a partir de los cuales puede ser derivado el valor
de los instrumentos de renta fija (en particular los bonos). Desafortunadamente,
los mercados activos para los bonos cupén cero (denominados tambien strips)
existen solo en los Estados Unidos y Francia, y son relativamente recientes. Por
lo tanto, la curva de la tasa spot generalmente se estima a partir de los bonos en
circulacién con un cupén en proceso de pago, utilizando la ecuacién (2.1) 6 (2.2)
segun sea el caso.

En la préctica, normalmente las tasas spot (o tasa cupén cero) no se pueden
observar directamente, lo que se puede observar son los bonos que pagan cupon.
Un punto importante es el como se puede extraer la curva de rendimiento cupén
cero a partir de los precios de las obligaciones con cupén, es por ello que la
siguiente secciéon aborda un método para tal objetivo.

2.4.1 Método bootstrap

La forma obvia de determinar una curva de tasas spot es encontrando los
precios de una serie de bonos cupén cero con varias fechas de vencimiento.
Lamentablemente el conjunto disponible de bonos cupén cero es tipicamente muy
pequeno, vy ademas, hasta hace poco no existian bonos cupén con vencimientos de
largo plazo. Por lo que no es siempre practico determinar el conjunto completo
de tasas spot de esta forma. Sin embargo, la existencia de un bono cupdn cero
no es necesaria para el concepto de tasas spot, no se requieren tales datos para
determinar el valor de las tasas spot.
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La curva de tasas spot puede ser determinada de los precios de los bonos cupona-
dos comenzando con bonos de vencimientos cortos y trabajando hacia adelante
con bonos de vencimientos mayores.

Se ilustrara el proceso para la composicion de un ano bajo el supuesto de que los
cupones se pagan una vez al afio. Primero, se determinard R (¢, 1) por observacién
directa de la tasa de interés de un ano. Después, se considerard un bono a dos
anos. Se supondrd que el bono tiene precio B(t,2) el cual hace pagos de cupén
de montos C; y Cs al final del ano 1 y 2 respectivamente, y con valor nominal
de V N. El precio de debe ser igual al valor presente de los flujos de efectivo, es
decir:

C1 Cy+VN

(1+R(t,1)) (14 R(t,2))2°

B(t,2) =

como la tasa spot al primer afio (R(t,1)) ya es conocida, entonces se puede
resolver la ecuacién anterior para la tasa spot al segundo ano, es decir, para
R(t,2). Trabajando de esta forma hacia delante, lo siguiente es considerar un
bono a tres anos, cuatro afos,..., T anos y asi, se puede determinar las tasas spot
R(t,3), R(t,4),..., R(t,T) paso a paso. Cabe mencionar que bajo este método se
tendran las tasas spot de acuerdo a los vencimientos de los bonos disponibles por
lo que no se tendran tasas spot fuera de estos periodos de vencimiento 4. Es por
ello, que es necesario contar con modelos que puedan proporcionar la tasa spot
a un vencimiento especifico por lo que en las siguientes dos secciones se dardan
los conceptos necesarios para abordar en la seccién 2.7 un modelo estocastico de
estructura de plazos.

2.5 Tasa forward

La tasa spot a T' anos es la tasa de interés de una inversion efectuada para
un periodo de tiempo que empieza hoy (¢) y que finaliza al cabo de T anos.
Muchas veces, se esta interesado en conocer las tasas de interés intermedias entre
una tasa spot a 77 anos y una tasa spot a T» afnos con To > Tj7. Este tipo de
informacién lo contiene de forma implicita la estructura de plazos y a partir de
ésto surge el concepto de tasa forward, la cual se puede definir como la tasa de
interés que se encuentra implicitamente entre las tasas spot actuales para periodos
futuros de tiempo. A continuacion, se ilustra el calculo de una tasa forward, para
ello considere las tasas spot a Ty y a To afos denotadas por R(t,T71) y R(¢,T2)
respectivamente. De esta forma una inversién de 1 unidad monetaria invertida a
un plazo de T anos se puede ver como una inversiéon a un periodo de 77 anos y
al final de T anos reinvertir a la tasa futura a Ty — T prevaleciente dentro de T1.

4 Consultar Hull [13].
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Por lo que bajo argumentos de arbitraje se podria esperar que ambas alternativas
de inversién brinden el mismo monto en T, es decir,

(1+R(t, To)27 = 1+ R(t, 1) (1 + £ (¢, T, T2) 2T, (2.3)

donde f(t,T1,T2) es la tasa que se observa en ¢, para una inversién que comienza
en Ty y finaliza en Ts, a la cual se le conoce como la tasa forward de T7 a Ts,
observada en ¢t. Por lo que la expresion de la tasa forward bajo composicién
discreta estd dada por:

1
(14 R(t,Tp)2—t] 2T
(1+ R(t, Ty)Tr—t

f(t,Tl,TQ) = —1. (2.4)

Andlogamente, si la composicién de las tasas spot es continua la tasa forward

puede ser obtenida a través de la ecuacién

eR(t,TQ)(TQ—t) — eR(t,Tl)(Tl—t)ef(t,Tl,T2)(T2_T1) ,

y la tasa forward para la composicién continua esta dada por

R(t,T2)(To —t) — R(t, T1)(T1 — t)

T Ty) =
f(t.T1,T2) -

(2.5)

De las expresiones para la tasa forward proporcionadas en (2.4) y (2.5) y usando
el hecho de que R(t,t) = 0, se observa que la tasa forward f(¢,¢,T) es la tasa spot
R(t,T). La tasa de interés forward también mide la pendiente de la estructura
de plazos ya que de (2.3) si se supone que t =0, 71 = 1 y T> = 2 y después de
simplificar y eliminar los términos cruzados se tiene que:

ft,1,2) =~ R(t,2) + (R(¢,2) — R(t,1)) ,

la cual es una medida de la pendiente de la estructura de plazos. Por lo tanto,
con una estructura de plazos con desplazamientos ascendentes, R(t,2) estd por
arriba de R(t,1)y f(t,1,2) estard por encima de R(t, 2), proporcionando una guia
sobre la tendencia de los movimientos futuros de las tasas de interés. Cuando la
composicién es continua por la ecuacién (2.5) la observacién de que la tasa forward
mide la pendiente de la estructura de plazos es mas directa y ademads, se observa
que si la estructura es ascendente R(t,1) < R(t,2) entonces la tasa forward
f(t,1,2,) estard por encima de R(t,2). De esta forma, cuando la estructura de
plazos es plana (tanto para composicién continua como discreta) la curva spot
es idéntica a la curva de rendimiento a la par y a la curva forward. En general,
las curvas difieren. En particular, en el caso de una estructura de plazos con
desplazamientos ascendentes la curva de rendimiento al vencimiento estda por
debajo de la curva spot mientras que la curva forward estd por encima. Por
el contrario, con una estructura de plazos con desplazamientos descendentes la
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curva de rendimiento al vencimiento estd por encima de la curva de tasas spot,
la cual a su vez estd por arriba de la curva de tasas forward.

Es importante destacar que existe una gran ntimero de tasas forwards asociadas
a una curva spot. De hecho, si existen n periodos, entonces existen n tasas spot
(incluyendo R(t,t) la cual se define como cero); y de esta estructura de plazos
existen w tasas forward (incluyendo las tasas spot bdsicas). Sin embargo,
todas estas tasas forward son derivadas de las n tasas spot subyacentes.

La curva de rendimientos al vencimiento (curva yield) puede ser observada, al
menos aproximadamente, buscando una serie de cotizaciones de bonos en las
publicaciones financieras. La curva casi nunca es plana, pero usualmente tiene
una pendiente creciente conforme los vencimientos se incrementan. La tasa spot
tiene caracteristicas similares. Tipicamente, también la pendiente se incrementa
rapidamente en vencimientos cortos y continia incrementandose en forma gradual
conforme los vencimientos se alargan. Ademds, se observa que la curva spot
tiene variaciones cada dia, por lo que resulta natural preguntarse si existe una
explicacién simple para esta forma tipica de la estructura de plazos.

Existen tres explicaciones estdndar o teorias de la estructura de plazos, cada
una de las cuales proporciona algun significado importante. A continuacién se
esbozardn brevemente estas tres teorfas ° :

(1) La mds sencilla es la conocida como la teoria de las expectativas la cual
sostiene que las tasas spot a largo plazo deben reflejar las tasas de interés a
corto plazo futuras esperadas. De manera mas precisa argumenta que una
tasa forward correspondiente a cierto periodo es igual a la tasa spot futura
esperada para este periodo.

(2) La segunda teorfa, conocida como la teorfa de segmentacién de mercados,
conjetura que no es necesario que haya relacion alguna entre las tasas spot
a corto y largo plazo. Bajo esta teoria, diferentes instituciones invertiran
en obligaciones de diferentes vencimientos sin posibilidad de cambio en el
vencimiento deseado para la inversion. La tasa de interés a corto plazo
se determinard por la oferta y demanda en el mercado de obligaciones a
corto plazo, la tasa de interés a mediano plazo se determina por la oferta y
demanda del mercado de obligaciones a mediano plazo, y asi sucesivamente.

(3) Finalmente, la teoria que resulta en cierta forma maés atractiva es la conocida
como la teoria de la preferencia por la liquidez. En ella se argumenta que
las tasas forward deben ser siempre maés altas que las tasas spot esperadas
en el futuro.

5 Para una exposicién més amplia ver Russell [20].
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El supuesto bésico subyacente de la teoria de la preferencia por la liquidez es
que los inversionistas prefieren conservar su liquidez e invertir sus fondos durante
periodos cortos de tiempo. Los prestatarios, por otro lado, normalmente pre-
fieren endeudarse a tasas de interés fijas y periodos largos. Si las tasas de interés
ofrecidas por los bancos y otros intermediarios financieros fueran tales que la tasa
forward fuera igual a la tasa spot esperada en el futuro, las tasas de interés a largo
plazo, se igualarian a la media de las tasas de interés a corto plazo esperadas en el
futuro. Con la ausencia de incentivos para cambiar de proceder, los inversionistas
tenderian a depositar sus fondos durante periodos cortos y los prestatarios ten-
derian a endeudarse a periodos largos. Los intermediarios financieros podrian, en
ese caso, financiar cantidades importantes de préstamos a largo plazo a tasa fija
con dep6sitos a corto plazo. Lo cual implicaria sin embargo, un excesivo riesgo de
tasa de interés. En la practica, para emparejar a depositantes con prestatarios y
eliminar asi, el riesgo de tasa de interés, los intermediarios financieros aumentaran
la tasa de interés a largo plazo con respecto a las tasas de interés a corto plazo
esperadas en el futuro. De esta forma, se reducird la demanda de préstamos a
largo plazo de tasa fija y se estimulard a los inversionistas a depositar sus fondos
durante largos periodos de tiempo. La teoria de la preferencia por la liquidez
lleva a una situacién en la que las tasas forward son més altas que las tasas spot
esperadas en el futuro. Es también consecuente con la observacién empirica a-
cerca de que las curvas de rendimientos tienden a tener pendientes positivas més
a menudo que pendientes negativas.

Es importante resaltar que la tasa spot R(¢,T) puede ser pensada como una
inversion realizada de 1 unidad monetaria, la cual serd reinvertida cada periodo
de tiempo a la tasa forward f(¢t,t + k,t + k + 1) es decir,

A+RETHT = A+ ft,t,t 4+ 1) A+ f(t, 6+ 1,6 +2)) .. (1+ f(t,T —1,T))
pero f(t,t,t + 1) = R(¢,1), por lo que

(I+R,THT =0 +R(#1) A+ ftt+1,t4+2) .. (1+ f(t, T —1,T))
(2.6)
por lo que la tasa spot para el periodo T se puede escribir como un promedio
geométrico de las tasas spot y forward.

En el caso continuo

CRTNT—t) _ (R(L1) F(L+1L042)  f(Lt42:048)  f(LT=1T) (2.7)

de donde se obtiene que

T—t

1
R(t,T) = T3 R(t,l)‘f'Zf(t,t-H*l»t‘H) ;
i=2
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es decir, en el caso continuo la tasa spot a T anos es un promedio aritmético de
la tasa spot y las tasas forward. Sin embargo debido a que f(¢,t,k) = R(t, k), se
tiene que

T—t
R(t,T):% Flttt+ 1)+ > fltt+i—1t+i)| . (2.8)
=2

Se observa que la tasa spot a T anos es un promedio aritmético de las tasas
forward por periodo. De lo anterior, es importante mencionar que la estructura
de plazos puede ser generada a través de las tasas forward espaciadas un periodo
de tiempo, es decir, por:

flt,t,t+ 1), flt,t+1,t+2), f(t,t+2,t+3),..., f(t, T — 1,T).

Por lo tanto, si se conocen estas tasas entonces la estructura de plazos puede ser
obtenida como un promedio geométrico o aritmético (geométrico para composi-
cién discreta y aritmético para composicién continua). Cabe mencionar que las
tasas forward espaciadas por un periodo de tiempo f(¢t,t + k,t + k + 1) son muy
importantes para la estructura de plazos, razén por la cual la siguiente seccién
trata acerca de ellas.

2.6 Tasa corta

Las tasas cortas® son las tasas forward espaciadas solo un periodo de tiempo.

La tasa corta al tiempo k de acuerdo con esto estd dada por:
re=f{tt+kt+k+1),

que es la tasa forward de k a k + 1.

Note que R(t,1) = f(t,t,t +1) = f(t,t +0,t + 0+ 1) = ro.

Como se comenté anteriormente las tasas cortas pueden ser consideradas funda-
mentales, asi como las tasas spot, ya que para un conjunto completo de tasas

cortas se puede especificar totalmente una estructura de plazos. Es decir, de
acuerdo a (2.6) y (2.7) se tiene que

(14 REET)T™ = (14 R(,1)) (14 71) (1 +72) oo (1 4+ 77-1))
En el caso continuo

HETNT—t) — (Rt griera | orm—1 (2.9)

)

6 Consultar Luemberger [15].
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es decir, la estructura de plazos se puede obtener en el caso discreto como un
promedio geométrico de las tasas cortas. En el caso continuo la estructura de
plazos se puede obtener como un promedio aritmético de las tasas cortas a partir

de (2.9), es decir:
—1

1
R(t,T) = mzr,

1=

Si se particiona el intervalo [¢, T'] en subintervalos de longitud AT (cuya longitud
podria ser AT = L) se tiene

n

CRETNT—t) _ (8t AT)AT f(8,t+ AT tH2A)AT f(tt+(n—1) AT t+nAt) AT
= ,

de donde

n—1
1
R(t,T) =7— D F(tt+iAT 4 (i + 1)AT)AT
=0

1 n—1
=) riarAT
-t

tomando el limite cuando n — oo (como AT = %, entonces AT — 0), se tiene

que
T

1
R(LT) = ﬁ rsds . (210)
— v Jt

Se observa que bajo composicién continua y al suponer que los periodos de longi-
tud AT son cercanos a cero, la estructura de plazos se puede ver como el promedio
aritmético de las tasas cortas, que en este caso de composicién continua resulta
ser la integral de las tasas cortas. Este hecho indica que la tasa corta es fun-
damental para el cdlculo de la estructura de plazos, ya que a partir de ellas se
puede generar la estructura de plazos. Por lo que en lo subsecuente se tomara
como punto de partida para determinar la estructura de plazos a la tasa corta,
a través de especificar la dindmica seguida por la tasa corta, y de esta forma se
encontrard la estructura de plazos.

Adicionalmente, se encontrarda una relacion entre el precio del bono y la tasa
forward, para ello considere

GRWDN(T—t) f(t, T.T+AT)AT _  R(t,T+AT)(T+AT~t)

)

de donde se obtiene que

R(t, TYT —t)+ f(t,T,T + AT)AT = R(t,T + AT)(T + AT —t) ,
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y asi,

R, T+ AT T +AT —t)— R(t, T)(T —t

AT
pero
B(t,T) _ e—R(t,T)(T—t) 7

entonces

R(t,T)(T —t)=—In(B(t,T)).
Anaélogamente,

R(t, T +AT)(T + AT —t) = —In(B(t, T + AT)) ,
por lo que al sustituir lo anterior en (2.11) se tiene que

—In(B(t,T + AT)) + In(B(t,T))
AT
In(B(t,T + AT)) —In(B(t,T))
a AT

F@,T,T+AT) =

Al tomar el limite cuando AT — 0 se obtiene lo que se conoce como la tasa
forward instantdnea la cual serd denotada por f(¢,T), es decir

f,T) =A1711ni0f(t,T,T + AT)

— " lim In(B(t, T + AT)) — In(B(t,T))
AT—0 AT '

~ 9In(B(t,T))

T

Por lo tanto la tasa forward instantanea estd dada por la derivada del logaritmo
natural del precio de un bono cupén cero, es decir:

OIn(B(t,T))

(2.12)

La estructura de plazos es importante ya que a través de ella se pueden valuar
instrumentos de renta fija. Se comenté el método Bootstrap el cual es una herra-
mienta util para obtener la estructura de plazos. Sin embargo, para obtener una
estructura de plazos completa se necesitarian tener bonos de cualquier vencimien-
to, situacién que en la practica parece poco facil de tener. La tasa corta especifica
totalmente la estructura de plazos es por ello que existen metodologias basadas en
el estudio de la dindmica de la tasa corta (la cual se proporciona exégenamente)
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y a partir de ésta se obtiene la estructura de plazos. En la siguiente seccion se
supondra que la tasa corta es estocastica y es conducida por el modelo de Vasicek
el cual se introdujo en el capitulo 1.

2.7 Estructura de plazos del modelo de Vasicek

A continuacién, se determinara la estructura de plazos bajo el supuesto de
que la tasa corta es estocastica y conducida por un proceso de It6, en particular
se supondra que es conducida por el modelo de Vasicek.

2.7.1 Precio de un bono cupén cero

A lo largo de esta seccién se supondrd un bono cupén cero con valor nominal
de una unidad monetaria, de esta forma si R(¢,T) es la tasa spot de t a T con
composicién continua, el precio de este bono con vencimiento en 7' de acuerdo a
la seccién 2.4 estd dado por:

B(t,T) = e BEDT=) (2.13)

Enseguida, se proporciona una metodologia ampliamente conocida, la cual es-
tablece una dindamica estocdstica de la tasa corta a través del siguiente proceso
de Ito

dry = p(t, ry)dt + o (t,r)dWy (2.14)

donde dW; es un movimiento Browniano, p y o son funciones conocidas, la cual
serd una especificacién exégena. Debido a (2.10) la estructura depende de la tasa
corta, pero la tasa corta es estocastica, entonces la tasa corta es estocastica y por
la relacién entre la estructura de plazos y la tasa corta establecida en (2.10) se
tiene que el precio de un bono cupdn cero por (2.13) en términos de la tasa corta
estd dado como sigue “:

B(t,T)=E {e_‘[tT rads | Ft] . (2.15)

En la practica se observa que las tasas de interés no crecen indefinidamente,
pero se observa que presentan reversién de la media a un valor constante, lo cual
es una propiedad deseable en el andlisis de la dinamica de las tasas de interés,
es por ello que la dinamica de la tasa corta serd modelada por el modelo de
Vasicek, el cual como se vio en el capitulo uno presenta esta propiedad relevante
de las tasas de interés. Cabe destacar que este modelo es muy 1util debido a sus
propiedades para valuar productos derivados de tasas de interés.

" Ver Duffie [7].
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El modelo de Vasicek tiene la siguiente forma
dry = a(b — ry)dt + odWy | (2.16)

donde: a,by o > 0 son cantidades constantes y conocidas, y dWy es el movimien-
to Browniano estandar.

De acuerdo a (1.20) se tiene que la solucién de (2.16) estd dada por
re =rie 2T 4 p {1 — e_a(s_t)} + e_asa/ edw,, , (2.17)
¢

por lo que
rs | Fe ~ N (Elrs | Fe], Var[rs | Fi])

es decir la tasa corta tiene una distribucién normal con media y varianza dadas
por (1.21) y (1.22) respectivamente.

Para calcular el precio del bono dado en (2.15), sea

T
I(LT)Z/ reds |
t

con rg definida en (2.17). Debido a que
rs | Fe ~ N (Efrs | 7], Var[rs | F]),

entonces

It,T) | Fr ~ N (E[It,T) | Ft],Var[I(t,T) | Fi]).

Recordando que la funcién generadora de momentos de una variable aleatoria X
que se distribuye normal estda dada por

Mx(t) =B [¢"X] = JEXIFEVaX] v o4 e R 7

se tiene que el precio del bono cupén cero estd dado por la funcién generadora
de momentos de I(¢,7T) valuada en t = —1, es decir

B(t,T) = M) (—1) .

Como I(t,T) se distribuye normal, entonces se tiene que el precio del bono en
términos de la funcién generadora de momentos de I(¢,7T) queda determinado

por
B(t,T) = e~BIAT) | Fl+gVarlI(t,T) | Fi] (2.18)
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De la expresién anterior se concluye que para calcular el precio del bono unica-
mente basta calcular E[I(¢,T) | Ft] y Var [I(¢,T) | F¢] por lo que

T
/ rsds | Fy
t
T
/ [7',567‘1(54) +b [1 — eia(s*t)} )
t

+ eiasa/ e‘deu:| ds | ft:|
t

E[I(t.T) | F] = E

=E

es decir

T T T
E [I(t7 T) | }—t] = / T‘teia(sit)ds + b/ ds — b/ efa(sft)ds
t

t ¢
T s
+ e_asa/ / e™E [dW,, | Fi]ds
t Jt
1

T b T
=—Zr [e*a(S*”] +0(T —t) + — [e*a(sfﬂ] +0
t

a a t
_ Tt [ —a(T—t) _ —a(t—1) _
o [e e } +b(T t)
n b [e—a(T—t) - e—a(t—t)]
a
=_I [e‘“(T‘t) - 1} +b(T —t) + b [e‘“(T‘” - 1}
a a
1— —a(T—t) 1— —a(T—t)
PPN [(E ) N (Bl
a a
1 — e~ (T—1)
= b(T —t) + [r¢ — 0] [(ea—)]

Por lo tanto:

(2.19)

_ efa(Tft)
E[I(th) ‘ ft] :b(T_t)“‘[’l't—b] [u] ‘

a
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T

/ rsds | ft]
t

/T [”e_a(s—t) 1 {1 _ e—a(s—t)]
t

+ 67“50/ ea“dwu} ds | .7-7}
t

T s

/ |:e_aso/ e“"dwu} ds | Fy
t t
T s

/ {/ ease“udwu] ds | Fy
t t
T "S

/ { / ea<5“>dwu} ds |
t t

u(s) :/ e~ vaw, |
t

Al calcular la varianza:

Var [I(¢,T) | F¢] = Var

= Var

= Var

= ¢2Var

= o2Var

Sea

por lo que

Var [I(t,T) | Fi] = o*Var [T u(s)ds | ]—'t]

/tTu(s)ds> | 7| — E?

/tTu(s)ds | ]—'t]

- UtT Mse“““)E[qu | ]—"t]] ds | ]—"tr

AW, ~ N[0, du] ,

pero
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por lo que:

Var [[(t,T) | Fi] = o |E </Tu(s)ds> | Fi —</T0ds|}}>

e ( [ Tu<s>ds> ( [ Tu(5>ds> | ]—'t]
[ [ oo 3

L “M#

:2“/t (/ B fu(s)u <k>|ft]dk)ds

Debido a que la regién de integracion es un cuadrado comprendido en los ejes s y
k, lo que nos permite dividir la region en dos partes. Se trabajara con la regién
que se encuentra por debajo de la recta k = s, la cual estd representada por la
desigualdad k < s,, por lo que:

2 2

=¢’E

Eu(s)u(k) | Ft]=E

s k
/ emasmqw, [ e kg, | ft]
t

s k
e_as/ ea“’que_“k/ e*dWy, | ft] ,
Jt Jt
s k
/ eaudwu/ eauqu | j:t
Jt Jt

=E

_ e—a(s-i—k‘)E

pero debido a que

VH(W/ dwm]/H G (s)ds

k
E[u(s)u(k) | Fe] = efa(SJrk)/ e dy
t

2ak 2at
_ —a(s+h) [i] ,

se llega a

7aseak _ €2atefasefak

2a

e
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por lo que
T s _—as,ak _ _2at_—as_ —ak
Var [I(t,T) | F] = 202/ (/ £ - ¢ °° dk) ds
Jt Jt 2a
T e—as s s
= 202/ —/ e dk — eQate_“s/ e % dk | ds
Jt 2a Jt
_ QLQ T s (eas _ eat) N eQate—as (e—as _ e—at) &
2a Jy a a
T Cals— _ _
= 0_2 |:1 —¢ ale—t) + eQatefas (6 e at):| ds
a J; a a
es decir,

Var [I(¢,T) | Fi] =

a2 [ 1
=— (T — t) + - |:e_a(T—t) _ 1:| _(e—Qa(T—t) - 1)
oL a 2a
1
_'_geat(e—aT e_at):|
9 r
= 0—2 (T - t) + l [e—a(T—t) _ 1} _ i(e—Qa(T—t) 1)
oL a 2a
1
+g(e—a(T—t) B 1)]
2T 9 1
= 0—2 (T —t)+ - {e—a(T—t) _ 1} _ _(6—2a(T_t) B 1)]
oL a 2a
il 1 — e—a(T=t) 1
= 0—2 (T — t) -2 (67> _ _(e—ZQ(T_t) _ 1):|
a1l a 2a

Por lo tanto:

Var[1(6,7) | 7] = 2 [(T -2 <L(T_f)> _ L e _ 1)] .

a2

[
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Si:
1_€—a(T—t)
D(1,T) = , (2.21)
y por (2.19) y (2.20), se tiene que:
1
—E[I(t,T)| F]+ §Var I(t,T) | Fi
1— —a(T—t)
=— {b(T—t)—i—[rt—b] [e—”
a
102 1 — eIt 1
2 r_p o = )~ (g2a(Tt) g
+ 2 a2 |:( ) ( a ) Za(e )
102 1, our—
=—b(T =)= (rn=b)D+ 5~ [(T—t)—zD—%(e 2a(T t>—1)]
1o? 2 l1o21
— (T —t) — 1D +bD + 52—2(T - Z—QD - ZZ_ZE {e*QG(T*” - 1}
(T t){ b+102}+D[b 02] D
= — — _——_— —_ — | —7r
2 a2 a?
2
X T sty g —a(T—t) o _q _q 4 ge—a(T-D)
4a?a
! L2 ) 9-
=T —t)|-b+=Z|+D[pb-Z| D
L 2a? | L a? |
L1 e 2ar—n] L[y o e
4 a a? ‘ ‘ 4a%a ¢
r 10,2' 2
=(T —1t) —b+§a2 +D b—; —rD
_le? 1 aen)?, Lo?, [LoertTTY
4 a a? 4 a2 a
=(T — 1) PRl I PRl IS i COE
N 2 a2 a? " 4 a 2 a2
—(t—T) 102 w0 b 02+102 102D2 D
N 2 a2 a2 2a? 4 a "
=(t—1) (b Lo op [y L] ol
N 2 a2 2 a2 4 a !
—(t—T+D) (b LN 1ot g
N 2 a2 4 a !
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Por lo que el precio del bono esta dado por:

B(t, T) = efE[I(th) | Fel+3Var[I(t,T) | Fi]
(2.22)

_ [GLZ(D+t—T)(a2b—%02)—% UT?D2—TD]

2.7.2 Estructura de Plazos

Enseguida, se determinara la estructura de plazos bajo el supuesto de que la
tasa corta es conducida por el modelo de Vasicek.

Para ello note que el precio del bono cupén cero estd dado por (2.13) y (2.15),
de donde se obtiene que

T
eiR(t’T)(Tit) = B(t,T) =K |:€jt reds ‘ }—t:|
De acuerdo a (2.15) y (2.22) se tiene que
~RUTNT=0 _p( 1) — {eftT rads | }.t]

por lo que la estructura de plazos del modelo de Vasicek esta dada por

1 2 12 1022
R(t7T):TD—a—2(D+t—T)(ab—zO’)-‘—ZUTD

(2.23)

)

con



Técnicas de inmunizacion de flujos de efectivo 39

CAPITULO 3

TECNICAS DE INMUNIZACION
DE FLUJOS DE EFECTIVO

3.1 Medidas de sensibilidad de flujos de efectivo

En la practica se observa que los movimientos de los precios de los bonos de
largo plazo son mayores que los movimientos de los precios de los bonos de corto
plazo, es decir, los precios de los bonos de largo plazo son més sensibles que los
de corto plazo. Razén por la cual se podria pensar que el vencimiento de un bono
puede ser un indicador de su riesgo, sin embargo es una medida imperfecta del
riesgo por que solo contempla el pago del valor presente e ignora todos los pagos
de cupdn intermedios.

En la siguiente seccién se introducird una medida del riesgo de un bono a su
principal fuente de riesgo: la tasa de interés, la cual posteriormente sera una
herramienta fundamental para controlar este riesgo.

3.1.1 Duracion

A continuacién se definird una medida de riesgo para el precio de un bono,
para ello hay que recordar que el precio de un bono depende de la tasa de interés a
la que se descuentan los flujos de efectivo que proporciona. Del calculo diferencial
se sabe que la derivada de una funcién es la sensibilidad de esta funcién ante
cambios en la variable, por lo que al aplicarle este concepto al precio de un bono
se tiene que si P es el precio de un bono y y es su rendimiento al vencimiento (yield
to maturity), entonces la derivada del precio del bono respecto al rendimiento al
vencimiento indicard el cambio del precio del bono por cada cambio unitario en
el rendimiento (y). Note que la relacién del precio de un bono y su rendimiento
es inversa, entonces se tiene que

dpP
— <0,

dy

es decir, si el rendimiento se incrementa el precio del bono baja y viceversa.

Se define a la duraciéon monetaria del precio de un bono como

dP
DM = ——. (3.1)
dy
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La duracién monetaria denotada por DM es una medida de sensibilidad del precio
de un bono a cambios en la tasa de interés, y la razén por la que se define como
—i—g es que esta derivada es negativa y al ponerle este signo se transforma en
una medida sin signo.

La duracién monetaria es 1til ya que indica la variaciéon en unidades monetarias
del precio del bono por cada incremento unitario en su rendimiento. Sin embargo,
en ocasiones es 1til contar con el cambio relativo del precio del bono, por lo que
es conveniente definir a la duracién modificada como el niimero D* tal que

dpP
— = —-D*P. (3.2)
dy

Note que en la expresién anterior D* es el factor por el cual el precio actual
del bono cambia por cada incremento unitario en el rendimiento. Este hecho es
importante ya que si se utiliza la siguiente aproximacién

AP

— ~ —D*P,
Ay

entonces la expresién siguiente
AP ~ —D*PAy ,

proporciona el valor explicito del cambio en el precio del bono por variaciones en
el rendimiento.

Cabe mencionar que DM y D* estén relacionadas ya que de (3.2) se tiene que

pr=_Ld2 1,y (3.3)
 Pdy P ’ '

La siguiente medida de riesgo del precio de un bono es una modificaciéon de las
anteriores pero es muy util cuando la composicién de la tasa es compuesta por
periodos, ya que proporciona una interpretacién util y sencilla de comprender.
La duracién de un bono también llamada duracién de Macaulay ® se define como

el nimero D tal que
P D

—_— = — P, (3.4)
dy 1+ %
al despejar se tiene que
1+ 2dp
D=— —
P dy’

8 Para una descripcién més detallada ver Macaulay [16].
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y por (3.2)

D =D* (1+i>. (3.5)

m

Enseguida, se proporcionaran férmulas explicitas cuando la composicion del ren-
dimiento del bono es compuesto m veces al ano.

Sea P el precio de un bono cuponado, entonces su precio estd dado por

n
Ct
P = _
;(H%)t

donde ¢; es el flujo (cupdén) del bono en el tiempo ¢; y es el rendimiento al
vencimiento del bono convertible m veces al ano.

La duracién monetaria de este bono estd dada por

dp d <& n _%:
S -

Y dy = (1+ ) = (1+ %
por lo que
S (3.6)
DM = —m .
; (1 + %)t-‘rl

Al aplicar (3.3) se tiene que

1 1 — Lo
T Ct
D*=—=DM = — g —m (3.7)
P p t+1 0
t=1 ( 73;7.)

y por (3.5) la duracién (o duracién de Macaulay) estd dada por

n

Y 1 « Ly Y 1 /[1+ % Loy
WP ) T ) Ry

t=1 t=1

por lo que
Ct

Dt (1+L)"
t=1

En la expresién anterior note que el numerador en w; es el pago del cupén hecho
por el bono en el periodo ¢ traido a valor presente, es decir, es un sumando del
precio del bono (P), por lo que
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es decir, la expresién en (3.8) es un promedio ponderado del plazo de cada pago del
bono, donde las ponderaciones son proporcionales al valor presente de los flujos
de efectivo proporcionados por el bono. Por lo tanto la duracién (6 duracién
de Macaulay) D estd expresada en unidades de tiempo. Ademds, si los flujos
de efectivo (c;) son no negativos, entonces 0 < D < n, es decir, la duracién es
menor o igual que el vencimiento de un bono. Por lo tanto la duracién D se puede
interpretar como el tiempo promedio del pago del bono, de hecho se puede pensar
a la duracién de un bono cuponado como el vencimiento de un bono cupén cero
equivalente al cuponado.

Note que en el caso de un bono cupén cero la duracién coincide con su vencimien-
to, y en el caso de un bono cuponado la duracién es estrictamente menor que
el vencimiento. Esto muestra que la duracién puede ser vista como una medida
generalizada de vencimiento.

Aproximacién al precio de un bono

Debido a que la duracién modificada D* satisface

dpr .
— = _D*P,

dy

entonces la duracién modificada mide la pendiente relativa de la curva precio-
rendimiento en un punto dado.

Si se considera la siguiente aproximacién

AP
— ~-D*P, AP=P(y+Ay) - Py,
Ay
entonces
P(y+ Ay) ~ P(y) — AyD"P (3.9)

es decir, se obtiene una aproximacion lineal al precio del bono, la cual es util
como medida y control del riesgo.

3.1.2 Convexidad

Como se vio anteriormente, la duraciéon es una herramienta util para predecir
el efecto de cambios en la tasa de interés sobre el valor de los instrumentos de
renta fija (en particular los bonos), sin embargo es tan solo una aproximacién de
primer orden valida para cambios pequenos en el rendimiento. Es por ello que
para obtener una mejor precision en el efecto de la tasa en el precio (el cual puede
ser considerado por (3.9)) se presentard el concepto de convexidad, la cual es la
curvatura en un punto dado de la curva precio-rendimiento.
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La convexidad se define como el valor C' tal que

donde P es el precio del bono.

El concepto de convexidad es importante ya que a través de la serie de Taylor se
puede obtener una aproximacion al precio de un bono dada por

dpP 1d?p
AP ~ — — = (dy)?
" y+2dy2( y)”,
la cual es equivalente a
1 1dp 11d%pP
—dP ~ ——dy + ———=(dy)? .
P P dy y+2de2(y)

De la definiciéon de duracién modificada y convexidad se tiene que la expre-
sién anterior es equivalente a

1 1
—dP ~ —D*dy + =C(dy)?
> yt3 (dy)®,

agrupando términos se tiene que

lo cual muestra que la convexidad provoca que la duracién se incremente en res-
puesta a un decremento en las tasas y que decrezca en respuesta a un incremento
en las tasas.

Note ahora que si
dP = P(y + Ay) — P(y) ,

entonces la ecuacién anterior es equivalente a
1
P(y+Ay) = P(y) +dP = P(y) — dyD"P(y) + 5CP(y)(dy)* ,

y como los flujos de efectivo de un bono son positivos entonces la convexidad
serd positiva. De la ecuacion anterior se puede observar que el lado derecho que
representa a la curva precio-rendimiento permanece por arriba de la linea recta de
la duracién, este efecto es ventajoso porque implica que los precios de los bonos
(los cuales estén dados por la curva) crecen mds que la aproximacién lineal (la
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cual esté dada por la linea recta), y disminuyen menos que la aproximacion lineal.
De la observaciéon anterior es importante hacer notar que mientras mas grande
sea la convexidad maés benéfico serd este efecto. Cabe mencionar que los bonos
con mayor convexidad tambien serdn mas solicitados y por lo tanto podrian ser
m&s caros.

Calculo de la convexidad de un bono cuponado con rendimiento com-
puesto m veces al ano

Enseguida, se determinara la convexidad de un bono cuponado cuando la tasa de
rendimiento es compuesta por m periodos al ano.

En este caso de la definicién de convexidad se tiene que

n

14 1 d? et 1d i ;
T a2 Pd2l—T71 Nt Pdy t+1
P dy? P dy? — (1 + m) P dy

| o
+>—t

n n t
1 b t+1

:F 2 (1m %)Hﬁ = ( z:: ) )

por lo tanto

1 it +1) =)
t(t+ 1+£)°
C = § wy Wy = — (3.10)
(1+2) = P

Es importante hacer notar nuevamente que de la expresién anterior se tiene que
i

. . t+1 .
la convexidad es un promedio ponderado de %2), lo cual hace que la convexidad
esté expresada en unidades de tiempo al cuadrado.

Finalmente de (3.10) note que para una duracién y un rendimiento dados, mien-
tras més bajo sea el cupdn del bono, mas baja sera la convexidad. De este modo,
note que los bonos cupoén cero tienen la menor convexidad para una duracion
dada, ya que si Py es el precio de un bono cupén cero entonces

VN

Pp= ——
T Ayt

donde VN es el valor nominal y y es el rendimiento del bono. Entonces se tiene
que la convexidad estd dada por

1d*Py 1T(T+1) VN 1 7(T+1)

TPy dy? Py (1+y)? (L+y) T Py (1+y)?

0>
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por lo que
CT(T+1)

(42

la cual es la convexidad de un bono cupén cero, y si T = n entonces la convexidad
para este bono cupén cero es menor que la de un bono cuponado dada por (3.10).

(3.11)

3.2 Duracidén y convexidad de un portafolio
En esta seccién se determinard la duracién y convexidad para un portafolio
de bonos.

Para ello considere un portafolio de n bonos con diferentes vencimientos, con el
mismo rendimiento al vencimiento (yield), sean P;(y) el precio del i-ésimo bono
con vencimiento en T;, w; el nimero de bonos ¢ mantenidos en el portafolio,
1 =1,...,n, entonces el precio de este portafolio estd dado por

P(y) = ZwiPz—(y) :

La duracién monetaria del portafolio estd dada por

dp d & " dPi(y) <
DM,=——=—— w;Pi(y) = — w; - = w;DM; ,

donde DM, es la duracién monetaria del i-ésimo bono. Por lo que la duracién
monetaria del portafolio se obtiene al calcular el promedio ponderado de las
duraciones monetarias de los bonos que componen el portafolio, es decir:

n
DM, = ZwiDMi , (3.12)
i=1

y la duracién modificada estd dada por el nimero D} tal que

2 _ _prp
dy P
al despejar
L ldp 1
P="pdy P ’

pero por (3.12)
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Por lo tanto la duracién modificada del portafolio estda dada por

n
D} = %DMi : (3.13)
i=1

o en forma equivalente

P.
Dp =Y wi—Dj, (3.14)

es decir, la duracién modificada del portafolio es un promedio ponderado de las
duraciones de los bonos que componen el portafolio.

A continuacién, se determinard la convexidad de un portafolio de bonos como el
nimero C'p tal que

d?p
@z =
de donde
1d?p 1 a2 & a2
CP_deQ deszP sz ’
por lo que
1 d2P;
CP—szP 7 (3.15)
o de forma equivalente
“op 1 aie &
Cp= i—Cy . 3.16
P ; P P, dy? Zw (3.16)

Por lo tanto, se observa que la convexidad del portafolio es el promedio ponderado
de las convexidades de los bonos que lo componen.

3.3 Inmunizacion de flujos de efectivo

En esta seccidn se presentarda un método para formar un portafolio de bonos,
el cual servira de proteccién contra el riesgo de la tasa de interés. Este procedi-
miento es llamado inmunizacién, ya que se inmuniza el valor del portafolio contra
cambios en las tasas de interés.
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Suponga que se tienen F1i, Fo, ..., F, flujos de efectivo que se recibirdn en los
tiempos t1,to, ..., t, respectivamente, y sea V (F) el valor presente de los flujos
Fy, Fy, ..., F, al dia de hoy. Si las tasas de interés llegaran a subir demasiado el
valor presente de los flujos de efectivo decrecerd, por el contrario si las tasas de
interés bajaran el valor presente de los flujos de efectivo se incrementaria.

Si V(F) > 0 se considera que es un activo pero si V(F) < 0 entonces serd un
pasivo. De esta forma si V(F) > 0 y las tasas suben, entonces este incremento
serd desfavorable, pero si las tasas bajan este cambio serd favorable. De forma
andloga si V (F) < 0y las tasas suben esto serd favorable, sin embargo si las tasas
bajan sera desfavorable.

Es por ello que el tenedor de estos flujos de efectivo enfrenta un riesgo de tasa
de interés ante el valor presente de los flujos de efectivo por lo que es necesario
encontrar una estrategia que inmunice estos flujos contra cambios en la tasa de
interés. Una forma de lograr tal inmunizacién serfa comprando (o vendiendo en
corto) un bono de tal forma que los cupones inmunizardn los flujos de efectivo,
desafortunadamente, no siempre se van a encontrar estos bonos que coincidan
con los flujos de efectivo. Otra forma seria comprando un portafolio de bonos
cupén cero con vencimiento en t1,to, ..., t, (las fechas en que ocurrirdn los flujos
de efectivo) sin embargo no siempre es posible encontrar dichos bonos.

Otra estrategia es armar un portafolio con bonos cupén cero de tal forma que
el valor presente de este portafolio sea igual al valor presente de los flujos de
efectivo, pero surge el inconveniente de que si el rendimiento del bono cambia
con el paso del tiempo entonces el valor presente del portafolio y el de los flujos
de efectivo cambiard y sera distinto. Sin embargo, una solucién a este problema
es igualar la sensibilidad al cambio en las tasas de interés del portafolio y de
los flujos, es decir, igualar la duracién del portafolio y de los flujos. Por un
lado al igualar el valor presente del portafolio de bonos y el de los flujos de
efectivo ambos tendrian el mismo valor el dia de hoy, y si ademas, se logra que
la duracion de este portafolio y los flujos sea la misma, entonces ambos valores
presentes responderdn idénticamente (al menos en primer orden) a cambios en los
rendimientos. Si el rendimiento se incrementa entonces el valor presente de los
flujos se decrementara en aproximadamente el mismo valor que el valor presente
del portafolio de bonos, pero si el rendimiento decrece tanto el valor presente de
los flujos y el del portafolio crecerdn en el mismo monto.

De la discusion anterior el problema se ve reducido a resolver un sistema de dos
ecuaciones lineales, y para que este sistema tenga solucién unica el portafolio
debe consistir de dos bonos.

Si V(F)y D son el valor presente y duracién de los flujos de efectivo, y considere
dos bonos cupén cero cuyos precios y duraciones estdan dados por P1, D1 para el
bono uno respectivamente, y Py, Do para el bono 2 respectivamente. Si a1 y as
son las cantidades invertidas en el bono 1 y 2, entonces la ecuacién que establece
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que el valor presente del portafolio y de los flujos de efectivo es igual es:
Piay + Pyay = V(F) |
por (3.14) la ecuacién que hace que las duraciones sean iguales estd dada por:
PiDiay + PaDyay = DV (F) |

con a1 y ag las incégnitas del sistema de ecuaciones.

Por lo tanto a1 y as proporcionaran el portafolio que inmunizara el valor presente
de los flujos de efectivo contra cambios en la tasa de rendimiento. Sin embargo,
si el rendimiento cambia, el portafolio tomard un valor que serd aproximada-
mente igual al del valor presente de los flujos de efectivo. Ante este cambio del
rendimiento, el portafolio original debera ser rebalanceado ya que a este nuevo
nivel de la tasa de rendimiento el portafolio ya no inmunizara los flujos de efectivo,
por lo que se trata de rebalancear dindmicamente el valor del portafolio.

Note que este método usa la duracién como medida de riesgo la cual trabaja bien
cuando los cambios de rendimientos son pequenos. Si se quisiera contar con mejor
precision en la inmunizacién ante cambios moderados en la tasa de interes seria
adecuado utilizar la convexidad, es decir, el portafolio de bonos cupén ademas
de ser igualado a su valor presente y duracién con las de los flujos de efectivo,
también debera ser formado de tal manera que su convexidad sea la misma. Al
hacer esto se tendra que resolver un sistema de tres ecuaciones, razén por la cual
seria adecuado adicionar un bono al portafolio de bonos que se construyé con el
método donde tinicamente se ocupaba la duracién, para obtener un sistema de
tres ecuaciones en tres incégnitas.

Si V(F), D y C son el valor presente, duracién y convexidad del valor presente
de los flujos de efectivo; P;, D; y C; son los precios, duracién y convexidad del
bono i, i = 1,2,3 respectivamente y «; es la proporcién invertida en el bono i,
entonces las ecuaciones que igualan el valor presente y duracién del portafolio y
de los flujos de efectivo estan dadas por

Piaq + Poag + P3sag = V(F)

P1D1a1 + PQDQCMQ + P3D3043 = DV(F) 5

y por (3.16) la ecuacién de convexidad estd dada por
P1Ciaq + PsCyas + P3C3ag = CV(F) .

De esta forma, a1, as y a3 proporcionaran un portafolio que inmunizara el valor
presente de los flujos de efectivo ante cambios moderados en la tasa de interés, que
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como con anterioridad se debe rebalancear dindmicamente para que la proteccién
siga siendo eficaz.

Finalmente, este método de inmunizacién proporciona buenos resultados en la
practica pero tiene debilidades las cuales se citan a continuacion:

i) Es un método de inmunizacién local, es decir, para cambios pequenios o mo-
derados en el rendimiento,

ii) Supone que los rendimientos de los bonos asi como el de los flujos de efectivo
son iguales, lo cual en la practica no es cierto,

iii) Se supone que bonos con pequefias y grandes duraciones pueden ser encon-
trados con el mismo rendimiento, lo cual es irreal,

iv) Debido a que usualmente los bonos de largo plazo tienen rendimientos maés
grandes que los de corto plazo, cuando los rendimientos cambian es improbable
que los rendimientos en todos los bonos cambien por el mismo monto, por lo que
rebalancear el portafolio puede ser dificil.

Es por ello que a continuacién se considerara una extensién de inmunizacion que
contempla a la estructura de plazos y no solo el rendimiento al vencimiento de
un bono.

3.4 Extension del concepto de duracién y convexidad a la
estructura de plazos

Hasta el momento se ha utilizado el concepto de duraciéon como una medida
de sensibilidad del precio de un bono respecto al rendimiento de un bono, pero
si se trabaja con la estructura de plazos en lugar del rendimiento al vencimiento
esta medida de riesgo a las tasas de interés se puede generalizar.

Esta alternativa es considerar cambios paralelos en la curva de la tasa spot, es
decir, dadas las tasas spot R(t,T1), R(t,T2),...,R(t,Ty), se supondrd que estas
tasas cambian simultdneamente por una cantidad X, es decir, el cambio en las
tasas spot estarfa dado por R(t,T1)+ A, R(t,T2)+X,...,R(t, Tp,)+A. Note que este
cambio paralelo en la curva de tasas spot generaliza un cambio en el rendimiento
al vencimiento, ya que si la curva de tasas spot es plana entonces todas las tasas
serfan igual al valor comin del rendimiento al vencimiento. Una vez vista esta
alternativa que generaliza a lo anterior (rendimiento al vencimiento) se puede
construir la duracién y convexidad usando la estructura de plazos.

Considere la siguiente notacién, sea

P(A\) = P(R(t,T1) + A\, R(t,T2) + A\, ..., R(t, T},) + A) ,
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es decir, el precio de un bono visto como funcién de un incremento (decremento)
paralelo en la estructura de plazos de A unidades. Por ejemplo, si la composicién
es continua entonces

P(A) = P(R(t,T1) + X, R(5,To) + X, o, R(E,Tp) +2) = Y eqye” FETITIT
i=1

Ahora, se considerara una medida de sensibilidad con respecto a cambios paralelos
en la curva de rendimientos y ésta serd definida como la duracién monetaria
Fisher-Weil ? para un arbitrario A como el ntimero DM :

aP(\)
oA

DM = —

[x=0 -

Del mismo modo se puede definir la duracién modificada Fisher-Weil como el
nimero D* tal que
aP(X)
oA

la cual es la sensibilidad relativa del precio y esencialmente generaliza la férmula
de la duracién modificada del rendimiento al vencimiento (yield).

x=0 = —P(0)D",

La duracién modificada Fisher-Weil para el caso de composiciéon continua esté
dada por

. 1 9P\ B 1 0 —(R(t,T:)+\)T;
=~ 50) o [A=0 = P0) 8/\;(:%@ -

)

R R(TT.
- § T. (t,T:)T;
P(0) = one

con

P0)=P= ZcTie_R(t’T")Ti .
i=1

Para el caso de composicion compuesta m veces al afio se tiene que

n

P()\) = ZCE {H— M]T |

- m
i=1

9 En su articulo titulado ” Coping with the risk of interest-rate fluctuations: returns to

bondholders from naive optimal strategies”, [9].
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entonces la duracién modificada estd dada por

o 1 6P()\)‘
T P0) ax M
1 [& 1 R(t, 1) + A\ Y ’
= — Tep— (14222 T2
g |8 - (14 2 T022)
=1 A=0
por lo que

~(Ti+1)

S grer (14 #55)
P(O)

D* =

En el caso continuo la duracién modificada Fisher-Weil es un promedio ponderado
del tiempo en que ocurren los flujos, sin embargo en el caso de composicién
discreta, no obstante de tener unidades de tiempo, no es exactamente un promedio
ponderado de los tiempos en que se reciben flujos ya que el factor de descuento

R(.T)) ~(Ti+1)
1+ que aparece en el numerador no es el factor de descuento
-T; -1
1+ w del flujo e, es decir, existe un factor extra (1 + R(t L )) en

cada sumando del numerador.

Al recordar el caso simple cuando solo se aplicaba el rendimiento al vencimiento
(vield), es decir, cuando R(t,T;) =y V¥ T; era posible factorizar (1 +y)~! como
factor comin de la suma y asi obtener un promedio ponderado. Cuando se
considera a la estructura de plazos en lugar del rendimiento al vencimiento no es

posible hacer ese paso ya que que el término que sobra (1 + R(fnT )) depende

de T;, es decir, depende del indice de la suma i, y es por esta razén que algunos
autores a la duracién modificada Fisher-Weil le llaman cuasiduracién modificada
ya que no es propiamente un promedio ponderado.

De forma analoga, se puede definir la convexidad cuando se trabaja con la es-
tructura de plazos, es decir la convexidad se define como el nimero C tal que

%P (N\)

5 =0 = CP(0) .

3.4.1 Inmunizacién de flujos de efectivo a través de la estructura de
plazos

Cuando se trabaja con la estructura de plazos el método de inmunizacion
visto previamente se convierte en un método mas robusto, pues en lugar de
trabajar con el rendimiento al vencimiento, se trabajara con la estructura de
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plazos y se supondra que toda la estructura de plazos cambia paralelamente y
como consecuencia este nuevo método no dependerd en seleccionar bonos con un
rendimiento al vencimiento comun.

El método de inmunizacién consistird en crear un portafolio de bonos cupén cero
cuyo valor presente sea igual al valor presente de los flujos de efectivo que se
desean inmunizar. Para hacer que el valor presente del portafolio responda en
la misma magnitud a cambios pequenos y paralelos en la estructura de plazos
al valor presente de los flujos de efectivo, se pedird que la duraciéon Fisher-Weil
de este portafolio sea igual a la de los flujos de efectivo. De esta manera se
tendra un sistema de dos ecuaciones y para simplificar este problema entonces se
utilizaran dos bonos para obtener dos incégnitas en dos ecuaciones y asi obtener
una solucién tnica.

Especificamente, el sistema que se tendra que resolver es

Piay + Pyas = V(F)
PiDiaj + PaDsas = V(F)D* '

donde V(F), D* son el valor presente y duracién modificada Fisher-Weil de los
flujos de efectivo, P;, D; y «; es el precio, duraciéon modificada Fisher-Weil y la
proporcién invertida del bono i respectivamente, ¢ = 1, 2.

De esta forma se deberd resolver el sistema para aj y as, y se obtendrda un
portafolio que inmunice el valor presente de los flujos de efectivo ante cambios
paralelos en la estructura de plazos.

Si se desea una mejor precisién en la estrategia de inmunizacién de los flujos de
efectivo ante cambios paralelos moderados en la estructura de plazos es conve-
niente imponer la restriccién adicional de que las convexidades del portafolio y
la de los flujos de efectivo sean iguales, de esta forma se tendran tres ecuaciones,
y nuevamente para simplificar el problema es conveniente armar un portafolio de
tres bonos para tener un sistema de tres ecuaciones en tres incégnitas.

Es decir, si C; y C son las convexidades para el bono i y para el valor presente
de los flujos de efectivo respectivamente, entonces las dos ecuaciones de valor
presente y duracion estan dadas por

P1a1 + Pgozg + P3a3 - V(F)
PiDiay + PyDaag + P3Dzaz = V(F)D* '

y la ecuacién que establece que las convexidades deben ser iguales es

PiCiaq1 + P2Coas + P3Csasg = V(F)C .
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De esta forma, a1, as y as definiran un portafolio que inmunizard a los flujos
de efectivo ante el riesgo de cambios paralelos y moderados en la estructura de
plazos. Es importante mencionar que esta inmunizacién es dindmica al igual que
en el caso anterior.

3.5 Inmunizaciéon con Futuros

La importancia de los mercados de futuros financieros '° se debe primordial-
mente al hecho de que proporcionan flexibilidad a los inversionistas para entrar
o salir rapidamente del mercado. Esto es debido a su liquidez y al bajo nivel
de apalancamiento que se requiere. Es por ello que los futuros financieros de
titulos de deuda publica, son herramientas ttiles que permiten a las tesorerias
de corporativos controlar el riesgo de tasa de interés con bajos costos de tran-
saccién. Adicionalmente, el riesgo crédito de estos instrumentos es nulo débido a
la incorporacién del mercado de una cadmara de compensacion la cual actia como
contraparte de todas las partes, garantizando el cumplimiento de las obligaciones
contraidas.

Es por ello que los futuros sobre titulos de deuda publica son instrumentos idéneos
que permiten a las tesorerias planear sus flujos de efectivo en respuesta a sus
expectativas econémicas y financieras, reduciendo el riesgo y la incertidumbre
del mercado con bajos costos de transaccién.

A continuacién, se presenta un método de inmunizaciéon de flujos de efectivo
utilizando futuros !, y se supondra que la tasa corta es guiada por un proceso
de difusiéon dado por

dry = p(re, t)dt + o (re, t)dW (3.17)

donde r; es la tasa corta; p(re,t), o(re,t) son funciones conocidas y dW es un
movimiento browniano.

Por otro lado un contrato de futuros sobre tasas de interés es un contrato de
futuros sobre un activo cuyo precio depende tinicamente del nivel de las tasas de
interés (como es el caso de un titulo de deuda publica cuyo precio depende de las
tasas de interés).

Es decir, el precio del futuro es una funcién de la tasa de interés r;, tiempo ¢,
vencimiento del contrato T y el vencimiento del activo subyacente M. Por lo que
si F' es el precio de un futuro sobre un titulo de deuda publica, entonces

F=F(ry,t;T,M),

10 Para una revisién de estos instrumentos consultar Hull [13].
' Basado en Gonzélez-Venegas (12].
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por el lema de Ito se tiene que:

OF OF 1 9°F OF
dr = |— — + =02(rs, t) —= | dt H—dw .
En + p(r, )Bm + 5 (7, )8rf +o(re, )8”

Ahora, el precio de un futuro sobre un bono cupén cero estd dado por
F‘(Tt7 t7T, M) = Sexp [T'T—t(T - t) — T'T-i-]\/[—t(T + M — t)] 5

para composicién continua, y

TH+M—t
L+rirem 260

14 rplt
F(re,t;T,M) =S l 41360 ,

para composicion discreta, donde S es el valor nominal del bono cupén cero y
r¢.7 es la tasa de rendimiento estimada del bono cupén cero en [t,T], ¥ re.14M
es la tasa de rendimiento del bono cupén cero en [t, T + M].

Un método de inmunizacién es crear un portafolio II consistente de contratos

futuros, es decir
n
IT= E wiky
i=1

donde w; es la cantidad de contratos del futuro 7 en el portafolio y F; es el precio
del futuro i. El valor de este portafolio se iguala al valor presente de los flujos de
efectivo denotado por V (F), es decir

n
M= wF,=V(F),
i=1
lo cual es equivalente a

n
sz—FZ- —V(F)=0.
=1

Se desea determinar las cantidades w;, i = 1,2,3 de tal forma que los cambios
en el valor presente de los flujos de efectivo V (F') por variaciones en la tasa de
interés se compensen con los flujos generados por los contratos a futuro de distinto
vencimiento F;, es decir

d (ZwF) —dV(F) =0,
=1
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lo cual es equivalente a

Note que V(F) depende también de la tasa de interés, por lo que al aplicar el
lema de Itd a la expresion anterior se llega a

2F;

- OF; oF; 1 B) OF;
0= i : ) — + =02 (ry, t dt , Ldw
> (5 + i3t + o100 55 )+ ot Gt |

oV ov.o 1, 2%V oV
— — — - t)—5 | dt t)—dW
Kat Tty 5ol )ar$> Foletgs ]
" R " R 1, " 0%F
= ;wiwdt + ;wia—”p(rt, t)dt + 50’ (W't,t)dt ;wia—T?
n 2
OF; 6 oV 1 oV
a(re, w dt — p(re,t )—dt — —02(1,5, t)—s —dt
ory
ov
—o(ry,t)—dw
8”
"\ OF "~ OF;
:;wiﬁdt + (u(re, t)dt + o (re, )dW) ; oo i
1, " 9%F; OV ov
= £)dt j— — —dt — — ,t)dt ) dw
+ 502 (rn.t) ;w e o ((re, )dt + o (ry, £)dW)
1, %V
— 50’ (Tt,t)—ar% dt
Por (3.17) se tiene que la igualdad anterior es equivalente a
OF; 1 N 9*F oV v
O—Zwz dt—l—drfga wZ—O—QU T, t dtsz 8” —Edt—a—”drt
1 N ’
- = t)—=-dt
37 (e >ar§

y al reagrupar términos se tiene que

n
oF; ov
0= lZ“’iW ~ o

i=1

" 9%F; 62v
+ U(T’n [sz rf 8—1“%




Técnicas de inmunizacion de flujos de efectivo 56

La ecuacién anterior es fundamental para generar estrategias de cobertura con
contratos a futuro sobre bonos cupdn cero, ya que a partir de ésta se desarrolla
el siguiente método de cobertura.

3.5.1 Método de Inmunizacién

De la ecuacién anterior dado que dt y dr; son variables independientes, se
sigue que las condiciones para que se conserve esa igualdad es que los términos
que se encuentran en los paréntesis sean igual a cero, es decir:

n

oF; oV
Zwi— - — =0
ot ot

=1

" 9F, 0V
S wr - 5o
=1 87} 87'15

n

9%°F; 0%V
dwigy — Gz =0
p ory orj

El sistema anterior puede ser reescrito como:

"\ 9F; 0V
St 5o
‘ ot ot
i=1

- oOF; oV

n

9%°F; 0%V
wi—s — o =0
ory orj

i=1

el cual es un sistema de tres ecuaciones en las incégnitas wi,wa,...,w,, y donde
_9F;, 9V ¥*F , 9V

e “org ar? Y arze
1y del valor presente de los flujos de efectivo respectivamente.

son las duraciones y convexidad monetarias del futuro

Adicionalmente, las cantidades % y %—‘t/ miden la sensibilidad de los futuros y
del valor presente de los flujos de efectivo a la fecha de inicio de la cobertura
respectivamente. Es decir, el sistema de ecuaciones anterior retoma el hecho
de que la duracién y convexidad monetarias del portafolio de futuros deben ser
iguales a las del valor presente de los flujos de efectivo.

Cabe mencionar que con cuatro o mas series de futuros en el portafolio se ob-
tendria un sistema de tres ecuaciones en cuatro o mas incégnitas, por lo tanto
existirfa un nimero infinito de estrategias de coberturas, de las cuales se podrian
escoger algunas que cumplan ciertas restricciones adicionales que se impongan
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(como podrian ser condiciones sobre la liquidez de los contratos). Sin embargo
serfa una tarea ardua, por esta razén es conveniente escoger tres futuros para asi
obtener un sistema de tres ecuaciones en tres incégnitas, de donde se obtiene:

OF, OF, OF; 0V
R T T T

OF, OF, OFs oV
[ 2] -

9%F, 9%F, 9%Fy 0%V
w1 8rt2 tws (97“? tws 87“% B 87“? =0

Si se desea formar un portafolio con cuatro futuros tal vez seria apropiado adi-
clonar una restriccién més al sistema (3.18) tal como que el valor presente del
portafolio de futuros y valor presente de los flujos de efectivo fueran iguales, lo

que volvera a (3.18) en un sistema de cuatro ecuaciones en cuatro incégnitas, es
decir

w1 F1 + woFy + w3F3 + waFy =V (f)

OF, dF OFs OF, 8V
Wiy Ty Tus T T =
aFl 8F2 8F3 8F4 ov .
[ s ] 2]
9%F 2 Fy 0%Fs 0%F, 0%V
i 67"t2 +wr artz tws (97'? wa 67"t2 - 87}2

Donde la primera ecuacion establece el hecho de que el valor presente del portafo-
lio de futuros es el mismo que el valor presente de los flujos de efectivo.

Si en vez de trabajar con la duracién monetaria se trabaja con la duracién mo-
dificada el sistema anterior puede ser reescrito como:

1 V()
V (w1F1 + w2F2 + ’LU3F3 + w4F4) = v
1 OF, F1 OF Fy OF3 Fy OF, Fy ov 1
-l ——twy——— tw3——— twyy—— | =——
14 ot Fi ot Fs ot Fs ot Fy ot'v
1 OF, Fy N OF Fy N OF3 Fy N OF4 Fy ov 1
——\lvi———tvoe—— s ——twmyy——— | = ——
v\ Yo, Bl P or By P ar By Y or Fy ar, V
1 0%Fy Fy 0°Fy Fy | 9%F3 F3 9*Fy Fy\ 0%V 1
v\ 02 T ek T e s T a2 B ) a2 v
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reagrupando términos y si

oo wifio o OFi 1 PR R 1
v T e By arE By Oy Fy
Do V1 91 oV 1
T Y Ve N VI

De esta forma, el sistema de ecuaciones anterior esta dado por

k1+ ko + k3 + ks =1
k1A1 + koAg + k3As + kgAy =Ay
k1D1 + koDs + k3D3 + kaDy =Dy
k1Cq1 + koCo 4+ k3Cs + k4Cy =Cyv

(3.19)

donde D;, C; son la duracién modificada y convexidad del futuro i, y Dy, Cy la
duracién modificada y convexidad del flujo de efectivo.

Finalmente, como el precio del futuro esta dado por

L+ror (Ge0)

T+917t) ?

F(re,t;T,M) =8
1+ Tt, T+91 ( 360

(3.20)

con S es el valor nominal del bono cupén cero; r, 7 tasa de rendimiento estimada
libre de riesgo entre el tiempo ¢t y T'; r 7491 es la tasa de rendimiento estimada
libre de riesgo entre el tiempo t y T + 91.

Ahora, se supondra que la estructura de plazos esta afectada por cambios parale-
los, por lo que el efecto del precio del futuro debido a estos cambios serd denotado
por F()\) y es igual a

L+ (rer +2) (354)
L+ (revor +A) ()

F(A\) =S

El

donde X es el cambio paralelo en la estructura de plazos, por lo que la duracién
monetaria del futuro suponiendo cambios paralelos en la estructura de plazos esté
dada por:

OF ()

A

g [L+ (o + ) (F5) | — o (L4 (rer + ) (5]
2

(14 (reror +2) (F5p)]

D= [A=0

N Q

|A=0
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p T [+ rurson ()] — (14 v ()]
T+91—t)] 2

[1 + 7401 ( 360

:5% (147701 (F50)] 3 ST +91 —¢ 1+ 77 (552)
[+ repor (T55)]° 00 (14 rerio (T
_ S 50 |
Lo (TE3)
T+91 ¢ 1 147 (553)
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Por lo tanto la duracién es
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por (3.21) el primer sumando es la duracién monetaria, por lo que
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— 360 360
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de este modo se tiene que

T+91-t
C =-2D 360 : (3.22)
1+ rpor (2

Este método propuesto para inmunizar un conjunto de flujos de efectivo contra
el riesgo de la tasa de interés parte de la estructura de plazos, la cual puede ser
estimada con el modelo de Vasicek dada por (2.23), para determinar la duracién y
convexidad (monetaria o modificada) del valor presente del conjunto de flujos de
efectivo y de los contratos a futuro sobre tasas para diferentes vencimientos dadas
por (3.21) y (3.22) respectivamente. Con el sistema de ecuaciones determinadas
en (3.18) 6 (3.19) se obtiene el portafolio que inmunizard al valor presente de los
flujos de efectivo.
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CAPITULO 4

COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DEL
RENDIMIENTO SOBRE EL CAPITAL E
INVERSO DE LA RAZON PRECIO-UTILIDAD

4.1 Introduccién

En la vida diaria, para la toma de decisiones se requieren de ciertos indi-
cadores que sirvan como benchmark para llevar a cabo una decision correcta.
En las finanzas corporativas se requieren tomar muchas decisiones entre las que
destacan:

1
2
3
4

La compra de una empresa.
Llevar a cabo un proyecto

El precio al que se vendera una acciéon cuando se emite por primera vez.

—_ O — ~—

Elegir una estructura de capital adecuada, étc.

Existen técnicas que ayudan a la toma de decisiones en este campo, entre las
que destacan para (los puntos 1y 2): el método de flujos de efectivo descon-
tados, el valor presente neto, el calculo de la tasa interna de retorno, el valor
econémico agregado (EVA), andlisis de razones financieras como es el caso del
rendimiento sobre capital (ROE), el multiplo precio utilidad (P/E), el multi-
plo precio a valor en libros (P/B). Todas estas técnicas ¢ indicadores anteriores
ocupan al "COSTO DE CAPITAL”, el cual es tomado como un benchmark al
compararlo con los resultados obtenidos por las técnicas anteriores. Es decir, es
en esta variable llamada costo de capital en donde recae la responsabilidad de la
toma de decisiones en el drea de las finanzas corporativas, razén por la cual la
determinacién del costo de capital es fundamental para la toma de decisiones en
esta area, ya que de este cdlculo depende en gran medida el realizar o no alguna
accion.

Algunos autores definen al costo de capital como la tasa de rendimiento que
debe obtener la empresa sobre sus inversiones para que su valor en el mercado
permanezca inalterado. Este costo es también la tasa de descuento de las uti-
lidades empresariales futuras. Dicho costo se puede estimar como el costo de
oportunidad de una inversién alternativa. Es por ello que el administrador de las
finanzas empresariales se debe proveer de las herramientas necesarias para tomar
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las decisiones sobre las inversiones a realizar y por ende las que mas le convengan
a la organizacion.

En el estudio del costo de capital se tiene como base las fuentes especificas de
capital para buscar los insumos fundamentales para determinar el costo total de
capital de la empresa, estas fuentes deben ser de largo plazo, ya que éstas son las
que otorgan un financiamiento permanente.

Las fuentes principales de fondos a largo plazo son el endeudamiento a largo
plazo, las acciones preferentes, las acciones comunes y las utilidades retenidas 12,
cada una asociada con un costo especifico y que lleva a la consolidacion del costo
total de capital. En particular este trabajo se enfocard al costo de capital del
accionista.

Desde una perspectiva econdémica, el costo de capital se puede estimar como el
costo de oportunidad de una inversién alternativa. En consecuencia, su esti-
macién estd influenciada por el momento del mercado, lo que puede volverla muy
volatil. El costo de capital se puede ver como la tasa requerida en funcién de
las expectativas para evaluar los flujos de fondos provenientes de una inversién
particular. Adicionalmente, el concepto de costo de oportunidad siempre se sus-
tenta en variables esperadas. Las cuales se formulan segin las expectativas del
mercado.

Los componentes basicos del costo de capital son:

1) La tasa de interés,
2) La inflacién esperada,
3) El riesgo.

Los dos primeros forman el valor temporal del dinero y el tercero es la incer-
tidumbre generada por las condiciones actuales del mercado.

Existen varios métodos para estimar el costo de capital, también llamado costo
de riesgo al accionista. La técnica mas utilizada es el modelo tedrico de valuacién
de activos conocido como CAPM '3 (siglas en inglés de Capital Asset Pricing
Model), el cual establece que el costo del capital (denotado por r.) estd dado
por:
Te :Tf+ﬁ(Tm_Tf) )
con
_ Cov(rm,r)
Var(ry,)

12 Para una descripcién mds general de estos conceptos ver Quivera [19].
13 Consultar Sharpe [21].
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y donde r¢, 7, ¥ 7. son la tasa libre de riesgo, el rendimiento del mercado y el
rendimiento de la accién respectivamente. De esta forma el pardmetro 3 en este
modelo mide la sensibilidad entre la rentabilidad de la accién y la del mercado,
es decir, indica cuanto rinde la acciéon por cada punto que rinde el mercado.

Sin embargo, estudios previos han demostrado que el CAPM a pesar de ser el
modelo més utilizado en todo el mundo, para estimar el costo de capital, (o dicho
de otra forma, la rentabilidad que deben obtener los accionistas de una empresa
por invertir su dinero en ella) ha sido puesto en tela de juicio muchas veces,
y especialmente, la evidencia empirica muestra que no funciona adecuadamente
para estimar el costo de capital en los mercados emergentes. Carbonell-Hurtado-
Pérez [5], han trabajado con un modelo alternativo de costo de capital, el "Down-
side Capital Asset Pricing Model” (D-CAPM), encontrando que funciona mucho
mejor que el CAPM en los mercados emergentes (en este articulo se muestra que
la beta del CAPM tradicional explica el 36% de las variaciones en la rentabilidad
de los mercados emergentes, mientras que la beta del D-CAPM explica el 55%).

4.1.1 Downside capital asset pricing model

En finanzas se suele definir el riesgo como la variabilidad en los rendimientos
(tanto positivos como negativos) de un titulo y se mide con la desviacién estandar
o con la varianza. No obstante, a los inversionistas les preocupa unicamente la
parte negativa del riesgo, es decir, las rentabilidades por debajo del promedio.
Las que estan por encima, lejos de molestar, son deseadas. Sin embargo, si
la distribucién de rentabilidades es normal, no hay ningin problema al medir
el riesgo con la desviacién estandar o con la varianza, porque la distribucion es
simétrica, y estos pardmetros, nos indicaran que tan probable es el observar tanto
rentabilidades superiores como inferiores a la media. Pero si la distribucién no es
simétrica, como ocurre especialmente en los mercados emergentes, la desviacién
estandar y la varianza, dejan de ser ttiles como indicadores de riesgo, ya que la
probabilidad de obtener un rendimiento x% por encima de la media, es diferente
a la probabilidad de obtenerlo por debajo de ella, y el cdlculo del pardmetro
de riesgo del CAPM (la beta) se hace tomando en cuenta rendimientos tanto
positivos como negativos por lo que el costo de capital obtenido con este mode-
lo, universalmente utilizado, no dard estimaciones apropiadas de este costo de
capital.

Debido a los problemas comentados anteriormente el modelo downside capital
asset pricing model (D-CAPM) trata de solucionar el problema anterior centrdn-
dose unicamente en el riesgo a la baja, y los valores que se obtienen son més
acordes con lo que un inversionista espera por invertir su dinero en un pais emer-
gente, es decir, las rentabilidades inferiores a las de la media. Los supuestos bajo
los cuales el D-CAPM se desarrolla, son muy similares a los del CAPM tradi-
cional, sin embargo no requiere simetria en la distribucién de rendimientos, lo
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cual es una gran ventaja. En particular si r,rf, 7, son el costo de capital, la

tasa libre de riesgo, y el rendimiento del mercado respectivamente, entonces el
modelo D-CAPM es el siguiente:

re =15+ Bo(ry —rm) .

El cual es la misma férmula del CAPM, pero la forma de calcular el parametro
Bo es a través de la siguiente forma:

_ Cov(min(ry, — 7, 0), min(r —7,0))

Bo =

Var(min(r,, — 7m, 0))
Siendo:

rm: La rentabilidad del mercado.
7m: La rentabilidad promedio del mercado.
r: La rentabilidad de la accién observada.

r: La rentabilidad promedio de la accién.

De esta forma se puede observar que la férmula de este modelo es muy pare-
cida a la del CAPM tradicional, pero el calculo de la medida de sensibilidad del
D-CAPM (By) es diferente, ya que este pardmetro es un factor que mide la sensi-
bilidad entre la rentabilidad de la accién y la del mercado, pero tinicamente a la
baja, es decir, indica cuanto cae la acciéon por debajo de su rentabilidad prome-
dio, por cada punto que el mercado cae por debajo de su rentabilidad promedio,
vy no la sensibilidad total, tanto a la alza como a la baja, tal y como lo hace el
CAPM tradicional. Por lo tanto el D-CAPM soluciona el problema anterior, pues
como se comentd anteriormente se centra unicamente en el riesgo a la baja, y los
valores que se obtienen son més acordes con lo que un inversionista espera por
invertir su dinero en un pais emergente. Pero, los rendimientos obtenidos por es-
tos modelos (CAPM y D-CAPM) siguen siendo bajos para mercados emergentes.
En particular Carbonell et al [5] ajustaron el D-CAPM y CAPM para 46 de las
principales empresas de la Bolsa Mexicana de Valores (BMV), e incluyeron al
IPyC (indice de la BMV). Cuyos resultados son méds acordes con la realidad que
los obtenidos con el CAPM tradicional. No obstante el D-CAPM sigue arrojando
costos de capital bajos.

Debido a lo anterior en este capitulo se dard una propuesta de estimacién del
costo de capital de los accionistas a través de un modelo que considere como
pardmetros a las caracteristicas especificas de la empresa.
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4.2 ROE, P/E, costo de capital y equilibrio competitivo

A continuacién, se presenta una justificacién de la medida propuesta para
estimar el costo de capital. Se construird un modelo del valor de los derechos de
los accionistas sobre el capital de una entidad.

4.2.1 Definicion de valor para los accionistas

La forma en que deben considerar los accionistas el valor de sus derechos
sobre el capital de una entidad se explica en la teoria de finanzas que sostiene
que el valor de cualquier derecho financiero es simplemente el valor presente de
los pagos en efectivo que reciben los tenedores de este pago, consultar Bernard-
Palepu-Healy [1]. Puesto que los accionistas reciben pagos en efectivo de una
empresa en forma de dividendos, el valor de su capital es el valor presente de los
dividendos futuros (incluido cualquier dividendo por liquidacién). Es decir,

1% :i% (4.1)

en donde:
V es el valor del capital;
Divy es el t-ésimo dividendo y

re es el costo de capital de los accionistas.

De la ecuacién anterior se observa que la empresa tiene una vida indefinida.
Desde luego, en realidad las empresas se declaran en bancarrota o se venden. En
estos casos, los socios reciben efectivamente un dividendo de terminacién sobre
sus acciones. A la férmula anterior de valuacién se le conoce como el modelo de
dividendos descontados. Constituye la base para el mas popular de los enfoques
tedricos de valuacion de las acciones.

Si todos los efectos del capital (que no se refieran a las transacciones de capital)
fluyen por el estado de resultados, el valor en libros esperado del capital para los
socios existentes al final del ano t (denotado por V L) es simplemente el valor en
libros al principio del ano t (denotado por V L;_1) mds la utilidad neta esperada
del afio t (UN;) menos los dividendos esperados para el ano t (Divy), es decir,

VLt = VLtfl + UNt — Di’l}t s
de donde se obtiene que el dividendo esperado al tiempo ¢ esta dado por

Dl"Ut - UNf + VLt_l - VLf . (42)
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Al sustituir (4.2) en (4.1) se tiene

UNy+ VL1 — VL
V=
Z (1 +T.e)f
B i UNy+ VL4 —VLi—1rVLi141VLi_q
N (1+7re)t

ZUNf_,pVLf 1+VLf 1(1+T'p) VLt
(I+7e)t ’

Z UNf - VL{ 1 VLt_l(l + Te) - VLt
N (1+re)t (I+re)t

_ UNt T VLt 1 VLt 1 1+I ) VLt
Z +lim )

(147 — 1 +re)t

al expandir la segunda suma se obtiene:

UNt—T’ VLt 1
V = -
Z (I4+re)t

(I+7e) (1+7re)? (1+7e)?

k—o0

i {VLo(l +7e)=VL  VLi(14+r)—VLy VELy(1+47.)—VLs

VEIpe_1(1+7re)— VL
(14 7re)k

Al tomar como comtn denominador a (1 + 7.)* en el segundo paréntesis de la
expresién anterior se tiene que:

1
T TN
(VLi(1+7e) — VL) (1+7r)F2 N (VLa(147¢) —VL3)(1+ re)k_3+
(1 +re)k (1 —l—re)k

N (VL o(147e) = VL 1) (T+r)~* D VI 1(1+47r.)— VL
(1 +7'e)k (1 +7'e)k

. :i UN,—r VL1 . { (VLo(1+re) — VL1) (14 7re)k 1
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UN VL V Lo(1 kv k-1
V= Z t— Te t—1 4 lim 0( +7”e) 1( +Te)
(1 +T k—o0 (1 +7‘e)k
VL1(1 + 1)L = VLT +7)2 VEIa(147)F 2 = VEL3(147)+3
+ k + k
(1+TE) (1 +7‘e)
VLk 2o(14r)? = VL 1(1+r.) VL 1(l+r.)—VL
(1+TE) (lJrre)k
oo
UN;—r VL VL
=y = Te? 2 4 gim (VI — ——F .
P (1+re)t k—o0 (14 7o)k
Por lo tanto,
UNy—r VL VL
t — Te t—1 k
V = —_ 4+ VL 1 —_
Z (1+7re YV Lo— m oo (14 71)k

t=1

Note que a medida en que se amplia el horizonte de planeacién k, el término final
de la expresién anterior (el cual se puede interpretar como el valor presente del
valor de liquidacién en libros) se considera intrascendente, por lo que

o0
UNt - reVLt_l
V:VLo—i—ZW‘ (4.3)

Es decir, el valor del capital es el valor actual en libros (V L), més el valor
presente de la utilidad neta del periodo t menos el valor en libros del capital
al inicio del periodo (t-1) multiplicado por el costo del capital. A la utilidad
neta menos el valor en libros del periodo anterior multiplicado por el costo del
capital se le conoce como las utilidades abnormales del periodo t (las cuales serdn
denotadas por U Ay), es decir

UAt - UNt - T’eVLtfl . (44)

Es importante mencionar que algunos autores ' definen las utilidades normales
en el periodo ¢ como la multiplicaciéon de la tasa de retorno normal por el valor
en libros del capital al inicio del periodo ¢ (es decir en el periodo ¢ — 1). Donde la
tasa de retorno normal es igual al costo de capital, cabe mencionar que este costo
de capital es el mismo que se usa en el contexto de valuacién con flujos de efectivo
descontados. De este modo se puede interpretar a las utilidades abnormales como
la capacidad de la empresa de aumentar la riqueza de los inversionistas, ya que la
utilidad neta del periodo t se puede interpretar como la capacidad de la empresa
de generar riqueza en el periodo t, y valor en libros del capital al inicio del periodo

4 por ejemplo Bernard et al [2].
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multiplicado por el costo de capital se podria pensar como la ganancia inicial (en
t-1) del inversionista.

Asi, de acuerdo a (4.3), si una empresa puede obtener unicamente una tasa
normal de rendimiento de su valor en libros, entonces los inversionistas podrian
pagar no mds que el valor en libros para adquirir esta empresa (o comprar una
accién de esta empresa). Los inversionistas estarfan dispuestos a pagar mds o
menos del valor en libros si las utilidades se encuentran por arriba o por debajo
de este nivel. Entonces la desviacion del valor de mercado al valor en libros del
capital depende del poder de la empresa para generar ”utilidades abnormales”
(se entiende como utilidad abnormal a la capacidad de la empresa de generar una
utilidad por arriba de la utilidad normal).

De esta forma el valor del capital puede ser visto como la suma del valor en libros
actual mas las utilidades abnormales futuras descontadas, es decir, la férmula
obtenida en (4.3):

o~ U4y

VzVLO—I—Zm, (4.5)
t=1

con U A, definida en (4.4).

4.2.2 ROE, utilidades abnormales y equilibrio competitivo

De (4.5) se tiene que las ganancias normales ' son aquéllas que no atraen
o expulsan capitales de un determinado sector productivo. Mientras que por
el contrario una ganancia abnormal (extraordinaria) es la que provoca ingresos
de nuevas inversiones al sector. En cambio, si la ganancia estd por debajo de
la normal los capitales se retiran del sector. Bajo el supuesto de un mercado
competitivo se tendria que las utilidades abnormales serian cero, razén por la
cual en la expresion anterior se tendria que

V,=VL;. (4.6)

De la ecuacién (4.4)
UNt - ’I‘eVLt_l - 0 5

razon por la cual
UNy

- 0t 4.
VI (4.7)

Te

El lado derecho de la expresion anterior es la definicién del Rendimiento sobre
el capital (ROE). Por lo que se concluye que el ROE en un mercado competitivo
tiende al costo de capital de los accionistas.

15 Ganancias ordinarias como las definfa Smith [23].
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A continuacién, se tratard de explicar la conducta del ROE en un mercado que
no esté en equilibrio, para ello bajo el supuesto de un mercado en equilibrio y al
incorporar las ecuaciones (4.6) y (4.7) se tiene que

UN, _ UN,

ROE =7, = =
VLi1 Vi

: (4.8)

donde V;_; es el valor de mercado del capital en el periodo t-1. Si el mercado no
esta en equilibrio entonces:

UNy

ROE = Te . 4.9

VI, . — Te ( )
Por la ecuacién (4.9) y (4.5) se tiene que:
UN

ROE = ! — 7 (4.10)

Vi1 — Zi:t (T4re)?

De la expresién anterior se observa que si existen dos empresas (empresa A y
empresa B) con las mismas utilidades en el periodo t (UNF,k = A, B), mismo
valor en libros del capital en el periodo t-1 (VLf_l, .k = A,B), y mismo costo
de capital (r2 =B =r.), es decir

UNA=UNP =UN,

VLA =VLE =vL,, . (4.11)

rA:reB

e =Te

Si las utilidades abnormales de A (U A#}), son mayores que las de B (UAP), para
cualquier periodo, es decir, A tiene mejores perspectivas de crecimiento que B, y
si

k = UA?
VP(UAt):;m k=ADB,

es el valor presente de las utilidades abnormales de la empresa k, k=A,B respec-
tivamente, se tendra que

VPUAL) > VP(UAB) (4.12)
y de este modo se tiene que
VL1 —VPWUAPB)Y> VL, —VPUAD),
y asi

UN, N UN,;
VLi 1 —VPUAP) ™ VL, - VPUAP) "~
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Por (4.10) la expresién anterior expresa que el ROE en el periodo t de la em-
presa A (ROE{!) es mayor que el de la empresa B (ROEP). En conclusién si
una empresa tiene utilidades abnormales mayores que cualquier otra empresa,
entonces experimentara altos niveles de ROE comparados con estas empresas, es
decir existe una relacion directa entre ROE y utilidades abnormales. Es impor-
tante destacar que de acuerdo a (4.10) el ROE de ambas empresas tenderd a su
costo de capital (que en este caso se hizo la suposicién de que era el mismo) sin
importar el nivel alcanzado de este indicador.

Si una empresa experimenta utilidades abnormales positivas significativas y ma-
yores al resto de la industria en el periodo t, entonces el valor presente de estas
utilidades abnormales V P(U A4;) implican un alto valor del ROE en el periodo t
(ROE}) comparado con las demds empresas. Sin embargo, la presencia de estas
utilidades abnormales positivas atraeran mas competencia haciendo que en los
proximos k periodos estas utilidades abnormales decrezcan, y como consecuencia
el valor presente de estas utilidades abnormales en el periodo t +k (V P(U Ayyr))
seran menores al valor presente de las utilidades abnormales en el periodo t
(VP(UAy)), es decir

VP(UA) > VPUAg) - (4.13)

Debido a que existirda mayor competencia, entonces las utilidades en los subse-
cuentes periodos decrecerdan y ademas la empresa tenderd a expandir sus bases
de inversion razon por la cual

VLt+k—1 > VLt_l

, (4.14)
UNy > UNyp
y de esta forma por (4.13) y (4.14)

U Ny - UNiyg
VL1 —VPUAy) VEIgg—1—VPUAg)

Por (4.10) se tiene que
ROFE; > ROEt+k s

es decir, el ROE en k periodos sera menor que el ROE en t. De esta manera se
observa que si una empresa experimenta utilidades abnormales positivas signi-
ficativas mayores respecto a otras empresas en un periodo t, entonces presentara
un alto ROE en el periodo t. Sin embargo, conforme transcurra el tiempo estas
utilidades abnormales atraeran mas competencia, decrementandose las utilidades
abnormales, y de esta forma el numerador de (4.10) aumentara ocasionando que
el ROE en el periodo t + k decrezca, es decir, cuando una empresa experimenta
altos niveles del ROE (como consecuencia de utilidades abnormales positivas)
este tenderd a decrecer conforme transcurra el tiempo.
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Por otro lado, si una empresa tiene utilidades abnormales pequenias respecto a las
demds, entonces tendra bajos niveles de ROE (como consecuencia de la relacién
directa entre utilidad abmormal y ROE). Ademas, si las utilidades se encuentran
por debajo de lo normal (se podria pensar que no existen utilidades abnormales
0 que éstas son muy pequenas o que son negativas) los capitales se retirarfan del
sector o no habria una competencia fuerte razén por la cual las empresas que
se mantengan en el sector experimentardn paulatinamente un incremento en las
utilidades abnormales (como consecuencia de la disminucién de la competencia)
y como resultado el ROE comenzard a incrementarse en los siguientes periodos
(como consecuencia de la relacién directa entre utilidades anbnormales y ROE).
Es decir, empresas con bajos niveles de ROE (como efecto de bajas utilidades
abnormales) conforme pase el tiempo experimentardn un aumento en el ROE.

A manera de conclusion se tiene que si se presentan utilidades abnormales sig-
nificativas (y como consecuencia se tendrda un ROE alto), éstas tenderan a de-
saparecer debido a argumentos de equilibrio general, y como resultado de esta
disminucién de utilidades abnormales el ROE caerd. Por el contrario si se pre-
sentan utilidades abnormales no significativas o negativas (teniendo como conse-
cuencia un ROE bajo), entonces éstas tenderdn a subir y como consecuencia el
ROE aumentara.

Se observa que en un mercado en equilibrio si se presentan altos ROE’s, entonces
este crecimiento abnormal de utilidades no se podra mantener por mucho tiempo,
implicando que éste tendera a bajar hacia un valor de equilibrio. Por el contrario
si se presentan bajos niveles de ROE’s, entonces esta situacion tendera a mejo-
rarse a través de un incremento de utilidades abnormales (y el aumento de estas
utilidades abnormales decrementard las utilidades abnormales de las empresas
que presentan ROE’s altos), implicando un aumento en el nivel del ROE hacia
un nivel de equilibrio (ya que este crecimiento no se podrd mantener por las
fuerzas competitivas de las deméds empresas).

Por lo tanto, parece existir una tendencia del ROE hacia un valor de equilibrio,
el cual es un valor de largo plazo, y como se vio en la ecuacién (4.9) el ROE
tiende al costo de capital en un mercado en equilibrio competitivo, por lo tanto
se concluye que este valor al cual tiende el ROE debe ser el costo de capital.

4.2.3 P/E, utilidades abnormales y equilibrio competitivo

De la misma manera se puede verificar que el P/E tiende al costo de capital, para
ello de acuerdo a (4.8) se tiene que

UN UN 1
ROB =r, = —1 = "L — _
VLi1 Via L1
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t—1

. , . - % .
Si N es el ntimero de acciones emitidas por la empresa, P31 = — es el precio
UN,
N

de mercado de cada accién emitida, y UPA; = es la utilidad por accién al
tiempo ¢, entonces la ecuacién anterior es equivalente a

vN, Y upa, 1
ROE =7, = T ~ %o - P =35>
=1 N =1 UPA,

donde el denominador de la ultima igualdad de la expresién anterior es la defini-
ci6n de la razén Precio-Utilidad (P/E), es decir

UN;
UN, HE upa 1 1
ROE:re:VLt e s ity (4.15)
t—1 N t—1 UPAt /

Por lo que se concluye que el inverso multiplicativo de la razén P /E en un mercado
competitivo tiende al costo de capital de los accionistas.

Enseguida se tratard de explicar la conducta del P/E en un mercado que no estd
en equilibrio, para ello bajo el supuesto de un mercado en equilibrio y de acuerdo
a la ecuacion anterior se tiene que

1 UN, UN,

=7r, = =
P/E VL Vi

’

si el mercado no esta en equilibrio entonces

1 UN,
P/E Vi1

— Te , (4.16)

por la ecuacién (4.16) y (4.5) se tiene que

1 UN,

- S UA;
PIE VL4300 Gy

— .. (4.17)

De esta igualdad se tiene que si existen utilidades abnormales positivas, entonces
estas utilidades atraeran mas competencia razén por la cual estas utilidades se
caeran obteniendo que el denominador de (4.17) aumentara (ya que las utilidades
abnormales decrecerdn), por lo que el cociente en (4.17) disminuird. Mientras que
si las utilidades se encuentran por debajo de la normal (se podria pensar que no
existen utilidades abnormales o que éstas son muy pequenias o que son negativas)
los capitales se retirarian del sector o no habria una competencia fuerte, razén
por la cual las empresas que se mantengan en el sector experimentaran que la
cantidad expresada en el denominador de (4.17) disminuira (ya que las utilidades
abnormales crecerdn), y finalmente el cociente de (4.17) aumentara.
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A manera de conclusién se tiene que si se presentan utilidades abnormales signi-
ficativas (se tendrd un inverso del P/E alto), estdn tenderdn a desaparecer debido
a argumentos de equilibrio general, y como consecuencia de esta disminuciéon de
utilidades abnormales el inverso del P/E caerd.

Por el contrario si se presentan utilidades abnormales no significativas o negativas
(se tendrda un inverso del P/E bajo), entonces estas tenderdn a subir y como
consecuencia el inverso del P/E aumentara.

Se observa que en un mercado en equilibrio si se presentan altos valores para
los inversos P/E, entonces este crecimiento abnormal de utilidades no se podrd
mantener por mucho tiempo, implicando que éste tenderd a bajar hacia un valor
de equilibrio. Por el contrario, si se presentan inversos P/E bajos, entonces esta
situacién tenderd a mejorarse a través de un incremento de utilidades abnormales
(v el aumento de estas utilidades abnormales decrementard las utilidades abnor-
males de las empresas que presentan inversos P/E altos), implicando un aumento
en el nivel del inverso P/E hacia un nivel de equilibrio (ya que este crecimiento
no se podrd mantener por las fuerzas competitivas de las demds empresas).

Por lo tanto, parece existir una tendencia del inverso P/E hacia un valor de
equilibrio, el cual es un valor de largo plazo, y como se vio en la ecuacién (4.16)
el inverso P/E tiende al costo de capital en un mercado en equilibrio competitivo,
por lo tanto se concluye que este valor al cual tiende el inverso P/E debe ser el
costo de capital.

A manera de conclusién general debido a la definicién del ROE se tiene la siguiente
relacién entre ROE y P/E

UN,  UN, Viy Vi UN,
VLi—w VLiaVier VL Vig'

ROFE =

y de este modo si P/L es el miltiplo Precio-Valor en libros, se tiene la siguiente

igualdad
P/L
ROFE = — .
P/E
Es decir, existe una relacién directa entre el ROE y el inverso del P/E, y ademas
por las ecuaciones (4.16) y (4.9) se tiene que estos dos indicadores tienden al
costo de capital en un escenario de equilibrio competitivo.

4.3 Evidencia empirica del fenédmeno de reversién a la media
del ROE

Robert N. Freeman, James A. Ohlson y Stephen H. Penman en su articulo ti-
tulado Book Rate of return and Prediction of earnings Changes: An empirical
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Investigation [11], comentan que a lo largo del tiempo se han desarrollado muchas
investigaciones sobre la conducta de las utilidades de las empresas.

Generalmente en todas estas investigaciones se concluye que los cambios en las
utilidades contables no son predecibles, esto es que las utilidades siguen el com-
portamiento de una caminata aleatoria. Basados en estas inferencias han surgido
algunos comentarios en contra de estas conclusiones, en particular los autores
argumentan que la conclusién de que las utilidades no son predecibles es cierto
en un sentido muy limitado, ya que una modesta extension de la informacién en
la cual se basaron los estudios previos permitiria rechazar la hipotesis de que los
cambios en las utilidades no son predecibles. Especificamente la hipétesis de los
autores es que el rendimiento sobre el capital contable en libros (ROE), predice
los cambios de las utilidades. Si esto fuera cierto entonces las hipdtesis anteriores
de que las utilidades siguen una caminata aleatoria serian erréneas.

Estos autores encuentran dos resultados empiricos los cuales conjuntamente su-
gieren que su hipétesis podria ser mas descriptiva, estos resultados son:

1) El rendimiento sobre el capital contable en libros (ROE) sigue un proceso
de reversién a la media.
2) Los cambios en las tasas de retorno estdn fuertemente correlacionadas con

cambios en las utilidades.

La evidencia encontrada por estos autores sustenta estos dos resultados. Por
lo tanto los autores de esta forma concluyen que el rendimiento sobre el capi-
tal contable de libros (ROE) proporciona una base de prediccién de utilidades
futuras. Se argumenta que un bajo rendimiento sobre el capital (ROE) implica
que las utilidades estan temporalmente deprimidas, mientras que un ROE alto
implica que las utilidades muestran un comportamiento inusualmente bueno. La
evidencia entonces sugiere que mientras la hipdtesis de caminata aleatoria es més
robusta con respecto a las utilidades pasadas, predicciones més exitosas pueden
ser hechas expandiendo el conjunto de informacién condicional al incluir medidas
de desempeinio que mezclen el estado de resultados asi como la hoja de balance
general, a través de medidas como el ROE.

Finalmente, estos autores comentan que los prondsticos de las utilidades podrian
ser mejoradas a través de incrementar el conjunto de informacién condicional y
un enfoque podria ser emplear variables macroeconémicas

Chant [6], en su articulo titulado On the predictability of corporate earnings per
share Behavior, encuentra que la demanda de dinero agrega suficiente informa-
cién para el subdesempenio extrapolativo de los modelos de series de tiempo en
términos de poder predictivo. Este autor muestra que el aumentar una variable
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macroecondémica puede mejorar la predicciones sobre los cambios de las utili-
dades, lo cual es valioso ya que muestra una interesante relaciéon entre el poder
predictivo del ROE y una variable macroecondémica.

Posteriormente a este articulo de Freeman-Ohlson-Penman [11] siguieron una
serie de articulos que trataron de probar la predictibilidad de los cambios en las
utilidades, entre los mas destacados se encuentran los siguientes:

Peasnell [18], demuestra como el valor econémico de una empresa y sus ren-
dimientos econémicos pueden ser derivados de niimeros contables y proporciona
un elegante y simple vinculo entre rendimientos econémicos y rendimientos con-
tables.

Foster [10] proporciona evidencia de que muchas razones financieras no son des-
critas adecuadamente suponiendo una distribucién normal. Cabe destacar que
este articulo es crucial ya que es aqui donde se puede pensar que si las razones
financieras no siguen una distribucién normal, tal vez el supuesto de Freeman et
al de que el ROE sigue un proceso de reversion a la media es adecuado.

Brief y Lawson [3] mostraron como es que las medidas contables como el ROE
han ido tomando relevancia al evaluar el desempeno econémico y financiero de
una empresa.

Butler, Holland y Tippet [4] presentaron un andlisis de series de tiempo mos-
trando que el ROE varia ciclicamente y sigue una tendencia de reversién a la
media, entonces ellos toman ventaja de esta reversiéon a la media para predecir
utilidades futuras a través del ROE trabajando conjuntamente con los adminis-
tradores corporativos.

Ohlson [17] relaciona el valor en libros, a través de un modelo de capitalizacién
de dividendos, para el valor del capital observado en un escenario de equilibrio
general.

Dick W. Feenstra, Carel A. Huijgen y Hua Wang [8] en su articulo titulado An
evaluation of the accounting rate of return; Evidence for Dutch Quoted Firms,
argumentan que a pesar de que el ROE es tradicionalmente mencionado como
una medida de rentabilidad fundamental en andlisis de razones financieras, existe
poco andlisis empirico o tedrico sobre sus propiedades estadisticas y su habilidad
intrinseca para explicar los rendimientos de mercado. Es por esta razén que
ellos en este trabajo proporcionaron un andlisis empirico de las propiedades de
la distribuciéon y de series de tiempo del rendimiento sobre el capital contable
(ROE) con empresas no financieras alemanas. Ademds, hacen un estudio para
determinar si el ROE estd relacionado con rendimiento y riesgo del mercado.
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Los hallazgos encontrados en este andlisis se resumen a continuacion:

(1) El ROE no sigue una distribucién normal,

(2) Las series de tiempo del ROE reportadas por empresas grandes son més es-
tables que las reportadas por empresas chicas. Las empresas grandes tienden
a reportar ROE’s mas bajos con relacién a las pequenas empresas,

(3) La serie de tiempo del ROE sigue un proceso de reversion a la media,

(4) Los ROE’s de grandes y pequenas empresas se mueven hacia su valor normal,

(5) Los ROE’s estan correlacionados con los rendimientos del mercado, sin em-
bargo el ROE no es igual al retorno de mercado en promedio,

(6) Los ROE’s estan asociados con el factor de riesgo sistemdtico beta, sin em-
bargo la relacion es débil.

En resumen, existe evidencia internacional de que las medidas contables son rele-
vantes para medir variables de mercado, especificamente el ROE es una medida
importante de rentabilidad, y se ha encontrado evidencia internacional de que el
ROE sigue un proceso de reversién a la media. Es importante mencionar que
toda esta literatura revisada utiliza al ROE para tratar de predecir cambios en la
utilidad, o bien trata de investigar sus propiedades estadisticas y tratar de medir
su relacién con variables de mercado tales como son el rendimiento y riesgo de
mercado, y en el camino encuentran que el ROE sigue un proceso de reversion a
la media.

4.4 Metodologia Propuesta

Debido a la evidencia empirica proporcionada en la secciéon 4.3 se cree que
el ROE sigue un proceso de reversion a la media. La seccién 4.2 sugiere que el
ROE bajo un equilibrio competitivo tiende a un valor de largo plazo el cual es el
costo de capital, entonces se concluye que el ROE presenta reversion a la media
v ese valor al cual esta variable tiende es el costo de capital. Es por ello que esta
propuesta de investigacién se centra en determinar el costo de capital a través de
un proceso de reversion a la media, donde el valor de largo plazo de este proceso
es el costo de capital.

Esta propuesta se diferencia respecto a los trabajos de investigacién presentados
en la seccion 4.3 debido a que estos articulos estan interesados en el poder pre-
dictivo del ROE sobre las utilidades, asi como en la relaciéon existente entre el
ROE y algunas variables de mercado (como es el caso del rendimiento y riesgo
de mercado), la metodologia que se propone tiene como objetivo estimar el costo
de capital. A continuacién, se presentan algunos modelos para probar reversion
a la media y se detalla la metodologia propuesta.
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4.4.1 Reversién a la media

Para probar reversién a la media se pueden emplear los modelos utilizados en los
articulos de Robert N. Freeman, James A. Ohlson y Stephen H. Penman [11], y
Dick W. Feenstra, Carel A. Huijgen y Hua Wang [8].

Para ello Robert N. Freeman propone el siguiente modelo:
ROE; =d+ gROE;_1 + e , (4.18)
donde los errores e; y eg, t # s son independientes y

E[et] = 0, Cov (ROEtfl,et) =0 y 0 S g S 1.

Depende del valor que tome g se obtiene el proceso que siga el ROE, es decir:

- Si g =1, se tendra que el ROE sigue una caminata aleatoria.

- Si g = 0, se tendra que el ROE seguird un proceso puro de reversiéon a la
media.

- Trabajos empiricos sugieren que el ROE es un hibridosid > 0y g < 1.

El modelo para probar reversién a la media de Dick W. Feenstra, es el siguiente:
AROFE; = a1+ a2ROE;_1 +e; . (419)

Donde AROE; = ROE; — ROE,;_1, nuevamente dependiendo de los valores de
los parametros estard determinado el tipo de proceso que sigue el ROE, por lo
que para saber cuales seran los valores que determinarian el proceso, es adecuado
hacer las siguientes modificaciones a (4.19):

AROE; = ROE; — ROE;_1 = a1+ asROE;_1 + ey ,

por lo que

ROEt = al + (]. + ag)ROEt,1 + €t . (420)
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De esta forma el proceso del ROE sera:

- Caminata aleatoria si ay = 0.
- Proceso estacionario (podria presentar reversién a la media) si —2 < ag < 0.
- El proceso explotaria y por lo tanto no seria estacionario si as < —2 6 a2 > 0.

En esta parte debido a que (4.20) es un AR(1) lo adecuado serfa aplicar la prueba
de Dickey-Fuller, para probar si es una caminata aleatoria.

4.4.2 Modelo propuesto

Los modelos propuestos por Freeman y Feenstra dados en las ecuaciones
(4.18) y (4.19) respectivamente, solo prueban reversién a la media pero en ningin
momento hablan del pardmetro de reversién, el cual bajo este trabajo serd el
candidato a estimar el costo de capital. Adicionalmente, en la literatura revisada
todos los autores inicamente prueban la reversién a la media y después tratan de
pronosticar las utilidades a través de modelos probabilisticos o tratan de obtener
el grado de relacién entre el ROE y algunas variables de mercado. Es por esta
razon que el modelo que se propone en este trabajo contempla el pardmetro de
reversion a la media explicitamente, es el modelo de Vasicek, el cual estd dado
por:

dROEt = a(b - ROEt)dt + Uth )

con a,b,o constantes y dIW; un movimiento Browniano.

Cuya versiéon discreta se puede escribir como:
AROEf - a(b - ROEf)At + oAtet 5 (421)

donde e; ~ N (0, 1), a, b, son constantes.

Debido a que el inverso P/E también presenta reversion reversién a la media, un
modelo apropiado para esta variable es:

1 1

En este modelo de Vasicek, el pardmetro b es conocido como el pardmetro de
reversién, es decir, es el valor al cual el proceso (en este caso el ROE e inverso
P/E) tiende en el largo plazo, y en este caso este pardmetro de reversién serd el
costo de capital. El pardmetro (a) es conocido como el pardmetro de velocidad
de ajuste, y este pardametro indica que tan rdpido el proceso (en este caso el
ROE e inverso P/E) tiende hacia su valor de largo plazo (en este caso el costo de
capital). Finalmente, el pardmetro o es la volatilidad del proceso (en este caso el
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ROE e inverso P/E), el cual es la desviacién estdndar del ROE y el inverso P/E
respectivamente.

4.4.3 Relacion con la estrategia competitiva

Es importante destacar que si el pardmetro de velocidad de ajuste (a) del
modelo de Vasicek es pequenio, el modelo nos estaria diciendo que el ROE e
inverso P/E tienden rapidamente ha ajustarse a su valor de largo plazo, es decir
al costo de capital. Por el contrario si el pardmetro de velocidad de ajuste es muy
grande entonces el modelo indicarfa que el ROE e inverso P/E tienden lentamente
a su valor de largo plazo (costo de capital).

De la literatura de finanzas corporativas ' se sabe que las empresas crean es-

trategias para crear una ventaja competitiva que las diferencia de las demaés, y
a través de esta ventaja competitiva las empresas obtienen mayores o menores
utilidades respecto al promedio de la industria. Sin embargo, si una empresa
tiene una excelente ventaja competitiva tendrda que mantenerla porque en un
mercado en equilibrio competitivo, las deméas empresas comenzaran a copiar sus
estrategias y de esta forma esta aparente ventaja desaparecerd gradualmente, y
esto impactara sus rendimientos.

Por el contrario, si una empresa tiene una pésima ventaja competitiva, y si ésta
sobrevive entonces empezara a imitar a las mejores empresas, es decir, copiara la
ventaja competitiva de las empresas lideres, situacion que hard que sus medidas
de rentabilidad mejoren. De esta forma una empresa no podrd mantener por
mucho tiempo su ventaja competitiva por muy buena que sea.

Bésicamente, la tnica forma en que una empresa puede mantener esa ventaja
competitiva que la hace ser mejor a las demds es innovando. Una forma de
evaluar la rentabilidad de una empresa (y por tanto tal vez sea un indicador de
que tan fuerte es la empresa para mantener su ventaja competitiva) es comparar
medidas de rentabilidad directa o indirectamente contra el costo de capital (estas
medidas pueden ser el EVA, VPN, ROE, ROA, P/B, P/E, etc.).

En particular si el ROE o el inverso P/E es mayor al costo de capital se puede
decir que la administraciéon agrega valor a los accionistas, y se podria pensar
que la empresa tiene una ventaja competitiva que hace que sus inversiones sean
productivas. Sin embargo, el tiempo en que la empresa podrd hacer que su ROE
e inverso P/E superen al costo de capital depende en gran medida de la capacidad
de la empresa para defender su ventaja competitiva.

16 Ver Bernard-Palepu-Healy [2].
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Es por esta razén que surge la pregunta de si el modelo que se propone podra
medir la fortaleza de la ventaja competitiva, la cual hard que las empresa man-
tenga rendimientos por arriba de su costo de capital, y la respuesta es afirmativa.

El modelo propuesto es capaz de medir la fortaleza de la ventaja competitiva, y
esto lo hace a través del pardmetro de velocidad de ajuste (a).

La forma en que el pardametro de velocidad de ajuste ayuda a predecir la fortaleza
de la ventaja competitiva a continuaciéon se resume:

- Si la empresa experimenta ROE’s e inverso P/E altos y presenta un paré-
metro de velocidad de ajuste pequeno, entonces esto implicard que el ROE
e inverso P/E tiende rdpidamente al costo de capital, situacién que hace
evidente que la fortaleza de la ventaja competitiva de la empresa es débil, y
se deberan tomar medidas al respecto.

- Si la empresa experimenta altos ROE’s, e inverso P/E y su coeficiente de
velocidad de ajuste es grande, esto implica que el ROE e inverso P/E tiende
lentamente a su valor de largo plazo (costo de capital), situacién que hace
evidente la fortaleza de la ventaja competitiva de la empresa.

- Si el ROE e inverso P/E de una empresa experimenta valores bajos (por
debajo de su media), y el pardmetro de velocidad es chico, implica que el
ROE e inverso P/E se acercan rédpidamente al costo de capital, situacién
que evidencia que la direccion de la empresa estéd trabajando para crear una
ventaja competitiva que fortalezca a la empresa.

- Sila empresa experimenta ROE’s e inversos P/E tan bajos que se encuentren
por debajo de su costo de capital, y el parametro de velocidad de ajuste es
grande, esto implica que el ROE e inverso P/E tiende lentamente al costo
de capital, situacién que hace evidente que la ventaja competitiva de la
empresa es muy mala y la administraciéon no es hébil para implementar
medidas correctivas.

De esta forma se dan argumentos de que los modelos (4.21) y (4.22) no solo
ayudan a estimar el costo de capital, sino que también ayuda a evaluar la ventaja
competitiva de la empresa.

A continuacién, se presenta la metodologia para estimar los modelos (4.21) y
(4.22)
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4.4.4 Estimaciéon de Parametros

Si se supone que el incremento de tiempo es un trimestre (para el ROE) 6
un dfa (para el inverso del P/E) entonces se tiene que:

At=t—(t—-1)=1.
Los modelos (4.21) y (4.22) se pueden rescribir como:
AXt :Xt+1 —Xt = a(b—Xt) +O’€t = ab—aXt+Uet B

y de esta forma
Xt+1 =ab + (1 - LL)Xt + geg

se corre una regresién lineal simple de X (siendo X el ROE o el inverso del
miiltiplo P/E) al tiempo t como variable dependiente y se toma a X del trimestre
(para el ROE) o del dia (en caso del inverso del P/E) anterior como variable
independiente. Donde los pardmetros a estimar son ab y (1-a) respectivamente.

Por lo tanto, se obtienen los estimadores del modelo de Vasicek para estimar el
costo de capital a través del pardmetro de largo plazo (b), asf como la ventaja
competitiva de la empresa de la cual se esta estimando el costo de capital a través
del pardmetro de velocidad de ajuste (a).
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CONCLUSIONES

En este trabajo se presentaron algunas aplicaciones del modelo de Vasicek
al drea de finanzas. La importancia recae en que el modelo de Vasicek tiene la
propiedad de presentar reversién a un parametro de largo plazo, caracteristica
importante en algunas variables econémicas y financieras. El modelo de Vasicek
estd en funcién del movimiento Browniano. Este modelo es de facil manejabilidad
lo cual ha propiciado el desarrollo de teorias, que son de suma utilidad hoy en
dia en los mercados financieros. Sin embargo dicho proceso estocastico representa
una vaga descripcién de las caracteristicas de la realidad financiera.

La estructura de plazos modelada con el modelo de Vasicek es de gran utilidad
principalmente en la valuacién de productos derivados debido a la normalidad de
dicho modelo. Desafortunadamente ésta caracteristica puede hacer que la estruc-
tura de plazos presente tasas de interés negativas, no deseadas en la practica.

Adicionalmente, debido a que el movimiento Browniano no captura movimientos
extremos seria adecuado modelar la dindmica de la tasa corta con el modelo de
Vasicek adicionando un componente de saltos que incorpore la teoria de los valores
extremos para integrar este tipo de movimientos.

Se presenté un modelo estocastico para inmunizar el valor presente de un conjunto
de flujos de efectivo en donde la duracién y convexidad jugaron un papel muy
importante. Cabe mencionar que existen algunas limitaciones en el modelo, si se
desea disponer de cuatro o mas series de futuros de tasas de interés se obtendrian
con este método un sistema de tres ecuaciones con cuatro o mas incégnitas. Por
lo que existiria un nimero infinito de estrategias de cobertura, de las cuales se
puede escoger algunas que cumplan con atributos deseables como es la liquidez
de los futuros, que agregaria una restriccién adicional, obteniendo un sistema de
cuatro ecuaciones con cuatro incognitas.

Por otro lado, en el modelo se hace el supuesto de que se pueden vender futuros
por cantidades divisibles. Sin embargo, es importante notar que la estandarizacion
de los contratos no permite tomar posiciones sobre nominales, distintos a los
miltiplos generados por el tamafno del contrato.



83

Finalmente, la inmunizacién por duracion y convexidad es fundamentalmente un
método local disefiado para cubrir cambios en el valor presente debido a desplaza-
mientos pequenios y moderados en la tasa de interés. Por esta razon, estas es-
trategias requieren de actualizaciones periddicas (rebalanceo) a fin de proteger
eficazmente no solo contra pequenos desplazamientos en tasas sino también contra
cambios moderados y extremos. Si una estrategia no es rebalanceada atendiendo
al comportamiento y a las expectativas del mercado, la proteccién se deteriora
progresivamente.

Se dieron argumentos tedricos y se proporcioné evidencia empirica de que el inverso
del multiplo P/L y el ROE siguen un proceso de reversién a la media, en particular
se mostré que este indicador tiende al costo de capital. Para estimar el costo de
capital se propone al pardmetro de reversién a la media del modelo de Vasicek,
bajo el escenario de equilibrio competitivo. Es importante destacar que el modelo
de Vasicek no solo es 1itil para estimar el costo de capital, sino que también ayuda a
evaluar la fortaleza de la ventaja competitiva de la empresa para seguir generando
utilidades abnormales y de esta forma obtener inversos del miltiplo P/E y ROE
por arriba de sus costos de capital. La forma en que este modelo evalia la ventaja
competitiva es a través del pardmetro de velocidad de ajuste.

Cabe mencionar que esta propuesta supone el modelo de Vasicek para estimar el
costo de capital, y este modelo supone que el parametro de reversion es constante.
Sin embargo, no existe razén alguna para que este pardmetro sea constante en
particular el valor del costo de capital depende del momento en que se encuentre
la economia. Seria razonable realizar una extension de esta propuesta en donde el
pardmetro de reversién a la media sea una funcién del tiempo, un modelo adecuado
que contemple un parametro de reversion a la media en funcién del tiempo seria
el Hull-White, donde el pardmetro de reversion es una funcién del tiempo.

Otra posible extensién a esta metodologia de estimacion del costo de capital seria
considerar un modelo multifactor que incorpore la caracteristica de reversién a la
media del modelo de Vasicek en la parte determinista y en la parte de difusién con-
siderar algunas variable econémicas, contables 6 financieras que pudieran afectar
el costo de capital de los accionistas.
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