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Capitulo 1

Introduccion

El corazon tiene razones que la razon ignora.
Blaise Pascal.

La motivacion principal para realizar este trabajo fue estudiar desde un punto de
vista dinamico una curva de restitucion eléctrica cardiaca con una anomalia, se
utilizaron datos experimentales de pacientes humanos obtenidos por Franz etal.
El estudio fue realizado elaborando un ajuste a los datos experimentales. Aunque
este tipo de estudios estan lejos de representar de manera global la dinamica
cardiaca puede ayudar a entender su comportamiento.

En 2004 se produjeron més de 50 000 muertes en México como consecuencia de
enfermedades isquémicas! del corazén. Esta cifra representa aproximadamente el
10% del total de muertes en el pais, lo que ubica a las cardiopatias isquémi-
cas como la segunda causa de muerte en México, sélo por debajo de la diabetes
mellitus.? Sin embargo si se toma en cuenta que entre el 60 % y el 85 % de per-
sonas con diabetes fallecen de algin padecimiento cardiovascular [14], entonces
podemos decir que las enfermedades cardiovasculares ocupan el primer lugar de
muertes en México.

A pesar de que las tasas estandarizadas de mortalidad® por cardiopatia isquémica

'La isquemia cardiaca se produce por un desequilibrio en el aporte de oxigeno y los requer-
imientos del musculo,es decir consiste en una falta de oxigenacion del tejido.

2Salud Mexico 2004, Informacién para la rendicion de cuentas.
http://evaluacién.salud.gob.mx/saludmex/2004sm2004.pdf

3La tasa de mortalidad se define com el numero de muertes por esta causa por 100 000
habitantes. Esta cifra se obtiene de dividir el nimero de muertes por cardiopatia isquémica en



estan practicamente estables, el nimero de muertes asociadas a estas enfermedades
casi se ha duplicado en los ultimos 15 anos, segin datos de la Secretaria de Salud,
representando asi uno de los mayores retos de los servicios de salud. Debido a
esto un considerable nimero de disciplinas se han interesado en estudiar desde
diferentes puntos de vista este fenémeno.

Uno de los esfuerzos por entender la problemética cardiaca se ha dado a través
de modelar el corazén como un sistema excitable, ya que de estos entendemos su
dinamica general.

Si modelamos cada célula cardiaca como un sistema excitable podemos caracteri-
zarla por sus propiedades: posee un estado de reposo, si lo estimulamos adecuada-
mente, cambia el estado del sistema de un estado de reposo a un estado excitado,
una vez que se encuentra en el estado excitado pasara un tiempo determinado para
que regrese nuevamente al estado de reposo. A la oscilacién de voltaje provocada
se le llama en el caso de células potencial de accion. Para que el estimulo genere
una respuesta tiene que pasar un valor umbral, el cual dependera del sistema,
abajo de este valor el sistema no respondera.

Este comportamiento se ha estudiado ampliamente en sistemas fisicos, como son
ciertos circuitos eléctricos [28] o ciertas reacciones quimicas [29], asi que tomando
en cuenta estas analogias el problema de la dindmica cardiaca se ha abordado des-
de distintos enfoques. Principalmente existen cuatro lineas de trabajo utilizados
desde aproximadamente 20 afos atras.

La primera linea que mencionaremos es la que consiste en estudiar el efecto de
las perturbaciones a un oscilador con un ciclo de atractor robusto [7][15]. Repre-
sentado por la figura 1.1. Si perturbamos el oscilador (la perturbacién se ve como
una linea horizontal desde algiin punto de la oscilacién) este regresarda de manera
instantanea al atractor causando un atraso o un adelanto en el periodo del mismo,
dependiendo de la fase de la oscilacién donde ocurra la perturbacién. A partir de
estos datos se construyen las curvas de traslacion de fase.

La segunda linea de trabajo consiste en el Anélisis de series de tiempo, esta técnica
se basa en obtener datos a través del tiempo en registros cardiacos, en general se
hace un tratamiento estadistico de los datos [16][17].

La tercera linea de trabajo es la integracion numérica de ecuaciones diferenciales

un afo entre la poblacién total en este mismo periodo[32]
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Figura 1.1: Oscilador de Poincaré, tiene un ciclo limite con un atractor
robusto, representado por las espirales de la figura si se perturba y
la perturbacion regresa de manera instantanea al ciclo limite se puede
calcular de manera analitica el retraso o adelanto del ciclo, dependiendo
de la fase en la cual se perturba. Este es un modelo de latido cardiaco.
[7]

que describen el comportamiento de tejido cardiaco.

La aproximacion que se utiliza en esta tesis son las iteraciones en la Curva de
Restitucion, la cual se explicara en detalle en el siguiente capitulo.

Gracias a experimentos realizados tomando registros de los potenciales de accién
se ha desarrollado la hipdtesis que tomaremos para estudiar este modelo de células
cardiacas que dice que el potencial de accion depende del tiempo de descanso an-
terior, asi que podemos construir una funcién que involucre estas dos cantidades,
a esta funcion le llamaremos curva de restitucion.

Para este trabajo se utilizo un modelo dindmico discreto, se partié de la aproxi-
macion de la curva de restitucién por una exponencial simple dada por Guevara
et al.[1].

El propédsito es hacer un estudio detallado de la dindmica de una curva de restitu-
cion obtenida de una investigacién en células ventriculares humanas de pacientes
vivos realizado por Franz et al. [2]. La mayor importancia del conjunto de datos
generado por estos investigadores es que son tomados de pacientes vivos, estos
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pacientes se sometieron a una ablacién exitosa y aceptaron formar parte en la
investigacion.

El primer capitulo es la Introduccion.

En el segundo capitulo se expondra en primer lugar la fisiologia bésica del corazon,
su funcionamiento y su mal funcionamiento para después dar un panorama gener-
al de lo que se ha trabajado en curvas de restitucion desde que se inici6 el estudio
de esta funcién en 1975.

El tercer capitulo estara dedicado a los sistemas dindamicos discretos, esta sera la
herramienta con la que estudiaremos la curva de restitucién eléctrica cardiaca,(la
referencia general para este capitulo serd An Introduction to Chaotic Dynamical
Systems, Devaney) asi que veremos la curva de restitucién como un mapeo dis-
creto, realizaremos variaciones en sus parametros para obtener predicciones de las
distintas curvas de restitucién. Nos importaran los diagramas de bifurcacion de
estas curvas, con ellos adquirimos una imagen de la dinamica del sistema.

En el cuarto capitulo se muestran los resultados de este trabajo, para obtener-
los se realizaron varios programas, después de obtener la curva de restitucién de
los datos clinicos se realizé con el método de telarana el estudio de las orbitas
del sistema para posteriormente calcular el diagrama de bifurcaciones. Debido a
que también nos interesa explorar la multiestabilidad realizamos el diagrama de
cuenca de atraccion que nos dice para muchas condiciones iniciales la 6rbita del
sistema, por ultimo hicimos el cdlculo de exponentes de Liapunov para saber si
las dinamicas irregulares encontradas tenfan sensibilidad a condiciones iniciales,
por la extensién del trabajo solo tomamos dos casos de curvas de restitucion.

El dltimo capitulo es acerca de la comparacién de este trabajo con otros trabajos
encontrados en la literatura asi como las perspectivas futuras.
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Capitulo 2

La curva de restitucion eléctrica
cardiaca

A lo largo de este capitulo se desarrollardn temas bdsicos de la fisiologia del
corazon; se explicara el potencial de accién cardiaco como un sistema excitable y
se realizara una revisién de la curva de restitucion cardiaca, sus usos y su estado
actual.

2.1. El corazon

El corazon es un musculo que tiene como funciéon bombear sangre a todo el cuer-
po. El bombeo se lleva a cabo mediante contracciones que son las respuestas a
estimulos eléctricos.

En condiciones normales, el corazén se contrae entre 60 y 100 veces por minuto.
Cada contraccion representa un latido. Cualquier disfuncion en el sistema de con-
duccion puede hacer que los latidos sean demasiado lentos o demasiado rapidos,
o que tengan una frecuencia irregular, causando una arritmia.

Una arritmia es un ritmo anormal del latido cardiaco, existen dos tipos de arrit-
mias; arritmias auriculares y arritmias ventriculares (referentes a los 2 tipos de
cavidades en el corazén).

El impulso eléctrico se genera en el nodo sinusal figura(2.1) localizado en la cavi-
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Figura 2.1: Esquema del corazon

dad superior derecha, viaja desde el nodo sinusal hasta el nodo atrioventricular,
para después continuar a través del haz de His hacia los ventriculos. El haz de His
se divide en dos ramas para llevar el impulso eléctrico a los dos ventriculos.

A través de diversos estudios en el tejido cardiaco se sabe que cada célula responde
de manera individual a los estimulos eléctricos. Se ha encontrado que no en todos
los casos después de un estimulo hay una respuesta, el estimulo tiene que pasar
un cierto valor, al cual se le llama valor umbral. A éste tipo de sistemas se les
conoce como sistemas excitables.

Un sistema excitable se caracteriza por mantener un estado de reposo estable, el
cual cambia sélo si un estimulo mayor que el valor umbral se presenta, entonces
el sistema responde. En ausencia de estimulos el sistema se mantiene en su estado
de reposo.
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2.2. El potencial de accién

El corazén consta de dos tipos de células musculares: contractiles y de conduccién.
Las células contractiles comprenden la mayor parte del tejido auricular como
ventricular y sus potenciales de accién son los que generan la contraccion del
corazon bombeando asi sangre a todo el cuerpo. Las células de conduccion incluyen
células del nodo atrioventricular, haz de His y sistema de Purkinje. Estas células
no se contraen ni generan fuerza, su funcién es propagar los potenciales de accién
sobre el miocardio. Otra caracteristica de estos tejidos es poder generar potenciales
de accién de manera espontanea.

El potencial de accién es un fenémeno de células excitables entre las que se en-
cuentran las células cardiacas, las células nerviosas y musculares, constituye el
mecanismo basico mediante el cual se transmite informacién en estos tejidos. Hay
tejidos mas excitables que otros, la excitabilidad es la capacidad del tejido para
generar potenciales de accién en respuesta a una corriente.

Simplificando podemos diferenciar dos estados del ciclo de las células cardiacas
con respecto a su actividad eléctrica !

= El potencial de accién, es aquél que tomamos desde el inicio de la excitacion
hasta la repolarizacién. El potencial de accién es la respuesta a un estimulo
eléctrico , asi que tenemos una subida rapida del impulso (una espiga de
voltaje), una vez que termina el impulso la membrana se repolariza de man-
era gradual regresando al potencial de reposo. Entre ambos momentos se
mide en Ancho de Potencial de Accién (APD).

= El periodo de descanso o intervalo diastélico (DI). Durante este periodo la
célula puede ser excitada si ocurre algin estimulo. Los resultados experimen-
tales muestran que la intensidad de la respuesta dependen de la duracion
del DI.

La notacién utilizada se dard en términos del articulo de Guevara et al.[1], por ello las siglas
estardn en inglés, el Ancho de Potencial de Accién serd APD y el Intervalo diastélico DI, esto
por congruencia con las ecuaciones utilizadas. El DI también se representard con la letra griega
A
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2.3. La curva de restitucion

La curva de restitucién se definié por primera vez por Bass et al. [12] en un
trabajo sobre musculo papilar de gato. Estas primeras curvas de restitucién se
construyeron graficando las areas de los potenciales de accién contra el tiempo de
descanso, las medidas se hicieron después de un protocolo de estimulacién que se
explica abajo. Desde este primer trabajo se observo la capacidad de la curva de
restitucion para explicar el comportamiento global de una célula cardiaca depen-
diendo de los estimulos aplicados. Una de las figuras que se obtuvo en este primer
trabajo es fig:2.2, que como podemos observar no es monotona.

La morfologia de los potenciales de accion cambia dependiendo de la frecuencia a
la cual estimulemos el tejido, como podemos observar en la figura2.3, dependiendo
del periodo los potenciales de accién seran mas delgados o mas gruesos.

El protocolo clasico de estimulacién es el protocolo S152. El protocolo S152
consiste en un tren de estimulos con un distanciamiento constante S1 y un ex-
traestimulo dado a un intervalo de tiempo S2 dado después del tren, midiendo el
siguiente APD (figura 2.5), esto a reforzado la teoria de que el ancho del poten-
cial de accién depende directamente del tiempo de descanso anterior. En estudios
posteriores se ha construido la curva de restitucion no con areas como lo propone
Bass et al. [12] sino midiendo los anchos de potencial de accién (APD).

Una vez que la curva de restitucion se empez6 a utilizar Nolasco et al. [22] propone
un método grafico que permitiria predecir alternancias en los potenciales de accién
cardiacos. El construye la curva de restitucion, sin llamarla asi, y utiliza la técnica
de mapeos que ya era conocida para los fisicos y matematicos para encontrar
ritmos alternantes en la curva de restitucién. Una de las figuras que obtuvo es la
figura 2.6.

La hipotesis que nos permite construir la funcion de restitucion es que el APD
resultado de un estimulo determinado es una funcién del tiempo de descanso
anterior al estimulo:

APD; = f(A 1), (2.1)

Sabemos que el PE = APD; | + )\;_1, entonces despejando A nos queda que
Ni-1 = PE — APD;_;. Sustituyendo esto tenemos que nuestra nueva ecuacién es:
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Figura 2.2: Figura obtenida del primer trabajo en donde se construyo la
curva de restituciéon, en la figura de arriba observamos las mediciones
de algunos de los anchos de potencial de accion utilizados para la con-
struccion de la curva de restitucion de abajo, la cual esta construida
graficando las areas de los potenciales de acciéon contra los tiempos de

descanso. Este trabajo esta realizado en misculo ventricular de gato
[12].
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Figura 2.3: Efecto del cambio de la frecuencia de estimulacién en el poten-

cial de accion en fibras de Purkinje caninas. El periodo de estimulacion
varia desde 2000 ms (arriba) hasta 200 ms (abajo).

AP = 200 Mms

Donde a f la llamamos curva de restitucion eléctrica y PE es el periodo al cual
estamos estimulando el tejido. Esta es una ecuacion en diferencias finitas.

Experimentos en células ventriculares de corazones de embriones de pollo [1],
donde las células son estimuladas eléctricamente de manera periddica, permitieron
medir de manera intracelular los potenciales de accién y construir una curva de
restitucion, los puntos experimentales seguian una tendencia mondtona creciente,
al intentar hacer un ajuste que fuera continuo y diferenciable se escogié una ex-
ponencial simple. Haciendo el ajuste a estos datos experimentales [1] la curva de
restitucion eléctrica se model6 como sigue:

F(\) = APD,puw — cexp = . (2.3)

El APD,,,. es el ancho de potencial de acciéon maximo para periodos de estimu-
lacién largos, a y 7 son constantes positivas, A\ es el tiempo de descanso, el cual
serd nuestra variable. Esta curva de restitucion tiene la particularidad de ser una
curva monotona, esto quiere decir que la derivada de la curva es siempre positiva,;
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Figura 2.4: El Periodo de Estimulacion sera PE = APD + )\ donde ) es el
tiempo de descanso. Con base en la definicion dada de un sistema ex-
citable podemos identificar el estado de reposo como )\, la consecuencia
de la exitacion suprahumbral es la subida rapida de voltaje posterior al
periodo de reposo. El tiempo que tarda en regresar al estado de reposo
es el que medimos como Potencial de Accién (APD), a la ”bajada”de
voltaje después de la exitacién se le llama periodo refractario, este pe-
riodo se caracteriza por no ser excitable, esto quiere decir que aunque
apliquemos un estimulo mayor al humbral en este periodo el sistema
no respondera, no habra espiga de voltaje. En cambio si perturbo al
sistema excitable en el periodo de relajaciéon o de descanso existira una
respuesta, una espiga de voltaje, la magnitud de esta respuesta depen-
dera de que tan descansado esté el sistema.
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Figura 2.5: Protocolo de estimulacién S1S2, después de un tren de
estimulos constantes se da un extraestimulo el cual genera un poten-
cial de accién, su tamano depende del tiempo de descanso anterior. En
los distintos pdneles varia el tiempo de descanso, en A) el tiempo de
descanso es muy pequeno y el potencial de accién también es pequeno,
asi se va aumentando el tiempo de descanso y el potencial de accién se
va haciendo de mayor tamano y duracién.
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Figura 2.6: Dos curvas de restitucién, las lineas diagonales representan
los periodos de estimulacion y los circulos el primer Ancho de Potencial
de Accién medido posteriormente se hace el mapeo [22].

no tiene ni maximos ni minimos locales y como ya mencionamos anteriormente
es continua y diferenciable, la suavidad es necesaria ya que los cambios en los
potenciales de accién cuando cambiamos el tiempo de estimulacién son suaves,
asi que por ejemplo un ajuste con rectas no seria conveniente, debido a que la
unién de las rectas y los puntos podrian ser picos.

El trabajo de Guevara mostré que realizando mapeos en la curva de restitucién
podemos encontrar dos tipos de dindmicas distintas, en primer lugar para periodos
de estimulacién grandes encontramos un solo atractor estable (figuras 2.7, 2.8),
en cambio para periodos de estimulacién pequenos encontramos en un ciclo de
periodo 2 (figuras 2.9 2.10).

Muchos estudios han mostrado que la curva de restituciéon puede no ser mondtona
y que la no monotonia de la curva puede ser origen de dinamicas irregulares en el
tejido, provocando arritmias y fibrilaciones.

Los estudios realizados sobre la curva de restitucion han logrado que se construya
la llamada hipdtesis de restitucion mediante la cual se afirma que si la curva de
restituciéon tiene en algtin punto pendiente mayor que 1 en valor absoluto esto
genera inestabilidades en la conduccién a través del tejido cardiaco lo cual es de-
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Figura 2.7: Curva de restitucion eléctrica clasica con un periodo de es-
timulacion de 200 ms. Podemos observar que las orbitas convergen a
un atractor, esto es un ciclo de periodo uno. La técnica de telarana
utilizada para ubicar el atractor se explicara en la seccién 3.1.

22



Curva de Restitucion Electrica
200 T T T T T

160~ 4

= -

Periodo de estimulaciéon:195 ms
120~ 4

Ancho de Potencial i

60 b

40 1

20t 1

0 I I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Ancho de Potencial i-1

Figura 2.8: Curva de restitucion eléctrica clasica con un periodo de es-
timulacion de 195 ms. Podemos observar que las orbitas convergen a
un atractor, esto es un ciclo de periodo uno.

terminante para la aparicién de reentradas cardiacas y fibrilacién ventricular que
puede llevar a la muerte subita [11].

Debido a la hipotesis de restitucion se ha intentado mediante medicamentos di-
versos aplanar la curva de restituciéon y asi poder evitar la fibrilacién, la mayor
parte de estos farmacos son bloqueadores de algiin canal iénico de tal manera que
se pueda modificar la respuesta del tejido a cierto estimulo [18]. Garfinkel et al.
[11] nos presentan un ejemplo en el cual utilizando el farmaco Bretylium pueden
llevar de fibrilacién ventricular a taquicardia ventricular aplanando la curva de
restitucion y evitando que esta tenga una pendiente mayor que uno, como se ob-
serva en la figura 2.12. Garfinkel afirma que de la conclusion de aplanar la curva
de restitucién se desprende la consecuencia de que las espirales en el corazén? no

se rompen, sirviendo como un antifibrilatorio.

Otro ejemplo es el trabajo basado en los resultados experimentales de Morgan
etal y Panfilov [8] en los cuales se observa (figura 2.13) que la curva de restitu-

2Las espirales cardiacas son ondas eléctricas que se transmiten de manera ineficaz en el
corazén, se pueden deber a una falla en la conduccién, a pedazos de tejido danado o a choques
de ondas eléctricas.
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Figura 2.9: Curva de restitucion eléctrica clasica con un periodo de es-
timulacion de 171 ms. Podemos observar que las orbitas convergen a
un ciclo de periodo dos.

cién encontrada no se parecen a la curva de restitucion clésica. Esta reportado
un estudio en un anillo de células cardiacas (Garfinkel et al 1997) [4] en el cudl
se obtienen varias curvas de restitucion para distintos parametros del modelo que
estan trabajando, estas curvas en su mayoria no son monotonas, como nos mues-
tra la figura 2.14.

También existe un trabajo realizado por Yue y Franz 2005 en ventriculo humano
[2] en donde el modelo de curva de restitucién clasica no se ajusta a los datos
experimentales. En la fig 2.15 se muestra una familia de curvas de restitucién
eléctricas obtenidas en ventriculo humano izquierdo con un protocolo de estimu-
lacién S1S2. El modelo propuesto por Guevara en donde la curva de restitucién
se ajusta con una exponencial simple ya no es suficiente para aproximar estas
nuevas curvas, la importancia de estas curvas no monotonas es que las dinamicas
que generan pueden ser complejas.

La hipdtesis de restitucion afirma que entre mayores sean las pendientes que se
encuentren en las curvas de restitucion eléctrica, peor sera la conduccion del im-
pulso en el tejido cardiaco y por consiguiente la propagacion de la onda puede ser
cortada y no propagarse adecuadamente a través del corazén, este evento es nece-
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Figura 2.10: Curva de restitucién eléctrica clasica con un periodo de
estimulacién de 172 ms. Podemos observar que las orbitas convergen a
un ciclo de periodo dos.

sario para que exista la fibrilacién [11].Claramente la rotura de la monotonia en
las curvas de restitucién arroja resultados interesantes al respecto de la hipdtesis
de restitucion.

Con base en lo estudiado en la literatura y a los resultados experimentales obtenidos
creimos necesario hacer un nuevo modelo de curva de restitucion eléctrica rompi-
endo la monotonia en la curva del modelo clasico y decidimos estudiarlo desde
el punto de vista de los sistemas dindmicos discretos. Asi que por la importancia
que tienen los estudios en humanos, decidimos tomar como base los puntos ex-
perimentales de una de las curvas de restitucién obtenidas por Yue y Franz [2] y
modelar una nueva curva de restitucion cardiaca con un méaximo local, ya no como
una exponencial simple, el nuevo modelo implica la suma de una exponencial y
una Gaussiana.
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Figura 2.11: Diagrama de bifurcaciones de la curva de restitucion eléctri-
ca, podemos ver que a periodos de estimulaciéon pequenos se presenta
un ciclo de periodo dos, después pasa por una bifurcacién y llega a un
ciclo de periodo 1 estable.
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Figura 2.12: A)Efectos del Bretylium en APD (a) y su pendiente (b) ,
medido por el protocolo de estimulacién S1S2. En (c) vemos los efec-
tos del Bretylium en las 6 preparaciones realizadas. (B) Los efectos
del Bretylium durante la fibrilacién ventricular. (C) potencial trans-
membranal grabado durante la transicién de fibrilacién a taquicardia
después de introducirle Bretylium. Figura obtenida de [11].
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Figura 2.13: Curvas de restitucién de distintos juegos de datos experi-
mentales obtenidos por Morgan et al de un trabajo de Panfilov 2003

[8].

o
S
a
2+
o /‘\/’
- T
St [
a N : 140 |-
Eo =
aer g120
o E
<g| gmo
- 80
ol P .
© 20 0 20 40 80 80
DI (ms)
o L L . . 1 .
0 50 100 150 200 250 300 350

DI(ms)

Figura 2.14: Curva de restitucion eléctrica con distintos parametros. El
recuadro representa una curva experimental [4].
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Figura 2.15: Familia de curvas de ventriculo humano izquierdo, obtenidas
en 16 sitios distintos del ventriculo [2].
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Capitulo 3

Los sistemas dinamicos

A lo largo del capitulo se introduciran las herramientas necesarias para estudiar la
curva de restitucién como un sistema dinamico discreto, las referencias generales
seran [3] y [6].

Los sistemas dindmicos han adquirido popularidad debido a su versatilidad, son
usados como herramientas para modelar distintos tipos de fenémenos, aunque por
si solos son un campo de estudio de las matematicas. La fisica, la biologia, la in-
genieria y la medicina, entre otras disciplinas, se han auxiliado de estos sistemas
para modelar sus propios problemas.

Un sistema dindmico es un sistema que como su nombre lo indica cambia con el
tiempo. Para entender bien primero utilizaré un ejemplo: Tomo una calculadora,
pongamos un nimero, el que queramos, después presionemos la tecla de elevar al
cuadrado una vez, observemos el resultado, presionemosla nuevamente y asi hag-
amos esto repetidas veces. A ésto se le llama un proceso de iteracién, estamos
iterando la funcién elevar al cuadrado n nimero de veces. Este es un ejemplo de
sistema dinamico discreto. Lo que estamos haciendo es tomando un valor inicial
xo y aplicandole una funcion f:

2o, f (o), f(f(x0)), F(F(f(20))), .- (3.1)

En la ecuacién 3.1 estamos iterando la funcion, esto es componer la funcién consi-
go misma repetidas veces. Lejos de lo que se podria esperar aun funciones sencillas
se pueden comportar de manera impredecible al iterarlas, ain asi no son nimeros
al azar, cada resultado depende del resultado anterior y toda la serie de resultados
depende del primer nimero escogido, el cual llamaremos condicién inicial xq. Hay
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que mencionar también que existen otro tipo de sistemas dinamicos; los continuos,
el ejemplo mas claro de estos sistemas son las ecuaciones diferenciales.

3.1. Mapeos

En este trabajo utilizaremos aquellos sistemas dindmicos en los cuales tomaremos
el tiempo como discreto. Los conoceremos como mapeos. En este caso en particular
utilizaremos mapeos unidimensionales.

Siun mapeo es de la forma x; .1 = f(x;) , donde f es una funcién bien comportada,
a To,T1,To, ... le llamaremos la orbita del mapeo.

Supongamos ahora que existe x* que satisface f(z*) = z*. Entonces x* es un punto
fijo, y si kg = x* entonces x,+1 = f(z,) = f(x*) = z* , entonces la drbita se queda
en x* para cualquier iteracién. Para determinar la estabilidad de z*, tenemos que
considerar una orbita cercana x,, = x* + 7, y preguntarnos si esta érbita nueva
es atraida o repelida de x*. Sustituimos y utilizamos un desarrollo de Taylor para
aproximar la ecuacion:

&+ a1 = Tgr = f2n) = f(@" + 1) = f(@7) + F/ (@) + O(n). (3.2)

Pero sabemos que f(z*) = 2* | entonces esta ecuacién se reduce a :

1 = f' (@) + O(n3). (3.3)

Ahora ya que los términos de primer orden rigen la dindmica del mapeo los térmi-
nos de O(n?) son prescindibles, no afectan en el comportamiento global, entonces
obtenemos el mapeo linealizado 7,41 = f'(z*)n, con eigenvalor A = f/(z*). La
solucién general de este mapeo es por lo tanto 7, = Ao . Ahorasi [A| = | f'(z*)| <
1 entonces 7, — 0 cuando n — oo esto implica que el punto fijo x* es estable ya
que las orbitas se acercan al mismo, en este caso le llamaremos atractor. Por el
otro lado si |A] = | f/(z*)] > 1 el punto fijo es inestable ya que las drbitas se alejan
de él y en este caso le llamaremos repulsor.
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Si recordamos el capitulo 2 podemos observar que la curva de restitucién eléctri-
ca cardiaca es un mapeo unidimensional, por esta razén nos interesa estudiarlo
desde esta perspectiva, asi que nos interesara saber si existen atractores, repul-
sores vy si la curva presenta dindamica peridédica para algin periodo de estimulacién.

Si el mapeo presenta una dindmica periddica quiere decir que para algin n € N
y para algin z* la funcién cumple que f"(z*) = z*, entonces a z* lo llamamos
punto periodico y n es el periodo. Asi que si tenemos un punto periédico después
de n iteraciones de la érbita la dindmica se repetira.

En este trabajo utilizaremos el método de telarana para estudiar la dinamica de
los mapeos. Este método se basa en que dado un z,,; = f(z,) y una condicién
inicial g, dibujamos desde xy una linea vertical hasta que toque con la grafica
de f: el punto de interseccién es z;. En este punto trazamos una linea horizontal
hasta que intersecte con la linea diagonal z,,1 = x,, esto es la linea identidad, y
luego trazamos una vertical hasta tocar con la curva nuevamente. Repetimos el
proceso n veces para generar los primeros n puntos de la érbita.Esta 6rbita nos
dird de manera grafica si los puntos fijos son repulsores o atractores.

Estamos interesados en el comportamiento de la érbita después de muchas it-
eraciones, queremos saber a donde convergen xg, z1, Zs.... Después de lo anterior
podemos observar que si la pendiente de interseccién de un punto fijo de una
ecuacién es 1 o -1 es probable que pequenos cambios en los parametros influiran
en la estabilidad del punto fijo y pueden llegar a producir diversas bifurcaciones.
En la siguiente seccion se hablara de ellas.

Bifurcaciones

Un sistema ya conocido que presenta caracteristicas importantes en el estudio de
sistemas dinamicos discretos es la ecuacion logistica, en base a esta se han con-
struido varias de las definiciones actuales. Por ello en esta seccién me referiré a
ella como un tema conocido. Para observar el detalle ir al ApéndiceA.

Una bifurcacion es un cambio en la dindmica del sistema. Existen diferentes tipos
de bifurcaciones, estas dependen de los cambios en el pardmetro de la funcién, al-
gunos tienen que ver con el cambio en la estabilidad de un punto fijo otras tienen
que ver con la periodicidad de un punto fijo. En esta seccién hablaremos de las
bifurcaciones mas comunes en un mapeo unidimensional con una funcién de un
solo pardmetro.
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Figura 3.1: Método de telarana o cobweb para mapeos.
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Figura 3.2: La grafica de E,(z) = Ae” donde a)\ > 1/e, b)A = 1/e, ¢)0 <
A<1/e

Bifurcacién tangente

En una dimensién podemos observar un tipo de bifurcaciéon llamada bifurcacion
tangente esta resulta de la creacion de dos nuevos puntos fijos, uno estable y otro
inestable.

Si tomamos como ejemplo la familia de curvas E(z) = Ae® donde A > 0. Esta
familia de curvas presenta una bifurcacién tangente cuando \ = %

Si variamos el parametro A desde que la grafica no toca a la diagonal hasta que
la corta en dos puntos, podemos observar en la figura 3.2 que, las pendientes de
interseccién con la recta de ambos puntos tienen signos contrarios. Un punto tiene
pendiente de interseccién positiva y el otro negativa. Esto implica que un punto
es estable y el otro punto es inestable.
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Figura 3.3: Diagrama de bifurcaciones para la ecuacién logistica, el
parametro de p varia, se observa como se dan duplicaciones de periodo
continuas (Apéndice A).

Bifurcacién por duplicacién de periodo

Otro tipo de bifurcacion que aparece en los mapeos unidimensionales es la llamada
bifurcacién por duplicacién de periodo.Esta implica un cambio entre un punto fi-
jo atractor a uno repulsor y junto con este cambio aparece un ciclo de periodo dos.

En la figura 3.3 la cual es un diagrama de bifurcaciones se observa claramente
esta bifurcacion. Este diagrama de bifurcaciones se construye a partir de graficar
los puntos fijos, esto es la soluciones de la ecuacién con respecto del parametro de
bifurcacién.

La bifurcacion por duplicacion de periodo es importante ya que en algunas casos
la apariciéon de continuas bifurcaciones de este tipo al variar el parametro de bi-
furcacién es una ruta al caos, por ejemplo en la ecuacién logistica (ApéndiceA).
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El estudio de las bifurcaciones en un sistema dinamico nos ayudard a conocer la
dindmica del sistema, una bifurcacion puede hacer que un sistema este funcionan-
do de manera estable y volverlo inestable.

3.2. Caos en los sistemas dinamicos

Aunque aun no existe una definiciéon tnica de caos, casi todas las definiciones
coinciden en que se necesitan tres condiciones para que este exista. Existen defini-
ciones desde diferentes puntos de vista, aqui pondremos dos de ellas, la primera
es una definicién basada en la dindmica del sistema dada por S.H. Strogratz [6] y
la segunda es una definicion basada en la topologia de la funcién.

Para la primera definicién necesitamos que exista:

1. Un comportamiento aperiddico a lo largo del tiempo, necesitamos que las
trayectorias no vayan a dar a puntos fijos, u érbitas peridédicas o cuasiperiddi-
cas cuando t — oo.

2. El caos es determinista. Esto quiere decir que el sistema no debe tener com-
portamiento ruidoso o azaroso. El comportamiento irregular debe provenir
de la nolinearidad del sistema.

3. Sensibilidad a condiciones iniciales. Esto quiere decir que trayectorias que
son muy cercanas se deben separar de manera exponencial, es decir que el
sistema tenga un exponente de Liapunov positivo ( seccién 3.3).

Si tomamos en cuenta la definicién para el caos desde el punto de vista topoldgico
dada por Devaney [3] primero debemos definir que es topolégicamente transitivo
y sensible a condiciones iniciales para por ultimo definir que tomaremos como un
sistema cadtico basado en las dos definiciones anteriores.

Definicion 1 Decimos que f : J — J es topoldgicamente transitiva si para
cualquiera dos conjuntos abiertos U,V C J existe k tal que fX(U) NV # 0.

Definicion 2 Se dice que f: J — J es sensible a condiciones iniciales si existe
0 > 0 tal que , para cualquier x € J en cualquier vecindad N de x, existe y € N
yn =0 tal que |f"(z) — f"(y)| > 9.

Definicion 3 Sea V' un conjunto y f : V — V' .Decimos que f es cadtica en V'
St :
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1. La funcion f es topologicamente transitiva.
2. La funcion f presenta sensibilidad a condiciones iniciales

3. Los puntos periodicos son densos en el dominio.

3.3. Exponentes de Liapunov

Una de las pruebas que se realizan para asegurar que un mapeo es cadtico son los
Exponentes de Liapunov, los cuales son una medida de la sensibilidad a condi-
ciones iniciales del sistema, en el sentido de que tanto se alejan las orbitas de un
mapeo una de la otra.

Dada una condicién inicial xg consideramos un punto cercano xy + oy donde d
es muy pequena. Sea ¢, la separacion después de iterar n veces el mapeo. Si
|6, & |d|e™, entonces A es llamado el exponente de Liapunov. Un exponente de
Liapunov positivo implica que las orbitas se estan separando muy rapidamente,
de manera exponencial, asi que puede representar caos.

Para poder calcular de manera mas sencilla el exponente de Liapunov calculam-
os el logaritmo de ambos lados y tomamos 6, = f™(zo + dy) — f"(x¢), entonces
obtenemos:

(o +6) — " (w0)
do

1. 6, 1 /
A= Sinf ] - il = (Y @), (34)

donde tomamos el limite de J9 — 0 en el dltimo paso . El término del logaritmo
se puede expandir por la regla de la cadena:

(f") (w0) = H?:_ol f'(xi).

Sustituyendo en la expresién anterior:

A=l [ £l = 5 3 tnlf (e, (35



Si la expresién anterior tiene un limite cuando n — oo definimos este limite
como el Exponente de Liapunov de la érbita con condicién inicial xq.

A= lim (2 S il ). (3.6)

n—oo N 4

Notemos que A depende de xy. Atn asi el exponente es el mismo para todos los xg
en la cuenca de atraccién de un solo atractor. Para puntos fijos estables y ciclos,
A es negativo; para atractores cadticos A es positivo, no todos los casos en los que
A\ es positivo el atractor es cadtico.

3.4. Arritmias cardiacas y dinamica no lineal

Los sistemas bioldgicos en general presentan distintos tipos de dinamicas, pueden
tener comportamiento constante, pueden oscilar de distintas maneras o pueden
tener comportamientos irregulares a lo largo del tiempo. La dindmica no lineal
ha hecho importantes contribuciones en el campo. En particular ha ayudado a
entender la dinamica cardiaca y ha desarrollado diversas herramientas para el
control de arritmias, tema que es vital para ayudar en el problema de salud que
generan las enfermedades cardiacas. Esta seccién tomara como referencia general
un trabajo de Christini et al [18].

La dinamica cardiaca presenta comportamientos que se han estudiado a lo largo
de los afios en sistemas fisicos tradicionales, como son las oscilaciones, los circuitos
eléctricos y las reacciones quimicas.

Como se ha mencionado a lo largo de este capitulo un sistema dinamico es un sis-
tema que cambia con el tiempo; como la mayor parte de los sistemas fisiologicos.
El corazon es un sistema dindamico por naturaleza. El comportamiento de éste en
las arritmias y taquicardias representa un reto para la modelacién dinamica.

La fibrilacién y algunas formas de arritmias estan caracterizadas por dinamicas
espacio-temporales. Se cree que la fibrilacion es el resultado de excitaciones multi-
ples de frentes de onda pasando a través del tejido cardiaco en patrones irregulares
localmente excitables. Experimentos recientes han llevado a la teoria de que la fib-
rilacién tiene componentes deterministicas y estocésticas [31].

39



El éxito en la utilizacién de técnicas de control de caos en sistemas fisicos como
circuitos electrénicos [19], reacciones quimicas [20], péndulos forzados [21], etc. ha
despertado el interés en utilizarlas en sistemas bioldgicos que presentan este tipo
de comportamiento. Asi que se han aplicado a sistemas como el corazon.

La fibrilacién cardiaca ha sido asociada a caos espacio-temporal [4], esto quiere
decir que las técnicas desarrolladas para controlar el caos en sistemas dindamicos
no lineales podrian ser exportadas para controlar la fibrilacion.

La dindmica de la fibrilacién cardiaca no es un problema trivial ni totalmente cono-
cido, algunos experimentos han determinado que tiene componentes estocéasticas
y deterministicas [23].

Una de las hipdtesis maés fuertes acerca de la razén por la cual un corazén entra en
fibrilacién es la actividad espiral en el tejido cardiaco. En el caso de que algunas
células cardiacas estén muertas o danadas éstas no dejan pasar la senal eléctrica,
esta senal empieza a dar vueltas alrededor del centro danado en una forma espiral,
estas ondas inhiben el flujo normal de la propagacion eléctrica. Los distintos tipos
de espirales crean distintos tipos de taquicardias, se cree que cuando estas espirales
se rompen formando muchas espirales pequenas ocurre la fibrilacién (figura 3.4)
, que puede ser un antecedente del paro cardiaco [24].Si esta hipétesis es correcta
una forma de evitar que un corazén fibrile es la eliminacién de estas espirales o el
prevenir que estas se rompan.

Se han desarrollado diversas técnicas de control de las espirales cardiacas. Clinica-
mente existen dos formas de atacar el problema, en primer lugar se implantan
desfibriladores que se accionaran cuando el corazon presenta una taquicardia, el
desfibrilador aplicard un cierto voltaje directamente en el corazdén, reiniciando
asi el latido normal. Por otro lado también se ha intentado controlar farmacolégi-
camente la aparicién y ruptura de las espirales [25] [11].

Diversas simulaciones muestran que la ruptura de las espirales se debe a las
propiedades electrofisiolégicas del tejido cardiaco. Especificamente, las propiedades
de restitucién del ancho de potencial de accién y de la velocidad de conducciéon
han mostrado ser de gran importancia para la estabilidad de las ondas espirales.

Usualmente, cuando el intervalo diastodlico del tejido se reduce, la duracién del
ancho de potencial de accién y la velocidad de conduccién también decrece. La
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Figura 3.4: Simulacién de la rotura de las espirales. Los distintos cuadros
son (a) t=1000 ms, (b)=t=2650 ms, (c) t=4850 ms y (d) t= 7900 ms.
El area negra representa el estado excitado del tejido mientras que el
area gris es el estado refractario. La iltima imagen (d) se asocia con la
fibrilacién. Figura tomada de Panfilov et al [24].
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ruptura de las espirales se espera entonces cuando la pendiente de la curva de
restitucion eléctrica es mayor que 1 [26]. Experimentos basados en esta hipdtesis
llamada Hipdtesis de restitucion han mostrado que mediante farmacos que lo-
gran que la curva de restituciéon no supere en pendiente a 1, el tejido no entra
en fibrilacién [27]. Debido a estos resultados es plausible pensar que la dindmica
no lineal puede ayudar a crear mecanismos para controlar las taquicardias reen-
trantes asi como la fibrilacién con distintas técnicas. También puede ayudar a crear
nuevas terapias farmacolégicas que pueden prevenir la evolucién de taquicardia a
fibrilacién ventricular.
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Capitulo 4

Dinamica de la curva de
restitucion con una anomalia

En este capitulo se reportan los resultados obtenidos al estudiar la curva de resti-
tucién con una anomalia; se tomaron dos casos particulares, uno de altura de la
gaussiana 25 y el otro con altura de la guassiana en 30. En el caso de la mayor al-
tura en la anomalia se obtuvo caos. En ambos casos se obtuvieron biestabilidades
y bifurcaciones de distinto tipo.

El estudio en curvas de restitucion se ha seguido haciendo, actualmente es una
rama importante tanto en fisiologia como en fisica. Franz et al han realizado
varios estudios en corazones de pacientes humanos que han sido sometidos a una
ablasion, aprovechando la intervencién quirurgica han tomado mediciones para
realizar curvas de restitucién. Estas curvas de restitucion tienen la particularidad
de ser de pacientes vivos y humanos, no solo preparaciones de tejido cardiaco. La
mayor parte de estas curvas de restitucion tienen formas diversas y claramente no
son mondtonas. Debido a esto se escogié una de estas curvas de restitucion para
hacer el estudio dinamico de la misma.

Tomando en cuenta el trabajo en ventriculo humano [2], se tomé una de las cur-
vas de restitucién reportadas (figura 4.1) realizada con datos experimentales y se
realizé un ajuste numérico en el programa Matlab,los resultados subsecuentes son
también producto de programas realizados con este paquete.

La ecuacion cléasica 2.3 de una curva de restitucion mondtona es:

APD;1 = f(APD;). (4.1)
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Figura 4.1: Curva de restituciéon modificada del articulo [2].

Sabemos que el PE = APD,;_; + \;i_1, despejando A obtenemos \,_; = PE —
APD;_4. Sustituyendo esto en 2.3 tenemos que nuestra nueva ecuacién es:

—PE—APD;

APD;.1 = APD,,,, — ccexp T ) (4.2)
Si queremos modelar las curvas observadas en la figura 2.15 | que no son monétonas
tenemos que realizar un nuevo ajuste.

De la literatura se tomé una curva de restitucién no mondétona (figura 4.1), a
partir de esta figura con datos experimentales se realizé una aproximacion con un
término adicional; a la ecuacién de la curva de restitucién clasica se le suma una
campana de Gauss.

Asi que la nueva ecuacion con el termino gaussiano sera:

—(PE+APD:) (—pos—(PE+APDi)?

APD; 1 = APD,,4. — acexp T +Aexp B ) (4.3)
En esta ecuacién A es la altura de la anomalia, B es el ancho de la protuberancia

y pos es la posicion en la curva de restitucién en la cual se encuentra. En la figura
4.2 observamos el ajuste numérico a los datos experimentales de la figura 4.1.

Una vez realizado el ajuste con la figd.1, la nueva ecuacién resultara:
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Figura 4.2: Aproximacién numérica (en negro) a los datos experimentales
(en rojo).

—(PE+APDi) (=75—(PE+APDi))?

APD;y =206 —70exp ™  +25exp = . (4.4)

Ya que tenemos la aproximacién numeérica de la curva de restitucién a modelar
utilizaremos la técnica de telarana para el mapeo que obtuvimos, lo que nos in-
teresa con este estudio es poder conocer la dinamica que la curva, esta técnica
nos ayuda a conocer el comportamiento local y después de realizar el estudio de
muchos comportamientos locales.Asi podremos saber, de manera cualitativa, la
dindmica global del mapeo. Primero se trabajara variando los periodos de estimu-
lacion, y posteriormente la condicion inicial. Recordando la ecuacion 4.4 sabemos
que la altura de la anomalia es 25 para el ajuste a los puntos experimentales.
Primero realizaremos un estudio sobre esta curva.

4.1. Curva de restitucion eléctrica con anomalia
de altura 25

Una vez obtenido el ajuste, con altura de la gaussiana en 25, tomando como
parametro de bifurcacién el Periodo de estimulacion se obtuvo el diagrama de
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CURVA DE RESTITUCION
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Figura 4.3: Curva de restituciéon eléctrica con altura de la montana 25, y
con un periodo de estimulaciéon de 280. Observemos que en esta curva
se aplic6 un cambio de variable para poder graficar ADP,,; vs ADP;, se
sustituyo el valor del tiempo de descanso. Es una reflexion de la fig 4.2.
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DIAGRAMA DE BIFURCACION
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Figura 4.4: Diagrama de bifurcacién con altura de la montana en 25 y
condicion inicial 140. Podemos observar que se notan ciertas bifurca-
ciones por duplicacién de periodo.

bifurcaciones.

En estos diagramas de bifurcaciones solo se estan graficando las érbitas estables,
hay algunos autores [?] que le llaman diagrama de drbitas. En este caso se le
seguird llamando simplemente diagrama de bifurcaciones.

Este tipo de diagrama nos da las soluciones de la ecuacién para muchos perio-
dos de estimulacién, de 0 a 400 ms, como observamos en la figura 4.4, notamos
que tiene ritmos multiples y podemos observar bifurcaciones por duplicacion de
periodo, la figura 4.5 es solo un trozo del diagrama para observar el detalle de
las érbitas.Va de un ciclo de periodo 1 a uno de periodo 2 , después se vuelve a
duplicar el periodo y obtenemos un ciclo de periodo 4 regresando a uno de peri-
odo 2 y nuevamente a un ciclo de periodo 1. Si observamos entre el periodo de
estimulacion 270 y 290 ms observamos una discontinuidad en la figura 4.5 al igual
que en los periodos entre 220 a 420 ms.

Para estudiar esta discontinuidad se realizé el diagrama de cuenca de atraccion
para estos ritmos, en este diagrama se grafica para un mismo periodo de estimu-
lacion las soluciones de la ecuacion para todas las condiciones iniciales. Se grafican
de manera que en el eje x tenemos las condiciones iniciales, o sea los potenciales de
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DIAGRAMA DE BIFURCACION
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Figura 4.5: Un acercamiento a los periodos de estimulacién mas intere-
santes en el diagrama de bifurcacién

accién con los que empezamos y en el eje y son los atractores a los que convergen
después de un nimero alto de iteraciones, los atractores también son anchos de
potencial de accion.

Para un periodo de estimulacion de 250 ms como lo podemos observar en la figu-
ra 4.6 tenemos un atractor de periodo dos. En la figura 4.7 tenemos un atractor
de periodo 4, este es un ciclo estable de periodo 4. Si aumentamos el periodo
de estimulacion en la figura 4.8 observamos que para el periodo de estimulacion
282 ms existen dos atractores distintos, dependiendo de la condicién inicial que
escojamos, esto quiere decir que hay una biestabilidad entre estos dos atractores,
pero observemos que ambos son ciclos de periodo 1.

Después de analizar la curva de restitucién 4.3 encontramos que en un periodo
de estimulacién de 282 ms la linea identidad corta a la grafica en tres puntos, en
particular en el lugar de la abomalia. Este caso nos parecié interesante ya que es
la zona donde encontramos mas puntos fijos, tres. Al realizar las iteraciones como
vemos en la figura 4.10 a dos condiciones iniciales distintas para el mismo periodo
de estimulacion obtenemos distintos atractores. Ambos son ciclos de periodo uno,
el la figura 4.10 observamos en detalle a los a los atractores.
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DIAGRAMA DE CUENCA DE ATRACCION
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Figura 4.6: Diagrama de cuenca de atraccién a un periodo de estimu-
lacién de 250 ms. En este diagrama observamos un ciclo de periodo
2.

Explorando el otro intervalo en el que habiamos observado una discontinuidad
en el diagrama de bifurcaciones llegamos al periodo de estimulacién 225 ms, si
observamos el diagrama de cuenca de atraccién (figura 4.11) existen zonas donde
solo hay un atractor y zonas donde la érbita consta de dos puntos, esto quiere
decir que hay una biestabilidad entre un ciclo de periodo 1 y un ciclo de periodo
2.

Por ultimo calculamos los exponentes de Liapunov para esta curva de restitucién,
como observamos en la figura 4.12 no encontramos exponentes positivos, esto
nos indica que nuestro sistema no es sensible a condiciones iniciales. No presenta
comportamiento cadtico.

4.2. Curva de restitucion eléctrica con anomalia
de altura 30

Para seguir el analisis de este tipo de curvas, se aumentdé la altura de la anomalia
a 30. Todos los demés parametros se mantuvieron iguales que en el caso anterior,
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DIAGRAMA DE CUENCA DE ATRACCION
205 T T T T

190~ q

Atractores
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Condiciones iniciales

Figura 4.7: Diagrama de cuenca de atraccion a un periodo de estim-
ulacién de 260 ms. En este diagrama observamos un ritmo 4. Esto
quiere decir que tenemos un ciclo de periodo 4, independientemente de
la condicién inicial que se utilice.
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DIAGRAMA DE CUENCA DE ATRACCION
204 T T T

202 - q

200 q

198 q

Atractores

I I I I I I
50 100 150 200 250 300 350 400
Condiciones iniciales

Figura 4.8: Diagrama de cuenca de atraccion a un periodo de estimu-
lacion de 282 ms. Observamos una biestabilidad en periodos uno. A
esto le llamamos rotura de la cuenca de atraccién.

CURVA DE RESTITUCION
T T

205 b

200 B

APDi+1

195 4

190 B

185 190 195 200 205 210
APDI

Figura 4.9: Acercamiento a la curva de restitucion eléctrica con altura
de la montana 25, y con un periodo de estimulacién de 282.
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Figura 4.10: Iteracion del mapeo 4.4 con periodo de estimulacién 282 ms
y con condiciones iniciales de 100 ms ( figuras de la izquierda) y 150
ms (figuras de la derecha), ambas figuras de abajo nos muestran un
acercamiento a los puntos fijos atractores.
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DIAGRAMA DE CUENCA DE ATRACCION
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Figura 4.11: Diagrama de cuenca de atraccién a un periodo de estim-
ulacién de 225 ms. Observamos una biestabilidad entre un ciclo de
periodo 1 y un ciclo de periodo 2. Esta también representa la rotura
de la cuenca de atraccién.

DIAGRAMA DE BIFURCACION
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Periodos de estimulacion
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Figura 4.12: Grafica de los Exponentes de Liapunov contra los Periodos
de Estimulacion y diagrama de Bifurcacion para compararlo.
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Curva de restitucion con montafia

210 T T T

Il Il Il
50 100 150 200 250 300
Intervalo diastolico

Figura 4.13: Curva de restitucion con altura de la protuberancia 30, com-
paracion con los resultados experimentales iniciales.

asi que la nueva ecuacién queda como sigue:

(=75—=2)2

ADP;y =206 — T0exp™ +30exp 20 . (4.5)

Realizando el diagrama de bifurcaciones, con el Periodo de estimulacién como
pardmetro de bifurcacién, para la curva con altura de la anomalia 30, podemos
observar en la figura 4.17 que existe una zona donde se nota una dindmica ir-
regular. Como en el caso anterior encontramos también varios ciclos de periodos
multiples asi como dos discontinuidades.

En la figura 4.18 observamos un ciclo de periodo dos, el cual se observa en el
diagrama de bifurcaciones. Si vamos aumentando el periodo de estimulaciéon ob-
servamos que en la figura 4.19 hay un comportamiento irregular de las érbitas, no
podemos observar periodos, la pregunta para estas ventanas es si son caos 0 no.Si
aumentamos el periodo de estimulacién observamos otro ciclo de periodo multiple
en este caso periodo 6, figura 4.20.

Comparando este caso con el anterior 4.1 observamos que haber aumentado la
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CURVA DE RESTITUCION
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Figura 4.14: Curva de restitucion con periodo de estimulacion de 285 ms.

altura de la anomalia hace que encontremos ciclos de periodos mas grandes, con
altura 25 solo encontramos ciclos de periodo 2 y 4, y por supuesto en el caso de
la altura de 30 encontramos una ventana con dinamica irregular que no habiamos
encontrado antes.

Haber aumentado la altura de la protuberancia hace que las pendientes de inter-
seccion con la recta identidad sean mayores.

Una vez obtenida la figura 4.13, se realizé el mismo analisis que para el caso
anterior, asi que nuevamente se buscé el periodo de estimulacién para el cual se
observan las discontinuidades en el diagrama de bifurcaciones. Asi encontramos el
periodo de estimulacién de 285 ms. Como podemos ver en la figura 4.22 la recta
identidad corta en tres puntos la anomalia, esto es importante ya que existen tres
puntos fijos en el mapeo. Este periodo de estimulacién corresponde a la primera
discontinuidad.

Ahora si regresamos al diagrama de bifurcaciones 4.17, observamos la otra discon-
tinuidad, si estudiamos cerca de estos periodos de estimulacion y realizamos los
diagramas de cuenca de atraccion nos damos cuenta que se presentan nuevamente
roturas en ella; observamos dos tipos, para el periodo de estimulaciéon de 285 ms,
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DIAGRAMA DE BIFURCACION
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Figura 4.15: Diagrama de bifurcacion de la curva de restitucién con altura
de la protuberancia 30.

DIAGRAMA DE BIFURCACION
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Figura 4.16: Acercamiento al diagrama de bifurcacién de la curva de
restitucion con altura de la protuberancia 30.
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DIAGRAMA DE BIFURCACION
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Figura 4.17: Detalle del diagrama de bifurcacién de la curva de restitu-

Itura de la protuberancia 30.
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DIAGRAMA DE CUENCA DE ATRACCION
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Figura 4.18: Diagrama de cuenca de atracc

Observamos un ciclo de periodo 2.

ulacion de 250 ms.
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DIAGRAMA DE CUENCA DE ATRACCION
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Figura 4.19: Diagrama de cuenca de atraccion a un periodo de estimu-
lacion de 265 ms, observamos dinamica irregular. ;Sera caos?.

sabemos que la recta identidad cruza en tres puntos el mapeo, figura 4.22 esto
genera una biestabilidad entre ciclos de periodo uno, esto quiere decir que de los
tres puntos fijos del mapeo dos son atractores y uno es repulsor. Para el otro caso
podemos observar que para un periodo de estimulaciéon de 220 ms existe también
una biestabilidad pero entre un ciclo de periodo dos y un ciclo de periodo uno,
figura 4.23. En la figura 4.24 mostramos los mapeos con sus respectivas itera-
ciones, se observa facilmente el ciclo de periodo dos (lado derecho de la imagen) y
el ciclo de periodo 1 (lado izquierdo de la imagen), recordemos que en este caso el
periodo de estimulacién es el mismo, lo que cambia en los mapeos es tnicamente
la condicién inicial, esto es el ancho de potencial de accién con el cual empezamos
a medir.

Ya que tenemos el diagrama de bifurcaciones nos interesa saber si la dindmica
irregular presentada en este trabajo con altura de la anomalia 30 es caos o no es
caos. Ya discutimos el método de exponentes de Liapunov (seccién 3.3) asi que
utilizaremos lo expuesto alli. Realizando un programa que nos permite calcular
los exponentes de Liapunov y graficarlos con respecto a nuestro parametro de bi-
furcacién que es el Periodo de Estimulacion observamos cuales son los Periodos de
Estimulacién para los cuales el exponente es positivo. En estos puntos podemos
decir que encontramos sensibilidad a condiciones iniciales.
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DIAGRAMA DE CUENCA DE ATRACCION
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Figura 4.20: Diagrama de cuenca de atraccion con un periodo de estim-
ulacion de 270 ms . Observamos un ciclo de periodo 6.

DIAGRAMA DE CUENCA DE ATRACCION
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Figura 4.21: Diagrama de cuenca de atraccién con un periodo de estimu-
lacion de 285ms. Observamos una biestabilidad entre ciclos de periodo
1.Esta es una rotura de la cuenca de atraccion.
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CURVA DE RESTITUCION
T T

210 N

200 b

APDi+1

190 B

185 4

185 190 195 200 205 210
APDI

Figura 4.22: Acercamiento a la curva de restitucién con periodo de es-
timulacion de 285 ms. Se nota que la recta identidad corta en tres
puntos a la curva.

Si observamos la figura 4.25 nos damos cuenta que si tenemos exponentes posi-
tivos para la zona de dindamica irregular que habiamos observado, esta es la 1inica
zona que presenta sensibilidad a condiciones iniciales, por lo que presumiblemente
podria haber caos es esta zona. Los exponentes de Liapunov positivos los encon-
tramos entre una zona de 250 ms y 300 ms en el Periodo de Estimulacion.
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DIAGRAMA DE CUENCA DE ATRACCION
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Figura 4.23: Diagrama de cuenca de atraccion a un periodo de estim-
ulacién de 220 ms. Observamos una biestabilidad entre un ciclo de
periodo 2 y un ciclo de periodo 1.
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CURVA DE RESTITUCION CURVA DE RESTITUCION
250 T T 250 T T

200 b 200 b

APDi+1
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Figura 4.24: Mapeos que muestran que en un mismo periodo de estim-
ulacién, en este caso 220mseg, bajo distintas condiciones iniciales, del
lado derecho 140 y del lado izquierdo 110, tenemos dos tipos de ciclos
distintos, uno de periodo 1 (izquierda) y otro de periodo 2 (derecha),
esta es la biestabilidad que se observa en el diagrama de cuenca de
atraccién figura 4.23.
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Figura 4.25: En esta figura vemos en la parte superior el diagrama de
bifurcacion y en la parte inferior el calculo para los exponentes de
Liapunov para cada periodo de estimulacién, se puede observar que
en entre 250 ms y 300 ms de Peribtlo de estimulacién en el diagrama
de bifurcacién hay una regién con dinamica irregular, en la grafica de
Exponentes Liapunov hay puntos positivos.



Capitulo 5
Discusion

Si observamos la figura 5.1 nos podemos dar cuenta que la anomalia introducida
en la curva de restitucion tiene semejanza con la grafica de la ecuacién logistica,
bajo esta comparacion esperabamos el resultado que obtuvimos al ir aumentando
la altura de la anomalia y encontrando sensibilidad a condiciones iniciales.

Una vez encontrado el comportamiento asintético de las series de anchos de po-
tenciales de accién para un amplio intervalo de periodos de estimulacién cuando
la Curva de Restitucién es anémala,ahora discutiremos el tipo de bifurcaciones
que aparecen por introducir la anomalia.

En la figura 5.2 hemos sobrepuesto el diagrama de drbitas correspondiente a la
Curva de Restitucion clasica y la Curva de Restitucién con anomalia, esta ultima
de altura 25 correspondiente al ajuste de los datos experimentales. Como puede
verse ambas graficas son idénticas en la parte de los periodos largos y de los peri-
odos cortos. Ocurren diferencias en la region entre los 220 y los 280 milisegundos
de periodo. En la figura 5.3 hemos marcado mediante rectangulos las regiones
donde tenemos discontinuidades en el diagrama de bifurcaciones, y comenzare-
mos nuestra discusion aclarando que tipo de bifurcaciones ocurren en las zonas
con discontinuidades.

El rectangulo de la derecha de la figura 5.3 corresponde a los periodos largos.
A la derecha de este rectangulo se encuentran puntos atractores. En esta figura
hemos dibujado la Curva de Restitucién y el cruce con tres lineas diagonales
que corresponderian a la funcién identidad para tres periodos de estimulacion:
400, 350 y 300 milisegundos. Hemos eliminado los ejes coordenados para permitir
imaginar las tres lineas como la funcién identidad para cada uno de los periodos
arriba mencionados. Como puede verse la pendiente de la Curva de Restitucion es
casi cero en cada uno de los puntos fijos, asi definidos, por lo tanto estos puntos
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Curva de restitucion con montafia
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Figura 5.1: Curva de restitucion, en el cuadro observamos la semejanza
de la anomalia con una logistica.
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Figura 5.2: Diagrama de bifurcacion de la curva de restitucién con al-
tura 25 y sobrepuesto esta el diagrama de bifurcacion de una curva de
restitucion clasica, sin protuberancia.
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DIAGRAMA DE BIFURCACION
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Figura 5.3: Diagrama de bifurcacién de altura 25, en los rectangulos se
ven las dos discontinuidades que daran como resultado biestabilidades.

son estables. Sin embargo a medida que reducimos el periodo nos acercamos a la
anomalia en la Curva de Restitucion, hasta ocurrir que la funciéon identidad la
toque en un nuevo punto.Bastard una reduccién infinetisimal en el periodo para
que surjan dos nuevos puntos fijos, situacién que se ilustra en la figura 5.5. La
pendiente del punto fijo correspondiente al ancho de potencial mayor, serda menor
que uno; la pendiente del punto correspondiente al ancho de potencial menor,
serd mayor que uno. Esta situacion provocard un rompimiento de la cuenca de
atraccién que hemos discutidos en el capitulo anterior y que se ilustra en la figura
5.7.

Después de esta bifurcacion tangente, durante un pequeno intervalo de periodos
(que comienza en los 281.87 milisegundos y termina en los 282.74milisegundos)
tendremos tres puntos fijos, al final de este intervalo sucedera una bifurcacién
tangente tnversa, cuando el viejo atractor colisione con el nuevo repulsor y se
aniquilen mutuamente, describiéndose ahora el comportamiento como el de un
punto fijo estable.

En resumen tenemos para periodos largos, alrededor de los 280 milisegundos,donde
ocurren una bifurcacién tangente y su inversa, y en un pequeno intervalo de perio-
dos hay un rompimiento de la cuenca de atraccion durante el cual las condiciones
iniciales evolucionan hacia uno de dos puntos fijos estables.
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Figura 5.4: Esta imagen muestra la curva de restituciéon con altura 25
y 3 distintos periodos de estimulacién, la disminucién del periodo de
estimulacién hace que la linea de 45° de mueva de izquierda a derecha.

CURVA DE RESTITUCION
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Figura 5.5: Acercamiento a la biestabilidad entre ciclos de periodo 1,
con un periodo de estimulacién de 282 ms. La condicién inicial para el
punto que va abajo es 140 ms y para el que va arriba 201 ms.
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Primera derivada de la curva de Restitucion
1.5 T T .
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Derivada de la curva de restitucion
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Figura 5.6: Primera derivada de la funcién de curva de restitucion con
PE=282ms, sobreponiendo los puntos fijos de la figura 5.4, notamos
que hay dos puntos fijos cuya derivada en valor absoluto es menor que
uno, esto quiere decir que son atractores, en cambio el que tiene valor
absoluto mayor que uno es repulsor.

Diagrama de cuenca de atraccion con un periodo de estimualcion de 282 ms
210 ; T T T . . .

205 J

200 J

Atractores

190 J

185 . . . . . . .
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Condiciones iniciales

Figura 5.7: En esta figura observamos el diagrama de cuenca de atrac-
cion para el periodo de estimulacién de 282 ms en el cual vemos la
biestabilidad entre los ciclos de periodo 1.
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Figura 5.8: La curva de restitucién con los periodos de estimulacién mas
pequenos, la segunda discontinuidad en el diagrama de bifurcacién.
Estos periodos de estimulacion estan en el rango de los 240 ms.

Existe otra zona interesante en cuanto a biestabilidades, la segunda discontinuidad,
en la figura 5.3 se puede observar que ocurre cerca de los 225 milisegundo de pe-
riodo. . Aqui se presentan dos tipos de biestabilidades, una entre dos ciclos de
periodo dos, y otra entre un ciclo de periodo dos y un punto fijo estable.En la
figura 5.8 se ha dibujado un diagrama semejante al de la figura 5.4, que ilustra la
situacion antes de llegar a la zona en que ocurren las bifurcaciones. En este caso
partimos de los periodos cortos, que corresponden a puntos fijos estables e iremos
aumentando el periodo para acercarnos a la zona de bifurcaciones.

A partir de la experiencia con la bifurcacion tangente, decidimos hacer el andlisis
de la evolucién de la cuenca de atraccion a medida que aumentamos el periodo.
Con el objeto de no hacer tan cargado de figuras este capitulo, hemos concentrado
en el apéndice B los diagramas de cuenca de atraccion para los periodos analizados.
A partir del periodo 225 milisegundos se observa un rompimiento de la cuenca de
atraccion.

Reconstruyendo el diagrama de orbitas a partir de las condiciones iniciales ade-
cuadas obtenemos la figura 7?7 , donde podemos observar las distintas bifurca-
ciones. La observacion de los diagramas de cuenca de atraccién nos permite pro-
poner que en el punto que hemos marcado con la letra a en la figura ?? ocurre
una bifurcacién de punto silla, de la cual observamos el surgimiento de un ciclo
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Figura 5.9: La curva de restituciéon. A)Periodo de estimulacién de 225.4
ms en el lado derecho de la figura tenemos una condicién inicial de
250 ms, en el lado izquierdo una condicién inicial de 140 ms, esta es
una biestabilidad de ciclos de periodo dos. B)Periodo de estimulacién
de 224.8ms, del lado derecho una condicion inicial de 100 ms, del lado
izquierdo una condicién inicial de 200 ms, esta es una biestabilidad
entre un ciclo de periodo uno y uno de periodo dos.

atractor que debe ir acompanado de un ciclo repulsor. En el punto b ocurre una
bifurcacién supercritica por duplicacion de periodo, que genera otro ciclo atractor.
En el punto ¢ debe ocurrir la colisién de el ciclo repulsor generado en a con el
ciclo atractor generado en b, sucediendo una bifurcacién de punto silla inversa.

Finalmente, debemos estudiar la regién entre los dos rectangulos de la figura 5.3.
En esta zona el andlisis de cuenca de atracciéon no muestra ningin rompimiento.
Se observan dos bifurcaciones por duplicacién de periodo de ida, y se observan
las bifurcaciones inversas de regreso, de manera que se forma una burbuja. Estas
bifurcaciones corresponden a una anomalia de altura 25.

Si tomamos varias alturas de la montana (figura 5.12), y vemos su corte con la
recta de 45° observamos que la interseccién es distinta en cada altura, si dibu-
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Figura 5.10: Diagrama de cuenca de atraccién, biestabilidad entre ciclos
estables de periodo 2.
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Figura 5.11: Acercamiento al diagrama de bifurcacion de la curva de
restitucion con altura 25, el acercamiento nos permite ver las biestabil-
idades que observamos en la figura 5.9, los distintos colores tienen que
ver con las condiciones iniciales.
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Figura 5.12: Figura que toma varias alturas de la curva de restitucién
con nuestro modelo, viene incluida la curva de restitucién con altura
25 y con altura 30 que hemos estudiado.

jamos el diagrama de bifurcaciones para cada altura nos damos cuenta que entre
mas grande sea el tamano de la montana, el diagrama de bifurcaciones difiere del
obtenido con una curva de restitucion monétona. En particular entre mas grande
hacemos la montana se generan bifurcaciones por duplicacion de periodo que va
de un punto fijo estable a un ciclo de periodo dos y regresa a un punto fijo como
se observa en las figuras 5.15, 5.16.

Observaremos como se muestra en la figura 5.17 si aumentamos la altura de la
montafia el periodo dos se bifurca a su vez en un ciclo de periodo 4, asi va creciendo.
Notemos que estas bifurcaciones solo se dan en lo que llamaremos las burbujas,
si seguimos aumentando la altura la cantidad de bifurcaciones serd suficiente para
generar dinamicas cadticas. Aun asi notemos que en todos los diagramas de bi-
furcacion se regresa a ciclos estables de periodo dos y posteriormente a un ciclo
de periodo 1.

Parte de los resultados que hemos obtenido en este estudio nos muestran que la
curva de restitucién no mondétona puede llevar a dinamica cadtica. En algunos
resultados en la literatura [11], [4] este tipo de dindmica se ha asociado con la
transicion de taquicardia a fibrilacién ventricular, en nuestro caso esta dinamica
se presenta cuando aumentamos la altura en la montana, esto hace que las pen-
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Figura 5.13: Acercamiento a varias alturas de la montana en la curva de
restitucion. Esta montana sera la culpable de que aparezcan burbujas
en el diagrama de bifurcacién, dependiendo de la altura de la montana
el diagrama se vera mas complicado.

dientes de la curva de restituciéon sean mayores en valor absoluto. Tomando en
cuenta la hipotesis de restitucién para evitar estas dindamicas irregulares debemos
intentar hacer la curva de restitucion mas suave, de tal manera que las pendientes
no crezcan mucho.

No solo hemos encontrado dindmica cadtica, también hemos encontrado biesta-
bilidades. Encontramos tres tipos de biestabilidades; entre ritmos distintos; esto
es entre un ciclo de periodo uno y un ciclo de periodo dos y entre dos ciclos de
periodo uno y dos ciclos de periodo dos. Parte de la importancia que tiene un
estudio dindmico de este tipo de curvas de restitucién es que lo estamos haciendo
con datos experimentales de corazones vivos en humanos, en particular en pa-
cientes que han sufrido alguna intervencion quirirgica y han aceptado ser parte
de la investigacién. Debido a la complejidad que presenta trabajar en humanos los
datos obtenidos son muy valiosos y dificiles de obtener. Hemos de hacer notar que
los protocolos de estimulacién utilizados no pueden llevar al sistema a un limite
como comunmente se hace en cultivos de células cardiacas.

En conclusion se ha mostrado que romper la condicién de monotonia de la curva
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de restitucion clasica sumando una gaussiana introduce biestabilidades y distintos
tipos de bifurcaciones, en particular hemos encontrado bifurcaciones tangente, de
punto silla, por duplicaciones de periodo y bifurcaciones supercriticas por dupli-
caciones de periodo. Si consideramos ademéds como un parametro de bifurcacién
la altura de la gaussiana encontramos que puede llevarse a un comportamiento
cadtico a partir de una ruta por duplicacién de periodo.
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Apéndice A
La ecuacion logistica

La iteracion en una dimension de la ecuacion

Tpt1 = Mxn(l — Zn); (Al)

re0,1;1<pu<4

se desarrollo después de que P.F. Verhulst en 1845 utiliz6 la ecuacién diferencial
no lineal Cfi—f = pz(1l — ) para modelar como se reproducia una poblacién cuyas
generaciones no coincidian en ningun momento. La densidad de la poblacién al
tiempo n es x,. El término lineal simulaba la tasa de nacimiento y el término no
lineal la tasa de muerte de las especies en un ambiente controlado por el parametro

.

La funcién cuadratica f,(z) = pa(1—x) es escogida debido a que tiene un méximo
en el intervalo [0,1] y es cero en los extremos f,(0) = 0 = f,(1). El méximo en
Zm = 1/2 es determinado por la derivada [ =0, esto es:

Fom) = p(1 = 22,) = 0,2, = % (A2)

donde f,(1/2) = p/4.

Variando el pardmetro g podemos controlar el comportamiento de la funcion,
el cual es bastante complejo, puede llegar a caos unidimensional. Esta simple
ecuacion llamada FEcuacion Logistica A.1 es representativa de muchos sistemas
dinamicos en biologia, quimica, fisica, etc.
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Si empezamos en algin g € [0, 1] en la ecuacién A.1 tenemos un z1, después un
Ty, y asi sucesivamente. Graficando la funcién f,(z) = pz(1—=), la linea identidad
y las intersecciones con x1, xs,..., se puede construir la figura ??. Escogiendo p = 2
y x9 = 0,1, la linea vertical © = x, interseca a la curva f,(z) en z; = 0,18 y la
linea vertical # = x( interseca a la diagonal en (1, ;). La linea vertical a través
del punto (z, 1) toca a la curva en x5, etc.

Asi que x; converge al punto fijo (0,5,0,5). En el punto fijo z*, o atractor, la
iteraciéon converge.

fu=npa*(l—a")=2a", (A.3)

es decir, z* =1 — %L

Para cualquier valor inicial de = que satisface f,(x¢) < zo < 1/p el z; converge al
atractor x*; el intervalo (0, 111) define una cuenca de atraccién para el punto fijo z*.
(Para > 1y xg < 00 x9 > 0, es facil verificar graficamente o analiticamente que
el #; — —oo. El origen 1z es un punto fijo repulsor debido a que f/,(0) = p > 1.)
El atractor 2* es estable ya que la pendiente | f/(z*) |[< 1, 0 1 < p < 3.Cuando
la ecuacion:

fu@®) =p(l—22") =2 —p=—1, (A4)
alcanza p = 3, aparecen dos puntos fijos. Entonces, para p < 3 el atractor estable
se bifurca en dos puntos fijos z3. Estos se pueden encontrar resolviendo:

w3 = fulfu(23)) = pa3(1 — 23)[1 — pas(1 — 23)]. (A.5)

Ahora abreviaremos f1) = f,(z), f® = f.(f.(z)), para la primera iteracién ,
después para la segunda y asi sucesivamente. Un punto x, se define como un
punto periédico de periodo n para f, si f"(zo) = .

Para 1 = 1+ V6 ~ 3,45, que se obtiene de df,(f,)/dx = 1, cada rama de
los puntos fijos se bifurca nuevamente entonces x = f4(x7}), y esto implica que
tiene periodo 4. Cuando se incrementan las duplicaciones de periodo se vuelve
poco practico intentar obtener las soluciones de manera analitica, en realidad
imposible. La secuencia de las bifurcaciones continua atin en periodos largos hasta
que alcanzamos i, = 3,5699456.... donde un nimero infinito de bifurcaciones
ocurren.

Estas bifurcaciones por duplicaciéon de periodo de manera sucesiva es una ruta
que lleva al caos. Este tipo de ruta que lleva al caos estd caracterizada por una

80



R=N

08r

07 r

061

045

0.4r

03r

02r

0.1
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constante universal 0 llamada nimero o constante de Feigenbaum. La primera
bifurcacién ocurre en p; = 3, la segunda en s = 3,45, entonces la razon de la
distancia entre p,, converge a d.

lminf 22—t — 5 — 4.66920161.... (A.6)
Hn+1 — Hn

La constante de Feigenbaum es universal para las ecuaciones que llegan al caos
via duplicaciones de periodo.
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Apéndice B
Diagramas de cuenca de atraccion

Si recordamos que el diagrama de cuenca de atraccién nos da para muchas condi-
ciones iniciales y para un periodo de estimulacién fijo el atractor o el ciclo atractor
al que tiende después de un numero considerable de iteraciones.

Los diagramas de cuenca de atraccién nos permiten ver de manera clara las ro-
turas en la cuenca de atraccion, esto quiere decir que para un solo periodo de
estimulacion dependiendo de la condicion inicial el sistema nos llevara a distintos
atractores o distintos ciclos.

Si tomamos la discontinuidad del diagrama de bifurcaciones para altura de la
montana 25 que se presenta para periodos de estimulacién pequenos alrededor
de 225 observaremos la secuencia desde un ciclo de periodo 2 hasta un ciclo de
periodo uno, esto de periodos grandes a pequenos. Esta seccién es interesante ya
que presenta biestabilidades entre ciclos de periodo dos y otras entre ciclos de
periodo uno y periodo dos. Esto debido a una bifurcacién de punto silla.

En este apéndice se mostrara la secuencia en los diagramas de cuenca de atraccion
para el intervalo de 224 a 226 milisegundos de periodo de estimulacion.
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Figura B.1: Diagrama de cuenca de atraccion PE=224.72 ms. Un atrac-
tor.
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Figura B.2: Diagrama de cuenca de atracciéon PE=224.73 ms. Rotura de
la cuenca de atraccién, ciclo de periodo dos y ciclo de periodo uno.
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Figura B.3: Diagrama de cuenca de atraccion PE=224.8 ms. Rotura de
la cuenca de atraccion, biestabilidad entre un ciclo de periodo dos y
ciclo de periodo uno.
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Figura B.4: Diagrama de cuenca de atraccion PE=225.2 ms. Biestabili-
dad entre dos ciclos de periodo dos.
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Figura B.5: Diagrama de cuenca de atraccion PE=225.3 ms. Biestabili-
dad entre ciclos de periodo dos.
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Figura B.6: Diagrama de cuenca de atraccién PE=225.4 ms. Biestabili-
dad entre dos ciclos de periodo dos.
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Figura B.7: Diagrama de cuenca de atraccién PE=225.45 ms. Ciclo de
periodo dos estable.
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