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INTRODUCCIÓN. 

 
Este trabajo está dedicado al estudio de la recta tangente a una curva en el plano, en un 
punto dado. 
 
A lo largo de todo el trabajo, presentamos los conceptos que iremos utilizando, 
demostrando formalmente todos los resultados que posteriormente usaremos, tratando a su 
vez, de no omitir pasos importantes, a fin de lograr una mejor comprensión. 
 
Deducimos la forma de la ecuación de la recta tangente a una curva dada en coordenadas 
cartesianas, paramétricas y polares. 
 
Hemos puesto énfasis en la presentación de ejemplos y hemos acompañado cada uno de 
ellos con la gráfica correspondiente, con el fin de que el lector pueda verificar los 
resultados obtenidos y entender adecuadamente cada problema. 
 
El trabajo está dividido en cuatro partes. 
 
Iniciamos la primera parte, considerando curvas que son la gráfica de una función. 
Analizamos conceptos básicos como el de la pendiente de la recta tangente a una curva, 
relacionando éste con la derivada de la función en el punto. Mediante ejemplos, mostramos 
que la definición de recta tangente a una curva, como aquélla que la interseca en un solo 
punto, no es conveniente. Asimismo usamos derivación implícita para encontrar rectas 
tangentes a curvas que no corresponden a la gráfica de una función. 
 
Usando los conceptos vistos en la primera parte, específicamente el método de derivación 
implícita, presentamos en la segunda varios ejemplos en los que encontramos la ecuación 
de la recta tangente a una cónica dada. En el desarrollo de dichos ejemplos, observamos 
que en todos ellos se sigue el mismo método, lo cual permite hacer la generalización para 
encontrar la ecuación de la recta tangente a una cónica a partir de la ecuación general de 
segundo grado. Dicha generalización se encuentra al final de esta sección. 
 
Dedicamos la tercera parte a encontrar las ecuaciones paramétricas, primero de curvas 
simples, tales como rectas, circunferencias y cónicas, posteriormente, de otras también 
conocidas, como la cicloide, hipocicloide, epicicloide y la curva de Agnesi. De manera 
general, utilizando las ecuaciones paramétricas de una curva en el plano, encontramos la 
ecuación cartesiana de la recta tangente en un punto de la curva, usando nociones 
elementales de cálculo de funciones definidas en R con valores en ℝ2. 
 
La última  parte está dedicada  a las curvas en coordenadas polares. Como en la sección 
anterior, encontramos la ecuaciones de rectas, circunferencias y cónicas, ahora en 
coordenadas polares. Asimismo mostramos curvas como caracoles, rosas, espirales, 
lemniscatas y concoides. Desarrollamos el método para encontrar las ecuaciones cartesiana 
y paramétrica de la recta tangente a una curva, considerando las ecuación paramétrica de la 
curva original. 
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Todas la gráficas aquí presentadas han sido generadas usando el programa Scientific Word 
Place y exportadas al programa Corel Draw, en el cual fueron retocadas. 
 
Este trabajo fue desarrollado dentro de uno de los Seminarios de Titulación del 
Departamento de Matemáticas, organizados por el entonces coordinador de la carrera de 
matemáticas, el M. en C. Alejandro Bravo Mojica. 
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PARTE UNO . Definiciones 
 
Cuando en un curso de geometría elemental trabajamos con la circunferencia y sus 
elementos, escuchamos el nombre de recta tangente asociado a aquella recta que toca a la 
circunferencia en un solo punto, posteriormente en un curso de geometría analítica se nos 
presentan métodos para obtener su pendiente y luego su ecuación. 
 
Esta definición, suficiente para la circunferencia, es inadecuada para las curvas planas en 
general, por ejemplo en la figura 1, hemos dibujado una recta que pasa por el punto P y sólo  
tiene ese punto en común con ella, en la figura 2, la recta corta a la curva también en otros 
puntos, pero ninguna satisface la descripción de la tangente como la vemos en la 
circunferencia. 
 

     

.
P

X

Y

                          

P

X

Y

.

 
Figura 1                                                                                 Figura 2 
 
                                                                                                          
                                                                                          
Nuestro objetivo es lograr una definición  precisa de lo que es una recta tangente, para ello 
consideremos una función ( )xf  y un punto ( )( )00 , xfxP ;  deseamos calcular la pendiente 
m de la tangente a la gráfica de f en el punto P . La dificultad es que sólo conocemos un 
punto mientras que necesitamos dos puntos para calcular la pendiente de una recta. La 
observación clave es que si escogemos un punto ( )( )11 , xfxQ  cercano al punto P , entonces 
la pendiente M  de la recta que pasa por P  y Q  será un valor próximo a m *. 
 
 
 
En la figura 3 a la recta que pasa por P y Q  la llamaremos secante. Consideremos que P es 
un punto fijo mientras que Q se “mueve a lo largo de la curva” hacia P. En realidad cuando 
decimos que “Q se mueve a lo largo de la curva” lo que hacemos es considerar puntos que 
pertenecen a la curva y que cada vez están a menor distancia de P. Entonces, a medida que 
Q se aproxima a P, la  secante obtenida  tiende a una posición límite representada por la 
recta PT  que se define como la tangente a la curva f  en el punto P  .  [ ] [ ]1 , 5  
 

                                                 
* Durante el trabajo aparecerán los números que señalan la bibliografía utilizada. 
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T  
Figura 3 

 
       
 
 
 
Denotemos con  M   a la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos ( )( )00 , xfxP  
y ( )( )11 , xfxQ  : 
 
 
         

( ) ( )
01

01

xx
xfxf

M
−
−

=        01 xx ≠  

 
y sea    01 xxh −=   , entonces  hxx += 01   , de donde 
 
 

h
xfhxf

M
)()( 00 −+

=  

   
El punto Q estará próximo a P   si h   es pequeño por lo que la pendiente buscada es 
 

h
xfhxf

m
h

)()(
lim 00

0

−+
=

→
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Definición. 
 
La pendiente de la recta tangente a la gráfica de la función  f   en  ( )( )0 0,x f x    es : 
 

( ) ( )
h

xfhxf
h

00

0
lim

−+
→

  siempre y cuando exista este límite, en cuyo caso lo denotamos 

como ( )0' xf  
 
La recta tangente a la gráfica de ( )xf   en el punto  ( )( )00 , xfxP   es  la recta que pasa 
por este punto y tiene pendiente  ( )0´ xf   y su ecuación puede obtenerse usando la forma 
punto –pendiente de la ecuación de una recta , es decir : 
 
                                               ( ) ( ) ( )0 0 0'y f x f x x x− = − .................................................( I ) 
 
Daremos algunos ejemplos que muestren cómo obtener la ecuación de la recta tangente a la 
gráfica de una función en un punto dado. 
 
Ejemplos. 
 
1.-Encuentra la ecuación de la recta tangente a la gráfica de la función ( ) 2xxf =  en el 
punto ( )( )2,2 fP . 
 
Solución: 
 
Primero encontraremos la pendiente de la recta tangente : 
 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

0

2 2

0

2

0

2

0

0

2 2
´ 2 lim

2 2
        lim

4 4 4        lim

4        lim

        lim 4

        4.

h

h

h

h

h

f h f
f

h
h

h
h h

h
h h

h
h

→

→

→

→

→

+ −
=

+ −
=

+ + −
=

+
=

= +

=
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Para obtener la ecuación de la recta tangente sustituiremos el punto y la pendiente en la 
ecuación (I) 
 

( ) ( ) ( )
( )

0 0 0´  

4 4 2
4 4 8

4 4 0.

y f x f x x x

y x
y x
x y

− = −

− = −

− = −
− − =

 

 
La recta anterior tiene una pendiente de valor 4 y corta a la curva en ( )( )2,2 f , siendo éste 
el único punto en donde la gráfica de la función y la recta, se tocan. 
 

-2

2

4

6

8

-4 -2 2 4 X

Y

.(2,4)

 
Figura 4 

 
 
 
2.- Encuentra la ecuación de la recta tangente a la gráfica de la curva ( ) 12 −= xxf  en el 
punto ( )( )3,3 f . 
 
Solución: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0
0 0

0

0

0

0 0

' lim

3 3
' 3   lim

2 3 1 2 3 1
         lim

6 2 1 6 1        lim

2        lim lim 2 2.

  

h

h

h

h

h h

f x h f x
f x

h
f h f

f
h

h
h

h
h

h
h

→

→

→

→

→ →

+ −
=

+ −
=

+ − − −⎡ ⎤⎣ ⎦=

+ − − +
=

= = =

 

La ecuación de la recta tangente es: 
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( ) ( ) ( )
( )

0 0 0'  

5 2 3
5 2 6
2 1.

y f x f x x x

y x
y x
y x

− = −

− = −

− = −
= −

 

Como se  observa, la ecuación de la recta tangente es la misma que la de la curva y por  
tanto la corta en una infinidad de puntos. 
 

X

Y

. (3,5)

-4

-2

2

4

6

-4 -2 2 4

 
Figura 5 

 
 
Los ejemplos anteriores son una muestra clara de que la definición de recta tangente como 
la recta que “toca” a la curva en un solo punto, funciona para algunos casos, pero no la 
podemos generalizar. 
 
 
3.-Encuentra la ecuación de la recta tangente a la gráfica de la función ( ) 3 xxf =  en el 
origen.[ ]1  
 
Solución. 
 

( ) ( ) ( )
0

3

0

20
3

0
' 0 lim

   lim

1   lim

   

h

h

h

f h f
m f

h
h

h

h

→

→

→

−
= =

=

=

= ∞

 

 
Como el límite no existe (es infinito), podríamos pensar que no hay recta tangente, pero si 
observamos la gráfica notaremos que la recta tangente debe ser vertical y como pasa por el 
origen su ecuación es 0=x , es decir, la tangente es el eje y . La gráfica se muestra en la 
figura 6. 
 
 



 8

X

Y

f ( )x

 
Figura 6 

                         
La recta normal  a la gráfica de una función f en el punto ( )( )00 , xfxP  se define como la 
recta que pasa por P y que es perpendicular a la recta tangente. Se infiere que si ( ) 0´ 0 ≠xf  

entonces la pendiente de esta recta es ( )0'
1
xf

− . 

 
 
4.-Encuentra las ecuaciones de la recta tangente y la recta normal a la gráfica de la función 
( ) 1+= xxg  en el punto ( )1,0P . 

 
Solución: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

0 0

0

0

0

0

2 2

0

0

0

´ 0 lim

0
             lim

1 1             lim

1 1 1 1             lim
1 1

1 1
             lim

1 1

             lim
1 1

1            lim

h

h

h

h

h

h

h

g x h g x
m g

h
g h g

h
h

h
h h

h h

h

h h

h
h h

h

→

→

→

→

→

→

→

+ −
= =

−
=

+ −
=

⎛ ⎞+ − + +
= ⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

+ −
=

+ +

=
+ +

=
+1 1

1            .
2

+

=
 

 
 
Por consiguiente la ecuación de la recta tangente es : 
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( )0
2
11 −=− xy    la cual se escribe en su forma general como  022 =+− yx  

 
 
Y la ecuación de la recta normal es: 
 

( )021 −−=− xy   que se escribe en su forma general como  012 =−+ yx . Ver la figura 7. 
 

 

X

Y

(0,1)

4

-2 2

2

4 6

.P

 
                                                             Figura 7                                                                                                    
 
 
 
Recordemos la expresión que representa a la pendiente de la recta secante a la gráfica de 
una función que pasa por los puntos P  y Q , figura 3. 
 

Observemos que la expresión 
( ) ( )

01

01

xx
xfxf

−
−

 la hemos visto aparecer al estudiar conceptos 

como : 
 
A)Velocidad media. Sea  )(ts  la función que describe el desplazamiento de una partícula a 
los t segundos, la velocidad media mv   en el intervalo de tiempo [ ]21,tt  está dado por la 
siguiente expresión: 
 
 

( ) ( )
12

12

tt
tsts vm −

−
= , 

 
 y si aplicamos el límite cuando 2t  se aproxima a t1 estaremos hablando de velocidad 
instantánea, es decir,  
 
 

( ) ( )
2 1

2 1

2 1

liminst t t

s t s t
v  

t t→

−
=

−
, 

 
este límite es la pendiente de la recta tangente a la gráfica de )(ts  en el punto ( )( )1 1,t s t  
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B) Tiempo de una reacción química. Supongamos que una reacción química se lleva a cabo 
y que ( )tf  designa  la cantidad de una sustancia presente t unidades de tiempo después de 
que principia la reacción. Entonces el cambio en la cantidad de la sustancia desde el tiempo 
t1 hasta el tiempo t2 es :  
 

( ) ( )2 1

2 1

f t f t
t t
−
−

 

 
y si a la expresión anterior le aplicamos el límite cuando t2 se aproxime a t1 , es decir, 
 
 

( ) ( )
2 1

2 1

2 1

lim
t t

f t f t
t t→

−
−

, 

 
obtendremos la razón  de cambio instantánea  de la cantidad de sustancia en el tiempo 1t . 
 
En los ejemplos anteriores la primera  expresión, que no lleva límite, se denomina razón de 
cambio promedio  en el intervalo [ ]1 2,t t  y se puede interpretar como la pendiente de la 
recta secante PQ de la figura 3. Cuando el límite se presenta se llama razón instantánea de 
cambio en 1t t=  y se interpreta como la pendiente de la recta tangente a la gráfica de la 
curva en el punto ( )( )1 1,t f t .  
La velocidad de una partícula es la razón o tasa de cambio del desplazamiento con respecto 
al tiempo, en Química el cambio en la cantidad de una sustancia es la razón o tasa de 
cambio de la concentración de algún reactivo con respecto al tiempo. En la fabricación del 
acero es importante la tasa de cambio del costo de producción de x toneladas diarias de 
acero con respecto a x (llamado costo marginal).En Biología es valioso conocer la razón de 
cambio de la población de la colonia de bacterias con respecto al tiempo. 
 
Una de las razones principales para la invención del cálculo fue la necesidad de estudiar el 
comportamiento de los objetos en movimiento. El problema de obtener una definición 
satisfactoria de la velocidad o rapidez de un objeto en un instante dado nos llevó al 
concepto de derivada. [ ]10  
 
Todas las razones de cambio instantáneas se pueden interpretar como pendientes de rectas 
tangentes. Dado que este tipo de límite se presenta con suma frecuencia, se le da un nombre 
y notación especiales.  
 
Definición. 
 
 La derivada de una función f en un número 0x , representada por ( )0'f x , es  
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( ) ( ) ( )
0

0
0

0
' lim

x x

f x f x
f x

x x→

−
=

−
 

Si escribimos 0x x h= +  la anterior expresión se convierte en  

( ) ( ) ( )0 0
0 0

' lim
h

f x h f x
f x

h→

+ −
=  

En caso de que el límite exista, se interpreta como la pendiente de la recta tangente a la 
curva ( )f x  en el punto ( )( )00 , xfx , sin embargo, si consideramos la derivada en cada 
punto x ( en el que ella exista ), obtenemos una función a la que llamamos la función 
derivada de f, que denotamos por : 
 

                                             ( ) ( ) ( )
h

xfhxfxf
h

−+
=

→0
lim'  

 
La función 'f  se llama la derivada de f  porque se ha “derivado” de f mediante la 
operación de límite . El dominio de 'f  es el conjunto ( ){ }/ '  existex f x  y  está contenido 
en el dominio de f. 
 
Ahora presentaremos ejemplos de la obtención de la derivada de una función mediante la 
definición dada. 
 
Ejemplos. 
 
1.- Encuentra  la derivada  de ( ) 532 +−= xxxf   en el punto  cuya abscisa es ax = , 
usando la definición. 
Solución: 
 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

0

2 2

0

2 2 2

0

2

0

0

' lim

3 5 3 5
lim

2 3 3 5 3 5lim

2 3lim

lim 2 3

        2 3.

h

h

h

h

h

f a h f a
f (a)  

h

a h a h a a
       

h
a ah h a h a a         

h
ah h h 

h

        a h

a

→

→

→

→

→

+ −
=

+ − + + − − +
=

+ + − − + − + −
=

+ −
=

= + −

= −
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Es importante  resaltar que la derivada es una función cuyo dominio está contenido en el 
dominio de la función  f   o es el mismo.  
 
En el ejemplo 1, los dominios son iguales. 
 

2.-Encuentra ( )af ´  para ( )
x

xf 1
= , 0≠a .    

Solución: 
 

( ) ( ) ( )

( )
( )

h
aha
haa

         

h
aha         

h
afhaf  af´

h

h

h

+
+−

=

−
+=

−+
=

→

→

→

0

0

0

lim

11

lim

lim

 

 

( )

( )

( )

0

0

0

2

lim

lim

1lim

1         .

h

h

h

h
a h a

   
h

h         
ah a h

        
a a h

a

→

→

→

−
+

=

−
=

+

−
=

+

= −
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3.-Halla ( )'f a   para  xxf =)(  
Solución: 
 

                             

( )
0

0

' lim

lim

h

h

a h af a    
h

a h a a h a         
h a h a

→

→

+ −
=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + +
= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

+ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 
 

                                      

( ) ( )
( )

( )

2 2

0

0

0

lim

lim

1lim

1 .
2

h

h

h

a h a
 

h a h a

a h a  
h a h a

  
a h a

 
a

→

→

→

+ −
=

+ +

+ −
=

+ +

=
+ +

=

 

 
Observemos que en los ejemplos 1 y 2 la función derivada tiene el mismo dominio que la 
función original, para el tercero,  el dominio de f  son valores mayores o iguales que cero  y 
el dominio de 'f   son valores estrictamente mayores que cero. 
 

Otra notación para la derivada de f  es ( )
dx

xdf . 

Es necesario decir que las distintas partes de la expresión anterior carecen de significado si 
se consideran por separado; las d no  son números, no pueden simplificarse, y la expresión 
completa no es el cociente de otros dos números ( )"" xdf  y ""dx . Esta notación se debe a 
Leibniz y aunque parece complicada, en casos concretos puede ser más cómoda; por 

ejemplo, el símbolo 
dx

dx 2

 designa la derivada de la función ( ) 2xxf =  con respecto a x . 

 
Enunciaremos  la derivada de expresiones que frecuentemente se utilizan, para formar un 
pequeño formulario. 
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

2

0

1                           

             

con   0.

n
n

dc
dx
dx
dx
dx nx
dx
dkf x df x

k
dx dx

d f x g x df x dg x
dx dx dx

d f g x df x dg x
g x f x

dx dx dx
f df x dg xd x g x f xg dx dx g x
dx g x

−

=

=

=

=

+⎡ ⎤⎣ ⎦ = +

⋅⎡ ⎤⎣ ⎦ = ⋅ + ⋅

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⋅ − ⋅
⎝ ⎠⎣ ⎦ = ≠  

                                                                       
Demostraremos algunas de ellas. [ ]11  
 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

1 2 2 1

0

1 2 2 1

0

1 2 2 1

1 1 1 1

lim

...
      lim

      lim ...

      ...
      ...     observa que

n nn

h

n n n n

h

n n n n

h

n n n n

n n n n

x h xdx
dx h

x h x x h x h x x h x x

h
x h x h x x h x x

x x x x x x
x x x x

→

− − − −

→

− − − −

→

− − − −

− − − −

+ −
=

⎡ ⎤+ − + + + + + + +⎣ ⎦=

⎡ ⎤= + + + + + +⎣ ⎦
= + ⋅ + + ⋅ +

= + + + +
1

 hay -sumandos
     .n

n
nx −=

 

 
Para las siguientes demostraciones vamos a suponer que f  y  g son funciones derivables en 
x  y por lo tanto continuas en x  
 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) .          

lim          

lim

0

0

dx
xdfk

h
xfhxfk

h
xkfhxkf

dx
xdkf

h

h

=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+

=

−+
=

→

→
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( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0

0

h o

0

lim

           lim

           lim

  lim

          lim

h

h

h

h

f x h f xfd x
g x h g xg

dx h

f x h g x f x g x h
g x h g x

h

f x h g x f x g x h
h g x h g x

f x h g x f x g x f x g x f x g x h
h g x h g x

g x f x h f x f x g x h g

→

→

→

→

→

+⎛ ⎞ −⎜ ⎟ +⎝ ⎠ =

+ ⋅ − ⋅ +
+ ⋅

=

+ ⋅ − ⋅ +
=

⋅ + ⋅

+ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ +
=

⋅ + ⋅

+ − − + −⎡ ⎤⎣ ⎦=
( ){ }

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1          lim .
h

x

h g x h g x

f x h f x g x h g x
g x f x

g x h g x h h→

⎡ ⎤⎣ ⎦
⋅ + ⋅

+ − + −⎡ ⎤
= −⎢ ⎥+ ⋅ ⎣ ⎦

  

 
 

 
 

donde de en  continua es  entonces en  derivable es  Como xgxg  

( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) .1          

entonces  11lim

2

20

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=
+→

dx
xdgxf

dx
xdfxg

xgdx

x
g
fd

xgxghxgh
 

 
El objetivo de enunciar algunas fórmulas para derivar funciones, es simplemente lograr 
procedimientos más concretos ya que nuestra meta es enfocarnos en lo que son las rectas 
tangentes, por lo que volveremos a ejemplos sencillos que nos permitan apreciar el 
significado de la derivada y para esto es igualmente importante conocer ejemplos de 
funciones que no sean derivables.[ ]3  
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Consideremos a la función ( ) xxf =  y hallemos su derivada en 0=x  
 
 

4

-4 -2 2

2

4

Y

X
 

Figura 8 
 
 
Veamos que pasa con el  

h
h

h
h

hh 00
lim

00
lim

→→
=

−+
. 

 
Como     

1  si  0
.

1  si 0
hh
hh

+ >⎧
= ⎨− <⎩

 

 
 
Al calcular los  límites laterales se tiene lo siguiente: 
 

( ) 11limlim
00

−=−=
−− →→ hh h

h
     y       ( ) 11limlim

00
==

++ →→ hh h
h

. 

 
Puesto que los límites laterales son distintos, entonces el límite no existe y la función no es 
derivable en cero. 
 
Para esta función no se podría encontrar la ecuación de la recta tangente a la curva en 

0=x , pues la pendiente de dicha recta ( )( )' 0f  no existe. 
 
 

Para la función 
⎩
⎨
⎧

>
≤

=
0
0

)(
2

xx
xx

xf  surge un problema parecido en 0=x  ya que  

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>=

<=
=

−

01

0)0()(

2

h
h
h

hh
h

h

h
fhf  
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y por lo tanto  

0lim)0()(lim
00

==
−

−− →→
h

h
fhf

hh
 

 y 

11lim)0()(lim
00

==
−

++ →→ hh h
fhf . 

Entonces ( )' 0f  no existe y nuevamente no es posible obtener la ecuación de la recta 
tangente. 
 
En nuestro trabajo deseamos encontrar la ecuación de la recta tangente a una curva que no 
es la gráfica de una función, por ejemplo una cónica, sin embargo, en estas ocasiones, casi 
siempre tenemos la ecuación que describe el lugar geométrico de estas relaciones en  forma 
implícita por lo que será necesario explicar el método de derivación implícita. [ ]12  
 
Si ( ) 153 2 ++== xxxfy , entonces la ecuación define explícitamente a la función f . 
Pero no todas las funciones están definidas explícitamente.  
 
Por ejemplo, si tenemos la ecuación 
 

2566 32 yyyxx −+=−  
 
no es fácil despejar y   en términos de x ; no obstante, pueden existir una o más 
funciones f  tales que ( )xfy = , sea solución de la ecuación anterior, es decir, 
 

( ) ( ) ( )xfxfxfxx 2566 32 −+=−  
 
en este caso la función f  está definida implícitamente. 
 
Suponiendo que la ecuación define a y  como una función derivable, podemos encontrar la 
derivada de y con respecto a x  usando la regla de la cadena: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

5 5 4

5 5 4

5

5 4

5

5 4

6 2 3 6 ´ 5 ´ 2 ´

6 2 ' 18 5 2

6 2'
18 5 2

6 2'
18 5 2

x f x f x f x f x f x f x

x f x f x f x f x

xf x
f x f x f x

xf x
y y y

− = + −

⎡ ⎤− = + −⎣ ⎦
−

=
+ −

−
=

+ −

 

Obsérvese que al utilizar la diferenciación implícita se ha obtenido una expresión que 
comprende a las variables yx, . 
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Ejemplos. 
 
1.-Obtén la ecuación de la recta tangente a la curva 933 =+ yx  en el punto (1,2). 
 
Solución: 
 
Derivando implícitamente 

2 2

2

2

3 3 0

            .

dyx y
dx
dy x
dx y

+ =

= −
 

Por lo tanto, en el punto (1,2) la pendiente de la recta tangente es ( )
( ) 4

1
2
1

2

2

−=−=m  

y la ecuación de la recta tangente es: 
    

( )

.094
184

1
4
12

=−+
+−=−

−−=−

yx
xy

xy

 

 
 
 

(1,2)

Y

X

-4

-2

2

4

-4 -2 2 4

.

 
Figura 9 

 
 
 
 

2.-Dada  yxyyx 8473 324 −=−  encuentra  
dx
dy . 

Solución: 
 
Recordando que y es una función derivable de x, y aplicando las reglas para la derivada de 
un producto, la derivada de una potencia, y la regla de la cadena se tiene: 
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( )

3 2 4 3 2

4 2 3 3 2

3 3 2

4 2

12 3 2 7 7 3 0 8

6 21 8 7 12

7 12 .
6 21 8

dy dy dyx y x y y x y
dx dx dx

dy x y xy y x y
dx

dy y x y
dx x y xy

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− + = −

−
=

− +

 

3.-Encuentra la 
dx
dy para la ecuación 2 2

1 1 1
2x y

+ =  donde , 0x y ≠ . 

 
Solución: 
 

.

11

22

0
22

3

3

33

44

44

x
y

dx
dy

xdx
dy

y

x
x

dx
dy

y
y
y

dx
dyy

x
x

−=

−=⋅

=⋅
−

=
⋅−

+
−

 

 
 
3.-Halla la ecuación de la recta normal a la curva   10322 =−++ yyxyx  en el punto (2,3). 
 
Solución: 
 
Derivando implícitamente tenemos: 
 

( )

32
2

232

0322

−+
+

−=

−−=−+

=−+++

yx
yx

dx
dy

yxyx
dx
dy

dx
dy

dx
dyyy

dx
dyxx

 

 
 
Sustituyendo el punto (2,3) obtendremos la pendiente de la recta tangente, Tm : 
 

5
7

3)3(22
3)2(2

−=
−+

+
−=Tm . 
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Como la pendiente de la recta normal es 
7
51

=−=
Tm

m  entonces la ecuación de la normal 

es: 
 
 

.01175
105217

)2(
7
53

=+−
−=−

−=−

yx
xy

xy

 

 
Y

X

-2

2

6

-6 -4 -2 2 4

4
. (2,3)

 
Figura 10 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 21

PARTE DOS. CÓNICAS. [ ] [ ]4 , 8  
 
Se conocen como secciones cónicas aquellas curvas que pueden obtenerse al cortar un 
cono de dos mantos con un plano, como se muestra en las figuras. 
 

elipse parábola hipérbola  
 
 
 
Las cónicas generales son : elipse, parábola e hipérbola . 
La circunferencia es un caso particular de la elipse cuando el plano corta al cono 
horizontalmente pero sin pasar por el vértice. 
Este tipo de curvas representan nuestro mayor campo de interés, y usando la derivación 
implícita encontraremos la ecuación de la recta tangente en un punto de la curva. 
Debemos recordar que curvas como la circunferencia, la elipse, algunas parábolas e  
hipérbolas, no son funciones, por lo que al buscar la derivabilidad usaremos sólo una parte 
de la curva. 
 
Comenzaremos con el caso de la circunferencia . 
 
Una recta es tangente a una circunferencia sí toca a ésta en un sólo punto, además la recta 
tangente tiene la propiedad de que es perpendicular al radio que une al centro del círculo 
con el punto de tangencia. Esta propiedad es la que permite encontrar la ecuación de la 
recta tangente con herramienta de Geometría Analítica, pero usando Cálculo el proceso se 
simplifica de la siguiente forma: 
 
Ejemplos 
1.-Encuentra la ecuación de la recta tangente a la circunferencia ( ) ( ) 100123 22 =−+− yx  
en el punto )6,5(−P . 
Solución: 
Derivando implícitamente              
                                                              

( )

       
12

3

0)12(232

−
−

=

=−+−

y
x

dx
dy

dx
dyyx
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entonces ( )
3
4

126
53

−=
−
−−

=m   y la ecuación buscada es 

( )5
3
46 +−=− xy   la cual escrita en su forma general queda así: 0234 =++ yx . 

 
En la gráfica de esta circunferencia la recta tangente está tocando a la curva en la sección 
que corresponde a la función:                                       
 
 
                                          12)3(100)( 2 +−−−= xxf , 
 
es decir , gráficamente: 
 

√

√

-5

5

10

15

20

-10 -5 5 10 X

Y 100 - -3( )x
2 12+y= +

100 - -3( )x
2 12+y= -

4x + 3y + 2 = 0

.

.                               
Figura 11 

 
 
2.-Consideremos la ecuación 1622 =+ yx  de una circunferencia, y una función  ( )xfy =  

derivable que la satisfaga. Encuentra la derivada 
dx
dy  de la función. 

 
Solución: 
 
Supongamos que ( )xfy =  satisface la ecuación, entonces podemos escribir 

( ) 1622 =+ xfx  
para todo x en el dominio de f. 
 
Derivando implícitamente 

( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2 0

      0.

df x
x f x

dx
df x x f x

dx f x

+ =

= − ≠
 

Observemos que para este caso, podemos despejar a  y  para obtener: 
 

( ) 216 xxfy −+==      y      ( ) 216 xxfy −−== . 
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De esta forma: 

                      
2

2

16
16

x
x

dx
xd

−
−=

−      y      ( )
2

2

16
16

x
x

dx
xd

−
=

−−  con  4≠x . 

 
                    
Afirmación: Todos los puntos de la recta tangente a la circunferencia, distintos del punto 
de tangencia, se encuentran en una sola de las dos regiones determinadas por la 
circunferencia, la exterior. 
 
Demostración. 
 
Para demostrar lo anterior consideremos a P como el punto de tangencia y Q, un punto 
distinto de P, que pertenezca a la recta tangente L.  
 

L

P

C

Q

r
.

.

.

 
Figura 12 

  
 
Como sabemos, el segmento que une al centro de la circunferencia con P es perpendicular a 
L, entonces el triángulo CPQ  es rectángulo, esto implica que el segmento CP es un cateto y 
el segmento CQ es la hipotenusa, por lo que   
                                                              

),(),( QCdPCdr <=            (distancia entre dos puntos) 
 
Lo anterior significa que el punto Q es un punto exterior a la circunferencia, con lo que 
queda demostrada la afirmación. 
 
3.-Halla la ecuación de la recta normal a la circunferencia 922 =+ yx en el punto ( )0,3 . 
Solución. 
 
Derivando implícitamente tenemos que 
 

y
x

dx
dy
dx
dyyx

−=

=+ 022
 

Sustituyendo las coordenadas del punto, obtenemos la pendiente de la recta tangente, Tm : 
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0
3

−=Tm . 

 
La pendiente de la recta tangente no está definida ya que se trata de una recta vertical 
( )3=x  pero esto no impide que podamos encontrar la ecuación de la normal, recta que 
debe ser horizontal y pasar por el punto ( )0,3 , por lo que su ecuación será .0=y  
 
 

Y

X

-2

2

-4 -2 2 4
.(3,0)

 
Figura 13 

 
 
 
 Los ejemplos anteriores nos muestran cómo encontrar la ecuación de la recta tangente a 
una circunferencia en un punto dado. Para las demás cónicas el proceso es muy parecido, 
por lo que se darán sólo algunos ejemplos. 
 
1.- Encuentra la ecuación de la recta tangente a la parábola  098102 =+−− xyy  en el 

punto ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− 7,

2
3Q . 

 
Solución: 
 
Derivando   

102
8

08102

−
=

=−−

ydx
dy

dx
dy

dx
dyy

 

la pendiente Tm  de la recta tangente es: 

( ) 2
1072

8
=

−
=Tm  

la ecuación buscada es 
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.0102
327

2
327

=+−
+=−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−

yx
xy

xy

 

 
Y

X

-5

5

10

15

-5 5

.Q ( , )7- 3
2

 
Figura 14 

 
 
 

2.-Encuentra la ecuación de la recta tangente a la elipse  016884 22 =++−+ yxyx  en el 
punto ( )4,2 −P . 
 
Solución. 
Derivando     

4
44

82
88

08828

+
−

=
+

−
=

=+−+

y
x

y
x

dx
dy
dx
dy

dx
dyyx

 

sustituyendo las coordenadas de P, obtenemos la pendiente Tm  de la recta tangente: 
                           

( )
0

84
44
244 −

=
+−

−
=Tm  

 
como vemos, la pendiente no está definida, así que la recta tangente a la elipse en el punto 
( )4,2 −P  es la recta vertical  .2=x  
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Y

X

-6

-4

-2

-4 -2 2 4

. (2,-4)P

 
Figura 15 

 
                                                                                                                    

3.-Encuentra la ecuación de la recta tangente a la hipérbola   1
49

22

=−
yx  en el punto 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
8,5P . 

Solución: 
                 Derivando 

2 1 0
9 2

4 ,
9

dyx y
dx
dy x
dx y

− =

=
 

sustituyendo las coordenadas de P, obtenemos la pendiente Tm  de la recta tangente: 

( )4 5
89
3

20 5 ,
24 6

T

T

m

m

=
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =

 

la ecuación de la recta tangente es  

( )

( )

8 5 5
3 6

6 16 5 5
5 6 9 0.

y x

y x
x y

− = −

− = −

− − =
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Y

X

-4

-2

2

4

-8 -6 -4 -2 2 4 6

.P( , )5 8
3

 
Figura 16 

 
 
 
 
 

 

4.-Encuentra la ecuación de la recta tangente a la cónica 6=xy  en el punto .
5
6,5 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛P  

Solución: 
Se trata de una hipérbola  con un ángulo de rotación de °45 . 
  
Derivando     

x
y

dx
dy

y
dx
dyx

−=

=+ 0
 

Sustituyendo las coordenadas de P, obtenemos la pendiente Tm  de la recta tangente: 

25
6

5
5
6

−=−=Tm  

la ecuación buscada es  

( )5
25
6

5
6

−−=− xy        que simplificada queda  060256 =−+ yx . 
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Y

X

P( , )5 6
5

-4

-2

2

4

-8 -6 -4 -2 2 4 6

.

 
Figura 17 

 
 

 
Como podemos observar, el procedimiento en cada ejemplo es muy parecido, por lo que lo 
vamos a generalizarlo para el caso de la parábola, la elipse y la hipérbola. 
 
Sea  022 =+++++ FEyDxCyBxyAx   la ecuación general de segundo grado que 
representa cualquiera de las cónicas mencionadas en el párrafo anterior. 
 
Queremos hallar la ecuación de la recta tangente a la curva en el punto ( )11 , yxP . 
 
Derivando implícitamente: 

( )

2 2 0

2 2

2 .
2

dy dy dyAx B x y Cy D E
dx dx dx

dyBx Cy E Ax By D
dx
dy Ax By D
dx Bx Cy E

⎛ ⎞+ + + + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ + = − − −

+ +
= −

+ +

 

 
Por lo que la pendiente Tm  de la recta tangente en el punto ( )11 , yxP  es 
 

ECyBx
DByAx

mT ++
++

−=
11

11

2
2 . 

 
Así la ecuación de la recta tangente es 
 

( )1
11

11
1 2

2
xx

ECyBx
DByAx

yy −
++
++

−=− . 

 
Apliquemos lo obtenido para el ejemplo 4. 
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Como la ecuación de la cónica es 6=xy  entonces 0==== EDCA , 1=B  y 6−=F , 

además el punto a considerar es ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

5
6,5P  por lo que el valor de la pendiente de la recta 

tangente es  
 

( )
( ) 25

6
51

1 5
6

−=−=Tm . 

Y la ecuación de la recta tangente es 

( )5
25
6

5
6

−−=− xy   que simplificada queda  060256 =−+ yx , que coincide con el 

resultado del ejemplo 4. 
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PARTE TRES. ECUACIONES PARAMÉTRICAS. [ ] [ ] [ ] [ ]4 , 5 , 6 , 8  
 
Una curva plana puede interpretarse como el recorrido seguido en el plano por un móvil 
representado por un punto, esto implica que las coordenadas x  y y  de un punto de una 
curva se pueden expresar como funciones de una tercera variable t , llamada parámetro 
en la forma  

( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=

tgy
tfx

 

Así, cada valor de t  da un valor de x  y uno de y  determinando un punto de la curva. 
 
Las ecuaciones anteriores se llaman ecuaciones paramétricas de la curva. En ocasiones es 
posible modificar las ecuaciones con el uso de identidades de manera que la expresión 
resultante dependa sólo de las variables x y y , en ese caso obtenemos lo que llamamos la 
ecuación cartesiana o rectangular. 
 
Ejemplo. 
 

cos
sen .

x r t
y r t
=⎧

⎨ =⎩
 

 
son ecuaciones paramétricas de una circunferencia con centro en el origen y                   
radio r. 
 
En efecto, si el parámetro t varía de 0 a π2 , entonces el punto ( )yxP ,  describe toda la 
circunferencia con centro en el origen y radio r . 
 
Si eliminamos t elevando al cuadrado ambas ecuaciones y sumando los resultados, tenemos 
 

( )
222

222

222222

sencos             
sencos

ryx
ttr

trtryx

=+

+=

+=+

 

 
que es la ecuación cartesiana de la circunferencia mencionada. 
 
 
Hay varias maneras de describir una recta mediante ecuaciones paramétricas. 
 
Si conocemos dos puntos de una recta ( )00 , yxR  y  ( )11 , yxQ , entonces los puntos 
( ) ( ) ( )( )tytxtP ,=  de la forma 

( ) ( )RQtRtP −+=  
 



 31

pertenecen a la recta para cualquier valor de t, y todo punto de ella puede describirse de esta 
forma. 
Si escribimos la abscisa y la ordenada de P, obtenemos las ecuaciones paramétricas 
 

( ) ( )
( ) ( )⎩

⎨
⎧

−+=
−+=

010

010

yytyty
xxtxtx

. 

Estas ecuaciones reciben el nombre de sistema de ecuaciones paramétricas de la recta que 
pasa por R y Q. 
 
Si 10 << t  la ecuación describe el segmento ( )RQ . Observemos que en particular si 0=t , 
entonces RP = . También si 1=t , entonces QP = . 
Los demás puntos de la recta corresponden a valores de t tales que 0<t  y  1>t . 
 
Para el caso de una circunferencia de la forma ( ) ( ) 222 rkyhx =−+− nos ayudaremos de la 
identidad trigonométrica 

1sencos 22 =+ tt  
para escribir                           

trky
trhx

sen 
cos

=−
=−

, 

por lo que la parametrización de la circunferencia es  
 

( )
( )

cos

sen 

x t h r t

y t k r t

= +⎧⎪
⎨

= +⎪⎩
 

con  [ ]π2,0∈t . 
 
En el caso de una parábola de la forma CBxAxy ++= 2 , como ( )xfy =  se sugiere la 
siguiente parametrización 
 

( )
( ) ( ) 2 .

x t t

y t f t At Bt C

=⎧⎪
⎨

= = + +⎪⎩
 

 
Observamos que para cualquier función ( )xfy =  

( )
( ) ( )⎩

⎨
⎧

=
=

tfty
ttx

. 

definen un sistema de ecuaciones paramétricas de la gráfica de f. 
Para una parábola de la forma  CByAyx ++= 2 una parametrización es  
 

( )
( ) 2 .

y t t

x t At Bt C

=⎧⎪
⎨

= + +⎪⎩
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Para la elipse ( ) ( ) 12

2

2

2

=
−

+
−

b
ky

a
hx  usamos la misma identidad que usamos en la 

circunferencia y escribimos: 
 

cos

sen 

x h t
a

y k t
b

−
=

−
=

, 

para obtener la siguiente parametrización 
 

( )
( )

cos

sen .

x t h a t

y t k b t

= +⎧⎪
⎨

= +⎪⎩
 

 
Es similar para el caso de una elipse vertical. 
Pero para la hipérbola la identidad a usar es 1tansec 22 =− tt . Así, si la ecuación a 
parametrizar es  

( ) ( ) 12

2

2

2

=
−

−
−

b
ky

a
hx  

entonces escribimos                    

t
b

ky

t
a

hx

tan

sec

=
−

=
−

 

lo cual, nos da la parametrización 
( )
( )

sec

tan .

x t h a t

y t k b t

= +⎧⎪
⎨

= +⎪⎩
 

 
Es similar para una hipérbola vertical. 
 
Tratando nuevamente el tema de las rectas tangentes, si consideramos el sistema 

( ) ( )
( ) ( )⎩

⎨
⎧

=
=

tgty
tftx

, 

hemos dicho que para un valor de t , ( )yx,  representa un punto de una curva C . Es muy útil 
pensar en esa curva C como un conjunto de valores de una función ( )tc  que manda un 
intervalo de números reales al plano, entonces la imagen de esa función corresponde a la 
curva C que vemos en el papel, es decir, que la parametrización que representa el sistema 
puede ser expresada como la función  
 

[ ] RRRbac ×→⊂,:  
( ) ( ) ( )( ), .c t x t y t=  
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De esta forma, si queremos encontrar la ecuación de la recta tangente a la curva C en el 
punto ( )0tc , entonces estamos buscando la recta que pase por ( )0tc  en la dirección del 
vector tangente ( ) 0' 0 ≠tc , es decir, la ecuación  paramétrica buscada es 
 

( ) ( ) ( )00 ' ttctctL +=  
con  ( ) ( ) ( )( )000 ','' tytxtc = . Aquí estamos suponiendo que tanto ( )tx  como ( )ty  son 
funciones derivables en 0t  y ( ) 0' ≠tc  (de otro modo no habría recta tangente). 
Observemos que ( )tc  se puede ver como un punto en el plano o como un vector apoyado en 
el origen. De la misma manera si ( ) ( ) ( )( )000 ','' tytxtc =  se tiene : 
 

A) Si ( ) 0' 0 =tx  entonces ( )tL  pasa por  ( )0tc  en la dirección del eje y 
B) Si ( ) 0' 0 ≠tx  entonces ( )tL  tiene  

pendiente   ( ) ( )
( )0

0
0 '

'
tx
ty

tm =    y la ecuación cartesiana de L es  

 

( ) ( )
( ) ( )( )0

0

0
0 '

'
txx

tx
ty

tyy −=−  [ ]2  

 
                                                                                            
Ejemplos. 
 
1.-Halla las ecuaciones cartesianas de las rectas tangente y  normal a la elipse 

( )
( )

cos
, 0

sen 

x t a t
a b

y t b t

=⎧⎪ >⎨
=⎪⎩

 

en el punto donde 
4
π

=t . 

 
Solución: 
 

Siendo t  el parámetro, ta
dt
dx sen−=   y  tb

dt
dy cos=  

 
por lo que la pendiente es: 

( )

t
a
b

ta
tbtm

 ctg      

sen
cos

−=

−=
 

sustituyendo 
4
π

=t en las ecuaciones paramétricas de la elipse, sistema obtenemos como 

punto de contacto: 
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by

ax

2
2

2
2

1

1

=

=
 

y la pendiente Tm  de la recta tangente es: 

a
b
a
bmT

−=

−=

      

4
ctg π

 

así la pendiente Nm  de la recta normal es: 

b
amN =  

 
Por lo que las ecuaciones buscadas son 
 

Recta tangente: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=− ax

a
bby

2
2

2
2 que simplificada es   02222 =−+ abaybx  

Recta normal: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=− ax

b
aby

2
2

2
2  que simplificada es   ( ) 0222 22 =−+− abbyax . 

 
2.- Una curva C en el plano pasa por el punto ( )6,3  cuando 0=t  y su vector tangente es 
( ) ( )1,10' −=c . Halla la ecuación de la recta tangente en su forma paramétrica. 

 
Solución:  

( ) ( ) ( )
( )tt

ttL
−+=
−+=

6,3       
1,16,3

 

 
( ) ( )( ) ( )

( )
( ) .6

3
6,3,

tty
ttx

tttytx

−=
+=

−+=
 

 
3.-Halla las ecuaciones cartesianas de la rectas tangente y normal a la parábola 

( )
( )⎩

⎨
⎧

+=
=

12

2

tty
ttx

 en 1t = . 

 
Solución. La pendiente de la recta tangente en t  es: 
 

( ) ( )
( ) tttx
tytm 1

2
2

'
'

===  
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Sustituyendo 1=t  en el sistema, obtenemos como punto de contacto ( )3,1  y como 
pendientes de las rectas tangente y normal respectivamente: 
                  1=Tm      y      1−=Nm  
Ecuación de la recta tangente:  ( )113 −=− xy  que simplificada es   02 =+− yx  
Ecuación de la recta normal:   ( )113 −−=− xy  que simplificada es 04 =−+ yx . 
 
 
 

Y

X

.

-5

5

10

-5 5 10 15 20

(1,3)

 
Figura 18 

 
 
 
4.- Halla los puntos de contacto de las tangentes horizontales y verticales a la cardioide, 
dada por las ecuaciones: 
 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−−=

tatay

atatax

2sen 
2
1sen 

2
12cos

2
1cos

    .................................................................(1) 

..

Y

X

a

 
Figura 19 

 
 
 
Solución. 
 
 Como  ( ) tatatx 2sen sen ' +−= , entonces 
            ( ) tataty 2coscos' −=     
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se tiene que la pendiente Tm  de la recta tangente es: 

( )
tata

tatatmT 2sen sen 
2coscos

+−
−

= . 

Para las rectas tangentes horizontales, buscamos que  0=Tm , es decir,   
                        

( )

( ) 01coscos2

0coscos2

01cos2cos

02coscos

2

2

2

=−−

=−−

=−−

=−

tta

atata

tata

tata

 

 
 y como sabemos que 0≠a  la ecuación a resolver es: 
 

01coscos2 2 =−− tt  
 
resolviendo se tiene que 
 

( )( )
( )22

12411
cos

−−±
=t    

es decir, 
 

de donde                                         
1 3cos ,

4
cos 1 0

t

t t

±
=

= ⇒ =
 

o bien,   

ππ
3
4,

3
2

2
1cos =⇒−= tt , 

por lo que las puntos donde las tangentes son horizontales son: 

ππ
3
4,

3
2,0=t . 

 
Sustituyendo 0=t  en el sistema ( )1  tenemos: 

1 1cos 0 cos 0 0
2 2
1sen 0 sen 0 0,
2

x a a a

y a a

= − − =

= − =
 

así, el punto de contacto es ( )0,0O  
 

Sustituyendo π
3
2

=t  en ( )1  se tiene: 
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aaaaay

aaaaaaax

4
33

4
3

2
3

3
4sen 

2
1

3
2sen 

4
3

2
1

4
1

2
1

2
1

3
4cos

2
1

3
2cos

=+=−=

−=−+−=−−=

ππ

ππ
 

por lo que el punto de contacto es ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− aaP

4
33,

4
3 . 

 

Sustituyendo π
3
4

=t  en ( )1  se obtiene  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− aaQ

4
33,

4
3 . 

 
 
 
Para las tangentes verticales utilizaremos la pendiente recíproca e inversa, ya que hablamos 
de rectas perpendiculares. 

0
2coscos
2sen sen 

=
−
+−

=
tata
tatam  

lo anterior implica  

( ) 0cos2sen 
0cossen 2sen 
02sen sen 

=+−
=+−
=+−

taat
ttata
tata

 

es decir, 0sen =t  o  
2
1cos =t  de donde πππ

3
5,,

3
,0=t  

 
 
Sustituyendo cada uno de estos valores excepto el cero, ya que antes fue analizado, en el 
sistema de ecuaciones paramétricas se tiene: 

( )0,2aR −  , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− aaS

4
3,

4
1  y  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
aaT

4
3,

4
1  como puntos de contacto de rectas tangentes 

verticales. 
 
El valor común 0=t  representa un punto de la curva donde ( ) 0' =tx  y ( ) 0' =ty , por lo 
que ( ) ( )( ) ( )0,0',' =tytx   y no existe la recta tangente. 

Para 
3
π

=t   y  π
3
5

=t  la recta tangente vertical es la misma. 
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P
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T
a

 
Figura 20 

 
 
 Cicloide. [ ]6  
 Si un círculo rueda sin resbalar, sobre una recta fija, la curva descrita por un punto de la 
circunferencia se llama cicloide. 
Sea a el radio del círculo rodante y C su centro, P el punto que traza la curva y M el punto 
de contacto con la recta fija OX, (observemos que  el segmento CM es perpendicular a la 
recta OX) que se llama base (P y M son puntos de la circunferencia). Considera también a N 
como la abscisa del punto P. 
 
 
 
 

P

Y

X

.
.
A

MNO

B

C

aθ

 
Figura 21 

 
 

 
 
Si el arco PM es igual en longitud a OM, entonces, si el círculo se hace rodar hacia la 
izquierda P tocará en O. 

 Designando el ángulo PCM por θ   y  recordando que 
r
s

=θ  donde s es el arco del 

círculo, y r es el radio del mismo, tenemos 
 

θθ aarcoPM
a

arcoPM
=⇒=  

y como el arco PM es igual en longitud a OM tenemos 
θaOM =  
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Si trazamos una perpendicular PA a CM entonces para el triángulo rectángulo PCA se tiene 
 

θθ

θθ

coscos

sensen

aAC
a

AC

aNM
a

NM
a

PA

=⇒=

=⇒==
 

así las ecuaciones paramétricas de la cicloide son 
 

( )
( ).cos1cos

sensen
θθ
θθθθ

−=−=−==
−=−=−==

aaaACMCNPy
aaaNMOMONx

 

 
 

P

Y

X

.
.
A

MNO

B

C

aθ

 
Figura 22 

 
 
 
 5.-Dadas las ecuaciones paramétricas de la cicloide 

( )
( )

sen

1 cos ,

x a

y a

θ θ

θ

= −

= −
 

halla las ecuaciones cartesianas de las rectas tangente y normal en el punto ( )11 , yxP  donde 

1θθ =  
Solución. 
Siendo θ  el parámetro, se tiene: 

( )1 cos

sen ,

dx a
d
dy a
d

θ
θ

θ
θ

= −

=
 

por lo que: 

( ) ( ) θ
θ

θ
θθ

cos1
sen

cos1
sen

−
=

−
=

a
am  

 
 
Cuando 1θθ = : 
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( )
( )

1 1 1

1 1

sen

1 cos

x a

y a

θ θ

θ

= −

= −
, 

entonces las pendientes de las rectas tangente y normal son: 
1

1
1

1

1

sen 2
1 cos
cos 1

sen

T

N

m n n Z

m

θ θ π
θ

θ
θ

= ≠ ∈
−

−
=

 

Así las ecuaciones buscadas son: 

Recta tangente:  ( ) ( )( )11
1

1
1 sen

cos1
sen

cos1 θθ
θ

θ
θ −−

−
=−− axay  

Recta normal:  ( ) ( )( )11
1

1
1 sen

sen
1coscos1 θθ

θ
θ

θ −−
−

=−− axay . 

 
 
 
 
6.-Encuentra la ecuación cartesiana de la recta tangente a la cicloide cuyas ecuaciones son 
 

( )
( )⎩

⎨
⎧

−=
−=

tty
tttx

cos22
sen22

           en  
3
π

=t  

Nota: Si 
3
π

=t  es sustituido en el sistema anterior, entonces el punto de contacto entre la 

recta tangente y la curva es ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 1,3

3
2πP .                                                                                                          

 
Solución: 
 
Sustituyendo en la ecuación de la recta tangente encontrada en la sección anterior, el valor 

de 
3
π

=t , tenemos 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

3
3

231

3
sen2

3
2

3
cos-1

3
sen

3
cos22

π

ππ
π

π
π

xy

xy
  

que simplificada se escribe  03212333 =−+− πyx . Ver la figura 23. 
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Figura 23 

 
 
Epicicloide  e  Hipocicloide. [ ]6  
 
Una epicicloide es el lugar geométrico descrito por un punto fijo cualquiera de una 
circunferencia que rueda exteriormente, sin resbalar, sobre una circunferencia fija. 
 
Sea ( )yxP ,  un punto del lugar geométrico; a y b los radios de las circunferencias fija y 
rodante respectivamente y C el centro de la circunferencia rodante. Tomaremos como 
parámetro θ  al ángulo que forma la línea de los centros con el eje x positivo. Sea B el 
punto de tangencia de las dos circunferencias; CD y PE perpendiculares al eje x y tracemos 
PF perpendicular a CD. Llamemos φ  al ángulo OCP y β  al ángulo PCF. 
 
 
Como la circunferencia C rueda de A a B tenemos 

arco AB = arco PB 
o sea  

θφφθ
b
aba =⇒=      y   

        .

a
b

a b
b

θ φ θ θ

θ

+ = +

+
=

 

Y

X

.

A

B
C

D
E

G

O

Fa

θ

P x y( , )

 
Figura 24 

 
 
 
 
También:  
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2
   

2
   

ángulo

πθφ

θπφ

φβ

−+=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

−= OCD

 

entonces 

( )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−=

+−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=

θ

φθ

πθφβ

b
bacos          

cos          
2

sen sen 

 

 
y    

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

= θβ
b

basencos  

 
Para la coordenada x  tenemos 
 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−+=

+=+=+==

θθ

βθ

b
babbax

CPOCFPODDEODOEx

coscos

sen cos
 

 
Para la coordenada  y  tenemos  
 

( )

sen cos

 sen sen .

y EP DF DC FC OC CP
a by a b b

b

θ β

θ θ

= = = − = −

+⎛ ⎞= + − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Y

X

.

A

B
C

D

E

G

O

Fa

θ

P x y( , )

 
Figura 25 

En los puntos como A y G que están sobre la circunferencia fija se forma un pico. El 
número de picos depende de la relación entre los radios; si rba =  y r es un natural mayor o 
igual que 1, la epicicloide será una curva cerrada que tiene r picos. 
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Cuando ba = y 1=r ,  tenemos la epicicloide de un pico o cardioide. 
 
 
Una hipocicloide es el lugar geométrico de un punto fijo cualquiera de una circunferencia 
que rueda interiormente, sin resbalar, sobre otra circunferencia fija. Usando un 
procedimiento semejante al realizado en el caso de la epicicloide, podemos demostrar que 

las ecuaciones paramétricas son      
( )

( )

cos cos

 sen  sen 

a bx a b b
b
a by a b b

b

θ θ

θ θ

−⎧ = − +⎪⎪
⎨ −⎪ = − −
⎪⎩

 

Y

X

. .

A

B
C

O

P

 
Figura 26 

               
7.- Halla la ecuación cartesiana de la recta tangente a la hipocicliode 

⎩
⎨
⎧

−=
+=

tty
ttx

sen2sen2
2coscos2

   para    
4
π

=t . 

Nota : Si sustituimos 
4
π

=t  en el sistema anterior, observamos que deseamos encontrar la 

ecuación de la recta tangente a la hipocicloide en el punto ( )12,2 −P  
 
Solución: 

( )
( )

( ) ( )
( )

' 2sen 2sen2

' 2cos 2cos 2

' 2cos 2cos 2
' 2sen 2sen2T

x t t

y t t

y t tm
x t t

θ

θ

θ
θ

θ

= − −

= −

−
= =

− −

 

Sustituyendo 
4
π

=t  en el sistema de ecuaciones paramétricas y en la expresión de la 

pendiente, se tiene 

121
2
22

2
sen

4
sen2

2
2
22

2
cos

4
cos2

1

1

−=−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+=

ππ

ππ

y

x
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22
2

2
sen2

4
sen2

2
cos2

4
cos2

−−
=

−−

−
=

ππ

ππ

Tm . 

Así la ecuación de la recta tangente queda 

( )2
22

212 −
−−

=+− xy  simplificando, ( )1 2 1 0.x y− − + =  

Y

X

-3

-2

-1

1

2

3

-4 -3 -2 -1 1 2 3

.

 
Figura 27 

 
Igual que en la epicicloide si rba =  y r es un número natural mayor o igual que 3, tenemos 
una hipocicloide de r picos. La hipocicloide de 4 picos está representada en la figura 22 y si 

consideramos 
4
ab =  las ecuaciones paramétricas se convierten en 

3 cos cos3
4 4
3 sen sen3 .
4 4

a ax

a ay

θ θ

θ θ

⎧ = +⎪⎪
⎨
⎪ = −
⎪⎩

 

Si en estas ecuaciones usamos las identidades  

θθθ

θθθ
3

3

4sen3sensen3
cos3cos43cos

−=

−=  

obtenemos la forma simplificada de la hipocicloide de 4 picos 
3

3

cos
sen .

x a
y a

θ
θ

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
 

 
 
8.-Halla las ecuaciones cartesianas de las rectas tangente y normal a la hipocicloide en  

4
π

=t    dadas sus ecuaciones paramétricas 

                                        
3

3

4 cos
4 sen .

x a t
y a t

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
 

Nota: Nuevamente, para visualizar mejor a la recta tangente, el punto de contacto en 
coordenadas cartesianas es ( )2,2 aaP . 
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Solución: 

                Se tiene   tta
dt
dx sen  cos12 2−=   y  tta

dt
dy cossen12 2=    por lo que las 

pendientes Tm  y Nm  de las rectas tangente y normal son:  
 

( ) t
t
ttmT tan

cos
sen 

−=−=              y                  ( ) ttmN  ctg=  

así considerando 
4
π

=t , tenemos 

 
Ecuación de la recta tangente: 

                                                    

3 34 sen tan 4 cos
4 4 4

2 24 4
4 4

2 2 0.

y a x a

y a x a

x y a

π π π⎛ ⎞− = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

+ − =

 

Ecuación de la recta normal: 

                                                   

.0
4
24

4
24

=−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

yx

axay
 

 
Y

X

-4
-3
-2
-1

1
2
3

-4 -3 -2 -1 1 2 3

.

 
                                                                             Figura 28 
 
 
 
 
 
 
Curva de Agnesi (Bruja de Agnesi) [ ]6  
 
Considere un círculo con diámetro OA a lo largo del eje y, siendo O el origen  (ver la figura 
25) y la recta t su tangente en A. Desde O tracemos una recta cualquiera l y sean B y C sus 
puntos de intersección con la circunferencia y la recta t. Por B tracemos una perpendicular a 
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OA que la corte en D y por C tracemos una recta paralela a OA que corte al eje x en E; sea 
P el punto de intersección de estas dos rectas. La curva de Agnesi es el lugar geométrico 
que describe el punto P a medida que l gira en torno de O.   
 

Y

X

.
A

B

C

O

P

l

( , )x yD

E

t

θ

..

.
 

 
 

Figura 29 
 

 
 
 
Sea θ  el ángulo que l forma con la parte positiva del eje x. Como θ  varía a medida que l 
gira alrededor de O, lo usaremos como parámetro. 
 
Si trazamos el segmento AB se tiene  θ=∠=∠ DABDBO  ya que ABO∠  es recto (ángulo 
inscrito que subtiende un diámetro). Sea a el radio del círculo. 

Para el triángulo ACO se tiene ( ) θθ ctgctgctg OAAC
OA
ACACO =⇒==∠  

Para el triángulo ABO se tiene   θθ sensensen OAOB
OA
OBDAB =⇒==∠  

entonces las coordenadas del punto P serán: 
 

.sen2sensen
ctg2ctg

22 θθθ

θθ

aOAOBODEPy
aOAACOEx

=====

====
 

 
Y

X

.
A

B

C

O
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l

( , )x yD

E

t

θ

..

.
 

Figura 30 
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PARTE CUATRO. CURVAS EN COORDENADAS POLARES. [ ] [ ] [ ] [ ]4 , 5 , 8 , 9  
 
Recordemos que una curva en coordenadas polares  es una expresión que depende de dos 
parámetros r  y θ . Por ejemplo si P es un punto cualquiera en el plano cartesiano, a  r lo 
conocemos como el radio vector y representa la longitud del segmento OP, donde O es el 
origen. A θ  lo conocemos como el ángulo polar o argumento de P y representa el ángulo 
entre la recta horizontal que pasa por O (llamada eje polar) y el radio vector. 
 
Una curva en coordenadas polares está dada  por la ecuación  

( )θfr =  
donde f es una función. 
Recordando que la relación en coordenadas polares establece: 

θcosrx =                                 θsenry =  
podemos escribir: 

( ) ( )
( ) ( )⎩

⎨
⎧

=
=

θθθ
θθθ

sen
cos

fy
fx

 

lo cual nos da las coordenadas paramétricas de la curva y consideramos a la gráfica de ella 
como la imagen de una función  

( ) ( ) ( )( )θθθθθα sen,cos ff= . 
De esta forma si queremos encontrar la ecuación de la recta tangente a la curva α  en el 
punto ( )0θα , entonces la ecuación buscada es 
 
Forma paramétrica          ( ) ( ) ( )( )00 ' θαθα tt +=l     con  ( ) 0' 0 ≠θα  el vector tangente 
 
Para la forma cartesiana es necesario encontrar la pendiente:  

( ) ( )
( )0

0
0 '

'
θ
θ

θ
x
y

m =       con    ( ) 0´ 0 ≠θx  

Como ( ) ( ) θθθ cosfx =  y  ( ) ( ) θθθ sen fy =   entonces 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) θθθθθ

θθθθθ
cossen ''
sen cos''

ffy
ffx

+=
−=

 

de donde: 

así, si 0cos ≠θ                

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

'  sen cos
,

' cos  sen

'  sen cos
cos .

' cos  sen
cos

f f
m

f f

f f

m
f f

θ θ θ θ
θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ
θθ

θ θ θ θ
θ

+
=

−

+

=
−
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Por lo tanto                    ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )θθθ

θθθθ
tan'

tan'
ff

ffm
−

+
= ......................................................(1) 

 
Lo anterior permite que la ecuación cartesiana se escriba  
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )00

000

000
00 cos 

tan'
tan'

sen θθ
θθθ
θθθ

θθ fx
ff

ff
fy −

−
+

=− ......................................(2) 

Otra manera de determinar la pendiente ( )m θ  es usando el ángulo que forman el radio 

vector y la tangente. [ ]5  
 
Sea  ( )θfr =  la ecuación de una curva en coordenadas polares; si ψ  es el ángulo que 
forman el radio vector OP y la recta tangente a la curva en P , entonces demostraremos que  

                                            
'

tan
r
r

=ψ   siendo  
θd

drr =' ...................................................(3) 

Demostración. 
  
Consideremos un punto ( )θθ ∆+∆+ ,rrQ  cercano a P. Tracemos PR perpendicular a 
OQ(ver la figura 31). 
 

 
Figura 31 

 
 

Entonces           

θ
θ
θ

∆=
∆=
∆=∠
∆+=

cos
sen

rOR
rPR

POQ
rrOQ

, 

 
lo  cual implica que: 
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( )tan

sen .
cos

PRPQR
OQ OR

r
r r r

θ
θ

∠ =
−

∆
=

+ ∆ − ∆

 

Si ahora θ∆  tiende a cero, entonces, el ángulo PQR tenderá a ψ  como límite, por lo que 
 

( )

0

0

0 2

sentan lim
cos

senlim
1 cos

senlim ,
2  sen

2

r
r r r

r
r r

r

r r

θ

θ

θ

θψ
θ

θ
θ
θ
θ

∆ →

∆ →

∆ →

∆
=

+ ∆ − ∆
∆

=
− ∆ + ∆

∆
=

∆ + ∆

 

dividiendo numerador y denominador entre θ∆  

θθ

θ
θ

θ
θ

θ

∆
∆

+
∆

∆

⋅
∆

∆
∆

=
→∆

rr

r

2

2
sen

2
sen

sen

lim
0

 

recordando que 1senlim
0

=
→ x

x
x

 y    
θθθ d

drr
=

∆
∆

→∆ 0
lim  se tiene 

                                

.
'

tan
r
r

=ψ  

 
Ahora, consideremos a τ como el ángulo de inclinación de la recta tangente a la curva en el 
punto P. Entonces, puesto que θ ψ π τ π+ + − = , para el triángulo OPT, tenemos que 
 
      τ θ ψ= +   , de donde: 
 

( ) tan tantan tan .
1 tan tan

θ ψτ θ ψ
θ ψ
+

= + =
−

...........................................................................(4) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 50

Ejemplo. 

Halla la pendiente de la recta tangente a la  cardioide ( )θcos1−= ar  en πθ
3
2

= . 

 
Solución: 
 
Primero calculemos: 

                                        ( )
2

tan

2
cos

2
sen2

2
sen2

sen
cos1

'
tan

2

θ
θθ

θ

θ
θψ ==

−
==

a

a

a
a

r
r  

esto implica que  
2
θψ =   y  usando la fórmula (4) 

( ) ( )tan tan
tan tan

1 tan tan

tan tan
2

1 tan tan
2

2tan tan
3 2

21 tan tan
3 2

0.

m θ τ θ ψ
θ ψ
θ ψ

θθ

θθ

π θ

π θ

= = +

+
=

+

+
=

+

+
=

+

=

 

 
Y

X

-2

-1

1

-2 -1 1

θ = π
3

2

 
Figura 32 

 
 
 
 
Ecuación de la recta en coordenadas polares. 
 
Si la recta pasa por el origen su ecuación es  

 
k=θ  con k constante 
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Si la recta no pasa por el origen, tracemos desde el polo una perpendicular ON a la recta y 
sea ( )ω,pN , p positivo  y πω 20 <≤  

 
Figura 33 

 
 
Consideremos ( )θ,rP  un punto cualquiera de la recta, entonces del triángulo ONP 
rectángulo, es de donde tenemos la ecuación en coordenadas polares 

( ) pr =−ωθcos . 
 

• Si la recta es perpendicular al eje polar y está a p unidades del polo, su ecuación es 
 

pr =θcos     ya que 0=ω . 
 

• Si la recta es paralela al eje polar y está a p unidades de él, su ecuación es 
 

pr =θsen      ya que 
2
πω = . 

 
 
Ecuación de la circunferencia en coordenadas polares. 
 
Sea ( )α,cC  el centro de la circunferencia en coordenadas polares y ( )θ,rP  un punto 
cualquiera de la circunferencia con radio a. 
Tracemos el radio PC y los radios vectores de P y C , formando así el triángulo OPC 
 

c

 
Figura 34 

 
 
Usando la ley de los cosenos tenemos la ecuación de la circunferencia 
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( )αθ −−+= cos2222 crcra  , es decir, ( ) 222 cos2 accrr =+−− αθ  

 
• Si su centro está en el polo, la ecuación es  ar = ,  ya que  0=c . 

 
• Si la circunferencia pasa por el polo y su centro está sobre el eje polar, su ecuación 

es 
 

θcos2ar =  ya que ac =  y 0=α  
 

• Si la circunferencia pasa por el polo y su centro está sobre el eje a 
2
π , su ecuación 

es 

θsen2ar =  ya que ac =  y  
2
πα = . 

 
 
 
Para la ecuación de las cónicas en coordenadas polares usaremos una definición geométrica 
de cónica. 

.
.

l

P

F

 
Figura 35 

                   
 

Dada una recta fija l   y un punto fijo F que no esté contenido en esa recta, se llama cónica 
al lugar geométrico de un punto P  que se mueve en el plano de l y F de tal manera que la 
razón de su distancia de F a su distancia de l es siempre igual a una constante positiva 
denotada por e. 
La recta fija se llama directriz, el punto fijo foco, y la constante positiva excentricidad de la 
cónica. 
Entonces el punto P debe satisfacer la condición geométrica. 

                                        e
PA
PF

=  

El lugar geométrico que describe el punto P es: 
a) Una elipse si 10 << e  
b) Una parábola si  1=e  
c) Una hipérbola si  1>e  
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Usaremos la anterior definición, primero para el caso de : 
 
Cónicas horizontales. 
 
La ecuación polar de esta cónica puede ser obtenida de manera sencilla, si consideramos a 
uno de sus focos como el polo y el eje focal coincide con el eje polar. Sea l  la directriz del 
foco O y sea D el punto de intersección con el eje polar. 
 

X
.

O

l

.

.

.

.

D B

C
P ( , )r θ

 
Figura 36 

Sea pOD =  una constante positiva, y ( )θ,rP  un punto cualquiera de la cónica. Tracemos 
desde P las perpendiculares PB y PC al eje polar y directriz respectivamente. 
 
Si usamos la definición geométrica anterior, P debe cumplir 
 

                                        e
PC
PO

=     .....................................................................................(5) 

Pero rPO =     y 
 

θcos       
       

rp
OBDO

DBPC

+=
+=

=
 

Sustituyendo en (5) 
 

                                       

( )

   
cos

                  cos
   cos

 1 cos

                  .
1 cos

r e
p r

r ep er
r er ep

r e ep
epr
e

θ
θ

θ
θ

θ

=
+

= +
− =

− =

=
−

  

la ecuación anterior se ha deducido suponiendo que la directriz se encuentra a la izquierda 
del polo y en el caso de encontrarse a la derecha se puede demostrar que la ecuación queda 
así: 

                                                          
θcos1 e

epr
+

= . 
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Cónicas verticales. 
 
De manera semejante si la cónica es de tipo vertical y la directriz es paralela al eje polar y 
se encuentra a p unidades de él, podemos demostrar que la ecuación es 
 

                                                         
θsen1 e

epr
±

= . 

tomando el signo positivo o el negativo en caso de que la directriz se encuentre arriba o 
abajo del eje polar. 
 
 
Ejemplo. 

Identificar la cónica cuya ecuación polar es    
θcos2

4
+

=r . Hallar las coordenadas polares 

de los vértices, y del centro en caso de que existan. 
 
Solución: 

Tratemos de llevar la ecuación a la forma
θcos1

    
e
epr

+
=  dividiendo numerador y 

denominador del segundo miembro entre dos. 
 

θcos1
2

2
1+

=r  

 

comparando la última expresión con la ecuación polar de las cónicas, se tiene que la 
2
1

=e  

por lo que se trata de una elipse horizontal . 
 
De la ecuación dada tenemos que si:    

( ) 4
12

4
3
4

12
40

=
−+

==

=
+

==

r

r

πθ

θ
 

por lo que los vértices son  ( )0,3
4V  y  ( )π,4'V  . Como el centro está sobre el eje polar y es 

el punto medio del segmento que une  estos vértices, sus coordenadas son  ( )π,3
4C . Ver la 

figura 37. 
 
Volviendo a las rectas tangentes, podemos utilizar la elipse anterior para el siguiente.. 
 
Ejemplo 
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Encuentra la ecuación de la recta tangente a la curva  
θcos2

4
+

=r en el punto  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
,

5
8 πP . 

 
Solución. 
 
Veamos si P se encuentra sobre la curva. 

Si  
3
πθ =  y lo sustituimos en la ecuación de la curva , tenemos 

5
8

2
12

4

3
cos2

4
=

+
=

+
=

π
r  

lo anterior implica que P pertenece a la curva. 
 
Ahora encontraremos la pendiente usando el ángulo entre el radio vector y la recta 
tangente, para lo cual usaremos la ecuación (3).                   

                                              

( )2

tan
'

4
2 cos
4sen

2 cos
2 cos .

sen

r
r

ψ

θ
θ
θ
θ

θ

=

+=

+

+
=

 

sustituyendo 
3
πθ = : 

                                              
3

35

2
3
2
12

tan =
+

=ψ . 

 
 
Ahora podemos encontrar la pendiente de la recta tangente. Sea τ  el ángulo de inclinación 
de la recta tangente, entonces usando la expresión (4) 
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( )

( )

tan tantan tan
1 tan tan

5 3 3
3
5 31 3

3

5 3 3 3
3

1 5
2 3 .

3

ψ θτ ψ θ
ψ θ
+

= + =
−

+
=

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

+

=
−

= −

 

Así la pendiente ( ) 2 3
3

m θ = −  y el punto de tangencia en coordenadas cartesianas es  

 

1

1

8 1 4cos
5 2 5

8 3 4 3 sen .
5 2 5

x r

y r

θ

θ

⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
Por lo que la ecuación cartesiana de la recta tangente es  
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=−

5
4

3
32

5
34 xy   la cual simplificada queda como 0432 =−+ yx . Ver la figura 

37. 
Y

X

θ = π3

-4

-2

2

-4 -2 2 4

 
Figura 37 

 
 
 
Recordemos que si  

θ
θ

sen 
cos

ry
rx

=
=

 

 
entonces la elipse puede verse como la gráfica de la función: 
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( ) 4cos 4 sen,
2 cos 2 cos

θ θα θ
θ θ

⎛ ⎞= ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
 

y en ese caso, para encontrar la ecuación de la recta tangente, podemos usar la fórmula (1) 
para la pendiente, es decir: 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
' tan

.
' tan

f f
m

f f
θ θ θ

θ
θ θ θ

+
=

−
 

 
Donde 

( ) ( ) 2)cos2(
sen 4'

cos2
4

θ
θθ

θ
θ

+
=⇒

+
= ff  

y como  
3
πθ =  

25
38

2
12

2
34

3
' 2 =

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛πf          y       

5
8

3
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛πf  

de esta forma  

( )

( ) 3
32

3
2

332
64

25
34038

5
8

25
24

3
5
8

25
38

5
83

25
38

−=−=−=
−

+
=

−

+
=m  

resultado que coincide con el obtenido mediante la fórmula (4). 
 
Recordaremos las gráficas de algunas curvas en coordenadas polares, y obtendremos la 
ecuación de la recta tangente en un punto de la curva. 
 
 
Lemniscatas. [ ]9  
 
Las lemniscatas son curvas que tienen forma de aspa de hélice, tienen su centro en el origen 
y ecuación de alguna de las formas siguientes: 

θθ

θθ

sen2 sen2 
2cos2cos

2222

2222

arar
arar

−==

−==
 

 
 
 
Por ejemplo la gráfica de 

θ2cos92 =r  
es: 
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-2

-1

1

-3 -2 -1 1 2 3

Y

X
.π(3, )P

 
 

Figura 38 
 
 
Ejemplo. 
 
Encuentra la ecuación cartesiana de la recta tangente a la lemniscata θ2cos92 =r  en el 
punto ( )π,3P . 
 
Solución. 
 
Empezaremos usando la fórmula (3), para lo cual necesitamos derivación implícita. 
Si  θ2cos92 =r  derivando se tiene 

rd
dr

d
drr

θ
θ

θ
θ

sen2 9r'

sen2 182

−==

−=
 

entonces 

θ
θ
θ
θ

θ

ψ

ctg2
sen2 9

2cos9
sen2 9

r
sen2 9

'
tan

2

−=

−=

−=

−
=

=

r

r
r
r

 

de esta forma, si usamos la fórmula (4) 
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( )

θθ
θθτ

θψ
θψθψτ

 tanctg21
tanctg2tan

tantan1
tantantantan

+
+−

=

−
+

=+=
 

 
y como πθ =  
 

π
ππ
ππτ

ctg2
 tanctg21
tanctg2-tan

−=
+

+
=

 

 
lo anterior significa que la pendiente no está definida debido a que la πctg2  no está 
definida. Lo que nos lleva a  que la  recta tangente es vertical, y su ecuación cartesiana es:  

3−=x . Ver la figura 39. 
 
 

-2

-1

1

-3 -2 -1 1 2 3

Y

X
.π(3, )P

 
Figura 39 

 
Caracoles. [ ]9  
 
Los caracoles son curvas que como su nombre lo indica tienen forma de caracol, éstas 
tienen ecuación de alguna de las formas siguientes: 

 
sen  sen
cos cos .

r a b r a b
r a b r a b

θ θ
θ θ

= + = −
= + = −

 

Graficaremos algunas de ellas. 
 
Ejemplo. 
 
Consideremos cos , 0r a b a bθ= − > . 
Si sustituimos θ  por θ−  

( )cos
cos

r a b
a b

θ
θ

= − −

= −
 

lo que implica que la curva es simétrica respecto al eje X. 
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Usaremos la gráfica de cosr b θ= −  en el plano rθ  para poder realizar la de cosr a b θ= −  
en el plano XY. 
 
La gráfica de cosr b θ= −  es: 

 

b

r

θ

b-

π 2ππ
2

π
2

3

 
Figura 40 

 
Ahora al trazar la gráfica de cosr a b θ= −  tendremos tres casos: 
 

 
Si ba = , la grafica de cosr a b θ= −  quedaría así: 

b

b

r

θ

2

π 2ππ
2

π
2

3  
Figura 41 

 

Como observamos en la figura 41, cuando 0
2
πθ≤ ≤ , r crece de 0r =  a r b=  y dicho 

comportamiento está representado en el primer cuadrante del plano XY de la gráfica  de la 
figura 42. 
 

Para 
2
π θ π≤ ≤    r  continúa creciendo de r b=  hasta 2r b= , y dicho comportamiento está 

representado en el segundo cuadrante del plano XY de la gráfica de la figura 42. 
 
La simetría de la curva nos permite completar la gráfica. 

 
 
 

X

Y

 
Figura 42 
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Por su forma a estos caracoles se les da el nombre de cardioides. 
 
 
Si ba < , la gráfica de cosr a b θ= −  en el plano rθ  queda así: 
 

r

θ

π 2ππ
2

π
2

3

b

a

a

b+

 
Figura 43 

 

Consideremos 0θ  el punto donde la curva cosr a b θ= −  corta al eje θ  antes de 
2
π .  

Como observamos en la figura 43, cuando 00 θ θ≤ ≤ , r crece pero asume valores 
negativos, por lo que el comportamiento que describe la curva está ubicado en el tercer 
cuadrante del plano XY de la gráfica de la figura 44 en lo que corresponde a la mitad bajo el 
eje X  del rizo de la curva. 
 

Cuando 0 2
πθ θ≤ ≤ , r sigue creciendo hasta llegar a r a=  describiendo la parte de la 

gráfica de la figura 44 ubicada en el primer cuadrante. 
 

Si  
2
π θ π≤ ≤    r crece en el intervalo a r a b≤ ≤ +  describiendo la parte de la gráfica de la 

figura 44 correspondiente al segundo cuadrante. 
 
Recordemos la simetría y entonces tendremos la gráfica completa. 
 

X

Y

. 
Figura 44 
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Si ba >  la gráfica de cosr a b θ= −  queda así: 
 

r

θ

π 2ππ
2

π
2

3

a

a b+

a b

 
Figura 45 

 

Como observamos en la figura 45, cuando 0
2
πθ≤ ≤ ,  r crece del valor r a b= −  hasta 

r a=  describiendo la parte de la gráfica en el primer cuadrante de la figura 46. 
 

Si 
2
π θ π≤ ≤ ,  r sigue creciendo desde r a=  hasta r a b= +  describiendo la gráfica para el 

segundo cuadrante de la figura 46, y por la simetría la gráfica estaría completa. 
 

X

Y

 
 

Figura 46 
 
Resumiendo. 
 
Si a b= , [ ]0, 2r b∈  y la gráfica corta a los ejes en el origen y en 2r b= . 
Si a b<  existen intervalos en el eje θ  donde r es negativa por lo que la gráfica describe un 
rizo. 
Si  a b> , r toma valores positivos pero no nulos, por lo que la gráfica no corta en el origen 
y corta en r a b= −  y r a b= + . 
 
 
Ejemplos. 
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1.-Encuentra la ecuación paramétrica de la recta tangente a la curva θcos1+=r  en el 

punto ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
4

3,
2

22 πP . 

 
Solución: 

Primero observemos que P pertenece a la curva, ya que al sustituir 
4

3πθ =  tenemos 

 
31 cos
4
21

2

2 2 .
2

r

r

r

π
= +

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

−
=

 

Ahora escribamos la función  
 

( ) ( )
( ) ( )2

cos . sen

cos cos ,sen sen cos

r rα θ θ θ

α θ θ θ θ θ θ

=

= + +
 

 
y encontremos al vector tangente  
 

( ) ( )θθθθθθθα 22 sencoscos,sen2cossen' −+−−=  
 
La ecuación de la recta tangente a la curva  en su forma paramétrica es: 
 

( ) ( ) ( )00 ' θαθα tt +=l  
 
 

con  

( )

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
=

2
2,

2
22'

2
12,

2
21

0

0

θα

θα

 

así 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
=

2
2,

2
22

2
12,

2
21 ttl  

es la ecuación de la recta tangente. 
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Y

X

-1

1

-1 1 2

.2 4
2- 2√ , 3π( )P

.

 
Figura 47 

 
 
 
 

2.- Halla la ecuación cartesiana de la  recta tangente a la curva θsen 21−=r  en 
4

7πθ = . 

Solución. 
Considerando θcosrx =  y θsen ry = , el punto donde la recta tangente corta a la curva es 

( )

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=

1
2
2

2
221

1
2
2

2
221

21
2
221

1

1

y

x

r

 

Usaremos las fórmulas (3) y (4). 
 

θθ

θ
θψ

tansec
2
1

cos2
sen 21

'
tan

+−=

−
−

==
r
r

 

si sustituimos el valor de 
4

7πθ =  en la anterior expresión, se tendría: 

( ) ( ) −=−+−= 12
2
1tanψ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+1

2
2  

usando ahora la fórmula (4), tenemos: 

( )
7tan tan
4tan 71 tan tan

4
21 1 4 22 2 2 1

2 21 1
2

mθ

π ψ
ψ θ π ψ

+
= + =

− ⋅

− − − +
= = = +

− −
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por lo que la ecuación de la recta tangente es  

( )

( )

2 21 2 2 1 1
2 2

2 21 2 2 2 2 2 1
2 2

2 2 1 4 3 2 0

y x

y x x

x y

⎛ ⎞
+ + = + − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

+ + = + − − − −

+ − − − =

. 

 
 
Ver la figura 48. 
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X

 
Figura 48 

Rosas. [ ]9  
 
Las rosas son curvas con forma de flor, las ecuaciones de éstas son de la forma: 
 

RaZnnar
nar

∈∈=
=

θ
θ

cos
sen  

 

 
Si n  es impar, la rosa tiene n  pétalos, si por el contrario, n  es par, tendrá n2  pétalos. 
 
 
 
Ejemplo. 
 
La  gráfica de 3cos3r θ=  es:                                                              
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Figura 49 

 
 
La gráfica de  3 sen 4r θ=  es:                                                                    

X

Y
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2

3

-3 -2 -1 1 32

 
Figura 50 

 
 
Ejemplo. 

Encuentra la ecuación de la recta tangente a la curva θcos32−=r   en el punto ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

9
4,1P . 

Solución: 
 

Observemos que P pertenece a la curva , ya que al sustituir πθ
9
4

=  en la ecuación de la 

curva, se tiene 
42cos3
9

42cos
3

12 1.
2

r

r

r

π

π

⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

= −

⎛ ⎞= − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Nuevamente usaremos las fórmulas (3) y (4) para encontrar la pendiente. 
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θ

θ
θ

ψ

3cot
3
1
sen3 6

3cos2
'

tan

−=

−
=

=
r
r

 

la cual para πθ
9
4

= , nos da como resultado 

1925.0
9
3

33
1

3
1

3
1

3
4cot

3
1tan

−≈−=−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−=

−= πψ
 

y la 6713.5
9
4tan ≈π  por lo que al usar la fórmula (4) tenemos: 

 

( )
( )

( )( )

4tan tan
9tan 41 tan tan

9
5.6713 0.1925

1 5.6713 0.1925
2.6192

mθ

π ψ
ψ θ

π ψ

+
= + =

−

−
≈

− −

≈

 

la coordenadas cartesianas del punto son aproximadamente 

9848.0
9
4sen 

3
4cos2sen 

1736.0
9
4cos

3
4cos2cos

≈−==

≈−==

ππθ

ππθ

ry

rx
 

por lo que la ecuación de la recta tangente es  
( )

.5301.06192.2
1736.06192.29848.0

+=
−=−

xy
xy

 

X

Y

-2

-1

1

-2 -1 1 2

.P (1, )π4
9

 
Figura 51 
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Espirales. [ ]9  
 
Las espirales son curvas que se enrollan alrededor del origen un número infinito de veces, 
de tal manera que r aumenta (o disminuye) a medida que θ  varía. 
 
Espiral de Arquímedes. 
 
Esta es una de las más conocidas y tiene por ecuación alguna de las formas siguientes: 
 

0,0
0,0

>≤=
>≥=

aar
aar

θθ
θθ

 

 
 
 
 

la gráfica de θar =  en el plano XY es:                                            0≥θ  
 

X

Y

 
Figura 52 

                                                                                                           0≤θ  

X

Y

 
Figura 53 

 
 
 
Ejemplo. 
Encuentra la ecuación paramétrica de la recta tangente a la espiral de Arquímedes θ6=r  

en el punto ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
,2 ππP . 

Solución: 
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Es fácil ver que el punto pertenece a  la espiral, así que omitiremos ese proceso, 
empezaremos por escribir a la función ( )θα cuya imagen es la gráfica de la espiral θ6=r . 
 

( ) ( ) ( ) ( )θθθθθθθαθθθθθα sen 6cos ,66cossen 6 'sen 6,cos6 ++−=⇒=  

 Ahora si sustituimos el valor de 
3
πθ = , el vector tangente a la curva en el punto P es: 

( )πππα +−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 33,33

3
 '  

al sustituir en ( )θα  tenemos 

( )πππα 3,
3

 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

así la ecuación buscada es: 
( ) ( ) ( )ππππα +−+= 33,33 3, tt . Ver la figura 54. 
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.P ( )2π π
3,

.

 
Figura 54 

 
 
 
 

Concoides de Nicómedes. [ ]9  
 
Nos referimos ahora a una familia de curvas que tienen por ecuación: 
 

0,sec >+= babar θ . 
 

Consideremos para la gráfica de esta curva su simetría respecto al eje X y dibujemos en el 
plano rθ  la gráfica de secr b θ= . 
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Figura 55 

Ahora al trazar la gráfica de secr a b θ= +  tendremos tres casos: 
 
Si a b= , la gráfica de secr a b θ= +  queda así: 

r

θ

π 2ππ
2

π
2

3

a b+

 
Figura 56 

 

Observemos que si 0
2
πθ< <  entonces [ ),r a b∈ + ∞ . Este comportamiento describe la 

parte de la gráfica derecha, ubicada en el primer cuadrante. Figura 57. 
 

Si 
2
π θ π< ≤  entonces ( ],0r∈ −∞  y se describe la parte izquierda de la gráfica del cuarto 

cuadrante. Figura 57. 
 

Si 3
2
ππ θ≤ ≤  entonces  r →−∞  por lo que la gráfica se ubica en el primer cuadrante 

(parte izquierda), ya que r toma valores negativos. 
 

Finalmente, cuando 3 2
2
π θ π< ≤  tenemos la parte derecha de la gráfica del cuarto 

cuadrante. 
La gráfica correspondiente en el plano XY, es: 

                            ba =  
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X

Y

 
Figura 57 

 
Para el caso de ba >  la gráfica de secr a b θ= +  queda así: 
 

r

θ

π 2ππ
2

π
2

3

a b+

a b

 
Figura 58 

Observemos que cuando 3
2 2
π πθ< <   r toma valores positivos y negativos, como sucedió 

en el caso de los caracoles, y esto produce que la gráfica describa un rizo. Vea la figura 59. 
 
 

                            ba >                                                                                                                            

X

Y

 
Figura 59 

 
Para el caso ba < , la gráfica de secr a b θ= +  queda así: 
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Figura 60 

 
y observamos que r nunca toma el valor de cero, por lo que la gráfica no toca el origen. Vea 
la figura 61 
 
 
                      ba <  

X

Y

 
Figura 61 

 
 
 
 
Ejemplo. 
Dibuja la gráfica de la curva θsec1+=r  y encuentra la ecuación cartesiana de la recta 
tangente a esta curva en ( )0,2P . 
 
Solución: 
Nuevamente  notemos que P pertenece a la concoide y procedamos a encontrar a la 
pendiente de la recta tangente mediante las fórmulas (3) y (4). 
 

θ
θ

θ
θ
θ

θ

θθ
θψ

tan
1cos

cos
sen
cos

1cos

tansec
sec1

'
tan

2

+
=

+

=
+

==
r
r . 

Recordemos que ψ  representa el ángulo entre el radio vector del punto y la recta tangente, 
y de acuerdo a la expresión anterior, ψtan  no está definida para 0θ = . Podemos concluir 
ayudándonos de la figura, que la recta tangente es vertical y su ecuación es: 
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.2=x  
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Figura 62 
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