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INTRODUCCION.

Este trabajo estd dedicado al estudio de la recta tangente a una curva en el plano, en un
punto dado.

A lo largo de todo el trabajo, presentamos los conceptos que iremos utilizando,
demostrando formalmente todos los resultados que posteriormente usaremos, tratando a su
vez, de no omitir pasos importantes, a fin de lograr una mejor comprension.

Deducimos la forma de la ecuacion de la recta tangente a una curva dada en coordenadas
cartesianas, paramétricas y polares.

Hemos puesto énfasis en la presentacion de ejemplos y hemos acompafiado cada uno de
ellos con la grafica correspondiente, con el fin de que el lector pueda verificar los
resultados obtenidos y entender adecuadamente cada problema.

El trabajo esta dividido en cuatro partes.

Iniciamos la primera parte, considerando curvas que son la grafica de una funcidn.
Analizamos conceptos basicos como el de la pendiente de la recta tangente a una curva,
relacionando éste con la derivada de la funcion en el punto. Mediante ejemplos, mostramos
que la definicion de recta tangente a una curva, como aquélla que la interseca en un solo
punto, no es conveniente. Asimismo usamos derivacion implicita para encontrar rectas
tangentes a curvas que no corresponden a la grafica de una funcion.

Usando los conceptos vistos en la primera parte, especificamente el método de derivacion
implicita, presentamos en la segunda varios ejemplos en los que encontramos la ecuacion
de la recta tangente a una conica dada. En el desarrollo de dichos ejemplos, observamos
que en todos ellos se sigue el mismo metodo, lo cual permite hacer la generalizacion para
encontrar la ecuacién de la recta tangente a una cénica a partir de la ecuaciéon general de
segundo grado. Dicha generalizacion se encuentra al final de esta seccion.

Dedicamos la tercera parte a encontrar las ecuaciones paramétricas, primero de curvas
simples, tales como rectas, circunferencias y conicas, posteriormente, de otras también
conocidas, como la cicloide, hipocicloide, epicicloide y la curva de Agnesi. De manera
general, utilizando las ecuaciones paramétricas de una curva en el plano, encontramos la
ecuacion cartesiana de la recta tangente en un punto de la curva, usando nociones

elementales de calculo de funciones definidas en R con valores en R2.

La Ultima parte estd dedicada a las curvas en coordenadas polares. Como en la seccion
anterior, encontramos la ecuaciones de rectas, circunferencias y conicas, ahora en
coordenadas polares. Asimismo mostramos curvas como caracoles, rosas, espirales,
lemniscatas y concoides. Desarrollamos el método para encontrar las ecuaciones cartesiana
y paramétrica de la recta tangente a una curva, considerando las ecuacion paramétrica de la
curva original.
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Todas la graficas aqui presentadas han sido generadas usando el programa Scientific Word

Place y exportadas al programa Corel Draw, en el cual fueron retocadas.

Este trabajo fue desarrollado dentro de uno de los Seminarios de Titulacion del
Departamento de Matematicas, organizados por el entonces coordinador de la carrera de
matematicas, el M. en C. Alejandro Bravo Mojica.



PARTE UNO . Definiciones

Cuando en un curso de geometria elemental trabajamos con la circunferencia y sus
elementos, escuchamos el nombre de recta tangente asociado a aquella recta que toca a la
circunferencia en un solo punto, posteriormente en un curso de geometria analitica se nos
presentan métodos para obtener su pendiente y luego su ecuacion.

Esta definicion, suficiente para la circunferencia, es inadecuada para las curvas planas en
general, por ejemplo en la figura 1, hemos dibujado una recta que pasa por el punto P y s6lo
tiene ese punto en comun con ella, en la figura 2, la recta corta a la curva también en otros
puntos, pero ninguna satisface la descripcién de la tangente como la vemos en la
circunferencia.

; VY

Y 4 Y 4

b

v

> v

Figural Figura 2

Nuestro objetivo es lograr una definicion precisa de lo que es una recta tangente, para ello
consideremos una funcion f(x) y un punto P(x,, f(x,)); deseamos calcular la pendiente
m de la tangente a la grafica de f en el punto P. La dificultad es que s6lo conocemos un
punto mientras que necesitamos dos puntos para calcular la pendiente de una recta. La
observacion clave es que si escogemos un punto Q(xl, f(x1 )) cercano al punto P, entonces
la pendiente M de la recta que pasa por P y Q seré un valor préximoa m .

En la figura 3 a la recta que pasa por Py Q la llamaremos secante. Consideremos que P es
un punto fijo mientras que Q se “mueve a lo largo de la curva” hacia P. En realidad cuando
decimos que “Q se mueve a lo largo de la curva” lo que hacemos es considerar puntos que
pertenecen a la curva y que cada vez estdn a menor distancia de P. Entonces, a medida que
Q se aproxima a P, la secante obtenida tiende a una posicion limite representada por la

recta PT que se define como la tangente a la curva f enel punto P . [1],[5]

“ Durante el trabajo apareceran los n(imeros que sefialan la bibliografia utilizada.



Figura 3

Denotemos con M a la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos P(x,, f(X,))

y Q. F(x,) -

M — f(xl)_ f(XO) X]_ ;txo
X3 = Xo

ysea h=x—X, ,entonces x, =X,+h ,dedonde

_ f(X0+h)—f(X0)
- h

M

El punto Q estard proximo a P si \h\ es pequefio por lo que la pendiente buscada es

m = lim
h—0

f(Xo +h)_ f(Xo)
h



Definicién.

La pendiente de la recta tangente a la grafica de la funciéon f en (xo, f (xo)) es:

fim f(x, +h)— f(x,)

lim siempre y cuando exista este limite, en cuyo caso lo denotamos
.

como f'(x,)

La recta tangente a la grafica de f(x) en el punto P(x,, f(x,)) es la recta que pasa
por este punto y tiene pendiente f'(xo) y su ecuacion puede obtenerse usando la forma
punto —pendiente de la ecuacion de una recta , es decir :

Y= F (%)= F'(X)(X=Xg) oo, (1)

Daremos algunos ejemplos que muestren como obtener la ecuacion de la recta tangente a la
grafica de una funcion en un punto dado.

Ejemplos.

1.-Encuentra la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcién f(x)=x? en el
punto P(2, f(2)).

Solucion:

Primero encontraremos la pendiente de la recta tangente :

. A4+4h+h*-4
m—
h—0

. 4h+h?
=lim

h—0 h
=lim(4+h)

h—0
=4,




Para obtener la ecuacion de la recta tangente sustituiremos el punto y la pendiente en la
ecuacion (1)

y=1(%)="1(%) (x-x)
y—4=4 (x-2)
y—4=4x-8
4x-y—-4=0.

La recta anterior tiene una pendiente de valor 4 y corta a la curva en (2, f(2)), siendo éste
el unico punto en donde la gréafica de la funcion y la recta, se tocan.

YA
8
6
4 (2,4)
2

4 -2 2 4X
2

Figura 4

2.- Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la curva f(x)=2x-1 en el
punto (3, f(3)).

Solucion:

. 6+2h-1-6+1
im

h—0

= Iimz—h: lim2=2.
h—-0 h h—0

La ecuacion de la recta tangente es:



y—f(%)="1"(%) (x=x)
y—-5=2(x-3)
y-5=2Xx-6

y=2x-1.

Como se observa, la ecuacion de la recta tangente es la misma que la de la curva y por
tanto la corta en una infinidad de puntos.

YA
6
) (35
2
4 2 2 4 X
Z
Figura 5

Los ejemplos anteriores son una muestra clara de que la definicion de recta tangente como
la recta que “toca” a la curva en un solo punto, funciona para algunos casos, pero no la
podemos generalizar.

3.-Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién f(x)=2/x en el
origen.[1]

Solucion.

Como el limite no existe (es infinito), podriamos pensar que no hay recta tangente, pero si
observamos la grafica notaremos que la recta tangente debe ser vertical y como pasa por el
origen su ecuacion es x =0, es decir, la tangente es el eje y. La grafica se muestra en la
figura 6.



Y 4

ﬂ

Figura 6

La recta normal a la gréfica de una funcion f en el punto P(x,, f(x,)) se define como la
recta que pasa por Py que es perpendicular a la recta tangente. Se infiere que si f’(x0)¢ 0

1
(%)

entonces la pendiente de esta recta es —

4.-Encuentra las ecuaciones de la recta tangente y la recta normal a la grafica de la funcion
g(x)=+/x+1 enel punto P(0,1).

Solucion:

h—0 h Jh+1+41
(VA1) ()
h=0 h(ﬁ+l>

zlimM—ﬁ(M+\ﬁJ

=lim

h
h=0 h(\/m +1)

Por consiguiente la ecuacidn de la recta tangente es :



y-1= ;(x ~0) lacual se escribe en su forma general como x—2y+2=0
Y la ecuacion de la recta normal es:
y—1=-2(x—-0) que se escribe en su forma general como 2x+y—1=0. Ver lafigura 7.

YA

P(0,1)

-2 \2 4 6 X

Figura 7

v

Recordemos la expresion que representa a la pendiente de la recta secante a la grafica de
una funcion que pasa por los puntos P y Q, figura 3.

f(Xl)_ f(xo)

X, — X,

Observemos que la expresion la hemos visto aparecer al estudiar conceptos

como :

A)Velocidad media. Sea s(t) la funcion que describe el desplazamiento de una particula a
los t segundos, la velocidad media v, en el intervalo de tiempo [t,,t,] estd dado por la
siguiente expresion:

s(t,)-slt,)

m 1

tz _tl
y si aplicamos el limite cuando t, se aproxima a t; estaremos hablando de velocidad

instantanea, es decir,

Voo = lim——————=
inst tz_)tl t2 _ tl

este limite es la pendiente de la recta tangente a la grafica de s(t) en el punto(tl, s(tl))
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B) Tiempo de una reaccion quimica. Supongamos que una reaccion quimica se lleva a cabo
y que f(t) designa la cantidad de una sustancia presente t unidades de tiempo después de

que principia la reaccion. Entonces el cambio en la cantidad de la sustancia desde el tiempo
t; hasta el tiempo t; es :

f (tz)_ f (tl)
tz_tl

y si a la expresion anterior le aplicamos el limite cuando t, se aproxime a t; es decir,

(L)t ()

LYy t2 - tl

1

obtendremos la razon de cambio instantanea de la cantidad de sustancia en el tiempo t,.

En los ejemplos anteriores la primera expresion, que no lleva limite, se denomina razén de
cambio promedio en el intervalo [tl,tz] y se puede interpretar como la pendiente de la

recta secante PQ de la figura 3. Cuando el limite se presenta se llama razén instantanea de
cambio en t=t, y se interpreta como la pendiente de la recta tangente a la grafica de la

curva en el punto (t,, f (t,)).

La velocidad de una particula es la razén o tasa de cambio del desplazamiento con respecto
al tiempo, en Quimica el cambio en la cantidad de una sustancia es la razon o tasa de
cambio de la concentracion de algun reactivo con respecto al tiempo. En la fabricacion del
acero es importante la tasa de cambio del costo de produccién de x toneladas diarias de
acero con respecto a x (llamado costo marginal).En Biologia es valioso conocer la razén de
cambio de la poblacion de la colonia de bacterias con respecto al tiempo.

Una de las razones principales para la invencion del calculo fue la necesidad de estudiar el
comportamiento de los objetos en movimiento. El problema de obtener una definicion
satisfactoria de la velocidad o rapidez de un objeto en un instante dado nos llevo al

concepto de derivada. [10]

Todas las razones de cambio instantaneas se pueden interpretar como pendientes de rectas
tangentes. Dado que este tipo de limite se presenta con suma frecuencia, se le da un nombre
y notacion especiales.

Definicién.

La derivada de una funcion f en un nimero x,, representada por f'(x,), es
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f(x)=f(x
f'(%)= lim F)-f%)
=% X—=Xg
Si escribimos x = X, +h la anterior expresion se convierte en
. F(x+h)=f(x
f'(x)=lim (o +h)=T(x)
h—0 h
En caso de que el limite exista, se interpreta como la pendiente de la recta tangente a la
curva f(x) en el punto (x,, f(x,)), sin embargo, si consideramos la derivada en cada

punto x ( en el que ella exista ), obtenemos una funcion a la que llamamos la funcién
derivada de f, que denotamos por :

v i T(x+h)=f(x)
f(x)_llmT

h—0

La funcion f' se llama la derivada de f porque se ha “derivado” de f mediante la
operacion de limite . EI dominio de f' es el conjunto {x/ f'(x) existe} y esta contenido
en el dominio de f.

Ahora presentaremos ejemplos de la obtencién de la derivada de una funcién mediante la
definicion dada.

Ejemplos.

1.- Encuentra la derivada de f(x)=x®-3x+5 en el punto cuya abscisa es x=a,

usando la definicion.
Solucion:

¢ '(a):LiLT(] f(a+hr2— f(a)

(a+h) -3(a+h)+5-(a’~3a+5)

=lim
h—0 h
_lim a’+2ah+h’-3a-3h+5-a’+3a-5
 h0 h
. 2ah+h*-3h
=lim—M—
h—0
=lim(2a+h-3)

h—0

=2a-3.
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Es importante resaltar que la derivada es una funcion cuyo dominio estd contenido en el
dominio de la funcion f o es el mismo.

En el ejemplo 1, los dominios son iguales.

2.-Encuentra f'(a) para f(x)=

Solucion:

-
—_
Q
N—
Il
—
—_
QD
+
=
~
|
—
—_
QD
~

—lim——1
~n>o0a(a+h)
1
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3.-Halla f'(a) para f(x)=-/x
Solucion:

Jarh-a
h

(a)=tin

h—0

PRy Pl
h Ja+h++a

i (aR) —(a)
" h(ﬁ+\/a)

] a+h-a
=lim

"0 h(Jarh+va)

=lim

1
-0 JJa+h++/a

1
2Ja’

Observemos que en los ejemplos 1 y 2 la funcion derivada tiene el mismo dominio que la
funcion original, para el tercero, el dominio de f son valores mayores o iguales que cero y

el dominio de f' son valores estrictamente mayores que cero.

. . df (x

Otra notacion para la derivada de f es d()
X

Es necesario decir que las distintas partes de la expresion anterior carecen de significado si

se consideran por separado; las d no son nimeros, no pueden simplificarse, y la expresion

completa no es el cociente de otros dos nimeros "df (x)" y "dx". Esta notacion se debe a

Leibniz y aunque parece complicada, en casos concretos puede ser mas comoda; por
2

ejemplo, el simbolo o: designa la derivada de la funcién f(x)= x? con respecto ax.
X

Enunciaremos la derivada de expresiones que frecuentemente se utilizan, para formar un
pequefio formulario.
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%o
dx
g
dx
dx" o
™ nx
dkf(x)_kdf(x)
dx  dx
d[ f(x)+g(x)] _df(x) dg(x)
dx dx dx
d[(fdi)(X)]ded(xx)'g(X) dgdg(x) 0
f X 3
dﬁgj(x)}_dfd(x) g(x)—dgdg() f(x) .
& g°(x) con g(x)#
Demostraremos algunas de ellas. [11]
dx" :“m(X+h) -x"
dx -0 h
_“m(X+h_X)[(X+h)n_l+(X+h)n_2X+,,,+(x+h)x”‘2+xn‘1}
h—0 h

= Iim[(x+h)"7l +(x+ h)"f2 X+..(X+h)x"? + x”‘l}

n-1

=X XX XXX
=x""+x" +..+ X"+ X" observa que hay n-sumandos
— an—l

Para las siguientes demostraciones vamos a suponer que f y g son funciones derivables en
X y por lo tanto continuas en x

dkf (x) _ lim X (x+h)—kf (x)
dx h—0
[ f(x+h)-f(x)
‘mk{ h }
:kdf(x)

dx
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_\im f(x+h)-g(x)—f(x)-g(x+h)
h—0 h-g(x+h)-g(x)

_lim f(x+h)-g(x)—f(x)-g(x)+ f(x)-g(x)—f(x)-g(x+h)
h—o h-g(x+h)-g(x)

Como g es derivableen x entonces g es continua en x de donde

lim L = 1 entonces
-0 g(x+h)g(x) g?(x)

d(;](x)— L a0 12909

dc  g2(x) dx

dx dx
El objetivo de enunciar algunas formulas para derivar funciones, es simplemente lograr
procedimientos mas concretos ya que nuestra meta es enfocarnos en lo que son las rectas
tangentes, por lo que volveremos a ejemplos sencillos que nos permitan apreciar el
significado de la derivada y para esto es igualmente importante conocer ejemplos de

funciones que no sean derivables.[3]
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Consideremos a la funcion f(x)= X'y hallemos su derivada en x =0

YA
4 4
2 4
4 2 2 4 X
Figura 8
VVeamos que pasa con el
_j0+h/=[0 . |h
lim—— =Ilim—.
h—0 h h—0 h
Como
Ih| [+1si h>0
h |-1sih<0’
Al calcular los limites laterales se tiene lo siguiente:
b h
impslincy=-t oy fim = lin@=1

Puesto que los limites laterales son distintos, entonces el limite no existe y la funcion no es
derivable en cero.

Para esta funcion no se podria encontrar la ecuacion de la recta tangente a la curva en
x =0, pues la pendiente de dicha recta ( f (O)) no existe.

2 <
Para la funcion f(x) = {X X _00 surge un problema parecido en x =0 ya que
X X >
h2
f(h)-£(0) =h h<0

h
h D:1 h>0
h
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y por lo tanto
lim f(h);f(o) _ limh=0

h—0" h—0"

h—0* h h—0*
Entonces f (0) no existe y nuevamente no es posible obtener la ecuacion de la recta
tangente.

Iimm— liml=1.

En nuestro trabajo deseamos encontrar la ecuacion de la recta tangente a una curva que no
es la grafica de una funcion, por ejemplo una cénica, sin embargo, en estas ocasiones, casi
siempre tenemos la ecuacion que describe el lugar geométrico de estas relaciones en forma

implicita por lo que sera necesario explicar el método de derivacion implicita. [12]

Si y=f(x)=3x*+5x+1, entonces la ecuacion define explicitamente a la funcion f .
Pero no todas las funciones estan definidas explicitamente.

Por ejemplo, si tenemos la ecuacion
x® —2x=3y°% +y° —y?

no es facil despejar y en términos de x; no obstante, pueden existir una 0 mas
funciones f tales que y = f(x), sea solucion de la ecuacion anterior, es decir,

¢ —2x=3f%(x)+ f°(x)- f%(x)
en este caso la funcion f esta definida implicitamente.

Suponiendo que la ecuacion define a y como una funcién derivable, podemos encontrar la
derivada de y con respecto a x usando la regla de la cadena:

6x°—2=3(6) f°(x) f'(x)+5f*(x) f(x)-2f(x) f(x)
6x° —2=f'(x)[18F°(x)+5F*(x)-2f (x)]

, 6x°> -2
P s -2 (0
6x° —2

f'(x)=
() 18y° +5y* -2y
Obsérvese que al utilizar la diferenciacion implicita se ha obtenido una expresion que
comprende a las variables x,y.
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Ejemplos.
1.-Obtén la ecuacion de la recta tangente a la curva x* + y* =9 en el punto (1,2).

Solucion:

Derivando implicitamente

3x* +3y? _ 0
dx
dy__x
dx  y?’
: @ 1
Por lo tanto, en el punto (1,2) la pendiente de la recta tangente es m = —@ =
y la ecuacion de la recta tangente es:
1
-2=-"(x-1
y ;=)
4y —-8=-x+1
X+4y-9=0.
YA
4
X 1.2)
4 2 b x
-2
-4
Figura 9

2.-Dada 3x‘y® —7xy® =4 -8y encuentra 3){

Solucion:

Recordando que y es una funcion derivable de x, y aplicando las reglas para la derivada de
un producto, la derivada de una potencia, y la regla de la cadena se tiene:
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12x%y? + 3x* (Zyﬂj—7y3 —7x(3y2 ﬂ} = O—SQ
dx dx dx
ﬂ(Gx“y—leyz +8) =7y% -12x%y?

dx

dy  7y°-12x%y?

dx  6x'y—21xy?+8’

3.-Encuentra la (;Iy para la ecuacion i2+i2:l donde x,y #0.
X

Solucion:
dy
—2X _2y dx
o + y4 0
-2y dy 2x
y4 dX X4
1ody_ 1
y?odx o x
dy y°
dx x3

3.-Halla la ecuacion de la recta normal a lacurva x* +xy + y> —3y =10 en el punto (2,3).

Solucion:

Derivando implicitamente tenemos:

2x+xdy+y+2ydy—3d—y:0
dx dx dx
dy
X+2y—-3)=-2x—
o XH2Y ) y
g__ 2X+Yy
dx X+2y-3

Sustituyendo el punto (2,3) obtendremos la pendiente de la recta tangente, m, :

_29+3 7
2+23)-3 5

T:
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Como la pendiente de la recta normal es m = S =$ entonces la ecuacién de la normal
my
es:
5
-3=-(x-2
y 7( )
7y—21=5x-10
5x—-7y+11=0.
YA
6
4
(23)

~y

6 42 j4

Figura 10
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PARTE DOS. CONICAS. [4],[8]

Se conocen como secciones conicas aquellas curvas que pueden obtenerse al cortar un
cono de dos mantos con un plano, como se muestra en las figuras.

elipse parabola hipérbola

Las conicas generales son : elipse, parabola e hipéerbola .

La circunferencia es un caso particular de la elipse cuando el plano corta al cono
horizontalmente pero sin pasar por el vértice.

Este tipo de curvas representan nuestro mayor campo de interés, y usando la derivacién
implicita encontraremos la ecuacién de la recta tangente en un punto de la curva.

Debemos recordar que curvas como la circunferencia, la elipse, algunas parabolas e
hipérbolas, no son funciones, por lo que al buscar la derivabilidad usaremos s6lo una parte
de la curva.

Comenzaremos con el caso de la circunferencia .

Una recta es tangente a una circunferencia si toca a ésta en un s6lo punto, ademaés la recta
tangente tiene la propiedad de que es perpendicular al radio que une al centro del circulo
con el punto de tangencia. Esta propiedad es la que permite encontrar la ecuacion de la
recta tangente con herramienta de Geometria Analitica, pero usando Célculo el proceso se
simplifica de la siguiente forma:

Ejemplos

1.-Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia (x —3)° +(y —12)° =100
en el punto P(-5,6).

Solucion:

Derivando implicitamente

dy
2(x=3)+2(y-12)—==0
(x=3)+2(y ) o

dy ~3-x
dx y-12
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entonces m = o (-5) __4 y la ecuacion buscada es
6-12 3

y—6= —:(x + 5) la cual escrita en su forma general queda asi: 4x+3y+2=0.

En la gréfica de esta circunferencia la recta tangente estd tocando a la curva en la seccién
que corresponde a la funcion:

f(x) = —/100— (x—3)? +12,

es decir , graficamente:

A
v y=+v100-(z-3)° +12
ﬁ; ﬁ

Nt “y=- V100-(z-3)” +12

-10 -5 5 10 X

-5
Figura 11

4x+3y+2=0

2.-Consideremos la ecuacion x? +y® =16 de una circunferencia, y una funcion y = f(x)

derivable que la satisfaga. Encuentra la derivada gy de la funcién.

X

Solucion:

Supongamos que Yy = f(x) satisface la ecuacion, entonces podemos escribir
x? + f%(x)=16
para todo x en el dominio de f.

Derivando implicitamente

2x+2f (x)dfd—(xx)zo
dfd(xx):_fz‘x) f (x)20.

Observemos que para este caso, podemos despejar a y para obtener:

y=f(x)=+/16-x*> 'y y=f(x)=-/16-x>.
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De esta forma:

d-/16 — x? _ X d(—w/16—x2) X

_ y = con x=4.
dx 16 — x? dx 16 — x?

Afirmacioén: Todos los puntos de la recta tangente a la circunferencia, distintos del punto
de tangencia, se encuentran en una sola de las dos regiones determinadas por la
circunferencia, la exterior.

Demostracion.

Para demostrar lo anterior consideremos a P como el punto de tangencia y Q, un punto
distinto de P, que pertenezca a la recta tangente L.

L

Figura 12

Como sabemos, el segmento que une al centro de la circunferencia con P es perpendicular a
L, entonces el triangulo CPQ es rectangulo, esto implica que el segmento CP es un cateto y
el segmento CQ es la hipotenusa, por lo que

r=d(C,P)<d(C,Q) (distancia entre dos puntos)

Lo anterior significa que el punto Q es un punto exterior a la circunferencia, con lo que
queda demostrada la afirmacion.

3.-Halla la ecuacion de la recta normal a la circunferencia x* + y® =9en el punto (3,0).
Solucion.

Derivando implicitamente tenemos que

2X + ZyQ =0
dx
dy __x
dx y

Sustituyendo las coordenadas del punto, obtenemos la pendiente de la recta tangente, m, :
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3
mT :—6.

La pendiente de la recta tangente no estd definida ya que se trata de una recta vertical
(x :3) pero esto no impide que podamos encontrar la ecuacion de la normal, recta que

debe ser horizontal y pasar por el punto (3,0), por lo que su ecuacion serd y = 0.

(30

Figura 13

Los ejemplos anteriores nos muestran como encontrar la ecuacion de la recta tangente a
una circunferencia en un punto dado. Para las demas cénicas el proceso es muy parecido,
por lo que se daran sélo algunos ejemplos.

1.- Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la parabola y? —10y—8x+9=0 en el

3
unto ——,71.
punto [ -3.7]

Solucion:
Derivando
2yg - 1OQ -8=0
dx dx

dy 8

dx 2y-10
la pendiente m, de la recta tangente es:

my = 8 =2
2(7)-10

la ecuacién buscada es
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3
—7=2 X+—
’ ( 2)

y—-7=2Xx+3
2x—-y+10=0.

AY

15
. /
/5 5

-5
Figura 14

>V

2.-Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la elipse 4x° +y* —8x+8y+16=0 en el
punto P(2,~4).

Solucion.
Derivando

ax+2y Y g8 _g
dx dx
dy 8-8x _4-4x

dx 2y+8 y+4

sustituyendo las coordenadas de P, obtenemos la pendiente m, de la recta tangente:

. _4-4(2) 4-8
T 444 0

como vemos, la pendiente no esta definida, asi que la recta tangente a la elipse en el punto
P(2,~4) es la recta vertical x = 2.
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EiN
N
~t
NV

P(2,-4)

A
Figura 15

., ., X
3.-Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la hipérbola ?—yjzl en el punto

£

Solucion:
Derivando
2, 1.dy_
9 27 dx
dy _4x
dx 9y’
sustituyendo las coordenadas de P, obtenemos la pendiente m, de la recta tangente:
4(5
=409
o)
3
20_5
T 24 6
la ecuacidn de la recta tangente es
8 5
——=—(x-5
y-53=5(x-5)
6y—16=5(x—-5)
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Y a
4
P(s5,2)
2
-8 -2 2 4 6 )}
e
Figura 16

. - 6
4.-Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la conica xy =6 en el punto P(5, j

Solucion:
Se trata de una hipérbola con un angulo de rotacion de 45°.

Derivando
dy
X—=+y=0
dx y
dy__y
dx X
Sustituyendo las coordenadas de P, obtenemos la pendiente m, de la recta tangente:
6
z 6
m ——5_-_°
" 5 25

la ecuacion buscada es

y —(55 = —265(x ~5)  que simplificada queda 6x+25y-60=0.
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2 P(s,8)

'
A
'
j
'
N
'
N
N
N
[}
A 4

-4
Figura 17

Como podemos observar, el procedimiento en cada ejemplo es muy parecido, por lo que lo
vamos a generalizarlo para el caso de la parabola, la elipse y la hipérbola.

Sea Ax’+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F =0 la ecuacion general de segundo grado que
representa cualquiera de las conicas mencionadas en el parrafo anterior.

Queremos hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto P(x,, Y, ).

Derivando implicitamente:

2AX+ B[xﬂ+ yj+2Cyﬂ+ D+ EQ:O
dx dx dx

(Bx+2Cy + E)%z—ZAX—By—D
X

dy  2Ax+By+D

dx  Bx+2Cy+E’

Por lo que la pendiente m. de la recta tangente en el punto P(x,,y,) es

__2Ax,+By, +D
T Bx +2Cy,+E’

Asi la ecuacion de la recta tangente es

2Ax. + By, + D
Y=Y, =- ! % (_1)

Bx, +2Cy, + E

Apliquemos lo obtenido para el ejemplo 4.
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Como la ecuacion de la conica es xy =6 entonces A=C=D=E=0, B=1y F=-6,
ademas el punto a considerar es P(S,gj por lo que el valor de la pendiente de la recta

tangente es

1) __ 6
mT =" = —_-
15) 25
Y la ecuacion de la recta tangente es
y —g = —265(x —5) que simplificada queda 6x+25y—60=0, que coincide con el

resultado del ejemplo 4.
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PARTE TRES. ECUACIONES PARAMETRICAS. [4][5][6][8]

Una curva plana puede interpretarse como el recorrido seguido en el plano por un mévil
representado por un punto, esto implica que las coordenadas x y y de un punto de una

curva se pueden expresar como funciones de una tercera variable t, llamada parametro

en la forma
{x = f(t)

y=g(t)
Asi, cada valor de t da un valor de x y uno de y determinando un punto de la curva.

Las ecuaciones anteriores se llaman ecuaciones paramétricas de la curva. En ocasiones es
posible modificar las ecuaciones con el uso de identidades de manera que la expresion
resultante dependa sélo de las variables x y y , en ese caso obtenemos lo que llamamos la
ecuacion cartesiana o rectangular.

Ejemplo.

X = cost
y=rsent.

son ecuaciones paramétricas de una circunferencia con centro en el origen y
radio r.

En efecto, si el parametro t varia de 0 a 2, entonces el punto P(x,y) describe toda la
circunferencia con centro en el origen y radio r.

Si eliminamos t elevando al cuadrado ambas ecuaciones y sumando los resultados, tenemos

x> +y? =r?cos’t+r?sen’t
= rz(coszt+sen2t)

que es la ecuacion cartesiana de la circunferencia mencionada.

Hay varias maneras de describir una recta mediante ecuaciones paramétricas.

Si conocemos dos puntos de una recta R(x,,Y,) ¥ Q(x,,y,), entonces los puntos
P(t) = (x(t), y(t)) de la forma
P(t)=R+t(Q-R)



31

pertenecen a la recta para cualquier valor de t, y todo punto de ella puede describirse de esta
forma.
Si escribimos la abscisa y la ordenada de P, obtenemos las ecuaciones parametricas

{X(t) =X+ t(Xl - Xo)

y(t)=yo +t(y; — ¥o)

Estas ecuaciones reciben el nombre de sistema de ecuaciones paramétricas de la recta que
pasa por Ry Q.

Si 0 <t <1 laecuacion describe el segmento (@) Observemos que en particular si t =0,
entonces P =R . Tambiénsi t =1, entonces P =Q.
Los demas puntos de la recta corresponden a valores de ttalesque t <0y t>1.

Para el caso de una circunferencia de la forma (x—h)* + (y — k)’ = r?nos ayudaremos de la
identidad trigonométrica
cos’t+sen’t =1
para escribir
X—h=rcost

y—k =rsent’
por lo que la parametrizacion de la circunferencia es

x(t)=h+rcost
y(t)=k+rsent
con te(0,27].

En el caso de una parabola de la forma y = Ax* + Bx+C, como y = f(x) se sugiere la
siguiente parametrizacion

x(t)=t
{y(t): f (t)= At +Bt+C.

Observamos que para cualquier funcion y = f x)
{xﬁ):t
y(t)=f(t)
definen un sistema de ecuaciones paramétricas de la gréafica de f.
Para una parabola de la forma x = Ay® + By + C una parametrizacion es

{y@)zt

x(t) = At* + Bt +C.
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Para la elipse

2 2
(X_Zh) +(y—k) =1 usamos la misma identidad que usamos en la
a

b2

circunferencia y escribimos:

—-h

—— =cost
a

y__k =sent
b

para obtener la siguiente parametrizacion

x(t)=h+acost
y(t)=k+bsent.

Es similar para el caso de una elipse vertical.
Pero para la hipérbola la identidad a usar es sec’t—tan®t=1. Asi, si la ecuacion a

parametrizar es
(x=h) (y-k) 1

a’ b2
entonces escribimos

X —_

——— =sect
a
—k

Y=X _tant
b

lo cual, nos da la parametrizacion
x(t)=h+asect
y(t)=k+btant.

Es similar para una hipérbola vertical.

Tratando nuevamente el tema de las rectas tangentes, si consideramos el sistema
{x(t)= f(t)
y(t)=g(t)’
hemos dicho que para un valor de t ,(x, y) representa un punto de una curva C . Es muy Util
pensar en esa curva C como un conjunto de valores de una funcion c(t) que manda un

intervalo de nameros reales al plano, entonces la imagen de esa funcion corresponde a la
curva C que vemos en el papel, es decir, que la parametrizacion que representa el sistema
puede ser expresada como la funcién

c:[a,bJc R— RxR

e(t)= (x(1),y(1).
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De esta forma, si queremos encontrar la ecuacion de la recta tangente a la curva C en el
punto c(t, ), entonces estamos buscando la recta que pase por c(t,) en la direccién del

vector tangente c'(t, )= 0, es decir, la ecuacion paramétrica buscada es

L(t)=clty ) +tc'(t, )
con c'(t,)=(x'(t,) y'(t,)). Aqui estamos suponiendo que tanto x(t) como y(t) son
funciones derivables en t; y c'(t) # 0 (de otro modo no habria recta tangente).
Observemos que c(t) se puede ver como un punto en el plano 0 como un vector apoyado en
el origen. De la misma manerassi c'(t,) = (x'(t, ), y'(t, ) se tiene :

A) Si x'(t,)=0 entonces L(t) pasa por c(t,) en la direccion del eje y
B) Si x'(t,)# 0 entonces L(t) tiene

y'(t)
X(t)

pendiente m(t,)= y la ecuacion cartesiana de L es

Ejemplos.

1.-Halla las ecuaciones cartesianas de las rectas tangente y normal a la elipse

x(t) =acost
a,b>0
y(t)=bsent
en el punto donde t = % :
Solucion:
Siendo t el parametro, ax =-—asent y dy =bcost
dt dt
por lo que la pendiente es:
m(t): _ bcost
asent
= —Ectgt
a

. T . L, - . .
sustituyendo t = Zen las ecuaciones paramétricas de la elipse, sistema obtenemos como

punto de contacto:
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w="2a
2
2
Y1 = Tb
y la pendiente m; de la recta tangente es:
m; = —EctgZ
a 4
__b
" a
asi la pendiente m,, de la recta normal es:
m, =2
b

Por lo que las ecuaciones buscadas son

Recta tangente: y — fb = —b£x - fa) que simplificada es 2bx + 2ay —2-/2ab =0
a
Recta normal: y — fb = Z[x - fa) que simplificada es 2ax — 2by + ﬁ(b2 —a? ): 0.

2.- Una curva C en el plano pasa por el punto (3,6) cuando t =0 y su vector tangente es
¢'(0)=(1,~1). Halla la ecuacion de la recta tangente en su forma paramétrica.

Solucion:
L(t)=(3,6)+t(1,-1)
=(3+1,6-1)
(x(t). y(t)=(3+1.6-1)

X(t)=3+t

y(t)=6-t
3.-Halla las ecuaciones cartesianas de la rectas tangente y normal a la parabola

(t
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Sustituyendo t=1 en el sistema, obtenemos como punto de contacto (1,3) y como
pendientes de las rectas tangente y normal respectivamente:

m =1y my=-1
Ecuacién de la recta tangente: y—3=1(x —1) que simplificadaes x-y+2=0
Ecuacion de larectanormal: y-3= —l(x —1) que simplificadaes x+y—-4=0.

101&Y
K

Figura 18

4.- Halla los puntos de contacto de las tangentes horizontales y verticales a la cardioide,
dada por las ecuaciones:

X = acost—EaCOSZt—Ea
2 2

y =asent —;asen 2t

My

Figura 19

Solucion.

Como X'(t)=—asent +asen 2t, entonces
y'(t)=acost —acos2t
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se tiene que la pendiente m, de la recta tangente es:
acost —acos2t
m, (1)

—asent+asen 2t
Para las rectas tangentes horizontales, buscamos que m; =0, es decir,

acost—acos2t=0
acost —a(2cos? t—1)=0
2acos’t—acost—a=0
a(Zcoszt—cost—l):O

y como sabemos que a = 0 la ecuacion a resolver es:
2cos’t—cost—1=0

resolviendo se tiene que

1+ 1-4(2)(-1)

cost =
2(2)
es decir,
cost = 1=3
de donde B ’
cost=1=1t=0
0 bien,
2 4
cost=——=t=—rw,—rm,
2 3 3
por lo que las puntos donde las tangentes son horizontales son:
2 4
t=0,—7,—7x.
3 3

Sustituyendo t = 0 en el sistema (1) tenemos:

x:aCOSO—lacosO—la:O
2 2

y =asen O—%asen 0=0,

asi, el punto de contacto es 0(0,0)

Sustituyendo t = §7Z' en (1) se tiene:
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2 1 4 1 1 1 1 3
X=acosS—r7——-acos—7——a=——a+-a——a=——a
3 2 3 2 2 4 2 4
yzasengfr—lasenﬂ £a+ﬁa—ﬁa
3 2 3 2 4 4
por lo que el punto de contacto es P(—ja 3f J
Sustituyendo t = :72’ en (1) se obtiene Q(—ja,—gf aj.

Para las tangentes verticales utilizaremos la pendiente reciproca e inversa, ya que hablamos
de rectas perpendiculares.
—asent+asen 2t

acost —acos2t

lo anterior implica
—asent+asen2t=0

—asent +2asentcost =0

sent(-a+2acost)=0

es decir,sent =0 o cost :; de donde t =0,7§,7Z',27Z'

Sustituyendo cada uno de estos valores excepto el cero, ya que antes fue analizado, en el
sistema de ecuaciones paramétricas se tiene:

R(— 2a,0) , S(i a,—fa} y T(i a,fa} como puntos de contacto de rectas tangentes

verticales.

El valor comun t =0 representa un punto de la curva donde x'(t): 0y y(t)=0, porlo
que (x'(t),y'(t))=(0,0) y no existe la recta tangente.

Para t =% y t= 275 la recta tangente vertical es la misma.
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Q
Figura 20

Cicloide. [6]

Si un circulo rueda sin resbalar, sobre una recta fija, la curva descrita por un punto de la
circunferencia se llama cicloide.

Sea a el radio del circulo rodante y C su centro, P el punto que traza la curvay M el punto
de contacto con la recta fija OX, (observemos que el segmento CM es perpendicular a la
recta OX) que se llama base (P y M son puntos de la circunferencia). Considera también a N
como la abscisa del punto P.

c
A a

M X
Figura 21

Si el arco PM es igual en longitud a OM, entonces, si el circulo se hace rodar hacia la
izquierda P tocara en O.

Designando el angulo PCM por @ y recordando que 6 = 3 donde s es el arco del
r

circulo, y r es el radio del mismo, tenemos

G:M: arcoPM =aé@

a
y como el arco PM es igual en longitud a OM tenemos
OM =aéd
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Si trazamos una perpendicular PA a CM entonces para el tridngulo rectdngulo PCA se tiene

senezﬁzw: NM = asend
a a

cosezﬁz AC =acosd
a

asi las ecuaciones paramétricas de la cicloide son

x=0ON =OM —NM = ad —asend = a(d —send)
y=NP=MC-AC =a-acosé = a(l-cosé)

X
Figura 22

5.-Dadas las ecuaciones paramétricas de la cicloide

x=a(f-sen 6)

y=a(l-cosd),
halla las ecuaciones cartesianas de las rectas tangente y normal en el punto P(xl, yl) donde
0 =06,
Solucién.
Siendo @ el parametro, se tiene:

ax_ a(l-cosd)

do

ﬂ =asend,

do
por lo que:

m(6) = asené send

~all—cosd) 1-cosé

Cuando € =6, :
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x, =a(6,—send,)
y, =a(l-cosd,) ’

entonces las pendientes de las rectas tangente y normal son:

__Sené_ 6, #2n neZ

~1-c0s6,
_cosf -1

" seng,

Asi las ecuaciones buscadas son:

Recta tangente: y—a(l—cosé,)= m(x —a(6, —send,))
- 1

cosé, -1
)=S0 L

end, x —a(6, —send,)).

Recta normal: y —a(l—cosé,

6.-Encuentra la ecuacion cartesiana de la recta tangente a la cicloide cuyas ecuaciones son

{x(t): 2t — 2sent - :%

y(t)=2-2cost

Nota: Si t:% es sustituido en el sistema anterior, entonces el punto de contacto entre la

recta tangente y la curva es P(Z; ~/3 ,1).

Solucion:

Sustituyendo en la ecuacion de la recta tangente encontrada en la seccion anterior, el valor

de t= % , tenemos

sen”
y—(Z—Zcos”j: 8 x—(Z[”j—Zsen”]
3 1-cos 3 3
3

y—1=ﬁ(x—2;+ 3)

que simplificada se escribe 3-/3x—3y +12—27+/3 = 0. Ver la figura 23.
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g4y

6
/—\:\
-8-6-4-/2/{ 2 4 6 8 X

4

Figura 23

Epicicloide e Hipocicloide. [6]

Una epicicloide es el lugar geométrico descrito por un punto fijo cualquiera de una
circunferencia que rueda exteriormente, sin resbalar, sobre una circunferencia fija.

Sea P(x, y) un punto del lugar geométrico; a y b los radios de las circunferencias fija y

rodante respectivamente y C el centro de la circunferencia rodante. Tomaremos como
pardmetro @ al angulo que forma la linea de los centros con el eje x positivo. Sea B el
punto de tangencia de las dos circunferencias; CD y PE perpendiculares al eje x y tracemos
PF perpendicular a CD. Llamemos ¢ al &ngulo OCPy g al angulo PCF.

Como la circunferencia C rueda de A a B tenemos
arco AB = arco PB

0 Sea

a
a 0+9=0+—0
a0=bg=¢=20 y b

_a+b,

Y A

G 3 C
a > P(z,9)
(] LiE

Figura 24

También:
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S =¢—anguloOCD

ofz-

T
=¢p+0—-—
9 2
entonces
sen f =sen (¢+9—Zj
= —cos(0 + ¢)
=— cos(aer 9)
b
y

cosf = sen(a;b 0]

Para la coordenada x tenemos
Xx=0E =0D + DE =0OD + FP =0Ccos @ + CPsen g

x =(a+b)cosd—b cos(a;b Hj

Para la coordenada y tenemos
y=EP =DF =DC -FC =0Csen 8§ -CPcos

y=(a+b) sen ﬁ—bsen(aTerej.

Y A
~
G C
Bog e P(z.y)
a 1 n
b /B
0] A X
Figura 25

En los puntos como A y G que estan sobre la circunferencia fija se forma un pico. El
namero de picos depende de la relacion entre los radios; si a = rb y r es un natural mayor o
igual que 1, la epicicloide serd una curva cerrada que tiene r picos.
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Cuando a=by r =1, tenemos la epicicloide de un pico o cardioide.

Una hipocicloide es el lugar geométrico de un punto fijo cualquiera de una circunferencia
que rueda interiormente, sin resbalar, sobre otra circunferencia fija. Usando un
procedimiento semejante al realizado en el caso de la epicicloide, podemos demostrar que

X

(a—b)cos¢9+bcosaT_b€
las ecuaciones paramétricas son b
(a—b) sen &—b sen %0

Y &

y

Figura 26

7.- Halla la ecuacion cartesiana de la recta tangente a la hipocicliode
{x = 2cost + cos 2t

="
y = 2sent —sen2t 4

Nota : Si sustituimos t = Z en el sistema anterior, observamos que deseamos encontrar la

ecuacion de la recta tangente a la hipocicloide en el punto P(ﬁ,ﬁ —l)

Solucion:
x'(@) = —2sent — 2sen2t

y'(6)=2cost—2cos2t

y'(@) 2cost—2cos?2t
m; (0) = ( ):_ -
x'(@) —2sent—2sen2t

. T . . - .y
Sustituyendo t:Z en el sistema de ecuaciones paramétricas y en la expresion de la

pendiente, se tiene

T P J2
X.=2C0S — +Cc0s— =2 “S =42
' 4 2 (2}

Y, :ZsenZ—senzzz(fJ_lzﬁ_l
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ZCOSE—ZCOSE
m, = 4 2 _ 2 )
T —\/5—2

—2sen _ 2sen z
4 2

Asi la ecuacion de la recta tangente queda

y—ﬁ+1=_g2_2(x—ﬁ) simplificando, (1—\/§)x—y+1:0.

YA

z
2

3

-3
Figura 27

Igual que en la epicicloide si a =rb y r es un nimero natural mayor o igual que 3, tenemos
una hipocicloide de r picos. La hipocicloide de 4 picos esta representada en la figura 22 y si

. a . - .
consideramos b = — las ecuaciones paramétricas se convierten en

X =3—ac059+3cos39
4 4

y:3—asen0—isen30.
4 4

Si en estas ecuaciones usamos las identidades
cos36 = 4cos® @ —3cos b

sen36 = 3send — 4sen’d
obtenemos la forma simplificada de la hipocicloide de 4 picos

x=acos’ g
y = asen’d.

8.-Halla las ecuaciones cartesianas de las rectas tangente y normal a la hipocicloide en
t= 4 dadas sus ecuaciones paramétricas

X = 4acos’t

y = 4asen’t.

Nota: Nuevamente, para visualizar mejor a la recta tangente, el punto de contacto en
coordenadas cartesianas es P(aﬁ a2 )
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Solucion:

Se tiene 3)::—12acosztsent y z)t/:lzasenztcost por lo que las

pendientes m; y m, de las rectas tangente y normal son:

sent
m;(t)=———=—tant m,(t)=ctgt
)= y J()=ctg
asi considerando t = % , tenemos

Ecuacion de la recta tangente:

y—dasen®Z = —tanZ| x—4acos® ~
4 4 4

]

x+y—2v2a=0.

y— 4a(ﬁ] =X-— 4a{ﬁ]
4 4

Ecuacién de la recta normal:

Figura 28

Curva de Agnesi (Bruja de Agnesi) [6]

Considere un circulo con diametro OA a lo largo del eje y, siendo O el origen (ver la figura
25) y la recta t su tangente en A. Desde O tracemos una recta cualquiera | y sean B y C sus
puntos de interseccion con la circunferencia y la recta t. Por B tracemos una perpendicular a
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OA que la corte en D y por C tracemos una recta paralela a OA que corte al eje x en E; sea
P el punto de interseccion de estas dos rectas. La curva de Agnesi es el lugar geométrico
que describe el punto P a medida que | gira en torno de O.

Y &

l

A g
N4 t
Dt---EX-4 P(z,y)

p H
E X

Figura 29

Sea @ el angulo que | forma con la parte positiva del eje x. Como ¢ varia a medida que |
gira alrededor de O, lo usaremos como parametro.

Si trazamos el segmento AB se tiene #DBO = ZDAB =@ ya que ZABO es recto (angulo
inscrito que subtiende un didmetro). Sea a el radio del circulo.

Para el triangulo ACO se tiene  ctg(£ACO)=ctgé = gi = AC = OActgé

Para el triangulo ABO se tiene sen/ZDAB =sené = gi = OB = OAsend
entonces las coordenadas del punto P seran:

X =0OE = AC = OActgé = 2actgé
y = EP = OD = OBsené = OAsen’6 = 2asen?#.

Y &
l
A C,
T~ ;
De--- -= ,\w
[?)
E X

Figura 30
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PARTE CUATRO. CURVAS EN COORDENADAS POLARES. [4],[5],[8].[9]

Recordemos que una curva en coordenadas polares es una expresion que depende de dos
pardmetros r y &. Por ejemplo si P es un punto cualquiera en el plano cartesiano, a r lo
conocemos como el radio vector y representa la longitud del segmento OP, donde O es el
origen. A @ lo conocemos como el &ngulo polar o argumento de P y representa el angulo
entre la recta horizontal que pasa por O (Ilamada eje polar) y el radio vector.

Una curva en coordenadas polares esta dada por la ecuacion
r=1(9)
donde f es una funcion.
Recordando que la relacion en coordenadas polares establece:
X=rcosé y =rsené

x(0)= f(0)cos@
{y<e>= f(0)end
lo cual nos da las coordenadas paramétricas de la curva y consideramos a la gréfica de ella
como la imagen de una funcion
a(8)=(f(0)coso, f(8)end).
De esta forma si queremos encontrar la ecuacion de la recta tangente a la curva « en el
punto «(6, ), entonces la ecuacion buscada es

podemos escribir:

Forma paramétrica 0t)=a(6,)+ta'((6,)) con a'(6,)#0 el vector tangente

Para la forma cartesiana es necesario encontrar la pendiente:

m(@o):i((zz; con x(6,)=0

Como x(6)= f(@)cosd y y(@)= f(#)send entonces

x'(6)= f'(6)cos~ f(8)send
y'(0)= '(0)send + f(0)coso
de donde:
m(0)- f'(0) send+ f (0)cosé

f'(6)cosd—f () send’
asi, si cos@ =0
f'(0) senf+ f (6)cosd

_ cosé
m(6)= f'(6)cosd—f () send”

coséd
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f'(0)tan 6 + f(0)

Por lo tant 0) = P s 1
or lo tanto m(6) £(0)- £(8)tn0) 1)
Lo anterior permite que la ecuacion cartesiana se escriba
v £(0,)seng, = NG+ E0) ( oyeocny @)

X_
f'(go)_ f(eo)tan(eo)
Otra manera de determinar la pendiente m(&) es usando el angulo que forman el radio

vector y la tangente. [5]

Sea r= f(e) la ecuacion de una curva en coordenadas polares; si y es el angulo que
forman el radio vector OP vy la recta tangente a la curva en P, entonces demostraremos que

ro. dr
AN = — SIENAO I'= et 3
v r' déo )

Demostracion.

Consideremos un punto Q(r +Ar,0+A@) cercano a P. Tracemos PR perpendicular a
OQ(ver la figura 31).

Y 4

Figura 31

Entonces
OQ=r+Ar

ZP0OQ = A6
PR = rsenA@
OR =rcosA@

lo cual implica que:
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_ PR
0OQ-0OR
rsenA@

T r+Ar—rcosAf’
Si ahora A@ tiende a cero, entonces, el &ngulo PQR tendera a w como limite, por lo que

tan (£PQR) =

. rsenAd
tany = lim
A0 + Ar —r cCOSA@

. rsenAé
= lim
2050 (1-cosAQ)+ Ar

rsenA@

= lim
AO—0

k)

2r sen’ 2‘9+Ar

dividiendo numerador y denominador entre A&

rsenAe
_ 1 AQ
B AI¢I9TO AO

rsen—-sen7+£
2 A0 A6

2

recordando que lim 3™ _1 y lim Ar _ dr se tiene
x>0 X A0 AQ  dE
tany =L'.

Ahora, consideremos a = como el angulo de inclinacion de la recta tangente a la curva en el
punto P. Entonces, puesto que 8+ + z —7 =z, para el tridngulo OPT, tenemos que

r=0+y ,dedonde:

_ tan@+tany

tanr:tan(6+z//)_1_tan6tam//



Ejemplo.

Halla la pendiente de la recta tangente a la cardioide r = a(1— cos 6) enfd=—r

Solucion:

Primero calculemos:

2asen? 9
r a(l-cosd)
tany =~ = =

= tan Q
o0 6
r asent 2asen —cos—

esto implica que w =§ y usando la formula (4)

m(@)=tanz =tan(0+y)

_ tanfd+tany
1+tanftany

tan @ + tan Q

1+tan etang

tan 2§T+tan9

1+tan2—”tan 4

=0.
YA
I
2
0 :?n{(
NN
24
Figura 32

Ecuacion de la recta en coordenadas polares.

Si la recta pasa por el origen su ecuacion es

0=k con k constante
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Si la recta no pasa por el origen, tracemos desde el polo una perpendicular ON a la recta y
sea N(p, ), p positivo y 0< o < 27

Y a4 P(r,0)
N(p,w)
.
p
w
0
0] e
Figura 33

Consideremos P(r,H) un punto cualquiera de la recta, entonces del triangulo ONP

rectangulo, es de donde tenemos la ecuacion en coordenadas polares
rcos(@—w)=p.

e Silarecta es perpendicular al eje polar y esta a p unidades del polo, su ecuacion es
rcosé=p yaque w=0.

e Silarectaes paralela al eje polar y esta a p unidades de él, su ecuacion es

rsenfd=p yaque w=%.

Ecuacion de la circunferencia en coordenadas polares.

Sea C(c,) el centro de la circunferencia en coordenadas polares y P(r,6) un punto

cualquiera de la circunferencia con radio a.
Tracemos el radio PC y los radios vectores de P y C, formando asi el triangulo OPC

Y &
P(r,0)
a
C(¢,0)
'S
C,
0
a -
0 X
Figura 34

Usando la ley de los cosenos tenemos la ecuacién de la circunferencia
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2

a® =r? +c? —2crcos(@ —a) , es decir, r* —2crcos(d —a)+c® =a’

e Sisu centro esta en el polo, laecuaciones r=a, yaque ¢c=0.

e Si la circunferencia pasa por el polo y su centro esta sobre el eje polar, su ecuacién
es

r=2acosd yaquec=ay a=0

. . . , . T .z
e Si la circunferencia pasa por el polo y su centro est4 sobre el eje a o su ecuacion

es

r=2asend yaque c=ay a:%.

Para la ecuacion de las conicas en coordenadas polares usaremos una definicion geométrica
de conica.

Figura 35

Dada una recta fija | y un punto fijo F que no esté contenido en esa recta, se llama cénica
al lugar geométrico de un punto P que se mueve en el plano de | y F de tal manera que la
razén de su distancia de F a su distancia de | es siempre igual a una constante positiva
denotada por e.
La recta fija se llama directriz, el punto fijo foco, y la constante positiva excentricidad de la
conica.
Entonces el punto P debe satisfacer la condicion geométrica.
PF
PA
El lugar geométrico que describe el punto P es:
a) Unaelipsesi 0<e<1
b) Una pardbolasi e=1
c) Una hipérbolasi e>1

e
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Usaremos la anterior definicion, primero para el caso de :
Conicas horizontales.
La ecuacion polar de esta conica puede ser obtenida de manera sencilla, si consideramos a

uno de sus focos como el polo y el eje focal coincide con el eje polar. Sea | la directriz del
foco O y sea D el punto de interseccién con el eje polar.

Figura 36
Sea OD = p una constante positiva, y P(r,0) un punto cualquiera de la conica. Tracemos
desde P las perpendiculares PB y PC al eje polar y directriz respectivamente.

Si usamos la definicion geométrica anterior, P debe cumplir

PO
E e (5)
Pero PO=r y
PC =DB
=DO+0B
= p+rcosd
Sustituyendo en (5)
r
—  -—¢
p+rcosé

r=ep+ercosé
r—ercoséd=ep
r(l-ecosd)=ep
e
r——P
1-ecosé
la ecuacion anterior se ha deducido suponiendo que la directriz se encuentra a la izquierda
del polo y en el caso de encontrarse a la derecha se puede demostrar que la ecuacion queda
asi:
e
=P
1+ecosé
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Coénicas verticales.

De manera semejante si la conica es de tipo vertical y la directriz es paralela al eje polar y
se encuentra a p unidades de él, podemos demostrar que la ecuacion es

r= P
1+esend
tomando el signo positivo o el negativo en caso de que la directriz se encuentre arriba o
abajo del eje polar.

Ejemplo.
- - . 4
Identificar la conica cuya ecuacion polares r=-———— . Hallar las coordenadas polares
2+cosé
de los vértices, y del centro en caso de que existan.
Solucion:
. e -
Tratemos de llevar la ecuacion a la forma r=—"  dividiendo numerador y
1+ecosé
denominador del segundo miembro entre dos.
2
f=————
1+ 3cosé

comparando la Gltima expresion con la ecuacién polar de las cénicas, se tiene que la e = 5

por lo que se trata de una elipse horizontal .

De la ecuacién dada tenemos que si:

p=0 =t %
2+1 3
4
9: :7:4
SR Y )

por lo que los vértices son V(%,O) y V'(4,7) . Como el centro esta sobre el eje polar y es
el punto medio del segmento que une estos vértices, sus coordenadas son c(g,;z). Ver la
figura 37.

Volviendo a las rectas tangentes, podemos utilizar la elipse anterior para el siguiente..

Ejemplo



Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la curva r =

Solucion.

Veamos si P se encuentra sobre la curva.
. T — .,
Si 6= 3 y lo sustituimos en la ecuacion de la curva , tenemos

4 4 8
2+cosz 2+ =
3 2

lo anterior implica que P pertenece a la curva.

55

8 7

Len el punto P( j
2+cosd

5'3

Ahora encontraremos la pendiente usando el angulo entre el radio vector y la recta

tangente, para lo cual usaremos la ecuacion (3).
r
fan W= —
r
4

__2+cos6
4send

(2+c0s0)’

_ 2+cos6

send

sustituyendo € = % :

[ =

tany =

N | ool
N
(@) ]
w 4‘
w

Ahora podemos encontrar la pendiente de la recta tangente. Sea = el angulo de inclinacion

de la recta tangente, entonces usando la expresion (4)
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tanr:tan(;//+6’):M
1-tany tan @
T (543
1‘f3J(@)
5v3+343
_ 3
1-5
2B
=
) : 243 . .
Asi la pendiente m(0) i y el punto de tangencia en coordenadas cartesianas es
8(1) 4
=rcosfd=—|—-|==
S
y1=rsen6?=§ ﬁ =ﬂ.
5| 2 5

Por lo que la ecuacion cartesiana de la recta tangente es

y- 45@ = —Zf(x - g] la cual simplificada queda como 2x + \@y —4=0. Ver lafigura

317.
b Y

N, wltl

4 X

1V

-4
Figura 37

/«;

Recordemos que si
X =rcosé

y=rsend

entonces la elipse puede verse como la gréfica de la funcion:



S7

( 4cos@ 4 send )
a(0)= ,
2+c0s@ 2+cosd

y en ese caso, para encontrar la ecuacion de la recta tangente, podemos usar la formula (1)
para la pendiente, es decir:

_ f'(o)tano+f(0)
9)=F6)-F (@) an(0)

Donde
f(g): 4 = (9 :“L‘gz
2+ cosé (2+cosd)

T
como 6 =—
y 3

de esta forma

gﬁ(ﬁﬁ: 24 8

25 _ 5’5 _ 64 _ 2 _ 203
83 _8(55) 8/3-403 323 3 3
25 5 25

resultado que coincide con el obtenido mediante la formula (4).

Recordaremos las graficas de algunas curvas en coordenadas polares, y obtendremos la
ecuacion de la recta tangente en un punto de la curva.

Lemniscatas. [9]

Las lemniscatas son curvas que tienen forma de aspa de hélice, tienen su centro en el origen
y ecuacion de alguna de las formas siguientes:

r’ =a’cos260 r’ =—a®cos26
r’ =a’sen260 r’ =—a®sen26
Por ejemplo la gréfica de
r’ =9co0s26

€s:
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P (3,7)

-1

-2

Figura 38

Ejemplo.

Encuentra la ecuacion cartesiana de la recta tangente a la lemniscata r®> =9cos26 en el
punto P(3, 7).

Solucion.

Empezaremos usando la formula (3), para lo cual necesitamos derivacion implicita.
Si r? =9c0s260 derivando se tiene

2r£ =-18sen20
do
e dr _ 9sen2d
do r
entonces
tany = L
r
3 r
B _ 9sen26
r
r.2
T 9sen2d
__9cos20
9sen2d
= —ctg20

de esta forma, si usamos la formula (4)
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tany +tan @

l1-tany tané
i ctg26 + tand
1+ ctg260 tan@

tanz = tan(y +6) =

ycomo f=rx

_ -Ctg2z +tanz
1+ ctg2x tanz
=—ctg2r

lo anterior significa que la pendiente no esta definida debido a que la ctg2z no esta

definida. Lo que nos lleva a que la recta tangente es vertical, y su ecuacion cartesiana es:
x = —3. Ver la figura 39.

YA

P (3,7)

=14

_2 A
Figura 39
Caracoles. [9]

Los caracoles son curvas que como su nombre lo indica tienen forma de caracol, éstas
tienen ecuacion de alguna de las formas siguientes:

r=a+bsend r=a-bsenéd

r=a+bcosé r=a-bhcosé.
Graficaremos algunas de ellas.

Ejemplo.

Consideremos r =a—bcosé a,b>0.
Si sustituimos & por —6
r =a-bcos(-0)
=a—bcosé
lo que implica que la curva es simétrica respecto al eje X.
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Usaremos la grafica de r =-bcosé en el plano&r para poder realizar lade r =a—bcos®
en el plano XY.

La graficade r =—bcosé es:

0

N|§l
9

%\Z”
-b

Figura 40

Ahora al trazar la graficade r =a—bcos@ tendremos tres casos:

Si a=b,lagraficader =a—bcos@ quedaria asi:
s

v

| Z 7w 3z 2
2 2

Figura 41

Como observamos en la figura 41, cuando 0303%, r crece de r=0 a r=b y dicho

comportamiento esta representado en el primer cuadrante del plano XY de la grafica de la
figura 42.

Para %S @ <z r continda creciendo de r =b hasta r = 2b, y dicho comportamiento esta

representado en el segundo cuadrante del plano XY de la grafica de la figura 42.

La simetria de la curva nos permite completar la gréfica.

YA

ol

Figura 42
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Por su forma a estos caracoles se les da el nombre de cardioides.

Si a<b, lagraficade r=a—bcosé enel plano r queda asi:

AT
a+b 1

NE
:l 4
(98]
"’l:x 1
K
Q

a-b

Figura 43

Consideremos 6, el punto donde la curva r =a—bcosé corta al eje € antes de %

Como observamos en la figura 43, cuando 0<@<@,, r crece pero asume valores

negativos, por lo que el comportamiento que describe la curva estd ubicado en el tercer
cuadrante del plano XY de la gréafica de la figura 44 en lo que corresponde a la mitad bajo el
eje X del rizo de la curva.

Cuando 6, SHS%, r sigue creciendo hasta llegar a r=a describiendo la parte de la

grafica de la figura 44 ubicada en el primer cuadrante.

. T . . e
Si > <@ <z rcreceenelintervalo a<r<a+b describiendo la parte de la grafica de la

figura 44 correspondiente al segundo cuadrante.

Recordemos la simetria y entonces tendremos la grafica completa.

YA

NV

Figura 44
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Si a>b lagraficade r=a—bcosd queda asi:

AT
a+b 1

o

T 3 21
2

INEE

Figura 45

. T
Como observamos en la figura 45, cuando 0< 6 < > r crece del valor r =a—b hasta

r =a describiendo la parte de la grafica en el primer cuadrante de la figura 46.

Si %s 6 <, rsigue creciendo desde r =a hasta r =a+b describiendo la grafica para el
segundo cuadrante de la figura 46, y por la simetria la gréafica estaria completa.

Y 4

My

Figura 46
Resumiendo.

Sia=b, re [0, 2b] y la gréfica corta a los ejes en el origeny en r=2b.

Si a<b existen intervalos en el eje @ donde r es negativa por lo que la grafica describe un
rizo.

Si a>b, r toma valores positivos pero no nulos, por lo que la gréafica no corta en el origen
ycortaenr=a-byr=a+b.

Ejemplos.
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1.-Encuentra la ecuacion paramétrica de la recta tangente a la curva r =1+cosé en el

punto P[zﬁ 3”]
2 4

Solucion:

) - 37
Primero observemos que P pertenece a la curva, ya que al sustituir 8 = " tenemos

r=1+cos—

Ahora escribamos la funcién

a(8)=(rcosd.rsend)

a(0) =(cos 6 +cos® 6,sen6 +sendcosd)

y encontremos al vector tangente
o'(6) = (~send — 2cossend, cos 0 + cos? 6 —sen?0)

La ecuacion de la recta tangente a la curva en su forma paramétrica es:

con
1-+/2 JJ2-1
“(90)—(2’2J
(6 )_(Z‘ﬁ _ﬁ]
0 2 ' 2
asi

1--/2 J2-1) [(2-2 2
ot)= : +t —
2 2 2 2
es la ecuacion de la recta tangente.



64

YA
p 1
2.
rEE )
1 1 X
-1
Figura 47

., . T
2.- Halla la ecuacion cartesiana de la recta tangente ala curva r =1—-2send en 0 = e

Solucién.
Considerando x =rcosé@ y y =rsend, el punto donde la recta tangente corta a la curva es

rzl—Z(—fj:Hﬁ
X, :(1+ﬁ{fj:?+l

y, = (1+ﬁ{—f] - —(ﬁuJ

Usaremos las formulas (3) y (4).

r 1-2send

tany = — =
v r  -2cosd

= —;secﬁ+ tan @
si sustituimos el valor de 6 = 7;[ en la anterior expresion, se tendria:
tany = —;(ﬁ)+(—1): - (f +1J

usando ahora la férmula (4), tenemos:

tan 7;[ +tany

m, =tan(y +0)= =
1-tan—-tany
4
V2
1-Y4 g
2 =4+‘/§=2J§+1
g V2 V2

2
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por lo que la ecuacion de la recta tangente es

y+%+1=(2\/§+1)(x—%—1j
2 2

y+7+1:2\/§x+ x—2—72—2\/§—1.
(2\/§+1)x—y—4—3\/§:0

Ver la figura 48.

3
Lo/

4+
Figura 48
Rosas. [9]

Las rosas son curvas con forma de flor, las ecuaciones de éstas son de la forma:

r=asenné
r=acosné ne”Z aeR

Si n es impar, la rosa tiene n pétalos, si por el contrario, n es par, tendrd 2n pétalos.

Ejemplo.

La graficade r =3cos36 es:
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Y4

2

-3
Figura 49

La graficade r=3sen46 es:

3X

-3
Figura 50

Ejemplo.
. 4
Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la curva r = —2cos36 en el punto P(l,g;r).

Solucion:

- 4 .
Observemos que P pertenece a la curva , ya que al sustituir 6 = 57: en la ecuacion de la

r =—200$3(£7Z’j
9

r:—Zcosiﬂ
3

{4

Nuevamente usaremos las formulas (3) y (4) para encontrar la pendiente.

curva, se tiene
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r
r

_ —2co0s30
6sen360

= —1c0t39
3

4
la cual para 6 = 57;, nos da como resultado

tan _—Ecotﬂﬂ'

V=3

_ 1(1}_1:_@:_0.1925
3\/3 3.3 9

yla tangfz ~5.6713 por lo que al usar la férmula (4) tenemos:

4
tan — 7z +tany

m, =tan(y +0) = 3

1-tan 67z(tan w)
5.6713-0.1925

1-(5.6713)(~0.1925)

~ 2.6192
la coordenadas cartesianas del punto son aproximadamente

~
~

X=rcosf = —ZCOSgﬂ'COSgﬂ' ~0.1736

y=rsend= —2cos;';rseng7r ~ 0.9848

por lo que la ecuacion de la recta tangente es
y —0.9848 = 2.6192(x — 0.1736)

y =2.6192x + 0.5301.
Y

-2
Figura 51
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Espirales. [9]

Las espirales son curvas que se enrollan alrededor del origen un nimero infinito de veces,
de tal manera que r aumenta (o disminuye) a medida que & varia.

Espiral de Arquimedes.
Esta es una de las méas conocidas y tiene por ecuacion alguna de las formas siguientes:

r=ad 0>0, a>0
r=ad 0<0, a>0

la grafica de r =aé en el plano XY es: 6>0

R
1/

Figura 53

Ejemplo.
Encuentra la ecuacion paramétrica de la recta tangente a la espiral de Arquimedes r =66

en el punto P(Zn,Z] :

Solucion:
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Es facil ver que el punto pertenece a la espiral, asi que omitiremos ese proceso,
empezaremos por escribir a la funcion « (9)cuya imagen es la grafica de la espiral r =66

o (0)=(66c0s0,60senf)= a'(0)=(-66send +6cos0,60 cosé +6send)

. i . T
Ahora si sustituimos el valor de 6 = 3 el vector tangente a la curva en el punto P es:

a'(’;j:(s—@r,sﬁw)

al sustituir en & (@) tenemos

« (3] (.37
asi la ecuacion buscada es:

a(t)= (72' ﬁﬂ)ﬂ (3 —/37,3./3 + 72') Ver la figura 54.
ya

54 P(Zﬂ,%)

20 15 -10 -5 X
_5.

-10 1

-154
Figura 54

Concoides de Nicémedes. [9]
Nos referimos ahora a una familia de curvas que tienen por ecuacion:
r=a+bsecéd a,b>0.

Consideremos para la gréafica de esta curva su simetria respecto al eje X y dibujemos en el
plano &r lagraficade r =bsecd.
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NE]
S
W
Q

N
8

Figura 55
Ahora al trazar la graficade r =a-+bsecé tendremos tres casos:

Si a=b, lagraficade r=a-+bsecd queda asi:

ry

a+b

>

a a3z 2«
2 2

Figura 56

Observemos que si 0<6’<% entonces re[a+b,oo). Este comportamiento describe la

parte de la gréafica derecha, ubicada en el primer cuadrante. Figura 57.

Si %< 6 <7 entonces r e (—oo,O] y se describe la parte izquierda de la grafica del cuarto

cuadrante. Figura 57.

. 3 - . .
Si 7z£l9£7 entonces r — —oo por lo que la grafica se ubica en el primer cuadrante

(parte izquierda), ya que r toma valores negativos.

Finalmente, cuando 37”<6?£27r tenemos la parte derecha de la grafica del cuarto

cuadrante.
La gréafica correspondiente en el plano XY, es:
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Figura 57

Para el caso de a > b lagraficade r =a+bsecé queda asi:

AT

a+

% JT 4 27

Figura 58

Vs 3 . . .,
Observemaos que cuando E <f< 7 r toma valores pOSItIVOS Yy negatlvos, como sucedié

en el caso de los caracoles, y esto produce que la grafica describa un rizo. Vea la figura 59.

a>b
YA
_e >
Figura 59

Parael caso a <b, lagraficade r =a+bsecéd queda asi:
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Voo

a+b

v

T 3 2

A

Figura 60

rol

y observamos que r nunca toma el valor de cero, por lo que la gréfica no toca el origen. Vea
la figura 61

a<bhb

Figura 61

Ejemplo.
Dibuja la gréafica de la curva r =1+secé y encuentra la ecuacion cartesiana de la recta
tangente a esta curva en P(2,0).

Solucion:
Nuevamente notemos que P pertenece a la concoide y procedamos a encontrar a la
pendiente de la recta tangente mediante las formulas (3) y (4).

cos0+1
tany = © = 1¥%eCO0 _ cosg _cosf+l
r' sec@tand send tan @
cos?@

Recordemos que y representa el angulo entre el radio vector del punto y la recta tangente,
y de acuerdo a la expresion anterior, tany no esta definida para & =0. Podemos concluir
ayudandonos de la figura, que la recta tangente es vertical y su ecuacion es:
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P(20)

Figura 62
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