UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO % S
”‘.“-‘ » .

FACULTAD DE CIENCIAS
FISICA

FASES DE BERRY EN OBJETOS EXTENDIDOS
David Gelbwaser
Tutor: Dr. Chryssomalis Chryssomalakos

Meéxico, D.F. Noviembre de 2006



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Datos del alumno
Gelbwaser
Klimovsky

David Andrés

5553 9146
Universidad Nacional Autbnoma de México
Facultad de Ciencias
Fisica

40104834 0

2. Datos del tutor

Dr

Chryssomalis
Chryssomalakos

3. Datos del sinodal 1
Dra.

Myriam

Mondragén

Ceballos

4, Datos del sinodal 2
Dr.

José Antonio

Garcia

Zenteno

5. Datos del sinodal 3
Dr.

Daniel

Sudarsky

Saionz

6. Datos del sinodal 4
Dr.

Hernando

Quevedo

Cubillos

7. Datos del trabajo escrito.
Fases de Berry en objetos extendidos
68 P

2006



NYTN 2N " ANX N2
n' nTny

Bendito eres T Dios, que nos agracias con el
raciocinio.
Amida 18

Miserable. Encima de su cabeza tenfa el tinico
lugar estable del cosmos, la tinica redencién de la
condenacién del panta rei, y pensaba que era
asunto suyo, y no Suyo. Y poco después ambos se
alejaron; él, adoctrinado con algin manual que
habia oscurecido su capacidad de asombro, ella,
inerte, inaccesible al estremecimiento del infinito,
se alejaron sin que, en su memoria, hubiera
quedado huella alguna de aquel encuentro
pavoroso, el primero y el dltimo, con el Uno, el
Ein-Sof, lo Indecible. ;Cémo no postrarse de
hinojos ante el altar de la certeza.

FEl péndulo de Foucault
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Capitulo 1

Antecedentes (Geométricos

1.1. Haces fibrados vectoriales

Supongamos que en la Ciudad de México hay una flecha pintada en el piso. Y también existe una
en algin punto de Paris. Una persona tiene la oportunidad de verlas y le llaman tanto la atencién que
decide compararlas. Para hacerlo, puede copiarla en una hoja, pero si al transportarla gira la hoja no
podra comparar las direcciones. Otra idea puede ser hablar a un amigo que viera la flecha y por teléfono
hacer la comparacion. ;Cémo la describe? Tal vez medir su largo no es dificil pero, ;qué hacer con su
direccién? También se puede medir, pero ;Respecto a qué? Después de pensar un poco se podrian poner
de acuerdo en medirla respecto a la direccién norte de una brijula .

En este punto es importante recalcar que se estd tomando en cuenta la forma de la tierra. Primero se
compara la flecha con una linea que llega al norte, posteriormente se compara ésta con el meridiano que
pasa por la Ciudad de México y, haciendo un par de cdlculos con los angulos que relacionan todas estas
lineas, se puede obtener la diferencia de angulo. Si no conocieran la forma de la tierra y sus distancias,
no lo podrian hacer.

Este procedimiento es equivalente a transportar paralelamente la flecha sobre la superficie de la
tierra, juntarla a la segunda y medir su diferencia. Es necesario también definir cémo se transporta algo
paralelamente, para lo cual se utiliza lo que se conoce como una conexién. La forma de la tierra influye
en cémo se mueve el vector, lo cual es evidente cuando se piensa que en vez de dos vectores en una esfera,
estan en una hoja de papel plana. En este caso, jugando un poco con un par de escuadras es facil hacer
la equiparacién (la hoja de papel o la tierra representan en estos ejemplo el espacio base o M).

Siguiendo con el ejemplo, existe otra propiedad interesante. Supongamos que una flecha en el Ecuador es
perpendicular al meridiano que pasa por su origen (Ver figura 1.2). La movemos paralelamente siguiendo
una curva cerrada de la siguiente forma: primero la subimos por el meridiano hasta llegar al polo norte.
Luego, por otro meridiano, separado 90° del original, la bajamos hasta el Ecuador. Como la flecha era
perpendicular al primer meridiano, va a ser paralela al segundo. Como el Ecuador es perpendicular a
todos los meridianos, la flecha es ahora perpendicular al Ecuador; la movemos a través de este hasta el
meridiano original. jSorpresa! La flecha en vez de ser perpendicular al meridiano, es paralela. En pocas
palabras, al transportar un vector de forma paralela, al regresar al punto original no siempre se obtiene
el mismo vector. Esta propiedad se llama holonomia y esta relacionada con la curvatura de la esfera.

Todos estos conceptos y algunos més pueden ser descritos con los haces fibrados. La importancia para
la fisica de todo esto reside en que muchas cantidades fisicas son vectores. Por lo que es importante
conocer sus propiedades y relaciones entre ellos. Ademads, este tipo de descripcion es 1til para muchas
teorias. En relatividad general, las particulas libres siguen trayectorias geodésicas, curvas cuya tangente
es transportada paralelamente. Las teorfas de norma, que describen a las particulas elementales, estan
escritas en este lenguaje, con lo cual se puede obtener una interpretacién geométrica de las mismas, y
también contestar una pregunta muy natural y sencilla, como comparar vectores. Para construir los haces
fibrados en general, y en particular los haces vectoriales, se necesitan varios elementos que se relacionan
entre si.
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Figura 1.1: ;Cémo se compara dos flechas en distintos puntos de la tierra?

Figura 1.2: Al mover el vector inicial de forma paralela en una esfera, después de dar una vuelta completa,
en vez de ser el mismo, el vector ha rotado por un angulo a.
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1.1.1. Definiciones basicas

La construccién siguiente es util para cualquier tipo de haz fibrado, vectorial o no, salvo en las partes
donde explicitamente se menciona. Por lo que gran parte de esta explicacién se utiliza para los haces
principales, agregando ciertos detalles mencionados en la seccién 1.2.

Empecemos con el espacio base M que es simplemente una variedad. Este puede ser, por ejemplo, el
espacio en el que se mueve una particula,ya sea R¥ completo o una parte de él. También puede ser un
espacio mas abstracto, cuyas coordenadas no representen posiciones en el espacio, sino algin parametro
como el espacio de las constantes de Hooke de un sistema de resortes.

U; es un conjunto abierto de la variedad, U; C M. Por ser M variedad, locadlmente es isomorfo a R™ 'y
se le puede asignar coordenadas, lo que implica que se puede cubrir completamente de U; de tal forma que
M =JU; . Por lo general, es necesario més de un sistema de coordenadas para cubrir por completo la
variedad '. A cada U; se le asocia un sistema de coordenadas. Distintos U; pueden superponerse, lo cual
significa simplemente que a un punto de la variedad se le pueden asignar dos coordenadas distintas, lo que
es muy comun. Por ejemplo, en un plano, un punto puede ser descrito por sus coordenadas cartesianas o
por las polares.

Ya que tenemos un espacio base, se le puede asignar a cada punto un espacio vectorial, por ejemplo
el espacio tangente. Es importante insistir un poco en la seméantica. En muchos libros en vez de utilizar
la palabra asignar se usa por encima. Sin embargo, esto puede llevar a errores conceptuales ya que tiene
connotaciones de direccién. También es importante subrayar que el punto en M no es parte del espacio
vectorial.

A cada punto de M se le asocia un espacio vectorial, siendo todos estos de la misma dimensién, por
lo cual todas son isomorfas al mismo espacio vectorial F' que se conoce como la fibra. Sea p € M. La
variedad asignada a p se denota F), y se llama la fibra en p Existe un grupo de Lie, G, llamado grupo
de estructura que actua por la izquierda sobre F. Esto quiere decir simplemente que si g € Gy
f € F entonces, gf € F'y (g192)f = 91(g92f). Consideraremos que todas estas operaciones son suaves.
La relevancia de G quedara clara poco a poco.

Sea p € M. La variedad asignada a p se denota F}, y se llama la fibra en p. Ademas F,, = F. En el
caso de un haz vectorial, I’ es un espacio vectorial real o complejo.

Hasta el momento tenemos M y, relacionado con cada punto de M , un espacio vectorial. Por lo tanto,
tenemos un conjunto de espacios vectoriales y no existe ninguna relacién directa entre ninguno de ellos,
como se muestra en la figura 1.3. Es para esto que tenemos que agregar una variedad E que se llama
espacio total.

Dicha variedad esta formada por todas las Fj,. ;Cémo se “acomodan” las distintas F)}, para formar £?
Simplemente se ponen una junta a la otra. ;En qué orden? Simplemente si p y g estdn en M y son puntos
cercanos, entonces F, y F, van a ser fibras cercanas en E. 2

. Cémo se relaciona E con M? Lo que buscamos es un mapeo (que se llama proyeccién, 7) que nos
diga como cada punto en E se relaciona con alguno en M. Sea u € E. No hay que olvidar que por estar
u en F, pertenece entonces a alguna F), para algin p en M. Por lo tanto es muy sencillo construir el
mapeo. Simplemente si u € Fj,, entonces 7 : E — M de tal forma que w(u) = p. Algo que puede ser
itil es notar que 7 1(p) = F, reconstruye completamente la fibra en p. Si v es un vector en el espacio
vectorial asignado a un punto p, este punto en F se puede representar como (p,v). Llamémoslo u, tal
que u = (p,v), entonces 7(u) = 7(p,v) = p. Podriamos decir que un punto en E (u = (p,v)) contiene
informacién relacionada a M, p, y a F,, v, y 7 simplemente “elimina” la parte asociada a F},, dejando la
parte de M.

Veamos un ejemplo un poco mas concreto. Supongamos que tenemos un espacio base que es un circulo.
En cada punto de éste tomamos los vectores que son tangentes y a la vez perpendiculares al espacio base.
A cada punto hemos asociado un espacio vectorial de una dimensién. Todo esto se puede ver en la figura
1.3. En este caso, la fibra es una linea recta (en azul oscuro). Tomemos tres puntos en el circulo, 1, j, k.
En cada uno de éstos se puede ver dibujado un vector cualquiera que es parte de la fibra asignada a cada

1Por ejemplo, en el caso de la esfera es necesario utilizar dos sistemas de coordenadas. En el caso particular de la
proyeccién estereografica, para poder asignar a casi todos los puntos coordenadas, se puede utilizar la proyeccién desde
el polo norte. Sélo este ultimo no tiene coordenadas,lo cual es remediado al utilizar también la proyeccién desde el polo
sur.[Nakahara, Pag: 169-171]

2La forma en la que se acomodan las fibras en el espacio total no es tnica.
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Fibra (F)

Fx
Vector (v) f\

Espacio base (M)

Figura 1.3: Algunos elementos de un haz vectorial. El espacio base es un circulo. Solamente en tres puntos
se muestra como ejemplo un elemento (vector) de la fibra asignada a ese punto. Dos de las fibras asignadas
a un punto son F; o Fj,. F, la fibra, es el mismo espacio vectorial, pero independiente del circulo.

punto. En particular en los puntos j y k, se ven en azul claro la Fj y la Fj. Salvo el punto del circulo
al cual estan asignados, éstas dos, y cualquier otra fibra asignada a un punto, son iguales entre si. Hasta
este momento no hemos hablado del espacio total, incluso no se ve en la figura 1.3. En la teoria de los
haces fibrados, los vectores y las fibras asignadas a un punto no se encuentran “pegados” al espacio base,
como se muestra en el dibujo. Pero la figura es simplemente ilustrativa para aclarar cémo se construyen
las fibras, tanto F' como las asignadas a un punto. En la figura 1.4, en la cual se construye el espacio
total, se ubican todos los elementos donde realmente van.

;Cémo se relaciona F' con E? Como E tiene informacién no sélo sobre F' sino también sobre M, la
funcién que relaciona F'y E necesita informacién extra sobre M. Por eso se utiliza una funcién que toma
un elemento de U; y uno de F. La funcién se llama trivializacién local, ¢; : U; x F — 7= Y(U; ) y
es un difeomorfismo. Hay que recordar que 7—1(U; ) € E. Se podria definir que el contradominio de ¢;
fuera E, ¢; : U; x F — E, pero como su imagen en E no es cualquiera, estd restringido a 7—1(U; ), de
esta forma sabemos un poco méas sobre ¢;. ;Qué nos quiere decir esta restriccion a 7=1(U;)? Que una
vez definido p € U;, queda definido a qué F), estd asignada ¢; (p, f), donde f € F. Se puede interpretar
a las ¢; como una funcién que le asigna coordenadas a F, la coordenada de u es ¢; ~'(u) = (p,v). Para
simplificar la notacién ¢;, (f) = ¢i(p, f). El camino completo desde F a M es wo ¢;,, (f) =p.

¢ip ~! mapea 71 (U; ) al producto cartesiano U; x F . En pocas palabras, localmente podemos ver
a E (s6lo la parte que corresponde a 7~ 1(U; )) como un producto cartesiano de F' con una parte de M,
que es U;. En general no se puede ver todo F como el producto cartesiano de estos dos espacios y es por
eso que al definir ¢;,, su dominio es U; x Iy no M x F. Una fibra que se puede ver toda como un
producto cartesiano es el cilindro, y una que no, es la banda de Moebius. Esta ultima, al torcerse, tiene
una topologia més complicada que simplemente M x F.

La figura 1.4 es la continuacién del ejemplo anterior. La fibra, una linea recta, el espacio base, un circulo,
v el espacio total en este caso es un cilindro. Las tres variedades son independientes entre si, ninguna
forma parte de otra. Sin embargo, se relacionan entre si a través de la proyeccién y las trivializaciones
locales. Ya que la fibra tiene una estructura de grupo, al multiplicar ¢ € G por la izquierda de f, se
obtiene otro elemento de la fibra, ¢gf. Para pasar de la fibra a F, se utilizan las trivializaciones locales.
En este caso, no se consideran las trivializaciones para distintos U; 3. Las dos trivializaciones de abajo
llevan a la misma fibra en F, ya que como su segundo subindice (j) lo indica, estdn asignadas al mismo
punto en M. En este caso simplemente relacionan dos puntos distintos en F' con dos puntos distintos en
E, que se encuentran en F;. Las trivializaciones locales no sélo relacionan dos puntos, sino todo ' con la

3Para un ejemplo donde se toman en cuenta, ver la figura 1.5.
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n®

Figura 1.4: Elementos de un haz fibrado y las relaciones entre ellos.

totalidad de alguna Fj,, como se puede ver en la trivializacién local superior (¢;; ). Esta va a otra fibra
y se denota con el indice [. En este caso, relaciona todo F' con toda la fibra asignada a [, Fj.

Dentro de F, estan resaltadas tres fibras asignadas a distintos puntos de M. Ademads de las ya mencio-
nadas, se encuentra también F}. Las posiciones donde se encuentran tienen que ver con las de los puntos
l,jy ken M. Dentro de F; se marcan dos puntos, u y t. Estos tienen informacién tanto de F' como de
M. Al estar los dos en Fj, estdn asignados al mismo punto en M (j). Sin embargo, como son dos puntos
diferentes, representan distintos vectores en Fj}.

Los puntos en E son proyectados a M a través de . Esta proyecta u y t, al mismo punto en M. La
proyeccién no lleva solamente dos puntos en la misma fibra en F al mismo punto en M, sino a toda la
fibra asignada a un punto, como se puede ver para el caso de Fj, donde toda ella es proyectada a un
tnico punto en M.

Cuando se necesitan més de un conjunto (U;) para cubrir a M, existen también varias ¢;, una por cada
U;. Cada ¢;; asocia un punto v € £/ con un elemento f € F. Supongamos que p € U; N Uj, entonces
existen ¢; , y ¢;,p. Por otro lado 7~ (p) = u. Para el mismo punto en E, u, existen dos puntos en F. Por
la tanto dicho punto esta descrito por dos sistemas de coordenadas que pueden ser diferentes: f; = b, ; (u)
y fi = ¢jp(u).

Cada ¢; ) define una especie de “parche” de E , que es isomorfo a U; x F. Ver figura 1.5. Al pegar
todos estos “parches” se obtiene E. Como se explica en el parrafo anterior, pueden existir puntos en E |
asociados a dos o méas elementos de F'. Estos puntos en E son aquellos donde los “parches” se superponen.
Esta superposicién se debe a que existe una superposicion en M de los U;. Al pegar los “parches” entre
si, dos puntos distintos, uno en cada parche, se convierten en el mismo punto en E. Matematicamente,
estamos simplemente asignando una regla de correspondencia entre un punto de cada“parche” o lo que es
lo mismo, definiendo una funcién que nos relaciona f; y f;. Esta funcién se llama funcién de transicién,
ti; (p) = 1_; o¢jp: F'— F,donde t;; € G, de tal forma que f; = t;; (p)f;. Sencillamente las funciones
de transicién nos dicen cémo se pegan los “parches”: Si hay que “torcer” (como en el caso de la banda
de Moebius) o si no es necesario, etcetera, en fin, toda la estructura de E. Si los “parches” se pegan sin
hacer ningun tipo de “torcedura’, las funciones de transicién son simplemente la identidad de G, el haz
fibrado es el producto directo M x F'y se le llama haz trivial. En el caso de haces fibrados vectoriales,
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tin(p)

tin(p)f

T+E

2m+e

—~coo 0nCcaQnT

Figura 1.5: Construcciéon de E a través de sus funciones de transicion. En la banda de Moebius, mientas
una de las leyendas “pegue aqui” se ve nitida, la otra no. Esto se debe a que en el primer caso, las
leyendas de los distintos “parches” se pegaron exactamente una sobre la otra, dando la impresién de que
en realidad sélo es una. En cambio en el segundo caso, una se dio vuelta 180° antes de pegar, haciendo
ilegible la leyenda final.

las funciones de transicién son GL(n,RR) 4 si los vectores tienen coeficientes reales, y GL(n,C) si son
complejos. En los dos casos n es la dimension de la fibra.

Continuando el ejemplo, el circulo no puede ser cubierto por solamente un conjunto abierto. Se necesitan
por lo menos dos. Sea U; de (0,7 +¢€) y Uy, de (m,27 + €). La unién de los dos cubre el circulo por
completo. La interseccién entre los dos no estd vacia, ésta tiene dos partes, (m, 7 + €) y (2,27 + €).
Al haber dos conjuntos abiertos, son necesarias dos trivializaciones locales: ¢; : U; x F' — FE tal que
0 (0,f)=uy opn: U, xF — E tal que ¢y, (0, f) = u, cada una definida para el intervalo correspondiente
de 0. Estas forman dos parches que son isomorfos al producto cartesiano de U; x F' 'y de Uy, X F, y
se pueden ver en la figura 1.5. Los “parches” son las superficies de color azul y F estd abajo de ellos.
Es importante notar que exclusivamente en las intersecciones,un punto en un “parche” y otro en el otro
corresponden, los dos, a un dnico punto, u € F, que es lo que queda de pegar un “parche” sobre el otro.

Las intersecciones estan delimitadas por el recuadro punteado. En el caso de la interseccién superior,
que corresponde a (7,7 + €), simplemente pegamos un “parche” sobre el otro de forma que las leyendas
“pegue aqui” de los dos queda alineada. Esto se debe a que la funcién de transicién es la identidad
tin(0) =e, donde 0 € (m,m+¢) y e es la identidad de G. Para la otra interseccién, uno de los parches lo

4GL(n,R) es el conjunto de matrices invertibles.
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Figura 1.6: Distintas formas de ver a M en E. Todas ellas son curvas cerradas.

rotamos 180° de forma que “pegue aqui” queda de cabeza y lo pegamos sobre el otro, con lo que obtenemos
una banda de Moebius. ;Qué pasa con las trivializaciones locales y las funciones de transicion? Al hacer
el giro y pegar, la “p” de la leyenda de un “parche” queda sobre la “i” del otro. Lo cual significa que en
E estos dos puntos, son el mismo. Aplicando a un punto de la “p” qb,:é. se obtiene en F', f. Aplicando a

un punto de la “i” qb;}, se obtiene en F, t;, f. Los dos puntos estan relacionados por un elemento de G
que es la funcién de transicién. Como simplemente dimos una vuelta de 180°, lo tinico que hicimos fue
cambiarle el signo a todos los elementos de F, por lo que t;;, = —1 0 € (27,27 + ¢), donde —1 € G. Es
importante notar, en el ejemplo en particular y en cualquier caso en general, que al pegar los “parches”,
F, completa de un “parche” se pega a su correspondiente en el otro “parche” sin que se mezclen las
fibras asignadas a distintos puntos en M. Si en vez de torcer uno de los “parches” lo hubiéramos pegado
como en el primer caso, habriamos obtenido un cilindro, la funcién de transicién en este rango habria
sido también la identidad y el haz fibrado habria sido trivial.

Es muy facil caer en el error de pensar que M es una parte de E. En el ejemplo del cilindro se podria
pensar que uno de los circulos es el espacio base (tal vez la mayoria de la gente escogeria el del medio o
donde empieza o acaba la figura). Sin embargo, esta visién es incorrecta y esto se vuelve especialmente
importante al momento de hablar de conexiones La estructura de los haces fibrados es mas “rica”. La
identificacion entre M y E se hace a través de una funcién suave llamada seccidn, tal que s : M — FE.
;Coémo se ve entonces M en E?7 Pues simplemente es la funcién s. Tomando el ejemplo del cilindro, M
puede ser cualquiera de los circulos mencionados, pero también puede ser un “circulo inclinado” o la
funcién seno dibujada en el cilindro, como se muestra en la figura 1.6. En este caso, puede ser cualquier
curva, siempre y cuando sea cerrada (no puede ser simplemente una hélice sobre el cilindro) ya que
debe de ser continua y M es un circulo, y que la funcién sea suave. Cabe destacar esto ultimo porque
aunque los haces fibrados tienen una estructura mas rica que el pensar que M en E “es” solamente un
circulo, la seccién, o como mencionan en algunos textos, el “levantamiento” de M, no son puntos al
azar. Esta “limitacién” de s permite definir vectores tangentes a s y le da otras propiedades que utilizan
las conexiones.
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El conjunto de las s de M se denota por I'(M, F'). Si la seccién no esta definida en todo M, sino
solamente en U; se le llama seccién local y el conjunto de éstas es I'(U, F'). Un campo vectorial en
una variedad es una seccién. En términos menos técnicos, una seccién es simplemente elegir para cada
punto de M un elemento de la fibra de forma que, para puntos cercanos en M, los elementos escogidos
de las fibras correspondientes se parezcan (condicién de suavidad).

1.1.2. Conexiones en haces fibrados vectoriales

Ya que hemos construido el espacio total, podemos comparar vectores que estan asignados a distintos
puntos. Esto gracias a que en E todos los vectores pertenecen al mismo espacio. Pero aunque esto es un
gran avance, no es suficiente. El problema ahora es cémo movemos al vector para poder compararlo con
otro. De forma paralela. Pero jqué quiere decir eso?

Supongamos que dibujamos una flecha en una hoja de papel y queremos moverla circularmente. Lo
hacemos poco a poco asegurandonos que, a cada paso, el vector sea paralelo al anterior, como en la
figura 1.7 A. Después de hacerlo pensamos que en realidad nosotros vivimos en ese circulo, la flecha es
en realidad una escoba, la cual agarramos de forma que esté perpendicular a nuestro cuerpo y sin mover
el brazo empezamos a caminar sobre el circulo hasta dar una vuelta completa o, en otras palabras, la
movemos paralelamente como en la figura 1.7 B. Al ver el dibujo podemos asegurar que la escoba no se
movié de forma paralela. Para el habitante del circulo fue la flecha del caso A, y no la escoba, la que no
se movié de forma paralela. A pesar de que el resultado es diferente, en los dos casos el transporte es
paralelo y para ambos el resultado del otro es erréneo. En realidad no podemos comparar uno con otro ya
que son situaciones distintas. Por lo que concluimos que el transporte paralelo de un vector NO es inico.
No sélo eso, sino que en principio podriamos mover el vector en el circulo totalmente al azar y considerar

p b
.
byt
A B

Figura 1.7: FEl caso A representa el transporte paralelo para una persona que dibuja flechas en un papel
plano. El circulo es sélo un auxiliar. El caso B representa lo mismo pero, desde el punto de vista de
alguien que vive en el circulo. Para él, el circulo no es un auxiliar, sino el espacio donde se puede mover.

que lo transportamos paralelamente. En cada problema es necesario definir qué “criterio” de transporte
paralelo se utilizard y esto depende de las caracteristicas del problema. Este criterio se llama conexién.

Al pedir que un vector se mueva paralelamente, en esencia simplemente le estamos pidiendo que no
cambie, que su derivada en la direccién que lo vamos a mover sea cero. Sea V un vector, V = v%e,. Al
derivarlo, siguiendo la ley de derivadas de productos:

v
V,=—=0,V%%,+ Ve 1.1
= o i @ nCa (1.1)
Que es la derivada covariante de V' en direcciéon x*. El primer término representa cémo cambian las
componentes del vector y el segundo nos dice cémo cambian los vectores bases.

Oey

w? ., s la conexién y nos dice qué tanto del cambio de e,, al moverlo en la direccién x,, es en la direcciéon

de eg. Por lo tanto, definir un transporte paralelo es simplemente definir cémo cambian los vectores base.
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Figura 1.8: Vectores base en coordenadas polares y el vector del caso A. Desde este punto de vista, la
base gira.

Regresando al ejemplo, utilizando coordenadas polares, en el caso A estas coordenadas cambian a lo largo
del circulo, como se puede ver en la figura 1.8.

7 = {cosb, senf} 0 = {—rsend, rcosf}
oF 00 1,
A 29
or 0 or r
oF 1, 00 A

Ya sabemos céomo son los vectores base en cada punto. Para poder dibujar el vector que queremos
transportar, nos hace falta saber, en cada punto, cémo es este vector respecto a la base, o en otras
palabras, sus componentes. Para esto utilizamos la ecuacién 1.1 en la direccion 6 e igualandola a 0
obtenemos:

20 —rvV?=0
ave 1

1o 1.4
ag TV =0 (1.4)

de donde se puede ver que si se pide que V" y V? sean constantes a lo largo del circulo, sus valores serfan
0. Por consiguiente, si en las condiciones iniciales alguna de las componentes es distinta de 0, como en
nuestro ejemplo, entonces las componentes cambiaran a lo largo del circulo, como se ve en la figura 1.8.
A lo largo del circulo, el vector no es el mismo respecto a los vectores bases.

En cambio, para el habitante del circulo, los vectores bases no cambian. Es importante verlo desde
el punto de vista de la persona que habita en el circulo y no desde afuera. La mejor forma de hacerlo
es pensar que en la Tierra podemos definir nuestros vectores base como aquel que apunta hacia el cielo
perpendicularmente al planeta y el que apunta hacia el horizonte. Si caminamos, no importa cuanto,
y volvemos a definir nuestros vectores bases, siempre van a apuntar, segin los habitantes de la Tierra,
hacia la misma direccién: el cielo y el horizonte, por lo que desde este punto de vista no cambian. Las
ecuaciones equivalentes a 1.4 son:
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ov’"
00 =0
ov?

que simplemente nos dicen que las componentes de V' no cambian, o en otras palabras, V no cambia
respecto a los vectores base.

Ahora que tenemos la herramienta de los haces fibrados, es importante notar que las fibras de los dos
casos 1no son las mismas. En el primer caso, la fibra es el espacio de dos dimensiones tangente al papel en
cualquier punto de éste. Al cambiar de un punto a otro no gira, desde la perspectiva de un observador de
R3. En el segundo caso, la fibra estd formada por el vector tangente y el radial al circulo, el cual si “gira”
desde el mismo punto de vista. Al hacer esta comparacion es importante que en los dos casos mantengamos
la misma perspectiva. Cuando vemos las flechas dibujadas en una hoja de papel, la perspectiva utilizada
en cualquiera de los dos casos es la de R3. También se podria hacer el mismo andlisis desde el punto
de vista del habitante del circulo. Para visualizar lo que quiere decir “gira”, podemos imaginarnos una
esfera en R? y ver que al poner una hoja de papel tangente a ella en distintos puntos, hay que rotarla.
A esto nos referimos con la palabra “girar”. En ambos casos, al requerir que el vector sea transportado
paralelamente, simplemente requerimos que el vector no cambie en direccién de la fibra. En el primero,
al no “girar” la fibra pedimos que no cambie el vector, viéndolo desde R2. En el segundo, como la fibra
“gira” para que no hayan cambios en esta direccion, el vector debe de “girar” con ella. El concepto de
que el transporte paralelo implique que el vector no cambie en la direccion de la fibra es muy importante
para el caso de las conexiones en haces fibrados principales.

Existe un tipo de conexién que estd relacionada con la métrica del espacio base, gng, los Christoffel.

1
ng, = §ga’y(gaﬁ,u + Yap,p — gﬁu,a) (16)

donde gng,, es la parcial de g respecto a p. La fibra en el caso de los Christoffels es el espacio tangente a
M y el transporte paralelo que describen equivale a que un habitante de M, simplemente “tome” el vector
y camine con él sin rotarlo, como en el caso B. Cuando se utilizan las conexiones, como en relatividad, y
no se especifica que tipo de conexién se esta utilizando, generalmente es la de los Christoffels.

1.2. Haces fibrados principales

Si ya pudimos construir toda una estructura asociandole a cada punto del espacio base un espacio
vectorial jno podriamos asociarle alguna otra estructura matematica en vez del espacio vectorial? La
idea de asociar campos vectoriales era muy natural debido a la gran utilizacién de vectores en la fisica.
1 Qué otro tipo de estructura es utilizada en fisica para la cual valdria la pena construir una teorfa similar
a la de los haces vectoriales?

En mecanica cuantica, cada funcién de onda tiene una fase, la cual puede cambiar de punto a punto.
Las fases son representadas por una e*’ y  puede tomar cualquier valor entre 0 y 27. Los valores posibles
de la fase forman un grupo que se conoce como U(1). Este estd formado por todos los niimeros complejos
de norma uno.

Supongamos que tenemos un sistema que estd restringido a una variedad, por ejemplo una particula
restringida a moverse en un cilindro. En cada punto de éste, la funcién de onda tiene una fase que es
similar al concepto de un campo vectorial donde en cada punto hay un vector. En general, dependiendo
de las condiciones del problema, la funcién de onda en cada punto puede tener cualquier fase. Por lo que
podemos interpretar que tenemos un cilindro con un grupo, U(1), asociado a cada punto de la variedad.
Este caso es similar al de haces fibrados vectoriales con la tnica diferencia que la fibra, en vez de ser un
espacio vectorial, es un grupo.

1.2.1. Definiciones basicas

Un haz principal se denota con una P, siendo éste el espacio total. Su F, a diferencia de los haces
vectoriales, es un grupo con la estructura de G. Gracias a esto se puede definir la multiplicacién del
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F
Y q

Figura 1.9: El toro puede ser un haz principal. Si tenemos un punto, ug, en la fibra F}, ;qué punto es su
transporte paralelo en Fy,?

lado derecho de un elemento de F' por uno de G. Si u = ¢;, (¢;) vy a € G, entonces ua = ¢;, (gia) =
¢ip (gi)a. Esto quiere decir que si tenemos un punto v € Py queremos saber qué punto corresponde
a wua, la multiplicacién no se hace en P, sino que primero se ve qué elemento de F' corresponde a u a
través de ¢, ; (u) = g;. Este se multiplica por la derecha por a (es decir g;a) y luego con ¢;, se ve a
qué punto corresponde en P. Al estar las ¢;, involucradas en este procedimiento, se podria pensar que
si en lugar de utilizar ¢; ,, se utilizara ¢; ,, el resultado serfa distinto. Pero al definir esta operacién de
lado derecho, conmuta con las operaciones de lado izquierdo en general, y en particular con las funciones
de transicién. ua = ¢;, (g:a) = ¢ip (tij(p)gia) = ¢;, (gja), haciendo a la multiplicacién por el lado
derecho independiente de las coordenadas elegidas (o de la trivializacién local, que es lo mismo).

Es importante notar que si u € Fj, entonces ua € F},. Debido a su definicién, esta operacién no mezcla
elementos entre las distintas fibras asignadas a un punto, lo que quiere decir que 7(ua) = 7(u). Otra
propiedad interesante es que cualesquiera dos puntos en F), estan relacionados por medio de alguna a. Si
u1 y ug estdn en Fy,, u1 = ¢, (g1) ¥ u2 = ¢4 p (g2), entonces u; = uga donde a = g;lgl, elemento que
existe en F, ya que éste es un grupo, lo cual nos permite construir toda Fj, conociendo un elemento u
en ella. F, = {uaja € G}. Dado un elemento en F,, sabemos cémo saltar a cualquier otro en la fibra, lo
que nos permite elegir, al tener una seccion, una trivializacién local candnica, definida de la siguiente
forma. Tomemos una seccién cualquiera, s;(p) = ug, ug € Py asociémosla con la unidad del grupo en F
por medio de la inversa de la trivializacién local, e = ¢ ; (si(p)). La pregunta es ;qué valor toma ¢, ; (u)
para cualquier v € F,? Como ya vimos, cualesquiera dos puntos en F), estdn relacionados por alguna
a € G. Llamemos a ésta g,. Por lo tanto, u = wugg, implica (bz_;(u) = ¢;;(uogu) = qﬁ;; (U0)gu = Gu-
Esto es muy importante para definir la conexién, ya que permite que al definirla en un punto de Fj,
automdaticamente quede definida en cualquier otro punto de F}, mediante la multiplicacién por la derecha
de g,. En el caso de que p € U; NUj, utilizando la trivializacién local canénica se encuentra la relacién
entre dos secciones s;(p) = s;(p)t;;(p). Estas dos secciones no son cualesquiera. En realidad son la misma
funcidn, pero s;(p) se utiliza cuando p esté descrito por las coordenadas de U; y s;(p) cuando se utilizan
las de Uj. Al ser distintas las coordenadas, aunque la funcién es la misma, su imagen puede ser distinta.

1.2.2. Conexiones en haces fibrados principales

En la figura 1.2 tomamos un vector y lo movimos por cierta trayectoria en la esfera, espacio base,
obteniendo otro vector. Pero qué pasa en un haz principal al movernos en el espacio base en cierta curva
de p a ¢. Si nuestro espacio base es un circulo y la fibra es U(1), que graficamente se representa por
un circulo, podemos formar un toro y tomarlo como haz principal, como se muestra en la figura 1.9.
. Qué punto en F| equivale a mover u, sin “cambiarlo”? ;Cuédl es su transporte paralelo?

Para el caso de haces fibrados vectoriales tenfamos muy claro qué quiere decir mover localmente un
vector de forma paralela y con esto pudimos desarrollar la nocién del movimiento global. Sin embargo,
para el caso de un grupo, a primera vista no sabemos qué quiere decir transportar paralelamente. Pero
podemos tomar una de las ideas del caso de vectores. El transporte paralelo implica que el movimiento
no sea en direccién de la fibra, por lo que simplemente tenemos que encontrar una forma de definir cuéles
direcciones en P son “permitidas” y cudles “no”. Conociendo las direcciones “permitidas” podriamos
dibujar una curva tangente (en P) a estas direcciones, que nos indique al movernos por cierta curva en el
espacio base de p a ¢, qué punto de F, corresponde a ug € Fj,. A la curva en el espacio base la denotamos
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v (t) y la curva en P , que nos indica el transporte paralelo, se llama levantamiento horizontal o ().
Esta, al igual que en el caso de los haces vectoriales, depende de la trayectoria en el espacio base (7 (t)).

Como P es una variedad, aunque estemos en el caso de haces principales, tangente a cada punto de P
existe un espacio vectorial. Para u € P, llamamos T, P al espacio tangente a u. Cada vector en T,, P puede
expresarse como la combinacion lineal de dos vectores que pertenecen cada uno a uno de los siguientes dos
subespacios. V,, P o subespacio vertical, que es el subespacio de vectores en las direcciones tangentes
a la fibra, las que llamamos “no permitidas”. El segundo es H, P o subespacio horizontal que indica
las direcciones para el transporte paralelo. Tomemos R? y supongamos que el eje Y es la direccién de la
fibra. Cualquier vector puede ser descrito por la combinacién lineal de un vector paralelo al eje Y y algtin
otro que no sea paralelo a este eje. El segundo vector no es necesariamente paralelo al eje X, por lo que
la eleccién de una base no es unica. De la misma forma, la eleccién de H, P no es tnica y estd dada por
la conexién. Al igual que en el caso de los haces vectoriales, tampoco la conexién es unica.

1 Como se define una direccién en P? Tomamos una curva en P (una funcién de un pardmetro) y el vector
tangente a esa curva indica una direccion. Por consiguiente, si tomamos una curva que esté completamente
en F),, su vector tangente estd en direccién de la fibra, en V,,P. De esta forma podemos definir V,,P y
como primera condicién suponemos que T,,P =V, P & H,P.

Una segunda condicién es que al movernos cierta distancia en el espacio base, el transporte paralelo
en P sea tnico. Como se puede ver en la figura 1.10, si las direcciones de los H, P son arbitrarias, en
general las curvas que representan el transporte paralelo se van a cruzar. En ese caso, si queremos mover
paralelamente u, a la fibra Fy ;ja qué elemento? ja u 6 a ug? Para evitar esta ambigiiedad, es necesario
que las 4(t) que indican el transporte paralelo no se crucen. Por consiguiente, es necesario que al definir
H, P en algtin punto u € F, quede autométicamente definido para cualquier punto de Fj de tal forma
que las curvas no se crucen. Esto se logra requiriendo que Hy,,P = R4 H, P, lo que implica en palabras
mas simples que, una vez definido H, P, automaticamente quedan definidos los subespacios horizontales
en toda la fibra.

Fp Fq

Figura 1.10: Las direcciones de los H, P (vectores rojos) no pueden ser cualesquiera, ya que esto puede
causar que las lineas se crucen y que el transporte paralelo no sea tnico.

La tercera condicién de nuestra divisiéon de espacios es que cualquier campo vectorial suave en P sea
combinacion lineal de un campo vectorial suave en V, P y uno en H,P. Simplemente suavidad en todo
para poder derivar y tener continuidad.

Necesitamos dividir T, P de tal forma que cumpla las tres propiedades ya mencionadas. Una forma
de hacerlo es tomar un vector en T, P y descomponerlo en su parte “vertical” y “horizontal”. Para
esto utilizamos una 1-forma valuada en una algebra de Lie®, w, llamada 1-forma de conexién. Esta
simplemente proyecta al vector en V,, P , definiendo:

H,P ={X € T,P |w (X) = 0} (1.7)

5Esta es simplemente una funcién lineal que toma vectores en P y nos da vectores en el algebra de Lie del grupo de
estructura.
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w cumple:

w (A*) = A Acyg (1.8)
Ryw g = Adg-w (1.9)

donde # quiere decir que es un vector en V,, P. Se puede demostrar que con estas dos condiciones para w y
H, P definido por la ecuacién 1.7, la divisién de T, P cumplen las tres condiciones requeridas [Nakahara,
Pag: 372].

Es 1til definir A; = 0w que es una 1-forma valuada en un algebra de Lie en U;. En teoria de normas
se la conoce como el potencial de norma.

Estamos buscando la curva que nos indique cémo se hace el transporte paralelo, donde las direcciones
“permitidas” y por la tanto, la definicién de transporte paralelo nos la da w. Finalmente, una seccién es
una curva en P. Sea la que estamos buscando la seccién o;(y () ) = ¥(¢) Ahora la pregunta es cémo
encontramos o;. Una forma es viendo que relacién tiene con otra seccién cualquiera, o;, de modo que con
esta seccién arbitraria podamos construir (¢).

Sea J(t) = oi(v (t) )gi(t), donde para facilitar la notacién g;(t) = g;(7(¢)). Se hace lo mismo para
0;. Como 4(0) = ug es el punto que queremos transportar, podemos elegir o;(y (0)) = ug, por lo que
9:(0) = e. Sea X el vector tangente a v (0), X = 4, X es el vector tangente a 5(0) y por lo tanto estd en
H,,P.

=m0 50 a0}

= Ry (00 X)  +75(0) g7 —gi(t)

X =7X=—5() = %{Ui (t) gi(t)}

donde el segundo sumando de la tltima columna es igual a [g;(t) " dg;(X)] 7.
Si aplicamos w a esta ecuacién tomando en cuenta las propiedades 1.8 y 1.9, que w(Rys(04X)) =

R (w (0ixX)) y que X € H,P:

0=w (%)= ait) " (uX) g0 () +0: (1) 220
De donde se obtiene:
B0~ o X)au(t) =~ (X)) = ~ A0 (1.10)

Resolviendo la ecuacién diferencial con la condicién inicial g;(0) = e:

t Iz
gi(t) = Peap (/ Awdidt> (1.11)
o T

to dxt
u(ty) = o;(to)Pexp (—/O Awﬁdt> (1.12)
donde P estd relacionado con cdmo se recorre v (t) y u(to) es el valor ug transportado paralelamente en
la direccién de v (t) hasta t = .

Veamos un ejemplo para ver cémo se calcula el transporte paralelo. Sea P = R? x R* , donde R* =
R — {0} es un grupo. ¢((x,y), f) — u € P es una trivializacién local. Las primeras dos coordenadas
corresponden a M y la tltima a la fibra. Sea la conexién, la conezion real ® w = —2(2? — y?)?xdz + df.
Tenemos el punto ug = (1,0, 1). Movamonos en el espacio base a partir de (1,0), alrededor de un circulo

v (t) = {Cos(2rt), Sen(2nt)}. {Cudl es la curva, §(t), que corresponde al transporte paralelo de ug siendo

6El origen del nombre es claro al ver el resultado.
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v (t) la curva en M7 Realmente parte de la respuesta ya la tenemos y es 4(t) = {Cos(2nt), Sen(2nt), f}.
Sélo falta saber cuanto vale f.

o o 40
dt  dt Ox dt dy dtIf

)i( es el vector tangente a 7(t), por lo que es parte de H,P y w (X) = 0. Lo tinico que desconocemos de
X es la componente en f que es %. Las otras se obtienen al derivar las componentes correspondientes de

0)

=4, oo dx df
w(X)=0= ﬂ_(l‘ y)xdt+dt—Sen(167rt)+

Resolviendo la ecuacién diferencial con la condicién inicial 5(0) = (1,0,1), se encuentra:

4t
dt

F(t) = {Cos(2nt), Sen(2nt), Cos(167t)}

cuya grafica se puede ver en la figura 1.11.

Figura 1.11: Curva que representa el transporte paralelo de (1,0,1) definido por la Conezidén real. Su
nombre se debe a que la curva tiene forma de corona.

Podriamos haber resuelto el problema con otra conexién”, obteniendo en vez de una “corona”, una
hélice y:

A(t) = {Cos(2nt), Sen(2nt), 27t} (1.13)

Para este caso, a diferencia del de la conexién real, 7(1) # 4(0) pese a que v (1) = v (0). En el caso
de la conexién real, al dar una vuelta en M, obtenemos el mismo elemento en P. Pero al hacerlo con
otra conexién, el elemento en P no es el mismo. Esta situacion es similar a la de la figura 1.2 donde los
vectores inicial y final no son iguales. En general, al hacer un transporte paralelo para un curva cerrada
en M, el resultado en P no es una curva cerrada. Esta propiedad se llama holonomia y depende de

7 _ ydx—zdy
Para este caso w = Ty T df .



1.2 Haces fibrados principales 15

la conexién, como ya vimos, pero también de v (¢). En el caso de la figura 1.2, si hubieramos hecho el
transporte paralelo tomando al Ecuador como + (t), el vector inicial y el final hubieran sido los mismos.

Un resultado similar a mover el vector en una esfera y después de un ciclo obtener uno diferente, no
puede ser obtenido en un hoja de papel plana, lo que nos hace pensar que existe una relaciéon entre la
holonomia y la forma de la variedad en la que se transporta un vector. En el ejemplo de la hélice, la
diferencia entre 4(0) y (1) reside en la tercera coordenada, la cual corresponde a la ubicacién en la fibra.
Tanto 4(0) como (1) son vectores horizontales, por lo que nos gustaria tener una forma de medir la
distancia entre dos vectores horizontales definidos en la misma fibra.

Como ya vimos, al definir H,P en un punto, autométicamente queda definido para cualquier punto
de la fibra.

Al tener H, P definido en toda la fibra y tomando en cuenta que cambian de forma suave, su cambio
estd relacionado con cudnto nos movimos en la fibra. Como los H, P estdn definidos por w(X), donde
X € H, P, el cambio de w aplicado a un vector horizontal es lo que buscamos.

La derivada covariante mide el cambio en las direcciones horizontales [Nash, Cap: 7.12] y para w se
define:

Dw (X,Y) =dyw (XH,YH) (1.14)

donde d, es la derivada exterior [Nakahara, Cap: 5.4.2] y, X y Y son las componentes horizontales de
sus respectivos vectores.

Asf pues definimos la curvatura como Q(X,Y) =Dw (X,Y), que es una 2-forma. 8 Si X 6 Y estdn en
V. P, Q(X,Y) =0. Al igual que A;, se define F; = 0}Q). En las teorfas de norma, F; se le llama campo
de fuerza. En términos de A; [Nakahara, Cap: 10.3.4]:

Fi =dA; + AiNA; (1.15)

8 Una 2-forma es una funcién lineal que toma dos vectores y da un real.



Capitulo 2

Fases Geomeétricas

En 1851 Foucault hizo una invitacién sorprendente a la comunidad cientifica de Paris. “Los invito a
ver la tierra girar”. Colgd un péndulo de 67 metros de largo y 28 Kg. de masa en el Panthéon, en Parfs.
Este comenzo a oscilar en un plano, sin sorprender a nadie. Pero al pasar el tiempo, el plano de oscilaciéon
giraba poco a poco.

Si la tierra no gira, la unica fuerza que actia sobre un péndulo es la de gravedad y el plano se queda
fijo. Sin embargo, al girar la tierra sobre su propio eje, otras fuerzas entran en juego y hacen rotar al
plano. Esta sencilla e impresionante demostracion del movimiento de la tierra puede ser vista en muchos
de los museos de ciencia de todo el mundo.

El movimiento del péndulo de Foucault se puede explicar de muchas formas. Una es utilizando la
mecanica de Newton, en la cual la fuerza de Corriolis, que se debe a la rotacién de la tierra, es la causante
del giro del plano.

También es posible utilizar las ideas de transporte paralelo del capitulo anterior. Sin entrar en muchos
detalles, la direccion del plano del péndulo de Foucault es representada por un vector. En estos términos,
el efecto de la rotacion de la tierra no se debe a que el planeta se mueve. Este se supone fijo y lo que se
mueve es el péndulo a través de ella. Desde este punto de vista, el vector de direccién del plano debe de
ser transportado paralelamente alrededor del globo terraqueo.

Esto es similar al efecto que se muestra en la figura 1.2, sélo que utilizado otra trayectoria en la esfera.
El giro del plano depende de la latitud del lugar en la tierra donde esté el péndulo. En general, después
de 24 horas, el plano del péndulo no va a regresar a su posicién original. En el caso de Paris, en un dia
el plano gira 270°.

Este es un ejemplo de un sistema fisico al cual se le cambian ciertos parametros de forma ciclica y al
volver a los valores originales, el sistema no es el mismo. Existen otros sistemas, no cualesquiera, que
presentan el mismo fenémeno. En mecanica cuantica, este tipo de sistemas adquieren una fase que se
conoce como fase de Berry.

Aunque la fase de Berry fue descubierta en la mecénica cudntica, se pueden utilizar ideas similares
para explicar sistemas no cuanticos como el mencionado.

Por otro lado, la fase de Berry “cuantica” se puede explicar en muchas ocasiones como un fenémeno
no cudntico [Kugler y Shtrikman, 1988].

Toda esta aparente ambigiiedad se debe a que, en realidad, la fase de Berry no es mas que el transporte
paralelo de la funcién de onda. El transporte paralelo es una herramienta que es independiente de si el
sistema es clasico o cudntico. Como ya vimos no es unico y hay que definir qué criterio se utiliza. En el
caso de la fase de Berry es uno muy especial como veremos en este capitulo.

2.1. El transporte paralelo de la fase cuantica

En mecénica cuantica, el estado de un sistema estd completamente descrito por la funcién de onda,
|¥). Sin embargo, la cantidad que se mide en un experimento es (®|¥), la norma, donde los dos términos
representan funciones de onda. Debido a que esta cantidad es la que se mide, existe una libertad, ya que
cualquier cambio a la funcién de onda, que no cambie la norma, da casi el mismo resultado fisico. Estos
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Algunas horas después

Plano de oscilacién inicial j

Figura 2.1: Péndulo de Foucault.

cambios, matemdaticamente implican multiplicar a la funcién de onda por e, lo que se conoce como una
fase. Por lo tanto si en vez de |¥), se utiliza e?|¥) el resultado es el mismo. Por otro lado, siempre se
puede modificar la base de los eigenvectores.

0) =" In)
donde |n) son eigenvectores. Si [n’) = e'?|n), entonces:
010y =3 e?n) =3 n) (2.1)

El casi se debe a que las fases desempenan un papel relevante (medible) en fenémenos de interferencia,
por lo que no son simplemente una curiosidad matematica. Pero lo que se mide no es la fase absoluta,
sino la relativa entre dos estados. Al hacer un cambio de base, como en la ecuacién (2.1), la fase relativa
no cambia.

Cualquier sistema fisico depende de ciertos pardmetros, por ejemplo: la frecuencia, la intensidad del
campo magnético, etcetera. Estos los denotamos con un vector R(t) donde cada componente representa
a uno de los parametros. Suponemos que estos a su vez pueden ir cambiando en el tiempo, por lo cual
existe una dependencia temporal. Los eigenestados dependen también de los parametros, por lo que se
escriben |n (R(t))).

Como consecuencia del teorema adiabéatico [Messiah, Cap: 17], si cambiamos muy lentamente * los
pardmetros del sistema, si éste inicialmente se encontraba en el eigenestado |n(R(0))), después de un
tiempo T se encontrard en [n(R(T))). En general estos dos eigenestados no tienen que ser los mismos. Si
R(T') = R(0), los dos eigenestados describen la misma situacién fisica, por lo que su diferencia solamente
puede ser una fase |n(R(T))) = e?|n(R(0))) , donde 6 es una funcién que poco a poco veremos de

I Muy lentamente quiere decir que [Aharonov y Anandan, 1987, Férmula 6]:

D

n#m

h{m|H|n)

B B <<1 (2.2)

El punto es la derivada respecto al tiempo, |m) son los eigenestados y sus complejos conjugados y En, son los eigenvalores
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qué variables depende. Una primera propuesta es e/ = e~ # Jo (P HEYE) dt' — =5 [¢ En(D)dt que eg

simplemente la fase dinamica y se debe a la evolucion del sistema. La primera igualdad es el caso general
y la segunda es vélida solamente cuando los hamiltonianos a distintos tiempos conmutan [Bohm, Pag:
578-579]. Sin embargo, esta propuesta no cumple la ecuacidn de Schroedinger, por lo que hay que agregar
una fase extra: e = e—# J E®)dtgiv,

Berry investig6 [Berry, 1984] cudl era esta fase. Suponiendo su existencia, que el sistema inicialmente
se encontraba en |n(R)), un cambio ciclico y adiabdtico, y considerando que cualquier eigenestado debe
de cumplir la ecuacién de Schroedinger, encontré que esta fase, v, (C) es:

(C) =i 7{} (n(R)|V n(R)) - dR (2.3)

Por ser los pardmetros coordenadas de una variedad, una curva en ella, C, indica el cambio de R(t).
Por simplicidad en la notacién, la dependencia del tiempo de R no estd indicada de manera explicita.
7 (C) es la fase de Berry.

Uno puede obtener un resultado donde no aparezca la fase dindmica. Existen aparentemente varios
métodos para hacerlo, aunque en esencia son similares. Como el valor absoluto de la energia no es impor-
tante, uno puede mover la escala de energfa de tal forma que E, () = 0 [Simon, 1983], lo cual es similar a
cambiar el hamiltoniano H(t) — H'(t) = H(t) — k(t)I [Bohm, Pag: 611], donde k(t)I simplemente cam-
bia la escala de energia. O finalmente, hacer un cambio de los eigenvectores, multiplicindolos por una
fase, [n) — |n') = e Jo (YA HE)IYE)) dt’ |y [Bohm, Boya y Kendrick, 1991]. Como se puede ver, la
fase dindmica depende del hamiltoniano escogido. En todos los casos, el sistema fisico antes y después
de la transformacién es el mismo. Simplemente se “describe” de manera diferente reescalando la energia,
por lo cual, siempre se puede elegir una “descripcién”, en realidad un hamiltoniano, donde no aparezca
el término dindmico.

Lo relevante de la fase de Berry es que, a diferencia de la fase dindmica, no depende de la escala
de energia, ni de qué tan rapido se recorra C' 2 , ni de ninguna transformacién dindmica. Por lo cual
no se la puede “eliminar” haciendo este tipo de transformaciones o, lo que es lo mismo, cambiando el
hamiltoniano.

La fase de Berry puede ser explicada como un fenémeno geométrico, utilizando los haces principales.
Esto es una muestra de la capacidad de esta herramienta matematica. v que originalmente parecia ser
s6lo una consecuencia del teorema adiabdtico, es en realidad el transporte paralelo de un eigenestado.

Aprovechando toda la herramienta matemaética construida en el capitulo 1, describiremos la fase de
Berry en términos de los haces principales. Primero construimos los elementos de estos. En la seccién 1.2
mencionamos que era 1util describir con haces fibrados a las funciones de onda. Consideremos el espacio
en el que estan las funciones de onda con norma unitaria como el espacio total, P. Este es H sin el vector
nulo. En él, |¥) y €*?|¥), donde 9 € R son elementos distintos. Como espacio base, M, utilizamos el
espacio proyectivo de H — {0}, P(H). Este consiste simplemente en tomar todos los elementos de H y
considerar como el mismo elemento a |¥) y |®) si |¥) = €*’|®). Esto es muy natural ya que los dos estados
representan casi el mismo estado fisico. La fibra es U(1) y sus elementos son las fases de las funciones
de onda. La curva por la cual el sistema se mueve (C(t)) es una curva cerrada en P(H), or lo que al
completar un ciclo, la funcién de onda inicial y final difieren solamente por una fase.

Falta definir la conexién que nos defina al H, P. Debido a que si |¥) es un elemento de H, su derivada
también lo es, un vector tangente a una curva en P lo podemos representar como un elemento de P.
Como ya vimos, la eleccién del H, P no es unica, pero la de V,, P si lo es. Los vectores de V,, P apuntan
en la direcciéon de la fibra. Como en la fibra, la diferencia entre dos funciones de onda es Unicamente una
fase, si |¥) estd en la fibra, los vectores del espacio vertical tienen la forma e’ |¥).

Llamemos |¥(t)) a una curva en P,y sea T el tiempo que tarda el sistema en dar una vuelta completa.
El vector tangente a ella lo podemos descomponer en su parte vertical y en la horizontal:

[W(1)) = (L)L) (1) +[Hor(t)) (2.4)

(W(t)[¥(t)) es la proyeccién del vector tangente a lo largo del V, Py es una fase. |[Hor(t)) es el espacio
horizontal. La pregunta es como elegirlo. Cada eleccién, nos va a dar una fase diferente. En particular,

2Siempre y cuando se cumplan las hipétesis requeridas por el teorema adiabatico
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existe un H, P que “elimina” la fase dindmica. Una funcién de onda cualquiera, |¥(¢)) va a evolucionar
conforme a la ecuaciéon de Shroedinger:

HOIW(0) = ih 5 w(0) (2.5)

entonces |¥(T)) = ¢™|¥(0)), donde la fase tiene una parte dindmica que depende del hamiltoniano y
una parte geométrica que solamente depende de la curva C(t). La evolucién de la funcién de onda es
una curva en P. Tomemos otra curva en el espacio total que sea cerrada y [¥(t)) = e~/ ®)|¥(¢)), donde
f(T) = £(0) = ¥ es la relacién con la anterior. Aplicando la ecuacién de Shroedinger a [¥(t)), contrayendo
con (¥(t)| e integrando:

T d - T
/0<‘If(t)lial\lf(t)> dt:/o ﬁ<‘lf(t)lH(t)l\If(t)> dt +7 (2.6)

El primer término del lado derecho es el negativo de la fase dindmica y el segundo es la fase total. Al
ser cerrada, la diferencia de fase entre el estado inicial y el final es cero, [¥(T)) = |¥(0)) . Queremos una
curva donde la diferencia de fase sea independiente del hamiltoniano, que sea una fase geométrica. Sea
ésta |£(t)) = €| W(t)) Haciendo d igual a la fase total menos la parte dindmica o lo que es lo mismo el
lado derecho de la ecuacion 2.6:

5:/0 <@(t’)|¢%|\i/(t')> dt’ (2.7)

que es similar a la ecuacién 2.3. Comparando con la ecuacién 1.11:

(1)) = ¢ o TEig P at' 1 (4)y
y
A= (B 1E0) (2.8)

Recordemos que el dominio de A son vectores en el espacio base, por lo que la derivada temporal en
la ecuacién (2.8) se refiere a cémo cambia la funcién de onda en el espacio proyectivo, al evolucionar el
sistema. Por estar en el espacio proyectivo, si el cambio es tinicamente una fase esta derivada es cero.

Conociendo A podemos encontrar a w. Simplemente el dominio de w es el espacio total. Si |¢(t)) es
un levantamiento horizontal de C(t), entonces el vector tangente estd en H, P y

W (S16(0) = 0 = {6(0)li (1) (29)

En este caso la derivada estd asociada con el cambio en H y es distinta a la de A. La derivada
simplemente se utiliza para tener un vector tangente a una curva. Aunque la notacién puede hacer que
las definiciénes de A y w sean un poco confusas, en realidad son expresiones diferentes.

Para cualquier funcién de onda, el hecho de que esté normalizada implica Re((¢(t)|4|6(t))) = 0.
Entonces la ecuacién (2.9) se reduce a Im((¢(t)|%|¢(t))) =0

Los vectores de H, P son los ortogonales a la fibra. Esta conexién es la conexién de Berry. Después
de una vuelta:

E(T)) = e $o A[£(0)) (2.10)

Si al tomar una curva en P que sea igual a la evolucién dictada por la ecuacién de Shroedinger, al dar
una vuelta en ella no aparece la fase dindmica, obtenemos la conexién que nos da la fase de Berry. Para
ello simplemente se requiere quelas direcciones “permitidas” para el transporte paralelo sean ortogonales
a la fibra. Si escogemos otra conexioén, el resultado va a ser la fase geométrica mas una fase extra, que
se puede interpretar como la fase dindmica de cierto hamiltoniano. Existen formas similares de deducir
la conexién [Simon, 1983] y [Samuel y Bhandari,1988]. En consecuencia, la fase de Berry es el transporte
paralelo de la funcion de onda, donde la regla de transporte paralelo hace que la fase sea independiente
del hamiltoniano utilizado.
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/ /] / j
/ T [ \/

Berry
dindmica + Berry

Figura 2.2: Construccién de la conexién. La curva sobre la superficie de la esfera representa la evoluciéon
del sistema, C(t) Las otras tres curvas (De izquierda a derecha, |¥(¢)), |£(¢)) v |¥(f))) estén en el espacio

total y sus proyecciones al espacio base son la misma 7 (|¥(t))) = 7(|£(¢))) = 7(|¥(¢))) = C(¢)

La figura 2.2 muestra el proceso de construccion de la conexién. En este caso, el espacio base es la
superficie de una esfera. La curva negra cerrada sobre ella representa la evolucién del sistema, C(t). El
espacio total es la esfera completa sin su centro. |¥(¢)) es representado por la curva punteada. Esta no
es cerrada debido a que |¥(T)) # |¥(0)). La diferencia entre | U (7)) y |¥(0)) es una fase que equivale
a una distancia en la fibra, que tiene dos contribuciones. Una la fase dindmica y otra la fase de Berry
(7). Construimos una segunda curva |\il(t)) que es cerrada. Y a partir de ésta, utilizando la conexién
podemos construir una tercera curva, [£(t)) , que no es cerrada, pero su diferencia de fase sélo incluye a
la fase de Berry. En la figura es la curva continua no cerrada. La proyeccion de las tres curvas al espacio
base es la misma.

Utilizando el teorema de Stokes en la ecuacién (2.10):

%CA:/ZdA:/E}" (2.11)

donde la frontera de ¥ es C. F es la curvatura de Berry. Como vimos en la secciéon 1.2.2, F es una
propiedad de la geometria global de la variedad, que nos dice que tan curva es. En este caso, la variedad
asociada es el espacio base, por lo cual la fase de Berry no es méds que una consecuencia de la forma global
del espacio base. Si éste es plano, no hay fase de Berry. Si es curvo, si lo hay. Este resultado no es tan
inesperado ya que habiamos visto que la fase de Berry es la holonomia resultante del transporte paralelo
de la funcién de onda. Y como ya vimos (figura 1.2), la holonomia sélo existe en espacios curvos.

Como los vectores utilizados en la ecuacién (2.8) son vectores del P(H), existe una libertad de escoger
cualquier fase. Tal vez haciendo un cambio de fase, podriamos eliminar a la fase de Berry. De hecho, por
esta misma idea durante anos nunca se la tomo en cuenta.

Hagamos el siguiente cambio:

|9(t)) = e D(1)) (2.12)

donde la = solamente quiere decir que la curva en el espacio total es cerrada, lo cual es un requisito que
utilizamos para definir a A. Como las dos curvas son cerradas se tiene:
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SO (T))= €O F(0))

i3
(T — ,i6(0)
I3
&(T)=¢(0) +2mn (2.13)
donde n es un entero. Y A se transforma:
- d - - ) d . ~ ~ d - d d
oA = P — Fo—1€(t) & Lig(t) _ P _2 — 4
A A = BOiZ18(0) = (B(0)lie O S O[(0)) = (B@)}ip (1) +-Zel) = A- T

(2.14)

Para calcular la fase integramos:

]{A’ = ]{A— (£(T) —£(0) = ]{A— 2mn (2.15)

%l %l %l

donde el factor 27 no es relevante ya que e>™™ = 1,por lo que este cambio de fase nos da la misma fase

de Berry. Esto se debe a que en la definicién de A, la curva utilizada es cerrada en el espacio total.
Claro que los resultados de Berry [Berry, 1984] nos daban cierta pista de cémo iba a ser la conexién.
Las diferencias entre esta deduccién y la que utilizé Berry van maés alld de una cuestion de elegancia

matematica o de la clarificacién de ciertos puntos. También existen diferencias en las hipotesis fisicas en

la que se basan. En el articulo de Berry se requiere que:

= Inicialmente el sistema se encuentre en un eigenestado.
= El cambio del sistema sea adiabatico.
= Los pardametros varien de forma ciclica.

= Los eigenestados no sean degenerados.

En la deduccién que hicimos, nunca requerimos que el cambio del sistema fuera adiabdtico. Se puede
demostrar que la adiabacidad induce de forma “natural” una conexién que es igual a la ecuacién
(2.8) [Chruscinski y Jamiolkowski, Secciones 2.1-2.2]. La idea bésica es que la implicacién del teorema
adiabatico que mencionamos al principio de este capitulo puede escribirse como un proyector. Si el sistema
se encontraba inicialmente en el eigenestado |1(0)) = |n(0)), el proyector se escribe |n(t)){(n(t)| entonces
a un tiempo t el sistema va a estar en |n(t)) (n(t)|n(t)), donde la fase estd relacionada con (n(t)|n(t)) y
que es similar a la ecuacién (2.8).

La adiabacidad es suficiente para garantizar el transporte paralelo escogido. Sin embargo, no es ne-
cesaria. En la deduccion presentada nunca se necesitdo que el cambio fuera adiabatico. Existen expe-
rimentos donde se detecta una fase geométrica para sistemas que cambian de forma no adiabdtica
[Suter, Mueller y Pines, 1988]. Tampoco fue necesario que la funcién de onda inicial sea un eigenestado
del hamiltoniano inicial.

En principio se podria haber escogido otro espacio base. Simon [Simon, 1983] escoge el espacio de
parametros y en €l pone una curva cerrada. A través de ella cambia el hamiltoniano, lo que implica que
los pardmetros cambian de forma ciclica. La conexién utilizada por Simon es:

(n|dln) =0 (2.16)

donde |n) es un eigenestado del sistema. Esta es la conexién de Berry-Simon. Pero al elegir como
espacio base el espacio proyectivo, la curva cerrada esta en éste y no en el espacio de parametros. En este
caso, lo uinico que necesitamos es que la funciéon de onda inicial y final sean la misma, salvo diferencias de
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Figura 2.3: Espacio de parametros de un oscilador harmoénico. En el eje x, la frecuencia y en el eje y la
masa.

fase. Que la curva sea cerrada en el espacio proyectivo no implica que lo sea en el espacio de parametros.
Por ejemplo: el estado base de un oscilador armoénico en una dimension es

do(z) = (%)i e (2.17)

y depende de dos pardametros, m y w. En la figura 2.1, la curva continua representa los valores de m y
w, donde el producto mw es constante. Para cualquier punto de esta curva, la funciéon de onda asociada
serd la misma. Suponiendo que inicialmente el sistema se encuentra en algin lugar de esta curva, la
curva punteada representa un cambio en los parametros. A pesar de que no es cerrada en el espacio de
parametros, las funciones de onda inicial y final son iguales, por lo que en el espacio proyectivo la curva
st es cerrada. Esta fase se conoce también como la fase Aharonov-Anandan (AA) y es simplemente una
generalizacion de la fase de Berry.

Existe incluso una generalizacion mas a la fase de Berry, en la cual no se requiere que la evolucion en
el espacio proyectivo sea ciclica [Samuel y Bhandari,1988].

Veamos un ejemplo de como se calcula la fase de Berry. Tenemos fotones que se propagan a través

N

de una fibra éptica. La direcciéon de propagacién k va a ser paralela a la fibra, por lo que si la fibra da
vueltas, el foton también. El spin del fotén s va a ser paralelo o antiparalelo a k. Al ser una particula

que viaja a la velocidad de la luz, su helicidad s - E va a ser 1 o —1. Los eigenestados son:

Sk k), 1) = £|k(t), ) (2.18)
donde:
cosg . —seng
0 ) = (oa ) 0. 2) = (o2 (2.19)

Cada uno de estos eigenestados representa una de las dos posibles polarizaciones circulares, una derecha
—

y otra izquierda. 6 y ¢ son las coordenadas esféricas del vector f.

A = i(0R(0), H10lk(1), £) dB+ (k(1), +10,1k(1), £) dg) = Fsen® Lo (2.20)
F =dAyx = Fsenldpdl (2.21)
Vi = :F/ senfdpdd = F (2.22)

>

donde 2 es el angulo sélido encerrado por la curva en la esfera a lo largo de la cual se movié el vector k.
Y la funcién de onda después de una vuelta adquiere la fase:
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k(T), %) =T |k(0), %) (2.23)
La polarizacién lineal |x) es una superposicién de la polarizacién circular izquierda y de la derecha:

1
|z(0)) = NG

Después de una vuelta cada estado adquiere su fase correspondiente:

(IK(0), +) + |%(0), =) (2.24)

2(T)) = % (= R(T), +) + eH2|K(T), -)
(z(0)| 2(T)) = cos*Q (2.25)

lo que implica que la polarizacién lineal roté un angulo €. Esta es la teorfa de uno de los experimentos
utilizados para comprobar la existencia de la fase de Berry.

Se han hecho varios experimentos donde se comprueba la existencia de la fase de Berry
[Shapere y Wilczek , Capitulo 4]. Incluso hubo experimentos [Mead y Truhlar, 1979] que se hicieron an-
tes del descubrimiento de Berry. Uno de los primeros experimentos que comprobd la existencia de la
fase de Berry fue el de Tomita y Chiao [Tomita y Chiao, 1986]. En él enrollaron una fibra ¢ptica en un
cilindro formando una hélice. Al principio y al final de la hélice pusieron dos polarizadores para medir
el cambio en la polarizacion de un ldser de He-Ne. Como ya vimos en el ejemplo anterior, el parametro

que cambia cuando la luz recorre la fibra es la direccién del vector k. El espacio base es el espacio de
momentos y tiene la forma de una esfera. Para asegurar que el ciclo fuera cerrado, acomodaron la fibra

de tal forma que sus dos extremos estuvieran en la misma direccién; de esta manera, ; también tenia
la misma direccién. Y encontraron los resultados esperados. El experimento lo repitieron formando otras
figuras al enrollar la fibra en vez de una hélice. Como vimos, en este sistema, la fase de Berry tinicamente
depende del dngulo sélido encerrado por C(t). Para poder comparar los resultados de este experimento,
entre distintas curvas, es necesario que esta condicién se cumpla. Tomando en cuenta esto, los resultados
para la hélice y para las otras curvas son los mismos y se apegan a las predicciones tedricas.

2.2. El efecto Wilczek-Zee

Hasta el momento siempre supusimos que los eigenestados no estaban degenerados. Por eso pudimos
suponer que la diferencia entre el estado inicial y el final era solamente una fase como en la ecuacién
(2.10). Pero en general, los eigenestados pueden estar degenerados. Esto se debe a alguna simetria en el
hamiltoniano. En este caso ya no podemos asegurar que el estado final va a ser el mismo que el inicial
(salvo una fase). Supongamos que inicialmente el sistema se encuentra en el eigenestado [1(0)) = |1(0)) y
con energia F,(0). Ademés de este estado, existen otros m — 1 estados con la misma energfa. Haciendo
una generalizacién del teorema adiabatico:

m

[$(t) =Y a®)i(t) (2.26)

=1

donde las a;(t) al ser coeficientes nos dicen no solamente la fase del estado |I(¢)) , sino también su amplitud.
En la ecuacion también se ha removido la fase dinamica. Lo cual siempre se puede hacer.

Esta matriz que obtuvimos se puede deducir también utilizando el lenguaje de los haces fibrados. En
este caso, tomamos al espacio de parametros como el espacio base, M. A cada punto de él, x, se le puede
asociar el espacio creado por los eigenvectores que corresponden a la energia E,,. Este espacio lo llamamos
Ha. Y el espacio total es

E*= |J Ha

zEM

Notese que la union de los espacios degenerados es respecto a diferentes parametros y no respecto a
distintas «. Por esto para cada valor de la energia existe otro espacio total.
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De manera similar a lo que hicimos en el caso no degenerado (ecuacién (2.16)), llamamos transporte
paralelo al movimiento del eigenestado de forma ortogonal, no solamente a él mismo sino a cualquier eige-
nestado que tenga la misma energia. La curva que representa el transporte horizontal representa el trans-
porte paralelo de cada uno de los eigenvectores degenerados, por lo que es de la forma (&1 (t), ..., &n(t)).
La conexién de Wilczek-Zee es:

1% x(t)) =0 (2.27)

para cualquier k,l= 1,....m.

Lo que nos interesa en este caso es poder relacionar las distintas a; después de completar un ciclo en el
espacio de pardmetros (esto se hace al tiempo T) con la originales al tiempo 0. Esto esta dado por una
matriz de la siguiente forma:

ax(T) =Y Ugi(T)ay(0) (2.28)
=1

Uy es una matriz de m x m.

En el caso no degenerado, la contribucion a la fase de Berry se debia tunicamente al eigenestado
original. Sin embargo, en este caso, después de un ciclo, los coeficientes ay(7T') van a ser una mezcla de
todos los coeficientes, lo que implica que el estado original va a evolucionar a una combinacién lineal
de los eigenestados degenerados con fase U (T)a;(0). Esto tiene como consecuencia que exista una fase
geométrica pero también que la poblacion de los eigenestados con la misma energia cambie al haber
una evolucién. Como los cambios son entre eigenestados degenerados, no hay ni absorcién ni emisién de
energia [Berry, 1990, Lecture 5]. Al representar U (T) el transporte paralelo del estado |k), utilizando la
ecuacion (1.11) se encuentra que sus componentes son:

Upi(T) = Pe' e Al (2.29)

donde C es la curva recorrida en el espacio de parametros, P es la integral de ordenamiento de recorrido
[Sakurai, Ver Series de Dyson]. A%, son los elementos de matriz del potencial de Wilczek-Zee. Debido
a que conocemos la conexién podemos definir a sus componentes como:

Kl = Z<k|a|l> (2.30)

Si la matriz A% es diagonal, también lo va a ser U, los coeficientes aj ya no se van a mezclar:

ap(T) = Uprar(0) A% diagonal (2.31)

donde Uy = 5 (Ver ecuacién (2.3)). Por consiguiente, en una base donde A% es diagonal, las fases para
el caso degenerado se calculan de la misma forma que el no degenerado. Esto puede servir para simplificar
los célculos.

Un ejemplo [Suter, Chingas, Harris y Pines, 1987] de un sistema degenerado donde se puede diagona-
lizar la matriz A es el experimento realizado por Tycko [Tycko, 1987] Para cada energia degenerada, al
ser diferentes los eigenvectores también lo van a ser A% y U, por eso llevan un superindice a que indica
a que degeneracién estan asociados. En caso de que m = 1, lo cual implica que no hay degeneracién, A%
y U% son matrices 1 x 1. Ademas U® es unitario, lo que quiere decir que es un niimero complejo de norma
uno y asi todo se reduce a la fase de Berry que ya habiamos calculado.

Veamos un ejemplo practico de cémo se calculan las fases en el caso degenerado. La generalizacién
de la interaccién de una particula de spin un medio con un campo magnético implica cambiar en el
hamiltoniano las matrices de Pauli por las de Dirac (), obteniendo:

1
H = i,uB -y (2.32)

La energia F = % uB tiene dos eigenestados degenerados.
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1 0
1 0 1 1
Y= 2 cosf Y2 = 2 | senfe—i® (2:33)
senfet?® —cosb
Utilizando la ecuacién (2.30):
A= Agdd + Aydos
0 e~
MO
senl [ —senf coshe
Ay = 2 ( cosfe'® send ) (2.34)



Capitulo 3

Mecanica Cuantica en Subvariedades
de R"

Para resolver un problema fisico lo primero que se intenta es simplificar el problema. Existen varios
tipos de simplificaciones, algunas con implicaciones fisicas y otras no. De hecho, todo problema fisico
es una aproximacion de la realidad. Se debe decidir que elementos son importantes para la solucién del
problema y cudles no. Por ejemplo,si un objeto se deja caer desde un edificio no muy alto, la friccién
del aire, aunque frena al objeto, no ejerce un efecto muy grande y, como una primera aproximacion,
se le puede despreciar para simplificar el problema. Ademds de este tipo de simplificaciones que son de
caracter fisico, existen otras que son de cardcter matematico. Estas no cambian los factores que se toman
en cuenta. Simplemente simplifican el cdlculo. En caso de tener un objeto que se mueve a lo largo de
un circulo es méas facil describir el problema en términos de la distancia recorrida en el circulo que en
coordenadas cartesianas. Este tipo de simplificaciones consisten en hacer ciertos cambios de coordenadas
y tomar en cuenta las simetrias del problema. En el caso de un péndulo, se puede simplifica el problema
tomando en cuenta que la masa del péndulo siempre se va a mover a cierta distancia del lugar de donde
esta colgada, por lo que podemos suponer que se va a mover en medio circulo y utilizar la distancia que
se ha recorrido en el circulo como coordenada. Sin embargo, la masa del péndulo, al ser un objeto con
volumen, no se mueve en una linea. Pero existen ciertos “trucos” que nos permiten suponer que toda la
masa del péndulo esta concentrada en un punto y este punto se mueve en la linea anterior. Este punto es
el centro de masa.

En mecdnica cudntica se pueden interpretar las particulas como objetos con volumen. Sin embargo,
en este caso no existe un equivalente al centro de masa, por lo que en un problema donde existen
constricciones no se puede suponer que una particula se mueve en una linea o en una superficie en vez de
en un espacio de tres dimensiones.

En varios casos, cémo interpretar cuanticamente un problema no es tan trivial y las suposiciones
anteriores no se toman en cuenta. En este capitulo veremos qué es lo que pasa al suponer que una
particula que estd restringida a moverse en una linea, en vez de sélo moverse en ésta, en realidad se puede
mover en ella y en distancias muy cercanas a ellas (una descripcién més realista). Esta simple suposicién
tiene efectos muy importantes que pueden ser medidos.

3.1. Métodos de cuantizacién

Cuando un cuerpo esta limitado a moverse en ciertas direcciones, existe una constriccién que obliga al
cuerpo a estar solamente en ciertos puntos del espacio. Un ejemplo de esto es un péndulo en un plano.
Claramente, al moverse en el plano podemos describir su movimiento con dos coordenadas. Sin embargo
existe una constriccion que obliga a la masa que cuelga a mantenerse siempre a la misma distancia del
lugar donde cuelga. Esta constricciéon ademds nos ayuda a simplificar los calculos al utilizar coordenadas
generalizadas. Al igual que en la seccién 1.1.2, en el caso B el habitante del circulo sélo se puede mover
en éste; al hacer esto limitamos el movimiento del péndulo también a un circulo y es como si todo su
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“mundo” fuera éste y el resto del espacio no existiera.

Esta visiéon ha tenido mucho éxito en mecanica clasica debido en gran parte a su capacidad de simplifi-
cacién. En mecanica cudntica, varios métodos de cuantizacion utilizan esta idea. Primero, se simplifica el
problema clasico, utilizando un sistema de coordenadas generalizadas, donde ciertas coordenadas tienen
valores fijos (debido a las constricciones) y posteriormente se cuantiza el sistema. En pocas palabras, esto
consiste en remplazar las cantidades medibles del sistema (Posicién, momento, etc.) por operadores y
los paréntesis de Poisson por conmutadores [DeWitt, 1952]. El problema es que en general en mecénica
cuantica los operadores no conmutan. Cuando dos operadores, A y B, se multiplican y no conmutan,
AB #* BA. Esto implica que el orden de los operadores puede ser importante y no siempre es evidente
cudl es el correcto. Esta ambigiiedad en el ordenamiento puede ser responsable de que ciertos efectos
cudnticos no sean evidentes. Veamos un ejemplo. Supongamos que en R? hay una particula que sélo se
puede mover en una superficie, por ejemplo una esfera. Tomando i =m =1

1
H=-5A+aR (3.1)

El coeficiente o va a ser diferente para distintos métodos de cuantizacion y distintos ordenamientos
[Maraner, 1994], resultando en una ambigiiedad.

Algo importante a tomar en cuenta es que a diferencia del caso de mecédnica clasica, en cuantica no
se puede suponer a los cuerpos como particulas puntuales. Las particulas son descritas por funciones de
onda de probabilidad. Al no poder asegurar (a menos que se haga una medicién) que la particula estd en
un punto o en otro, no lo podemos interpretar como un objeto puntual. Al ser un cuerpo extendido, se
pensarfa que puede encontrarse un analogo cldsico al centro de masa. Sin embargo, la “extensién” de la
particula no es de ella misma sino de su probabilidad. Por lo que, por lo menos hasta donde sabemos
actualmente, no se puede definir un centro de masa tampoco.

Supongamos que estudiamos un sistema que estd restringido a moverse en cierta curva. En 3 dimensiones
la particula es representada por una esfera de probabilidad. En realidad, esta esfera se puede extender
por todo el espacio, pero solo consideramos el espacio donde las probabilidades de que esté la particula
son mayores a cierto numero. La constricciéon puede representarse por una curva en el espacio. La esfera
completa no puede moverse en una linea. Por lo tanto, las partes que no se mueven en esta linea van a
ser afectadas por lo que pasa fuera de esta linea. En realidad, nuestro sistema se mueve en la linea y en
una vecindad de ella.

;Dénde desempena un papel importante el hecho de que la funcién de onda es afectada por el espacio
fuera de la curva? Veamos un ejemplo poco ortodoxo. Tomemos un spaghetti y enrollémoslo, sin estirarlo,
de dos maneras distintas. En un caso lo ponemos recto. En otro lo enrollamos en un circulo. Viendo el
plato, las diferencias son evidentes en las dos situaciones. Pero el spaghetti es exactamente el mismo. Si
solamente nos pudiéramos mover en el spaghetti no podriamos notar la diferencia. Esto se debe a que
existe una relaciéon uno a uno entre las dos curvas. Las dos tienen la misma curvatura interna. Se ven
diferentes por que sus curvaturas extrinsecas son distintas. En los dos casos el spaghetti es el mismo,
pero en cada un esta “enrollado” de forma diferente. Cémo se enrolla el spaghetti depende de qué espacio
ocupe en el plato o lo que es equivalente, las coordenadas que tenga en un espacio mas grande Esta
diferencia se debe a la curvatura extrinseca y depende del espacio fuera del spaghetti.

Regresando al caso de las particulas, si no tomamos en cuenta que la particula es un objeto extendido,
la fisica seria la misma si se moviera en un circulo o en una linea recta. Suponiendo lo contrario, la
fisica seria diferente y dependeria de la curvatura extrinseca. Por esta razon tomaremos en cuenta que la
particula es un objeto extendido.

Si queremos que una particula se mueva en una curva en el espacio, jcudles son las constricciones
que debemos de tomar en cuenta? En cada punto de la curva podemos definir un espacio normal. En
estas direcciones la particula se puede mover, pero poco. Para lograr esto, introducimos un potencial
muy estrecho en las direcciones normales a la curva en cada punto. Para tener los resultados deseados el
potencial debe de:

= Tener un minimo en la curva y su valor en este punto debe de ser cero.
= Depender solamente de las coordenadas normales.

= Ser muy estrecho, para que la particula no se pueda alejar mucho de la curva.
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/> Curvatrura grande

Curvatrura chica

Figura 3.1: Cuando la curvatura es grande, los planos normales se cruzan cerca de la curva, por lo que
varios puntos (en el dibujo la linea punteada) pueden describirse por coordenadas distintas. En cambio
si la curvatura es chica, los planos también se cruzan pero mucho maés lejos de la curva, en regiones que
para este estudio no nos interesan.

Podemos utilizar cualquier potencial que cumpla estos requisitos. Los resultados dependeran del poten-
cial utilizado y éste a su vez del problema fisico. Debido a que el potencial es muy estrecho, la separacion
entre los niveles de energia en las direcciones normales va a ser muy grande respecto a la separaciéon en
las direcciones tangenciales.

Primero analizaremos este tipo de sistemas en general y posteriormente tomaremos el caso particular
de una linea en un espacio de 3 dimensiones.

3.2. Sistema de coordenadas

Una particula esta constrenida a una variedad de dimensién m, la cual es parte de R™ y m < n. Cada
punto de la variedad tiene un coordenada en R™ dada por la funciéon R : V'™ — R™ |

Utilizar coordenadas cartesianas no es conveniente. Para simplificar el problema hacemos un cambio
de coordenadas. Debido a que la hipersuperficie de constriccién es una variedad, existe un sistema local
de coordenadas y = {y!,...y™}. Restan n —m = p coordenadas. Elegimos las coordenadas del hiperplano
normal a la variedad. Para esto es necesario escoger una base, la cual consiste en p vector independientes
en las direcciones normales. 2%(y),i = m + 1,...,n. Como los vectores son normales a la variedad en cada
punto, para distintos puntos van a ser diferentes y por eso dependen del punto de la variedad, y. Las
coordenadas normales van a ser distancias, z¢, en éstas direcciones, 2'f‘(y). Esta eleccién no es tnica.
Siempre se puede elegir alguna rotacién de uno o varios de los vectores. Mas adelante veremos qué hay
que tomar en cuenta si se hace un cambio de base.

“Cualquier” punto en R™ lo podemos escribir en estas nuevas coordenadas:

r(y,2) = R(y) + "0’ (y) (3-2)

Tomaremos como convencién que indices repetidos se suman. En realidad, esto no es un sistema de
coordenadas vilido para todo el espacio. Si queremos poner el punto r siempre es necesario elegir un
punto de referencia en la variedad, de ahi la dependencia en y. Si éste es yg, el punto que deseamos
describir en R™ es la suma vectorial del vector que va del origen a yy més una combinacién lineal de los
vectores normales. La tnica restriccién que existe para la eleccién de yg es que r esté en el hiperplano
normal a yo. Estos en general se van a cruzar por lo que para un punto existen varias coordenadas,lo cual
evita que sea un buen sistema de coordenadas. Sin embargo, para puntos muy cercanos a la variedad, los
planos no se van a cruzar. Solamente para éstos es valido este nuevo sistema de coordenadas. Pero como
la posicién de la particula estd restringida a la variedad y a una vecindad suficientemente chica, estas
coordenadas son suficientemente buenas para nuestro andlisis. ;Qué tan chicas? Lo suficiente para que
los planos normales no se crucen.

Podemos tomar como base vectorial de estas coordenadas un combinacién de los vectores tangentes
(t,) y de los normales (7{1) a la variedad. Utilizaremos la convencién de que indices griegos van de 1 a m
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e indices en mintsculas latinas de m+1 a n y los de maytusculas de 1 a n. De las ecuaciones generalizadas
de Frenet-Serret:

Al =@ 9,0 (3.3)

i

v €8 antisimétrico en los

donde I'f),, son los simbolos de Christoffel, g,,, es la métrica de la variedad. «
indices griegos y Afj lo es en los latinos. Para el caso de una curva en R3, solamente existe una direccién
tangencial, por lo que los indices griegos ya no son necesarios. Hay 2 direcciones normales que llamamos
ny B, eliminando asi los indices latinos. « es la curvatura y A la torsién.

Como mencionamos, la eleccién de los 7' no es tinica. En cambio, los fu estan definidos por las coor-
denadas de la variedad. Tenemos la libertad de hacer una rotacién de los vectores normales i/t = R¥pk,

donde R es una matriz de rotacién. Haciendo este cambio de base:
1o pki k
a,, = R"a, (3.4)
lij _ pki gkl plj ki kj
A =RYATRY + R™O,R
La métrica en las coordenadas tangenciales y normales es:

GAB = 8,47“ . 8]37" (3.6)

Esta matriz la podemos dividir en 4 partes para facilitar el cdlculo:

(ty +y'0,1%) - (t, + ¥ 0,7) | (t, +y'9ui?) - i)
n’ - (t, + 1y 0,n7) | nt -l

La primera divisién corresponde en la ecuacién (3.6) a tomar las dos parciales respecto a las direcciones
tangenciales, de las siguientes dos (que estén fuera de la diagonal), una parcial es respecto a la direccién
tangencial y la otra respecto a la normal, y en la ultima, las dos parciales son respecto a las direcciones
normales. Utilizando esta matriz y las ecuaciones 3.3 se obtiene que Gzp es:

Yy + yiyjALhAf,h yz’AZz’

yjAZj | 5

donde v, = gy —2y'c,, +y'y’ al, 9”7 od ;. Ya que det(G) = det(y), es fécil encontrar la matriz inversa,
GAB es :

e Yl Adh \Ho

yiAI;iA;u/ 5ij + yiyjAkip,Alju)\p,V

donde A" = (y71),,,.
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3.3. Dinamica

Los cambios de coordenadas de la seccién anterior nos facilitan el calculo. En coordenadas cartesianas,
el hamiltoniano del sistema es H. = —%8,48,4 + V(z), donde V es el potencial de constriccién en las
direcciones normales. Haciendo el cambio a las nuevas coordenadas [Schutz]:

H= - 0,G"PG}0, + V(2) (3.7)
2G>
En este caso, las parciales son respecto a la nuevas coordenadas y G es el determinante de la matriz G.
Nos interesa encontrar una funcién de onda, ¥, que describa la probabilidad de que la particula se
encuentre en algin punto de la variedad [Schuster y Jaffe, 2003] y que su normalizacién sea de la forma
J d™ydPz,/g¥* . Recordemos que g es la métrica de la variedad en las nuevas coordenadas. Pero la nor-
malizacién de una funcién de onda que sea eigenvalor de la ecuacién 3.7al hacer el cambio de coordenadas
es f dmyd%\/@‘b*@. Reescalando la funcién de onda obtenemos el resultado deseado: ¥ = %i@ .
También hay que reescalar el hamiltoniano Hy = Qiﬁ %i. Tomando en cuenta que g,z* y A no
dependen de las direcciones normales y que en la ecuacién 3.7 hay una suma sobre los indices A y B:

Hr =

= St A0 N0, QN A0, £ DN AT D,y A AT DN D) <%)

N

Bl

+V(z) (3.8)

Para simplificar la notacién definimos 0,, = 9, + %ZALJ L;j, donde L;; = i(270; — 2"0;). El factor un medio
viene de que los dos operadores son antisimétricos y se suman en sus indices.

- 1

1

2(g7)7

En general, en esta ecuacién no se pueden encontrar los eigenvalores [Tkegami y Nagaoka , 1991], ya que

no es separable en las direcciones normales y tangenciales. Por lo que para simplificar la ecuaciéon hacemos

un desarrollo en serie utilizando las propiedades del potencial. La energia total del sistema es la suma

de la energia normal mas la tangencial. Entre més estrecho sea el potencial, mayor va a ser la energia

normal y, por lo tanto, en una expansién perturbativa, podemos tomar a los términos relacionados con
la energia normal como los de orden cero. El potencial es uno de ellos y su expansién es:

(95/70: + DN /70, <3) f v (3.9)

, 1 . o o
Vi(z') = 2762“)2212 + a2 2 2 4 bt 2R+ L (3.10)

El otro término es el primer sumando de la ecuaciéon 3.9. Tomando éste mas el primer término del potencial
obtenemos:

~ 1 1 )
Hy = —50i0; + 55w’ (3.11)

N ] . .
Para que todo H, tenga el mismo orden en ¢, reescalamos las coordenadas normales z* — €2 2"

N 1 1 1 .
Ho = - ——6i8i + —’LU2ZZ2 (3'12)
€ 2 2
Y la serie completa de ﬂt es:
~ ” " B 247 3 ij k 3 i,9 k1
€H; =€e¢H, +eHy —‘1-627‘{% +eHy ... oFerapetd 2N 4 €byp et 20 (3.13)

¢H, es el hamiltoniano de p osciladores harménicos desacoplados en las direcciones normales. Hy es
[Schuster y Jaffe, 2003]:
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» 1 i ij v i i kl 1 v, po % i 7 7
Hl = —29% (aH + EAH]L”> g“ g2 (au + §Au Lkl) + ggl g/) (auuapa - 2a,u,palla) (314)

Los otros términos de la serie en practica pueden ser del mismo orden que H [Maraner, 1994,
Maraner, 1994a]. Vamos a tomar solamente los dos primeros términos de la serie 3.13.

Hasta el momento el hamiltoniano de orden cero depende de las direcciones normales, mientras que la
perturbaciéon a primer orden depende de las tangenciales. En esta también existen términos que estan
relacionados con el espacio en el que esta la variedad. Pero la dindmica que describe es la de una particula
libre (sin potenciales en las direcciones tangenciales) constrenida a la variedad. La funcién de onda va a
ser una combinacion de una parte relacionada con las direcciones normales y otra con las tangenciales.

d Y1(y)
U(y,2) = > vs)Zp(z)=| (3.15)
A=1 Ya(y)

donde Zg(z) son los eigenestados de la ecuacién 3.12. La segunda igualdad corresponde simplemente a
otra forma de escribir la funcién de onda que serd tutil posteriormente. Ya que los Z3(z) forman una
base, la funcién de onda se puede escribir como un vector donde la primera componente corresponde a
la direccién E;(z), la segunda a ... y la d-esima a =4(z). Los eigenestados Zg(z) tienen la misma energia
y hay d estados degenerados. Como ya habfamos mencionado, ver secciéon 2.2, la degeneraciéon se debe a
cierta simetria del hamiltoniano. En este caso, la simetria se debe a que el potencial es SO(p) simétrico,
por lo que en este caso el hamiltoniano también lo es y los estados estan degenerados.

El espacio entre los niveles de energia normales es mucho més grande que entre los tangenciales, por
lo que los cambios de energia que pueda haber por la dindmica en las direcciones tangenciales no son
suficientemente grandes para que la particula cambie de estado en las direcciones normales. Debido a esto
podemos suponer, como una aproximacion, que la particula en las direcciones normales se va a quedar
en un eigenestado de estas direcciones. Para obtener la dindmica en la variedad es necesario congelar la
funcién de onda en las direcciones normales. Esto se logra proyectando H, en el espacio de los eigenestados
=3(2). De esta manera, el hamiltoniano proyectado tiene la estructura de una matriz d x d.

Hip ap = / P22} (2)Ha Zp(2) (3.16)

donde el hamiltoniano cumple la ecuacién de Schroedinger para la correccion de la energia, Ej.

Hip ©(y) = E1v(y) (3.17)

donde 1 son vectores de d componentes. Cada una de las componentes estd relacionada con uno de los
eigenestados Zg(z) por medio de la ecuacién 3.15. La eleccién de la base de Zg(2) es importante ya que
al ser 7:{1p una ecuacion matricial, representa un sistema de d ecuaciones que en general pueden estar
acopladas. Al escoger una base que diagonalice las matrices, las ecuaciones se desacoplan y el célculo se
simplifica.

Proyectando Hi se obtiene:

« 1 1
Py ==t (8, —iA) 9" g% (0, —iA,) + P (3.18)
g2
donde
P_l/;ypa(i i _21' z)z- (319)
- 89 g ay,yapa aupal/a :
1 TS
A,u = 514“ L (320)

(L), = / P2E2 (2)LiyEn(2) (3.21)
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donde 7 es la matriz identidad del tamano de la degeneracién de E(z). ﬂlp es el hamiltoniano efectivo
de la particula constrenida a moverse en la variedad. La tinica matriz que no siempre es diagonal es A
yva que las demads son la matriz identidad. La eleccion de base es relevante justo por esta matriz.

En caso de que Z5(z) no estén degenerados, (£;;), = 0 [Maraner, 1994a]. En este caso el término A,
o el potencial de norma es cero.

Como se puede ver de la forma del hamiltoniano, éste depende del espacio exterior a la curva. La
expresiéon de P contiene términos con aiw, los cuales estdn relacionados con la curvatura extrinseca. El
papel de éstos en el hamiltoniano es simplemente mover la escala de energia por un factor P . En el caso
de una curva, este factor aumenta donde la curvatura es mayor, por lo que la probabilidad de encontrar
a la particula en una seccién curva es mayor que la de encontrarla en una parte plana. P desempena el
papel de fuerzas “ficticias” que se deben a que la particula estd constrenida a moverse en la variedad.
Debido a este término, dos curvas isométricas, como por ejemplo una linea recta y un circulo, no van
a tener el mismo hamiltoniano [da Costa, 1981]. Mientras en el caso de la linea P = 0, para el circulo
P=- #, donde R es el radio del circulo. De hecho, todas las curvas son isométricas ya que al solamente
existir una direccién tangencial, g,,, es un matriz de uno por uno, o un nimero, y como los vectores ¢,
estan normalizados, para toda curva g,, = 1. Sin embargo, cada curva tiene su propia dindmica ctiantica.

e

mn

Por otro lado, también esta el factor A,,. Este desempena el papel de un campo vectorial, similar al caso
de electromagnetismo. Geométricamente se puede interpretar como una curvatura del espacio, por lo que
existe un transporte paralelo definido por la nueva métrica del sistema. Al transportar un vector hay que
considerar que los vectores bases cambian y A, nos da el valor del cambio que hay que tomar en cuenta
al transportar un vector. Debido a que la fase de Berry estd relacionada con espacios no planos, como el
caso de la presencia de un campo electromagnético, la forma que toma la derivada del hamiltoniano al
incluir el término A, hace pensar que es posible que en este tipo de sistemas exista una fase de Berry.

Ademas de este factor, la aproximaciéon que tomamos para definir las coordenadas se puede relacionar
con la aproximacién adiabatica [Ikegami y Nagaoka , 1991], lo cual es otro ingrediente para pensar en
que puede existir una fase de Berry. Los tres temas tratados en estos capitulos, que a primera vista se
pensaria no tienen relacién entre si, estan profundamente vinculados.

Al hacer una rotacién de la base 7't = Rijﬁj, donde R = i Lij:

U(y)' = RY(y)
Al = RA,R" + RO, R"
P =P (3.22)

También se puede encontrar la curvatura o el campo de fuerzas.

Fuv = 0 A, — 0, A, + [Ay, Al (3.23)

Como ya mencionamos, para el caso de una curva en R?, sélo hay una direccién tangencial, , dos
normales a las cuales se acostumbra denotar como 7 y b que son el vector normal y el binormal a la
curva [Fenchel, 1951]. Utilizando esta notacién, todos los indices de las expresiones se pueden no tomar
en cuenta. P = —%/{21, donde « es la curvatura, mientras que A es el negativo de la torsién, —7. g, es
solamente un nimero y en el caso de que la curva esté normalizada por la longitud de arco, su valor es
1. Por lo tanto 7:(1,) 3.18 se reduce a:

7:l1pc = —Ll (83 — ig%Tﬁnb) il (88 - ig%Tﬁnb) - 1/122 (3.24)
295 gz 8
donde s es la parametrizacién de la curva, que en general puede ser distinta a la longitud de arco.

En vez de los vectores n y b se puede tomar una combinacién lineal de ellos. En este caso, 7, que no es la
torsion, es igual a Afj, ecuacion 3.3. Al hacer este cambio, también cambia el hamiltoniano. Consideremos
el transporte paralelo de un vector en el plano normal a la curva como aquel en el que el vector no gira
en las direcciones normales a la curva. En caso de que la torsién sea distinta de cero, la base n y b en
distintos puntos no se obtiene de transportarla paralelamente a lo largo de la curva. En otras palabras,
la proyeccién del cambio de uno de los vectores a lo largo del otro es distinta a cero, ver ecuaciones (4.8).
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Haciendo un cambio de base, podemos encontrar dos vectores que si sean transportados paralelamente a

lo largo de la curva. Estos son:
U\ _ (Cos(¢p) —Sen(o) (7
<U2> B (Sen(¢) Cos(e) ) (b> (3.25)

donde ‘;—f es igual a la torsion. Este cambio de base simplifica la ecuacién 3.24 ya que 7 = 0. Sin embargo,
si se requiere que las soluciones sean peridédicas no siempre se puede usar. Al dar una vuelta, la base
de vectores U, y Us puede estar rotada respecto a la misma base antes de dar la vuelta. El angulo de
rotacién va a ser igual a fOL 7(s)ds, donde L es la longitud total de la curva y 7 es la torsién. Por lo
que para poder utilizar este cambio de base, en el caso de suponer soluciones periédicas, es necesario que
fOL 7(s)ds =0

Existen varios casos en que se puede aplicar este método de cuantizacion, como lo son el efecto Hall
cuantico, las moléculas [Maraner, 1994a] o incluso los semiconductores [Exner, Seba, y Stovicek, 1990].



Capitulo 4

Fases Geométricas y Objetos
Extendidos

Finalmente la fase de Berry es una cantidad fisica medible que adquieren ciertos sistemas fisicos al
cambiar parametros del sistema. Aunque matematicamente es muy claro qué necesita un sistema para
tener fase de Berry, fisicamente no lo es. Al ser medible la fase de Berry, el sistema se vuelve una especie
de detector de cambios. Tenemos un sistema fisico, hay un cambio en su alrededor que modifica los
parametros, esto hace que el sistema adquiera una fase de Berry y por medio de otros experimentos ésta
se puede medir. Esto hace que las fases de Berry sean un area de investigacion con bastantes aplicaciones.
El objetivo a largo plazo, del cual esta tesis es solamente un primer paso, es poder hacer detectores de
vibraciones. En este caso, el sistema fisico seria una particula que solamente se puede mover en una curva.
Las vibraciones cambiarian ciclicamente la forma de la curva, lo que matematicamente se puede describir
como el cambio de ciertos parametros de la curva relacionados con su forma. Si el sistema es propenso
a adquirir fase de Berry, este cambio va a hacer que la funcién de onda de la particula la adquiera y
se pueda medir con otro experimento. Si este ltimo mide una fase de Berry quiere decir que hubo una
vibracién, si no, no hubo. El detector podria no solamente medir si hubo o no vibracién sino también su
intensidad.

En este capitulo verificamos si una curva tiene o no fase de Berry. Esto incluye como seleccionar a
la curva, elegir los parametros a variar, la descripcién fisica y matematica de la misma y el cambio de
los parametros, y finalmente el célculo de la fase de Berry. En todo este proceso es importante utilizar
cualquier informacion del sistema para simplificar el calculo. Es cierto que existe una gran brecha entre
que un experimento se pueda hacer en teoria y que se pueda realizar en la practica. Pero este es un primer
filtro para saber si valdria la pena intentarlo.

4.1. Planteamiento del problema

Como vimos en el capitulo anterior, la forma del hamiltoniano tangencial proyectado (Ecuacién 3.24)
nos hace pensar que sistemas de este tipo pueden tener fase de Berry. La idea es describir curvas en
R3 con este hamiltoniano, calcular su fase de Berry con el objetivo de encontrar alguna que si tenga.
Antes de elegir curvas al azar es una buena idea tomar en cuenta la complejidad del calculo. Incluso
el hamiltoniano de una curva relativamente sencilla, una hélice enrollada en un toro, se vuelve muy
complicado (Por ejemplo ver, en el apéndice B, la ecuacién (B.2)). Por esta razén es necesario elegir una
curva lo suficientemente simple como para poder hacer el calculo aunque sea de forma perturbativa. Esta
propiedad es facil de relegar pero es muy necesaria.

Por su simplicidad, la primera curva analizada fue una especie de coseno enrollado en un cilindro,
similar a la curva superior de la figura 1.6. Debido a que fOL 7(s)ds = 0 no continuamos el cdlculo, ya
que en su momento pensamos, por la forma del hamiltoniano, que este tipo de curvas no iban a tener
fase de Berry. Como vimos al final de la seccién anterior, en este caso podemos hacer un cambio de
base que cumpla la condiciéon de periodicidad y que elimine de la ecuacién 3.24 a la conexién, la cual
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consideramos esencial para que un curva tenga fase de Berry. Sin embargo, no podemos asegurar que esto
sea un requisito.

Circulo menor

Figura 4.1: La curva que estudiamos, sin éxito, fue la curva negra que en estd figura tiene 10 vueltas.
El toro es simplemente un auxiliar para facilitar la visualizacién. Los parametros que variamos fueron el
radio del circulo mayor y el del menor.

El siguiente intento fue con una curva enrollada en un toro, como se puede ver en la figura 4.1. Un toro
se puede ver como un circulo mayor, cada punto de éste se utiliza como el centro de un circulo menor,
perpendicular al original. Tomamos como pardmetros el radio del circulo mayor, R y el del menor r. Estos
son los que deformamos para encontrar la fase de Berry, siempre manteniendo fijo el nimero de vueltas
alrededor del toro. Debido a la complejidad de los célculos, los hicimos de forma perturbativa. Supusimos
que la curva a orden cero era el circulo mayor e hicimos la perturbacién hasta segundo orden, tomando

r como el pardmetro de la perturbacién. Para esta curva fOL T(s)ds = 391?2 +0(r)*.

Pero hay un problema. La longitud de la curva depende de R. Para calcular la fase de Berry se necesita
derivar la funcién de onda respecto a los parametros. Derivar respecto a R quiere decir que hay dos curvas,
una con radio mayor R y la otra con R’, donde R y R’ son muy cercanos y R’ > R. Posteriormente se
elige arbitrariamente un punto en una de las curvas y el mismo en la otra. Sin embargo, qué quiere decir
el mismo punto. La parametrizaciéon de la curva que tiene sentido fisico es la de la longitud de arco, por lo
que utilizandola para las dos curvas, decimos que dos puntos son el mismo si tienen la misma longitud de
arco. Pero aqui reside el problema, ya que al tener diferentes radios mayores, las dos curvas no tienen la
misma longitud. Por lo tanto existen puntos en la curva mas grande, que no tienen puntos “equivalentes”
en la curva menor. Como podemos ver la definicién de la derivada no es muy clara. Probablemente se
podrian encontrar formas de resolver el problema, por ejemplo manteniendo constante la longitud de la
curva y obteniendo alguna relacion entre las deformaciones de R y r, pero parece que no es tan trivial.
También podriamos hacer otro tipo de deformaciones como suponer que,en vez de tener dos circulos,
éstos pueden deformarse a elipses. Esta idea queda para futuras investigaciones.

De la curva enrollada en el toro que es importante mantener fija la longitud de arco al hacer las
deformaciones. Podemos encontrar una curva donde suponer esto sea més sencillo que en la anterior.

Una hélice tiene torsion constante, distinta de cero, por lo que cumple la propiedad relacionada a la
torsién. Analizar una sola vuelta (debido a la simetria de la hélice) y requerir que las soluciones sean
periddicas es suficiente para conocer el sistema completo, salvo en las puntas, pero podemos suponer
que la hélice tiene muchas vueltas y la que estudiamos esta suficientemente alejada de los extremos para
despreciar los efectos de las puntas.

El sistema lo podemos imaginar como un resorte, con muchas vueltas y una constante de resorte lo
suficientemente chica para poder despreciar su efecto y poderlo deformar, hecho de un material que no
cambie su longitud al estirarlo o contraerlo, pero que sea deformable. Con esto cada vuelta mantiene la
longitud y evitamos el problema de la curva anterior. El problema consiste en calcular la fase de Berry
para una vuelta de este resorte.
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4.2. Resultados

Figura 4.2: Animacién de como se transforma la curva al ir aumentando la perturbacién. Inicialmente

€ = 0 y crece poco a poco hasta llegar al valor %. Los otros pardametros de la curva son z =2, z =1y
y = 1 (Ver la ecuacién 4.1). Para volverla a ver haga primero click fuera de la animacién y luego sobre

ella.

Para simplificar el problema utilizaremos la teoria de perturbaciones. Si el resorte no esta estirado,
cada vuelta se aproxima a un circulo (sin olvidar que en realidad no es un circulo continuo). Al estirarlo
una vuelta se ve como en la figura 4.2. A orden cero, la curva es un circulo, como en el caso del resorte
contraido y a 6rdenes superiores es equivalente al caso estirado. Al deformar el circulo, existe la libertad
de elegir a qué curva lo queremos deformar. Esto nos da la posibilidad de incluir en la descripcién ciertos
parametros que, por un lado, nos permiten elegir la curva deformada y, por el otro, son los parametros
que cambiaremos para encontrar la fase de Berry. Aunque la deformacion se debe a términos de primer
orden, en el calculo consideramos hasta segundo orden. Como veremos, a segundo orden la curvatura es
distinta de cero.

La ecuacién de la curva es:

= (Cos(s), Sen(s),0) + (exs, eys,ezs) + (O(eg), 0(63), 0(63)) (4.1)

donde s es la parametrizacién de la curva y x,y y z son los pardmetros de deformacion. Tendremos que
hacer una reparametrizacion para que la curva esté parametrizada por su longitud de arco. Al variar x,y
y z, el punto s = 0 se queda fijo y el resto cambia. Entre mayor sea el valor de s, mayor va a ser el
cambio. Esto es equivalente a describir la deformacién como si estuviéramos parados en el punto s = 0.
Al estar en ese punto, éste no se mueve. Los mds cercanos, como el material no se puede estirar, se van
a mover poco. Los lejanos van a tener mas libertad de movimiento y por eso va a ser mayor su cambio.

No s6lo la curva descrita por la ecuaciéon 4.1 no estd parametrizada por su longitud de arco, sino que
su longitud, L !, depende de los pardmetros:

T (332+y2+2z2) €2
2

Para eliminar la dependencia es necesario dividir a la curva entre su longitud. Ademés queremos que la
nueva longitud sea 27, por lo que la nueva curva es:

—

ort

S0
/0 s

donde s va de 0 a sg. En este caso, para obtener la longitud completa de la curva sg = 2.

L=27n+ +0(e%) (4.2)

'La longitud de arco es:

ds
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—

t 24y’ 4227
i, = 271'% = (Cos(s), Sen(s),0) +(sx, sy, sz)e —w

1 (Cos(s), Sen(s),0)e2+(0(€*), 0(e*), 0(€))

(4.3)
Para que la curva esté parametrizada por la longitud de arco es necesario encontrar el pardmetro actual en
funcién de la longitud de arco, s(1). Utilizando perturbaciones sabemos que para una curvar parametrizada
por s, que a orden cero es un circulo de radio uno, la longitud de arco es:

I(s) = / 8(;3 ds' =1+ a1 (s)e + aa(s)e® + O(e®) (4.4)
0
donde la funcién inversa es ? :
s(l) =1 —ay(D)e + (—as(l) + ai (Dai(1))e? + O(e) (4.5)

Para el caso particular de la curva que estamos estudiando:

Sen(s) ((z? —y?) Cos(s) + 2z y Sen(s)) €
4

I(s) =s+ (—x +xCos(s) +ySen(s)) e+ +O0(e*)  (4.6)

s(l) =14 (x —xzCos(l) —y Sen(l)) e+ (Cos(l)(a:y(—l + Cos(l)) + E)SeTn(l)(?f —2?))+
zSen(l)(z — M)) E+0(8) (4.7)

Con esto obtenemos la curva en funcién de la longitud de arco y con las propiedades necesarias, ya que
la curva esta parametrizada por la longitud de arco, g = 1, y ademdas podemos utilizar las ecuaciones de
Frenet-Serret. 2 Debido a que la expresién de la curva es muy larga se muestra en el apéndice A, ecuacién
Al.

Esto completa la descripcién del sistema en las direcciones tangenciales. Como vimos en el capitulo
anterior, es necesario también tomar en cuenta las direcciones normales para poder obtener la funcién de
onda total (ecuacién (3.15)). Para esto debemos escoger en cuél de los estados normales vamos a congelar
el sistema. Tomamos el primer nivel de la energia que tenga estados degenerados. El requisito de que los
estados estén degenerados fue explicado en el capitulo 3.3. La razén para tomar el primer nivel y no otro
se debe a que entre menor sea la energia normal, la particula estara constrenida a una vecindad mas chica
de la curva. Como la energia de un oscilador arménico en dos dimensiones es F = hw (m +ng + %), los
primeros estados degenerados son |10) y |01). Tomamos como direcciones normales las definidas por 7 y

b, los eigenestados deben de “estar orientados” en estas direcciones. Suponiendo que “3* = 1:

2 o242 2 w2452
10 > = \/jae_—( 7 01> = \/jﬁe_—( 7 (4.9)
Y Y

donde « es la distancia a la curva en la direcciéon n y 3 en la direccién b. Sin embargo, en esta base, la
matriz de la ecuacién 3.21 no es diagonal, ya que:

28i 1(s(m)) = lo (s(m)) + 11 (s(m)) € + l2 (s(m)) €2 y s(m) = so(m) + s1(m)e + s2(m)e2, la funcién inversa se obtiene
al requerir que [ (s(m)) = m y hacer una expansién de Taylor de [ (s(m)) alrededor del término de orden cero de la series
s(m). Solamente se toman los términos hasta el orden deseado que, en este caso, es hasta segundo orden.

3Las 3 ecuaciones de Frenet-Serret para una curva en R? se pueden escribir en forma matricial:

i 0 K 0 t
b 0 -7 0 b

donde el punto significa la derivada respecto a la longitud de arco. t, n y b son vectores.
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Figura 4.3: Animacién de la deformacién de la curva. En ella, e = 15/100, z = 2, x = Cos(t) y y = Sen(t).
Para volverla a ver haga primero click fuera de la animacion y luego sobre ella.

L12]10) = i|01) L12|01) = —i|10) (4.10)
por lo que hacemos un cambio de base, |+) = %
Liz]+) = [|+) Liz|=) = —[-) (4.11)

Debido a que en el hamiltoniano (ecuacién (3.24)) todas las otras matrices son la matriz identidad, al
diagonalizar la matriz anterior, el hamiltoniano se convierte en dos ecuaciones diferenciales desacopladas.

Tomando en cuenta que A2 =7 - %ll; = —7 (ver ecuacién (3.20)), el hamiltoniano es
Hy (1/’+> _ (M 0 (W) (4.12)
e o) =007 ) o
T = 2 (0 — i) (B — i7) — 22 4.13
o= s = im) (0= i) — o (@13
. 1 , 1,
Hipe = —3 (O +i7) (O +iT) — 3" (4.14)

donde utilizamos la notaciéon de la segunda igualdad de la ecuacién 3.15 para escribir a la funcién de
+
onda. Es importante notar que los eigenvectores del hamiltoniano son el vector (Z) completo y no

solamente sus componentes. Para obtener esto es necesario que las componentes del vector cumplan:

Hi Wt =Byt (4.15)
Hipeth™ = By~ (4.16)

donde la restriccion es que la energia debe ser la misma para los dos hamiltonianos. Esto se debe a que:

Hipe (Zf) =-E <Z+> (4.17)
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Esta condicién podria no cumplirse para ningin par de componentes donde una verifique la ecuacién
(4.15) y la otra la (4.16). Sin embargo, por la forma de los hamiltonianos esta condicién no es restrictiva.
Debido a que ’Hlpc = (Hlpc) , si se cumple 4.15, conjugandola:

Hipey™ = By*
I
Hlpc¢+* w+*
I
YT =yt (4.18)

Por consiguiente, basta encontrar el eigenestado para una componente del hamiltoniano para conocer el
eigenestado de la otra.

Cc;;b:;) Si el eigenes-
tado y ¢ estan normalizados, entonces |¢1]|” + [|cz]|* = 1. Como al variar ¢; y ¢y se obtienen distintos
eigenestados con la misma energia, los estados estan degenerados. Por lo tanto, para calcular la fase de
Berry, en principio deberfamos considerar el efecto Wilczek-Zee (Ver seccién 2.2). Para esto es necesario

+
elegir una base del espacio degenerado. Si tomamos como base a |1) = (wO ) y[2) = ( 1/}29 , los elemen-

En general un eigenestado del hamiltoniano total (ecuacién 4.17) tiene la forma (

tos de la matriz del potencial de Wilczek-Zee se pueden obtener utilizando la ecuacién (2.30). En cada
punto de la curva se definen un plano normal a la curva y las direcciones normales. Se define asi la funcion
de onda que es una combinacién lineal de los estados |10) y |01) (ecuacién 4.9). Esta combinacién lineal
solamente depende de v y 3. Y éstas a su vez son distancias en las direcciones normales y no dependen
de los pardmetros z, y y z, lo que implica que |[+) y |—) tampoco dependen de los pardmetros:

2 d 2 d 2m d
Aay = ilal i) = el v [ Zltnds = [ i Gaas = [ v n)dads
0 0

(4.19)
Al ser A diagonal, si el estado del sistema tiene la forma de uno de los vectores base (|1) ¢ [2)),
podemos calcular cada componente como la fase de Berry en el caso no degenerado (Ver seccién 2.2). La
simplificacién en el cdlculo de la fase de Berry es otra de las ventajas de haber elegido la base |+), |—).

Ya podemos calcular el hamiltoniano. Expandiendo las ecuaciones (4.15) y (4.16):

1 1
Hie = 5 (52 +2iT + i% +72— 152) (4.20)

Necesitamos calcular k, 7y % La ecuacion para 7 ya la conocemos. La de  también la podemos obtener

de las ecuaciones de Frenet-Serret (ecuacién 4.8),

k() = 1+ (—2y Cos(l) + 22 Sen(l)) e + (2 2 213 (% = y?) Cos2l) + 8y Sen(l) |

4 4
42 Cos(l) (2 — 13y Sen(l))
1 ) e+ 0(3)  (4.21)
(1) = ze+ (—2y 2 Cos(l) + 22 2 Sen(l)) € + O(e?) (4.22)
aggn =22 (2 Cos(l) +y Sen(l)) € + O(e%) (4.23)

Al tomar el limite para e — 0, las expresiones anteriores deben ser las de un circulo.
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h'Ir(l) k() =1 (4.24)
HH(I) () =0 (4.25)
- or()
lim =5 =0 (4.26)

que son los limites esperados. El de k es uno, ya que el circulo es de radio uno, y los demas son cero ya que
el circulo esta contenido en un plano. Verificar estos limites no es solamente una formalidad innecesaria.
Es importante comprobar que a orden cero todo se reduzca a lo esperado. Un ejemplo donde esto no se
cumple es el caso de una hélice descrita como una linea a orden cero mas una pequena perturbacién que

depende del radio de la hélice. Si el radio es a, 7 = \/117 El limite de 7 cuando a tiende a cero es 1,

mientras que para una linea recta 7 = 0.
La expresion final del hamiltoniano se puede ver en el apéndice B, ecuacién B.2. De forma compacta
se puede escribir como:

HE,. = Hi o+ Hi e+ HE 2 4+ O() (4.27)

1pc 1pcO 1pcl 1pc2

Las expansiones perturbativas de la energia y de los eigenestados son:

F =g + T e+ vye + O() (4.28)
E = Ey + Ere + FByé® + O(€%) (4.29)

Y la ecuacién de Schroedinger estacionaria es :

HE T = BT (4.30)

1pc
La ecuacién anterior a orden cero es:

() — 49" (1)
8

de donde se puede ver que prco = Hi,e0- Resolviendo la ecuacion, la solucién mas general es:

Hitpcow(:)t = = Eow(:)t (431)

voll) = ¢ 0(1) 4 e 0) (4.32)

La longitud de la curva es 27. La funcién de onda con [ € [0,27) corresponde a la funcién de onda de
la curva. Sin embargo, como vimos al principio, solamente estamos estudiando una vuelta de una hélice.
El intervalo de [27,47) corresponde a la siguiente vuelta, [47,67) a dos después, etcétera. Asi I puede
tomar cualquier valor, aunque nosotros nos concentraremos en el intervalo [0, 27). Pero al ser todas las
vueltas de la hélice iguales, podemos suponer que la funcién de onda en cada una de ellas debe ser la
misma, por lo que debe de cumplir una condicién de periodicidad, ¥(l) = ¥(I + 27)%. Esta suposicién se
basa también en el hecho de que la curvatura, la torsién, los vectores tangente, normal y binormal son
periédicos. En este caso, la condicién la debe cumplir la funcién de onda a orden cero. Por esta condicion,
el espectro de la energia estd cuantizado.

Una vez explicado este punto podemos analizar la ecuacién 4.32. Las soluciones encontradas correspon-
den a una particula que se mueve en un circulo de radio 1 en el que la escala de energia esta recorrida —%,
que es lo que esperdbamos porque a orden cero el sistema se reduce a un circulo. Debido a la condicién de
periodicidad, 7VH28E° debe ser entero. Esto se logra restringiendo FEjy, a 4n’—1

8
el estadon =1 FEy = %.

, siendo n es entero. Para

C(1) y C(2) son constantes de normalizacién, donde ||C/(1)]|*+]|C(2)||* = 5, que también representan
la existencia de dos soluciones, que cumplen la condiciéon dada por la ecuacién 4.18, por lo que una la
asociamos con el estado |[+) y la otra con |—), de forma que podemos escribir:

4También se pueden encontrar soluciones no periédicas.
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Figura 4.4: Gréfica de la curva y el estado n = 1 a orden cero con C(1) = C(2). La linea negra representa
la curva a orden cero. La superficie en colores representa los puntos en que la probabilidad de encontrar
la particula es igual a 0.057.

C(l) il\/1+8 Bq
’wO(l) = ¢ il\/14+8 Eq (433)
C(2e — =2

Tomando C(1) = C(2), el estado n = 1 total normalizado y a orden cero es ® :

V) = 5= () +e o)) =
1

5= (€110} +7j01) ) +e7(10) —ilon))) =

g (Cos(l)aw — Sen(l)B) e” (= - ) (4.34)

+
Como vimos, el cédlculo de la fase de Berry se simplifica mucho si tomamos estados de la forma (7’[}6) >

0 [ .
o de la forma ( 1/)_) , por lo que para el resto del calculo tomaremos solamente la componente superior,
0

1 il\/1+8 Eq
(ﬁe ’ ) (4.35)
0

, v utilizaremos prc. Analizaremos el estado n = 1. Debido a la relacién existente entre las dos com-
ponentes en general, no solo a orden cero, los resultados para la componente inferior son el complejo
conjugado de los de la superior.

La ecuacién de Schroedinger a primer orden es:

5Q; ’l/)(l) < . 2 7(0‘24”82)
Siw(l) = (w*(l)), donde 1) estd normalizada, entonces ¥ = 7= (Re (¢(1)) a — Im (¢(1)) B)e 7.
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(Flipeo + Fipere) (5 + 0T e) = (Bo + Bre) (47 +wie) =
Hiocotd + (et + Hheotl ) €+ O(e2) =
Egyg + (Eotf + Evyg) e+ O(e%)  (4.36)
Por la ecuacién 4.31, la parte a orden cero de la ecuacién anterior es cero. Unicamente tenemos que
resolver la parte a primer orden. Utilizando los valores obtenidos para Ey y ’(/Jar para el estado n = 1:
eil

ez

Resolviendo la ecuacién diferencial, se obtiene:

(=2(By + 2) + y Cos(l) — z Sen(l)) — 7 (1) — v (1) (4.37)

1 —1 e20)! Y
ey [t i Y
()= <2x+ 5 (—ix y)+2>+

il
(L (—Ey 4+ iEyl — 2 + ilz) + iIm(C111) + Im(C112) + Re(C111) — iRe(CllZ)) +

—il

2

(z’]m(Clll) — Im(C112) 4+ Re(C111) + iRe(CllQ)) (4.38)

donde supusimos que las constante de integracién, que llamamos C'(111) y C(112), pueden ser complejas
6

Falta encontrar E;. Para esto usamos la condicién de periodicidad que requerimos a la funcion de
onda. En la ecuacién 4.38 existen dos términos que no son periédicos. Para obtener el resultado deseado
igualamos a cero la parte no peridédica:

l
V2T

(ie“El +ie”z) =0

U
Ey =2 (4.41)

No es de extranarse que la primera correccion de la energia dependa de uno de los pardmetros. Si todos
los pardmetros son cero, el sistema se reduce al de orden cero y la energia también. En ese caso, F; =0
conforme a lo esperado. Por otro lado, E; no depende de = ni de y, lo que quiere decir que para curvas
que sean pequenas deformaciones de un circulo (lo suficientemente pequenias para despreciar términos de
orden 2 o superiores) y estén contenidas en el mismo plano que el circulo, la energia del estado n =1 es
la misma que la del circulo. Al hacer el mismo cédlculo para el eigenestado m, E; = —mz, por lo que no
sélo el estado n = 1 va a ser igual, sino todo el espectro de energia.

Es necesario normalizar la funcién de onda completa, en este caso hasta primer orden:

Yt =i +yfe+ O()

2 2
ot = [ wrura= [ wired v et + ) e+ 0 ai =

1+ (\/ﬁlm(mu) + \/ﬂRe(Cul)) e+ 0(e%) (4.42)

6Las constantes de integracién se puede expresar en términos de constantes reales como:

C111 = Re(C111) + iIm(C111) (4.39)
C112 = Re(C112) 4 ilm(C112) (4.40)
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Para que la funcién de onda esté normalizada es necesario que Im(C112) = —Re(C111). El estadon = 1
normalizado a primer orden es:

1 1 —iz oy el ) i [ 1
t= i — 4+ 2 —ix— S Im(C111) — 112
0 me +<m< 5 tot 5 (—iz—y)|+e 5 m(C111) 2Re(C ) )+

=il (% Im(C111) + Re(C111) + % Re(0112)>> e+ 0(e?) (4.43)

Para calcular ] seguimos el mismo proceso. La ecuacién de Schroedinger a segundo orden es:

(7%{;,60 + H e+ ﬂ;pdeQ) (Vg + v e+ 05 e?) = (Bo + Ere + B2é?) (b + i e+ 95 e?) =
ﬂ?pcowa— + <7:[Tpcl¢(_)‘_ + ﬂi‘_pcowi’_> € (ﬁfpcow; + ﬂTp01¢T + ﬁfpc2w(—)i_> 62 + 0(63) -
Eotod + (BEovf + BErdd) € + (Eovbs + Erdby + Extbf +) € + O(e®)  (4.44)

Utilizando la ecuacién 4.36, los términos de orden menor a dos se eliminan mutuamente. Sustituyendo los
valores que ya conocemos de EO,E1,¢3' y 1#{”' obtenemos la ecuacion diferencial a resolver para encontrar
w; . Debido a su longitud, la ecuacion diferencial y la funcién de onda 1/); se muestran en el apéndice
B.1, ecuaciones B.3 y B.4 respectivamente. C211 y C'212 son las constantes de integraciéon que aparecen
al resolver la ecuacién diferencial B.3 y pueden ser complejas 7.

Al igual que a primer orden, la solucién debe de ser peridédica. En este caso, esta condicién ademas de
fijar el valor de la energfa, también nos da el valor de ciertas constantes. Los términos no periédicos de

la ecuacion B.4 son:

l ie'' /2 (96 B + 1622 4 16y* — 602?) N
192/

efil

Nz

é <39\/§x2 + (781) V2zy — 39v2y%+
192y/72 (iIm(Clll) +2Re(C111) + iRe(CllQ)))) (4.47)

Para que esta ecuacién sea cero para toda [, es necesario que los coeficientes de e y e~ sean cero. Para
esto sus partes reales e imaginarias deben de ser cero. Como la parte imaginaria del coeficiente de e? es
cero, tenemos en total tres ecuaciones. Fy se obtiene del coeficiente de €. De las otras dos ecuaciones se

obtienen valores para Re(C'111) y para Re(C112).

1 522

By = —<(a? + %) + - (4.48)
39v2(z? — 3?)
Re(C111l) = - ————=~ 4.49
e(C111) 384+/m2 (4.49)
78\/§xy
Re(C112) = —Im(C111) — ———= 4.50
€(C112) = ~Im(C111) ~ {5 (450)
"Las constantes de integracién se puede expresar en términos de constantes reales como:

C211 = Re(C211) + ¢Im(C211) (4.45)

C212 = Re(C212) + iIm(C212) (4.46)
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A segundo orden la energia depende no sélo de z, como en el caso a primer orden, sino también de = e y.
Por lo tanto, no toda curva que sea una pequena deformacién (lo suficientemente grande para no poder
despreciar los términos a segundo orden) de un circulo y que esté contenida en el mismo plano que el
circulo, va a tener el mismo espectro de energia que el circulo. Pero veamos el siguiente caso. Dos curvas
son pequenas deformaciones de un circulo con la misma deformacién en el eje z, z; = z3. En el plano
2 — gy, donde el eje = indica la deformacién de la curva en esta direccién (pardmetro x) y el eje y indica
la deformacién de la curva en esta direccién (pardmetro y), cada una de las curvas se puede representar
por un punto. Si se trazan circulos centrados en el origen y los dos puntos estdn en el mismo circulo, o
lo que es lo mismo x; + y1 = T2 + Y2, su espectro de energia hasta segundo orden va a ser el mismo. Al
igual que en el caso anterior, si no hay deformacién Fs = 0.
El célculo de la norma es:
Ot =g + e+ v e+ 0(e)

[wt]* =
21 21
/0 pHytdl = /0 ( o o+ (Vo T+ Y ) €4 (Vg Ty + ) 9 dy) 620<63))dl=

1+¢€? (WH <Im(0111)2+2Re(C’111)2+Re(0112)2> +v27 (Im(C212) + Re(C211)) ) +0(€%)

(4.51)

El término de la norma a primer orden es cero, ya que es el mismo que el de la ecuacion 4.42 y supusimos
una relacién entre las constantes de integracion para que se elimine. Sustituyendo las ecuaciones 4.49 y
4.50 la condiciéon entre las constantes de integracion es:

Re(C211) =

132y

1521 (22 — ?)°
16v2mz

2
<5$2+5y2+ 501832 +187rIm(0111)2+187r< +Im(0111)> +18\/27rIm(C212)>

1
18v2r
(4.52)

De las ocho constantes de integracién (cuatro constantes, cada una tiene una parte real y una imaginaria),
dos de ellas dependen solamente de los pardmetros (Im(C112) y Re(C111)), otras dos (Re(C112) y
Re(C211)) dependen de otras constantes, (de I'm(C111) y Im(C212)) con lo cual nos quedan cuatro
constantes libres: Im(C111), Im(C212),Re(C212) y Im(C211). La expresion para 15 estd en el apéndice
B,la ecuacion B.5.

El estado n = 1 completo a segundo orden de la componente escogida (entrada superior del vector de
la ecuacién 4.17) es:

U= (¢g + e+ T +0(?)) [+) (4.53)

Dado que conocemos la funcién de onda completa a segundo orden, podemos calcular la fase de Berry.

Como ya vimos, a pesar de que los estados estdn degenerados, como la matriz del potencial de Wilczek-

Zee es diagonal en la base que escogimos, podemos calcular la fase de Berry para cada entrada de la

diagonal como si no hubiera degeneracion. Recordando que los pardmetros que vamos a variar son x, y

y z, y utilizando la dltima igualdad de la ecuacién 4.19, el elemento superior de la diagonal de la matriz
del potencial de Wilczek-Zee a segundo orden es:

27 d
Apy = / W — () ds =
; di

(0 d d -

/0 it <6I(1/’+)d115+ @(¢+)dy+ 82(1/1+)d2> =
2ye? 2xe?

dr —

5 5 dy + O(€*)  (4.54)
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Figura 4.5: Gréfica de la densidad de probabilidad del estado n = 1 a segundo orden (Ecuacién B.5).La
linea negra representa la curva y la superficie de color los puntos en que la densidad de probabilidad es
0.028. En esta grafica:e = 5/100, x=y=0.2, z=2, Im(C111) = Re(C111) =0y Re(C112) = —13/32.
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A segundo orden la componente z de A, ; es cero. Debido a esto, en la aproximacién que hemos tomado,
deformaciones de la curva en la direccién z no van a generar una fase de Berry. Sin embargo, no sucede
lo mismo con deformaciones en las otras dos direcciones. Aunque un parametro no contribuye, para que
un sistema tenga fase de Berry es necesario variar por lo menos dos parametros. Por consiguiente, los
que nos restan son suficientes. Las otras dos componentes de A, son reales, como lo esperdbamos. De
este resultado podemos ver la importancia de tomar las series hasta segundo orden, a pesar de que la
perturbacién (Ver ecuacién (4.1)) haya sido unicamente a primer orden. De no haber tomado la serie
hasta segundo orden, no habriamos encontrado ninguna fase.
De la ecuacién (2.11), vemos que la curvatura es la derivada exterior del potencial de Wilczek-Zee:

2
F=dA;; = —%dxdy +O(e%) (4.55)

La fase de Berry a segundo orden al variar los pardametros en un ciclo, cuando la variacién de x va de zq
axyf, ladeydeyyayyyladez puede ser cualquiera, es:

EEO(YE L 4e? 3 4¢? 3 4e% 3
—?dmdy +0(e’) = —?(xf —x0)(ys —yo) + O(€’) = —?Area + O(€%) (4.56)
Zo Yo

donde el area es la encerrada por la curva que representa la variacion de x e y, en el espacio de parametros
r — y. Es importante destacar que la integracién se hace en el espacio de parametros y no en el espacio
fisico. Si la integracién fuera en el espacio fisico, al ser el drea proporcional a €2, la curvatura seria
proporcional a €.

El espacio de pardametros a segundo orden lo podemos imaginar de la siguiente forma. Si tomamos un
corte haciendo x = cte, tenemos el plano y — z. Es un plano ya que la curvatura de este espacio es cero.
Sucede lo mismo si tomamos una corte con y = cte. Pero si tomamos z = cte, ya no obtenemos un plano
sino una variedad con curvatura constante.

Podemos ver un ejemplo sencillo para ver qué efectos tiene la deformacion de la curva sobre la funcién
de onda. Supongamos que la funcién de onda es:

e |4) + e8| -) (4.57)

y deformamos la curva de tal forma que su extremo superior recorre un circulo en el plano x — y de radio
re. Por lo tanto, los pardmetros de deformacién son : = rCos(t) y y = rSen(t). z lo fijamos a un valor
cualquiera, por ejemplo, z = 2. Sustituyendo la expresién encontrada para A4, en la ecuacion 2.10,
obtenemos la fase para el estado |+). Para |—) tomamos la fase conjugada. La funcién de onda final es :

GBS | )y omiBls+ 25y (4.58)

Las animacién 4.2 muestra los efectos de la deformacién sobre la funcién de onda.
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Figura 4.6: Animacién del efecto de la deformacién en una aproximacién del estado n = 5.El objetivo es
simplemente mostrar los efectos de la fase de Berry. Debido a esto, y por simplicidad, las correcciones
de la funciéon de onda no fueron tomadas en cuenta. La punta superior de la curva se mueve en el
plano x — y, z=2, en un circulo de radio 5/100. Por cada vuelta, las componentes de la funcién de onda
adquieren fases opuestas. El niimero en la parte superior indica el niimero de vueltas. Cada 10 vueltas se
toma una "foto ~” del sistema. Al final de la animacién la curva dio 300 vueltas. La funcién de onda es
%eis’(s*%gﬁ%)|+> + ﬁe*ig’(”%ﬂezt”f), donde t es el tiempo. Las coordenadas s, o, 3 se consideran
a segundo orden. Los valores utilizados son: € = 5/100, z = 2, = 0.2 y y = 0.2. Para volverla a ver haga

primero click fuera de la animacién y luego sobre ella.



Capitulo 5

Conclusiones

Al ver la forma del hamiltonianooneano tangencial (ecuacién 3.24) y su similitud con otros sistemas
que tienen fase de Berry (aquellos con campo magnético, donde A es el potencial vectorial) todo lleva a
pensar que muy probablemente una particula en R3 constrefiida a moverse en una curva tenga fase de
Berry. El resultado que obtuvimos lo confirma. No es claro a priori fisicamente qué requiere un sistema
para tener fase de Berry. Simon [Simon, 1983] bdsicamente dice que es necesario tener un hamiltoniano
no real. Pero esta respuesta estd lejos de ser una solucién completa a la pregunta, ademés de que existen
sistemas con hamiltonianos no reales que no tienen fase de Berry. Siempre se podria decir que el requisito
es que el espacio de parametros tenga curvatura, pero no es una respuesta a priori y tampoco es muy claro
fisicamente qué es lo que curva al espacio de pardmetros, ya que no es suficiente que en el hamiltoniano
en vez de utilizar el operador de momento comun se utilice una derivada covariante para que el espacio
de pardametros sea curvo. Probablemente encontrar los requisitos fisicos para que un sistema tenga fase
de Berry ayude a profundizar en el tema.

La constriccion se debe a un potencial en las direcciones normales a la curva, que tiene un minimo en
la curva donde vale cero, que depende solamente de las coordenadas normales a la curva y que es muy
estrecho. Fuera de este potencial, no existe otro potencial en el sistema o sus efectos son despreciables.

En particular, si la particula estd constrenida a moverse en un resorte y su estado inicial es |4}, la

funcién de onda va a adquirir una fase de Berry al deformar ciclicamente el resorte. Debido a la simetria
del resorte, escogimos funciones de onda periddicas. Para este caso es suficiente con estudiar una vuelta
para conocer el sistema completo. La condicién de periodicidad es esencial, pues no solamente reduce el
sistema a una vuelta. La cuantizacién de la energia en mecénica cuantica, desde el problema més sencillo
como el pozo infinito, hasta el mas complicado, se debe a condiciones de frontera. En el caso de una curva,
no es suficiente suponer que ¥(0) = ¥(27) para que el espectro de la energfa se cuantice. Es necesario que
la funcién de onda sea totalmente periddica, ¥(z) = ¥(x + 27). De hecho, en el problema que resolvimos,
los valores a la energia se obtienen suponiendo la periodicidad total de la funcién de onda. En el caso de
E4 y Es, se procede eliminando los términos no periédicos de la funcién de onda. Esto también muestra la
ventaja de inicialmente haber considerado el sistema como el resorte completo y no solamente una vuelta
de él. Si hubiéramos considerado inicialmente s6lo una vuelta, no habria tenido sentido fisico considerar
U(z + 27) para x > 0, ya que la funcién de onda solamente estaria definida entre 0 y 27, lo que nos
hubiera impedido requerir ¥(z) = U(z + 27) y por lo tanto la energfa no habria estado cuantizada. Estos
problemas se evitan en el caso del resorte. Siempre se podrian pasar por alto estas formalidades, pero es
importante tener claro su significado.
Por cada vuelta, la fase de Berry va a ser —%Area, por lo que la fase total va a ser el nimero de
vueltas por esa cantidad (despreciando los efectos de las puntas del resorte). La deformacién consiste en
estirar el resorte. Para que realmente haya una fase de Berry es necesario que, al estirar el resorte, la
punta final de cada vuelta se mueva respecto a su posicién original en el plano x — y. Si el movimiento
tiene lugar exclusivamente en cualquier otro plano, la particula no va a adquirir una fase de Berry.

Este razonamiento concierne al caso particular analizado, pero también hay conclusiones generales que
se aplican a cualquier curva que se tome en R3. Es mejor utilizar curvas que al deformarlas mantengan
su longitud total constante. Aunque estrictamente no es un requisito para que la particula adquiera una
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fase de Berry, requerirlo evita varios problemas con ciertas definiciones. En caso de no adoptarlo, se debe
tener cuidado en qué quiere decir derivar (que en realidad es comparar la funcién de onda de dos curvas).
En especial, al tener dos curvas de longitud [ y L, con L > [, con qué punto de la curva chica se compara
un punto z en la curva grande, tal que x > [. Si esto no se toma en cuenta, se pueden obtener resultados
carentes de sentido (como por ejemplo que la uno-forma A en vez de ser real sea imaginaria). Pasos que
se consideraban triviales se vuelven muy complicados. Mantener la longitud de la curva constante puede
ser una cuestion de eleccién de los pardmetros, como en el caso de la segunda curva (hélice alrededor de
un toro). Si en vez de variar los radios de los circulos, se permite que el circulo mayor pueda ser una elipse
(se deforman el eje mayor y el eje menor de la elipse), esta curva también tiene fase de Berry [Okon]
Probablemente se pueda hacer alguna generalizacién para poder obtener la fase de Berry en el caso en
que la longitud de la curva no se mantenga constante.

Aunque utilizamos una curva relativamente sencilla, una hélice, los célculos se volvieron muy compli-
cados. Basta con ver la expresion de la curvatura, la torsién,el hamiltoniano, etc. para darse cuenta de
ello. Para que el problema sea calculable es necesario pues utilizar el método perturbativo. También es
necesario verificar que al tomar el limite de la curvatura, la torsién y su derivada, tiendan a sus corres-
pondientes para la curva a orden cero, cuando € tiende a cero. La perturbacién en la curva (ver ecuacién
(4.1)) puede ser a primer orden. Esto no quiere decir que la fase de Berry vaya a ser a este orden. En
nuestro caso, la perturbacién de la curva es a primer orden y la fase a segundo. Esto se debe a que si
el sistema es muy sencillo (como un circulo), la funcién de onda no adquiere una fase de Berry. Al ir
considerando érdenes superiores, el sistema se vuelve mas complejo. En nuestro caso se necesito llegar a
segundo orden. Puede ser que en otros sistemas se necesite considerar 6rdenes aun superiores.

Ademas de utilizar el método perturbativo, la complejidad del calculo amerita la utilizacién de cualquier
“truco” para simplificarlo. Uno utilizado, y que puede haber pasado desapercibido, es que g = 1. Esto se
logra utilizando la longitud de arco como parametro de la curva. Si no lo hubiéramos hecho, no habriamos
podido utilizar las ecuaciones de Frenet-Serret tal como las formulamos, sino que habriamos tenido que
incluir un factor que proviene de la regla de la cadena. Ademas, la ecuacién 3.24 se hubiera vuelto més
complicada, ya que la combinacién entre derivadas y la g que esta en medio de los dos paréntesis habria
incluido varios términos. Ademas de simplificar el cdlculo de la dindmica, también facilita el de la fase de
Berry, ya que al calcular los (bra| kets) no tuvimos que agregar en el integrando el término ,/g. También
utilizamos simplificaciones exclusivas para el cdlculo de la fase de Berry, como la eleccion de base de los
eigenestados normales, por la cual podemos decir que no tuvimos que considerar el efecto Wilczek-Zee.

Una primera continuacién de este trabajo es aplicar el método de cédlculo completo que utilizamos a
distintas curvas, tomando en cuenta todo lo ya mencionado.

Otras futuras lineas de investigacion son més aplicadas. Finalmente, la fase de Berry puede ser vista
como una propiedad de ciertos sistemas para detectar cambios. ;Qué tipo de cambios? Depende de cuales
sean los pardmetros del sistema que varien. En el ejemplo clasico de la fase de Berry, los pardmetros
son la posicién de un campo magnético y éste es exactamente el cambio detectado. En los sistemas que
analizados, los parametros estdn relacionados con la forma de la curva, por lo que es una especie de
detector de cambios de curvas. Las respuestas a por qué cambia la curva pueden ser muchas,por ejemplo
una vibracion,lo cual muestran el gran potencial que podria tener la utilizacién de estos resultados para
construir un “detector” de cambios. La sensibilidad de este detector dependerd de muchos factores,
dependiendo de la curva utilizada. En el caso particular estudiado, uno de ellos es el niimero de vueltas
del resorte, por lo tanto, en principio, siempre se puede aumentar la sensibilidad incrementando el ntimero
de vueltas. Un estudio més profundo podria ayudar a desarrollar el conocimiento sobre la sensibilidad de
estos sistemas.

El tipo de curva a utilizar dependera de cudles sean los efectos de los cambios que se quieren detectar.
Por ejemplo, en el caso tratado, si el cambio va a causar una deformacién tnicamente en el plano x — z
o en y — z, sin generar deformacion alguna en x — y, la curva no va a “detectar” nada.

Por eso es importante analizar otras curvas, ya que asi se puede tener una especie de “colecciéon” de
curvas, en la que cada una sirve para medir distintas deformaciones. Obviamente, el camino que hay entre
los resultados obtenidos y poder realmente construir un detector de cambios es muy largo, y existen pasos
nada triviales. Sin embargo, éste es un primer paso que indica, hasta donde sabemos en este momento,
que podria valer la pena seguirlo.

Otra linea de investigacién esta relacionada con el método de cuantizacion utilizado. No hay que olvidar
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que la eleccion del método de cuantizacién fue esencial para llegar a los resultados obtenidos. De haber
utilizado otro, o de manera mas exacta, si no hubiéramos tomado en cuenta que la funcién de onda es
un objeto extendido en el espacio de tres dimensiones y que no se puede suponer que esté restringida a
moverse Unicamente en una curva sino en ésta y en su vecindad, la fase de Berry habria sido nula. Esto
estd relacionado con las dimensiones en las que esta la funcién de onda. Se puede hacer una generalizacion
suponiendo que la funcién de onda estd en R7, R'" o R”. En efecto, las férmulas ya fueron generalizadas
para cualquier R™ [Schuster y Jaffe, 2003]. Al igual que el hecho de que la funcién de onda estuviera en
R? tuvo consecuencias fisicas (medibles) sobre la particula constreiida a moverse en una curva, el suponer
que la funciéon de onda esté en algin otro espacio podria tener también efectos medibles. Evidentemente
el calculo es mucho mas complicado, pero podria desembocar en un experimento que podria decirnos en
cuantas dimensiones vivimos.
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A. Curva

La expresién de la curva en funcién de la longitud de arco, con norma 27 (ver pagina 38) y que es la
que estudiamos es:

7t (1) = (rtx, (1), rtyn (1), rtzn (1))
—162% + (2922 + 11y* + 8 22) Cos(l)
16 *

rtr,(l) = cos(l) + ¢ (l:E +x (=14 Cos(l)) Sen(l) + ySen(l)2> —€ (

—1622Cos(21) + 722 Cos(31) — Ty* Cos(31) + 6 xy Sen(l) — 16z y Sen(21) + 14xy5’en(31)> L0
16
rtyn () = Sen(l) + € (ly + Cos(l) (x —x Cos(l) —y Sen(l))) —

e Sen(l) (1322 +Ty? + 422 — 1622 Cos(l) + 7 (2% — y?) Cos(21) + zy (14Sen(21) — 16Sen(l))) O
€
8

rtzn(l) =lze+ 2z (x — 2 Cos(l) —y Sen(l)) + O(e®) (A1)
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B. Perturbaciones

Esta es la expresion final del hamiltoniano del sistema, al cual se hace referencia en la pdgina 41.
corresponde a la longitud de arco de la curva. En la ecuacion estan incluidas las dos componentes, H;‘C

—82? Cos(l) + 17 (2% — y?) Cos(2l) £ 161 z(x Cos(l) + y Sen(l)) — 8z y Sen(l) + 34xySen(2l)):F
16

2iz(y Cos(l) — x Sen(l)) f'(l)) e +0() (B.2)

B.1. 2° orden

La ecuacién de Schroedinger a segundo orden puede ser simplificada utilizando primerola ecuacién
(4.36). Posteriormente, se sustituyen los valores de EO,El,@/J(T y wf y se obtiene la siguiente ecuacién
diferencial, a la cual se hace referencia en la pagina 45.

3T !

2 ((3@) (=1 + @) /mIm(C111) + e (V2 (i (=3 + 4ePD!) z + (3 + 4e@I) y) + (6i) \/7Cos(I)Re(C112)) .
il

6v/7Re(C111) (Cos(l) — iSen(l))) = ;ﬁ

(83: (z — (2i) z) Cos(l) — 17 (2* — y*) Cos(20)+

2 (8E, + 22 + 2y — 52% + 4y (x — (2i) z) Sen(l) — 17TzySen(21)) ) -

(=22 —yCos(l) + zSen(l)) (2\3/4% — ygf/z(_il) + Cos(l)Re(C111) + Re(C112)Sen(l) + —xif};(—il) -
& (—12/mCos(1)Im(C111) + 12\/7?Re(01\}71?)56n(l) + V2 (3 + 2Cos(2l) + ySen(20))) ) —2(1) — 2" (1)
(B.3)

Resolviendo la ecuacién anterior y llamando a las constantes de integracion C211 y C'212, que pueden
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ser complejas, se encuentra ¢2+ .

by (1) =

C211 %0212 n C211¢ - iC212eil B el By n ietl Byl B x? L 1322 B eily? L e(2i)lx2_
2¢il eil 2 2 22 V2r 2V27m  64e2r 1221 6V21
55e(3lg2  Blig2deilip2 Lgy o Blgy  1eChlgy 351Gl 13lzy 13y?

+32— 4 Sl AN LA A
38421 etl\/27 Vor V2m el 27 V2 V2or 16ei\/2r  64eil /27

cily?  5EeBl2  Bipe igp2 o 5i it |2 \/5 562 )l\/;yz 5eil 12
+ - = + — i —xz — —e\"N | —xz + 1) —yz — + -
12v27  384v2m  el/27m V2m ™ 9 ™ ™ 9 16+/27

Sigi]x2  pIm(C111)  e®DligIm(C111) i ByIm(C111) i o,
8 - : —yIm(C111) — 22—~ 7 Dl (C111
Nox 12621 12 +guIm(C1LL) EEHL ¢ yIm(C)+
32Im(C111)  lzIm(C111) i §2Re(C111)  yRe(C111)  yRe(C111) = zRe(C111)
oil oil + 23:Re(0111) + o201 D) 6e20 oil +
(2i)1zRe(C111)  wRe(C112)  wRe(C112)  e@VlxRe(C112)  15yRe(C112) i oy,
il 2 126201 12 e Ty yRe(ClI2)+
12Re(C112 112
1z e(_l ) ZZR@(-C; ) (B.4)
el e’

La expresién final, a la que se hace mencion en la pagina 46, , en funcién de las constantes de integracién
(Im(C112), Im(C212),Re(C212) y Im(C211)) que son independientes de los pardmetros de la curva o
de otras constantes es:

1
73728 /7 22

( (1521 V2 (2" + 622 y® + y*) + 2048 (36 C211 V7~ 52 (2 +42) ) 22) Cos(1)+
32v22 (9 (—iz+y) (13 (2% + (20) 2y +y?) — (641) z2+2562%)+ (39 (—ia® + 52y +izy® —y°) +
1922 (z —iy) z — (12804) (x —iy) 2*) Cos(21) — 165 (z — iy)? zCos(Sl))Jr
322 (48 Nz (8 (3x @D (g —jy) + (34) y) 2 39xy005(l)) Im(C111)~2304 V27 2 Cos(l) Im(C111)%—
39V2 (2* +ia?y —5xy? —iy®) Sen(21)+2 (2304 /7 (— (Cos(l) (Im(C212) + Re(C211))) + €212 Sen(l)) +

V2 (iz+y) (64 (32 — (204) 2) Sen(21) — 165 (z —iy) Sen(Sl))))) (B.5)
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C. DMathematica

A continuacién se muestra el programa utilizado para hacer los calculos del problema.
In[1]= Off[General::spell, General::spelll]
In[2]= 7T = {Cos[s] + exs + Ole]3, Sin[s] + eys + Ole]?, ezs + O[e]*};

In[3]= r1T = D[r'T, s] // Simplify;
gT =r1T.rlT // Simplify;
gsqT = Sqrt[gT];
uT = (Integrate[gsqT, s, 0, sp] // Simplify);
LT =uT /. sp — 2Pi // Simplify

Restringiendo la longitud de la curva a 27.
In[4]= r = 2Pi rT/LT
Elementos de la curva (curvatura, torsién, etcétera).

In[5]= r1 = Dir, s]//Simplify;
r2 = DJrl, s|//Simplify;
r3 = D[r2,s]//Simplify;
=rl.orl//Simplify;
g9sq = Sqrt[gl;
t=rl/gsq;
t1 = DI[t, s]//Simplify;
c12 = Cross|rl,r2]//Simplify;
23 = Cross|r2,r3]//Simplify;
ncl2 = ¢l12.¢12//Simpli fy;
ntl = t1.t1//Simplify;
ks = Sqrt[ncl12]/gsq®/ | Simpli fy;
n = t1/Sqrt[ntl];
b = Cross[t,n]//Simplify;
bl = DIb, s]//Simplify;
Te = —n.bl/gsq//Simplify;
78 =11.¢23/ncl2//Simplify;
Tsp = D|r,s]//Simpli fy;

La longitud de la curva en funcién de s.

In[6]= u = (Integrate[gsq, s, 0, sp|//Simplify)/.sp — s
Invirtiendo u para poder parametrizar la curva en funcién de la longitud de arco.

In[7]= sASub = s — A\ — (—x + xCos[\] + ySin[\])e + (—=1/4 Sin[N((x? — y*)Cos[\] + 2zySin[\]) +
(—x + 2Cos[\] + ySin[\])(—xSin[\] + yCos[A]))e? + O[e)3

Verificando que la inversion sea la correcta.

In[8]= ((s/.sASub)/.\ — (u//Normal))//Expand//Simplify

In[9]= r/.sASub/.\ — s

Curvatura, torsién y su derivada en funcién de la longitud de arco.
In[10]= x = (Series[(ks/.sASub)//Normal,e€,0,2]//Simplify)/. A — s
In[11]= 7 = (Series[(Ts/.sASub)//Normal,e,0,2]//Simplify)/.\ — s
In[12]= 7p = DI, s]//Simplify
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Ecuaciéon de Schroedinger
In[13]= ham = ((—D[#, {s,2}] + [207D[#, s] + (12 + IoTp — k?/4 — 2e)#)//Simpli fy)&
Forma de la funcién de onda y la energia.

In[14]= ¢[s] = 90[s] + ex1[s] + €92[s] + Ole]*;
e =e0+eel + e?e2 + Ole)?;

Ecuacién de Schroedinger a segundo orden.

In[15]= Seqn = hamly[s]]

Solucién a orden cero.

In[16]= ¢0Subp = (DSolve[(Seqn/.c — 0) == 0,40][s], s][[1]]/.0? — 1)//Simplify
Tomando el estado base, e0 = 3/8 y tinicamente la componente asociada con |+) .

In[17]= ¢01Sub = {
YO[s] — —e*/V2m
YO'[s] — Tel* //2m
1/)0”[5} N 7618/\/%
b
$01Sol = Complex Expand[0[s]/.4p01Sub]; )
®01Solc = ¥01Sol/.Complex|0, j-] — —Complex]0, jl;
e0Sub = e0 — 3/8;

Solucién a primer orden.

In[18]= Coef ficient[Seqn,¢€]/.s — 1

In[19]= [hsll = Coef ficient[Seqn,€]/.1©)01Sub/.e0Sub/.c — 1//FullSimplify//Normal
Solucién para ¥11.

In[20]= ¢11Sub = DSolve[lhsll == 0,¢1][s],s][[1]]/{C[l] — Re[C11l] + IIm[C111],C[2] —
Re[C112] + ITm[C112]}//Simplify;
P11So0ll = 9p1[s]/.p11Sub//Simplify//Expand

Términos no periédicos, elimindndolos se obtiene un valor para el.

In[21]= Coef ficient[)11S0l1,s]/.s — 1

In[22]= ¢11S50l2 = Complex Expand[11Soll/.el — —z,C111,C112]

In[23]= ¢11S0l2¢c = 11S0l2/.Complex|0, j -] — —Complex|0, j]

Solucién completa a primer orden.

In[24]= W01ls = ¢01S0l + €)11S50l12¥01sc = 101Solc + ep11S0l2¢

Normalizacion

In[25]= normW¥ = Complex Expand[V¥01sc¥01s//Expand, C111,C112]/.€> — 0//Simplify
In[26]= Collect[Integrate| Evaluate[(norm¥ //Normal)], s,0,2Pi|//Simplify, €]

Eliminando la parte de la normalizacién que depende de €, se obtiene una relacién entre las constantes.

In[27]= ¢1180lF = ¢115012/.Im[C112] — —Re[C111]//Simplify
In[28]= ¢11SolFc = ¥11SolF/.Complex|0,j] — —Complex|0, j]//Simplify
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In[29]= Y11SubF = {y1[s] — ¥11SolF,¢1'[s] — D[p11SolF, s],41"[s] — D[p11S0lF, {s,2}]};
Segundo orden.

In[30]= ihs21 = Coef ficient|Seqn, €2]/ 401Sub/.c0Sub/.c — 1/.el — —z/4p11SubF//Simplify
Resolviendo para 921.

In[31]= ¢21Sub = DSolve[lhs21 == 0,v2]s], s][[1]]//Simpli fy;
P21Sol = (¢2[s]/.21Sub//Simplify//Expand)/ {C[1] — C211,C[2] — C212}

Términos no periddicos que eliminandolos obtenemos ecuaciones para e2 y algunas constantes.
In[32]= Collect[Coef ficient[v)21S0l, 5]/ /Simplify, {ETs, E~15}]

In[33]= ¢21S0l1 = Complex Expand]|
$21Sol/.{
e2 — —1/6(z* + y?) + 52?/8,
Re[C111] — —39v/2(2? — y?)/(384y/72),
Re[C112] — —Im[C111] — 78v/2xy/(192\/72)

}//Simplify,
{C111,C112, 0211, C212}]

In[34]= ¢21Sollc = 1)21S0l1/.Complex|0, j_| — —Complez|0, j]
Solucién completa no normalizada.

In[35]= W012s = 10150l + ep11SolF + €2¢)21S0l1 + Ole)?;
W012sc = 901Solc + ep11Sol Fe + €2 121Sollc + Ofe]3

Normalizacion.

In[36]= norm¥S = Complex Expand[(V012sc¢V012s//Expand)//Normal//Simplify,
(C111,C112,C211, €212}/ /Simplify

In[37]= yyint = Collect[Integrate[normW¥S, {s,0,2Pi}]//Simplify, €

In[38]= Solve[5/18(x>+y?)+m(Im[C111]2+2Re[C111]2+ Re[C112]?))+V/ 21 (Im[C212]+ Re[C211]) ==
0, Re[C211]])//Simplify

Eliminando de la norma la parte que depende de e.

In[39]= ¢21S0lF = 2150l1/.
Re[C211] — —1/(18V2m) (522 + 5y* + 187Im[C111]? + 18V2mIm[C212] + 36w Re[C111]* +
187 Re[C112)?)//Simpli fy

Solucién final.

In[40]= UF = (40150l + ep11S0lF + )21S0lF + O[e]?)
U Fc = (01Solc + ep11Sol Fe + €2 121SolFe + Ole]?);

Componente x de la conexién.

In[41]= VFx = D[VF,x]//Simplify;
tempr = VFcVFx//Expand//Simplify;
Ax = IIntegrate[tempz, {s,0,2m}]//Simplify

Componente y de la conexién.

In[42]= VFy = D[VF,y]//Simplify;
tempy = VFcUFy//Expand//Simplify;
Ay = IIntegrateltempy, {s,0,2x7}]//Simplify
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Componente z de la conexién.

In[43]= VFz = D[VF, z]//Simplify;
tempz = WFcVFz//Expand//Simplify;
Az = IIntegrate[tempz, {s,0,27}]//Simplify

Curvatura.

In[44]= Kz = D[Ay,x] — D[Axz,y]//Simplify
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