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Introduccion

Imaginese que un turista se encuentra en una ciudad que desconoce, y
de la cual no posee ningtin mapa. Supéngase ademas que dicho turista es un
tanto cuanto desmemoriado, de tal forma que si ha pasado por algin punto
de la ciudad més de una vez no necesariamente lo recordara. Al turista
le interesa fotografiar todos los lugares turisticamente importantes de la
ciudad sin tener que visitarlos todos. ;jSerd posible que el turista cumpla
con su cometido?

Este problema se puede modelar de la siguiente manera. Dibijese en el
plano un punto por cada edificio, parque, mercado o cualquier punto im-
portante de la ciudad, y una linea entre dos puntos si desde uno se puede
fotografiar al otro. Llamese a los puntos vértices y a las lineas aristas. En-
tonces, el turista deberia visitar un subconjunto particular de vértices de
tal forma que desde ese subconjunto logre fotografias de todos los demas
puntos de interés de la ciudad. Este dibujo formado por vértices y aristas
se conoce como una grafica geométrica, las cuales se definen formalmente
en el capitulo 2 de esta tesis. El estudio de graficas geométricas fue iniciado
por S. Avital y H. Hanani [1], P. Erdds, Y. Kupitz [2] y M. Perles. Ellos se
dieron cuenta que muchos problemas clasicos en teoria extremal de graficas
[3], tenfan una analogia natural en graficas geométricas. En [4] se puede en-
contrar un muy buen compendio de resultados y problemas abiertos en el
area.

Agregar al problema las restricciones de que el turista es desmemoriado
y de que no tiene ningiin mapa de la ciudad no es una mera ocurrencia.
La justificacion para agregar estas condiciones resulta del hecho de que este
problema tiene aplicaciones en un tipo especial de redes conocidas como
redes ad hoc méviles, de las cuales se hablara en el capitulo 1. La topologia de
estas redes cambia continuamente, asi que es practicamente imposible tener
conocimiento global de la misma en todo momento, de aqui la condicién de
que el turista no tenga un mapa. El darle memoria al turista implicaria que
un algoritmo que corra sobre una de estas redes tendria que utilizar una
enorme cantidad de memoria o dejar marcas en los vértices de la red, lo cual
decrementaria en gran medida la eficacia del algoritmo. Asi pues, algoritmos
que cumplen con estas dos condiciones se conocen como algoritmos locales,
de estos se habla con detalle en el capitulo 3.



VIII

En este trabajo se presenta un algoritmo que resuelve el problema descri-
to en el primer parrafo. Especificamente, se resuelve el problema de encontrar
un subconjunto especial de vértices en una red ad hoc de manera local. La
red ad hoc es modelada utilizando una gréafica geométrica particular, y des-
pués se encuentra en esta el subconjunto de vértices de interés, al cual se le
conoce como conjunto dominante. Encontrar un conjunto dominante para
una red ad hoc, es un problema de gran interés en la literatura, ya que de
esto dependen muchos algoritmos para este tipo de redes. La trascendencia
del problema se entenderd mas facilmente conforme se avance en la lectura
de este trabajo. Encontrar un conjunto dominante de uan red ad hoc de ma-
nera local es un problema abierto, en este trabajo se muestra una heuristica
local que lo encuentra.

El orden de los capitulos de esta tesis es el siguiente. En el capitulo
1 se presenta un panorama general sobre redes ad hoc, que va desde su
definicién y sus caracteristicas, hasta las lineas de investigacién que estas
han generado. En el capitulo 2 se dan los conceptos preeliminares necesarios
para lograr la total comprension de este trabajo. Después, en el capitulo 3
se discuten los dos articulos pioneros sobre algoritmos locales en redes ad
hoc. Luego, en el capitulo 4 se describe formalmente el problema a resolver
en esta tesis, asi como la heuristica a través de la cual el mismo fue resuelto
y se presentan los resultados teéricos y de simulaciones. Finalmente se dan
algunas conclusiones.



Capitulo 1

Redes ad hoc moviles

1.1. Introduccion

Hoy en dia, cualquier persona que desee comprar una computadora por-
tatil debera decidir si desea adquirirla con la funcién bluetooth. Lo mismo su-
cederia con muchos otros accesorios, como teléfonos méviles, organizadores
PDA (personal digital assistant), reproductores de mp3, etcétera, ya que
todos se encuentran equipados con esta tecnologia. Pero, ;qué es esta funcién
y para que sirve? La palabra bluetooth proviene del nombre del rey Danés
y Noruego Harald Blatand (cuya traduccién al inglés es Harald Bluetooth),
quien unifico las tribus Noruegas, Suecas y Danesas. En este mismo sentido,
la tecnologia bluetooth pretende unificar la comunicacién entre distintos
accesorios.

Imaginese un escenario en el cual los participantes en una reunién pue-
dan compartir documentos o presentaciones, gracias a la interacciéon directa
de sus accesorios electréonicos, o bien en las cuales las tarjetas de presenta-
cién puedan automaticamente almacenarse en el registro de direcciones de
una computadora portatil, asi como en el directorio de un teléfono celular.
O en el cual una persona reciba su correo electrénico en una computado-
ra que esta cargando en su portafolio, pero leer y respondeer a los correos
desde su PDA. Esto es un ejemplo de comunicaciéon espontdnea entre dis-
positivos inalambricos, y puede definir perfectamente un esquema conocido
como establecimiento de una red ah hoc, el cual permite a los accesorios
comunicarse en cualquier lugar y a cualquier hora sin la necesidad de alguna
infraestructura. Actualmente, tecnologias como bluetooth hacen posible la
materializacién de este tipo de redes inaldmbricas. En este capitulo se dan
algunas bases sobre redes ad hoc.
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1.2. Redes ad hoc

1.2.1. Panorama general

Favorecidas por los avances tecnoldgicos, muchos tipos de redes
inaldmbricas se hacen cada vez més populares en el mundo actual. Dia con
dia los nuevos avances mejoran la calidad de la comunicacién inaldmbrica,
se decrementa el costo y el tamano de los componentes, y se incrementa la
capacidad computacional de los mismos. Todos estos factores provocan un
aumento cada vez mayor en la demanda del uso de redes inalambricas, lo
cual necesariamente obliga a la proliferacion de las mismas. Actualmente, las
redes inaldmbricas se pueden clasificar en dos tipos: 1) Las redes con infraes-
tructura, o redes celulares; y 2)las redes ah hoc méviles, o redes inaldmbricas
multihop.

Las redes celulares estan compuestas por dispositivos méviles inalambri-
cos (nodos), los cuales se comunican con estaciones base, conectadas a una
infraestructura fija. Si un nodo se mueve fuera del rango de alcance de una
estacion base, ocurre un cambio a una nueva estacion, que esté dentro del
rango de transmisién. Los datos se transmiten a través de la red alambrica,
y sélo el dltimo salto es inaldmbrico. Es decir, los datos son difundidos de
una estacion base a otra, hasta encontrar la estacion que estd dentro del
alcance del nodo destino. Una vez ahi, los datos son transmitidos de esta
ultima estacién al nodo, es por esto que sélo el ultimo salto es inalambrico.
Estas redes se conocen también como single-hop.

Las redes ad hoc méviles (MANETS, por sus siglas en inglés), estdn com-
puestas por dispositivos inalambricos, que pueden estar colocados en aviones,
barcos, autos, personas, etc. Estos dispositivos, se comunican entre si en au-
sencia de una infraestructura fija, o de una administraciéon central. Asi que
estas redes deben ser capaces de auto-configurarse y auto-organizarse. Dos
nodos en una MANET se pueden comunicar si la distancia entre estos es me-
nor que el minimo de sus dos rangos de transmisién. Generalmente no es
posible que todos los nodos de una MANET se puedan comunicar[l], es por
esto que deben actuar como ruteadores y remitir los paquetes a nombre de
otros nodos, para proveer comunicacién en toda la red (esta caracteristica
se conoce como multihop). Debido a que los nodos de una MANET pueden
moverse de manera aleatoria, los cambios en la topologia de la red son fre-
cuentes y no estructurados. En este ambiente dinamico, las funciones de la
red deben correr de manera distribuida, ya que los nodos pueden apare-
cer o desaparecer de repente, y ademads estos no necesariamente conocen la
topologia de la red.

En la Figural.l, se puede apreciar la diferencia entre una red single-hop
y una red multihop. Al nodo que desea enviar informacién se le llama origen,
y al que debe recibirla se le llama destino. Estos estan representados en la
figura con colores rojo y azul, respectivamente. El rango de alcance de un
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nodo es representado con un circulo punteado centrado en este. En la red
single-hop, el destino esta dentro del rango de transmisién del origen, asi que
el primero sélo debe transmitir la informacioén al segundo. Por otro lado, en
la red multihop, se necesitan nodos reelevo (mostrados en gris claro) pues
en ocaciones el nodo destino no esta dentro del circulo del origen. Cuando
esto sucede el origen envia la informacién a un primer nodo reelevo, con el
que se puede comunicar directamente, si este no tiene el destino dentro de
su alcance lo reeleva a otro vértice, etcétera, hasta alcanzar el destino.
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(a) Red Single-hop. (b) Red Multihop

Figura 1.1: Comparacién de una red multihop con una red single-hop. Ambas redes tienen
una distribucién idéntica de nodos. Figura tomada de [2].

Las MANETS tienen varias ventajas sobre las redes celulares. Algunas de
estas son, la facilidad y rapidez con las que se pueden construir, su robustez
y su flexibilidad e inherente soporte para la movilidad. En escenarios tales
como campos de batalla o desastres (inundaciones, terremotos, incendios),
las redes alambricas no estan disponibles, y la tnica opcién para comuni-
carse y para tener acceso a la informacién, la brindan las redes ad hoc.
Para una lista mas detallada de sus aplicaciones véase [2] y las referencias
ah{ mencionadas.

La primer red ad hoc de la que se tiene conocimiento es la red ALOHA, que
se empez6 a construir en 1968 en Hawaii[3]. Después, en 1973, se desarrollé la
red conocida como PRNet (Packet Radio Network), dentro del proyecto
DARPA (Defense Advance Research Projects Agency)[4]. En esta red todos
los componentes eran méviles, y aunque su movilidad estaba limitada, la red
era ya multihop. En 1997, cuando se desarrollé el estdandar IEEE 802.11 [5]
para redes inaldmbricas locales (WLAN), el Instituto de Ingenieria Eléctrica
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y Electrénica (IEEE) reemplazé el término packet-radio por ad hoc [2].

La investigacién en redes ad hoc empezd formalmente con la creacién
del grupo “Mobile Ad hoc Networks”', dentro de la agrupacién “Internet
Engineering Task Force” (IETF) [6]. Este grupo se encuentra actualmente
trabajando en protocolos de envio de paquetes apropiados para redes ad hoc.

1.2.2. Caracteristicas

Las redes ad hoc presentan varias particularidades que las hacen muy
distintas de las redes celulares. Estas diferencias se deben principalmente a
su falta de infraestructura, la movilidad de sus nodos, y al hecho de que son
inaldmbricas. En 1992 el grupo “Mobile Ad hoc Networks”, list6 en el RFC
2501[7] las caracteristicas principales de las MANETS, las cuales se presentan
a continuacion.

= Topologia Dinamica. La topologia de la red puede cambiar réapida
y aleatoriamente, debido principalmente a tres factores, la capacidad
de movimiento de los nodos, su aparicién o desaparicién imprevista en
la red, y al ajuste en sus rangos de transmisién. A pesar de esto, la
conectividad de la red y todos los servicios que esta proporciona deben
ser mantenidos, para que las aplicaciones y los servicios puedan operar
de manera ininterrumpida.

» Capacidad limitada de las ligas. La capacidad de un liga? se mide
de acuerdo al nimero de bits que esta transporta por segundo. Un
sistema de comunicacién inalambrico ideal proveeria alta capacidad de
transmisién y confiabilidad, usando un minimo consumo de energia y
de ancho de banda 3. Sin embargo, un sistema con tales caracteristicas
aln no existe.

Las MANETs utilizan ondas de radio para comunicarse. Los canales de
radio transportan senales en el espectro electromagnético. Estas ondas
son un medio de propagacion muy atractivo, debido a sus caracteristi-
cas, como no requerir de la instalacién de algiin medio alambrico para
funcionar, poder penetrar paredes, proveer conectividad para usuarios
moéviles y potencialmente transportar senales por grandes distancias.
Las caracteristicas de un canal de radio dependen en gran medida del
ambiente en el que se propagan las ondas, y a la distancia que una
sefial es transportada. Las condiciones del ambiente determinan varios

'En esta tesis, los nombres de los grupos, institutos, algoritmos, etc., que no tengan
una traduccién estdndar al espanol, se mantendran en inglés con el propdsito de evitar las
traducciones imprecisas.

2En este trabajo se utilizard liga, como la traduccién de la palabra en inglés link

3El espectro de frecuencia de un liga es compartido entre las conexiones establecidas a
través de esta. La liga dedica una frecuencia de banda a cada conexién. El ancho de esta
se conoce como ancho de banda.
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fenémenos de pérdida de la senal, como son, shadow fading (que es
la atenuacion de la senal debido a la presencia de obstaculos entre el
transmitor y el receptor), multipah fading (que se presenta cuando el
destino recibe varias “copias”de la senal original, debido a la reflexién
de ésta al chocar con obstdculos), o interferencia (que es cuando la
onda se superpone con alguna otra senal electrémagnética).

Los canales de radio pueden ser terrestres o satelitales. Los canales
terrestres pueden ser clasificados en dos tipos: aquellos que operan en
redes locales (LAN, por sus siglas en inglés), que se expanden sélo al-
gunos cientos de metros, y los que se utilizan para servicios de acceso
moévil, que tipicamente operan en una regién metropolitana. Existe
gran variedad de productos para redes locales, los cuales operan en
rangos de transmision que van desde uno hasta decenas de megabits
por segundo. Los servicios para acceso mévil proveen canales que ope-
ran en rangos de decenas de kilobits por segundo. Estos rangos de
comunicacion, comparados con los de ligas aldmbricas, son muy ba-
jos, ya que medios como la fibra optica pueden alcanzar rangos de
transmision de hasta centenas de gigabits por segundo.

En [8] se presenta una discusién clara y un resumen completo sobre la
tecnologia de canales inalambricos.

= Nodos con poca energia. Generalmente los nodos de una MANET
utilizan baterias como fuente de energia. Para estos nodos es de vital
importancia que se disefien sistemas cuya principal caracteristica sea
la optimizacién del consumo de la misma. A pesar de los esfuerzos
para disminuir el uso de energia en los electrénicos que utilizan pilas
[9], atin no se ha obtenido ningun logro significativo. Y ademads no se
espera un aumento importante en la capacidad de las baterias en los
préoximos afios [10].

= Seguridad fisica limitada. Para garantizar la seguridad en una MA-
NET, se deben tomar en cuenta parametros que a simple vista pueden
parecer similares que aquellos para una red fija, pero en realidad difie-
ren en gran medida, debido a que las redes ad hoc estan mas expuestas
a ataques que las redes celulares o fijas. Para un analisis mas detallado
sobre la seguridad en redes ad hoc véase [11, 12].

En el diseno de protocolos para redes ad hoc se debe tomar en cuenta las
particularidades descritas anteriormente, las cuales hacen que los mecanis-
mos existentes para redes fijas no sean apropiados para MANETs. El trabajo
presentado en esta tesis tiene que ver principalmente con las dos primeras
caracteristicas listadas.
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1.2.3. Ejemplos de redes ad hoc

Como se ha mencionado antes la tecnologia de las redes ad hoc tiene sus
origenes en la red conocida como Packet Radio Network, desde entonces, esta
tecnologia ha sufrido grandes cambios y dia con dia evoluciona, permitiendo
la creacién de nuevos modelos de redes. A continuacién se mencionan algunos
ejemplos de redes ad hoc comunes.

» Redes inaldmbricas personales (WPAN). Una WPAN es una
red formada por dispositivos electrénicos tales como, computado-
ras portatiles, teléfonos méviles, organizadores PDA, reproductores de
mp3/DVD, etc. El alcance de una WPAN es tipicamente de algunos
metros, y es utilizada para la comunicacién entre los dispositivos o
para conectarse a Internet. La tecnologia comtinmente utilizada en las
WPAN es bluetooth [13].

= Redes de sensores. Los avances en la tecnologia de microelectréonicos
han hecho posible la creacién de sensores multifuncionales, pequenos y
capaces de comunicarse entre si en distancias cortas, que ademds son
de bajo costo y necesitan poca energia para trabajar. Esto ha origina-
do la creacién de redes de sensores, las cuales se componen de un gran
nimero de nodos, que son densamente desplegados sobre algiun area
de interés. Pueden utilizarse para encontrar objetos, conocer los cam-
pos de batalla o de desastres, medir datos fisiolégicos de una persona
remota, la concentracién de elementos contaminantes en el ambiente,
etc. Esencialmente una red de este tipo es utilizada para obtener infor-
macién sobre el medio en el que ha sido desplegada. Los nodos deben
recopilar los datos, para enviarlos después a un nodo responsable de
unirlos, el cual a su vez los envia a un centro de monitoreo. Los sen-
sores son capaces de procesar parcialmente los datos obtenidos antes
de enviarlos.

Mucho mas puede decirse de estas redes, pero hacerlo desviaria la
atencion del enfoque de este trabajo. Para un buen resumen sobre
redes de sensores véase [14].

= Redes espontaneas. Una red espontdanea puede definirse como la
integracién de servicios y dispositivos en una red, con la finalidad de
disponer instantdneamente de servicios, sin la necesidad de interven-
cién humana[15]. Una forma més intuitiva de describirla es la siguiente.
Una red espontanea es una red ad hoc que es creada cuando un grupo
de personas se reunen y utilizan dispotivos inalambricos para algu-
na actividad computacional conjunta. Los usuarios no necesariamente
identifican a todos los participantes, ni tampoco deben configurar sus
computadoras previamente para poder establecer la red [16].
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= Redes ad hoc vehiculares. Como su nombre lo indica, una red
ad hoc vehicular es simplemente una red ad hoc en donde los nodos
moéviles son vehiculos. Existe gran diversidad de aplicaciones para es-
tas redes, sefialamientos de emergencia[l7], distribucién del trafico,
informacién sobre las condiciones de los caminos, comunicacién entre
vehiculos[18], etc. Una red de este tipo tiene algunas ventajas sobre
otras redes ad hoc. Los vehiculos pueden facilmente proveer la energia
y el espacio necesario para los nodos; y muchos automoéviles cuen-
tan ya con sistema GPS (Global Positioning System) que les permite
conocer su posicién geogréfica exacta[19]. Sin embargo, la movilidad
de los nodos puede ser muy alta, aunque reestringida solamente a los
caminos.

Hay gran interés en la industria de financiar investigacién en esta linea

[20].

Existen muchos otros tipos de redes, que en ocaciones se clasifican como
redes ad hoc, pero en la mayoria de los casos son redes hibridas que combinan
caracteristicas de redes ad hoc con caracteristicas de redes fijas o celulares.

1.2.4. Lineas de investigacion

La implementacién exitosa de las redes ad hoc moéviles impone nuevos
retos en la investigacion que difieren de los ya existentes para las redes fijas o
celulares. A continuacién se describen brevemente algunas de las diferentes
lineas de investigacion en redes ad hoc, generadas por dichos retos.

Control de acceso al medio (MAC)

De la misma manera que en las redes aldmbricas se debe controlar el
acceso a los canales de comunicacién, las redes ad hoc deben tener un me-
canismo que controle el acceso al uso de la frecuencia de radio que se utiliza
para las comunicaciones, dicho mecanismo se conoce como mecanismo de
control de acceso al medio (MAC, por sus siglas en inglés). Como en una
red ad hoc el medio es un recurso compartido y escaso, controlar eficien-
temente el acceso al mismo es una tarea complicada[21], que no puede ser
resuelta con los protocolos MAC utilizados para redes fijas. Recuérdese que
los principales protocolos MAC para redes fijas estdan basados en mecanismos
que sensan el canal de comunicacién antes de utilizarlo [22, 23, 24, 25]. Sin
embargo, esto no es suficiente para redes ad hoc.

Los protocolos MAC para redes ad hoc deben lidiar principalmente con
dos fenémenos que afectan su capacidad: el problema de la terminal oculta, y
el de la terminal expuesta. Supdngase que un nodo A esta transmitiendo a un
nodo B, y que un nodo C esta transmitiendo al nodo B, tal como se muestra
en la Figura 1.2. El problema de la terminal oculta surge cuando ambos
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nodos A y C estan fuera de sus alcances de transmisién, y esto impide que
detecten sus senales. Si ambos nodos se comunican con en destino B al mismo
tiempo, estas senales interfieren en B, destruyendo los datos originales. El
problema de la terminal expuesta puede explicarse de la siguiente forma. Las
terminales expuestas (por ejemplo el nodo D en la Figura 1.2), son nodos
dentro del rango del transmisor A, pero no del receptor B. Si se utilizara un
mecanismo clasico de censo del canal, D detectaria que este esta ocupado y
se abstendria de comunicarse con A, cuando en realidad dicha comunicacién
no generaria ningtin problema.

Figura 1.2: Ejemplificaciéon de los problemas de la terminal oculta y expuesta.

Existen basicamente dos categorias de protocolos MAC: 1)Protocolos de
Acceso Aleatorio, y 2)Protocolos de Acceso Controlado. En el primero, los
nodos deben competir entre ellos para ganar el acceso al medio y poder trans-
mitir datos. Mientras que en el segundo, alguna autoridad decide qué nodo
tiene el acceso al medio.

Debido a la naturaleza de las redes ad hoc, los protocolos de acceso alea-
torio son comuinmente utilizados. Entre estos se pueden mencionar, MACA
(Multiple Access Collision Avoidance) [26], MACAW (MACA with Ack-
nowledgment) [27], MACA-BI (MACA by Invitation) [28], DBTMA (Dual
Busy Tone Multiple Access) [29], entre otros.

El protocolo, CSMA /CA (Carrier Sense Multiple Access with Collision
Awoidance) [30], se ha elegido para estar en el estandar IEEE 802.11. Este
protocolo estd basado en CSMA (Carrier Sense Multiple Access) [22], un
protocolo MAC para redes LAN. CSMA /CA resuelve los problemas de la
terminal oculta y expuesta, mencionados anteriormente. Sin embargo, aun
quedan algunos otros problemas por resolver [29].

Existen gran variedad de protocolos de acceso controlado, los cuales se
pueden clasificar de acuerdo al método que utilizan para dividir los recursos.
Tres métodos aceptados son FDMA (Frequency Division Multiple Access),
TDMA (Time Division Multiple Access), y CDMA (Code Division Multiple
Access) [31]. Este tipo de métodos se utilizan principalmente en aplicacio-
nes bluetooth y algunos tipos de redes ad hoc, donde el acceso al recurso
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compartido es controlado por nodos maestros [32].
En [14] se puede encontrar una descripcién més detallada de algunos
protocolos MAC para redes ad hoc.

Busqueda de rutas (routing)

La busqueda de rutas (caminos) en una red (routing en inglés), es el
problema de enviar un paquete de un nodo origen a un nodo destino. Una
ruta entre dos nodos consiste de nodos que funcionan como reelevos en el
paso del mensaje a través de la red, tal y como se mencioné en la seccién 1.2.1
al describir las redes multihop. La tarea de encontrar y mantener rutas en
las MANETS no es trivial, debido a los cambios frecuentes en la topologia de
las mismas. Existen en la literatura una gran variedad de protocolos para
la bisqueda de rutas, de acuerdo con Mauve, Widmer y Hartenstein[33], se
pueden distinguir entre dos enfoques diferentes: los basados en la topologia
de la red, y los basados en la posicion de los nodos.

Los algoritmos de busqueda de ruta basados en la topologia, utilizan la
informacién acerca de las ligas que existen en la red para hacer el envio de
paquetes. Estos se pueden clasificar en tres tipos: pro-activos, reactivos e
hibridos.

La caracteristica que distingue a los algoritmos pro-activos es que man-
tienen informacion sobre todos los caminos disponibles en la red, atin si estos
no estan siendo utilizados. Este tipo de algoritmos han sido derivados de los
algoritmos clasicos de busqueda de rutas, como son Distance- Vector Routing
o Link-State Routing (para una descripcién basica de estos algoritmos véase
[34]). La informacién sobre los caminos disponibles es mantenida en tablas.
Cada nodo almacena una o mas tablas con esta informacién, y cuando un
cambio en la topologia sucede esta informacién es propagada a través de to-
da la red, de tal forma que las tablas se mantengan consistentes. Este tipo de
algoritmos presentan grandes desventajas cuando son utilizados en redes ad
hoc. Su principal desventaja es tener grandes dificultades para mantener las
tablas con informacién sobre rutas validas, debido a la topologia dinamica
de la red, teniendo como consecuencia la pérdida de mensajes [35] y ademas,
mantener todas las tablas causa un gran aumento en el trafico de la red.

La busqueda de soluciones para estos problemas dio origen a los algorit-
mos reactivos (por ejemplo DSR [36], TORA[37], AODV|[38]). En contraste
con los algoritmos pro-activos, los reactivos buscan rutas sélo cuando estas
se necesitan. Una vez que una ruta es encontrada, la informacién sobre es-
ta es mantenida hasta que la ruta deja de estar en uso o se rompe. Esto
reduce la carga de la red cuando hay un nimero pequeno de rutas siendo
utilizadas. Sin embargo, este tipo de algoritmos presentan también algunas
limitaciones. Primero, como las rutas se mantienen sélo mientras estdn sien-
do utilizadas, generalmente es necesario hacer una busqueda de ruta antes
de poder enviar algiin paquete, ocasionando un retraso en el envio del primer
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paquete transmitido entre un par de nodos. Segundo, si los cambios en la
topologia de la red son frecuentes, lo cual generalmente sucede en MANETS,
el mantener las rutas, aunque sean solamente las utilizadas, puede causar
ain un significativo aumento en el trafico de la red. Finalmente, si la ruta
hacia el destino cambia los paquetes que estén en camino hacia este pueden
perderse.

Los algoritmos de bisqueda de ruta basados en la posicién de los nodos,
eliminan algunas de las limitaciones de los basados en la topologia utilizando
informacién extra. Esta informacién es la posicion fisica de los nodos de la
red. Encontrar dicha posiciéon no es mayor problema, gracias a los sistemas
de posicionamiento como el GPS [39, 40] o algin otro[41, 42]. Un resumen
sobre estos sistemas de posicionamiento es [43].

En estos algoritmos, el nodo origen incluye en el paquete a enviar la
posicién del nodo destino, y cada nodo reelevo toma la decisién de hacia
donde enviar el paquete basdandose principalmente en dicha posicién. Asi que
no se requiere del almacenamiento ni mantenimiento de tablas. Existen en
la literatura gran variedad de algoritmos de este tipo, pues debido a que
presentan grandes ventajas sobre los algoritmos basados en la topologia,
recientemente hay un gran interés en desarrollar algoritmos como estos. En
[33] se puede encontrar un buen resumen de algoritmos basados en posicién
para busqueda de rutas. En el capitulo 3 de este trabajo se presentan dos
algoritmos para busqueda de rutas basados en posicion: compass routing y
face routing.

Cabe mencionar que aqui se ha definido la busqueda de rutas como
el problema de enviar un paquete de un sélo origen a un sélo destino. Sin
embargo, existe un problema extremadamente relacionado con este, conocido
como difusién multiple (multicasting): el envio de paquetes de un sélo origen
a miultiples destinos. El criterio con el cual se seleccionan los destinos sirve
para subdividir el problema en categorias, dos de estas son:

Difusién Geogréfica (Geocasting)—Cuando se desea enviar el paquete
a todos los nodos en cierta regién geografica.

Difusiéon Masiva (Broadcasting)—Cuando se desea enviar el paquete a
todos los nodos de la red.

Si el lector se encuentra interesado en este tema de busqueda de rutas
se sugiere consultar [44, 45, 46, 47] y las referencias ahi listadas, ademas de
las otras citas mencionadas en esta seccién.

Si se tuviera que clasificar el trabajo presentado en esta tesis, dentro
de alguna de estas lineas de investigacion, la mejor opcion seria colocarlo
dentro de busqueda de rutas, puesto que otra técnica para esto es la de
buscar rutas en un conjunto particular de nodos, que tiene la caracteristica
de que a través del mismo se puede llegar a cualquier nodo de la red, véase
[48, 49, 50] para darse una amplia idea al respecto.
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Ahorro de energia

Como se mencioné antes, al describir las caracteristicas de una red ad
hoc, los componentes moviles dependen de baterias para el suministro de
energia. Es por ello que en este tipo de redes es de vital importancia que los
algoritmos utilicen la menor cantidad de energia posible, para alargar asi el
tiempo de vida.

La importancia de este tema ha producido gran cantidad de investiga-
cién. Se han propuesto algoritmos y protocolos conscientes de la conservacion
de la energia de los nodos (power-aware). La mayoria de estos algoritmos
tratan de convervar la energia en una cierta capa de la red, las distintas
capas se presentan en la Figura 1.3. Las técnicas incluyen[51]:

Capa Fisica:

— Uso de antenas direccionales [52, 53].

— Control de poder de transmisién [54, 55].

Capa de Liga:

— Evitar retransmisiones innecesarias y colisiones en el acceso al
medio [56, 57].

— Los nodos pueden entrar en estado de alerta (standby) o de trans-
misién segin convenga [58, 57].

= Capa de Red:

— Considerar la carga en el link debido a las retransmisiones [59].

— Considerar la vida de la bateria al elegir una ruta [60, 61, 62].

Capa de Transporte:

— Apagar el canal de comunicacién durante periodos de tiempo [63].

De entre las técnicas utilizadas, las mas comunes y eficientes son “apagar
los nodos” [64, 65, 66], “bisqueda de rutas conscientes de la energia” (power-
aware routing) [61, 67] y “fijar horarios” (scheduling) [68].

Calidad de servicio (QoS)

El RFC 2386 [70] define la Calidad de Servico (Quality of Service (QoS)
en inglés) como: “un conjunto de requisitos de servicio que la red debe cum-
plir al transportar un paquete de un nodo origen a uno destino”. Intrinsica a
esta nocién hay una garantia que proporciona la red de satisfacer al usuario,
es decir de proveer un servicio con ciertas garantias preespecificadas. Asi que
suficientes recursos deben estar disponibles para satisfacer dicha garantia.
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Capa de Aplicaciéon

A

Capa de Transporte

Capa de Red

Capa de Liga

A

Capa Fisica

Figura 1.3: En la figura se presenta una pila de las diferentes capas de una red ad hoc.
A diferencia de las redes tradicionales, estas capas responden a variaciones locales e in-
formacién de otras capas, lo que se conoce como el disefio de cruce de capas (cross-layer)
[69].

Gran cantidad de trabajo se ha hecho para tratar de garantizar QoS
en la Internet y en otras redes (véase por ejemplo [71, 72, 73]). Sin embar-
go, ninguno de estos trabajos puede aplicarse en MANETs. Para garantizar
QoS informacién como retrasos, ancho de banda, radio de errores, radio de
pérdida de paquetes, etcétera, debe estar disponible. Sin embargo, poseer y
manejar esta informacién en redes ad hoc es muy dificil.

El proveer calidad de servicio en MANETS no es tarea exclusiva de una
sola capa, sino por el contrario, requiere de los esfuerzos coordinados de
todas estas. En la literatura la investigacién sobre QoS incluye: Modelos de
QoS, QoS reservacién de servicios, QoS en la busqueda de rutas y QoS en
MAC.

Un modelo de calidad de servicio especifica una arquitectura en la cual
algunos servicios pueden ser facilitados. Es decir, un modelo QoS es un me-
canismo para alcanzar la calidad de servicio. Garantizar QoS en Internet ha
sido propuesto usando dos modelos diferentes: El modelo Integrated Services
(IntServ) [74] y el modelo Differentiated Services (DiffServ) [75]. A pesar de
que estos modelos han sido disenados para redes alambricas, se han hecho
algunos intentos para tratar de adaptarlos a redes inaldmbricas [76] y en
particular a redes ad hoc [77].

QoS reservacion de servicios es el proceso de establecer una conexion del
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nodo origen al nodo destino, que implica la reservaciéon de recursos en los
nodos intermedios del camino. QoS reservacion de servicos actiia como el
centro de control en el soporte de calidad de servicio [78]. Este mecanismo
reserva y libera recursos, establece, termina y renegocia los flujos en la red.

La tarea de la calidad de servicio en la biisqueda de rutas, es encontrar
un camino entre un nodo origen y uno destino, que tenga los recursos nece-
sarios para garantizar las exigencias del servicio deseado. Algunos autores
separan QoS en la busqueda de rutas, y QoS reservaciéon de servicios como
dos tareas distintas [78], mientras que otros las definen como la misma tarea
[79]. Es decir, senalan como parte de la tarea de QoS en la bisqueda de
rutas encontrar un camino con suficientes recursos, y hacer la reservacién de
los mismos.

Sequential Assigment Routing (SAR) propuesto en [80], es uno de los
primeros protocolos para busqueda de rutas en redes ah hoc que introducen
la nocién de QoS en la decisiéon de rutas. Decidir una ruta en SAR se basa
en tres factores: los recursos de energia, QoS en cada camino, y el nivel de
prioridad de cada paquete. Existen muchos otros articulos en la literatura
que proponen algoritmos de busqueda de rutas que soportan calidad de
servicio ([81, 82, 83, 84|, y muchas otras).

Finalmente, QoS en el control de acceso al medio, es el componente que
coordina y del que depende el funcionamiento de QoS en la bisqueda de
rutas y QoS reservacion de servicios.

Aqui se han discutido sélo de forma muy breve algunas lineas de investi-
gacién sobre redes ad hoc moviles, sin embargo, mucho més queda por decir
sobre el tema. Se puede consultar [51], y las referencias ahi listadas, para
tener una idea un poco mas amplia de estas y otras lineas de investigacién
en MANETS.



Capitulo 2

Antecedentes

En este capitulo se introduciran algunos conceptos que son basicos para
una mejor comprension del resto de la tesis. En las primeras cuatro secciones
se presentan nociones sobre teoria de graficas, y en la quinta y tltima algunas
ideas béasicas sobre poligonos.

2.1. Graficas y subgraficas

La mayoria de los conceptos que se presentaran en este capitulo son de
teoria de graficas, por tanto es indispensable comenzar definiendo lo que es
una grafica.

Definicion 1. Una grdfica G estd formada por dos conjuntos: un conjunto
finito no vacio V', y un conjunto E (no necesariamente vacio y disjunto de
V). A suvez E estd formado por subconjuntos de dos elementos distintos
de V. Cada elemento de V se conoce como vértice y V. como el conjunto
de vértices de G. Los elementos de E se conocen como aristas y EE como el
conjunto de aristas.

En general, el conjunto de vértices y el conjunto de aristas de una grafica
G se representan por V(G) y V(E), respectivamente.

Se dice que una arista e = {u,v} une los vértices u y v. Ademds se
dice que u y v son vértices adyacentes, mientras que u y e son incidentes,
asi como v y e. Ademas si e; y es son aristas distintas de G que inciden en
un vértice en comun, entonces e y es son aristas adyacentes. Muchas veces
una arista e = {u,v} es denotada también como e = uv. Una grafica G' con
p vértices en la que cada par de sus vértices son adyacentes se conoce como
grdfica completa, y generalmente se denota como K.

Dada una gréfica G es conveniente expresarla usando un diagrama. Un
dibujo de G es una representacion de G en el plano, de tal forma que ca-
da vértice esta representado por un punto distinto (que generalmente se
representa por un circulo pequetio) y cada arista por un arco simple (que
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no se auto-intersecta) y continuo que conecta los dos puntos correspondien-
tes a los vértices de una arista. En la Figura 2.1 se muestra una grafi-
ca con conjunto de vértices V' = {wvy,v9,v3,v4,v5} y conjunto de aristas
E = {’Ul’U4,’U1’U5,U2U3,U2U4,’U2’U5,’03U4,U3U5}.

U4 Uy

Figura 2.1: Una gréfica.

Para una gréafica G, p = |V(G)| se conoce como el drden de Gy q¢ =
|E(G)| como el tamano de G, es decir una grafica G = (p,q) es una grafica
de érden p y tamano gq. El grado de un vértice v en G es el nimero de
aristas de G incidentes en v. El grado de un vértice v en G serd denotado
como degi(v), si se entiende sobre que grafica se estd hablando entonces
se omitira el subindice G. Un vértice con grado 0 se conoce como wvértice
aislado.

Si a cada arista e de una grafica se le asocia una etiqueta numérica w(e),
la gréfica es llamada grdfica con pesos, y la etiqueta w(e) se le llama el peso
de e. Los pesos de las aristas pueden ser niimeros enteros o racionales, los
cuales pueden representar conceptos como distancias, costo de conexién, etc.
Un ejemplo de una grafica con pesos se da en la Figura 2.2.

Figura 2.2: Grafica con pesos. Notese que los pesos en las aristas podrian representar
cualquier cosa, distancias entre ciudades, tiempo de recorrido, etc.

Muchas veces se presenta el caso en el que una grafica de interés esta



2.2 Graficas conexas y disconexas 17

contenida en alguna otra maés grande. Esto se define formalmente a conti-
nuacion.

Definicién 2. Una grdfica H es una subgrdfica de una grdfica G si V(H) C
V(G) y E(H) C E(G). St H es una subgrdfica de G escribimos H C G.

Si una subgrafica H de una grafica G tiene el mismo érden que G, en-
tonces H es llamada subgrdfica generadora de G.

Si U es un subconjunto no vacio de V(G), entonces la subgrafica (U)
de G inducida por U es la grafica que tiene a U como conjunto de vértices
y cuyo conjunto de aristas consiste de aquellas aristas de G incidentes con
dos elementos de U. La Figura 2.3 muestra la grafica inducida (U) de G, en
donde U = {vy,v4,v5}.

G (U)

U1

(W (% (W (%

Figura 2.3: Gréfica inducida.

2.2. Graficas conexas y disconexas

Una caracteristica muy importante de algunas gréaficas es la de ser cone-
xas, es decir la de no poseer vértices ni “componentes” aislados. En esta
seccion se define formalmente la nocién de conexidad en graficas, para ha-
cerlo es necesario presentar antes algunos conceptos.

Sean u y v dos vértices de una grafica G. Un u — v recorrido de GG es una
secuencia alternante y finita de vértices y aristas de G, la cual comienza en
u y termina en v, de tal forma que cada arista es inmediatamente precedida
y sucedida por los vértices con los que es incidente. Un recorrido trivial es
aquel que no contiene aristas. Notese que en un recorrido las aristas y los
vértices se pueden repetir. A menudo solamente los vértices de un recorrido
son listados, ya que es obvio cuales son las aristas correspondientes.

Un u — v recorrido es cerrado si u = v y es abierto de otro modo. A un
u — v recorrido en el cual todas las aristas son distintas se le llama u — v
trayectoria. Un uw — v camino es un u — v recorrido en el cual no se repite
ningin vértice; un vértice u forma un u — u camino trivial. Por lo tanto,
cada camino es una trayectoria.
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Una trayectoria no trivial cerrada de G es llamada circuito de G. En
una grafica G un circuito vy, ve,v3,...,v,,v1(n > 3) en el cual todos sus
n vértices v; son distintos es llamado ciclo de G. En la Figura 2.4 C1 :
v1, V9,03, V4,v1 €s un ciclo, mientras que C2 : vy, v9,vs5,v3, Vg, V5, V1 €S UN
circuito que no es un ciclo. A C1 se le llama 4-ciclo.

V10 OV2

Us

V4 U3

Figura 2.4: Un ciclo y un circuito en una gréafica.

Una vez que se han presentado estos conceptos se puede definir la cone-
xidad.

Definicion 3. Un vértice u estd conectado con un vértice v en una grdfica
G si existe un u—v camino en G. Una grifica G es conexa si para cualquier
par de vértices de G existe un camino que los une. Una grdfica es disconexa
$t no es conexa.

Un componente de una grafica G es una subgrédfica conexa que no
estd propiamente contenida en ninguna otra subgrafica de G. Asi que una
grafica es conexa si estda formada por un solo componente.

Para una grafica conexa G, se define la distancia dist(u,v) entre dos
vértices u y v como la longitud minima de los u — v caminos de G.

Un tipo especial de graficas conexas son las graficas conocidas como
arboles. Un drbol es una grafica aciclica y conexa. Un teorema muy conocido
sobre arboles, que en muchas ocasiones se toma como una definicién, es el
siguiente.

Teorema 1. Un grdfica G = (p,q) es un drbol si y sdlo si es aciclica y
p=q+1.

Para una demostracion bésica véase [85].

Al igual que para una grafica, se dice que un arbol T" es un arbol genera-
dor de una gréafica G, si T'C G y T tiene todos los vértices de G. Un arbol
puede también tener pesos en las aristas.

Definicién 4. Un drbol generador de peso minimo (AGM ) de una grifica
G con pesos en las aristas w(e), es un arbol generador que minimiza la suma

> veer(c) w(e).
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2.3. Tres tipos importantes de graficas

En esta seccién se definirdan tres tipos de graficas que seran de gran
importancia para el entendimiento de esta tesis: las graficas geométricas, las
graficas de disco unitario y las gréaficas aplanables.

Antes de presentar una definicién formal de las graficas geométricas es
necesario dar algunos conceptos. Dos aristas se intersectan si tienen un punto
interior en comun, este punto es llamado cruce. Un cruce p es propio si en
una vecindad pequena de p una arista pasa de un lado al otro de la arista
que cruza. Entonces en un dibujo:

1. Ninguna arista pasa por un vértice que no sea uno de sus extremos.
2. Si dos aristas se cruzan, lo hacen propiamente.

3. Tres aristas nunca se cruzan en el mismo punto.

Un dibujo en el cual cada arista es representada por un segmento de linea
recta es llamado dibujo de linea recta o bien grdfica geométrica. Siempre se
supone que los vértices de una grafica geométrica estan en posicién general,
es decir que no hay tres vértices colineales.

Un tipo de graficas geométricas son las llamadas grdficas de disco unita-
7%0.

Definiciéon 5. Sea P, un conjunto de puntos en posicion general en el
plano. La grdfica de disco unitario GDU(P,), asociada a P, es una grifica
geométrica cuyo conjunto de vértices son los elementos de P, dos de los
cuales son conectados por una arista si la distancia Fuclideana entre ellos
es menor o igual a uno.

Se puede pensar en una grafica de disco unitario de la siguiente forma.
Sea C, el circulo de radio 1 centrado en v € V(G), para una grafica G.
Supodngase que v es un dispositivo capaz de comunicarse con los vértices de
G que se encuentren dentro de C,. Entonces, si v puede comunicarse con
algin vértice u, se indica en el dibujo agregando una arista entre ellos. La
Figura 2.5 muestra esta idea.

Un vértice u estd en la k-vecindad de v si dist(u,v) < k. La I-vecindad
o vecindad de v es el conjunto de vértices que son vecinos de este. Denota-
remos la k-vecindad de un vértice por Ny (v).

Por tltimo es coveniente hablar de las grdficas aplanables.

Definicion 6. Una grdfica es aplanable si puede ser dibujada en el plano
de tal forma que las aristas de G se crucen solamente en sus vértices.

Dicho de otra manera, una grafica G de érden p y tamano g es aplanable
si puede ser empotrada en el plano, es decir si es posible distinguir una
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Figura 2.5: Disco unitario centrado en un vértice.

coleccion de p puntos distintos en el plano que correspondan a los vértices
de G y una coleccion de g curvas en el plano, tal que el inico punto en comun
posible entre cualquier par de estas es un punto final, que correspondan a
las aristas de GG, de tal forma que si una curva A corresponde a la arista
e = uv, entonces s6lo los puntos finales de A corresponden a vértices de G,
es decir a u y v.

Si una grafica aplanable es empotrada en el plano se dice que la grafica
es plana. En la Figura 2.6 la grafica GGy es aplanable, aunque su dibujo no es
plano. La grafica G9 es aplanable y plana. Y la grafica G3 no es aplanable.

G1: GQI G31

Figura 2.6: Gréfica aplanable, plana y no aplanable.

Para una grafica plana G, una cara o region de G es una porcién maximal
del plano en la cual cualquier par de puntos pueden unirse por una curva
A, de tal forma que cada punto de A no corresponde a un vértice de G, ni
pertenece a una curva que sea una arista de G.

Intuitivamente, las caras de G son las porciones conectadas de plano que
permanecen después de eliminar todas las curvas y los puntos que corres-
pondan a las aristas y a los vértices de G. La frontera de una cara f consiste
de todos aquellos puntos x que corresponden a los vértices y aristas de G
que tienen la propiedad de que x puede unirse con un punto de f por una
curva, en la cual todos sus puntos diferentes de = corresponden a f. Toda
grafica plana tiene una regién no acotada llamada la cara exterior. Se dice
que un vértice v es incidente con una cara f, si v pertenece a la frontera de

f.
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La grafica de la Figura 2.7 tiene tres regiones, la frontera de ca-
da una de estas es un 4-ciclo. La frontera de una de esas regiones son
los vértices {vy,vs,v3,v4} y las aristas {vivs,vsvs, v3v4,v4v1}. La fronte-
ra de la cara exterior la constituyen los vértices {vi,ve,v3,v4} y las aristas
{v1v2, Vov3, V3V, V4V1 .

U1

V4 (%)

U3

Figura 2.7: Gréfica con tres regiones.

El orden, el tamano y el niimero de regiones de una gréfica plana conexa
estan relacionados por la férmula de Euler, la cual lleva ese nombre en honor
a su descubridor Leonhard Euler [86]. Esta férmula se presenta en el siguiente
teorema, una demostracién puede consultarse en [85].

Teorema 2. Si G es una grafica plana conexa con p vértices, q aristas y r
regiones, entonces
p—q+r=2 (2.1)

Del teorema anterior se sigue que cualquiera dos empotramientos de una
grafica conexa aplanable, resultan en graficas planas con el mismo nimero
de regiones.

Una grafica plana G = (p, q) es llamada aplanable maximal si para cual-
quier par de vértices no adyacentes u y v de G, la gréfica G + uv no es
aplanable. Entonces en un empotramiento de una grafica aplanable maxi-
mal con p > 3, la frontera de cada region de G es un triangulo. Por esta
razén, las graficas aplanables maximales se conocen también como grdficas
aplanables trianguladas, a las graficas planas maximales se les llama trian-
gulaciones.

2.4. Conjunto independiente y conjunto dominan-
te

Para finalizar de presentar los antecedentes de teoria de graficas que
son importantes para este trabajo, es necesario mencionar los conceptos de
conjunto dominante y de conjunto independiente. Es importante enfatizar
que estos dos conceptos, al igual que los anteriores, deben quedarle muy
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claros al lector antes de seguir adelante, ya que su importancia es vital para
el entendimiento del material.

Los juegos de tablero proveen ilustraciones sencillas sobre dominacion.
Por ejemplo, un tablero de ajedrez de 8 x 8 puede ser representado por una
grafica con 64 vértices. Una arista uv implica que piezas similares colocadas
en los cuadrados u y v, podrian retarse una a la otra. Se dice que cualquier
vértice adyacente a v es dominado por este, mientras que cualquier otro
vértice es independiente de v.

Definicién 7. Sea G una grifica, y sea D C V(G). D es un conjunto
dominante de G si Vv € V(G)3I(v,u) € E(G), para algin u € D.

Es decir que D es un conjunto dominante de G si para cualquier vértice
v de G, v estda en D o v es vecino de algtin vértice en D.

Un conjunto dominante D es minimal si este no contiene ningin subcon-
junto propio que sea tambien un conjunto dominante. La cardinalidad del
conjunto dominante minimal de menor tamano se conoce como el nimero de
dominacion de G, al conjunto dominante con esta cardinalidad se le llama
conjunto dominante minimo. Se dice que los vértices del conjunto dominan-
te cubren al resto de estos. Un conjunto dominante D de G es conezxo si la
subgrafica inducida (D) es conexa. Para la grifica K5 en la Figura 2.8, el
nimero de dominacién es 1.

Ky

Figura 2.8: Gréfica en la que un vértice es suficiente para cubrir a todos los demaés.

Una vez definido lo que es un conjunto dominante es mas facil entender
el concepto de independencia.

Definicién 8. Sea G una grdfica, y sea I C V(G). I es un conjunto inde-
pendiente de G st no hay ningin par de vértices en I que sean adyacentes.

Un conjunto independiente I es maximal si cualquier vértice que no este
en I es dominado por al menos un vértice en I. El niumero de independencia
de G, es la cardinalidad de un conjunto independiente maximal de G. En la
Figura 2.8, el ntimero de independencia de K5 = 1.
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2.5. Otros conceptos

Una vez introducidos los conceptos sobre teoria de graficas, se deben
mencionar algunas nociones bésicas sobre poligonos para concluir con los
antecedentes necesarios.

Definicion 9. Un poligono es la region de un plano acotada por una colec-
cion finita de segmentos de linea que forman una curva cerrada simple.

Otra definicion méas simple de poligono es la que sigue. Sean
V1, V2,03, ...V, N puntos en el plano. Aqui y en el resto del documento
la aritmética en los indices sera moédulo n, implicando un orden ciclico de
los puntos, es decir que v sigue a v,. Sean e; = ViU, €5 = VaU3, ..., =
ViVit1,-- -, €n = Unv1, N segmentos de recta conectando a los puntos. Estos
segmentos acotan un poligono si y sélo si:

1. La interseccién de cada par de segmentos adyacentes, en el orden cicli-
co, es el inico punto en comun de estos: e; N e;+1 = v;11, para toda
1=1,2,3,...,n.

2. Segmentos no adyacentes no se intersectan: e; Ne; = (), para toda
j#Ei+1.

La razén por la que estos segmentos definen una curva es porque sus
finales estan conectados; la razén por la que la curva es cerrada es porque
forman un ciclo; la razén por la que la curva cerrada es simple es porque
segmentos no adyacentes no se intersectan. A menudo, objetos que cumplen
s6lo con la condicién (1) son llamados poligonos, mientras que objetos que
cumplen con ambas condiciones son llamados poligonos simples, véase la
Figura 2.9. Durante este trabajo se llamard poligono a aquel objeto que
cumpla con ambas condiciones.

Al igual que en una grafica, los puntos v; se conocen como vértices, y
los segmentos e; como aristas. Nétese que un poligono con n vértices tiene
n aristas.

Los poligonos pueden dividirse en dos grupos: poligonos convexos y
poligonos con un vértice concavo. Un vértice es llamado concavo si su angulo
interno es estrictamente mayor que m; de otro modo el vértice es llamado
convezo. Un poligono es convexo si todos sus vértices lo son, la Figura
2.9(a) muestra un poligono no convexo. Existen muchas otras definiciones
de convexidad, una definicién primaria es la siguiente.

Definiciéon 10. Un conjunto de puntos S es convexo si x € S yy € S
implica que el segmento de curva cerrada xy C S.

Notese que esta definicién no especifica ninguna dimension en particular
para los puntos, ni tampoco si S es conexo, acotado o no, ni tampoco si es
abierto o cerrado. Esta definicién es 1til para presentar la de cierre convezxo.
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V1 Uy

(%) U

(%) Us

VU3 us

Uy Uy

(a) Poligono simple (b) Poligono no simple

Figura 2.9: Dos poligonos con seis vértices.

Definiciéon 11. FEl cierre convexo de un conjunto de puntos S en el plano,
es el poligono mas pequenio P que encierra S. Mas pequeno en el sentido de
que no existe ningun otro poligono P’ tal que P D> P’ D S.

La Figura 2.10 muestra el cierre convexo de un conjunto de puntos.

Figura 2.10: Cierre convexo de un conjunto de puntos en el plano.

Otro tipo de poligonos son los llamados poligonos requlares los cuales
son aquellos que tienen todos sus lados y sus dngulos iguales. Ejemplos
de poligonos regulares son, triangulos equilateros, cuadrados, pentagonos
regulares, hexdgonos regulares, etc. Claramente existe un poligono regular
con n lados para cada entero n > 3.

Usando solamente poligonos se puede recubrir o subdividir un plano.

Definicion 12. Una subdivision del plano es una particion de este en re-
giones, de modo que la union de estas es el plano, y su interseccion es el
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conjunto de aristas que forman la frontera de las regiones.

Esta definicién implica que dos regiones no pueden superponerse ni dejar
huecos sin recubrir. La Figura 2.11 muestra una subdivisién del plano en
regiones cuadradas.

Figura 2.11: Subdivisién del plano en regiones cuadradas.

Una subdivisén del plano en la que todas las piezas tienen la misma
forma y estas son poligonos regulares, se conoce como subdivision regular.
Existen sélo tres poligonos regulares con los que se puede recubrir el plano:
los triangulos equilateros, los cuadrados y los hexagonos regulares. Nétese
que en una subdivision del plano las regiones no necesariamente deben tener
la misma forma, véase la Figura 2.12. A las subdivisiones del plano se les
conoce también como mosaicos.

Con esto se concluyen los antecedentes y se espera que el trabajo sea
autocontenido, en el sentido de que estos conceptos sean suficientes para
entender todas y cada una de las ideas presentadas en este documento.

La organizacién de los capitulos consecuentes es como sigue. En el capitu-
lo 3 se describen dos importantes articulos sobre algoritmos locales en redes
ad hoc. La importancia de estos articulos radica en el hecho de que en estos
se introduce por primera vez el concepto de localidad. En el capitulo 4 se
presenta el problema a resolver, los resultados y conclusiones. Al final se
puede encontrar una conclusién general del trabajo y posibles mejoras al
mismo.
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Figura 2.12: Mosaico formado con dos poligonos distintos.



Capitulo 3

Algoritmos locales

Como se ha mencionado antes, el objetivo de esta tesis es desarrollar
un algoritmo local para encontrar un conjunto dominante en una red ad
hoc, de tal forma que el tamartio de dicho conjunto sea solamente un niimero
constante de veces el nimero de dominacion de la grafica asociada con la red.
Sin embargo, hasta ahora no se ha definido formalmente qué es un algoritmo
local. En este capitulo se introduce la nocién de localidad en algoritmos, y
se presenta un resumen sobre los dos primeros articulos que introdujeron la
nocién de localidad en algoritmos para graficas geométricas.

En 1999, Kranakis, Singh y Urrutia en [87] introducen el concepto de
algoritmo local para bisqueda de rutas en redes geométricas. El objetivo
del algoritmo introducido es el de encontrar una ruta que lleve de un vértice
origen s hasta un vértice destino ¢, en una red geométrica. Empezando en
s, el algoritmo “se mueve” de un vértice a otro hasta encontrar el destino.

Segin Kranakis et. al., un algoritmo con estas caracteristicas es local si
satisface lo siguiente:

1. En cada momento en el tiempo se conocen sélo las coordenadas del
punto origen y las del punto destino. Se tiene disponible una cantidad
finita de memoria en donde se puede almacenar un nimero constante
de identificadores de los vértices de la red. Nétese que estas dos con-
diciones implican que en ningin momento se tiene conocimiento de la
topologia de la red entera.

2. Cuando se llega a un vértice v, se puede utilizar informaciéon local
guardada en éste, es decir la informacién sobre sus vecinos y sobre las
aristas incidentes a v.

3. No esta permitido cambiar la informacién local almacenada en v. Note-
se que en particular una vez que se ha dejado un vértice, si se regresa
a él no serd posible identificar que ya se ha visitado con anterioridad,
al menos que su identificador siga en la memoria, pero recuérdese que
sélo se puede almacenar un nimero constante de identificadores.
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La ultima condicién implica que no se dejan marcas en los vértices de la
red que han sido visitados. Los autores del articulo refieren que la motivacion
para esta condicién surge naturalmente en el envio de informacién entre
distintos vértices de una red, ya que dejar marcas cargaria a los vértices de
la red con una cantidad enorme de informacién innecesaria.

Asi pues, se entiende por un algoritmo local en una grafica geométrica
aquel que cuenta solo con memoria finita, no deja marcas en la red y utiliza
solamente la informacién local de un vértice para resolver un problema glo-
bal de la grafica. Por informacién local de un vértice se entiende informacion
sobre su identidad y sobre la identidad de sus vecinos. El identificador mas
comunmente utilizado para un vértice es un vector que contiene sus coorde-
nadas geograficas, las cuales pueden obtenerse usando tecnologia como GPS,
véase la seccién 1.2.4. Esta definicién de localidad puede extenderse asi: se
dice que un algoritmo es k-local si utiliza la informacién de los vértices en
la k-vecindad de alguno.

Es conveniente destacar la importancia de los algoritmos locales para
redes ad hoc. Como se mencioné en el capitulo 1.2.4, los cambios en la to-
pologia de las MANETs son frecuentes y no estructurados, y los nodos no
necesariamente tienen conocimiento de la misma. Debido a esto, un algorit-
mo de tipo local posee grandes ventajas en comparacién con un algoritmo
no local, ya que el primero no necesita conocer la topologia de la red entera,
y los cambios que sucedan en la misma le afectaran a un nodo solo si pasan
en su vecindad.

En las proximas secciones se describen algoritmos locales que resuelven
distintos problemas en graficas geométricas.

3.1. Bisqueda de rutas con brujula

Como se mencioné antes, Kranakis et. al. fueron los primeros en introdu-
cir el concepto de localidad en algoritmos para graficas geométricas, esto lo
hicieron en el articulo titulado “Compas Routing on Geometric Networks”
[87]. En ese articulo presentan un algoritmo local para resolver el siguiente
problema. Supoéngase que se desea viajar en una grafica geométrica de un
vértice origen s hacia un vértice destino ¢, y que en cualquier momento del
viaje la unica informacién disponible son las coordenadas geograficas del
destino y de la posicion actual, ademas de la direccién de las aristas inciden-
tes con el vértice en el que se estd actualmente. Bajo estas circunstancias,
ise puede garantizar que siempre se llega de s a t?

El problema se resuelve de la siguiente forma. Sea v el vértice actual,
al principio v = s. Elegir y recorrer la arista vu de la grafica, tal que vu
tiene la pendiente mas cercana a la del segmento de linea que une a v con t.
Los empates se resuelve aleatoriamente. Este procedimiento se conoce como
“compass routing” (bisqueda de rutas con brdjula). En la Figura 3.1 se
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presenta un ejemplo del funcionamiento del algoritmo.

Figura 3.1: Si se desea viajar de s a t usando compass routing se procede como sigue.
Estando en s se elige la arista sa puesto que su pendiente es la mas cercana a la de la
linea gris, se viaja através de sa hasta llegar a a, donde se elige con el mismo criterio la
arista ab, y al llegar a b finalmente se elige la arista bt.

Compass routing no garantiza siempre la llegada desde cualquier vértice
s hacia cualquier vértice ¢t de una gréafica geométrica. La Figura 3.2 muestra
un caso en el que no se puede llegar de s a ¢, ya que al usar el algoritmo se em-

pieza a viajar una y otra vez en el ciclo con vértices {vg, ug, v1,ug, ..., us, vo}.

S = U (%

us
Uo
t
U2
Uy

(o (%)

Figura 3.2: Usando compass routing no se llagara a ¢ desde ningin s = v;, parai =0,...,3.

Se dice que una gréafica geométrica soporta compass routing si para cada
par de sus vértices s y t, compass routing siempre produce un s —t recorrido.

La triangulacion Delaunay ©(P,) de un conjunto de n puntos P, en el
plano, es la particion del cierre convexo de P, en un conjunto de triangulos
con interiores disjuntos de tal forma que:

= Los vértices de estos tridngulos son puntos en P,.



3.1 Busqueda de rutas con brujula 30

» Para cada tridngulo, el circulo que pasa através de sus vértices no
contiene ninguin otro punto de F,, en su interior.

Es bien sabido que cuando los elementos de P, estan en posicion circular
general, es decir cuando no hay cuatro puntos en P,, que pasen por el mismo
circulo, ®(P,) esta bien definida. En adelante se asume que P, estd en
posicién circular general.

El siguiente teorema, tomado de [87] dice que compass routing garantiza
que siempre se puede llegar de un vértice s a un vértice ¢t de una grafica, si
esta es una triangulaciéon Delaunay.

Teorema 3. Sea P, un conjunto de n puntos en el plano, entonces D(Fy)
soporta compass routing.

Demostracion. Supongase que se desea ir del vértice s al vértice t en
D(P,). Se mostrard que si compass routing elige la arista sv de D(P,),
entonces d(v,t) < d(s,t), donde d(v,t) es la distancia Euclideana entre v y
t. Como D(P,) tiene un numero finito de vértices probar esto es suficiente
para demostrar que eventualmente se llegara a t. Sea st el segmento de linea
que une a s con t, y supéngase que intersecta el tridngulo A(s,x,y). Sea C
el circulo que pasa por {s,z,y}. Sea c el centro de C, y sea s’ el reflejo de s
con respecto a la linea que une a ¢ con t, véase la Figura 3.3. Sean a y (3 los
dngulos formados entre Ts y st, y entre ts y 57, respectivamente. Existen
dos casos:

1. a < B. En este caso, compass routing escogerd la arista sx. Sea C’ el
arco abierto que une a s con s’ en la direccién de las manecillas del
reloj. Es facil darse cuenta que para cualquier punto ¢ que pertenezca
al arco C', d(q,t) < d(s,t); por lo tanto d(z,t) < d(s,t).

2. B < a. En este caso, compass routing escogerd la arista sy. Sea p; el
punto de interseccién entre st y C, y sea po el punto en C de tal forma
que d(p1,p2) = d(s,p1). Es facil ver que py cae en C’. Ademds, y debe
caer en C' puesto que 8 < a, entonces d(y,t) < d(s,t).

Basandose en lo anterior, se puede obtener un algoritmo local de biisque-
da de rutas que garantice que para cualquier par de vértices s,t de una
grafica geométrica, siempre se puede encontrar un s — ¢ recorrido. Se pre-
sentara un algoritmo que funciona para el caso en el que la grafica es un
empotramiento convexo en el plano, es decir que todas las caras de la grafi-
ca son poligonos convexos, excepto por la cara exterior, la cual se supone
es el complemento de un poligono convexo. Este algoritmo se puede exten-
der de tal forma que funcione con graficas geométricas arbitrarias, dicha
modificacién es presentada mas adelante.
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Figura 3.3: En una triangulaciéon Delaunay, compass routing siempre eligird la arista que
minimice la distancia hacia t.

Antes de presentar el algoritmo es importante notar que una grafica G
empotrada en el plano hace una subdivisién de este en regiones llamadas
caras. Si el empotramiento se hace de manera convexa, cualquier arista de
G pertenece siempre a sélo dos caras de G.

Compass Routing II.

1. Empezando en v = s determinar cual es la cara f = fy incidente con
s que es intersectada por el segmento de recta st. Elejir cualquiera
de las dos aristas de fjy incidentes con v, y recorrer las aristas de fj
hasta encontrar una segunda arista, digamos uw en la frontera de fj
intersectada por st.

2. En este momento actualizar f a la segunda cara de la grafica geométri-
ca que contiene a uw en su frontera. Recorrer las aristas de la nueva
cara f hasta encontrar una segunda arista xzy de f, que sea intersecta-
da por st. Actualizar f nuevamente como antes. Iterar este paso hasta
llegar a t.

Este algoritmo garantiza encontrar un s — ¢ recorrido en la grafica por la
siguiente razén. Sean fo, f1,..., f» las caras intersectadas por st. Obsérvese
que inicialmente f = fo, y que cada vez que f es actualizada cambia su valor
de f; a fi+1, asi que eventualmente se llegarad a fy, la cara que contiene a t,
y al recorrer su frontera se alcanzara t.

La Figura 3.4 provee una ilustraciéon de compass routing II.
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Figura 3.4: Llegar de un vértice origen s a un vértice destino ¢ en una grafica de caras
convexas utilizando el algoritmo compass routing II.

Si se hace una pequena modificacion al algoritmo compass routing II,
se puede obtener un algoritmo que garantice el encuentro de un s—t recorrido
entre cualquier par de vértices s,t de una grafica plana arbitraria G.

Dada una cara f de una gréifica G, la frontera de esta puede recorrerse
en el orden inverso a las manecillas del reloj usando la regla de la mano
derecha [88]. Esta regla puede entenderse de manera sencilla como sigue.
Estando en un cuarto, si se mantiene la mano derecha pegada a la pared y
se camina hacia adelante, pueden recorrerse todas las paredes del cuarto y
regresar al punto de partida. Para una grafica plana arbitraria GG, las caras no
necesariamente son convexas. La frontera BB; de una cara f; es una poligonal
cerrada en la cual se admite que alguna arista de G aparezca dos veces.
Por ejemplo, en la grafica de la Figura 3.5 la frontera de la cara exterior es
{Ul, V2,3, V4, Vg, V7, VU8, U7, V9, V10, V11, V6, V4, Vs, ’Ul}. Noétese que la arista V4Vg
se lista dos veces, una de v4 a vg y la otra de vg a vy.

Supodngase que se desea encontrar un s — t recorrido en una grafica plana
conexa G. Al igual que antes, trazar el segmento de recta st que une a s con
t. Empezando en s determinar cual es la cara f = fj que es intersectada por
el segmento de recta st. Recorrer, utilizando la regla de la mano derecha,
la poligonal que acota la frontera By de fy hasta regresar a s. Durante
el recorrido cada vez que se encuentre una arista uv que sea intersectada
por st en el punto p; se mide la distancia entre s y p;, al encontrar una
nueva arista intersectada por st en p;y1, si d(s,pi+1) > d(s,p;), entonces
recordar el punto p;11, de otra forma recordar p;. Entonces, al regresar a s
se recordar4 solamente pg, el punto de interseccién de st con By que maximiza
la distancia a s. Una vez hecho esto, viajar por By hasta encontrar pg, una
vez ahi actualizar f a la otra cara que contiene a pg en su frontera, y repetir
el proceso. Es facil darse cuenta que en algiin momento se llegara a t. Nétese
que cada arista e de G es recorrida a lo mas 4 veces, dos veces por cada cara
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Y U10

Figura 3.5: Ilustracién de compass routing II en una grafica no convexa.

a la que pertenece.
La Figura 3.5 ilustra la manera de procedeer del algoritmo compass
routing II en una grafica plana conexa.

3.2. Bisqueda de rutas con brujula mejorada

En el articulo “Routing with Guaranteed Delivery in Ad Hoc Wireless
Networks” [1], Bose at. al. presentan un algoritmo local para extraer una
subgrafica plana conexa de una grafica de disco unitario conexa. Ademds,
presentan un algoritmo local para busqueda de rutas que garantiza el en-
cuentro de una ruta entre cualquier par de vértices en una MANET. Debido a
que este articulo ha tenido un gran impacto en la literatura y por lo intere-
sante de las aportaciones del mismo, se presentarda aqui de manera breve.

3.2.1. Extraccién de una subgrafica plana conexa

En esta seccién se presenta un algoritmo, tomado de [1], para extraer
una subgrafica plana conexa de una gréafica de disco unitario conexa. Sea
P un conjunto de puntos en el plano y sea GDU(P) su grafica de disco
unitario. La tnica informacién que el agoritmo necesita en cada vértice, es
la posicién de cada uno de los vecinos de este en GDU(P). El algoritmo
calcula la interseccion de GDU (P) con una grafica aplanable bien conocida,
la grdfica de Gabriel.

Una arista uv de una grafica de un conjunto de puntos P, es una arista
de Gabriel si el disco abierto con didmetro uv no contiene ningin punto de
P. La grafica de Gabriel GG(P) es la grafica geométrica formada por todas
las aristas de Gabriel de P. La Figura 3.6 ilustra lo que es una arista de
Gabriel.
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(a) Arista de Gabriel. (b) Arista no de Gabriel.

Figura 3.6:

El siguiente lema, tomado de [1], muestra que la grafica de Gabriel es
util para extraer una subgrafica conexa. Se sugiere al lector que antes de
leer la demostracién del lema recuerde la definicion de drbol generador de
peso minimo que se dié en la seccién 2.2.

Lema 1. Si GDU(P) es conexa, entonces GG(P) N GDU(P) es coneza.

Demostracion. Sea AGM (P) el arbol generador de peso minimo de la
grafica completa con conjunto de vértices P y en la cual cada arista uwv
tiene el peso de la distancia Euclideana entre u y v. Es bien sabido que
AGM (P) es una subgrifica de GG(P), y por lo tanto GG(P) es conexa
[89]. Entonces, para mostrar la afirmacién del lema basta con provar que
AGM(P) C GDU(P) si DGU(P) es conexa. Por contradiccién, supéngase
que AGM (P) contiene una arista uv tal que su longitud es mayor que 1. Al
eliminar esta arista de AGM (P) se producirad una grafica con dos componen-
tes conexas, Cy(P) y Cy(P). Como GDU (P) es conexa, entonces tiene una
arista wz de longitud no mayor que uno y tal que w € C,(P) y x € Cy,(P).
Al reemplazar uv por wz en AGM (P) se obtiene una gréfica conexa en P
con menor peso que AGM (P), lo cual es una contradiccion. |

Gracias al lema anterior se puede extraer una subgrafica conexa de una
grafica conexa de disco unitario, sin embargo interesa que la extraccion pue-
da hacerse de manera local. Esto se garantiza con el siguiente lema, cuya
demostracién fue tomada de [1].

Lema 2. Sean u y v puntos en GDU(P) tales que la arista uv € DGU(P)
yuw ¢ GG(P) y sea w un punto contenido en el disco con didmetro uv.
Entonces vw € GDU(P) y vw € GDU(P).

Demostracion. Sea m el punto medio de uv, véase Figura 3.7. Como u,v €
GDU (P) entonces d(u,v) < 1, por lo que d(u,m) < 1/2, d(v,m) < 1/2y
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d(w,m) < 1/2. Por la desigualdad del triangulo d(u,w) < 1, d(v,w) < 1,
por lo tanto uw y vw estén en DGU(P). |

m

Figura 3.7: Si la arista uv de la GDU(P) no es de Gabriel, entonces uw y vw estdn en

DGU(P).

Entonces, se puede calcular localmente GDU(P) N GG(P), ya que al
llegar a un vértice v el algoritmo puede eliminar las aristas que no estan
en GDU(P) N GG(P) simplemente eliminando las aristas que no estdn en
GG(N1(v) U{v}), recuérdese que Ni(v) es la 1-vecindad de v.

Con todo lo anterior se obtiene un algoritmo distribuido, que funciona de
la siguiente manera. El algoritmo es ejecutado en cada vértice v de GDU (P).
Para cada vértice u € N7(v) checar si el disco con didmetro uv estd vacio
de puntos de N (v), es decir si disco(u,v) NN7(v) uv # (), entonces eliminar
la arista uv. El Lema 1 garantiza que si dicho algoritmo es ejecutado en
cada vértice de la gréfica, la grafica resultante es conexa. Ademds, como
GG(P) [89] es aplanable, la gréafica resultante también es aplanable. Nétese
que el algoritmo descrito requiere tiempo O(deg(v)?), ya que para cada
u € N1(v) se debe verificar si disco(u,v) estd vacio, y esto tltimo requiere
tiempo O(deg(v)). En [1] se argumenta que el tiempo puede reducirse a
O(deg(v) log deg(v)), utilizando las técnicas adecuadas.

3.2.2. Bisqueda de rutas en graficas aplanables

En [1] se presentan técnicas para busqueda de rutas, difusién masiva
(broadcasting) y difusion geogréfica (geocasting) en graficas aplanables cone-
xas. En esta seccion se hace un resumen de las técnicas para busqueda de
rutas expuestas en dicho articulo.

El algoritmo para busqueda de rutas Compass Routing II presentado
en la seccién 3.1 es retomado en el articulo [1] con el nombre Face-1. El
siguiente teorema, tomado de [87], resume el comportamiento del algoritmo.
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Teorema 4. FEl algoritmo FACE-1 alcanza t después de maximo 4|E| pasos,
donde |E| es el numero de aristas de G.

Recuérdese que cada arista e de G en el algoritmo FACE-1, es recorrida
a lo més 4 veces. Esto se debe a que el algoritmo primero debe recorrer toda
la frontera By de la cara actual f y después recorrer nuevamente algunas
de sus aristas hasta encontrar pg, el punto de interseccién de By con el
segmento de linea st que maximiza la distancia a s. Entonces, la cota 4|F|
del teorema anterior, puede reducirse a 3|E| si al recorrer la frontera de
la cara para encontrar py nuevamente, se hace por el camino mas corto de
las dos posibilidades, y ya no siguiendo la regla de la mano derecha. Sin
embargo, segin simulaciones presentadas en [1], en la practica el siguiente
método, conocido como FACE-2, funciona mejor. Sea f la cara de G con
p = s en su frontera By, intersectada por el segmento de recta pt. Recorrer
By hasta encontrar la arista uv que intersecta st en algin punto p’ # p.
Repetir el proceso con p = p’, hasta que p = t. La Figura 3.8 ilustra el
comportamiento del algoritmo descrito. Claramente al igual que FAcE-1,
este algoritmo termina en un numero finito de pasos. Sin embargo, existen
casos patologicos en los que la complejidad del algoritmo puede llegar a ser
Q(n?), donde n es el nimero de vértices de G. Para un ejemplo de uno de
estos casos véase la Figura 3.9.

Figura 3.8: Tlustra el comportamiento de FACE-2 en una grafica geométrica.

Figura 3.9: Caso en el que FACE-2 requiere de Q(n2) pasos.

Entonces se puede concluir lo siguiente.
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Teorema 5. El algoritmo FACE-2 alcanza t en un numero finito de pasos.

En este capitulo se presenté un resumen de los dos primeros articulos
que introdujeron la nocién de localidad en algoritmos en redes ad hoc, esto
con el fin de ilustrar lo que en esta tesis se entiende por un algoritmo local
en este tipo de redes.



Capitulo 4

Conjuntos dominantes

El problema del conjunto dominante minimo se define de la siguiente
manera. Dada una gréafica G = (V, E) encontrar un conjunto dominante
minimal de G, cuya cardinalidad sea el nimero de dominacién de G. Re-
cuérdese que un conjunto dominante D de G es un subconjunto D C V tal
que para cualquier vértice v de G, v estd en D o es vecino de algiin vérti-
ce en D. Un conjunto dominante minimal es aquel que no contiene ningtin
subconjunto propio que sea tambien un conjunto dominante. Y el nimero
de dominacién de G es la cardinalidad del conjunto dominante minimal de
menor tamano. No existen algoritmos eficientes para resolver el problema
del conjunto dominante minimo, de hecho para cualquier entero positivo k
la pregunta ;contiene G un conjunto dominante de tamano menor que k7
es N P—completa [90]. Para demostrar que el problema del conjunto domi-
nante minimo es N P—completo basta con mostrar que se puede reducir al
problema de la cubierta por vértices, todo esto puede encontrarse en [91].

Debido a que el problema del conjunto dominante minimo es
N P—completo, a lo mas que se puede aspirar es a encontrar algoritmos
que obtengan conjuntos dominantes con tamano un nimero constante de
veces mayor que el minimo. En la siguiente seccién se mencionan algunos
algoritmos existentes en la literatura que aproximan una solucién para el
problema del conjunto dominante minimo.

4.1. Trabajo relacionado

El problema del conjunto dominante minimo puede tratarse en una grafi-
ca general [92, 93], o en algun tipo de gréfica en particular. Los algoritmos
que son de interés para este trabajo son aquellos que aproximan el con-
junto dominante en MANETs. Sin embargo, antes de hablar sobre esto es
importante discutir de manera breve un algoritmo que aproxima el conjunto
dominante para cualquier grafica, conocido como algoritmo glotén, el cual se
presenta en la siguiente seccién. Despues, en la seccién 4.1.2 se discute sobre
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un articulo en donde se presenta un algoritmo para encontrar un conjunto
dominante, al cual sus autores presentan como local sin serlo.

Como se menciond en la seccién 1.2.4, existen en la literatura gran can-
tidad de algoritmos de busqueda de rutas en redes ad hoc, que utilizan
un conjunto dominante conexo como base del algoritmo. Se comenta esto
nuevamente para destacar que las aplicaciones del problema del conjunto
dominante minimo en redes ad hoc son importantes.

4.1.1. Algoritmo gloton

Uno de los algoritmos mayormente conocidos para aproximar una so-
lucién al problema del conjunto dominante minimo es el algoritmo gloton
(o greedy en inglés), este algoritmo estd basado en el algoritmo muy bien
conocido de Chvétal para el problema de la cubierta por vértices [94]. Para
encontrar un conjunto dominante D de una grafica G, el algoritmo glotén
comienza con un conjunto vacio de vértices D, y agrega vértices al mismo
mientras este no sea un conjunto dominante de G. El criterio con el cual el
algoritmo elige un vértice es de acuerdo con su grado, es decir, que siempre
se agrega a D el vértice de G — D con mayor grado. El siguiente teore-
ma es muy bien conocido, demostraciones del mismo pueden encontrarse en
[94, 95], entre otros.

Teorema 6. FEl algoritmo glotén para el conjunto dominante minimo, en-
cuentra un conjunto dominante D el cual es mayor que un conjunto domi-
nante minimo por un factor de a lo mas H(A + 1) < In(A 4+ 1) 4+ 1, donde
H(q) denota al g-ésimo nimero harmdnico.

Es decir, que el factor de aproximacion del algoritmo glotén es de In(A).
Se ha demostrado que no existe algoritmo polinomial con mejor radio de
aproximacién, a menos que la clase de problemas N P sea igual a la clase de
problemas P [96].

4.1.2. Un algoritmo no local

Existen muchos algoritmos en la literatura que aproximan el conjunto
dominante minimo en una grafica geométrica [49, 97, 98, 99, 100, 101, 102],
pero ninguno de estos es local.

En [102] Wang y Li presentan un algoritmo para construir un conjunto
dominante conexo y afirman que es local. El conjunto dominante es en-
contrado de la siguiente forma. Cada nodo cuenta con una etiqueta que lo
identifica. Un nodo v se declara como dominador si posee el identificador mas
pequeno de entre su 1-vecindad, y envia un mensaje a sus vecinos avisando-
les que lo ha hecho. Si un nodo u recibe un mensaje de v diciendo que es
dominador, entonces u se declara como dominado y envia el mensaje a su 1-
vecindad. Este proceso aparentemente es local, pero considérese la situacion
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mostrada en la Figura 4.1. Al inicio, el vértice 1 se declarard dominador, y
enviard un mensaje a 2 de que es asi. Hasta este momento, ni 3, ni 4, ni 5,
etcétera, pueden decidir si pertenecen o no al conjunto dominante, 3 tiene
que esperar hasta recibir un mensaje de 2 de que este no es dominador, para
a su vez declararse dominador y enviar el mensaje a 2 y 4. A su vez, 4 tiene
que esperar el mensaje de que 3 se ha declarado dominador, para decidir
que €l no pertenece al conjunto dominante. Mientras que 5 debe seguir es-
perando recibir algin mensaje para saber que decidir, y no es sino hasta
que 4 le envia un mensaje de que se ha declarado dominador que el primero
puede decidir que no pertenece al conjunto. Es evidente entonces que esta
situacion se propaga a lo largo de toda la red, y que los nodos no pueden
tomar una decisién solamente con la informaciéon que le dan sus vecinos,
sino que, por el contrario, deben esperar a que la informacién se propague
a través de toda la red. Por esto, el algoritmo de Wang y Li no es local,
contrario a lo que ellos afirman.

A A % A A

U/

Figura 4.1: El algoritmo de Wang y Li no es local.

4.2. El problema

El problema resuelto en esta tesis se puede describir de la siguiente ma-
nera. Dada una red ad hoc N, representada por su grafica geométrica uni-
taria GDU(N), se desea encontrar localmente un conjunto dominante de
GDU(N), de tal forma que el tamafio del mismo sea sélo un nimero cons-
tante de veces mayor que el conjunto dominante minimo de GDU(N). A
continuacion se describe brevemente la forma en que se procedié para resol-
ver el problema.

La Figura 4.2 ilustra el procedimiento. Primero, dada N obtener
GDU(N ), recuérdese que GDU(N') es una grafica geométrica, y por lo tanto
sus vértices son puntos en R?. Segundo, subdividir el plano en regiones R;
de cierto tamaro, asignar a un vértice v € V(N') con coordenadas (z,v),
una regién R; si el punto (z,y) estd dentro de la regiéon R;. Tercero, sea N
la subgréfica inducida por los vértices de N asignados a R;, y las aristas de
estos en GDU(N ). Calcular el conjunto dominante minimo D; de ;. Final-
mente, si Z es la subdivisién del plano, el conjunto dominante de GDU(N)

€es
U D;.

VN;EZ

En las siguientes secciones se detallan cada uno de los pasos de la heuristi-
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Figura 4.2: La figura ilustra la heuristica propuesta. En (a) se muestra la gréfica de disco
unitario del conjunto de puntos. En (b) se aprecia la subdivisién del plano en regiones
cuadradas de tamano 1 x 1. Una vez que se obtiene la subdivisién se encuentra el conjunto
dominante minimo en cada una de las regiones, los vértices dominantes de cada celda se
presentan en rojo en (c). Finalmente, en (d) se muestra el conjunto dominante de GDU(N')

obtenido con la heuristica.

ca, se describen formalmente y se presentan los resultados.

4.3.

Subdivision del plano.

Chaves et. al. en [103] subdividen el plano en regiones para resolver
un problema de manera local, y después combinan dichas soluciones para
obtener una solucién global. En particular ellos resuelven el problema de t-
colorear propiamente y de manera local los vértices de una grafica plana, es
decir, asignar colores {1,2,...,t} a los vértices de una grafica de tal manera
que vértices adyacentes reciban colores distintos. En el presente trabajo se
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usa la misma técnica para encontrar conjuntos dominantes en redes ad hoc.

Lo primero que se hizo fue subdividir el plano en regiones cuadradas de
o X 0. Las regiones se construyen facilmente de la siguiente manera. Los
vértices de un cuadrado R;; de tamafo o x o son los puntos

{(ai,aj), (0(i+1),09), (05,0 + 1)), (0(i +1),0( + 1)) } (4.1)

Esto se muestra en la Figura 4.3.

(0,1) (1) 2.1)

(0.0) (1.0 (2.0)

Figura 4.3: En la figura se muestra la relacién entre los indices de la regién R;; y sus
vértices.

Un nodo v € V(N) con coordenadas (z,y), pertenece a R; ; si

ogi <z <o(i+1)
oj <y<o(j+1).

De la misma manera se puede dividir el plano en otras regiones, por
ejemplo hexdgonos regulares. Los vértices de un hexdgono regular R; ; con

aristas de tamano o son:
o, 2]00)

(2] +2)co) siies par
3i— 1)(7 2] + 1)
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w = (§0, (2 ~ Lea), u2 = (2520, (2j — 1)eo), o
uz = (5 072]00) Uy = (3 3 o, (25 + 1)co), siies impar
us = (30, (2j + 1)co), ug = ( ’;‘ o —2,2jco)
Donde ¢ = \/g . Esto se ilustra en la Figura 4.4

Asi que cualquier nodo que conozca sélo sus coordenadas y el tamafio
de la celda, puede decidir localmente y en tiempo constate a que regién
pertenece.
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Figura 4.4: En la figura se muestra el orden de los indices que corresponden a las celdas
R;;. Se muestran también los vértices correspondientes a las regiones Roo y Rio.

4.3.1. Propiedades de la subdivisién hexagonal

Kershner en su articulo [104], demostré que el mimino nimero de circulos
necesarios para cubrir el plano se obtiene al hacer que los circulos inscriban
las regiones de una subdivision del plano en hexagonos regulares, conocida
como “panal”. Dicha subdivision se muestra en la Figura 4.5.

Figura 4.5: La configuracién que garantiza el menor nimero de circulos necesarios para
cubrir el plano.

Especificamente el teorema demostrado es el siguiente.
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Teorema 7. Sea M un conjunto acotado de puntos en el plano, y sea N (e)
el minimo numero de circulos de radio € que pueden cubrir M. Entonces

lime_ome’N(€) = ——=mM, (4.2)

donde mM es la medida de M.

Como el lado izquierdo de 4.2 es el area total de los circulos que cubren
a M, entonces de acuerdo con Kershner, puede pensarse en la constante

27— 1,209... como una medida de la porcién del inevitable translape de

3v/3
los circulos.

En el caso especial en el que M es un rectangulo, dicho resultado puede
deducirse usando cotas superiores e inferiores convenientes para N (e). Véase
la demostracién en [104].

Nétese que el problema del conjunto dominante minimo en una grafica
geométrica se reduce a cubrir un conjunto de puntos en el plano con circulos
de radio uno, puesto que como se mencioné anteriormente, estos circulos
representan el alcance de los nodos. Asi que el Teorema 7 podria sugerir una
cota inferior para el problema del conjunto dominante minimo en una grafica
de disco unitario. Sin embargo esto no es asi, puesto que el centro de los
circulos en el problema que deseamos resolver deben ser puntos del conjunto,
mientras que en el Teorema 7, el centro de los circulos no necesariamente
son puntos del conjunto. Todo esto es mencionado porque al encontrarse
esta propiedad de la subdivision hexagonal, quien escribe pensé que podria
tomar provecho de la misma para resolver el problema que se desea. Sin
embargo no se logré nada en esta linea, ya que finalmente se encontré que
los problemas son completamente distintos. A pesar de esto este resultado
sirvié de inspiracién para utilizar la subdivisién hexagonal en la heuristica
y con esto se logré obtener algunos resultados, los cuales se presentan en la
seccion 4.4.2.

4.4. Conjuntos dominantes locales

Como se menci6 anteriormente, una vez que el plano ha sido subdividido
en regiones, la heuristica procede a calcular el conjunto dominante minimo
dentro de cada region. Una vez que dichos conjuntos minimos han sido en-
contrados, basta con unirlos para formar el conjunto dominante de la grafica.
En la seccién 4.4.1 se presenta una discusion sobre por qué es valido supo-
ner que el conjunto dominante minimo de cada regién puede ser encontrado.
Después en la seccion 4.4.2 se presenta el teorema principal de este trabajo,
el cual da una cota para el tamano del conjunto dominante obtenido por la
heuristica.
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4.4.1. Conjuntos minimos por regiones

La heuristica encuentra el conjunto dominante minimo en cada regién
como parte del proceso de encontrar el conjunto dominante de la gréafica. Es
importante justificar por que se puede suponer que este conjunto puede cal-
cularse en un tiempo polinomial respecto al nimero de vértices de la grafica.
Antes de presentar esta justificacién es necesario dar algunos antecedentes.

,Cudl es el tamano maximo que puede alcanzar un conjunto dominante
minimo en una grafica geométrica de disco unitario? Para el caso en el que la
grafica estd acotada por un poligono, esta pregunta puede responderse si se
replantea de la siguiente forma: ;Cual es el maximo niimero de puntos con
distancia mutua mayor que uno que pueden colocarse dentro de un poligono?
Es facil darse cuenta que las dos preguntas son equivalentes, ya que en el
peor de los casos la configuracién de los puntos de la gréafica puede ser tal
que se alcance el maximo de puntos a distancia mutua mayor que uno, y por
lo tanto el tamano del conjunto dominante minimo alcance su maximo.

En 1961 Oler [105] demostré un teorema que implica el siguiente colora-
rio.

Colorario 1. Si X es un subconjunto convero compacto en el espacio Fu-

clideano, entonces N, el numero de puntos con distancia mutua al

dist<1’
menos 1, es a lo mds

2
V3

donde A(X) es el drea y P(X) el perimetro del subconjunto convexo.

A(X) + %P(X) +1, (4.3)

Véase [106] para una demostracién bésica del colorario.

Nétese que si A(X) o P(X) crecen mucho, entonces también lo hace el
numero de posibles puntos a distancia mutua al menos uno en el conjunto.
Sin embargo, en el caso de subdivisiones regulares del plano !, que es nuestro
caso particular, tanto el drea como el perimetro estdn acotados (por el drea
y el perimetro de un circulo de tamano adecuado).

Si X es un cuadrado de o x o entonces A(X) = 0% y P(X) = 40 entonces,
por el colorario 1, se tiene que el maximo nimero de puntos con distancia
mutua al menos 1 en un cuadrado es

2 5
diistgl < ﬁa + 20 (4'4)
Si o = 1, entonces Np,, ., < 4,1547. Si 0 = 2, entonces N,
9,6188. 0 = 3. Si 0 = 3 entonces diistgl < 17,3923, etc.
Por otro lado, si X es un hexagono regular con aristas de tamarfio o,
entonces

dist<1 S

N, . <30>+30+1. 4.5
Pdist<1

'Este concepto se mencioné en la seccién 2.5.
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< 7.5i0 =2, entonces Ny, ,,

Es decir, si o = 1, entonces Ny, < 19.

Si o = 3, entonces Ny, ., < 37, etc.
Claramente N, el maximo nimero de puntos con distancia mutua

Pdist>1
mayor que uno, es menor que N, Es decir que

dist<1"

2 1

N, %A(X) +-P(X) +1. (4.6)

Pdist>1 < diist§1 S

2

El siguiente teorema da cotas superiores e inferiores para N,
X es un cuadrado.

dist> 1> cuando

Teorema 8. Sea X un cuadrado de o X 0. Ny, .., el mimero de puntos a
distancia mutua mayor que uno, que pueden ser colocados dentro de X es

aists1 < %02 +20.

Demostracion. La cota superior se obtiene del Colorario 1. La cota inferior
se obtiene de la siguiente manera. Supdéngase que el cuadrado estd subdivi-
dido en cuadrados de 1 x 1. Coléquese el primer punto tan cerca como sea
posible de una de las esquinas de X, sea dicho punto p;, después tricece un
rayo con angulo «, como se muestra en la figura 4.6, hasta que este inter-
secte a una arista de los cuadrados de 1 x 1 en un punto po, y de tal forma
que « sea el minimo angulo necesario tal que la distancia entre p; y po sea
apenas mayor a uno. Repitase el proceso usando ahora ps, etcétera, hasta
que no sea posible colocar mas puntos. Haciendo esto se logrardn colocar
(04 1)%? — 1 puntos. Es claro que todos los puntos colocados de esta manera
estardn a distancia mutua mayor que uno. |

(c+1)2—1<N,

Figura 4.6: Proceso para colocar el maximo nimero de puntos a distancia mutua mayor
que uno en un cuadrado.

Por lo tanto, si A(X) y P(X) permanecen constantes, el tamano maxi-
mo que puede alcanzar el conjunto dominante minimo OPT de una gréfica
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geométrica N; de la regién R; de una grafica G, es constante comparado con
el nimero de vértices de G, es decir que |OPT| permanece sin cambios ain
cuando el tamano de G aumente.

En lo sucesivo nos referiremos a N, .., como Np,.

Ahora bien, el conjunto dominante minimo de cada regién puede ser cal-
culado usando “fuerza bruta’de la siguiente manera. Para la grafica \; con
p vértices, encontrar todos los posibles subconjuntos de vértices de tamano
uno, y verificar para cada uno si forma un conjunto dominante. De no ser asi,
encontrar todos los posibles subconjuntos de tamano dos y verificar si alguno
forma un conjunto dominante, etc. Detener el proceso cuando se encuentre
el primer conjunto dominante, que claramente sera el de menor tamano. En
el peor de los casos se deberan calcular todos los posibles subconjuntos de
tamano menor o igual que N,. Es decir que para la grafica N; el algoritmo
calcularia

NP
p p p p p
.. = 4.7
0@ (3)-%0) e
Jj=1
subconjuntos de vértices. Se sabe que no existe forma cerrada para la suma
parcial 4.7 [107]; sin embargo, siempre se puede escribir lo siguiente

N,
~(p\ _ plp—1)
2 (g) R
plp—1)(p—2)
3! (4.8)

= 0(p™™).

Obsérvese que N, es una constante, es decir que sin importar que p crezca
N, permanece sin cambios siempre que ni el drea ni el perimetro aumenten.
Por lo tanto, 4.8 es polinomial, es decir, que para la gréafica N; en cierta
regién de la subdivisién, su conjunto dominante minimo se puede calcular
en tiempo polinomial.

Supongase que la subdivisién de la grifica G con m vértices, tiene k
celdas no vacias, y que el maximo nimero de puntos en cada celda es p, por
lo tanto se deberan calcular méximo

k%} (?) = O(kp™r) (4.9)
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subconjuntos de vértices para encontrar el conjunto dominante minimo de
todas las subgraficas de G en la subdivision. Nétese que nuevamente 4.9
es polinomial. Si se deseara reescribir dicho polimonio en términos de m,
sélamente tendria que tomarse en cuenta que p << m, por lo que

kp™Ne < em!Ve (4.10)

para alguna constante ¢ > 0.

Por lo tanto, ain al algoritmo menos sofisticado le tomaria tiempo poli-
nomial encontrar el conjunto dominante minimo de todas las graficas N; de
la subdivisién de G.

Es importante destacar que entre mayor sea N,, es decir, entre mds
grandes se tomen las regiones de la subdisivién, mayor serd el tiempo que le
tomara al algoritmo calcular los conjuntos dominantes minimos de cada cel-
da, puesto que mayor serd el grado del polinomio mostrado anteriormente.
Pero, por otro lado, entre mas grandes sean las regiones, menor serd la dife-
rencia de tamanos entre el conjunto dominante calculado por la heuristica
y el conjunto dominante minimo de GG. Es pues necesario encontrar un ba-
lance entre ambas cosas, es decir, un tamano de celda que sea relativamente
rapido de procesar, pero que a la vez genere una buena aproximacién del
conjunto dominante minimo. Esto se discute un poco més en la seccién 4.5.

4.4.2. Tamano del conjunto dominante

Como se ha mencionado, el objetivo del presente trabajo es encotrar una
heuristica que resuelva el problema de encontrar localmente un conjunto
dominante para una grafica de disco unitario, de tal forma que el conjunto
obtenido sea solamente un nimero constante de veces mayor que el conjunto
dominante minimo de la misma gréafica. En la presente seccion se demuestra
lo siguiente:

i) Que la heuristica propuesta calcula un conjunto dominante.

ii) Que el conjunto dominante calculado es a lo més 15 veces més grande
que el conjunto dominante 6ptimo.

Para demostrar dichos puntos es necesario utilizar los siguientes lemas,
los cuales son ya muy conocidos. Antes de leerlos se sugiere al lector recordar
las definiciones de conjunto dominante Def.7 y conjunto independiente Def.8,
presentadas en la seccion 2.4.

Lema 3. Sea G una grdfica, D un conjunto dominante minimo de G, e I
un conjunto independiente mazimal de G. Entonces |D| < |I|.

Demostracion. Se sigue directamente de las definiciones. Cualquier vértice
que no este en un conjunto independiente maximal es adyacente a al menos
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un vértice en el conjunto, y por tanto es dominado por este, entonces un
conjunto independiente maximal es también un conjunto dominante. Por
otro lado, un conjunto independiente que es también un conjunto dominante
tiene que ser maximal, pues cualquier vértice que no este en el conjunto es
dominado por al menos un vértice en el conjunto. Por lo tanto, un conjunto
independiente es también con conjunto dominante si y sélo si el primero es
maximal. Entonces, |D| < |I|. [ |

El siguiente lema, cuya demostracién fue tomada de [108], es una propie-
dad de los empecamientos de discos unitarios en el plano, la cual serd utili-
zada para demostrar el lema 5.

Lema 4. Sea C un circulo de radio r y sea S un conjunto de circulos de
radio r, de tal forma que cada circulo en S intersecta a C y que no hay dos
circulos en S que se intersecten mutuamente. Entonces |S| < 5.

Demostracion. Supéngase que |S| > 6. Sean s;, para 1 < i < 6, los centros
de cualquiera seis circulos en S. Sea c el centro de C. Denétese el rayo cs;
por r; (1 < i <6), véase la Figura 4.7. Como hay seis rayos emanando de c,
debe haber al menos un par de rayos r; y rj tales que el dngulo entre ellos
sea a lo mas de 60°. Puede verificarse que la distancia entre s; y s; es a lo
mas 2r, lo cual implica que los circulos centrados en s; y s se intersectan,
contradiciendo la hipétesis. Por lo tanto, |S| < 5. [ |

Dado el lema anterior, es facil demostrar lo siguiente.

Lema 5. Sea G una grdfica de disco unitario. Sea D un conjunto dominante
minimo de G, y sea S cualquier conjunto independiente de G. Entonces,

S| < 5|DJ.

Demostracion. Sea D un conjunto dominante de G. Para cada vértice v €
D, considérese el circulo de radio uno centrado en v. Entonces, cada vértice
de G debe caer en al menos uno de estos circulos centrado en algtin elemento
de D. Por el Lema 4.4.2, un conjunto independiente S puede tener maximo
cinco elementos en cada uno de sus circulos. Por lo tanto, |S| <5/D|. W

Como ya se ha descrito anteriormente, la heuristica procede de la si-
guiente forma para encontrar el conjunto dominante. Primero, subdividir el
plano en regiones poligonales regulares. Sea Z dicha particiéon. Para cada
regién R; € Z, sea N la subgrafica inducida por los nodos de A/ en R;. Sea
D; el conjunto dominante minimo de N;. Como se ha discutido anteriormen-
te, tanto el proceso de decidir a que regién pertenece un vértice, como el de
calcular el conjunto dominante minimo de una regién, son factibles y pueden
hacerse de manera local. Finalmente, el conjunto dominante D de GDU (N)
es Uy ez Di Nétese que si I; es el conjunto independiente maximal de N,
entonces por el Lema 3, |D;| < |;].
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Figura 4.7: No puede haber 6 circulos intersectando a C sin que se intersecten mutuamente.

Entonces, es necesario demostrar que efectivamente el conjunto D cal-
culado por la heuristica es un conjunto dominante de GDU(N'). Y ademés,
es necesario dar una cota para su tamano. Todo esto se presenta en el lema
y teorema siguientes.

Lema 6. FEl conjunto D calculado por la heuristica es un conjunto domi-
nante de GDU(N).

Demostracion. Supéngase por contradiccién que D no es un conjunto do-
minante de GDU(N), entonces existe v € V(N), de tal forma que v no
estd dominado. Sea R; la regién a la que pertenece v segin la heuristica, y
sea D; el conjunto dominante de dicha regién. Como v no estd dominado,
entonces D; no es un conjunto dominante de R;, pero esta es una contradic-
cién porque la heuristica supone que D; es el conjunto dominante minimo
de R;. Por lo tanto v estd dominado, y D es un conjunto dominante de
GDU(N). |

El siguiente teorema da una cota en el tamano de D.
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Teorema 9. Sea GDU(N) una red inaldmbrica unitaria. Sea OPT el con-
junto dominante minimo de N'. Se puede calcular con un algoritmo local un
conjunto dominante D de GDU(N'), de tal forma que |D| < 15|OPT|.

Demostracion. Utilicese la heuristica descrita anteriormente para encon-
trar D = UVNi cz D;. Sea Z una particiéon del plano en hexdgonos regu-
lares, de tal forma que el centro de uno de estos hexagonos es el origen.
Obsérvese que Z es 3-coloreable, es decir que se puede colorear con tres
colores de tal forma que hexagonos vecinos reciban colores distintos, véase
la Figura 4.8. Obsérvese ademds, que para cada color, la unién de todos
los vértices en hexdgonos con el mismo color, forma un conjunto indepen-
diente en GDU(N), entonces por el Lema 5, el tamano de este conjunto
es a lo méas cinco veces mayor que el del conjunto dominante minimo de
GDU(N). Entonces, la unién de los conjuntos dominantes minimos de to-
dos los hexagonos, tiene cardinalidad a lo mas 15 veces mayor que la del
conjunto dominante minimo de GDU(N). [ |

Figura 4.8: La subdivisién del plano en hexagonos regulares puede ser tres coloreada.

Resultados similares se pueden conseguir para el caso en el que la subdi-
vision se haga con otros poligonos regulares, como cuadrados o tridngulos. Si
la subdivisién se hace con cuadrados, entonces como esta es 4-coloreable, en-
tonces |D| < 20|OPT|. Lo mismo pasa si se subdivide el plano en tridngulos,
pues la subdivisiéon puede colorearse también con cuatro colores.

Es importante mencionar que aunque el tamano de las aristas de la
subdivision no afecta el resultado presentado, la idea original del trabajo
era la siguiente. Intuitivamente si la subdivisién tiene regiones “pequenas”
comparadas con el tamano de la regién que encierra a la grafica completa,
el conjunto dominante encontrado por la heuristica no resulta tan buena
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aproximaciéon como cuando las regiones con “grandes”. Es decir, que en el
limite cuando la regién en la subdivisén tiende a la regién que contiene toda
la gréfica, el tamano del conjunto dominante encontrado por la heuristica
tiende al tamano del conjunto dominante minimo. A pesar de los esfuerzos
para tratar de encontrar un resultado que usara este hecho, no se pudo lograr
nada. Sin embargo, se realizaron experimentos tomando en cuenta esto, y
como se esperaba conforme el tamaifio de las regiones aumenta, se logra una
mejor aproximacién del conjunto dominante minimo.

Cabe mencionar que en todos los experimientos realizados, el tamano
del conjunto dominante calculado por la heuristica es siempre menor o igual
que dos veces el tamaiio del conjunto dominante calculado por el algoritmo
glotéon de Chvéatal. Los detalles de estos experimentos se presentan en la
siguiente seccion.

4.5. Simulaciones

En esta seccién se presentaran los resultados obtenidos al experimentar
la heuristica en redes generadas por una computadora.

Para simular una red, utilizando el programa R [109], se generé de ma-
nera aleatoria un conjunto de puntos en R?, de tal forma que la probabilidad
siguiera una distribucién uniforme. Después, se calcularon las distancias Eu-
clideanas entre pares de puntos y se agregaron aristas entre aquellos puntos
con distancia mutua menor que uno. Esto para generar la grafica de dis-
co unitario. Se procedié entonces a seguir la heuristica, es decir, a dividir el
plano en regiones y a calcular el conjunto dominante minimo de cada region.
Esto ultimo se hizo de la siguiente forma. Sea N; la gréfica inducida dentro
de la regién R; con p puntos, el programa toma todos los posibles subcon-
juntos de vértices de N; de tamano k, para k = 1,2,3,...,p. Para cada uno
de estos subconjuntos verifica si este forma un conjunto dominante para Nj;.
El programa se detiene cuando encuentra el primer conjunto dominante, que
por tanto serd el mas pequeno.

La tabla 4.1 resume los experimentos que se corrieron utilizando en
la heuristica tres tipos de subdivisiones distintas: triangulares, cuadradas
y hexagonales. Ademads, se corrieron experimentos para redes de tamanos
n = 500 y n = 800, utilizando solamente subdivisiones cuadradas y hexago-
nales. Esto se resume en la tabla 4.2. En cada uno de los casos se aplicé el
algoritmo glotén de Chvéatal, descrito anteriormente, para encontrar el con-
junto dominante de la red y tener un punto de comparacién.

Los limites de x y y se conocen también como grid. Es decir, que cuando
los limites de « son 0 y 5 se dice que el grid es 5.

Obsérvese que auiin cuando las aristas para los tres tipos de regiones
utilizadas tengan el mismo tamano, sus areas son distintas. Entonces se
tiene que ser cuidadoso en esto, puesto que una regién con menor drea muy
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‘ n H limites dexyy‘
100 Oyd
Oy6
Oy 7
200 0y5
Oy6
Oy 7

Tabla 4.1: Experimentos para subdivisiones triangulares, cuadradas y hexagonales.

‘ n H h'mitesdexyy‘

500 0y 10
0y 15
0y 20
800 0y 10
0y 20
0y 30

Tabla 4.2: Experimentos para subdivisiones cuadradas y hexagonales.

probablemente contendra una red con menor ntimero de vértices que una
con mayor area. Es por esto que debemos comparar el comportamiento de
las subdivisiones en regiones con &reas similares. La tabla 4.3 muestra el
tamano de las dreas de las tres formas distintas de regiones cuando se varia
el tamano de las aristas.

= - -
‘ Tamano de la arista H Area triangulo ‘ Area cuadrado ‘ Area hexdgono ‘

1 0.433 1 2.5980
2 1.7320 4 10.3923
3 3.8971 9

4 6.9282

5 10.8253

Tabla 4.3: Areas de las Regiones

Por lo tanto, se puede decir que las regiones con aristas de tamano 5 para
tridngulos, 3 para cuadrados y 2 para hexagonos, tienen areas aproximada-
mente iguales. Aunque es claro que una mejor equivalencia se encontraria si
se usaran aristas con logitudes reales, como se veré en los resultados el hecho
de usar sélo longitudes enteras no afecta en gran medida el desempeno de
la heuristica con las distintas regiones.
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4.5.1. Resultados

Las graficas de barras 4.9 — 4.14, que se presentan a continuacién, re-
sumen los distintos tamanos de conjuntos dominantes encontrados por la
heuristica, utilizando cada una de las tres posibles subdivisiones. El punto
de comparacién que se tomo es el algoritmo glotén de Chvatal. Se sugiere al
lector analizar las graficas antes de leer la discusién de los resultados. Las
figuras de todas las redes utilizadas en las simulaciones, y de cada uno de
los resultados de los experimentos, se encuentran en el Apéndice A.

Es importante mencionar que aunque anteriormente se dijo que era con-
veniente comparar los resultados de las distintas subdivisiones tomando en
cuenta el drea de las mismas, y que el punto de comparacién seria de longi-
tudes de 2c¢m para hexagonos, 3cm para cuadrados y bem para tridngulos,
en ocasiones basté con utilizar aristas de 4cm para tridangulos pues con esto
la heuristica ya encontraba un conjunto dominante de menor tamano que
el algoritmo glotén; cuando este sea el caso, se omite en la gréafica la barra
correspondiente a aristas de 5cm para triangulos.

n=100, grid=5

50 50

[ Cuadros
[l Hexagonos
25 24 [ Triangulos
4 Gloton

16 16 16

Celda con aristas de Celdas con aristas de Celdas con aristas de Celdas con aristas de Celdas con aristas de
1cm 2cm 3cm 4cm Scm

Figura 4.9: La grafica presenta los resultados de la simulacién realizada para una red con
100 nodos y usando un grid de 5.

Para las redes de tamanos n = 100 y n = 200 se puede observar que
siempre la heuristica, sin importar cual de los tres tipos de subdivisién fue
utilizada, encuentra un conjunto dominante de menor tamano que el encon-
trado por el algoritmo glotén. Nétese que en cuatro de los seis casos, al usar
la subdivisién de cuadros, se encuentra un conjunto dominante de menor ta-
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n=100, grid=6

4 Gloton

21

Celda con aristas de 1cm Celda con aristas de 2cm Celda con aristas de 3cm Celda con aristas de 4cm Celda con aristas de 5cm

Figura 4.10: Simulacién de la heuristica en una red con 100 nodos y un grid de 6.

n=100, grid=7

61

29 4 Gloton

23 23

Celda con aristas de 1cm Celda con aristas de 2cm Celda con aristas de 3cm Celda con aristas de 4cm Celda con aristas de 5cm

Figura 4.11: Resultados de la simulacién de la heuristica para una distribucién de puntos
con grid 7 y 100 elementos.
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n=200, grid=5

Celda con aristas de 1cm

Figura 4.12: El tamafio de la red es de 200 puntos y la grid es de 5.

804

754

704

65

604

554

504

45

404

354

304

Celda con aristas de 2cm

Celda con aristas de 3cm

n=200,grid=6

|

Celda con aristas de 4cm

254

204

Celda con aristas de 1cm

Celda con aristas de 2cm

Celda con aristas de 3cm

Celda con aristas de 4cm

4 Gloton

Figura 4.13: Simulacién de la heuristica en una red con 200 nodos y un grid de 6 para la

distribucién de los puntos.
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n=200, grid=7

100

[ Cuadros
[l Hexagonos
sl [ Trangulos

4 Gloton
404
354 35
31

Celda con aristas de 1cm Celda con aristas de 2cm Celda con aristas de 3cm Celda con aristas de 4cm

Figura 4.14: Resultados para una red de 200 puntos con grid 7.

maino que usando cualquiera de las otras dos subdivisiones. En solo un caso
(n =100, grid= 7) la subdivisién hexagonal present6 un mejor desempeno,
y no solamente obtiene el conjunto dominante de menor tamaio, sino que es
con la unica que se vence al algoritmo glotén. En ningin caso la heuristica
usando la subdivién triangular logra vencer a las otras.

Notese como conforme el tamanio de la celda aumenta, el tamano del
conjunto dominante encontrado por la heuristica disminuye. Sin embargo,
el tiempo que tardaba el programa en dar el resultado se incrementaba
conforme lo hacia el tamano de la region. Para darse una idea de como
cambia el tiempo de corrida de la heuristica conforme cambia el tamano de
la region, en la Tabla 4.4 se muestran algunos valores para p, recuérdese que
p es el maximo numero de puntos dentro de una regién, y que el tiempo
de corrida tiene cota superior de kp™». El caso mostrado en la tabla se
tomé de los resultados de las simulaciones cuando n = 100, y las regiones
son cuadradas. Para el valor de k se contaron también las celdas vacias, y
N, es menor o igual el valor mostrado en la tabla, segin la teorfa analizada
anteriormente.

En la teoria la subdivision hexagonal garantiza un conjunto dominante
de menor tamano que la subdivisién cuadrada (seccién 4.4.2), sin embar-
go contrario a lo esperado, fue utilizando esta tultima que en la mayoria
de los casos se encontr6 el conjunto dominante de menor tamano. Con el
fin de observar el comportamiento de la heuristica con redes de mayor ta-
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‘ Grid ‘ Tamano de la arista ‘ N, ‘ k ‘ P ‘

) 1 4 125110
2 919 |24
3 17 | 4 | 40
6 1 4 |36 8
2 919 |18
3 171 4 |29
7 1 4 |49 8
2 9 |16 | 14
3 1719 |27

Tabla 4.4: La tabla muestra algunos valores para Ny, k,p, en el caso en que n = 100 y la
subdivisién es cuadrada. Nétese como p aumenta conforme lo hace el tamano de la arista.

mano, usando solo subdivisiones cuadradas y hexagonales, se realizaron los
experimentos listados en la tabla 4.2, ya que se deseaba observar un me-
jor comportamiento de la heuristica con la subdivisién hexagonal que con
la cuadrada. Las gréficas de barras 4.15 — 4.20 que se presentan a conti-
nuacion resumen los resultados. Nuevamente se sugiere al lector observarlas
detalladamente antes de proseguir con la lectura.

n=500,grid=10

[ Cuadros
[l Hexagonos
4 Gloton

Celda con aristas de 1cm Celda con aristas de 2cm Celda con aristas de 3cm

Figura 4.15: Resultados de la simulacién realizada con una red con 500 puntos y grid de
10.
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n=500,grid=15

[ Cuadros
[l Hexagonos
4 Gloton

Celda con aristas de 1cm Celda con aristas de 2cm Celda con aristas de 3cm

Figura 4.16: Resultados para una red de 500 puntos con grid 15.

n=500,grid=20

[ Cuadros
I Hexagonos
4 Gloton

Celda con aristas de 1cm Celda con aristas de 2cm Celda con aristas de 3cm

Figura 4.17: Muestra lo obtenido al simular la heuristica en una red de 500 puntos y un
grid de 20.
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n=800,grid=10

954
904
854
804
754
704

654

[ Cuadros
[l Hexégonos
A Greedy

Celda con aristas de 1cm Celda con aristas de 2cm Celda con aristas de 3cm

Figura 4.18: La grafica muestra los resultados de la simulacién hecha en una red de 800
puntos con grid 10.

n=800,grid=20

[@ Cuadros
[l Hexagonos
4 Gloton

Celda con aristas de 1cm Celda con aristas de 2cm Celda con aristas de 3cm

Figura 4.19: Resultados para una red de 800 puntos con grid 20.
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n=800, grid=30

[ Cuadros
I Hexagonos
4 Gloton

Celda con aristas de 1cm Celda con aristas de 2cm Celda con aristas de 3cm

Figura 4.20: El tamano de la red es de 800 puntos con grid 30.

Para estas simulaciones se observa que en cuatro de los seis casos la
heuristica con la subdivisién hexagonal encuentra un conjunto dominante
de menor tamano que usando la subdivisién cuadrada. Sin embargo en cua-
tro de los seis casos, con ninguna de las dos subdivisiones la heuristica logra
encontrar un conjunto dominante de menor tamano que el calculado por
el algoritmo gloton de Chvatal. A pesar de esto, obsérvese que en ningin
caso el conjunto encontrado por la heuristica es del doble de tamano que el
conjunto encontrado por el algoritmo glotéon, es decir que en todos y cada
uno de los casos se cumple lo siguiente. Si Dy, €s €l conjunto dominante
encontrado por la heuristica y Dgioton €s el conjunto dominante encontra-
do por el algoritmo glotén, entonces para las simulaciones presentadas se
cumple:

‘Dlocal‘ S ’Dgloton‘ +c, (411)

con ¢ = 45. La diferencia mayor entre Djoeq1 ¥ Dgioton €8 cuando Digeqr = 347
Y Dgioton = 302, que es el caso en el que n = 800 y grid= 30, se observa
esta red esta bastante desconectada (véase la Figura A.93) y esto demerita
el desempeno de la heurista. Lo mismo pasa en los otros casos en los que
no se puede superar al algoritmo glotén, pues entre mas dispersos esten
los vértices més desconectada estard la red, y esto provocard la eleccion de
mayor cantidad de nodos para los conjuntos dominantes en las celdas, lo que



4.5 Simulaciones 62

no sucede con el algoritmo glotén, puesto que en el algoritmo no se separan
los componentes, lo que si pasa en la heuristica.

De todo lo anterior se puede concluir lo siguiente, en la teoria se garan-
tiza que el tamano del conjunto dominante encontrado por la heuristica es
a lo més 15 veces el tamafo del conjunto dominante minimo de una grafi-
ca, las simulaciones indican que el conjunto encontrado por la heuristica
se encuentra dentro del mismo orden de aproximacién que el encontrado
por el algoritmo glotén, es decir que las simulaciones sugieren que el factor
de aproximacién del algoritmo glotéon de Chvatal es constante en graficas
de disco unitario, ;jserd esto verdad? Responder a esta pregunta seria muy
interesante.



Capitulo 5

Conclusiones

Las redes ad hoc méviles estdn compuestas por dispositivos inalambricos
que se comunican entre si en ausencia de una infraestructura fija. Dos nodos
en una red ad hoc se pueden comunicar si la distancia entre estos es menor
que el minimo de sus rangos de transmisién. Por esto, este tipo de redes
deben ser capaces de auto-configurarse y auto-organizarse. Ademads, debido
a que los nodos en una red ad hoc pueden moverse de manera aleatoria, los
cambios en la topologia son frecuentes y no estructurados. Debido a estas
caracteristicas de las redes ad hoc, es de suma importancia que los algoritmos
disenados para las mismas sean de tipo local. Un algoritmo local no necesita
conocer toda la topologia de la red, y le basta con informacién local para
poder tomar una decision, que generalmente afecta a la k-vecindad de un
nodo.

El problema del conjunto dominante minimo es N P—completo, y el fac-
tor de aproximaciéon mas pequeno que puede alcanzar un algoritmo es de
In(A), para una grafica geométrica. Muchos algoritmos existen en la lite-
ratura que obtienen conjuntos dominantes en redes ad hoc, puesto que en-
contrar este conjunto se ha convertido en la base para muchos algoritmos
de busqueda de rutas. La mayoria de estos algoritmos alcanzan el factor
de aproximacion 6ptimo, sin embargo, hasta la fecha no se ha presentado
un algoritmo que obtenga un conjunto dominante de manera local. En este
trabajo se presenté una heuristica que calcula un conjunto dominante en
un red ad hoc, de manera local. La heuristica alcanza el siguiente factor de
aproximacion

|D| < 15|0PT], (*)

donde D es el conjunto dominante calculado por la heuristica y OPT es el
conjunto dominante minimal de GDU(N), de una red ad hoc N.
Nétese que (*) alcanza el factor de aproximacién 6ptimo cuando
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In(A) = 15
A = €Y

y esto sucede para graficas con grado muy alto. Sin embargo, cabe destacar
que esta cota encontrada no es una cota justa, y lo tnico que se puede
afirmar, por el Teorema 9, es que el factor de aproximacién de la heuristica es
constante, y que dicha constante es menor o igual que 15. Seria sumamente
interesante encontrar una cota justa para el factor de aproximacién de la
heuristica local presentada en este trabajo.

En las simulaciones se comparé el tamano del conjunto dominante en-
contrado por la heuristica, con el encontrado por el algoritmo glotén de
Chvétal. Para los casos en que la red es de 500 puntos con grid 15 y 20, y de
tamano 800 con grid 20 y 30, la heuristica no superé al algoritmo glotén. Sin
embargo, la heuristica encuentra un conjunto dominante de menor tamano
en todos los demas casos. Sin embargo, siempre se puede escribir que:

‘Dlocal‘ < |Dgloton‘ +c.

Es decir, las simulaciones muestran que ambos algoritmos se encuentran
dentro del mismo orden de aproximacién. Por lo tanto, las simulaciones
sugieren que el factor de aproximacién del algoritmo glotén es constante
para graficas de disco unitario. Un problema abierto es demostrar que esto
es asi o probar lo contrario.

En las simulaciones la heuristica, al usar la subdivisiéon cuadrada, en-
contrd el conjunto dominante de menor tamano en la mayoria de los casos,
para redes de hasta 200 nodos. Por otro lado, para redes de 500 y 800 nodos,
la subdivisién hexagonal funcioné mejor.

Es importante mencionar que el conjunto dominante calculado por la
heuristica no es conexo. Sin embargo, la conexidad es una caracteristica im-
portante para que los conjuntos dominantes puedan utilizarse en algoritmos
de biisqueda de rutas. Seria interesante buscar una manera de extender es-
ta heuristica para que calcule un conjunto dominante conexo. Una posible
manera de hacer esto es calculando primero el conjunto dominante como
hasta ahora, y después intentar conectarlo, puesto que para hacer esto seria
necesario tomar en cuenta solamente las regiones vecinas, que sin importar
el tipo de subdivisién que se use, es un numero constante.



Apéndice A
Redes simuladas

En este apéndice se han incluido las figuras de todas las redes genera-
das para las simulaciones, usando las diferentes subdivisiones y tamanos de
aristas descritos en la seccién 4.5. En cada una de las figuras se muestran en
rojo los vértices que pertenencen al conjunto dominante y en azul los que
no pertenecen. En los pies de figura se indica el tamano de la red, de grid,
el tipo de subdivisién y el tamafio de las aristas.
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A.1. Redes de tamano cien
A.1.1. Grid de tamano cinco
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Figura A.1: Resultado del algoritmo glotén para una red de tamano 100 y grid 5.
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Figura A.2: Resultado de la heuristica para una red de tamano 100 y grid 5, con subdivisién
cuadrada y aristas de lem.
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Conjunto Dominante

Figura A.3: Resultado de la heuristica para una red de tamano 100 y grid 5, con subdivisién
cuadrada y aristas de 2cm.
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Conjunto Dominante

Figura A.4: Resultado de la heuristica para una red de tamano 100 y grid 5, con subdivisién
cuadrada y aristas de 3cm.
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Conjunto Dominante.
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Figura A.5: Resultado de la heuristica para una red de tamano 100 y grid 5, con subdivisién
hexagonial y aristas de lem.



A.1 Redes de tamano cien 71

Conjunto Dominante.
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Figura A.6: Resultado de la heuristica para una red de tamano 100 y grid 5, con subdivisién
hexagonial y aristas de 2cm.
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Figura A.7: Resultado de la heuristica para una red de tamano 100 y grid 5, con subdivisién
triangular y aristas de lem.
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Figura A.8: Resultado de la heuristica para una red de tamano 100 y grid 5, con subdivisién
triangular y aristas de 2cm.
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Figura A.9: Resultado de la heuristica para una red de tamano 100 y grid 5, con subdivisién
triangular y aristas de 3cm.
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Figura A.10: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 100 y grid 5, con subdi-
visién triangular y aristas de 4cm.
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Figura A.11: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 100 y grid 5, con subdi-
visién triangular y aristas de 5cm.
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Figura A.12: Resultado del algoritmo glotén para una red de tamano 100 y grid 6.
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Figura A.13: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 100 y grid 6, con subdi-

visién cuadrada y aristas de lem.
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Figura A.14: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 100 y grid 6, con subdi-

visién cuadrada y aristas de 2cm.
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Figura A.15: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 100 y grid 6, con subdi-

visién cuadrada y aristas de 3cm.
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Figura A.16: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 100 y grid 6, con subdi-

visién hexagonal y aristas de lem.



A.1 Redes de tamano cien

82

Conjunto Dominante.

© o
e} o o O ° o)
o
o o
(¢}
[e] (o} o
o -
O O o
e} Y o o
o o o
(o]
o
o o 5
o o]
<
Q
[}
Q
[ o OO o
> M o) o
O
(0}
o °© © )
2 GRS
Q
O
N ) OO
o] (0]
o)
o o) g
- — R o O
o
(¢}
o
Q o
] (o]
e} o o
o (0
I I I I I
0 1 2 3 4
X

Figura A.17: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 100 y grid 6, con subdi-

visién hexagonal y aristas de 2cm.
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Figura A.18: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 100 y grid 6, con subdi-

visién triangular y aristas de lem.
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Figura A.19: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 100 y grid 6, con subdi-

visién triangular y aristas de 2cm.
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Figura A.20: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 100 y grid 6, con subdi-

visién triangular y aristas de 3cm.
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Figura A.21: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 100 y grid 6, con subdi-

visién triangular y aristas de 4cm.
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Figura A.22: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 100 y grid 6, con subdi-

visién triangular y aristas de 5cm.
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A.1.3. Grid de tamano siete
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Figura A.23: Resultado del algoritmo glotén para una red de tamano 100 y grid 7.
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Figura A.24: Resultado del algoritmo glotén para una red de tamano 100 y grid 7, con

subdivisién cuadrada y aristas de lem.
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Figura A.25: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 100 y grid 7, con subdi-

visién cuadrada y aristas de 2cm.
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Figura A.26: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 100 y grid 7, con subdi-

visién cuadrada y aristas de 3cm.
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Figura A.27: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 100 y grid 7, con subdi-

visién hexagonial y aristas de lem.
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Figura A.28: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 100 y grid 7, con subdi-

visién hexagonial y aristas de 2cm.
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Figura A.29: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 100 y grid 7, con subdi-

visién triangular y aristas de lem.
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Figura A.30: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 100 y grid 7, con subdi-

visién triangular y aristas de 2cm.
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Figura A.31: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 100 y grid 7, con subdi-

visién triangular y aristas de 3cm.
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Figura A.32: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 100 y grid 7, con subdi-

visién triangular y aristas de 4cm.
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Figura A.33: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 100 y grid 7, con subdi-

visién triangular y aristas de 5cm.
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Figura A.34: Resultado del algoritmo glotén para una red de tamafio 200 y grid 5.
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Figura A.35: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 5, con subdi-
visién cuadrada y aristas de lem.
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Figura A.36: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 5, con subdi-
visién cuadrada y aristas de 2cm.
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Figura A.37: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 5, con subdi-
visién cuadrada y aristas de 3cm.
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Figura A.38: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 5, con subdi-
visién hexagonal y aristas de lem.
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Figura A.39: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 5, con subdi-
visién hexagonal y aristas de 2cm.
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Figura A.40: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 5, con subdi-
visién triangular y aristas de lem.
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Figura A.41: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 5, con subdi-
visién triangular y aristas de 2cm.
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Figura A.42: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 5, con subdi-
visién triangular y aristas de 3cm.
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Figura A.43: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 5, con subdi-
visién triangular y aristas de 4cm.
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A.2.2. Grid de tamano seis
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Figura A.44: Resultado del algoritmo glotén para una red de tamafo 200 y grid 6.
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Figura A.45: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 6, con subdi-
visién cuadrada y aristas de lem.
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Figura A.46: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 6, con subdi-
visién cuadrada y aristas de 2cm.



A.2 Redes de tamano doscientos 112

Conjunto Dominante

© - o ° o
%o ° ° o
o o O=0 °
o (o)
o e o o 0 -5 1o
00 o 00 4 y
o R o o o]
n o o
o o} lo'e}
ARR ol o)
o o o o % o 00
o) N 00 e A o ° R
o @O
< o Y 2 i o
o o o
Oo o]
dj 8 oo [e} \» 8
° o o o o (o] Oo o
N ) o A 00%o
o &£ o o %
> ™ - (o] o o]
o W o o ©
o L ° Q
2 i 0 000 o o 0 A
o Q
o
o o
~ o o o o o o v
o @
Q o) o) o o
o
(o] @
o A R
= o o o o P
o 000 o
60 o v 050 o o
o o
(o} o OO oo (o}
o - © e} o
T T T T T T I
0 1 2 3 4 5 6
X

Figura A.47: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 6, con subdi-
visién cuadrada y aristas de 3cm.
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Figura A.48: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 6, con subdi-
visién hexagonal y aristas de lem.
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Figura A.49: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 6, con subdi-
visién hexagonal y aristas de 2cm.
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Figura A.50: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 6, con subdi-
visién triangular y aristas de lem.
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Figura A.51: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 6, con subdi-
visién triangular y aristas de 2cm.
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Figura A.52: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 6, con subdi-
visién triangular y aristas de 3cm.
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Figura A.53: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 6, con subdi-
visién triangular y aristas de 4cm.
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A.2.3. Grid de tamano siete
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Figura A.54: Resultado del algoritmo glotén para una red de tamano 200 y grid 7.
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Figura A.55: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 7, con subdi-

visién cuadrada y aristas de lem.
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Figura A.56: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 7, con subdi-
visién cuadrada y aristas de 2cm.
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Figura A.57: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 7, con subdi-

visién cuadrada y aristas de 3cm.
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Figura A.58: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 7, con subdi-
visién hexagonal y aristas de lem.
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Figura A.59: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 7, con subdi-
visién hexagonal y aristas de 2cm.
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Figura A.60: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 7, con subdi-

visién triangular y aristas de lem.
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Figura A.61: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 7, con subdi-

visién triangular y aristas de 2cm.
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Figura A.62: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 7, con subdi-

visién triangular y aristas de 3cm.
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Figura A.63: Resultado de la heuristica para una red de tamafio 200 y grid 7, con subdi-

visién triangular y aristas de 4cm.
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A.3. Redes de tamano quinientos

A.3.1. Grid de tamano diez
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Figura A.64: Resultado del algoritmo glotén para una red de tamano 500 y grid 10.
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Figura A.65: Resultado de la heuristica para una red de tamano 500 y grid 10, con sub-

division cuadrada y aristas de lem.
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Figura A.67: Resultado de la heuristica para una red de tamano 500 y grid 10, con sub-

divisién cuadrada y aristas de 3cm.
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Figura A.68: Resultado de la heuristica para una red de tamano 500 y grid 10, con sub-

division hexagonal y aristas de lcm.
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Figura A.69: Resultado de la heuristica para una red de tamano 500 y grid 10, con sub-

division hexagonal y aristas de 2cm.



A.3 Redes de tamano quinientos 135

A.3.2. Grid de tamano quince
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Figura A.70: Resultado del algoritmo glotén para una red de tamano 500 y grid 15.
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Figura A.71: Resultado de la heuristica para una red de tamano 500 y grid 15, con sub-
division cuadrada y aristas de lem.
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Figura A.72: Resultado de la heuristica para una red de tamano 500 y grid 15, con sub-
division cuadrada y aristas de 2cm.
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Figura A.73: Resultado de la heuristica para una red de tamano 500 y grid 15, con sub-
divisién cuadrada y aristas de 3cm.
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Figura A.74: Resultado de la heuristica para una red de tamano 500 y grid 15, con sub-
division hexagonal y aristas de lcm.
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Figura A.75: Resultado de la heuristica para una red de tamano 500 y grid 15, con sub-
division hexagonal y aristas de 2cm.
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A.3.3. Grid de tamano veinte
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Figura A.76: Resultado del algoritmo glotén para una red de tamano 500 y grid 20.
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Figura A.77: Resultado de la heuristica para una red de tamano 500 y grid 20, con sub-
division cuadrada y aristas de lem.
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Figura A.78: Resultado de la heuristica para una red de tamano 500 y grid 20, con sub-
division cuadrada y aristas de 2cm.
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Figura A.79: Resultado de la heuristica para una red de tamano 500 y grid 20, con sub-
divisién cuadrada y aristas de 3cm.
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Figura A.80: Resultado de la heuristica para una red de tamano 500 y grid 20, con sub-
division hexagonal y aristas de lcm.
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Figura A.81: Resultado de la heuristica para una red de tamano 500 y grid 20, con sub-
division hexagonal y aristas de 2cm.
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Figura A.82: Resultado del algoritmo glotén para una red de tamano 800 y grid 10.
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Figura A.83: Resultado de la heuristica para una red de tamano 800 y grid 10, con sub-
division cuadrada y aristas de lem.
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Figura A.84: Resultado de la heuristica para una red de tamano 800 y grid 10, con sub-
division cuadrada y aristas de 2cm.
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Figura A.85: Resultado de la heuristica para una red de tamano 800 y grid 10, con sub-
divisién cuadrada y aristas de 3cm.
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Figura A.86: Resultado de la heuristica para una red de tamano 800 y grid 10, con sub-
division hexagonal y aristas de lcm.
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Figura A.87: Resultado del algoritmo glotén para una red de tamano 800 y grid 20.
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Figura A.88: Resultado de la heuristica para una red de tamano 800 y grid 20, con sub-
division cuadrada y aristas de lem.
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Figura A.89: Resultado de la heuristica para una red de tamano 800 y grid 20, con sub-
division cuadrada y aristas de 2cm.
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Figura A.90: Resultado de la heuristica para una red de tamano 800 y grid 20, con sub-
divisién cuadrada y aristas de 3cm.
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Figura A.91: Resultado de la heuristica para una red de tamano 800 y grid 20, con sub-
division hexagonal y aristas de lcm.
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Figura A.92: Resultado de la heuristica para una red de tamano 800 y grid 20, con sub-
division hexagonal y aristas de 2cm.
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A.4.3. Grid de tamano treinta
Conjunto Dominante
o
o ® & 6 00° ® B ® 0 @®o 20 » $%g 00
& 8 o) [e] 8 QOQ) o Cg oO lo] o N
P o_ o 8 e° @3 & o oo ®F © 2
%9 "Oo, 89@0 @0 @ é D o % 0®
o §o 00 o° o © o o0 0 ® S m
N @O% e o © o & o 2 o
Cpo 000000 o Oooaoo oooqbg . o 80”00 T
08 q ? o (o] ° 08°8 9o Q o o o® © 0800‘9
o ® oo oo o © o
o fo) Og ? o) [o] @ ° 0©° [eXo) °©
& % o ® 0%, © o0 @ ° &P & 3 @
o g% oo° 00© ® ° °o P o °8 o
o ? o o o oo 00 b
ooo °© OOQ)@O Q s %O@o o8° °
P O 0 0% o0 9° o %0 ° 00 oD °
> 3 8% ° @ 00 040 ‘bgo OOO ® o o o °
o o ® 5 08 o O 8 g 0 o © ®
80 8 (o1} ° o © 800 o ° 6.0 OOD
o o _o
o o & oo B 8o 0,5 % %0, &0 T
o B o0° o oap 5 © 0% ® g og ©° °
- o oooo%o F 00 o Oo®00 Oo% o ° goo
00 " 8" o0 o_ © Bo o 9° 0%
ol o © 09 o oa® & & o o
© o o 0 @ o 0 o
o o
o %00 6990 c®°g © &S , °
) o ® oo ®o ° 3 o o g 5 %o
go © o @ oo © oo o o o
o oo )
® ©°o %8 © B OB 8o o %o, ‘o
8 £ ° °&°® o 8 ® o 9 O?;o
o oB ° 0@8‘8 o o B o %0 o
T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

Figura A.93: Resultado del algoritmo glotén para una red de tamano 800 y grid 30.
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Figura A.94: Resultado de la heuristica para una red de tamano 800 y grid 30, con sub-
division cuadrada y aristas de lem.
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Figura A.95: Resultado de la heuristica para una red de tamano 800 y grid 30, con sub-
division cuadrada y aristas de 2cm.
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Figura A.96: Resultado de la heuristica para una red de tamano 800 y grid 30, con sub-
divisién cuadrada y aristas de 3cm.
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Figura A.97: Resultado de la heuristica para una red de tamano 800 y grid 30, con sub-
division hexagonal y aristas de lcm.
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Figura A.98: Resultado de la heuristica para una red de tamano 800 y grid 30, con sub-
division hexagonal y aristas de 2cm.
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