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Introducción

El concepto de núcleo fue introducido por John Von Neumann y

Morgenstern en [13], en el ámbito de la teoŕıa de juegos y su aplicación

en la economı́a, desde entonces este concepto ha desarrollado una teoŕıa

propia, en el contexto de la teoŕıa de digráficas, que a su vez a impul-

sado el crecimiento de la aplicación de las digráficas a otras áreas de la

matemática, como son la lógica, el álgebra, teoŕıa de juegos y otras.

Una de las cuestiones que ha tenido particular interés, es la de

existencia, es decir, bajo que condiciones una digráfica tiene núcleo.

Autores como Richardson [11], Duchet [2], Galeana S. y Neumann

L. [3, 4, 8] han dado respuestas a esta cuestión. Por ejemplo, el teo-

rema debido a Richardson: Toda digráfica sin ciclos dirigidos de longi-

tud impar posee núcleo, fue uno de los primeros resultados importantes

en núcleos.

También se han desarrollado generalizaciones del concepto como es

el (k, l)- núcleo, introducido por Kwasnik M. en [10] y con el cual probó

una generalización del teorema de Richardson: Si D es una digráfica

fuertemente conexa tal que para todo ciclo dirigido, γ, de D se tiene

que l(γ) 6≡ 0 (mod k), entonces D tiene (k, k − 1)-núcleo.

Autores mexicanos como Galeana S. y Rincón Mej́ıa [5, 7], han

desarrollado este tema con teoremas importantes de existencia como:

Sea D una digráfica que satisface las siguientes condiciones:
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6 INTRODUCCIÓN

(1) Existe m0 ∈ V (D) tal que para cada x ∈ V (D) existen un xm0-

camino dirigido contenido en Asym(D), tal que su longitud ≡ i

(mod k) para alguna 0 ≤ i ≤ l y un m0x-camino dirigido.

(2) Todo ciclo dirigido γ tal que l(γ) 6≡ 0 (mod k) cumple alguna

de las siguientes condiciones: a) Toda flecha de γ es una flecha

simétrica de D b) γ tiene al menos k flechas simétricas

Entonces D tiene un (k, l)-núcleo.

Otra generalización de núcleo, es el concepto de núcleo por trayec-

torias monocromáticas, introducido por Galeana S. en [6], donde se es-

tablecen condiciones suficientes para la existencia de núcleo por trayec-

torias monocromáticas en torneos m-coloreados. Este concepto perte-

nece a la teoŕıa de digráficas coloreadas en las flechas y a pesar de ser

un concepto importante en la teoŕıa de núcleos aún está en etapa de

desarrollo y difusión. Dentro de los autores que han obtenido teoremas

importantes en este tema tenemos a B. Sands, N. Sauer, R. Woodrow

y H. Galeana en [6, 12].

El presente trabajo no pretende abarcar todo lo hecho en el tema,

pero si trata de dar una panorama de las ideas labradas actualmente

por algunos autores que han trabajado en los temas de núcleos, (k, l)-

núcleos y núcleos por trayectorias monocromáticas.

En los primeros cuatro caṕıtulos se dan los conceptos básicos y

se prueban teoremas que dan condiciones suficientes para que una

digráfica tenga (k, l)-núcleo y núcleo, pruebas dadas por matemáticos

mexicanos (Dra. Hortensia Galeana, Dr. Hugo Rincón)

En el quinto caṕıtulo se detallan teoremas que tienen que ver con

la conservación de (k, l)-núcleo bajo varias operaciones de digráficas

(Magdalena Kucharska [9]).
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En el sexto y último caṕıtulo se dan resultados nuevos, obtenidos

en colaboración con la Dra. Hortensia Galeana, con respecto a núcleos

por trayectorias monocromáticas y su relación con dos operaciones im-

portantes en digráficas.
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Conceptos Básicos

Definición 1. Una digráfica D es una pareja (V, F ) de conjuntos

ajenos, tal que V 6= φ y F ⊆ V × V , llamados conjunto de vértices y

flechas respectivamente, y denotados por V (D) y F (D).

Ejemplo:

Sea V = {0, 1, 2, 3}

con F = {(0, 1), (2, 3)}

con F = {(0, 1), (1, 2), (2, 3), (3, 0)}

Definición 2. Sea D digráfica, una subdigráfica de D, es una

digráfica D′ tal que (V (D′) ⊂ V (D), F (D′) ⊂ F (D)).

Definición 3. Sea D una digráfica. La subdigráfica inducida por

B ⊂ V (D), denotada D[B], es la subdigráfica maxima, por contensión

en D, con V (D[B]) = B.

9



10 1. CONCEPTOS BÁSICOS

Ejemplo:

Sea D = (V = {0, 1, 2, 3}, F = {(0, 1), (1, 2), (2, 3), (3, 0)}), como

antes.

Entonces D′ = (V = {0, 1, 2}, F = {(0, 1), (1, 2)}) es una sub-

digráfica de D.

Definición 4. Sea D una digráfica. Un camino dirigido W =

(x0, . . . , xn), es una sucesión de vértices deD, tal que, (xi, xi+1) ∈ F (D)

∀i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

Ejemplo:

W = (1, 2, 3, 4, 5, 3)

Definición 5. Sea D una digráfica. Una trayectoria dirigida T =

(x0, . . . , xn), una sucesión de vértices de D, tal que, (xi, xi+1) ∈ A(D)

y no se repiten vértices.
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Ejemplo.

T = (1, 2, 3, 4, 5)

Notación 1. Sean D una digráfica y W un camino dirigido en D.

Si xi, xj ∈ V (W ) entonces [xi,W, xj] denota el camino dirigido de xi a

xj contenido en W .

Definición 6. Un ciclo de una digráfica D, es un ciclo en la gráfica

subyacente de D

Definición 7. Un ciclo dirigido en una digráfica D, es una sucesión

de vértices distintos γ = (x0, . . . , xn, x0) tal que, (xi, xi + 1), (xn, x0) ∈

F (D). La longitud de un ciclo (dirigido) C, denotada por l(C), es

l(C) = n + 1.

Ejemplo:

En

tenemos el ciclo dirigido γ = (3, 4, 5, 3) y ciclo (3, 5, 4, 3)

Definición 8. Una digráfica es asimétrica si no contiene ciclos di-

rigidos de longitud dos. Es decir, que no existen en F elementos de la

forma (a, b) y (b, a) al mismo tiempo.
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Asym(D) denota la subdigráfica de D que es asimétrica.

Ejemplo:

En D = (V = {1, 2}, F = {(1, 2)})

Definición 9. Una digráfica es bipartita si V = V1∪V2 con V1∩V2 =

φ y si(a, b) ∈ F ⇒ (a ∈ V1 ∧ b ∈ V2 ó a ∈ V2 ∧ b ∈ V1)

Ejemplo:

Sea D = (V = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, F = {(3, 5), (2, 4), (4, 1)})

Definición 10. Sea D una digráfica y {1, 2, . . . , n} un conjunto de

naturales (que representan n colores diferentes). Una n-coloración de

V (D) es una función f : V (D) → {1, 2, . . . , n}.

Ejemplo: Sea D como en la figura, con {1, 2, 3, 4, 5} tenemos:

Definición 11. Sea D una digráfica. El número cromático de D,

χ(D), lo definimos como χ(D) = min{|{1, 2, . . . , n}| : ∀x, y ∈ V (D)

xadyD y ⇒ f(x) 6= f(y)}.
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Ejemplo: Tomemos la digráfica del ejemplo anterior con la colo-

ración {1, 2}, y aśı obtenemos que χ(D) = 2.

Definición 12. Sea D una digráfica. El número dicromático de

D, dk(D), es dk(D) = min{|{1, 2, . . . , n}| : D[f−1(n)] no tiene ciclos

dirigidos}.

Ejemplo: Si tomamos la siguiente digráfica tenemos que dk(D) = 2

Definición 13. Sea D una digráfica, α̃ = (αv, Jv)v∈V (D) una familia

donde las αv son digráficas ajenas y Jv es un subconjunto no vaćıo de

V (αv) con v ∈ V (D). Definimos la digráfica composición σ(D, α̃) como

sigue:

i) V (σ(D, α̃)) = ∪
v∈V (D)

V (αv),

ii) F (σ(D, α̃)) = ( ∪
v∈V (D)

F (αv)) ∪ {(x, y) | x ∈ Ju, y ∈ Jv, con

(u, v) ∈ F (D)}
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Ejemplo:

Sea D = (V = {1, 2, 3}, F = {(1, 2), (2, 3), (3, 1)})

y αu = (V = {a, b}, F = {(a, b)}) para cad u ∈ V (D).

J1 = {a}, J2 = {b}, J3 = {a, b}

entonces

σ(D, α̃)= (V = {s1, s2, s3, s4, s5, s6},

F = {(s1, s2), (s2, s3), (s2, s3), (s3, s6), (s4, s6), (s6, s5), (s6, s2),

(s4, s3)})

Definición 14. Para cada U ⊂ V (σ(D, α̃)) definimos la proyección

de U en D como:

ProyD(U) = D[{v ∈ V (D) | U ∩ V (αv) 6= φ}]

Definición 15. Sea γ = (x0, . . . , xn, x0) un ciclo (dirigido) de σ(D, α̃),

decimos que B ⊂ V (γ) es una componente (dirigida) de γ si ProyD(U)

es un ciclo (dirigido) de D.
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Definición 16. Sean D digráfica y B ⊂ V (D). Sea E una digráfica

isomorfa a D[B], con V (E) = B′. Definimos la digráfica duplicación

de B, DB, como sigue:

i) V (DB) = V (D) ∪ V (E).

ii) F (DB) = F (D) ∪ F (E) ∪ F0 ∪ F1, donde

F0 = {(x′, y) | x′ ∈ V (E), y ∈ V (D) ∧ (x, y) ∈ F (D)}

F1 = {(x, y′) | y′ ∈ V (E), x ∈ V (D) ∧ (x, y) ∈ F (D)}

Si x ∈ B, llamamos a x′ ∈ B′ la copia de x, y a x el original de x′.

Ejemplo:

Si D es de la siguiente forma con B = {1, 3, 4}

entonces DB es de la forma

Definición 17. Sean D una digráfica, x, y ∈ V (D) y B ⊂ V (D).

Definimos la distancia de x a y, dD(x, y), como la mı́nima longitud de

todas las xy-trayectorias en D, y dD(x,B) = min
z∈B

{dD(x, z)}.
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Definición 18. Sea D una digráfica. N ⊂ V (D) es núcleo de D si

se satisfacen las siguientes condiciones:

i) F (D[N ]) = φ, se dice que N es independiente.

ii) ∀z ∈ (V (D) \ N)∃x ∈ N tal que (z, x) ∈ A(D), se dice que N

es absorbente.

Ejemplo:

digráfica sin núcleo

digráfica con núcleo

el núcleo es el conjunto {1, 3}.

Definición 19. Una digráfica D es núcleo perfecta cuando cada

subdigráfica inducida de D tiene núcleo.

Ejemplo:
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Definición 20. Sea D una digráfica y N ⊂ V (D). Decimos que

N es un (k, l)-núcleo de D, con k ≥ 2 y l ≥ 1, si se satisfacen las

siguientes condiciones:

i) ∀x, y ∈ N y x 6= y se tiene que dD(x, y) ≥ k y dD(y, x) ≥ k.

ii) ∀z ∈ V (D) \N, dD(z,N) ≤ l.

En el primer caso se dice que N es k-independiente y en el segundo

l-absorbente.

Ejemplo:

Digráfica sin (3, 2)-núcleo.

Digráfica con (3, 2)-núcleo.

el (3, 2)-núcleo seŕıa el conjunto {1, 4}.

Definición 21. Toda digráfica D en la cual toda subdigráfica in-

ducida tiene (k, l)-núcleo, se le llama digráfica (k, l)-núcleo perfecta.
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Ejemplo:

Definición 22. Sea D una digráfica. Si ψ : F (D) → {1, 2, . . . , n}

es una función, donde el conjunto {1, 2, . . . , n} representa n colores

distintos, decimos que D es una digráfica coloreada en sus flechas

Definición 23. Sean D y α̃ = (αv, αv)v∈V (D) una familia donde αv

son digráficas ajenas, coloreadas en sus flechas, es decir, tenemos fun-

ciones ψ : F (D) → {1, 2, . . . , n} y fv : F (αv) → {1(v), 2(v), . . . ,m(v)}.

Definimos la coloración en las flechas de σ(D, α̃) como:

φ : F (σ(D, α̃)) → {1, 2, . . . , n} ∪ ( ∪
v∈V (D)

{1(v), 2(v), . . . ,m(v)}) de

tal manera que: φ|αv = fv y φ((x, y)) = ψ(u, v) donde x ∈ αu, y ∈ αv

con (u, v) ∈ F (D)}

Definición 24. Sea D una digráfica y B ⊂ V (D).

Sean ψ : F (D) → {1, 2, . . . , n} y χ : F (E) → {1, 2, . . . , n}, la

coloración de D y de E respectivamente (isomorfismos de digráficas

preservan coloración).

Definimos la coloración de la duplicación de B, DB, como:

La función φ : F (DB) → {1, 2, . . . , n} con las siguientes propiedades:

φ|F (D) = ψ, φ|F (E) = χ y φ|F0 = ψ = φ|F1

Definición 25. Sea D digráfica coloreada en sus flechas y N ⊂

V (D). Decimos que N es núcleo por trayectorias monocromáticas de

D si se satisfacen las siguientes condiciones
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i) ∀x, y ∈ N , x 6= y, no existe xy-trayectoria dirigida

monocromática en D.

ii) ∀ z ∈ V (D) \N , existe una zN -trayectoria dirigida

monocromática en D.

Ejemplo:

Digráfica sin núcleo por trayectorias monocromáticas, ya que se

tienen todas las flechas de diferentes colores

La misma digráfica pero coloreada de diferente manera si tiene

núcleo por trayectorias monocromáticas a saber, el conjunto {1, 3}
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Existencia de (k, l)-núcleos en digráficas

El objetivo de esta sección es probar un teorema que generaliza

el resultado obtenido por Kwaśnik en [10], el cual es a su vez una

generalización del teorema de Richardson. La presente generalización

es sobre digráficas cuya parte asimétrica es fuertemente conexa.

Además se prueba que existe una relación entre digráficas fuerte-

mente conexas, de las que habla Kwaśnik, y su número cromático.

Definición 26. Sea D una digráfica. Decimos que D es fuertemente

conexa si ∀x, y ∈ V (D) existe un xy-camino dirigido y un yx-camino

dirigido en D.

Lema 1. Todo camino dirigido cerrado W , que satisface,

l(W ) 6≡ 0 (mod k), con k ≥ 2, contiene un ciclo dirigido γ, tal que

l(γ) 6≡ 0 (mod k).

Dem. Sea W = (x0, x1, . . . , xn, x0) un camino dirigido en una di-

gráfica D cualquiera, tal que l(W ) 6≡ 0 (mod k), y k ≥ 2.

Como W es un camino dirigido cerrado, entonces W =
⋃

γi con γi

ciclos dirigidos.

Entonces si para todo ciclo dirigido de W , l(γi) ≡ 0 (mod k), y ya

que l(W ) =
∑

l(γi) se tendŕıa que l(W ) ≡ 0 (mod k), contradiciendo

la hipótesis. ‖

21
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Ejemplo:

Sea k = 4 y D una digráfica que tiene el camino dirigido cerrado

W = (1, 2, 3, 4, 5, 2, 1)

entonces contiene el ciclo dirigido γ = (1, 2, 1), cuya longitud no es

un múltiplo de 4.

Teorema 1. Si D es digráfica fuertemente conexa tal que todo ciclo

dirigido γ de D cumple que l(γ) ≡ 0 (mod k), entonces χ(D) ≤ 3

Dem. Sea D una digráfica fuertemente conexa tal que todo ciclo

dirigido γ de D tiene l(γ) ≡ 0 (mod k), sea m0 ∈ V (D), para cada

0 ≤ i < k y sea Ni ⊂ V (D) definido como sigue:

Ni = {z ∈ V (D) | existe un C = m0z-camino dirigido con l(C) ≡ i

(mod k)}.

Probaremos que Ni tiene las siguientes propiedades.

1) Ni ∩ Nj = φ, con i 6= j i, j ∈ {0, 1, . . . , k − 1}.

Supongamos que z ∈ Ni ∩ Nj, entonces existe C1 = m0z-camino

dirigido tal que l(C1) ≡ i (mod k)} y existe C2 = m0z-camino dirigido

tal que l(C2) ≡ j (mod k)}, además como D es fuertemente conexa

existe C3 = zm0-camino dirigido, como en la figura 1. Aśı C1 ∪ C3

y C2 ∪ C3 son caminos dirigidos cerrados de D. Si l(C1 ∪ C3) 6≡ 0
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(mod k) entonces, aplicando el lema anterior contendŕıa un ciclo di-

rigido cuya longitud seŕıa no congruente con cero (mod k) contradi-

ciendo la hipótesis. Por lo tanto l(C1∪C3) ≡ 0 (mod k), análogamente

para C2∪C3. Lo que implica que l(C1∪C3) ≡ l(C2∪C3) ≡ 0 (mod k),

es decir l(C1)+ l(C3) ≡ l(C2)+ l(C3) ≡ 0 (mod k), que nos lleva a que

l(C1) ≡ i ≡ l(C2) ≡ j (mod k) lo que es imposible, ya que i 6= j.

Figura 1:

2) Para cada par x, y ∈ Ni, x 6= y se tiene que dD(x, y) ≥ k.

Sean x, y ∈ Ni, x 6= y y supongamos que existe una xy-trayectoria

dirigida, T , tal que l(T ) ≤ k − 1.

Como x, y ∈ Ni, tomamos Cx un m0x-camino dirigido, Cy un m0y-

camino dirigido tal que l(Cx) ≡ l(Cy) ≡ i (mod k) y C un ym0-camino

dirigido, C existe ya que D es fuertemente conexa, figura 2.

De esta manera tenemos que Cx ∪ T ∪ C y Cy ∪ C son caminos

dirigidos cerrados, si l(Cx ∪ T ∪ C) 6≡ 0 (mod k) entonces aplicando

el lema anterior tendŕıamos que contiene un ciclo dirigido con longitud

6≡ 0 (mod k) contradiciendo la hipótesis; de aqúı tenemos que, l(Cx ∪

T ∪ C) ≡ 0 (mod k), de manera análoga se tiene que l(Cy ∪ C) ≡ 0

(mod k), por lo tanto tenemos que l(Cx ∪ T ∪ C) ≡ l(Cy ∪ C) ≡ 0

(mod k) de donde se sigue que, l(Cx ∪ T ) ≡ l(Cy) (mod k); por otro

lado tenemos que l(Cy ∪ T ∪C) ≡ l(T ) (mod k), aplicando lo anterior

obtenemos l(Cx ∪ T ∪ C) ≡ l(T ) = r (mod k), con 1 ≤ r ≤ k − 1 lo

cual es imposible.
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Figura 2:

3) Claramente cada flecha de D con punto inicial en Ni tiene punto

final en Ni+1 y V (D) = ∪k−1
i=0 Ni.

Esquema:

Aśı si k es par, se sigue de 1, 2 y 3 que N0 ∪ N2∪, . . . ,∪Nk−2 y

N1 ∪ N3∪, . . . ,∪Nk−1 son dos conjuntos independientes que cubren a

V (D), y por lo tanto χ(D) ≤ 2.

Si k es impar, se sigue de 1, 2 y 3 que N0 ∪ N2∪, . . . ,∪Nk−3, N1 ∪

N3∪, . . . ,∪Nk−2 y Nk−1 son tres conjuntos independientes que cubren

V (D) y por lo tanto χ(D) ≤ 3, ademas en ambos casos se tiene que Ni

es (k, k − 1)-núcleo de D. ‖

Ejemplo:

Si k = 4 y D es como en la figura, entonces
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si tomamos m0 = 1 tenemos que N0 = {1, 5}, N1 = {2, 6}, N2 = {3}

y N3 = {4, 7} y podemos colorear la digráfica dando a los vértices 1, 3, 5

un color y otro color distinto a 2, 4, 6, 7, por lo que χ(D) ≤ 3

Teorema 2. Sea D una digráfica tal que Asym(D) es fuertemente

conexa. Además supóngase que todo ciclo dirigido γ, tal que l(γ) 6≡ 0

(mod k), satisface alguna de las siguientes condiciones.

(1) Toda flecha de γ es una flecha simétrica de D

(2) γ tiene al menos k flechas simétricas.

Entonces D tiene (k, k − 1)-núcleo.

Dem. Sea m0 ∈ V (D) y para cada 0 ≤ i < k sea Ni ⊂ V (D)

definido como sigue: Ni = {z ∈ V (D) | existe un m0z-camino dirigido

de longitud ≡ i (mod k) contenido en Asym(D)}.

Demostraremos las siguientes afirmaciones:

1) Ni ∩ Nj = φ, con i 6= j i, j ∈ {0, 1, . . . , k − 1}.

La prueba es análoga a la del Teorema 1, usando caminos dirigidos

contenidos en Asym(D) en lugar de caminos dirigidos en D.

2) Para cada par x, y ∈ Ni, x 6= y se tiene que dD(x, y) ≥ k.

Supongamos que existe una T = xy-trayectoria dirigida en D con

l(T ) ≤ k− 1. Argumentando de manera análoga a la prueba de (2) del

Teorema 1 y tomando caminos dirigidos Cx, Cy y C en Asym(D) en

lugar de caminos dirigidos en D, concluimos que Cx∪T ∪C contiene un

ciclo dirigido de longitud 6≡ 0 (mod k) teniendo al menos una flecha

asimétrica y a lo más k − 1 flechas simétricas, lo cual contradice la

hipótesis.

3) Cada flecha asimétrica de D con punto inicial en Ni tiene punto

final en Ni+1 y V (D) = ∪k−1
i=0 Ni.
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Aśı, de los puntos anteriores, tenemos que Ni es (k, k − 1)-núcleo

de D. ‖

Ejemplo: Sea D como en la figura y k = 3

entonces tenemos que si m0 = 1 obtenemos N0 = {1}, N1 = {2},

N2 = {3, 6}.

Teorema 3. Sea D una digráfica que satisface las siguientes condi-

ciones:

(1) Existe m0 ∈ V (D) tal que para cada x ∈ V (D) existen, un

Cx = xm0-camino dirigido tal que l(Cx) ≡ i (mod k) para

alguna 0 ≤ i ≤ l y un m0x-camino dirigido, contenidos en

Asym(D).

(2) Todo ciclo dirigido γ tal que l(γ) 6≡ 0 (mod k) cumple alguna

de las siguientes condiciones:

a) Toda flecha de γ es una flecha simétrica de D

b) γ tiene al menos k flechas simétricas

Entonces D tiene un (k, l)-núcleo.

Dem. Sea m0 ∈ V (D) como en la hipótesis, definamos N = {z ∈

V (D) | existe un zm0-camino dirigido de longitud ≡ 0 (mod k) con-

tenido en Asym(D)}.

Probaremos que N es (k, l)-núcleo de D.

1) Para cada par x, y ∈ N , x 6= y se tiene que dD(x, y) ≥ k.
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Sean x, y ∈ N con x 6= y y supongamos que existe una xy-trayectoria

dirigida T con l(T ) ≤ k − 1; sean Cx un xm0-camino dirigido con

l(Cx) ≡ 0 (mod k), Cy un ym0-camino dirigido con l(Cy) ≡ 0 (mod k)

y C un m0x-camino dirigido, todos contenidos en Asym(D). Aśı tene-

mos que C ∪ T ∪ Cy y Cx ∪ C son caminos dirigidos cerrados.

Si l(Cx∪C) 6≡ 0 (mod k), entonces aplicando el lema 1 tendŕıamos

que contiene un ciclo dirigido con longitud 6≡ 0 (mod k) sin flechas

simétricas, contradiciendo la hipótesis, por lo tanto l(Cx ∪ C) ≡ 0

(mod k), por otro lado tenemos que l(Cx∪C) ≡ l(Cy∪C) ≡ 0 (mod k)

de donde, l(Cy ∪C ∪T ) ≡ l(T ) (mod k), con l(T ) ≤ k−1, por lo tanto

l(Cy∪C∪T ) 6≡ 0 (mod k), aplicando el lema 1 tendŕıamos que C∪T ∪

Cy contendŕıa un ciclo dirigido de longitud 6≡ 0 (mod k) con al menos

una flecha asimétrica y a lo más k−1 flechas simétricas, contradiciendo

la hipótesis 2 del teorema. Por lo tanto N es k-independiente.

2) Prueba de la absorbencia de N .

Sea x ∈ V (D) \ N , sea C un xm0-camino dirigido de longitud

≡ i (mod k) e 0 ≤ i ≤ l contenido en Asym(D); claramente existe

z ∈ V (C) tal que l([z,C,m0]) ≡ 0 (mod k) y l([x,C, z]) ≤ k − 1, aśı

que existe una trayectoria dirigida de longitud a lo más k−1 del vértice

x en N . Por lo tanto N es l-absorbente. ‖

Ejemplo: Sea D como en la figura y k = 3, l = 2, si tomanmos

m0 = 5 tenemos que N = {1, 5}
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Existencia de (k, k − 1)-núcleos en digráficas

En esta sección se darán condiciones suficientes para la existencia

de (k, k−1)-núcleo en una digráfica. En particular se probará que dada

D una digráfica cuya parte asimétrica es fuertemente conexa y tal que

todo triángulo dirigido tiene al menos dos flechas simétricas, y si todo

ciclo dirigido γ de D con l(γ) 6≡ 0 (mod k), k ≥ 2 satisface al menos

una de las siguientes propiedades: (a) γ tiene dos flechas simétricas,

(b) γ tiene cuatro cuerdas cortas. Entonces D tiene (k, k − 1)-núcleo.

Este resultado da otra generalización del teorema de Richardson.

Definición 27. Sean D una digráfica y T un camino dirigido en D,

con l(T ) = n.

Una cuerda de T es una flecha de D de la forma (zi, zj), con j 6= i+1

y zi, zj ∈ V (T ).

Una cuerda corta de T es una flecha de la forma (zi, zj), con j = i+2

y 0 ≤ i ≤ n − 2.

29
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Ejemplo:

Sea D como en la figura,

entonces tomando el camino dirigido W = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 2, 7) tene-

mos que (3, 6) es una cuerda y (3, 5) es una cuerda corta.

Lema 2. Sean D una digráfica, u, v,w ∈ V (D), T1 una uv-trayec-

toria dirigida, T2 una vw-trayectoria dirigida (puede pasar v = w), T3

una wu-trayectoria dirigida y denotamos γ = T1 ∪ T2 ∪ T3. Si l(γ) 6≡ 0

(mod k), k ≥ 2, entonces existe C un ciclo dirigido contenido en γ con

l(C) 6≡ 0 (mod k) y vértices u′, v′, w′ ∈ V (C) tal que [u′, C, v′] ⊂ T1,

[v′, C,w′] ⊂ T2 y [w′, C, u′] ⊂ T3.

Dem. Procederemos por inducción sobre l(γ).

Si l(γ) = 2, entonces, claramente γ es ciclo dirigido con las propie-

dades requeridas.

Supongamos que el resultado es válido para γ′ con las condiciones

del lema, tal que l(γ′) < n y sea γ = T1 ∪ T2 ∪ T3 con l(γ) = n.
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Si V (T1) ∩ V (T3) = {u}.

Entonces v 6= w y γ es el ciclo dirigido buscado.

Si V (T1) ∩ V (T3) 6= {u}.

Entonces sea z 6= u el primer vértice de T1 que está en T3. Como

l(γ) 6≡ 0 (mod k), tenemos que, al menos una de las siguientes afirma-

ciones se cumple:

l([u, T1, z] ∪ [z, T3, u]) 6≡ 0 (mod k)(1)

l([z, T1, v] ∪ T2 ∪ [w,T3, z]) 6≡ 0 (mod k)(2)

Ya que si l([u, T1, z]) + l([z, T3, u]) = n1k y l([z, T1, v]) + l(T2) +

l([w,T3, z]) = n2k tendŕıamos que l([u, T1, z])+l([z, T3, u])+l([z, T1, v])+

l(T2)+ l([w,T3, z]) = l(γ) = n1k+n2k = (n1 +n2)k contradiciendo que

l(γ) 6≡ 0 (mod k).
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Si (1) se cumple, tenemos que tomando γ′ = [u, T1, z] ∪ [z, T3, u],

u′ = u, v′ = w′ = z, entonces l(γ′) < n; y por la hipótesis de inducción

sobre γ′ obtenemos que existe un ciclo dirigido C ⊂ γ′ ⊂ γ con las

propiedades requeridas.

Si (2) se cumple, tomamos γ′ = [z, T1, v]∪T2∪[w,T3, z], u′ = z, v′ =

v,w′ = w; aśı tenemos que l(γ′) < n y por la hipótesis de inducción

sobre γ′, obtenemos que existe un ciclo dirigido C ⊂ γ′ ⊂ γ con las

propiedades requeridas. ‖

Teorema 4. Sea D una digráfica tal que Asym(D) es fuertemente

conexa y todo triángulo dirigido tiene al menos dos flechas simétricas.

Si para todo ciclo dirigido γ de D, con l(γ) 6≡ 0 (mod k), se satis-

face alguna de las siguientes condiciones:

(1) γ tiene dos flechas simétricas,

(2) γ tiene cuatro cuerdas cortas,

entonces D tiene (k, k − 1)-núcleo (k ≥ 2).

Dem. Sea m0 ∈ V (D) cualquier vértice, y para cada 0 ≤ i < k sea

Ni ⊂ V (D) definido como sigue:

Ni = {z ∈ V (D) | existe una trayectoria dirigida mı́nima de m0 a

z contenida en Asym(D) con longitud ≡ i (mod k)}.

Ejemplo: Sea D como en la siguiente figura, con k = 4 y m0 = 1.

entonces N0 = {1, 5}, N1 = {2, 6}, N2 = {3} y N3 = {4, 7}

Observemos que se cumplen las siguientes propiedades:



3. EXISTENCIA DE (k, k − 1)-NÚCLEOS EN DIGRÁFICAS 33

(1) Claramente Ni ∩ Nj = φ para i 6= j, 0 ≤ i, j < k.

(2) ∪k−1
i=0 Ni = V (D).

Es claro que por contrucción ∪k−1
i=0 Ni ⊂ V (D). Por otro lado,

∪k−1
i=0 Ni ⊃ V (D) se sigue de que Asym(D) es fuertemente conexa.

Por otro lado tenemos que:

(3) Toda flecha de D con vértice inicial en Ni tiene su vértice ter-

minal en Ni+1 (notación modulo k).

Esto se hace claro en nuestro ejemplo si lo vemos como:

Para probarlo:

Sea (x, y) una flecha de D con x ∈ Ni, y tomemos: Tx una tra-

yectoria dirigida mı́nima de m0 a x contenida en Asym(D), Ty una

trayectoria dirigida mı́nima de m0 a y contenida en Asym(D) y T una

trayectoria dirigida mı́nima de y a m0 contenida en Asym(D), T existe

porque Asym(D) es fuertemente conexa.

Esto se representa como:

(3.1) l(Tx) ≡ i (mod k).
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Esto se sigue directamente de la definición de Ni y de que x ∈ Ni.

(3.2) Tx no tiene cuerdas cortas en D.

Denotemos Tx = (m0 = z0, z1, . . . , zn = x), es claro que no existe

(zi, zi+2) en Asym(D) ya que Tx es mı́nima entre m0 y x. Aśı que

(zi, zi+2) tendŕıa que ser una cuerda corta simétrica de Tx, pero si

tomamos (zi, zi+1, zi+2, zi) formamos un triángulo dirigido con a lo más

una flecha simétrica contradiciendo la hipótesis del teorema. Por lo

tanto Tx no tiene cuerdas cortas en D.

De manera análoga se prueba que:

(3.3) Ty no tiene cuerdas cortas en D.

(3.4) T no tiene cuerdas cortas en D.

Ahora analizaremos los dos posibles casos:

Caso 1 : y ∈ Tx.

Esto se divide en varios subcasos:

Caso 1.a l([m0, Tx, y] ∪ T ) 6≡ 0 (mod k).

En este caso aplicando el lema 2 (tomando u = m0, v = w = y =

zi, T1 = [m0, Tx, y], T2 = [v = w = y = zi] y T3 = T ), tenemos que

existe C un ciclo dirigido contenido en [m0, Tx, y] ∪ T con l(C) 6≡ 0
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(mod k) y vértices u′, v′, w′ tal que [u′, C, v′] ⊂ [m0, Tx, y],v′ = w′ ya

que w = v, y (v′, C, u′) ⊂ T , y como C ⊆ [m0, Tx, y] ∪ T ⊆ Tx ∪ T ⊂

Asym(D), se sigue:

(1.a.1) C ⊂ Asym(D).

Además,

(1.a.2) [u′, C, v′] no tiene cuerdas cortas.

Esto es consecuencia de (3.2) y de que [u′, C, v′] ⊂ [m0, Tx, y].

De manera análoga,

(1.a.3) [v′, C, u′] no tiene cuerdas cortas.

Ahora, como l(C) 6≡ 0 (mod k), se sigue de (1.a.1) y la hipótesis del

teorema que C tiene cuatro cuerdas cortas. Si C = (u′ = z0, z1, . . . , zi−1,

zi = v′, zi+1, . . . , zn, z0); aśı tenemos de (1.a.2) y (1.a.3) que las uni-

cas cuerdas cortas de C seŕıan (zi−1, zi+1) y (zn, z1), contradiciendo la

hipótesis.

Caso 1.b: l([y, Tx, x] ∪ [x, y]) 6≡ 0 (mod k).

En este caso tenemos el ciclo dirigido C = [y, Tx, x] ∪ [x, y] = [y =

w0, w1, . . . , wn = x,w0], con l(C) 6≡ 0 (mod k). Como [y, Tx, x] ⊂ Tx ⊂

Asym(D), tenemos que la única flecha simétrica posible de C es (x, y).

Por lo tanto se sigue de la hipótesis del teorema que C tiene cuatro

cuerdas cortas. Pero de (3.2) y de que [y, Tx, x] ⊂ Tx se sigue que las

únicas cuerdas cortas seŕıan (wn−1, w0) y (wn, w1), contradiciendo la

hipótesis.

Aśı el único caso posible es:
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Caso 1.c: l([m0, Tx, y] ∪ T ) ≡ 0 (mod k) y l([y, Tx, x] ∪ [x, y]) ≡ 0

(mod k).

En este caso tenemos que

l([m0, Tx, y] ∪ T ) + l([y, Tx, x] ∪ [x, y]) ≡ 0 (mod k)

(i.e.)l(Tx ∪ [x, y]∪ T ) ≡ 0 (mod k).

Por lo tanto l(Tx ∪ [x, y]∪ T ) ≡ l([m0, Tx, y]∪ T ) ≡ 0 (mod k) y se

sigue que l(Tx ∪ [x, y]) ≡ l(m0, Tx, y) (mod k). Entonces

l(m0, Tx, y) ≡ l(Tx) + 1 (mod k)

y tenemos de (3.1) que l(m0, Tx, y) ≡ i+1 (mod k). Finalmente, nótese

que como Tx es una trayectoria dirigida mı́nima de m0 a x contenida en

Asym(D) y [m0, Tx, y] ⊂ Tx tenemos que [m0, Tx, y] es una trayectoria

dirigida mı́nima de m0 a y contenida en Asym(D). Aśı concluimos de

la definición de Ni+1 que y ∈ Ni+1.

Caso 2 : y 6∈ Tx.

En este caso probaremos que l(Ty) ≡ i + 1 (mod k). Otra vez

analizaremos varios casos:
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Caso 2.a: l(Ty ∪ T ) 6≡ 0 (mod k).

Aplicando el lema (tomando u = m0, v = w = y, T1 = Ty, T2 =

(v = w = y) y T3 = T ) tenemos que existe C ciclo dirigido con

l(C) 6≡ 0 (mod k), u′, v′ = w′ ∈ V (C) tal que [u′, C, v′] ⊂ Ty y

[v′, C, u′] ⊂ T . Como Ty, T ⊂ Asym(D), tenemos que C ⊂ Asym(D).

Por lo tanto de la hipótesis, C tiene cuatro cuerdas cortas. Pero se sigue

de (3.3), (3.4) y de lo anterior que, si C = (u′ = z0, z1, . . . , zi−1, zi =

v′, zi+1, . . . , zn, z0), las únicas posibles cuerdas cortas de C son (zi−1, zi+1)

y (zn, z1), contradiciendo que son cuatro.

Caso 2.b: l(Tx ∪ [x, y]∪ T ) 6≡ 0 (mod k).

Aplicando el lema 2 (tomando u = m0, v = x,w = y, T1 = Tx, T2 =

(x, y) y T3 = T ) tenemos que existe C ciclo dirigido de l(C) 6≡ 0

(mod k) y u′, v′, w′ ∈ V (C) tal que [u′, C, v′] ⊂ Tx, [v′, C,w′] ⊂ [x, y] y

[w′, C, u′] ⊂ T3. Como Tx, T ⊂ Asym(D), tenemos que la única posible

flecha simétrica de C es (x, y). Por lo tanto, por la hipótesis, C tiene

cuatro cuerdas cortas. Sin embargo: si C = (u′ = z0, z1, . . . , zi−1, zi =

v′, zi+1, . . . , zn, z0), entonces se sigue de (3.2), (3.4) y de lo anterior que
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las únicas posibles cuerdas cortas son (zi−1, zi+1), (zi, zi+2) y (zn, z1),

contradiciendo que son cuatro.

Aśı concluimos de los casos 2.a y 2.b que:

Caso 2.c: l(Ty ∪ T ) ≡ 0 (mod k) y l(Tx ∪ [x, y] ∪ T ) ≡ 0 (mod k).

De esta manera, tenemos que:

l(Ty ∪ T ) ≡ l(Tx ∪ [x, y]∪ T ) (mod k)

aśı que

l(Ty) ≡ l(Tx ∪ [x, y]) ≡ l(Tx) + 1 (mod k)

y como l(Tx) ≡ i (mod k), tenemos que l(Ty) ≡ i + 1 (mod k). Por lo

tanto y ∈ Ni+1. Por lo tanto (3) queda probado.

Aśı de (1), (2), (3), se sigue que Ni es un (k, k−1)-núcleo de D. ‖

Nota 1. La hipótesis Todo triángulo dirigido tiene al menos dos

flechas simétricas no es necesaria para el caso k 6= 3, ya que para k 6= 3,

tenemos que 3 6≡ 0 (mod k) y se sigue directamente de que todo ciclo

dirigido de longitud 3 tiene al menos dos flechas simétricas. Por lo

tanto tenemos el siguiente resultado:

Proposición 1. Sea D una digráfica tal que Asym(D) es fuerte-

mente conexa. Si todo ciclo dirigido γ de D con l(γ) 6≡ 0 (mod k),

k ≥ 2, k 6= 3 satisface alguna de las siguientes condiciones:

(1) γ tiene dos flechas simétricas,

(2) γ tiene cuatro cuerdas cortas,

entonces D tiene (k, k − 1)-núcleo.

Dem. Se sigue de manera inmediata del teorema anterior. ‖

Finalmente mostraremos algunas consecuencias del teorema ante-

rior.
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Corolario 1. Sea D una digráfica. Si todo ciclo dirigido de longitud

impar en D, tiene al menos 2 flechas simétricas, entonces D tiene

núcleo.

Dem. Tenemos que k = 2, aśı sea γ es un ciclo dirigido de D

entonces si l(γ) 6≡ 0 (mod 2) implica que la longitud es impar, por lo

tanto se satisfacen las hipótesis del teorema y por lo tanto D tiene un

(k, k − 1)-núcleo. ‖

Ejemplo: Los vértices dentro de los rectángulos formaŕıan el núcleo

de la digráfica.

Corolario 2. Sea D una digráfica tal que Asym(D) es fuertemente

conexa. Si todo ciclo dirigido γ con l(γ) 6≡ 0 (mod k) tiene al menos

2 flechas simétricas, entonces D tiene (k, k − 1)-núcleo.

Corolario 3. Sea D una digráfica fuertemente conexa. Si todo

ciclo dirigido C de D con l(C) ≡ 0 (mod k), k ≥ 2, entonces D tiene

(k, k − 1)-núcleo.
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Cuello, número dicromático y digráficas núcleo

perfectas

En lo siguiente se probará la existencia de digráficas núcleo per-

fectas con cualquier número dicromático cuya gráfica subyacente no

tenga triángulos y la existencia de digráficas núcleo imperfectas con un

número dicromático arbitrario y sin ciclos dirigidos de longitud dos o

tres. Además para la existencia de núcleos se verá que es suficiente

considerar un número dicromático al menos dos.

Definición 28. Sea D una digráfica. Definimos el cuello de D,

g(D), como:

g(D) = min{l(C) | C ciclo deD}

Ejemplo:

En la siguiente digráfica, tenemos que g(D) = 4, ya que la longitud

mı́nima de sus ciclos dirigidos es 4.

Lema 3. Si g(D) ≥ 4, g(αv) ≥ 4 y Jv es independiente en αv para

cada v ∈ V (D)

entonces g(σ(D, α̃)) ≥ 4.

41
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Dem. Sea γ = (x0, . . . , x0) un ciclo de σ(D, α̃), asi γ ⊂ αv para

alguna v ∈ V (D) o γ 6⊂ αv ∀v ∈ V (D).

Si γ ⊂ αv para alguna v ∈ V (D) como g(αv) ≥ 4 para cualquier

v ∈ V (D), entonces l(γ) ≥ 4.

Si γ 6⊂ αv ∀v ∈ V (D), sin pérdida de generalidad, podemos suponer

que γ es de una componente, por lo tanto ProyD(V (γ)) es un ciclo de

D y como g(D) ≥ 4 tenemos que l(γ) ≥ 4.

Por lo tanto g(σ(D, α̃)) ≥ 4. ‖

Ejemplo:

Con D

y para tres vértices de D tenemos que αv es

y para el faltante

tenemos que σ(D, α̃) es
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que cumple el teorema.

Lema 4. Sea D una digráfica tal que dk(D) = n.

Si la familia α̃ = ((αv, Jv))v∈V (D) satisface:

1.∀v ∈ V (D), αv[Jv] es aćıclica

2.∀v ∈ V (D), dk(αv) = n y en cualquier n-coloración aciclica de

αv, Jv es no monocromático,

entonces dk(σ(D, α̃)) = n+ 1.

Dem. Sean ϕ : V (D) → {1, ..., n} una n-coloración aćıclica de D

y fv : V (αv) → {1, . . . , n + 1} una (n+1)-coloración aćıclica de αv tal

que, para cada v ∈ V (D), fv(Jv) = ϕ(v), la existencia de ϕ se sigue de

dk(D) = n y la de fv se sigue de ∀v ∈ V (D) (dk(αv) = n y αv[jv] es

aćıclica).

De esta manera definimos una (n+1)-coloración, f : V (σ(D, α̃)) →

{1, ..., n+ 1}, de σ(D, α̃) tal que ∀v ∈ V (D) f |V (αv)= fv, f esta bien

definida por como se definió fv y ϕ. Ahora demostraremos que f es

aćıclica.

Por reducción al absurdo, sea γ = (x1, ...., xm, x1) un ciclo en σ(D; α̃)

tal que f(xi) = c con 1 ≤ i ≤ m, c ∈ {1, ..., n+ 1} (supongamos que γ

es de una componente, si no fuera el caso tomamos cada componente

de γ y procedemos con cada una como en el caso de una componente)

aśı de la definición de σ(D, α̃) tenemos que la ProyV (γ)(D) es un ci-

clo dirigido monocromático contradiciendo que ϕ es una n-coloración

aćıclica de D.

Por lo tanto f es una (n+1)-coloración aćıclica de σ(D, α̃), lo que

implica que dk(σ(D, α̃)) ≤ n+ 1

Supongamos que dk(σ(D, α̃)) ≤ n y sea ψ : V (σ(D, α̃)) → {1, ..., n}

una n-coloración aćıclica de σ(D, α̃). Si definimos In−1 = {1, ..., n− 1}
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tenemos que [ψ−1(In−1) ∩ Jv] 6= φ ya que Jv es no monocromático.

Aśı eligiendo uv ∈ [ψ−1(In−1) ∩ Jv] para cada v ∈ V (D) tenemos que,

σ(D, α̃)[{uv}v∈V (D)] ∼= D, por lo tanto D seŕıa (n-1)-coloreable con-

tradiciendo la hipótesis.

Por lo tanto dk(σ(D, α̃)) = n+ 1. ‖

Ejemplo: Sean n = 2, y D

además sea para cada v ∈ V (D), αv la digráfica que consiste de dos

vértices y sin flechas.

Entonces tenemos que σ(D, α̃) es:

que para que no tenga ciclos dirigidos monocromáticos tenemos que

colorear los vértices como sigue: {1, 2, 3} de azul, {4, 5, 7} de rojo y 6, 8

de amarillo, por lo que dk(σ(D, α̃)) = 3.

Lema 5. Si dk(D) = n ≥ 2, g(D) ≥ 4 y α̃ = ((αv, Jv))v∈V (D) una

familia tal que αv es una digráfica bipartita, asimétrica y no aćıclica

con bipartición {Jv, J
∗
v = (V (αv) − Jv)} con v ∈ V (D),
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entonces g(σ(D, α̃)) ≥ 4, dk(σ(D, α̃)) = n, J∗ = ∪
v∈V (D)

(J∗
v ) es

independiente, en toda n-coloración aćıclica de σ(D, α̃) y J∗ no es

monocromático.

Dem. Tenemos por hipótesis que g(D) ≥ 4, como αv es bipartita,

asimétrica y no aćıclica se deduce que g(αv) ≥ 4, además por la bi-

partición de αv, Jv es independiente en αv por lo tanto, por el lema 3,

g(σ(D, α̃)) ≥ 4.

Por la bipartición de αv, J
∗
v es independiente.

Sea ϕ : V (D) → {1, . . . , n} una n-coloración aćıclica de D y asig-

nemos a cada w ∈ V (σ(D, α̃)) el color ϕ(v) si w ∈ Jv, y cualquier otro

color, en {1, . . . , n}, diferente de ϕ(v) si w ∈ J∗
v . De esta manera obten-

emos una n-coloración aćıclica de σ(D, α̃) ya que dk(D) ≥ 2. Como

σ(D, α̃) contiene una copia isomorfa deD se tiene que dk(σ(D, α̃)) = n.

Por último, sea ψ : V (σ(D, α̃)) → {1, . . . , n} una n-coloración

aćıclica de σ(D, α̃) y para cada i ∈ {1, . . . , n}, se tiene que ∃v(i) ∈ V (D)

tal que Jv(i) es monocromático de color i, supongamos lo contrario

∃i0 ∈ {1, . . . , n} tal que Jv es no monocromático de color i0 para cada
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v ∈ V (D), ahora tomando un vértice uv en cada Jv tal que ψ(uv) 6= i0

tenemos que D[{uv}v∈V (D)] ∼= D seŕıa (n-1)-coloreable, ya que el color

i0 no se está usando, aśı que dk(D) ≤ n−1 contradiciendo la hipótesis.

Tomemos k ∈ ψ(J∗), sabemos de lo anterior que Jv(k) es monocromático

de color k, pero como αv es no aćıclica se tiene que dk(αk) ≥ 2, por lo

tanto J∗
v(k) no es monocromático de color k por lo tanto ψ(J∗

v(k)) = r

con r 6= k. Aśı para r ∃v(r) tal que Jv(r) es monocromático de color r

por lo tanto ψ(J∗
v(r)) = s con s 6= r. Por lo tanto J∗ tiene al menos dos

colores r y s de donde se sigue que J∗ es no monocromático. ‖

Teorema 5. Si D una digráfica núcleo-perfecta y

α̃ = ((αv, Jv))v∈V (D) una familia tal que αv es núcleo-perfecta,

entonces σ(D, α̃) es una digráfica núcleo-perfecta.

Dem. Primeramente nótese que toda subdigráfica inducida conexa

de σ(D, α̃) tiene la forma σ(D′, α̃′) donde D′ es una subdigráfica in-

ducida de D y α̃′ = ((α′
v, J

′
v))v∈V (D) tiene a α′

v como una subdigráfica

inducida de αv para cada v ∈ V (D), por lo que basta probar que

σ(D, α̃) tiene núcleo.

Eĺıjase Nv núcleo de αv para cada v ∈ V (D) y sean Q = {v ∈

V (D)|[Nv ∩ Jv] 6= φ}, y N un núcleo de D[Q].
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El siguiente esquema representa como queda dividida D

Aśı definimos:

N∗ =
⋃

v∈[N∪(V (D)−Q)]

(Nv) ∪
⋃

v∈(Q−N)

(N ′
v)

Donde N ′
v es un núcleo de αv[V (αv) − Jv], v ∈ V (Q−N).

Esquema: En la figura tenemos que N∗ = N1 ∪N ′2 ∪ N ′3 ∪N4

Probaremos primero que N∗ es independiente.

Como N es un subconjunto independiente de D y cada Nv es inde-

pendiente en αv tenemos que, por la definición de σ(D, α̃), ∪v∈NNv es

independiente. Ahora como ∀v ∈ (V (D) −Q) tenemos que (Nv∩Jv) =

φ y con la definición de σ(D, α̃) se sigue que ∪v∈(V (D)−Q)Nv es inde-

pendiente, además para cada z ∈ Q no hay [∪v∈(V (D)−Q)Nv]Nz-flecha

ni Nz[∪v∈(V (D)−Q)Nv]-flecha, por lo tanto

⋃

v∈N

Nv ∪
⋃

v∈(V (D)−Q)

Nv
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es independiente.

En nuestro ejemplo:

Por otro lado, de la definición de σ(D, α̃) y ya que N ′
v es independi-

ente tenemos que para cada par u 6= v ∈ (Q\N) no hay N ′
vV (αu)-flecha

ni V (αu)N
′
v- flecha, por lo tanto ∪v∈(Q−N)N

′
v es independiente, además

no hay flecha entre N ′
v a αu ∀u 6= v, y aśı tenemos que

⋃

v∈[N∪(V (D)−Q)]

(Nv) ∪
⋃

v∈(Q−N)

(N ′
v)

es independiente.

El esquema es de la forma:

Ahora se probará que N∗ es absorbente.

Sean w ∈ V (σ(D, α̃) −N∗) y v ∈ V (D) tal que w ∈ V (αv), aśı

tenemos los siguientes casos:

a) v ∈ (V (D) −Q).

Como w 6∈ N∗ se sigue que w ∈ (V (αv) −Nv), por lo tanto ∃wNv-

flecha ya que Nv es núcleo de αv.

b)v ∈ N .
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Como w 6∈ N∗ se sigue que de la definición Nv y de N∗ que w ∈

(V (αv) −Nv) entonces ∃wNv-flecha, ya que Nv es núcleo de αv.

c)v ∈ (Q−N).

c.1)w ∈ (V (αv) − Jv))

Como w 6∈ N∗ tenemos que w 6∈ N ′
v y ∃wN ′

v-flecha ya que N ′
v es

núcleo de αv[V (αv) − Jv].

c.2)w ∈ Jv.

De la definición de N y que v ∈ (Q−N) se sigue que ∃v′ ∈ N tal

que vv′ ∈ F (D). Por lo tanto, por la definición de σ(D, α̃), tenemos

que toda wJv′ -flecha esta en σ(D, α̃) y por la definición de Q tenemos

(Nv′ ∩Jv′) 6= φ. Aśı concluimos que existe una wN ′
v′ -flecha con v′ ∈ N .

Por lo tanto de los tres casos anteriores tenemos que hay una wN∗-

flecha.

Por lo tanto N∗ es núcleo de σ(D, α̃). ‖

Teorema 6. Sea n > 1 un número natural. Existe una digráfica

asimétrica núcleo-perfecta Dn tal que dk(D) = n y g(D) ≥ 4.

Dem. Procederemos por inducción sobre n

Para n = 2. Tomando D2 =
→
C4, el ciclo dirigido de longitud 4,

tenemos que g(D2) = l(C4) = 4 y dk(C4) = 2, ya que a C4 (ver figura

3), se puede colorear a {0, 2} de azul y a {1, 3} de rojo. Cumpliendose

aśı el teorema.

Figura 3:

Supongamos que ha sido construida una digráfica asimétrica nucleo-

perfecta Dm para m ≥ 2 tal que dk(Dm) = m y g(Dm) ≥ 4.
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Probaremos que el teorema es válido para m+ 1. Para ello consi-

deremos la siguiente construcción:

Sean αv el ciclo dirigido de longitud 4, (0v, 1v, 2v, 3v, 0v), Jv =

{1v, 3v} y J
′
v = {0v, 2v} para cada v ∈ V (Dm). Aśı aplicando el lema 5 a

α̃ = (αv, Jv)v∈V (Dm), obtenemos que dk(σ(Dm, α̃)) = m, g(σ(Dm, α̃)) ≥

4 y para cada m-coloración aćıclica de σ(Dm, α̃), J
′

=
⋃

v∈V (Dm)

J
′
v no

es monocromático. Además tenemos que como Dm y αv son núcleo-

perfectas entonces, por el Teorema 5, σ(Dm, α̃) es núcleo-perfecta.

Aśı σ(Dm, α̃) es de la forma:

Ahora tomamos D ∼= Dm, α̃′ = ((α′
v, J

′
v))v∈V (Dm) donde α′

v
∼=

σ(Dm, α̃), J ′
v = J ′, y proponemos Dm+1

∼= σ(D, α̃′).

Aśı σ(D, α̃′) es de la forma:
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De esta manera tenemos, por el lema 3, g(Dm+1) ≥ 4 ya que

g(Dm) ≥ 4 y g(α′
v) ≥ 4 y por el lema 4, dk(Dm+1) = m + 1, ya

que dk(Dm) = m, α′
v[J

′
v] es aćıclica y dk(σ(Dm, α̃)) = m.

Por otro lado como Dm y
→
C4 son núcleo-perfectas tenemos que, por

el Teorema 5, Dm+1 es núcleo-perfecta. ‖



5

Conservación de (k, l)-núcleos bajo operaciones en

digráficas

En lo que sigue se darán condiciones necesarias y suficientes para

la existencia de (k, l)-núcleo en algunas clases especiales de digráficas.

Dentro de las cuales la composición y la duplicación de un conjunto de

vértices en una digráfica, son las principales.

1. Existencia de (k, l)-núcleos en la composición

Observación: En lo que sigue se tomará Jv = αv en la definición

de composición.

Teorema 7. Sea D una digráfica sin ciclos dirigidos de longitud

menor a k. Sea α̃ = ((αv, αv))v∈V (D) una familia de digráficas dos a

dos ajenas. Un subconjunto N∗ ⊂ V (σ(D, α̃)) es k-independiente en

σ(D, α̃) si y solo si existe N ⊂ V (D) k-independiente de D, tal que

N∗ = ∪
v∈N

Nv, Nv ⊂ V (αv) y ∀v ∈ N Nv es k-independiente en αv.

Dem. ⇒)

Sea N∗ k-independiente en la composición σ(D, α̃). Definamos

N = {v ∈ V (D) | N∗ ∩ V (αv) 6= φ}

Primero probaremos que N es k-independiente en D. Supongamos

por el contrario que existen dos vértices distintos u, v ∈ N tal que

dD(u, v) < k. Como u, v ∈ N , entonces N∗∩V (αu) 6= φ y N∗∩V (αv) 6=
53
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φ. Además de la definición de la composición y del supuesto dD(u, v) <

k, se sigue que dσ(D,α̃)(x, y) < k con x ∈ N∗ ∩V (αu) y y ∈ N∗∩V (αv).

Esto significa que N∗ no es k-independiente en σ(D, α̃), contradiciendo

la hipótesis. Por lo tanto N es k-independiente en D.

De la definición del conjunto N se sigue que podemos escribir a N∗

de la siguiente manera: N∗ = ∪
v∈N

Nv donde, Nv ⊂ V (αv) y es claro

que para toda v ∈ N tenemos que Nv es k-independiente en αv, ya que

Nv ⊂ N∗ y N∗ es k-independiente en σ(D, α̃).

Como ejemplo tomemos la siguiente digráfica

que es la digráfica composición de D = (v1, v2, v3, v4) trayectoria

dirigida y para toda i ∈ {1, 2, 3, 4} tenemos αvi es:

Si tomamos N∗ = {1, 8} es 4-independiente en σ(D, α̃), obtendŕıa-

mos N = {v1, v4} que es 4-independiente en D.

⇐)

Sea N ⊂ V (D) k-independiente en D. Sean Nv k-independiente en

αv para toda v ∈ N . Probaremos que N∗ = ∪
v∈N

Nv es k-independiente

en σ(D, α̃). Sea x, y ∈ N∗, x 6= y. Supongamos por contradicción que

dσ(D,α̃)(x, y) < k. De la definición de N∗ se desprenden los siguientes

casos:

Caso1 : x, y ∈ Nv para alguna v ∈ N .
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Como Nv es k-independiente en αv, tenemos que dαv(x, y) ≥ k,

aśı por la hipótesis de contradicción, existe una P = (x, . . . , z, . . . , y)-

trayectoria dirigida en σ(D, α̃), con z ∈ V (αu) y u 6= v, de longitud

menor que k. Por la definición de σ(D, α̃), se sigue que existe un

ciclo dirigido C = (v, . . . , u, . . . , v) en D de longitud menor que k,

contradiciendo nuestra hipótesis.

Caso 2 : x ∈ Nu y y ∈ Nv con u 6= v.

Como dσ(D,α̃)(x, y) < k y de la definición de σ(D, α̃) se tiene que

dD(u, v) < k contradiciendo que u, v ∈ N .

De los casos anteriores tenemos que N∗ es k-independiente.

En nuestro ejemplo si tomamos a N = {v1, v4}, podemos formar a

N∗ = {4, 5}.

‖

Teorema 8. Sean N ⊂ V (D), Nv ⊂ V (αv) ∀v ∈ N . Si N es l-

absorbente en D y Nv es l-absorbente en αv para cada v ∈ N , entonces

N∗ = ∪
v∈N

Nv es l-absorbente en la composición σ(D, α̃).

Dem. Supongamos que N es l-absorbente, Nv es l-absorbente en

αv, para cada v ∈ N . Sea N∗ = ∪
v∈N

Nv y x ∈ V (σ(D, α̃)) \ N∗. Como

x ∈ V (σ(D, α̃)) existe v0 tal que x ∈ V (αv0).

Caso 1 : Si v0 ∈ N , entonces x es l-absorbido por Nv0 ⊂ N∗, ya que

Nv0 es l-absorbente en αv0.
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Caso 2 : Si v0 /∈ N , tenemos que dD(v0, u) ≤ l con u ∈ N , ya

que N es l-absorbente en D, de esta manera, por la definición de

la composición, dσ(D,α̃)(x, y) ≤ l para todo y ∈ V (αu), en particu-

lar dσ(D,α̃)(x,Nu) ≤ l con Nu ⊂ N∗, por lo tanto x es l-absorbido por

Nu.

Aśı, hemos probado que N∗ es l-absorbente en σ(D, α̃). ‖

Observación: No es dif́ıcil mostrar que la condición de suficiencia en

el Teorema 8 no es necesaria para que el conjunto N∗ sea l-absorbente

en σ(D, α̃). Por ejemplo, sea D = Pl+1, la trayectoria dirigida con l+1

vértices, con V (Pl+1) = {v1, . . . , vl+1} y αvi = P2, la trayectoria dirigida

con 2 vértices, donde V (αvi) = {xi
1, x

i
2} para todo i = 1, . . . , l + 1. Aśı

N∗ = {x1
1, x

l+1
2 } es l-absorbente en σ(D, α̃), pero N∗ ∩ V (αv1) no es

l-absorbente en αv1.

Ejemplo l = 2, entonces tenemos que N∗ = {1, 6}

Corolario 4. Sea D una digráfica sin ciclos dirigidos de longitud

menor a k y sea α̃ = ((αv, αv))v∈V (D) una familia de digráficas ajenas.

Si N ⊂ V (D) es un (k, l)-núcleo de D, Nv es un (k, l)-núcleo de αv para

cada v ∈ N , entonces N∗ = ∪
v∈N

Nv es un (k, l)-núcleo de la composición

σ(D, α̃).

Dem. Se sigue de manera inmediata de los teoremas 7 y 8. ‖
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Teorema 9. Sea D una digráfica sin ciclos dirigidos de longitud

menor a k y sea α̃ = ((αv, αv))v∈V (D) una familia de digráficas ajenas.

Si N∗ es un (k, k−1)-núcleo de la composición σ(D, α̃), entonces existe

un N ⊂ V (D) (k, k−1)-núcleo de D tal que N∗ = ∪
v∈N

Nv, Nv ⊂ V (αv)

y Nv es un (k, k − 1)-núcleo de αv para cada v ∈ N .

Dem. Sea N∗ un (k, k − 1)-núcleo de σ(D, α̃). Por el Teorema 7

tenemos que, N∗ = ∪
v∈N

Nv, donde N ⊂ V (D) es k-independiente en D

y Nv ⊂ V (αv) es k-independiente en αv para toda v ∈ N . Mostraremos

que N es (k − 1)-absorbente en D. Sea u /∈ V (D) \ N , por lo tanto

N∗ ∩ V (αu) = φ. Esto significa que si x ∈ V (αu), entonces x ∈

V (σ(D, α̃))\N∗. Como N∗ es (k, k−1)-núcleo de σ(D, α̃), se tiene que

dσ(D,α̃)(x,N∗) ≤ k − 1. Aśı existe y ∈ N∗ tal que dσ(D,α̃)(x, y) ≤ k − 1.

Por lo tanto y ∈ V (αw), con w ∈ N . De la definición de σ(D, α̃), se

sigue que dD(u, v) ≤ k − 1, aśı que u es (k − 1)-absorbido por N en D.

Ahora probaremos que Nv es (k − 1)-absorbente en αv, para toda

v ∈ N . Supongamos por lo contrario que existe u ∈ V (D) tal que Nu

no es (k − 1)-absorbente en αu. Esto significa que existe x ∈ αu tal

que dσ(D,α̃)(x,Nu) > k−1. Como N∗ es (k−1)-absorbente en σ(D, α̃),

tenemos que existe y ∈ N∗ \ V (αu) tal que dσ(D,α̃)(x, y) ≤ k − 1. De

la definición de σ(D, α̃), obtenemos la desigualdad dσ(D,α̃)(V (αu), y) ≤

k − 1 y finalmente dσ(D,α̃)(Nu, y) ≤ k − 1, contradiciendo el supuesto

que N∗ es un (k, k − 1)-núcleo de σ(D, α̃). Por lo tanto Nv es (k − 1)-

absorbente en αv para toda v ∈ N . ‖

Corolario 5. Sea D una digráfica sin ciclos dirigidos de longitud

menor a k, y sea α̃ = ((αv, αv))v∈V (D) una familia dos a dos disjunta.

N∗ ⊂ σ(D, α̃) es un (k, k − 1)-núcleo de σ(D, α̃) si y solo si existe
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un N ⊂ V (D) (k, k − 1)-núcleo de D tal que N∗ = ∪
v∈N

Nv, donde

Nv ⊂ V (αv) es (k, k − 1)-núcleo en αv para toda v ∈ N .

Dem. Se sigue de corolario 4 y Teorema 9. ‖
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2. Existencia de (k, l)-núcleo en la duplicación

Lema 6. Sea DB la duplicación de B, B ⊂ V (D). Sean x, y ∈ B,

x′, y′ ∈ B′ y w, z ∈ V (D) \ B. Entonces

(1) dD(x, y) = dDB (x, y) = dDB (x′, y′) = dDB (x, y′) = dDB (x′, y)

(2) dD(w, z) = dDB (w, z)

(3) dD(w, x) = dDB(w, x) = dDB(w, x′)

(4) dD(x,w) = dDB(x,w) = dDB(x′, w)

Dem. Primero demostraremos que si P = (x0, x1, . . . , xn) es una

trayectoria dirigida tal que l(P ) = n entonces l(P ′(I)) = n, donde

P ′(I) = (x0, x1, . . . , x
′
i, . . . , xn) es trayectoria dirigida, con i ∈ I, donde

I = {i | xi ∈ P ∩ B}.

Lo demostraremos por inducción sobre la cardinalidad de I.

Si |I| = 0, entonces P ∩ B = φ, lo que implica que P ′(I) = P por

lo tanto l(P ′(I)) = n.

Supongamos que el resultado se cumple para |I| ≤ m ≤ n − 1, lo

mostraremos para |I| = m + 1.

Sea xi0 ∈ P con i0 ∈ I, entonces tenemos dos casos:
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Caso 1 : xi0 es un extremo de P .

Supongamos que xi0 es el extremo final i.e i0 = n. Tenemos que

l(P ) = l(P2 = [x0, P, xn−1]) ∪ l(P1 = (xn−1, xn)). Denotando I =

I1 ∪ I2, donde I1 = {n} y I2 = I \ I1, tenemos que I1 corresponde

a P1 y I2 corresponde a P2. Además tenemos que |I2| = m < |I|,

aplicando la hipótesis de inducción tenemos que l(P2) = l(P ′
2(I2)) y de

la definición de DB, se sigue que l(xn−1, xn) = l(xn−1, x
′
n), por lo tanto

l(P ) = l(P1)+ l(P2) = l((xn−1, x
′
n))+ l(P ′

2(I2)) = l(P ′(I)). Por lo tanto

l(P ) = l(P ′).

Análogamente se procede si xi0 es el extremo inicial de P .

Caso 2 : xi0 no es un vértice extremo de P .
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Tenemos que l(P ) = l(P1 = [x0, P, xi0−1])+l(P2 = (xi0−1, xi0, xi0+1))

+ l(P3 = [xi0+1, P, xn]), tomando I1 = {j ∈ I|j < i0}, I2 = {i0}, y

I3 = {j ∈ I | j > i0} tenemos que I = I1 ∪ I2 ∪ I3, de esta manera I1

corresponde a P1, I2 corresponde a P2 y I3 corresponde a P3. Además

tenemos que |I1| < |I| ≤ m y |I2| < |I| ≤ m, aplicando la hipótesis

de inducción a estos conjuntos tenemos que l(P1(I1)) = l(P ′
1(I1)) y

l(P3(I3)) = l(P ′
3(I3)), por otro lado de la definición de DB se sigue que

l(P2) = l((xi0−1, xi0, xi0+1)) = l((xi0−1, x
′
i0
, xi0+1)) = l(P ′

2(I2)). Por lo

tanto l(P ) = l(P1) + l(P2) + l(P3) = l(P ′
1(I1)) + l(P ′

2(I2)) + l(P ′
3(I3)) =

l(P ′).

Por lo tanto l(P ) = l(P ′(I)).

Como la distancia entre dos vértices es la longitud mı́nima de las

trayectorias dirigidas entre ellos, entonces de la definición de DB y dado

que las longitudes se preservan, se siguen las igualdades del lema. ‖

Corolario 6. Sea DB la duplicación de B, con B ⊂ V (D). Si

x, y ∈ V (D), entonces dD(x, y) = dDB (x, y).

Dem. Se sigue de manera inmediata del lema 6. ‖

Lema 7. Sea B ⊂ V (D). Si N∗ ⊂ V (DB) es k-independiente en

la duplicación DB, entonces N∗ ∩ V (D) ∪ S es k-independiente en D,

donde S es el conjunto original de N∗ ∩ B′.

Dem. Supongamos que N∗ ⊂ V (DB) es k-independiente en DB y

S es el conjunto original de S ′ = N∗ ∩ B′.
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Denotemos N = N∗ ∩ V (D).

Es claro que N , S ′ y S son k-independientes en DB, ya que N∗

es k-independiente en DB, y como D ⊂ DB tenemos que, N y S son

k-independientes en D.

Para probar que N∪S es k-independiente en D, es suficiente probar

que dD(N,S) ≥ k y dD(S,N) ≥ k. Sea x ∈ N \ S y y ∈ S \ N , por

el lema 6 tenemos que dD(x, y) = dDB (x, y′) y dD(y, x) = dDB(y′, x)

con y′ ∈ S ′ \ (N ∩ B)′. Como N∗ es k-independiente en DB, entonces

dD(x, y
′
) ≥ k y dD(y

′
, x) ≥ k, lo que implica que dD(N,S) ≥ k y

dD(S,N) ≥ k. Por lo tanto N ∪ S es k-independiente en D. ‖

Ejemplo: Tomando a DB como:

con N∗ = {3′, 3} como conjunto k−independiente tendŕıamos que
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D es:

Teorema 10. Sea D una digráfica y B ⊂ V (D). Si N∗ es un (k, l)-

núcleo de la duplicación DB, entonces N∗ ∩ V (D) ∪ S es (k, l)-núcleo

de D, donde S es el conjunto original de N∗ ∩ B′.

Dem. Supongamos que N∗ es un (k, l)-núcleo de la duplicación DB .

Del lema anterior se sigue que N∗ es k-independiente.

Ahora probaremos que N∗ ∩ V (D) ∪ S es l-absorbente. Sea x ∈

V (D) \ (N∗ ∪ S). Como N∗ es l-absorbente en DB, tenemos que

dDB(x,N∗) ≤ l. Esto significa que existe y ∈ N∗ tal que dDB (x, y) ≤ l,

de aqúı tenemos los siguientes casos:

Caso 1 : Si x ∈ B.

Si y ∈ (N∗∩V (D)), entonces del Corolario 6 se sigue que dD(x, y) =

dDB(x, y) ≤ l.

Si y ∈ (N∗ ∩B′), entonces por la condición (3) del lema 6 tenemos

que dD(x, z) = dDB (x, y) ≤ l, donde z ∈ S es el vértice original de y.

Caso 2 : Si x ∈ V (D) \ B.

Si y ∈ (N∗∩V (D)), entonces del Corolario 6 se sigue que dD(x, y) =

dDB(x, y) ≤ l.

Si y ∈ (N∗ ∩B′), entonces por la condición (3) del lema 6 tenemos

que dD(x, z) = dDB (x, y) ≤ l, donde z ∈ S es el vértice original de y.

Finalmente dD(x,N∗ ∩ V (D) ∪ S) ≤ l, lo que implica que N∗ ∩

V (D) ∪ S es l-absorbente en D. ‖
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Ejemplo:

Sea DB la siguiente digráfica:

con N∗ = {1, 5, 5′}, entonces N = {1, 5}.

Lema 8. Sea D una digráfica, en la cual existe B ⊂ V (D) tal

que D no tenga ciclos dirigidos de longitud menor a k que incluyan

vértices de B. Sea DB la duplicación de B. Si N es k-independiente

en D, entonces N ∪ (N ∩ B)′ es k-independiente en DB.

Dem. Supongamos que D es una digráfica, en la cual existe B ⊂

V (D) tal que D no tenga ciclos dirigidos de longitud menor a k que

incluyan vertices de B. Sea N ⊂ V (D). Supongamos que N ∪ (N ∩B)′

no es k-independiente en DB. Consideremos dos casos:

Caso 1 : Si N∩B = φ, entonces N∪(N∩B)′ = N . De la suposición

el conjunto N no es k-independiente en DB, por lo tanto N no es k-

independiente en D.

Caso 2 : Si N ∩B 6= φ, entonces existe dos vértices distintos x, y ∈

N ∪ (N ∩ B)′ tal que dDB (x, y) < k.
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Si x, y ∈ N , entonces del corolario 6 se obtenemos que dD(x, y) =

dDB(x, y) < k

Si x, y ∈ (N∩B)′, entonces de la condición (1) del lema 6 obtenemos

que dD(z,w) = dDB (x, y) < k, donde z,w ∈ N ∩ B son las copias de

los vértices x, y respectivamente.

Si x ∈ N y y ∈ (N ∩ B)′, entonces por el lema 6 tenemos que

dD(x,w) = dDB(x, y) < k, donde w ∈ N ∩ B es el vértice original de

y. Además tenemos que w 6= x, ya que de otra manera existiŕıa un

ciclo dirigido de longitud menor a k incluyendo un vértice de B, una

contradición con la hipótesis.

De lo anterior tenemos que N no es k-independiente en D. ‖

Teorema 11. Sea D una digráfica, en la cual existe B ⊂ V (D) tal

que no hay ciclos dirigidos de D de longitud menor a k que incluyan

vértices de B. Sea DB la duplicación de B. Si N es un (k, l)-núcleo

de D, entonces N ∪ (N ∩ B)′ es un (k, l)-núcleo de DB.

Dem. Supongamos que N es (k, l)-núcleo en D. Mostraremos que

N ∪ (N ∩ B)′ es (k, l)-núcleo en DB.

Si N∩B = φ, entonces (N∩B)′ = φ. Por lo tanto N∪(N∩B)′ = N .

Como N es (k, l)-núcleo en D, entonces dD(x, y) ≥ k y dD(z,N) ≤ l

∀x, y ∈ N y z ∈ V (D)\N . Aśı que del lema 6 se sigue que dDB (x, y) ≥
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k, dDB (z,N) ≤ l y dDB (z′, N) ≤ l, donde z′ es la copia del vértice z, si

z ∈ B \ N . Por lo tanto N ∪ (N ∩ B)′ es un (k, l)-núcleo de DB.

Si N ∩ B 6= φ. Del lema 8 tenemos que N ∪ (N ∩ B)′ es k-

independiente en DB . Ahora probaremos que es l-absorbente en DB .

Como V (DB)\ (N ∪ (N ∩B)′) = (V (D)\N)∪ (B′ \ (N ∩B)′), se tienen

los siguientes casos:

Caso1: Si x ∈ V (D) \ N .

Entonces x es l-absorbido por N en D, ya que N es (k, l)-núcleo de

D. Por lo tanto x es l- absorbido por N en DB.

Caso 2 : Si x ∈ B′ \ (N ∩ B)′.

Entonces su original y ∈ B \ N es l-absorbido por N en D. Por lo

tanto dD(y, z) ≤ l con z ∈ N .

Si z ∈ N ∩ B, entonces de la condición (1) del lema 6 tenemos que

dDB(x, z′) = dD(y, z) ≤ l, donde z′ ∈ (N ∩ B)′, lo que significa que

dDB(x, (N ∩ B)′) ≤ l.

Si z ∈ N ∪ (V (D) \ B), entonces de la condición (3) del lema 6,

tenemos que dDB(x, z) ≤ l. Aśı que dDB (x,N) ≤ l.

Por lo tanto x es l-absorbido por N ∪ (N ∩ B)′ en DB.

Por lo tanto N ∪ (N ∩ B)′ es (k, l)-núcleo en DB. ‖

Ejemplo:

Tomemos a D como en la figura siguiente con N = {1, 4} como

(3, 2)-núcleo, :
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entonces DB es:

con {1, 4, 4′} como (3, 2)-núcleo.

Corolario 7. Sea D una digráfica, en la cual existe B ⊂ V (D)

tal que D no tiene ciclos dirigidos de longitud menor a k que incluyan

vértices de B. Entonces DB tiene (k, l)-núcleo si y solo si D tiene

(k, l)-núcleo.

Dem. Se sigue de los teoremas 10 y 11. ‖
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3. Existencia de (k, k − 1)-núcleo en la digráfica D(a, Pm)

Definición 29. Sean D una digráfica y Pm una trayectoria dirigida

vista como digráfica para m ≥ 2, donde V (Pm) = {x1, x2, . . . , xm} y

V (D)∩V (Pm) = φ. Si a =
→
pq es una flecha de D, entonces D(a, Pm)es

la digráfica tal que V (D(a, Pm)) = V (D) ∪ V (Pm) y A(D(a, Pm)) =

A(D) ∪ A(Pm)∪ { →
px1,

→
xmq}.

Ejemplo: P2 y D como en la figura:

entonces D(a, P2) es:

Teorema 12. Sea D una digráfica sin ciclos dirigidos de longitud

menor a k. Sea a =
→
pq ∈ A(D) y n ≥ 1. N∗ es un (k, k − 1)-núcleo de

la digráfica D(a, Pnk) si y solo si existe un (k, k−1)-núcleo N de D tal

que N∗ = N∪N ′, donde N ′ = {x1+s, x1+k+s, . . . , x1+(n−1)k+s} ⊂ V (Pnk)

y s = dD(q,N).

Dem. ⇒)



3. EXISTENCIA DE (k, k − 1)-NÚCLEO EN LA DIGRÁFICA D(a,Pm) 69

Sea a =
→
pq ∈ A(D) y sea N∗ un (k, k − 1)-núcleo de la digráfica

D(a, Pnk). Probaremos que N∗ ∩ V (Pnk) = N ′ y N∗ ∩ V (D) = N es

(k, k−1)-núcleo de D. Sea s = dD(q,N). Es fácil ver que N∗∩V (Pnk) =

{x1+s, x1+k+s, . . . , x1+(n−1)k+s} = N ′, ya que s < k − 1.

Es claro que N y N ′ son k-independientes en D(a, Pnk), y por lo

tanto N es k-independiente en D, ya que D ⊂ D(a, Pnk). Sólo falta

mostrar que N es (k−1)-absorbente en D. Sea x ∈ V (D(a, Pnk))\N∗.

Como N∗ es (k, k − 1)-núcleo en D(a, Pnk), se cumple que,

dD(a,Pnk)(x,N∗) ≤ k − 1. Aśı es suficiente probar que si x es (k − 1)-

absorbido por N ′ en D(a, Pnk), entonces x es (k − 1)-absorbido por N

en D. Sea x (k−1)-absorbido en D(a, Pnk) por un vértice de N ′. Por lo

tanto dD(a,Pnk)(x, x1+s) ≤ k − 1. Al mismo tiempo dD(a,Pnk)(x, x1+s) =

dD(x, p) +dD(a,Pnk)(p, x1+s) = dD(x, p) + s + 1. Por lo tanto dD(x, p) ≤

k−s−2. Por otro lado de la suposición tenemos que s = dD(q,N). Aśı

tenemos que dD(x,N) ≤ dD(x, p) + dD(p, q) + dD(q,N) = dD(x, p) +

1 + s ≤ k − 1, lo que significa que x es (k − 1)-absorbido por N en D.

De lo anterior se sigue que N es un (k, k − 1)-núcleo de D.

⇐)

Sea N un (k, k − 1)-núcleo de D y N ′ = {x1+s, x1+k+s, . . . ,

x1+(n−1)k+s} ⊂ V (Pnk), donde s = dD(q,N). Probaremos que N ∪ N ′

es un (k, k − 1)-núcleo de D(a, Pnk). Como N es un (k, k − 1)-núcleo

de D, entonces ∀x ∈ V (D)\N es (k−1)-absorbido por N en D, lo que

significa que x es (k − 1)-absorbido por N ∪ N ′ en D(a, Pnk), ya que

D ⊂ D(a, Pnk). Ahora falta probar que ∀xi ∈ V (Pnk) | xi 6∈ N ∪ N ′

son (k− 1)-absorbidos por N ∪N ′ en D(a, Pnk). Sea xi ∈ V (Pnk) \N ′.

Si 1 ≤ i ≤ 1 + (n − 1)k + s, entonces dPnk
(xi, N) ≤ k − 1. Por lo

tanto dD(a,Pnk)(xi, N ∪ N ′) ≤ k − 1. Si 2 + (n − 1)k + s ≤ i ≤ nk,

entonces dD(a,Pnk)(xi, N) = dPnk
(xi, q) = nk + 1 − i + s ≤ nk + 1 −
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(2 + (n − 1)k + s) + s = k − 1. Por lo tanto N ∪ N ′ es (k − 1)-

absorbente en D(a, Pnk). Mas aún, de la definición de D(a, Pnk) se

sigue que N y N ′ son k-independientes en D(a, Pnk). Aśı para probar

que N ∪ N ′ es k-independiente en D(a, Pnk) es suficiente mostrar que

dD(a,Pnk)(N
′, N) ≥ k y dD(a,Pnk)(N,N ′) ≥ k. Como dD(q,N) = s,

entonces dD(a,Pnk)(x1+(n−1)k+s, N) = dPnk
(x1+(n−1)k+s, q) + dD(q,N) =

(k − s) + s = k. Por lo tanto dD(a,Pnk)(N
′, N) ≥ k. Ahora probaremos

que dD(a,Pnk)(N,N ′) ≥ k. Supongamos lo contrario que dD(a,Pnk)(N,N ′)

< k. Por lo tanto existe un vértice y ∈ N tal que existe una trayectoria

dirigida (y, . . . , p, . . . , x1+s) de longitud menor a k en D. Esto significa

que existe una trayectoria dirigida (y, . . . , p) de longitud menor a k −

s − 1 en D. Al mismo tiempo, como s = dD(q,N), existe z ∈ N

tal que dD(q, z) = s. Aśı concluimos que si y 6= z, entonces N no

es k-independiente en D y si y = z, entonces existe un ciclo dirigido

(y, . . . , p, q, . . . , z = y) en D de longitud menor a k, contradiciendo la

hipótesis. Finalmente tenemos que dD(a,Pnk)(N
′, N) ≥ k. De lo anterior

tenemos que N ∪ N ′ es un (k, k − 1)-núcleo en D(a, Pnk). ‖

Ejemplo: Tomando n = 2 y k = 3 consideremos las digráficas P6 y

como D la de la figura:

tenemos que D tiene (3, 2)-núcleo, a saber N = {2, 5}.
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De esta manera D(a, P6) es la digráfica:

con (3, 2)-núcleo N∗ = N ∪ N ′ con N ′ = {x3, x6}.
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4. Digráficas (k, l)-núcleo perfectas

Proposición 2. Si D es una digráfica (k, l)-núcleo perfecta, en-

tonces toda subdigráfica inducida de D es (k, l)-núcleo perfecta.

Dem. Sean D una digráfica (k, l)-núcleo perfecta y B ⊂ V (D).

P.d. D[B] tiene (k, l)-núcleo y ∀C ⊂ V (B) B[C] tiene (k, l)-núcleo.

Como B ⊂ V (D), entonces D[B] tiene (k, l)-núcleo, ya que D es

(k, l)-núcleo perfecta.

Sea C ⊂ V (B), como B ⊂ V (D) tenemos que, D[C] = B[C] en-

tonces C es una subdigráfica inducida de D, por lo tanto tiene (k, l)-

núcleo. ‖

Ejemplo: tomando a D como en la figura con (3, 2)-núcleo:

y algunas de sus subdigráficas serian:

todas con (3, 2)-núcleo.
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Proposición 3. La unión disjunta de D1 y D2 es una digráfica

(k, l)-núcleo perfecta si y solo si D1, D2 son digráficas (k, l)-núcleo

perfectas.

Dem. ⇒)

Como la unión es (k, l)-núcleo perfecta, entonces (D1∪D2)[V (D1)] ∼=
D1 y (D1 ∪ D2)[V (D2)] ∼= D2, por la proposición anterior, son (k, l)-

núcleo perfectas, de donde se sigue que D1 y D2 son (k, l)-núcleo per-

fectas.

⇐)

Sea Y ⊆ D1 ∪ D2.

Si Y ⊆ Di para alguna i ∈ {1, 2}, entonces (D1 ∪ D2)[Y ] ∼= Di[Y ]

y como Di son (k, l)-núcleo perfectas, entonces (D1 ∪ D2)[Y ] es (k, l)-

núcleo perfecta.

Si Y ∩D1 6= φ y Y ∩D2 6= φ, denotemos Y1 = Y ∩D1 y Y2 = Y ∩D2.

Tenemos que (D1∪D2)[Y1] ∼= D1[Y1], (D1∪D2)[Y2] ∼= D2[Y2] y además

tenemos que D1[Y1] y D2[Y2] son (k, l)-núcleo perfectas, aśı sean N1, N2

sus (k, l)-núcleos respectivamente.

Afirmamos que N1 ∪ N2 es (k, l)-núcleo de (D1 ∪ D2)[Y ].

Primeros probaremos que N1 ∪ N2 es k-independiente en (D1 ∪

D2)[Y ].

Como N1 es k-independiente en D1[Y1] y N2 es k-independiente en

D2[Y2], basta probar que dD[Y ](N1, N2) ≥ k y dD[Y ](N2, N1) ≥ k. Sea

x ∈ N1, y ∈ N2. De la definición de D1 ∪ D2 tenemos que no hay

trayectorias dirigidas de D1 a D2, por lo tanto se tiene por vacuidad

que dD[Y ](x, y) ≥ k, por lo tanto dD[Y ](N1, N2) ≥ k. Análogamente se

muestra que dD[Y ](N2, N1) ≥ k.

Por lo tanto N1 ∪ N2 es k-independiente en (D1 ∪ D2)[Y ].

Ahora mostraremos que N1 ∪ N2 es l-absorbente en (D1 ∪ D2)[Y ].
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Sea z ∈ V ((D1 ∪ D2)[Y ]) \ N1 ∪ N2.

Aśı z ∈ D1[Y1] ó z ∈ D2[Y2].

Si z ∈ D1[Y1], como N1 es l-absorbente en D1[Y1], entonces

dD1[Y1 ](z,N1) ≤ l lo que implica que d(D1∪D2)[Y ](z,N1) ≤ l, de donde

se tiene que d(D1∪D2)[Y ](z,N1 ∪ N2) ≤ l. De manera análoga se prueba

cuando z ∈ D2[Y2]. Por lo tanto N1∪N2 es l-absorbente en (D1∪D2)[Y ].

Por lo tanto D1 ∪ D2 es (k, l)-núcleo perfecta. ‖

Ejemplo: Tomando nuevamente D1 como:

que tiene (3, 2)-núcleo {2, 5} y D2 con (3, 2)-núcleo {6, 9} como:

tenemos que D1 ∪ D2 es:
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con (3, 2)-núcleo {2, 5, 6, 9}.

Teorema 13. Sea D una digráfica, en la cual existe B ⊂ V (D)

tal que D no tiene ciclos dirigidos de longitud menor a k que incluyan

vértices de B. Entonces la duplicación DB es (k, l)-núcleo perfecta si

y solo si D es (k, l)-núcleo perfecta.

Dem. ⇒)

Si la duplicación DB es (k, l)-núcleo perfecta, entonces de la propo-

sición 2, la subdigráfica inducida por V (D), DB[V (D)], es (k, l)-núcleo

perfecta, y de la definición de DB , es isomorfa a D. Por lo tanto D es

(k, l)-núcleo perfecta.

⇐)

Sea D una digráfica (k, l)-núcleo perfecta, en la cual existe B ⊂

V (D) tal que D no tiene ciclos dirigidos de longitud menor a k que

incluyan vértices de B. Sea Y ⊆ V (DB). Probaremos que DB[Y ] tiene

(k, l)-núcleo.

Veamos un ejemplo.

Ejemplo: Nuevamente tomemos a DB como en la figura y D la

digráfica inducida por los vértices {1, 2, 3, 4, 5} y B = {1, 5}:

con {1, 4, 4′} como (3, 2)-núcleo.

Si Y ⊆ V (D) ó Y ⊆ B′, entonces DB[Y ] ∼= D[Y ] y como D es (k, l)-

núcleo perfecta entonces D[Y ] tiene (k, l)-núcleo, por lo tanto DB[Y ]

lo tiene.
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Ahora supongamos que Y ∩ V (D) 6= φ y Y ∩ B′ 6= φ y denotemos

YD = Y ∩ V (D), Z ′ = Y ∩ B′. Aśı Y = YD ∪ Z ′.

Como D es (k, l)-núcleo perfecta, entonces la subdigráfica inducida

D[YD ∪ Z] tiene (k, l)-núcleo, denotémoslo por N . Sea K = N ∩ Z y

K ′ = (N ∩ Z)′ la copia.

Ahora mostraremos que N∗ = (N ∩ YD) ∪K ′ es un (k, l)-núcleo de

DB[Y ].

En nuestro ejemplo, si tomamos Y = {5, 1, 2, 2′, 3′, 4} la subdigráfica

inducida seŕıa:

que tiene a {1, 4} como (3, 2)-núcleo.

Continuando con la prueba, primero mostraremos que N∗ es l-

absorbente en DB[Y ].

Sea x ∈ V (DB [Y ]) \ N∗. Como V (DB[Y ]) \ N∗ = Y \ N∗ = (YD ∪

Z ′) \ N∗ = (YD \ N∗) ∪ (Z ′ \ N∗), consideraremos dos casos:

Caso 1 : Si x ∈ YD \ N∗.

Entonces dD[YD∪Z](x,N) ≤ l, ya que N es l-absorbente en D[YD∩Z].

Esto significa que existe P = (x = x0, x1, . . . , xn = y) una trayectoria

dirigida de longitud menor o igual a l en la digráfica D[YD ∩ Z], con

y ∈ N . Tomando P ′(I) = (x0, . . . , x
′
i, . . . , xn = y) trayectoria dirigida,

con i ∈ I y I = {i | xi ∈ V (P )∩Z}, tenemos una trayectoria dirigida de

longitud menor o igual a l, con y ∈ N∗, por lo tanto dDB [Y ](x,N∗) ≤ l.

Caso 2 : x ∈ Z ′ \ N∗ = Z ′ \ K ′ y z ∈ Z es el vértice original de x.
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Entonces dD[YD∪Z](z,N) ≤ l, ya que N es l-absorbente en D[YD∩Z].

De manera análoga al caso 1, tomando P = (z = x0, x1, . . . , xn = y) y

P ′(I) = (x = x′
0, . . . , x

′
i, . . . , xn = y), obtenemos que dD[Y ](x,N∗) ≤ l.

De los casos anteriores concluimos que N∗ es l-absorbente en DB[Y ].

Ahora probaremos que N∗ es k-independiente en DB [Y ].

Como N es k-independiente en D[YD ∪Z] y de la definición de DB ,

tenemos que, N ∩ YD y K son k-independientes en DB[YD ∪ Z].

Supongamos que N∩YD (respectivamente K ′) no es k-independiente

en DB [Y ]. Esto significa que existe P = (x = x0, x1, . . . , xn = y) una

trayectoria dirigida en DB[Y ] de longitud menor a k, con x, y ∈ N ∩YD

(respectivamente x, y ∈ K ′). Tomando P ′(I) = (x0, . . . , x
′
i, . . . , xn)

trayectoria dirigida, con i ∈ I y I = {i | xi ∈ V (P ) ∩ Z ′}, de x a

y (respectivamente de w a z, donde w, z son los vértices originales de

x y y, y w, z ∈ K) en la digráfica D[YD ∪ Z] de longitud menor a k

contradiciendo que N ∩ YD y K son k-independientes en DB[YD ∪ Z].

Por lo tanto N ∩ YD y K ′ son k-independientes en DB [Y ].

Como N∗ = (YD ∩ N) ∪ K ′ sólo falta mostrar que dDB [Y ](N ∩

YD,K ′) ≥ k y dDB [Y ](K
′, N ∩ YD) ≥ k. Sean x ∈ N ∩ YD y y′ ∈ K ′. Si

x ∈ B ∩ N ∩ YD, entonces existe su copia x′. Como los vértices x′, y′

no son necesariamente distintos, consideraremos dos casos:

Caso 1 : Sea x ∈ B ∩ N ∩ YD y x′ 6= y′.

Si dDB [Y ](x, y′) < k, entonces existe P = (x = x0, x1, . . . , xn = y′)

una trayectoria dirigida de longitud menor a k en DB[Y ]. Tomando

P ′(I) = (x0, . . . , x
′
i, . . . , xn = y) trayectoria dirigida, con i ∈ I y I =

{i | xi ∈ V (P ) ∩ Z ′}, tenemos una trayectoria dirigida de longitud

menor k del vértice x ∈ N ∩ YD a y ∈ K = N ∩ Z en D[YD ∪ Z],

contradiciendo que N es un (k, l)-núcleo de D[YD ∪ Z]. Por lo tanto

dDB [Y ](x, y′) ≥ k. De manera análoga se prueba que dDB [Y ](y
′, x) ≥ k.
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Caso 2 : Sea x ∈ B ∩ N ∩ YD y x′ = y′.

Esto implica que dDB [Y ](x, y′) ≥ k y dDB [Y ](y
′, x) ≥ k. De lo con-

trario existiria un ciclo dirigido en D con longitud menor a k que in-

cluiŕıa vértices de B, contradiciendo la hipótesis del teorema.

Caso 3 : x 6∈ B. Se demuestra de manera análoga al caso 1.

De los casos anteriores tenemos que N∗ es k-independiente en DB[Y ]

y finalmente N∗ es (k, l)-núcleo de DB[Y ].

Por lo tanto DB es (k, l)-núcleo perfecta. ‖

De la definición de σ(D, α̃) se sigue el siguiente resultado:

Proposición 4. En σ(D, α̃) toda subdigráfica inducida tiene la

forma:

(1) la composición σ(D0, β̃), donde D0 es una subdigráfica in-

ducida de D β̃ es una familia de digráficas (βv)v∈V (D0), tal

que βv son subdigráficas de αv, v ∈ V (D0).

(2) una subdigráfica inducida de αv para alguna v ∈ V (D) o

(3) la unión disjunta de digráficas de (1) y (2).

Teorema 14. Sea D una digráfica sin ciclos dirigidos de longitud

menor a k y α̃ = (αv, αv)v∈V (D) una familia de digráficas ajenas dos a

dos. Entonces la composición σ(D, α̃) es (k, l)-núcleo perfecta si y solo

si D y αv son (k, l)-núcleo perfectas ∀v ∈ V (D).

Dem. ⇒)

Como σ(D, α̃) es (k, l)-núcleo perfecta, entonces la digráfica

σ(D, α̃)[V (αv)] es (k, l)-núcleo perfecta, pero σ(D, α̃)[V (αv)] ∼= αv, por

lo tanto αv es (k, l)-núcleo perfecta.

Ahora consideremos B ⊂ V (σ(D, α̃)) tal que B ∩ αv = {xv} para

cada v ∈ V (D). Aśı de la definición de la composición σ(D, α̃)[B] ∼= D
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y de la proposición 2, σ(D, α̃)[B] es (k, l)-núcleo perfecta, por lo tanto

D es (k, l)-núcleo perfecta.

⇐)

Sea D y αv digráficas (k, l)-núcleo perfectas ∀v ∈ V (D).

Sean Y ⊂ V (σ(D, α̃)), I = {v ∈ V (D) | Y ∩ V (αv) 6= φ}.

De esta manera tenemos que, por la proposición anterior σ(D, α̃)[Y ]

es como en (1), (2) o (3). Aśı σ(D, α̃)[Y ] = σ(D0, β̃), con D0 y (βv)

subdigráficas de D y αv respectivamente, para cada v ∈ V (D0). Como

D y αv son digráficas (k, l)-núcleo perfectas ∀v ∈ V (D), entonces D0

y (βv) son (k, l)-núcleo perfectas para cada v ∈ V (D), por lo tanto

σ(D, α̃)[Y ] ∼= σ(D0, β̃) tiene (k, l)-núcleo.

Por lo tanto σ(D, α̃) es (k, l)-núcleo perfecta. ‖

Ejemplo: Sea D el ciclo dirigido de longitud 3, con vértices {1, 2, 3}

y sean α1, α2 la digráfica P2 y α3 un vértice aislado, todas son (3, 2)-

núcleo perfectas. Entonces σ(D, α̃) es:

que como (3, 2)-núcleo tiene al conjunto {4}. Además es (3, 2)-

núcleo perfecta.
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Ejemplos de subdigráficas seŕıan:

todas con (3, 2)-núcleo en los recuadros.

Definición 30. Sea D una digráfica y Pm una trayectoria dirigida,

para m ≥ 2, donde V (Pm) = {x1, . . . , xm} y V (D) ∩ V (Pm) = φ. Sea

x ∈ V (D), definimos las digráficas D(x+, Pm) y D(x−, Pm) como sigue:

V (D(x+, Pm)) = V (D(x−, Pm)) = V (D) ∪ V (Pm) y

F (D(x+, Pm)) = F (D) ∪ F (Pm) ∪ (
→

xx1)

F (D(x−, Pm)) = F (D) ∪ F (Pm) ∪ (
→

xmx).

Ejemplo: Sea D el ciclo dirigido de longitud 3 y P4. Entonces

D(x−, P4) es:
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y D(x+, P4) es:

De la definición de D(x+, Pm) y D(x−, Pm) obtenemos la siguiente

proposición:

Proposición 5. Toda subdigráfica inducida de la digráfica

D(x+, Pm) (respectivamente D(x−, Pm)), donde x ∈ V (D), es:

(1) una digráfica de la forma D0(x
+, Ps) (respectivamente

D0(x
−, Ps)), donde D0 es una subdigráfica inducida de D y

2 ≤ s ≤ m o

(2) una subdigráfica inducida de D o

(3) una subdigráfica inducida de Pm o

(4) la unión disjunta de digráficas de los casos (2) o (3).

Dem. Sea Y ⊆ V (D(x+, Pm)).

Si Y ⊆ V (D). Entonces D(x+, Pm)[Y ] ∼= D[Y ], por lo tanto es de

la forma (2).

Si Y ⊆ V (Pm). Entonces D(x+, Pm)[Y ] ∼= Pm[Y ], por lo tanto es

de la forma (3)

Si Y ∩ V (D) 6= φ y Y ∩ V (Pm) 6= φ. Tenemos los siguientes casos:

Caso 1 : Y ∩ V (Pm) no es una trayectoria dirigida.
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Entonces, denotemos Y1 = Y ∩V (Pm) y Y2 = Y ∩V (D), aśı Y1∪Y2 =

Y y D(x+, Pm)[Y ] = Pm[Y1] ∪ D[Y2], por lo tanto es de la forma (4).

Caso 2 : Y ∩ V (Pm) es una trayectoria dirigida.

Entonces, denotemos Y1 = Y ∩ V (Pm) y Y2 = Y ∩ V (D), y consi-

deremos los siguientes casos:

Caso 2.1 : Si xm ∈ Y1 y x ∈ Y2.

Entonces tenemos que, D(x+, Pm)[Y1]

∼= Ps, con 2 ≤ s ≤ m y D(x+, Pm)[Y ] ∼= D0 = D[Y2]. Por lo tanto

tenemos que, D(x+, Pm)[Y ] ∼= D0(x
+, Ps), es decir, de la forma (1).

Caso 2.2 : Si xm 6∈ Y1 o x 6∈ Y2.

Entonces tenemos que, D(x+, Pm)[Y ] = Pm[Y1]∪D[Y2], por lo tanto

es de la forma (4).

Análogamente para Y ⊂ V (D(x−, Pm)). ‖

Proposición 6. Una digráfica D es (k, k − 1)-núcleo perfecta si y

solo si D(x−, Pm) es (k, k−1)-núcleo perfecta, ∀x ∈ V (D), con m ≥ 2.

Dem. ⇒)

Sean x ∈ V (D) y Y ⊆ V (D(x−, Pm)). Probaremos que D(x−, Pm)[Y ]

tiene (k, k − 1)-núcleo.

De la proposición anterior tenemos que:

Si D(x−, Pm)[Y ] es de la forma (2), entonces D(x−, Pm)[Y ] ∼= D[Y ]

que tiene (k, k − 1)-núcleo.

Si D(x−, Pm)[Y ] es de la forma (3), entonces D(x−, Pm)[Y ] ∼= Pm[Y ]

que tiene (k, k − 1)-núcleo.

Si D(x−, Pm)[Y ] es de la forma (1), entonces D(x−, Pm)[Y ]

∼= D0(x
−, Ps), con 2 ≤ s ≤ m y D0 subdigráfica de D. Pero por

la proposición 2, D0 tiene (k, k − 1)-núcleo y de manera similar a la

demostración del Teorema 12, dado un (k, k−1)-núcleo de D0, podemos
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extenderlo a un (k, k − 1)-núcleo de D0(x
−, Ps) agregando vértices de

Ps.

Si D(x−, Pm)[Y ] es de la forma (4), entonces tenemos que, Y =

Y1 ∪ Y2, con Y1 = Y ∩ V (Pm) y Y2 = Y ∩ V (D). Por lo tanto,

D(x−, Pm)[Y2] ∼= D[Y2] y D(x−, Pm)[Y1] ∼= Pm[Y1] que tienen (k, k−1)-

núcleo y de la proposición 3 tenemos que D(x−, Pm)[Y ] = D(x−, Pm)[Y1∪

Y2] ∼= D[Y2] ∪ Pm[Y1] tiene (k, k − 1)-núcleo.

Por lo tanto, de los casos anteriores, D(x−, Pm)[Y ] tiene (k, k − 1)-

núcleo y por lo tanto D(x−, Pm) es (k, k − 1)-núcleo perfecta.

⇐)

Como D(x−, Pm) es (k, k− 1)-núcleo perfecta, entonces por la pro-

posición 2 D(x−, Pm)[V (D)] y D(x−, Pm)[V (Pm)] son (k, k − 1)-núcleo

perfectas, pero D(x−, Pm)[V (D)] ∼= D y D(x−, Pm)[V (Pm)] ∼= Pm, por

lo tanto D y Pm son (k, k − 1)-núcleo perfectas. ‖
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Ejemplo: Sea D = P2 y Pm = P4, entonces D(x−, P4) es:

y como es para toda x, entonces también tenemos:

Teorema 15. Sean D1, D2 y D digráficas tal que V (D1)∩V (D2) =

{x} y D = D1 ∪ D2, donde x es un emisor de D1 y D2, i.e. donde x

es tal que ∀y ∈ V (Di) 6 ∃
→
yx en Di, con i = 1, 2.

La digráfica D es (k, k−1)-núcleo perfecta si y solo si Di son (k, k−

1)-núcleo perfectas con i = 1, 2.

Dem. ⇒)

Como D es (k, k − 1)-núcleo perfecta entonces de la proposición 1

tenemos que, D[V (Di)] son (k, k−1)-núcleo perfectas, pero D[V (Di)] ∼=

Di, con i = 1, 2, por lo tanto Di son (k, k − 1)-núcleo perfectas.

⇐).

Sea Y ⊆ V (D).

Si Y ⊆ V (Di) para algún i = 1, 2, entonces tenemos que D[Y ] ∼=
Di[Y ] que tiene (k, k − 1)-núcleo. Por lo tanto D[Y ] tiene (k, k − 1)-

núcleo.

Si x ∈ V (D) \ Y y Y ∩ V (Di) 6= φ para cada i = 1, 2, tenemos que

dD[Y ](Y ∩V (D1), Y ∩V (D2)) ≥ k y dD[Y ](Y ∩V (D2), Y ∩V (D1)) ≥ k, ya
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que no hay trayectorias dirigidas entre estos conjuntos. Lo que implica

que N1 ∪ N2, con Ni un (k, k − 1)-núcleo de Di[Y ∩ V (Di)] y i = 1, 2,

es (k, k − 1)-núcleo de D[Y ].

Si x ∈ Y y Y ∩ V (Di) 6= φ para cada i = 1, 2, entonces sea Ni un

(k, k − 1)-núcleo de la sudigráfica de D[Y ] inducida por Y ∩ V (Di) \

{x}, con i = 1, 2, que existen ya que Di es (k, k − 1)-núcleo perfecta.

Consideremos los siguientes casos:

Si dD[Y ](x,N1∪N2) ≤ k−1, entonces N1∪N2 es (k−1)-absorbente

en D[Y ]. Y como x es emisor de Di, no hay trayectorias dirigidas de

N1 a N2 ni viceversa, por lo tanto N1∪N2 es k-independiente en D[Y ].

Por lo tanto N1 ∪ N2 es un (k, k − 1)-núcleo de D[Y ].

Si dD[Y ](x,N1∪N2) ≥ k, entonces N1∪N2∪{x} es k-independiente

en D[Y ], ya que Ni lo son y que dD[Y ](x,Ni) ≥ k y dD[Y ](Ni, x) ≥ k se

sigue del hecho que x es emisor en Di. Por otro lado N1 ∪N2 ∪ {x} es

(k − 1)-absorbente, ya que Ni lo es en Di, con i = 1, 2. Por lo tanto

N1 ∪ N2 ∪ {x} es (k, k − 1)-núcleo de D[Y ].

De los casos anteriores tenemos que D es (k, k−1)-núcleo perfecta.

‖

Ejemplo:

Sea D1
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y D2

aśı tenemos que las dos son digráficas (3, 2)-núcleo perfectas, sea

x = 2 = 2′, entonces D es:

que es (3, 2)-núcleo perfecta.

Como caso particular tenemos que para k = 2 da como resultado

un teorema dado por H. Jacob que dice:

Teorema 16. Sean D1, D2 y D digráficas tal que V (D1)∩V (D2) =

{x} y D = D1 ∪ D2, entonces

La digráfica D es núcleo perfecta si y solo si Di son núcleo perfectas

con i = 1, 2.

Dem. ⇒)

Se sigue de la proposición 2.

⇐)

Sea Y ⊆ V (D). Mostraremos que D[Y ] tiene núcleo.

Si x es emisor de Di, con i = 1, 2, entonces se sigue de manera

inmediata del teorema anterior.
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Supongamos que Y ∩ V (Di) 6= φ y x ∈ Y , para i = 1, 2. En otro

caso se sigue de manera directa de la proposición 2.

Supongamos que x no es emisor de D1 o D2.

Como Di son núcleo perfectas, tomemos Ni núcleo de Di[Y ], con

i = 1, 2. Consideremos los siguientes casos:

Caso 1 : Si ∀i x 6∈ Ni.

Entonces N1 ∪ N2 es núcleo de D[Y ]. Es absorbente ya que Ni lo

es en Di[Y ] y es independiente, ya que x /∈ Ni.

Caso 2 : Si ∀i x ∈ Ni.

Entonces afirmamos que N1 ∪ N2 es núcleo de D[Y ].

Es absorbente ya que Ni lo son en Di[Y ], y es independiente, ya

que no existen xNi ni Nix flechas.

Caso 3 : Si x ∈ N1 y x 6∈ N2.

En este caso tomemos N ′
1 núcleo de D1[Y ] \ {x}, existe ya que D1

núcleo perfecta. Y afirmamos que N ′
1∪N2 es núcleo de D[Y ]. Tenemos

que N ′
1 es independiente y N2 tambien. Las únicas flechas de N ′

1 a N2 y

viceversa tienen que pasar por x, por lo tanto N ′
1∪N2 es independiente

en D[Y ]. Ahora N2 absorbe todo en D2[Y ] y N ′
1 absorbe todo en

D1[Y ] \ {x}, por lo tanto N ′
1 ∪ N2 absorbe todo en D[Y ].

Por lo tanto N ′
1 ∪ N2 es núcleo de D[Y ].

Por lo tanto, de los casos anteriores, D es núcleo perfecta. ‖

Ejemplo: Sea D1 = P3 y D2 como en la figura:
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entonces D es:

que es núcleo perfecta.

Corolario 8. Si x ∈ V (D) es un emisor de D, entonces D(x+, Pm)

es (k, k− 1)-núcleo perfecta si y solo si D es (k, k− 1)-núcleo perfecta.

Dem. Sea D1 = D y D2 = Pm+1, con xm+1 = x, si denotemos

a H = D1 ∪ D2 entonces se cumplen las hipótesis del Teorema 15 y

además H ∼= D(x+, Pm). Por lo tanto tenemos el corolario. ‖

Proposición 7. Toda subdigráfica inducida de la digráfica D(a, Pm),

donde a ∈ A(D) y a =
→
pq, es:

(1) una digráfica de la forma D0(a, Pm), donde D0 es una sub-

digráfica inducida de D o

(2) una subdigráfica inducida de D o

(3) una subdigráfica inducida de Pm o

(4) una subdigráfica inducida de D(p+, Pm) o una subdigráfica in-

ducida de D(q−, Pm) o

(5) la unión disjunta de digráficas de 1, 2, 3 o 4.

Dem. Sea Y ⊆ V (D(a, Pm)).

Si Y ⊆ V (D), entonces D(a, Pm)[Y ] ∼= D[Y ] y por lo tanto de la

forma 2.

Si Y ⊆ V (Pm), entonces D(a, Pm)[Y ] ∼= Pm[Y ] y por lo tanto de la

forma 3.
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Si Y ∩V (Pm) = V (Pm) y a ∈ A(D(a, Pm)[Y ]), entonces D(a, Pm)[Y ]

∼= D0(a, Pm)[Y ], con D0
∼= D[Y ∩ V (D)], por lo tanto es de la forma 1.

Si Y ∩ V (Pm) 6= φ y Y ∩ V (D) 6= φ con p ∈ Y ó q ∈ Y , entonces

D(a, Pm)[Y ] se reduce a D(p+, Pm)[Y ] o D(q−, Pm)[Y ] y por lo tanto

de la forma 4.

En cualquier otro caso es la unión de digráficas de 1, 2, 3, 4. ‖

Teorema 17. Sea D una digráfica sin ciclos dirigidos de longitud

menor a k, con k ≥ 2. Si a ∈ A(D) y el vértice inicial de la flecha a es

un emisor de D, entonces la digráfica D es (k, k−1)-núcleo perfecta si

y solo si la digráfica D(a, Pnk) es (k, k−1)-núcleo perfecta, para n ≥ 1.

Dem. ⇒)

Sea Y ⊆ V (D(a, Pnk)). Probaremos que D(a, Pnk)[Y ] tiene (k, k −

1)-núcleo.

Por la proposición anterior y tomando m = nk tenemos que

D(a, Pnk)[Y ] tiene varias formas:

Si es de la forma (1), i.e. D0(a, Pm), con D0 una subdigráfica

inducida de D, aśı por el Teorema 12 tenemos que, D0(a, Pm) tiene

(k, k − 1)-núcleo si y solo si D0 no tiene ciclos dirigidos de longitud

menor a k y tiene (k, k − 1)-núcleo. Por lo tanto D(a, Pnk)[Y ] tiene

(k, k − 1)-núcleo.

Si es una subdigráfica inducida de D tiene (k, k − 1)-núcleo ya que

D es (k, k − 1)-núcleo perfecta.

Si es una subdigráfica inducida de Pm tiene (k, k−1)-núcleo ya que

Pm es (k, k − 1)-núcleo perfecta.

Si es una subdigráfica inducida de D(x+, Pm), entonces como D es

(k, k − 1)-núcleo perfecta y ya que x es emisor de D, tenemos que por

el corolario 8 tiene (k, k − 1)-núcleo.
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Si es una subdigráfica inducida de D(x−, Pm), entonces como D es

(k, k − 1)-núcleo perfecta tenemos que tiene (k, k − 1)-núcleo.

Si es la unión de las digráficas de 1, 2, 3 o 4, entonces por la

proposición 2 tiene (k, k − 1)-núcleo.

De lo anterior tenemos que D(a, Pnk)[Y ] tiene (k, k − 1)-núcleo.

Por lo tanto D(a, Pnk) es (k, k − 1)-núcleo perfecta.

⇐)

Como D(a, Pnk) es (k, k−1)-núcleo perfecta, entonces de la proposi-

ción 2, tenemos que D(a, Pnk)[V (D)] es (k, k−1)-núcleo perfecta, pero

D(a, Pnk)[V (D)] ∼= D, por lo tanto D es (k, k − 1)-núcleo perfecta. ‖

Ejemplo: Sea Pnk = P6 y D como en la figura:

entonces D(a, P6)

que es (3, 2)-núcleo perfecta.
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Núcleos por trayectorias monocromáticas

En esta sección se darán condiciones necesarias y suficientes para

la preservación de núcleo por trayectorias monocromáticas en las ope-

raciones de digráficas: composición y duplicación.

Lema 9. Sean D y α̃ = ((αv, αv))v∈V (D) una familia de digráficas

ajenas. Sea T = (xo, x1, . . . , xn) una trayectoria dirigida en la com-

posición σ(D, α̃) tal que x0, xn ∈ αv para alguna v ∈ V (D). Entonces

la ProyD(V (T )) es la unión de ciclos dirigidos en D.

Observación. Como la ProyD(V (T )) toma todos los vértices de

T que estan en una αv y los manda al vértice v en D, entonces podemos

tomar sólo las trayectorias que no tienen vértices consecutivos en una

misma digráfica αv.

Dem. Sea T = (x0, x1, . . . , xn) una trayectoria dirigida en la com-

posición σ(D, α̃) tal que x0, xn ∈ αv para alguna v ∈ V (D). La prueba

será por inducción sobre la longitud de T .

Si l(T ) = 2, entonces T es de la forma T = (xo, x1, x2), con

x0, x2 ∈ V (αv) v ∈ V (D) y x1 ∈ V (αu), con u 6= v. De esta mane-

ra ProyD(V (T )) = D[{v, u}] y por la definición de σ(D, α̃), tenemos

que, D[{v, u}] = (v, u, v) que es un ciclo dirigido en D.

Supongamos que para toda trayectoria Y , tal que l(Y ) < n, su

proyección es la unión de ciclos dirigidos en D.

Sea T = (x0, x1, . . . , xn) tal que l(T ) = n y x0, xn ∈ V (αv) para

alguna v ∈ V (D).

91
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P.d. ProyD(V (T )) es la unión de ciclos dirigidos en D.

Sea xj el primer vértice de T tal que ∃xi i < j i, j = 0, 1, . . . , n y

que xj, xi ∈ V (αu) para alguna u ∈ V (D).

Si j = n, entonces x0 y xn son los únicos vértices que estan en una

αv, ademas de la definición de σ(D, α̃), tenemos que, ProyD(V (T )) =

(v, v1, . . . , vn−1, v) que es un ciclo dirigido de D.

Si j < n, tenemos dos casos.

Caso 1 Si i = 0, entonces T = T1 ∪ T2, donde T1 = (x0, . . . , xj) y

T2 = (xj, . . . , xn). Estas trayectorias tienen longitud menor a n, por

lo tanto aplicando la hipótesis de inducción a cada una tenemos que

sus proyecciones son la unión de ciclos dirigidos en D, por lo tanto la

proyección de T es la unión de ciclos dirigidos en D.

Caso 2 Si i > 0, entonces tenemos que T3 = [xi, T, xj] es de lon-

gitud menor a n y aplicando la hipótesis de inducción tenemos que

ProyD(V (T3)) es unión de ciclos dirigidos en D. Además tenemos

que ProyD(V (T )) = ProyD({x0, . . . , xi}) ∪ ProyD({xj+1, . . . , xn}) ∪

ProyD(V (T3)), pero por la definición de σ(D, α̃) , (x0, . . . , xi) y (xj+1,

. . . , xn) son trayectorias dirigidas de longitud menor a n y por lo tanto,

aplicando la hipótesis de inducción, tenemos que cada proyección es la

unión de ciclos dirigidos en D. Por lo tanto ProyD(V (T )) es la unión

de ciclos dirigidos en D.

Si existen más vértices que se repiten aplicamos el razonamiento

del caso 2 a las repeticiones faltantes. ‖
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Ejemplo: Si D es:

y para cada v ∈ D tenemos que αv es:

con J1 = {b}, J2 = {a}, J3 = {b} y J4 = {a}, entonces σ(D, α̃) es:

Si tomamos la trayectoria dirigida (10, 6, 7, 9), tenemos que

ProyD(10, 6, 7, 9) es:

que es un ciclo dirigido en D y si tomamos la trayectoria dirigida

(10, 11, 9), entonces ProyD(10, 11, 9) es:

que un ciclo dirigido de D.
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Teorema 18. Sea D digráfica tal que si ψ : F (D) → {1, . . . , n}

es una n-coloración de las flechas de D, tenemos que D[ψ−1{i}] es

aćıclica con i ∈ {1, . . . , n} y sea α̃ = (αv, αv)v∈V (D) una familia de

digráficas ajenas coloreadas en las flechas. N∗ ⊂ V (σ(D, α̃)) es núcleo

por trayectorias monocromáticas si y solo si ∃N ⊂ V (D) núcleo por

trayectorias monocromáticas de D tal que N∗ = ∪v∈INv, donde Nv es

núcleo por trayectorias monocromáticas de αv y I = {v | v ∈ N}.

Dem. ⇐)

Sean N y N∗ como en la hipótesis.

Demostraremos primero queN∗ es absorbente por trayectorias mono-

cromáticas.

Sea z ∈ V (σ(D, α̃)) −N∗ aśı ∃v0 ∈ V (D) tal que z ∈ αv0, de esta

manera tenemos dos opciones: v0 ∈ N o v0 6∈ N .

Si v0 ∈ N tenemos que ∃zx-trayectoria monocromática en αv0 con

x ∈ Nv0 ⊂ N∗ ya que Nv0 es núcleo por trayectorias monocromáticas

de αv0.

Si v0 6∈ N , entonces ∃T = (v0, v1, . . . , vn−1, u) trayectoria monocro-

mática en D con u ∈ N , ya que N es núcleo por trayectorias monocro-

máticas de D, como z ∈ αv0 y tomando zi ∈ αvi con i = 1, ..., n− 1 y

zu ∈ Nv construimos la trayectoria monocromática T ′ = (z, z1, . . . , zn−1,

zu).

Por lo tanto N∗ es absorbente por trayectorias monocromáticas.

Ahora demostraremos que N∗ es independiente por trayectorias

monocromáticas.

Sean x0, xn ∈ N∗ x0 6= xn, supongamos que existe T = (x0, x1, . . . ,

xn) una x0xn-trayectoria, asi tenemos dos opciones: x0, xn ∈ αv para

alguna v ∈ V (D) o x0 ∈ αv y xn ∈ αu con v 6= u.

Caso 1 : Si x0, xn ∈ αv para alguna v ∈ V (D).
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Tenemos dos opciones: T ⊂ αv o T 6⊂ αv

Caso 1.a: Si T ⊂ αv entonces T es no monocromática ya que como

x0, xn ∈ N∗ se tiene que x0, xn ∈ Nv.

Caso 1.b: Si T 6⊂ αv, supongamos, por contradicción que T es

monocromática, entonces del lema anterior tenemos que ProyD(V (T ))

es la unión de ciclos dirigidos monocromáticos contradiciendo la hipó-

tesis.

Caso 2 : Si x0 ∈ αv y xn ∈ αu con v 6= u, por la definición de N∗ y

ya que x0, xn ∈ N∗ se tiene que x0 ∈ Nv y xn ∈ Nu con u, v ∈ N , ahora

supongamos por contradicción que T es monocromática con lo que

ProyD(T ) es una vu-trayectoria monocromática en D contradiciendo

que N es núcleo por trayectorias monocromáticas de D.

Por lo tanto N∗ es independiente por trayectorias monocromáticas.

Por lo tanto N∗ es núcleo por trayectorias monocromáticas.

⇒)

Sea N∗ núcleo por trayectorias monocromáticas de σ(D, α̃). Sea

N = {v ∈ V (D) | N∗ ∩ V (αv) 6= φ}.

Primero demostraremos queN es absorbente por trayectorias mono-

cromáticas en D.

Sea v ∈ V (D) −N y sea z0 ∈ V (αv), como v 6∈ N tenemos que

z0 6∈ N∗ por lo que ∃T = (z0, . . . , zn) trayectoria monocromática con

zn ∈ N∗ además podemos suponer sin pérdida de generalidad que zi ∈

V (αi) i = 1, ..., n (ya que T es monocromática), de esta manera tenemos

que ProyD(T ) es una vuzn-trayectoria monocromática con uzn ∈ N .

Por lo tanto N es absorbente por trayectorias monocromáticas.

Ahora probaremos que N es independiente por trayectorias mono-

cromáticas.
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Sea v0, vn ∈ N y supongamos que existe T = (v0, . . . , vn) una tra-

yectoria entre ellos contenida en D. Supongamos que T es monocro-

mática, aśı como v0, vn ∈ N se tiene que ∃z0 ∈ V (αv0) ∩N∗ y zn ∈

V (αvn) ∩N∗, tomando un punto zi ∈ αvi, i = 1, ..., n−1, T induce una

z0zn-trayectoria monocromática contradiciendo que N∗ es núcleo por

trayectorias monocromáticas.

Por lo tanto N es independiente por trayectorias monocromáticas.

De lo anterior se tiene que N es núcleo por trayectorias monocro-

máticas de D.

Por otro lado si denotamos Nv = N∗∩V (αv), es claro que, ∪v∈INv ⊆

N∗ con I = {v | v ∈ N}. Ahora tomemos z ∈ N∗, por la definición de

σ(D, α̃) tenemos que z ∈ N∗ ∩V (αv0), por lo cual v0 ∈ N , por lo tanto

z ∈ Nv0 y como consecuencia z ∈ ∪v∈INv.

Por lo anterior N∗ = ∪v∈INv.

‖

Ejemplo: Tomemos a D y αv como en el ejemplo anterior con la

coloración:
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Con lo que D tiene como núcleo por trayectorias monocromáticas

al conjunto {1} y σ(D, α̃) es:

que tiene a {6} como núcleo por trayectorias monocromáticas.

Lema 10. Sean D una digráfica coloreada en sus flechas, B ⊂ D

y DB la duplicación de B. Además sea ψ : D[B] → B′ el isomorfismo

definido por la duplicación.

Definimos φ : D → DB \D[B] como:

φ(x) =




IdD(x), si x 6∈ B

ψ(x), si x ∈ B

Entonces φ es un isomorfismo y T ⊂ D es una trayectoria monocro-

mática si y solo si φ(T ) ⊂ DB \D[B] es una trayectoria monocromática.

Dem. Primero demostraremos que φ es isomorfismo.

Probaremos que φ es inyectiva. Sean x, y ∈ V (D), con x 6= y,

tenemos los siguientes casos: x, y ∈ B y x /∈ B, y 6∈ B y x ∈ B, y 6∈ B.

Como ψ y IdD son isomorfismos, los primeros dos casos se siguen de

manera directa de la definición de φ.
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Esquema:

Revisemos el tercer caso, como x ∈ B y y 6∈ B tenemos φ(x) =

ψ(x) 6= IdD(y) = φ(y) por lo tanto φ es inyectiva.

Ahora probaremos que φ es suprayectiva.

Sea z′ ∈ DB \D[B], entonces z′ ∈ B′ o z′ 6∈ B′.

Si z′ ∈ B′, como ψ es isomorfismo, existe una única z ∈ B ⊂ V (D)

tal que φ(z) = ψ(z) = z′

Si z′ 6∈ B′, entonces z′ ∈ V (DB)\V (D[B] ∪ B′) por lo tanto φ(z′) =

IdD(z′) = z′.

Por lo tanto φ es suprayectiva.

Por lo tanto es biyectiva.

Ahora tenemos que mostrar que x adyD y si y solo si φ(x) adyDB\D[B]

φ(y)

Sean x, y ∈ V (D) tal que x adyD y aśı tenemos los siguientes casos:

x, y ∈ B, x, y 6∈ B y x ∈ B, y 6∈ B

Si x, y ∈ B, tenemos que como ψ es isomorfismo x adyD y si y solo

si φ(x) = ψ(x) adyDB\D[B] ψ(y) = φ(y)

Si x, y 6∈ B, tenemos que como IdD es isomorfismo x adyD y si y

solo si φ(x) = IdD(x) adyDB\D[B] IdD(y) = φ(y)
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Si x ∈ B, y 6∈ B, tenemos que x adyD y si y solo si φ(x) =

ψ(x) adyDB\D[B]

IdD(y) = φ(y) por la definición de la duplicación.

Por lo tanto φ es isomorfismo.

Ahora demostraremos que T ⊂ D es una trayectoria monocromática

si y solo si φ(T ) ⊂ DB D[B] es una trayectoria monocromática.

Sea T = (x0, x1, . . . , xn) una trayectoria monocromática en D. Con-

sideremos los siguientes casos

Caso1 T ∩ B = φ ⇔ φ(T ) = IdD(T ) = T que es una trayectoria

monocromática de DB

Caso 2 T ∩B 6= φ, sea T ∩B = {xi1, . . . , xik | i1, . . . , ik ⊂ 1, . . . , n}

⇔ φ(T ) = IdD(T \ xij) ∪ {ψ({xij | j = 1, . . . , k})} = (T \ xij) ∪ {x′ij}

con x′ij ∈ B′ que es monocromática por la definición de DB, además

tenemos que δD(xj) = δDB(x′j)

Por lo tanto las trayectorias monocromáticas son invariantes a traves

de φ. ‖

Teorema 19. Sea D una digráfica coloreada en sus flechas sin ci-

clos dirigidos monocromáticos, B ⊂ V (D) y DB la duplicación de B.

D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas si y solo si DB tiene

núcleo por trayectorias monocromáticas.

Dem. ⇒)

Sea N un núcleo por trayectorias monocromáticas de D. Conside-

rémos los siguientes casos.

Caso 1 Si N ∩B = φ.

Entonces N es núcleo por trayectorias monocromáticas de DB.

Primero probaremos queN es independiente por trayectorias mono-

cromáticas.
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Sean x 6= y ∈ N , y sea T = (x = x0, x1, . . . , xn = y) una trayectoria

dirigida en DB. Supongamos que T es monocromática.

Consideraremos los siguientes casos: T ∩B = φ o T ∩ B 6= φ

Si T ∩ B = φ, entonces T ⊂ V (DB) \ V (D[B]), y del lema ante-

rior tenemos que, φ−1(T ) es una xy-trayectoria dirigida monocromática

contradiciendo que N es núcleo por trayectorias monocromáticas.

Si T ∩ B 6= φ, tomamos T (I) = (x = x0, x1, . . . , x
′
i, . . . , xn = y)

trayectoria dirigida, con i ∈ I e I = {j | xj ∈ V (T ) ∩ B}, que

por la definición de DB es monocromática, ya que T lo es, y además

T (I) ⊂ DB \D[B], aśı aplicando el lema anterior φ−1(T (I)) es una tra-

yectoria dirigida monocromática contradiciendo que N es núcleo por

trayectorias monocromáticas de D

Por lo tanto T no es monocromática y por lo tanto N es indepen-

diente por trayectorias monocromáticas.

Ahora probaremos que N es absorbente por trayectorias monocro-

máticas.

Sea z ∈ V (DB) \ N , consideremos los siguientes casos z ∈ B′ o

z 6∈ B′.

Si z 6∈ B′, entonces z ∈ V (D), por lo tanto existe zN -trayectoria

dirigida monocromática con T ⊂ V (D) ⊂ V (DB).

Si z = y′ ∈ B′, entonces existe y ∈ B el original de y′ y por lo tanto

existe T = (y, x1, . . . , xn) trayectoria dirigida monocromática con xn ∈

N , de esta manera tomando T ′ = (y′, x1, . . . , xn) es una trayectoria

dirigida monocromática de y′ a N . Por lo tanto N es absorbente por

trayectorias monocromáticas.

Y por lo tanto N es núcleo por trayectorias monocromáticas deDB .

Caso 2 Si N ∩B 6= φ.
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Sea Z = N ∩ B, aśı afirmamos que N∗ = N ∪ Z ′ es núcleo por

trayectorias monocromáticas de DB .

Primero probaremos queN∗ es independiente por trayectorias mono-

cromáticas.

Sean x 6= y ∈ N∗ y T = (x = x0, x1, . . . , xn = y) una trayectoria

dirigida en DB. Supongamos que T es monocromática.

Como x 6= y ∈ N∗ tenemos los siguientes casos.

Si x, y ∈ N , entonces tomamos T (I) = (x = x0, x1, . . . , x
′
i, . . . , xn =

y) trayectoria dirigida, con i ∈ I e I = {i | xi ∈ V (T ) ∩ B′}, de

esta manera T (I) ⊂ V (D) y como T es monocromática también T (I).

contradiciendo que N es núcleo por trayectorias monocromáticas de D.

Si x ∈ N , y ∈ Z ′ y x 6∈ B, repetimos el razonamiento anterior.

Si x ∈ N , y ∈ Z ′ y x ∈ B, tenemos dos casos.

Caso 1 x es el vértice original de y.

Entonces al tomar T (I) = (x = x0, x1, . . . , x
′
i, . . . , xn = y), con i ∈ I

e I = {j | xj ∈ V (T )∩B′} obtenemos un ciclo dirigido monocromático

de D contradiciendo la hipótesis.

Caso 2 x no es el vértice original de y.

Entonces al tomar T (I) = (x = x0, x1, . . . , x
′
i, . . . , xn = y), con

i ∈ I e I = {j | xj ∈ V (T ) ∩ B′} obtenemos una trayectoria dirigida

monocromática en N , contradiciendo que N es núcleo por trayectorias

monocromáticas de D.

Por lo tanto T no es monocromática y de aqúı que N∗ es indepen-

diente por trayectorias monocromáticas.

Ahora probaremos que N∗ es absorbente por trayectorias monocro-

máticas.

Sea z ∈ V (DB) \N∗, aśı tenemos dos casos.
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Si z = y′ ∈ B′, entonces existe y ∈ B el original y como N es núcleo

por trayectorias monocromáticas de D existe T = (y = x0, x1, . . . , xn)

monocromática, con xn ∈ N , de esta manera tomamos T ′ = (z =

y′, x1, . . . , xn) que es una zN∗-trayectoria dirigida monocromática, ya

que T lo es.

Si z 6∈ B′, entonces z ∈ V (D) y es absorbido por N y por lo tanto

por N∗.

Por lo tanto N∗ es núcleo por trayectorias monocromáticas de DB .

⇐)

Sea N∗ núcleo por trayectorias monocromáticas de DB.

Consideremos los siguientes casos.

Caso 1 : N∗ ∩B′ = φ.

Entonces N∗ es núcleo por trayectorias monocromáticas de D, ya

que N∗ ⊂ D ⊂ DB.

Caso 2 : N∗ ∩B′ 6= φ.

Sea Z ′ = N∗ ∩ B′ y N = N∗ \ Z ′. Entonces afirmamos que H =

N ∪Z, con Z el original de Z ′, es núcleo por trayectorias monocromá-

ticas de D.

Probaremos que H es independiente por trayectorias monocromá-

ticas

Sean x 6= y ∈ H y T = (x = x0, x1, . . . , xn = y) una trayectoria

dirigida en D.

Supongamos por contradicción que T es monocromática.

De esta manera tenemos tres opciones x, y ∈ N , x ∈ N y y ∈ Z o

x, y ∈ Z.

Si x, y ∈ N entonces, al ser T monocromática y ya que T ⊂

D ⊂ DB, contradecimos que N∗ es independeinte por trayectorias

monocromáticas de DB.



6. NÚCLEOS POR TRAYECTORIAS MONOCROMÁTICAS 103

Si x ∈ N y y ∈ Z, entonces tomamos T ′ = (x = x0, x1, . . . , x
′
n = y′)

es una trayectoria dirigida monocromática, ya que T lo es, con x, y′ ∈

N∗, contradiciendo que N∗ es núcleo por trayectorias monocromáticas.

Si x, y ∈ Z, entonces tomamos T ′ = (x′ = x′0, x1, . . . , x
′
n = y′) es

una trayectoria dirigida monocromática ya que T lo es, con x′, y′ ∈ N∗,

contradiciendo que N∗ es núcleo por trayectorias monocromáticas.

Por lo tanto H es independiente por trayectorias monocromáticas.

Ahora probaremos que H es absorbente por trayectorias monocro-

máticas.

Sea z ∈ V (D) \H. Como D ⊂ DB , entonces z ∈ V (DB)

Y como N∗ es núcleo por trayectorias monocromáticas de DB ,

entonces existe T = (z = x0, x1, . . . , xn) trayectoria monocromática

con xn ∈ N∗, aśı tomando T (I) = (z = x0, x1, . . . , x
′
i, . . . , xn), con

i ∈ I e I = {i | xi ∈ V (T ) ∩ B′} obtenemos una trayectoria dirigida

monocromática contenida en D y con xn ∈ H

Por lo tanto H es absorbente por trayectorias monocromáticas.

Por lo tanto H es núcleo por trayectorias monocromáticas de D. ‖

Ejemplo: Sea D como en la figura, B = {1, 2} y con coloración

denotada por letras minúsculas:
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Aśı D tiene a {2, 4} como núcleo por trayectorias monocromáticas

y de esta manera DB es la digráfica:

con {2, 4, 4′} como núcleo por trayectorias monocromáticas.

Definición 31. Sea D una digráfica coloreada en sus flechas.

Decimos que D es núcleo perfecta por trayectorias monocromáticas

localmente si ∀B ⊆ V (D), D[B] tiene núcleo por trayectorias mono-

cromáticas.

Definición 32. Sea D una digráfica coloreada en sus flechas.

Decimos que D es núcleo perfecta por trayectorias monocromáticas

globalmente si ∀B ⊂ V (D), ∃N ⊂ V (D[B]) tal que N es absorbente

por trayectorias monocromáticas en D[B] y N es independiente por

trayectorias monocromáticas en D.

Teorema 20. Sea D una digráfica coloreada en sus flechas y αv

una familia de digráficas ajenas coloreadas en sus flechas.
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D y αv son núcleo perfectas por trayectorias monocromáticas glob-

almente si y solo si σ(D, α̃) es núcleo perfecta por trayectorias mono-

cromáticas globalmente.

Dem. ⇒)

Sean D y αv núcleo perfectas por trayectorias monocromáticas glo-

balmente.

Tenemos que por la proposición 4 del caṕıtulo anterior sección 4

toda subdigráfica B de σ(D, α̃) es de una de las siguientes tres formas:

(1) la composición σ(D0, β̃), donde D0 es una subdigráfica in-

ducida de D y β̃ es una familia de digráficas (βv)v∈V (D0), tal

que βv son subdigráficas de αv, v ∈ V (D0).

(2) una subdigráfica inducida de αv para alguna v ∈ V (D) o

(3) la unión disjunta de digráficas de (1) y (2).

Caso 1 :

Si es la composición σ(D0, β̃), donde D0 es una subdigráfica in-

ducida de D y β̃ es una familia de digráficas (βu)u∈V (D0), tal que βu son

subdigráficas de αu, u ∈ V (D0), entonces existe N ⊂ V (D0) y Nu ⊂ βu

conjuntos tal que N es absorbente por trayectorias monocromáticas en

D0 y es independiente por trayectorias monocromáticas en D y Nu es

absorbente por trayectorias monocromáticas en βu e independiente por

trayectorias monocromáticas en αu. Aśı, sabemos que, por el teorema

18, si tomamos N∗ = ∪u∈INu con I = {u | u ∈ N}, es absorbente por

trayectorias monocromáticas en σ(D0, β̃).

Además, comoN yNu son independientes por trayectorias monocro-

máticas en D y αu respectivamente, entonces N∗ es independiente por

trayectorias monocromáticas en σ(D0, β̃), ya que si u 6= v ∈ N , no hay

trayectorias monocromáticas de Nu a Nv ni viceversa.
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Caso 2 :

Si B es una subdigráfica inducida de αv, para alguna v ∈ V (D).

Entonces sea A = {u ∈ V (D) | V (αu) ∩ V (B) 6= φ}.

De esta manera, tomamos D0 = D[A], y βu = B ∩ αu y formamos

σ(D0, β̃), regresandonos aśı al caso anterior.

Caso 3 :

Si B es la unión disjunta de digráficas de (1) y (2).

Entonces B es la unión de σ(D0, β̃) , donde D0 es una subdigráfica

inducida de D y β̃ es una familia de digráficas (βu)u∈V (D0), tal que βu

son subdigráficas de αu, u ∈ V (D0) y subdigráficas inducidas de αx,

para alguna x ∈ V (D) con x 6= u.

De esta manera, tomando A = {x ∈ V (D) | V (αx) ∩ V (B) 6= φ},

podemos formar D′ = D0∪D[A] y γz = βu ∪ (αx∩B) y de esta manera

tener σ(D′, γ̃) cayendo en el caso 1.

⇒)

ComoD es subdigráfica de σ(D, α̃) entoncesD es núcleo por trayec-

torias monocromáticas globalmente. ‖

Teorema 21. Sea D una digráfica coloreada en sus flechas sin ci-

clos dirigidos monocromáticos, B ⊂ V (D) y DB la duplicación de B.

D es núcleo perfecta por trayectorias monocromáticas localmente si

y solo si DB es núcleo perfecta por trayectorias monocromáticas local-

mente.

Dem. ⇐)

Sea A ⊂ V (D)

P.d. D[A] tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.
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Por la definición de DB tenemos que A ⊂ V (D) ⊂ V (DB) y

D[A] = DB[A], aśı por hipótesis DB[A] tiene núcleo por trayecto-

rias monocromáticas, por lo tanto D[A] tiene núcleo por trayectorias

monocromáticas.

⇒)

Sea A ⊂ V (DB)

P.d. DB[A] tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.

Asi tenemos dos casos A ∩B′ = φ o A ∩ B′ 6= φ

Caso 1 : Si A ∩B′ = φ.

Entonces A ⊂ V (DB \B′) ⇔ A ⊂ V (D). De esta manera, por

la definición de DB, tenemos que DB [A] ∼= D[A] y como D[A] tiene

núcleo por trayectorias monocromáticas, entonces DB [A] tiene núcleo

por trayectorias monocromáticas.

Caso 2 : Si A ∩B′ 6= φ.

Definimos los siguientes conjuntos: Sean C ′ = {x′ ∈ V (DB) | x′ ∈

A ∩ B′} y E = {x ∈ V (DB) | x ∈ A \ C ′} por lo tanto A = C ′ ∪ E.

Aśı tenemos dos casos: E ∩ C = φ o E ∩ C 6= φ.

Caso 2.1 : Si E ∩ C = φ.

Entonces DB [E ∪ C ′] ∼= DB[E ∪ C] por lo tanto DB[A] ∼= DB[E ∪

C] ∼= D[E ∪ C] que tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.

Caso 2.2 : Si E ∩ C 6= φ.

De nuestra hipótesis, tenemos que D[E∪C] tiene núcleo por trayec-

torias monocromáticas N . Consideremos los casos N ∩ B = φ o

N ∩B 6= φ

Si N ∩ B = φ, entonces N es núcleo por trayectorias monocromá-

ticas de DB[C ′ ∪ E], por el Teorema 19.

Si N ∩ B 6= φ, como en el caso anterior tomemos N núcleo por

trayectorias monocromáticas de D[E ∪ C], denotemos D1 = D[E ∪ C]
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y H = N ∩ C. Sabemos que por el Teorema 19 N ∪ H ′ es núcleo por

trayectorias monocromáticas de DC
1 , la duplicación de C en D1.

Observemos que H ′ ⊂ C ′ y (N \H) ⊂ E.

Afirmamos que N ′ = (N \ H) ∪ H ′ es núcleo por trayectorias

monocromáticas de DB[A].

Claramente N \H y H ′ son independientes cada uno. Veamos que

no hay trayectorias monocromáticas entre ellos. Si T fuera una trayec-

toria monocromática entre N \H y H ′ entonces T ′ (la trayectoria que

cambia cada vértice por su copia) seŕıa una trayectoria monocromática

que empieza y termina en N , contradiciendo que N era núcleo por

trayectorias monocromáticas. Por lo tanto es independiente por trayec-

torias monocromáticas.

Que es absorbente por trayectorias monocromáticas se sigue de que

N ∪H ′ es núcleo por trayectorias monocromáticas de DC
1

Por lo tanto DB es núcleo perfecta por trayectorias monocromáticas.

‖
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