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Introduccion

El concepto de nticleo fue introducido por John Von Neumann y
Morgenstern en [13], en el &mbito de la teoria de juegos y su aplicacién
en la economia, desde entonces este concepto ha desarrollado una teoria
propia, en el contexto de la teoria de digraficas, que a su vez a impul-
sado el crecimiento de la aplicacion de las digraficas a otras areas de la
matematica, como son la logica, el algebra, teoria de juegos y otras.

Una de las cuestiones que ha tenido particular interés, es la de
existencia, es decir, bajo que condiciones una digrafica tiene ntcleo.
Autores como Richardson [11], Duchet [2], Galeana S. y Neumann
L. [3, 4, 8] han dado respuestas a esta cuestiéon. Por ejemplo, el teo-
rema debido a Richardson: Toda digrdfica sin ciclos dirigidos de longi-
tud impar posee nicleo, fue uno de los primeros resultados importantes
en ntcleos.

También se han desarrollado generalizaciones del concepto como es
el (k,)- micleo, introducido por Kwasnik M. en [10] y con el cual probd
una generalizacion del teorema de Richardson: St D es una digrdfica
fuertemente conexa tal que para todo ciclo dirigido, v, de D se tiene
que l(y) Z 0 (mod k), entonces D tiene (k,k — 1)-nicleo.

Autores mexicanos como Galeana S. y Rincén Mejia [5, 7], han
desarrollado este tema con teoremas importantes de existencia como:

Sea D una digrdfica que satisface las siguientes condiciones:
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(1) Eziste mg € V(D) tal que para cada x € V(D) ezisten un xmy-
camino dirigido contenido en Asym(D), tal que su longitud = i
(mod k) para alguna 0 < i <1 y un mozx-camino dirigido.

(2) Todo ciclo dirigido v tal que I(y) £ 0 (mod k) cumple alguna
de las siguientes condiciones: a) Toda flecha de ~y es una flecha

simétrica de D b) v tiene al menos k flechas simétricas

Entonces D tiene un (k,1)-nicleo.

Otra generalizacion de ntcleo, es el concepto de nicleo por trayec-
torias monocromaticas, introducido por Galeana S. en [6], donde se es-
tablecen condiciones suficientes para la existencia de niicleo por trayec-
torias monocromaticas en torneos m-coloreados. Este concepto perte-
nece a la teoria de digraficas coloreadas en las flechas y a pesar de ser
un concepto importante en la teoria de nticleos atin esta en etapa de
desarrollo y difusion. Dentro de los autores que han obtenido teoremas
importantes en este tema tenemos a B. Sands, N. Sauer, R. Woodrow
y H. Galeana en [6, 12].

El presente trabajo no pretende abarcar todo lo hecho en el tema,
pero si trata de dar una panorama de las ideas labradas actualmente
por algunos autores que han trabajado en los temas de nicleos, (k,1)-
nucleos y nicleos por trayectorias monocromaticas.

En los primeros cuatro capitulos se dan los conceptos bésicos y
se prueban teoremas que dan condiciones suficientes para que una
digréfica tenga (k,[)-nticleo y ntcleo, pruebas dadas por matematicos
mexicanos (Dra. Hortensia Galeana, Dr. Hugo Rincén)

En el quinto capitulo se detallan teoremas que tienen que ver con
la conservacién de (k,l)-nicleo bajo varias operaciones de digraficas

(Magdalena Kucharska [9]).
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En el sexto y ultimo capitulo se dan resultados nuevos, obtenidos

en colaboracion con la Dra. Hortensia Galeana, con respecto a nicleos
por trayectorias monocromaéticas y su relacién con dos operaciones im-

portantes en digraficas.



Conceptos Basicos

Definicién 1. Una digrafica D es una pareja (V, F') de conjuntos
ajenos, tal que V # ¢ y FF C V x V, llamados conjunto de vértices y
flechas respectivamente, y denotados por V(D) y F(D).

Ejemplo:

Sea V' =10,1,2,3}

con F'={(0,1),(2,3)}

? O

3 eeg—)2

con F'=1{(0,1),(1,2),(2,3),(3,0)}

Definicién 2. Sea D digréfica, una subdigrafica de D, es una

digrafica D' tal que (V(D') C V(D), F(D') C F(D)).

Definicién 3. Sea D una digrafica. La subdigrafica inducida por
B C V(D), denotada D|B], es la subdigrafica maxima, por contensién
en D, con V(D|[B]) = B.
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Ejemplo:
Sea D = (V = {0,1,2,3}, F' = {(0,1),(1,2),(2,3),(3,0)}), como

antes.

Entonces D' = (V. = {0,1,2}, F = {(0,1),(1,2)}) es una sub-
digrafica de D.

Definicién 4. Sea D una digréfica. Un camino dirigido W =
(xo, ..., %), es una sucesién de vértices de D, tal que, (z;, ;1) € F(D)
Vie{0,1,...,n—1}.

Ejemplo:

W =(1,2,3,4,5,3)

Definicién 5. Sea D una digrafica. Una trayectoria dirigida T" =
(xo,...,%y), una sucesion de vértices de D, tal que, (x;, z;41) € A(D)

y no se repiten vértices.
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Ejemplo.
T=1(1,2,3,4,5)

NOTACION 1. Sean D una digrafica y W un camino dirigido en D.
Si x;, x5 € V(W) entonces [z;, W, x| denota el camino dirigido de z; a
x; contenido en W.

Definicién 6. Un ciclo de una digrafica D, es un ciclo en la grafica

subyacente de D

Definicién 7. Un ciclo dirigido en una digrafica D, es una sucesién

de vértices distintos v = (o, . . ., Tn, To) tal que, (z;, x; + 1), (x,, o) €
F(D). La longitud de un ciclo (dirigido) C, denotada por [(C), es
I(C)=n+1

Ejemplo:

En

tenemos el ciclo dirigido v = (3,4, 5, 3) y ciclo (3, 5,4, 3)

Definicién 8. Una digrafica es asimétrica si no contiene ciclos di-
rigidos de longitud dos. Es decir, que no existen en F' elementos de la

forma (a,b) y (b,a) al mismo tiempo.
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Asym(D) denota la subdigrafica de D que es asimétrica.
Ejemplo:
En D= (V={1,2}, F ={(1,2)})

1Ot

Definicién 9. Una digréfica es bipartitasi V = ViUV, con VNV, =
¢ysifa,b) e F=(aeVinbeVabaeVaNbe V)

Ejemplo:

Sea D = (V ={1,2,3,4,5,6}, F ={(3,5),(2,4), (4,1)})

Definicién 10. Sea D una digréficay {1,2,...,n} un conjunto de
naturales (que representan n colores diferentes). Una n-coloracién de

V(D) es una funcién f: V(D) — {1,2,...,n}.

Ejemplo: Sea D como en la figura, con {1,2,3,4,5} tenemos:

()

Definicién 11. Sea D una digréfica. El nimero cromatico de D,
X(D), lo definimos como x(D) = min{|{1,2,...,n}|: Vz,y € V(D)
vadypy = f(z) # f(y)}.
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Ejemplo: Tomemos la digrafica del ejemplo anterior con la colo-

racién {1, 2}, y asi obtenemos que x(D) = 2.

()1

Definiciéon 12. Sea D una digrafica. El nimero dicromético de
D, di(D), es di(D) = min{|{1,2,...,n}| : D[f~'(n)] no tiene ciclos
dirigidos}.

Ejemplo: Si tomamos la siguiente digrafica tenemos que di(D) = 2

(O

Definicién 13. Sea D una digréfica, & = (a, Jy)pev(p) Una familia
donde las «, son digraficas ajenas y .J, es un subconjunto no vacio de
V(aw) con v € V(D). Definimos la digréafica composicién o(D, @) como
sigue:

) V(D) = U Viw),

ii) F(o(D,a)) = (ve‘L/J(D)F(av)) U{(z,y) | = € Ju,y € Jy, con
(u,v) € F(D)}
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Ejemplo:
Sea D = (V ={1,2,3}, F ={(1,2),(2,3),(3,1)})

y a, = (V ={a,b}, F ={(a,b)}) para cad u € V(D).

2 O—)—O b

J1 ={a}, Jo ={b}, J5 ={a,b}

entonces

o(D,a)= (V = {sl,s2,s3, s4, s5, s6},

F ={(s1,s2), (52, s3), (52, s3), (s3, s6), (s4, s6), (s6, s5), (s6, s2),
(s4,53)})

Definicién 14. Para cada U C V(o(D, &)) definimos la proyeccién

de U en D como:

Proyp(U) = D[{v € V(D) | UNV(a,) # ¢}]

Definicién 15. Sea~y = (xo, .. ., Ty, xo) un ciclo (dirigido) de o (D, &),
decimos que B C V() es una componente (dirigida) de «y si Proyp(U)
es un ciclo (dirigido) de D.



1. CONCEPTOS BASICOS 15

Definicién 16. Sean D digrificay B C V(D). Sea E una digrafica
isomorfa a D[B], con V(E) = B’. Definimos la digrafica duplicacién
de B, DB, como sigue:

i) V(DP) =V(D)UV(E).

ii) F(DP) = F(D) U F(E) U FyU Fy, donde

Fo=A{(z",y) | 2" € V(E),y € V(D) A (2,y) € F(D)}
Fr=A{(z,y) |y € V(E),z € V(D) A(z,y) € F(D)}

Si x € B, llamamos a 2’ € B’ la copia de x, y a x el original de .
Ejemplo:
Si D es de la siguiente forma con B = {1, 3,4}

1 4

entonces DP es de la forma

Definicién 17. Sean D una digréfica, =,y € V(D) y B C V(D).
Definimos la distancia de = a y, dp(x,y), como la minima longitud de

todas las xy-trayectorias en D,y dp(x, B) = ngz{dp(x, 2)}.
ze
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Definicién 18. Sea D una digréfica. N C V(D) es ntcleo de D si
se satisfacen las siguientes condiciones:

i) F(D[N]) = ¢, se dice que N es independiente.

ii) Vz € (V(D)\ N)Jdz € N tal que (z,z) € A(D), se dice que N
es absorbente.

Ejemplo:

digrafica sin nicleo

4 5
3
2 1
digrafica con ntcleo
4 5
3
2 1

el nicleo es el conjunto {1, 3}.

Definicién 19. Una digrafica D es nicleo perfecta cuando cada
subdigrafica inducida de D tiene nicleo.

Ejemplo:
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Definicién 20. Sea D una digrafica y N C V(D). Decimos que
N es un (k,l)-nicleo de D, con k > 2 y [ > 1, si se satisfacen las
siguientes condiciones:

i) Vr,y € Ny x # y se tiene que dp(z,y) > ky dp(y,z) > k.

i) Vze V(D) \ N,dp(z,N) <.

En el primer caso se dice que N es k-independiente y en el segundo
[-absorbente.

Ejemplo:

Digréfica sin (3, 2)-ntcleo.

Digrafica con (3, 2)-nucleo.

el (3,2)-nicleo serfa el conjunto {1,4}.

Definicién 21. Toda digrafica D en la cual toda subdigrafica in-

ducida tiene (k,)-nticleo, se le llama digréfica (k,[)-nicleo perfecta.
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Ejemplo:

Definicién 22. Sea D una digrafica. Si ¢ : F(D) — {1,2,...,n}
es una funcién, donde el conjunto {1,2,...,n} representa n colores

distintos, decimos que D es una digrafica coloreada en sus flechas

Definicién 23. Sean D y & = (v, & )vev(p) una familia donde o,
son digraficas ajenas, coloreadas en sus flechas, es decir, tenemos fun-
ciones ¢ : F(D) — {1,2,....,n} v fu : F(a) — {1(v),2(v),...,m(v)}.

Definimos la coloracion en las flechas de o(D, &) como:

¢ F(o(D,a)) — {1,2,...,n} U (ve‘L/J(D){l(v),Q(v), ...,m(v)}) de
tal manera que: ¢l,, = fo v ¢((z,y)) = ¥(u,v) donde x € ay,y € a,
con (u,v) € F(D)}

Definicién 24. Sea D una digraficay B C V(D).

Sean ¢ : F(D) — {1,2,...,n} y x : F(E) — {1,2,...,n}, la
coloracién de D y de E respectivamente (isomorfismos de digraficas
preservan coloracién).

Definimos la coloracién de la duplicacién de B, D?, como:

La funcién ¢ : F(DP) — {1,2,...,n} con las siguientes propiedades:

¢|F(D) =1, ¢|F(E) =XY ¢|Fo = = ¢|F1

Definicién 25. Sea D digréafica coloreada en sus flechas y N C
V(D). Decimos que N es nucleo por trayectorias monocrométicas de

D si se satisfacen las siguientes condiciones
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i)Vz,y € N, x # y, no existe xy-trayectoria dirigida
monocromatica en D.
ii) Vz € V(D) \ N, existe una zN-trayectoria dirigida
monocromatica en D.
Ejemplo:
Digréafica sin nticleo por trayectorias monocromaticas, ya que se

tienen todas las flechas de diferentes colores

La misma digrafica pero coloreada de diferente manera si tiene

nicleo por trayectorias monocromadticas a saber, el conjunto {1, 3}



Existencia de (k,[)-ntcleos en digraficas

El objetivo de esta seccién es probar un teorema que generaliza
el resultado obtenido por Kwasnik en [10], el cual es a su vez una
generalizacion del teorema de Richardson. La presente generalizacion
es sobre digraficas cuya parte asimétrica es fuertemente conexa.

Ademsds se prueba que existe una relacién entre digréficas fuerte-

mente conexas, de las que habla Kwasnik, y su nimero cromatico.

Definicién 26. Sea D una digréfica. Decimos que D es fuertemente
conexa si Vr,y € V(D) existe un zy-camino dirigido y un yz-camino

dirigido en D.

Lema 1. Todo camino dirigido cerrado W, que satisface,
(W) #£ 0 (mod k), con k > 2, contiene un ciclo dirigido v, tal que
I(v) #0 (mod k).

Dem. Sea W = (xg,21,...,Tn, To) un camino dirigido en una di-
grafica D cualquiera, tal que [(WW) #£ 0 (mod k), y k > 2.

Como W es un camino dirigido cerrado, entonces W = | J~; con ~;
ciclos dirigidos.

Entonces si para todo ciclo dirigido de W, I(;) =0 (mod k), y ya
que [(W) = > 1(y:) se tendria que {(W) =0 (mod k), contradiciendo

la hipétesis. I

21
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Ejemplo:
Sea k = 4 y D una digrafica que tiene el camino dirigido cerrado

W =(1,2,3,4,5,2,1)

entonces contiene el ciclo dirigido v = (1,2, 1), cuya longitud no es

un miultiplo de 4.

Teorema 1. Si D es digrdfica fuertemente conexa tal que todo ciclo

dirigido vy de D cumple que [(y) =0 (mod k), entonces x(D) < 3

Dem. Sea D una digrafica fuertemente conexa tal que todo ciclo
dirigido v de D tiene [(y) = 0 (mod k), sea mg € V (D), para cada
0<i<kyseaN; C V(D) definido como sigue:

N; ={z € V(D) | existe un C' = mgpz-camino dirigido con [(C) =i
(mod k)}.

Probaremos que N; tiene las siguientes propiedades.

1) NNy Nj=¢,coni#ji,je{0,1,....k—1}

Supongamos que z € N; N Nj;, entonces existe Cj = mgz-camino
dirigido tal que [(C}) =i (mod k)} y existe Cy = mgz-camino dirigido
tal que I(Cy) = j (mod k)}, ademds como D es fuertemente conexa
existe U5 = zmg-camino dirigido, como en la figura 1. Asi C; U Cs

y Co U (3 son caminos dirigidos cerrados de D. Si [(Cy; U C3) # 0
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(mod k) entonces, aplicando el lema anterior contendria un ciclo di-

rigido cuya longitud seria no congruente con cero (mod k) contradi-

ciendo la hipétesis. Por lo tanto [(C1UC3) =0 (mod k), andlogamente

para Cy UC3. Lo que implica que I(Cy UC3) = 1(CLUC3) =0 (mod k),

es decir [(C) +1(C3) = 1(C2) +1(C3) =0 (mod k), que nos lleva a que

I(Cy)=i=1(Cy) =7 (mod k) lo que es imposible, ya que i # j.
Figura 1:

2) Para cada par x,y € N;, x # y se tiene que dp(z,y) > k.

Sean x,y € N;, © # y y supongamos que existe una xy-trayectoria
dirigida, T', tal que I(T) < k — 1.

Como z,y € N;, tomamos C, un moyx-camino dirigido, Cy un moy-
camino dirigido tal que I(C,) = (C,) = ¢ (mod k) y C un ymy-camino
dirigido, C' existe ya que D es fuertemente conexa, figura 2.

De esta manera tenemos que C, UT U C y Cy, U C son caminos
dirigidos cerrados, si I[(C, UT U C) # 0 (mod k) entonces aplicando
el lema anterior tendriamos que contiene un ciclo dirigido con longitud
% 0 (mod k) contradiciendo la hipdtesis; de aqui tenemos que, I(C, U
TUC) =0 (mod k), de manera andloga se tiene que {(C, UC) = 0
(mod k), por lo tanto tenemos que ((C, UT UC) = (C,UC) =0
(mod k) de donde se sigue que, {(C, UT) = [(Cy) (mod k); por otro
lado tenemos que [(C, UT'UC) = I(T") (mod k), aplicando lo anterior
obtenemos I(C, UT UC) =1(T) =r (mod k), con 1 <r <k-—11lo

cual es imposible.
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Figura 2:

3) Claramente cada flecha de D con punto inicial en N; tiene punto
final en N;1; y V(D) = Uf;olNi.

Esquema:

Mo

Asi si k es par, se sigue de 1, 2y 3 que Ng U NoU, ..., UN._ 5 ¥
N1 U N3U,...,UN,_; son dos conjuntos independientes que cubren a
V(D), y por lo tanto x(D) < 2.

Si k es impar, se sigue de 1, 2 y 3 que No U NoU, ... ,UN,_3, N7 U
N3U,...,UN;_o y Ni_1 son tres conjuntos independientes que cubren
V(D) y por lo tanto x(D) < 3, ademas en ambos casos se tiene que N;
es (k,k — 1)-nucleo de D. I

Ejemplo:

Si k =4y D es como en la figura, entonces
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si tomamos my = 1 tenemos que Ny = {1,5}, N; = {2,6}, N, = {3}

y N3 = {4, 7} y podemos colorear la digrafica dando a los vértices 1, 3, 5
un color y otro color distinto a 2,4, 6,7, por lo que x(D) <3

Teorema 2. Sea D una digrdfica tal que Asym(D) es fuertemente
conexa. Ademds supongase que todo ciclo dirigido vy, tal que I(7y) Z 0

(mod k), satisface alguna de las siguientes condiciones.

(1) Toda flecha de 7y es una flecha simétrica de D

(2) v tiene al menos k flechas simétricas.

Entonces D tiene (k,k — 1)-nicleo.

Dem. Sea mg € V(D) y para cada 0 < i < k sea N; C V(D)
definido como sigue: N; = {z € V(D) | existe un mgz-camino dirigido
de longitud =i (mod k) contenido en Asym(D)}.

Demostraremos las siguientes afirmaciones:

1) NNy Nj=¢,coni#ji,je{0,1,....k—1}

La prueba es analoga a la del Teorema 1, usando caminos dirigidos
contenidos en Asym(D) en lugar de caminos dirigidos en D.

2) Para cada par x,y € N;, x # y se tiene que dp(z,y) > k.

Supongamos que existe una 1" = xy-trayectoria dirigida en D con
I(T) < k—1. Argumentando de manera analoga a la prueba de (2) del
Teorema 1 y tomando caminos dirigidos C, Cy y C en Asym(D) en
lugar de caminos dirigidos en D, concluimos que C,UT'UC contiene un
ciclo dirigido de longitud # 0 (mod k) teniendo al menos una flecha
asimétrica y a lo mas k — 1 flechas simétricas, lo cual contradice la
hipétesis.

3) Cada flecha asimétrica de D con punto inicial en N; tiene punto

final en N;1; y V(D) = Uf;olNi.
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Asi, de los puntos anteriores, tenemos que N; es (k,k — 1)-ntcleo

de D. I

Ejemplo: Sea D como en la figura y k =3

entonces tenemos que si my = 1 obtenemos Ny = {1}, N; = {2},

N, = {3,6).

Teorema 3. Sea D una digrdfica que satisface las siguientes condi-

ctones:

(1) Eziste mg € V(D) tal que para cada x € V(D) existen, un
C, = xmg-camino dirigido tal que [(C,) = i (mod k) para
alguna 0 < i < [ y un mox-camino dirigido, contenidos en
Asym(D).

(2) Todo ciclo dirigido v tal que I(7y) £ 0 (mod k) cumple alguna

de las siguientes condiciones:

a) Toda flecha de v es una flecha simétrica de D
b) v tiene al menos k flechas simétricas

Entonces D tiene un (k,l)-nicleo.

Dem. Sea my € V(D) como en la hipdtesis, definamos N = {z €
V(D) | existe un zmg-camino dirigido de longitud = 0 (mod k) con-
tenido en Asym(D)}.

Probaremos que N es (k,[)-nicleo de D.

1) Para cada par =,y € N, © # y se tiene que dp(z,y) > k.
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Sean z,y € N con x # yy supongamos que existe una zy-trayectoria
dirigida T" con I(T) < k — 1; sean C, un xmy-camino dirigido con
[(C;) =0 (mod k), C, un ymg-camino dirigido con [(Cyy) = 0 (mod k)
y C' un myz-camino dirigido, todos contenidos en Asym/(D). Asi tene-
mos que CUT UC, y C, UC son caminos dirigidos cerrados.

Si l(C,UC) # 0 (mod k), entonces aplicando el lema 1 tendriamos
que contiene un ciclo dirigido con longitud # 0 (mod k) sin flechas
simétricas, contradiciendo la hipétesis, por lo tanto [(C, U C) = 0
(mod k), por otro lado tenemos que {(C,UC) = {(C,UC) =0 (mod k)
de donde, {(C,UCUT) = (T) (mod k), con [(T) < k—1, por lo tanto
[(C,UCUT) # 0 (mod k), aplicando el lema 1 tendrfamos que CUT'U
C,, contendria un ciclo dirigido de longitud # 0 (mod k) con al menos
una flecha asimétrica y a lo més k— 1 flechas simétricas, contradiciendo
la hipétesis 2 del teorema. Por lo tanto N es k-independiente.

2) Prueba de la absorbencia de N.

Sea x € V(D) \ N, sea C' un zmg-camino dirigido de longitud
=1 (mod k) e 0 < ¢ < [ contenido en Asym(D); claramente existe
z € V(C) tal que I([z,C,mg]) = 0 (mod k) y I([z,C, z]) < k — 1, asi
que existe una trayectoria dirigida de longitud a lo mas k—1 del vértice

x en N. Por lo tanto IV es [-absorbente. [

Ejemplo: Sea D como en la figura y k = 3, [ = 2, si tomanmos

mo = 5 tenemos que N = {1, 5}



Existencia de (k, k — 1)-nicleos en digraficas

En esta seccion se daran condiciones suficientes para la existencia
de (k, k—1)-nicleo en una digrafica. En particular se probard que dada
D una digrafica cuya parte asimétrica es fuertemente conexa y tal que
todo tridangulo dirigido tiene al menos dos flechas simétricas, y si todo
ciclo dirigido v de D con () # 0 (mod k), k > 2 satisface al menos
una de las siguientes propiedades: (a) «y tiene dos flechas simétricas,
(b) 7 tiene cuatro cuerdas cortas. Entonces D tiene (k, k — 1)-niicleo.

Este resultado da otra generalizacion del teorema de Richardson.

Definicién 27. Sean D una digrafica y 7' un camino dirigido en D,
con ((T) = n.

Una cuerda de T" es una flecha de D de la forma (z;, z;), con j # i+1
y 2,2, € V(T).

Una cuerda corta de 1" es una flecha de la forma (z;, 2;), con j = i+2

y0<i<n—2

29
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Ejemplo:

Sea D como en la figura,

5 4

entonces tomando el camino dirigido W = (1,2,3,4,5,6,2,7) tene-

mos que (3,6) es una cuerda y (3,5) es una cuerda corta.

Lema 2. Sean D una digrdfica, u,v,w € V(D), Ty una uv-trayec-
toria dirigida, Ty una vw-trayectoria dirigida (puede pasar v =w), T;
una wu-trayectoria dirigida y denotamos v =Ty UTo UTs. Sil(y) £ 0
(mod k), k > 2, entonces eziste C' un ciclo dirigido contenido en v con
I(C) # 0 (mod k) y vértices u',v',w" € V(C) tal que [v',C,v'"] C Ty,
[V, C,w'| C Ty y [0, Ciu'] C Ts.

Dem. Procederemos por induccién sobre (7).

Si () = 2, entonces, claramente 7 es ciclo dirigido con las propie-
dades requeridas.

Supongamos que el resultado es valido para 4’ con las condiciones

del lema, tal que [(7') < n ysea~y =T, UTy UT; con l(v) = n.
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Entonces v # w y 7 es el ciclo dirigido buscado.

Entonces sea z # wu el primer vértice de T} que esta en T3. Como
[() # 0 (mod k), tenemos que, al menos una de las siguientes afirma-

ciones se cumple:

(1) I([u, Th, 2] U [2,T5,u]) Z0 (mod k)

(2) [z, Ty, v] UTy U [w,T5,2]) Z0 (mod k)

Ya que si I([u,T1,2]) + [z, T5,u]) = nik y U([z,T1,v]) + 1(T2) +
I([w, T3, z]) = nok tendriamos que I ([u, 11, 2|)+1([z, T3, u])+1([z, T, v])+
UT2) 4+ ([w, T3, 2]) = I(y) = mik+n2k = (n1 +n2)k contradiciendo que
I(v) 0 (mod k).
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Si (1) se cumple, tenemos que tomando v = [u, T4, z] U [z, T5, ul,
u' =wu, v =w' = z, entonces [(7') < n; y por la hipdtesis de induccién
sobre 7' obtenemos que existe un ciclo dirigido C' C 4/ C « con las
propiedades requeridas.

Si (2) se cumple, tomamos 7' = [z, Ty, v]UToU w, T, 2|, ' = z,v" =
v,w’ = w; asi tenemos que [(7') < n y por la hipdtesis de induccién
sobre v/, obtenemos que existe un ciclo dirigido C' C v/ C v con las

propiedades requeridas. I

Teorema 4. Sea D una digrdfica tal que Asym(D) es fuertemente
conexa y todo triangulo dirigido tiene al menos dos flechas simétricas.
Si para todo ciclo dirigido v de D, con l(v) Z 0 (mod k), se satis-

face alguna de las siguientes condiciones:

(1) ~ tiene dos flechas simétricas,

(2) v tiene cuatro cuerdas cortas,

entonces D tiene (k,k — 1)-nicleo (k > 2).

Dem. Sea my € V(D) cualquier vértice, y para cada 0 < i < k sea
N; C V(D) definido como sigue:

N; = {z € V(D) | existe una trayectoria dirigida minima de mg a
z contenida en Asym/(D) con longitud =i (mod k)}.

Ejemplo: Sea D como en la siguiente figura, con k =4 y mo = 1.

entonces Nog = {1,5}, Ny = {2,6}, Na = {3} y N3 = {4,7}

Observemos que se cumplen las siguientes propiedades:
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(1) Claramente N; N N; = ¢ para i # j, 0 <1i,j < k.

(2) UM N; = V(D).

Es claro que por contruccién U¥ZJN; C V(D). Por otro lado,
UM S N; D V(D) se sigue de que Asym(D) es fuertemente conexa.

Por otro lado tenemos que:

(3) Toda flecha de D con vértice inicial en N; tiene su vértice ter-
minal en N;;; (notaciéon modulo k).

Esto se hace claro en nuestro ejemplo si lo vemos como:

Para probarlo:

Sea (z,y) una flecha de D con x € N;, y tomemos: T, una tra-
yectoria dirigida minima de my a = contenida en Asym(D), T, una
trayectoria dirigida minima de mq a y contenida en Asym(D) y T una
trayectoria dirigida minima de y a mg contenida en Asym(D), T existe
porque Asym(D) es fuertemente conexa.

Esto se representa como:

Tx

Mo X

(3.1) I(T,) =i (mod k).
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Esto se sigue directamente de la definicién de N; y de que = € N;.

(3.2) T, no tiene cuerdas cortas en D.

Denotemos T, = (mg = 20, 21,-..,2n = T), s claro que no existe
(zi, zit2) en Asym(D) ya que T, es minima entre mg y x. Asi que
(zi, zi12) tendria que ser una cuerda corta simétrica de T, pero si
tomamos (z;, Zi+1, Zi+2, %) formamos un triangulo dirigido con a lo més
una flecha simétrica contradiciendo la hipodtesis del teorema. Por lo
tanto 7}, no tiene cuerdas cortas en D.

De manera analoga se prueba que:

(3.3) T, no tiene cuerdas cortas en D.

(3.4) T no tiene cuerdas cortas en D.

Ahora analizaremos los dos posibles casos:

Caso 1: y e T,.
Tx / T
Mo

Esto se divide en varios subcasos:

Caso 1.a l([mo, Ty, y] UT) # 0 (mod k).

En este caso aplicando el lema 2 (tomando u = mg,v = w =y =
zi, Ty = [mo, Ty, y], To = [v =w =y = 2|y T3 = T), tenemos que
existe C' un ciclo dirigido contenido en [mg, T, y] U T con [(C) # 0
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(mod k) y vértices v/, v, w" tal que [u/,C,v'] C [mo, Ty, y],v" = w' ya
que w =wv,y (v,C,u') C T,y como C C [mgy,T,,ylUT CT,UT C
Asym(D), se sigue:

(L.a.l) C C Asym(D).

Ademas,

(L.a.2) [/, C,v'] no tiene cuerdas cortas.

Esto es consecuencia de (3.2) y de que [u/, C,v'] C [mo, Tk, y].

De manera analoga,

(1.a.3) [V, C,u/] no tiene cuerdas cortas.

Ahora, como [(C) # 0 (mod k), se sigue de (1.a.1) y la hipdtesis del
teorema que C tiene cuatro cuerdas cortas. Si C' = (v' = zo, 21, . .., 2i_1,
zi = v, Zis1, ..., Zn, 20); asi tenemos de (1.a.2) y (1.a.3) que las uni-
cas cuerdas cortas de C' serian (z;_1, 2z;+1) ¥ (2n, 21), contradiciendo la
hipétesis.

Caso 1.b: l([y, Ty, z] U [z,y]) Z0 (mod k).

T

En este caso tenemos el ciclo dirigido C' = [y, T, z] U [z, y] = [y =
Wo, W1, . . ., Wy = T, W), con [(C') # 0 (mod k). Como [y, Ty, z] C T, C
Asym(D), tenemos que la tinica flecha simétrica posible de C' es (z,y).
Por lo tanto se sigue de la hipdtesis del teorema que C' tiene cuatro
cuerdas cortas. Pero de (3.2) y de que [y, Ty, z] C T, se sigue que las
unicas cuerdas cortas serfan (w,_1,wp) y (wy,w;), contradiciendo la
hipétesis.

Asi el tnico caso posible es:
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Caso 1.c: I([mo, Ty, y] UT) =0 (mod k) y I([y, Ty, x] U [z,y]) =0
(mod k).

En este caso tenemos que
([mo, T,y UT) + Uy, Ty, x) U [x,y]) =0 (mod k)
(1.e) (T, U [z,y]UT) =0 (mod k).
Por lo tanto (T, U [z,y|UT) = ([mo, T, y)UT) =0 (mod k) y se
sigue que (T, U [z,y]) = l(mo, Ty, y) (mod k). Entonces

lmo, Ty, y) =1(T,) +1 (mod k)

y tenemos de (3.1) que I(mg, Ty, y) = i+1 (mod k). Finalmente, nétese
que como T}, es una trayectoria dirigida minima de mg a x contenida en
Asym(D) y [mo, Ty, y] C T, tenemos que [mg, 13, y| es una trayectoria
dirigida minima de mg a y contenida en Asym(D). Asi concluimos de
la definicién de N; 1 que y € Njiq.

Caso 2: y & 'T,.

Tx

Mo X

En este caso probaremos que [(T,) = ¢ + 1 (mod k). Otra vez

analizaremos varios casos:
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Caso 2.a: |(T,UT) #0 (mod k).

Vo
Ty

Aplicando el lema (tomando u = mg,v = w = y, Ty = T,,T, =
(v =w =y)y T3 = T) tenemos que existe C ciclo dirigido con
I(C) # 0 (mod k), v, v/ = w € V(C) tal que [/,C,v'] C T, y
[V, C '] C T. Como T}, T C Asym(D), tenemos que C' C Asym(D).
Por lo tanto de la hipdtesis, C tiene cuatro cuerdas cortas. Pero se sigue
de (3.3), (3.4) y de lo anterior que, si C' = (v’ = zg,21,...,2i-1,2; =
V', Zis1, - -, Zn,y 20), las inicas posibles cuerdas cortas de C' son (z;_1, Zi41)
y (2n, 21), contradiciendo que son cuatro.

Caso 2.b: [(T, U [z,y]UT) # 0 (mod k).

Mo X

Aplicando el lema 2 (tomando u = mg,v =z, w =y, Ty = T,, Ty =
(x,y) y T5 = T) tenemos que existe C' ciclo dirigido de I(C) # 0
(mod k) y v/, v, w" € V(C) tal que [v/,C,v'] C T, [v/,C,w'] C [z,y] y
[w', C,u'] € T5. Como T, T C Asym(D), tenemos que la tnica posible
flecha simétrica de C' es (z,y). Por lo tanto, por la hipdtesis, C' tiene
cuatro cuerdas cortas. Sin embargo: si C' = (u' = 2z, 21,..., 21,2 =

V', Zig1, - -+, Zn,y 20), entonces se sigue de (3.2), (3.4) y de lo anterior que
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las unicas posibles cuerdas cortas son (2;_1, zi+1), (2i, ziv2) v (2n, 21),
contradiciendo que son cuatro.

Asi concluimos de los casos 2.a y 2.b que:

Caso 2.c: (T, UT) =0 (mod k) y (T, U [z,y]UT) =0 (mod k).

De esta manera, tenemos que:
(T,uT)=1(T,Uz,y]UT) (mod k)

asi que
UT,) =T, VUlz,y]) =1(T:) +1 (mod k)

y como (T,) =i (mod k), tenemos que {(T,) =i+ 1 (mod k). Por lo
tanto y € N;11. Por lo tanto (3) queda probado.
Aside (1), (2), (3), se sigue que N; es un (k, k — 1)-nicleo de D. ||

Nota 1. La hipotesis Todo tridngulo dirigido tiene al menos dos
flechas simétricas no es necesaria para el caso k # 3, ya que para k # 3,
tenemos que 3 #Z 0 (mod k) y se sigue directamente de que todo ciclo
dirigido de longitud 3 tiene al menos dos flechas simétricas. Por lo

tanto tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 1. Sea D una digrdfica tal que Asym(D) es fuerte-
mente conexa. Si todo ciclo dirigido v de D con l(vy) # 0 (mod k),

k > 2, k # 3 satisface alguna de las siguientes condiciones:

(1) v tiene dos flechas simétricas,

(2) v tiene cuatro cuerdas cortas,

entonces D tiene (k,k — 1)-nicleo.

Dem. Se sigue de manera inmediata del teorema anterior. I

Finalmente mostraremos algunas consecuencias del teorema ante-

rior.
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Corolario 1. Sea D una digrdfica. Sitodo ciclo dirigido de longitud
impar en D, tiene al menos 2 flechas simétricas, entonces D tiene

nicleo.

Dem. Tenemos que k = 2, asi sea v es un ciclo dirigido de D
entonces si [(y) Z 0 (mod 2) implica que la longitud es impar, por lo

tanto se satisfacen las hipotesis del teorema y por lo tanto D tiene un

(k, k — 1)-nucleo. I

Ejemplo: Los vértices dentro de los rectangulos formarian el nicleo

de la digrafica.

O

Corolario 2. Sea D una digrifica tal que Asym(D) es fuertemente
conexa. Si todo ciclo dirigido v con l(vy) £ 0 (mod k) tiene al menos

2 flechas simétricas, entonces D tiene (k,k — 1)-nicleo.

Corolario 3. Sea D una digrdfica fuertemente conexa. Si todo
ciclo dirigido C de D con I(C') =0 (mod k), k > 2, entonces D tiene
(k, k — 1)-nicleo.



Cuello, niimero dicroméatico y digraficas nicleo

perfectas

En lo siguiente se probard la existencia de digraficas nicleo per-
fectas con cualquier numero dicromatico cuya grafica subyacente no
tenga triangulos y la existencia de digréficas nicleo imperfectas con un
numero dicromatico arbitrario y sin ciclos dirigidos de longitud dos o
tres. Ademads para la existencia de nicleos se verd que es suficiente

considerar un numero dicromatico al menos dos.

Definicién 28. Sea D una digrafica. Definimos el cuello de D,

g(D), como:
g(D) = min{l(C) | C ciclo deD}
Ejemplo:
En la siguiente digréfica, tenemos que g(D) = 4, ya que la longitud

minima de sus ciclos dirigidos es 4.

3 4
2 5
1 6
8 7

Lema 3. Sig(D) >4, g(ow,) >4 y J, es independiente en o, para
cada v € V(D)
entonces g(o(D,a)) > 4.
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Dem. Sea v = (xo,...,%o) un ciclo de (D, a), asi v C «, para
alguna v € V(D) o v € o, Yv € V(D).

Si v C «, para alguna v € V(D) como g(a,) > 4 para cualquier
v € V(D), entonces [(vy) > 4.

Siy & a, Vv € V(D), sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que 7 es de una componente, por lo tanto Proyp(V (7)) es un ciclo de
D y como g(D) > 4 tenemos que I(7y) > 4.

Por lo tanto g(o(D, @)) > 4. |

Ejemplo:
Con D

y para tres vértices de D tenemos que «, es

ool

y para el faltante

tenemos que (D, &) es
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que cumple el teorema.

Lema 4. Sea D una digrdfica tal que di(D) = n.

St la familia & = ((aw, Jy) )vev(p) satisface:

1.¥Yv € V(D), a,[Jy] es aciclica

2.Yv € V(D), di(aw,) = n y en cualquier n-coloracion aciclica de
Qy, Jy €s no monocromdtico,

entonces dg(o(D,a)) =n+ 1.

Dem. Sean ¢ : V(D) — {1,...,n} una n-coloracién aciclica de D
y fo: V() — {1,...,n+ 1} una (n+1)-coloracién aciclica de a, tal
que, para cada v € V(D), f,(J,) = ¢(v), la existencia de ¢ se sigue de
dp(D) = n y la de f, se sigue de Yo € V(D) (di(cwy) = n y ayljs] es
aciclica).

De esta manera definimos una (n+1)-coloracién, f : V(o(D,a)) —
{1,...,n+1}, de o(D, @) tal que Yv € V(D) f |v(a,)= [fo, [ esta bien
definida por como se defini6 f, y ¢. Ahora demostraremos que f es
aciclica.

Por reduccién al absurdo, seay = (1, ...., Tm, 1) un ciclo en o (D; &)
tal que f(z;) =ccon1<i<m,cée{l,..,n+ 1} (supongamos que -y
es de una componente, si no fuera el caso tomamos cada componente
de v y procedemos con cada una como en el caso de una componente)
asi de la definicién de o(D, &) tenemos que la Proyy (D) es un ci-
clo dirigido monocromético contradiciendo que ¢ es una n-coloraciéon
aciclica de D.

Por lo tanto f es una (n+1)-coloracién aciclica de o(D, &), lo que
implica que di(o(D,@)) <n+1

Supongamos que di(o(D,a)) < nyseat:V(o(D,a)) —{1,..,n}

una n-coloracién aciclica de o(D, ). Si definimos [,,_; = {1,...,n — 1}
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tenemos que [v'(I,_1) N J,| # ¢ ya que J, es no monocromatico.
Asf eligiendo u, € [ "'(I,,_1) N J,| para cada v € V(D) tenemos que,
o(D, a)[{uvtvevpy] = D, por lo tanto D serfa (n-1)-coloreable con-
tradiciendo la hipétesis.

Por lo tanto di(o(D,a)) =n + 1. I

Ejemplo: Sean n =2,y D

3

ademads sea para cada v € V (D), «, la digrafica que consiste de dos
vértices y sin flechas.

Entonces tenemos que o(D, @) es:

que para que no tenga ciclos dirigidos monocromaticos tenemos que
colorear los vértices como sigue: {1,2,3} de azul, {4,5,7} derojoy 6,8

de amarillo, por lo que di(o(D,a)) = 3.

Lema 5. Si dy(D) =n > 2, g(D) >4 ya= ((ow, Jv))vev(p) una
familia tal que o, es una digrdfica bipartita, asimétrica y no aciclica

con biparticion {J,, J;: = (V(ap) — Jy)} conv € V (D),

v
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entonces g(o(D,a)) > 4, dp(o(D,a)) = n, J* = ‘L/J(D)(J;j) es
ve
independiente, en toda n-coloracion aciclica de o(D,a) y J* no es

monocromdtico.

Dem. Tenemos por hipétesis que g(D) > 4, como «,, es bipartita,
asimétrica y no aciclica se deduce que g(a,) > 4, ademés por la bi-
particién de «y, J, es independiente en «,, por lo tanto, por el lema 3,
9(o(D, @) = 4.

Por la biparticién de ay, J; es independiente.

Sea ¢ : V(D) — {1,...,n} una n-coloracién aciclica de D y asig-
nemos a cada w € V(a(D, a)) el color p(v) si w € J,, y cualquier otro
color, en {1,...,n}, diferente de ¢(v) si w € J¥. De esta manera obten-
emos una n-coloracién aciclica de (D, &) ya que dg(D) > 2. Como
o(D, &) contiene una copia isomorfa de D se tiene que di(o(D, @)) = n.

Por dltimo, sea ¢ : V(o(D,a)) — {1,...,n} una n-coloracién
aciclicade o(D, a) y paracadai € {1,...,n}, se tiene que Jv(i) € V(D)
tal que Jy;) es monocromético de color ¢, supongamos lo contrario

dip € {1,...,n} tal que J, es no monocromatico de color iy para cada



46 4. NUMERO DICROMATICO Y DIGRAFICAS NUCLEO PERFECTAS

v € V(D), ahora tomando un vértice u, en cada J, tal que ¥ (u,) # io
tenemos que D[{uy, }vev(p)] = D serfa (n-1)-coloreable, ya que el color
ip no se estd usando, asi que di(D) < n— 1 contradiciendo la hipétesis.
Tomemos k € ¢(J*), sabemos de lo anterior que J, ) es monocromatico
de color k, pero como «, es no aciclica se tiene que d(ay) > 2, por lo
tanto J,) no es monocromatico de color k por lo tanto w(J;j(k)) =7
con r # k. Asi para r Jv(r) tal que J,(,) es monocromatico de color r
por lo tanto w(J;f(r)) = s con s # r. Por lo tanto J* tiene al menos dos

colores ry s de donde se sigue que J* es no monocromatico. I

Teorema 5. Si D una digrdfica nicleo-perfecta y
a = ((ow, Jv))vev(p) una familia tal que o, es nicleo-perfecta,

entonces o(D, @) es una digrdfica nicleo-perfecta.

Dem. Primeramente nétese que toda subdigrafica inducida conexa
de o(D,a) tiene la forma o(D',o/) donde D' es una subdigréfica in-
ducida de D y o = ((c/,, J,,))vev(p) tiene a a; como una subdigrafica
inducida de «, para cada v € V(D), por lo que basta probar que
o(D, ) tiene nucleo.

Eljjase N, ntcleo de «a, para cada v € V(D) y sean Q = {v €
V(D)|[Ny N Jy] # ¢}, y N un micleo de D[Q)].
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El siguiente esquema representa como queda dividida D

L o

Asi definimos:

M- U mau U @y

veE[NU(V(D)-Q)] vE(Q—N)
Donde N] es un nicleo de o, [V (ay,) — J], v € V(Q — N).
Esquema: En la figura tenemos que N* = N1 U N'2U N'3U N4

. ® @?@
) /\V “
i\ ( '

\///

Probaremos primero que N* es independiente.

Como N es un subconjunto independiente de D y cada N, es inde-
pendiente en «, tenemos que, por la definicién de o(D, @), Uyen N, €s
independiente. Ahora como Vv € (V(D) — Q) tenemos que (N,N.J,) =
¢ y con la definicién de o(D, @) se sigue que Upe(v(p)—@)Ny €s inde-
pendiente, ademds para cada z € @ no hay [U,e(v(p)—q)No]V:-flecha
ni N, [Uyev(p)-0)Vo]-flecha, por lo tanto

UJmu U N,

vEN ve(V(D)—
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es independiente.

En nuestro ejemplo:

Por otro lado, de la definicién de o (D, &) y ya que N es independi-
ente tenemos que para cada par u # v € (Q\N) no hay NV («,)-flecha
ni V(ay)N,- flecha, por lo tanto U,ec(g—n)&V, es independiente, ademés

no hay flecha entre N/ a «a, Yu # v, y asi tenemos que

U @wou U @)

vE[NU(V(D)-Q)] vE(Q—N)
es independiente.

El esquema es de la forma:

36
§)eig

Ahora se probara que N* es absorbente.

Sean w € V(o(D,a) — N*) y v € V(D) tal que w € V(ay), asi
tenemos los siguientes casos:

a)ve (V(D)—Q).

Como w ¢ N* se sigue que w € (V (o) — N,), por lo tanto JwN,-
flecha ya que N, es nicleo de a,.

b)v € N.



4. NUMERO DICROMATICO Y DIGRAFICAS NUCLEO PERFECTAS 49

Como w ¢ N* se sigue que de la definicion N, y de N* que w €
(V(a) — N,) entonces JwN,-flecha, ya que N, es nicleo de «.

c)v e (Q — N).

c.lwe (V(iay) — Jy))

Como w ¢ N* tenemos que w ¢ N! y JwN]-flecha ya que N/ es
nicleo de o, [V (aw) — Jo].

c.2)w € J,.

De la definicién de N y que v € (Q — N) se sigue que Fv’ € N tal
que vv" € F(D). Por lo tanto, por la definicién de o(D,a), tenemos
que toda w.J,-flecha esta en o(D, @) y por la definicién de @) tenemos
(Ny N Jy) # ¢. Asi concluimos que existe una wN,,-flecha con v' € N.

Por lo tanto de los tres casos anteriores tenemos que hay una wN*-
flecha.

Por lo tanto N* es nticleo de o(D, ). I

Teorema 6. Sea n > 1 un numero natural. Fxiste una digrdfica

asimétrica nicleo-perfecta D,, tal que dip(D) =n y g(D) > 4.

Dem. Procederemos por induccion sobre n

Para n = 2. Tomando Dy = 54, el ciclo dirigido de longitud 4,
tenemos que g(Dy) = [(Cy) = 4y dp(Cy) = 2, ya que a Cy (ver figura
3), se puede colorear a {0,2} de azul y a {1,3} de rojo. Cumpliendose
asi el teorema.

Figura 3:

3

Supongamos que ha sido construida una digrafica asimétrica nucleo-

perfecta D,, para m > 2 tal que di(D,,) = my g(Dm) > 4.
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Probaremos que el teorema es valido para m + 1. Para ello consi-
deremos la siguiente construccién:

Sean «, el ciclo dirigido de longitud 4, (0,,1,,2,,3,,0,), J, =
{1,,3,} v J, = {0,,2,} para cadav € V(D,,). Asf aplicando el lema 5 a
a = (aw, Jy)vev(Dn), obtenemos que di (o (D, @)) = m, g(o (D, @0)) >
4 y para cada m-coloracién aciclica de o(D,,,a), J = |J J, no
es monocroméatico. Ademds tenemos que como D,, y a: es‘:)(r?n;l)ﬁcleo-

perfectas entonces, por el Teorema 5, o(D,,, &) es nicleo-perfecta.

Asi o(D,y,, @) es de la forma:

Ahora tomamos D 2 D,,, o = (e, J}))vev(p,,) donde o =
o(Dp,, @), J, = J', y proponemos D,,+1 = o(D, 07).

Asi 0(D, o) es de la forma:

0 Yo 0
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De esta manera tenemos, por el lema 3, g(D,,11) > 4 ya que
9g(Dp) > 4y glal) > 4 y por el lema 4, dp(Dpy1) = m + 1, ya
que di(Dy,) = m, ol [J]] es aciclica y di(o(Dy,, @)) = m.

Por otro lado como D,, y 54 son nucleo-perfectas tenemos que, por

el Teorema 5, D,, 1 es nucleo-perfecta. I



Conservacién de (k,[)-ntcleos bajo operaciones en

digraficas

En lo que sigue se dardn condiciones necesarias y suficientes para
la existencia de (k,[)-nicleo en algunas clases especiales de digraficas.
Dentro de las cuales la composicién y la duplicacién de un conjunto de

vértices en una digrafica, son las principales.

1. Existencia de (k,!)-nicleos en la composicién

Observacion: En lo que sigue se tomara J, = «, en la definicién

de composicién.

Teorema 7. Sea D una digrdafica sin ciclos dirigidos de longitud
menor a k. Sea & = ((aw, w))vev(py una familia de digrdaficas dos a
dos ajenas. Un subconjunto N* C V(o(D,a)) es k-independiente en
o(D,a) siy solo si existe N C V(D) k-independiente de D, tal que
N* = vgNNv’ N, C V(ay) y Vv € N N, es k-independiente en «,.

Dem. =)

Sea N* k-independiente en la composicién o(D, &). Definamos
N ={veV(D)| N NV(w)# ¢}

Primero probaremos que N es k-independiente en D. Supongamos
por el contrario que existen dos vértices distintos u,v € N tal que

dp(u,v) < k. Comou,v € N, entonces N*NV(a,) # ¢y N*NV () #
53
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¢. Ademas de la definicién de la composicion y del supuesto dp(u, v) <
k, se sigue que dy(pa)(r,y) < kconxz € N*NV(a) yy € N*NV(ay).
Esto significa que N* no es k-independiente en o(D, @), contradiciendo
la hipétesis. Por lo tanto N es k-independiente en D.

De la definicion del conjunto N se sigue que podemos escribir a N*
de la siguiente manera: N* = vgNNv donde, N, C V(a,) y es claro
que para toda v € N tenemos que N, es k-independiente en «,,, ya que
N, C N*y N* es k-independiente en o(D, a).

Como ejemplo tomemos la siguiente digréafica

2 3

que es la digrafica composicién de D = (vy, ve, v3,v4) trayectoria

dirigida y para toda i € {1,2,3,4} tenemos «,, es:

s

Si tomamos N* = {1,8} es 4-independiente en o(D, @), obtendria-
mos N = {vy,v4} que es 4-independiente en D.

<)

Sea N C V(D) k-independiente en D. Sean N, k-independiente en
a, para toda v € N. Probaremos que N* = vgNNv es k-independiente
en o(D,a). Sea x,y € N*, x # y. Supongamos por contradiccién que
dy(p,a)(z,y) < k. De la definicién de N* se desprenden los siguientes
casos:

Casol: x,y € N, para alguna v € N.
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Como N, es k-independiente en «,, tenemos que d,, (r,y) > k,
asi por la hipétesis de contradiccidn, existe una P = (z,...,2,...,y)-
trayectoria dirigida en o(D, &), con z € V(o) v u # v, de longitud
menor que k. Por la definicién de o(D,a), se sigue que existe un
ciclo dirigido C' = (v,...,u,...,v) en D de longitud menor que k,
contradiciendo nuestra hipétesis.

Caso 2: x € N, yy € N, con u # v.

Como dypa)(z,y) < k 'y de la definicién de o(D,a) se tiene que
dp(u,v) < k contradiciendo que u,v € N.

De los casos anteriores tenemos que N* es k-independiente.

En nuestro ejemplo si tomamos a N = {vy,v4}, podemos formar a

N* = {4,5}.

Teorema 8. Sean N C V(D), N, C V(ay,) Yo € N. Si N es I-
absorbente en D y N, es l-absorbente en v, para cada v € N, entonces

N* = UNN” es [-absorbente en la composicion o(D, &).
ve

Dem. Supongamos que N es [-absorbente, N, es [-absorbente en
oy, para cada v € N. Sea N* = UNN” yx € V(o(D,a))\ N*. Como
ve
x € V(o(D,a)) existe vy tal que z € V(av,).

Caso 1: Si vy € N, entonces x es [-absorbido por N,, C N*, ya que

N,, es l-absorbente en «,.
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Caso 2: Si vy ¢ N, tenemos que dp(vo,u) < [ con u € N, ya
que N es l-absorbente en D, de esta manera, por la definicion de
la  composicion, dy(pa)(z,y) < I para todo y € V(a,), en particu-
lar dy(p,a)(x, Ny) <l con N, C N*, por lo tanto x es [-absorbido por
Ny.

Asi, hemos probado que N* es [-absorbente en o(D, @). [

Observacion: No es dificil mostrar que la condicion de suficiencia en
el Teorema 8 no es necesaria para que el conjunto N* sea [-absorbente
en o(D,a). Por ejemplo, sea D = P41, la trayectoria dirigida con [ + 1
vértices, con V(P41) = {v1,..., 041}y o, = P», la trayectoria dirigida
con 2 vértices, donde V() = {x%, 25} para todoi =1,...,1+ 1. Asf
N* = {z},25™} es l-absorbente en o(D,a), pero N* N V(ay,) 1o es
[-absorbente en «,.

Ejemplo [ = 2, entonces tenemos que N* = {1,6}

Corolario 4. Sea D una digrdfica sin ciclos dirigidos de longitud
menor a k y sea & = ((aw, o) )vev(py una familia de digrdaficas ajenas.
Si N C V(D) es un (k,l)-nicleo de D, N, es un (k,l)-nicleo de cv, para
cadav € N, entonces N* = vgNNv es un (k,1)-nicleo de la composicion

o(D,a).

Dem. Se sigue de manera inmediata de los teoremas 7 y 8. [
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Teorema 9. Sea D una digrdafica sin ciclos dirigidos de longitud
menor a k y sea & = ((aw, o) )vev(py una familia de digrdaficas ajenas.
Si N* es un (k, k—1)-nicleo de la composicion o(D, ), entonces existe
un N C V(D) (k,k—1)-nicleo de D tal que N* = vgNNv, N, C V(ay)

y Ny es un (k,k — 1)-nicleo de o, para cada v € N.

Dem. Sea N* un (k,k — 1)-nicleo de o(D,a). Por el Teorema 7
tenemos que, N* = vgNNv, donde N C V(D) es k-independiente en D
y N, C V(o) es k-independiente en «, para toda v € N. Mostraremos
que N es (k — 1)-absorbente en D. Sea u ¢ V(D) \ N, por lo tanto
N*NV(a,) = ¢. Esto significa que si x € V(ay,), entonces z €
V(o(D,a))\N*. Como N* es (k, k—1)-nicleo de o(D, @), se tiene que
do(p,a)(z, N*) <k —1. Asi existe y € N* tal que dypa)(z,y) <k —1.
Por lo tanto y € V(ay), con w € N. De la definicién de o(D, @), se
sigue que dp(u,v) < k—1, asi que u es (k — 1)-absorbido por N en D.

Ahora probaremos que N, es (k — 1)-absorbente en «,, para toda
v € N. Supongamos por lo contrario que existe u € V(D) tal que N,
no es (k — 1)-absorbente en «,. Esto significa que existe = € a,, tal
que do(p,a)(x, Ny) > k—1. Como N* es (k —1)-absorbente en o (D, @),
tenemos que existe y € N*\ V(ay) tal que do(pa)(x,y) < k— 1. De
la definicién de o(D, @), obtenemos la desigualdad dy(pa)(V (ow), y) <
k — 1y finalmente d,pz)(Nu,y) < k — 1, contradiciendo el supuesto
que N* es un (k, k — 1)-nicleo de o(D, @). Por lo tanto N, es (k — 1)-

absorbente en «, para toda v € N. I

Corolario 5. Sea D una digrdfica sin ciclos dirigidos de longitud
menor a k, y sea & = ((w, @) )vev(p) una familia dos a dos disjunta.

N* C o(D,a) es un (k,k — 1)-nicleo de o(D,a) si y solo si existe
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un N C V(D) (k,k — 1)-nicleo de D tal que N* = ENN”’ donde
N, C V(ay) es (k,k — 1)-nicleo en o, para toda v € N.

Dem. Se sigue de corolario 4 y Teorema 9. [
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2. Existencia de (k,!)-nicleo en la duplicacién

Lema 6. Sea DB la duplicacién de B, B C V(D). Sean x,y € B,
2y € B yw,z€ V(D) \ B. Entonces

(1)
(2) dD( >Z) - dDB ('LU,Z)
(3) dD( >$) = dDB(w>$) = dDB(w>$/)
(4) dD($>w) = dDB($>w) = dDB($/>w)
Dem. Primero demostraremos que si P = (xg,1,...,T,) €S una

trayectoria dirigida tal que I[(P) = n entonces [(P'(I)) = n, donde
P(I) = (zg,x1,...,25, ..., x,) es trayectoria dirigida, con i € I, donde
I={i|z, € PNB}.

Lo demostraremos por induccién sobre la cardinalidad de 1.

Si |I| = 0, entonces P N B = ¢, lo que implica que P'(I) = P por
lo tanto I(P'(I)) = n.

Supongamos que el resultado se cumple para |[I| < m <n —1, lo
mostraremos para |I| =m + 1.

Sea x;, € P con iy € I, entonces tenemos dos casos:
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Caso 1: x;, es un extremo de P.

Supongamos que z;, es el extremo final i.e 79 = n. Tenemos que
I(P) = (P, = [xo, P,xp—1]) UI(PL = (zp-1,2,)). Denotando I =
Iy U, donde I} = {n} y I = I\ I, tenemos que [; corresponde
a Py y I corresponde a P». Ademds tenemos que || = m < |I],
aplicando la hipétesis de induccién tenemos que I(P,) = I(P(13)) v de
la definicién de DB, se sigue que I(z,,_1,7,) = l(z,_1,2"), por lo tanto
U(P)=1(P)+1(P) =1((xn-1,2)))+1(Py(I3)) = I(P'(I)). Por lo tanto
I(P)=1(P").

Anélogamente se procede si x;, es el extremo inicial de P.

Caso 2: x;, no es un vértice extremo de P.
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Tenemos que [(P) = (P = [zo, P, xiy—1)) (P2 = (Tig—1, Tiy, Tig+1))
+ U(Ps = [Tiy+1, P, xy)), tomando Iy = {j € I|j < io}, I = {io}, y
Is={j€1]j>ip} tenemos que I = I; U I, U I3, de esta manera [,
corresponde a Py, I corresponde a P, y I3 corresponde a P3. Ademads
tenemos que |I1| < |I| < my |I5] < |[I| < m, aplicando la hipdtesis
de induccién a estos conjuntos tenemos que [(P([1)) = I(P{(]1)) y
[(Ps(I3)) = I(P§(13)), por otro lado de la definicién de D® se sigue que
U(P2) = I((Tig—1, Tig, Tigy1)) = U((Tig—1, T}, Tig11)) = U(Py(I2)). Por lo
tanto [(P) = [(P) + 1(P2) +1(Ps) = (P{([1)) + U(Py(12)) + L(P5(15)) =
I(P).
Por lo tanto I(P) = l(P'(1)).
Como la distancia entre dos vértices es la longitud minima de las
trayectorias dirigidas entre ellos, entonces de la definicién de D? y dado

que las longitudes se preservan, se siguen las igualdades del lema. ||

Corolario 6. Sea D® la duplicacion de B, con B C V(D). Si
x,y € V(D), entonces dp(z,y) = dps(z,y).

Dem. Se sigue de manera inmediata del lema 6. [

Lema 7. Sea B C V(D). Si N* C V(D?) es k-independiente en
la duplicacion DP, entonces N* NV (D) U S es k-independiente en D,
donde S es el conjunto original de N* N B’.

Dem. Supongamos que N* C V(D?) es k-independiente en D? y
S es el conjunto original de 8" = N* N B'.
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Denotemos N = N*N V(D).

a B
3 =z

Es claro que N, S’ y S son k-independientes en D?, ya que N*

es k-independiente en DP, y como D C DP tenemos que, N y S son
k-independientes en D.

Para probar que NUS es k-independiente en D, es suficiente probar
que dp(N,S) > ky dp(S,N) > k. Seax € N\ Syye€S\N, por
el lema 6 tenemos que dp(z,y) = dps(z,y') y dp(y,x) = dps(y, x)
con y € '\ (NN B). Como N* es k-independiente en D, entonces
dp(z,y) > ky dp(y,z) > k, lo que implica que dp(N,S) > k y
dp(S,N) > k. Por lo tanto N U S es k-independiente en D. [

Ejemplo: Tomando a D? como:

con N* = {3,3} como conjunto k—independiente tendriamos que
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D es:

Teorema 10. Sea D una digrdfica y B C V(D). Si N* es un (k,1)-
niicleo de la duplicacion DB, entonces N* N V(D) U S es (k,1)-micleo
de D, donde S es el conjunto original de N* N B’.

Dem. Supongamos que N* es un (k,[)-micleo de la duplicacién D5,
Del lema anterior se sigue que N* es k-independiente.

Ahora probaremos que N* N V(D) U S es l-absorbente. Sea z €
V(D) \ (N*US). Como N* es l-absorbente en D?, tenemos que
dpe(x, N*) <. Esto significa que existe y € N* tal que dps(z,y) <[,
de aqui tenemos los siguientes casos:

Caso 1: Six € B.

Siy € (N*NV(D)), entonces del Corolario 6 se sigue que dp(z,y) =
dps(z,y) <I.

Siy € (N*NB'), entonces por la condicién (3) del lema 6 tenemos
que dp(x,z) = dps(x,y) <, donde z € S es el vértice original de y.

Caso 2: Siz € V(D) \ B.

Siy € (N*NV(D)), entonces del Corolario 6 se sigue que dp(z,y) =
dps(z,y) <I.

Siy € (N*NB'), entonces por la condicién (3) del lema 6 tenemos
que dp(x,z) = dps(x,y) <[, donde z € S es el vértice original de y.

Finalmente dp(z, N* NV(D) U S) < [, lo que implica que N* N
V(D) US es l-absorbente en D. [
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Ejemplo:

Sea DP la siguiente digrafica:

con N* = {1,5,5'}, entonces N = {1,5}.

Lema 8. Sea D una digrifica, en la cual existe B C V(D) tal
que D no tenga ciclos dirigidos de longitud menor a k que incluyan
vértices de B. Sea DP la duplicacion de B. Si N es k-independiente
en D, entonces N U (N N B)' es k-independiente en DP.

Dem. Supongamos que D es una digrafica, en la cual existe B C
V(D) tal que D no tenga ciclos dirigidos de longitud menor a k que
incluyan vertices de B. Sea N C V(D). Supongamos que N U(NNB)’
no es k-independiente en D®. Consideremos dos casos:

Caso 1: Si NNB = ¢, entonces NU(NNB)' = N. De la suposicién
el conjunto N no es k-independiente en DZ, por lo tanto N no es k-

independiente en D.

Caso 2: Si NN B # ¢, entonces existe dos vértices distintos x,y €
N U (NN B) tal que dpz(x,y) < k.
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Si z,y € N, entonces del corolario 6 se obtenemos que dp(zx,y) =
dpe(z,y) < k

Siz,y € (NNB)', entonces de la condicién (1) del lema 6 obtenemos
que dp(z,w) = dps(x,y) < k, donde z,w € N N B son las copias de
los vértices x, y respectivamente.

Siz € Nyy € (NN B), entonces por el lema 6 tenemos que
dp(z,w) = dps(z,y) < k, donde w € N N B es el vértice original de
y. Ademads tenemos que w # x, ya que de otra manera existiria un
ciclo dirigido de longitud menor a k incluyendo un vértice de B, una

contradicién con la hipdtesis.

ey Qo)

De lo anterior tenemos que N no es k-independiente en D. [

Teorema 11. Sea D una digrdfica, en la cual existe B C V(D) tal
que no hay ciclos dirigidos de D de longitud menor a k que incluyan
vértices de B. Sea DP la duplicacion de B. Si N es un (k,l)-micleo

de D, entonces N U (N N B)" es un (k,1)-nmicleo de DB,

Dem. Supongamos que N es (k,[)-nicleo en D. Mostraremos que

N U (NN B) es (k,1)-nicleo en D5,
Si NNB = ¢, entonces (NNB)' = ¢. Por lo tanto NU(NNB)" = N.
<
Vr,y € Ny z € V(D)\N. Asi que del lema 6 se sigue que dpz(x,y) >

Como N es (k,l)-nicleo en D, entonces dp(x,y) > k vy dp(z, N)
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k,dps(z,N) <lydpzs(z',N) <, donde 2’ es la copia del vértice z, si
2z € B\ N. Por lo tanto N U (N N B)' es un (k,[)-nticleo de D?.

Si NN B # ¢. Del lema 8 tenemos que N U (N N B) es k-
independiente en D®. Ahora probaremos que es [-absorbente en D?.
Como V(DP)\(NU(NNB)) = (V(D)\N)U(B'\ (NNB)"), se tienen
los siguientes casos:

Casol: Sixz € V(D) \ N.

Entonces x es [-absorbido por N en D, ya que N es (k,[)-nticleo de
D. Por lo tanto z es I- absorbido por N en D?Z.

Caso 2: Siz € B"\ (NN B)".

Entonces su original y € B\ N es [-absorbido por N en D. Por lo
tanto dp(y,z) <lcon z € N.

Si z € N N B, entonces de la condicién (1) del lema 6 tenemos que
dpe(z,2') = dp(y,z) < I, donde 2/ € (N N B)', lo que significa que
dpe(z,(NNB)) <.

Siz e NU(V(D)\ B), entonces de la condicién (3) del lema 6,
tenemos que dpz(z, z) <. Asi que dpz(x, N) <.

Por lo tanto x es [-absorbido por N U (N N B)' en D&.

Por lo tanto N U (N N B)" es (k,[)-nicleo en DB, I

Ejemplo:
Tomemos a D como en la figura siguiente con N = {1,4} como

(3,2)-nucleo, :
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entonces DP es:

con {1,4,4'} como (3, 2)-nicleo.

Corolario 7. Sea D una digrifica, en la cual existe B C V(D)
tal que D no tiene ciclos dirigidos de longitud menor a k que incluyan

vértices de B. Entonces DB tiene (k,l)-nicleo si y solo si D tiene
(k,1)-nicleo.

Dem. Se sigue de los teoremas 10 y 11. [
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3. Existencia de (k,k — 1)-nicleo en la digrafica D(a, P,,)

Definicién 29. Sean D una digrafica y P,, una trayectoria dirigida
vista como digrafica para m > 2, donde V(P,,) = {x1,x2,...,xn} y
V(D)NV(P,) = ¢. Sia=pq es una flecha de D, entonces D(a, Py, )es
la digrafica tal que V(D(a, Py,)) = V(D) U V(P,) vy A(D(a, Py)) =
A(D) U A(Py)U {p1, 2mg}-

Ejemplo: P, y D como en la figura:

entonces D(a, P,) es:

Teorema 12. Sea D una digrdfica sin ciclos dirigidos de longitud
menor a k. Sea a=pq € A(D) yn > 1. N* es un (k, k — 1)-nicleo de
la digrifica D(a, Py) siy solo si existe un (k,k—1)-nicleo N de D tal
que N* = NUN', donde N = {&11s, T14htss - - s 14 (n-1)kts ) C V(Puk)
ys=dp(q,N).

Dem. =)
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Sea a = pqg € A(D) y sea N* un (k,k — 1)-niicleo de la digréfica
D(a, P,). Probaremos que N* NV (Py) = Ny N*NV(D) = N es
(k, k—1)-nicleo de D. Sea s = dp(q, N). Es facil ver que N*NV (P,x) =
{Z146, Trghgs, - Tigm-nyeesy = N, yaque s < k — 1.

Es claro que N y N’ son k-independientes en D(a, P,k), y por lo
tanto N es k-independiente en D, ya que D C D(a, P,;). Sélo falta
mostrar que N es (k—1)-absorbente en D. Sea z € V(D(a, P,k))\ N*.
Como N* es (k,k — 1)-nicleo en D(a, P, ), se cumple que,
dp(a,p,) (@, N*) < k — 1. Asi es suficiente probar que si z es (k — 1)-
absorbido por N' en D(a, P,), entonces x es (k — 1)-absorbido por N
en D. Sea x (k—1)-absorbido en D(a, P,x) por un vértice de N’. Por lo
tanto dp(e,p,,) (%, T14s) < k — 1. Al mismo tiempo dp,p,,) (%, T14s) =
dp(x,p) +dp(a,p,,) (P, ¥14s) = dp(z,p) + s+ 1. Por lo tanto dp(z,p) <
k—s—2. Por otro lado de la suposicién tenemos que s = dp(q, N). Asi
tenemos que dp(z, N) < dp(x,p) + dp(p,q) + dp(q, N) = dp(x,p) +
1+ s <k —1, lo que significa que = es (k — 1)-absorbido por N en D.
De lo anterior se sigue que N es un (k, k — 1)-nicleo de D.

<)

Sea N un (k,k — 1)-nicleo de Dy N' = {x14s, T14kts,-- -
T1y(n-1)kts) C V(Pui), donde s = dp(q, N). Probaremos que N U N’
es un (k, k — 1)-nicleo de D(a, P,t). Como N es un (k, k — 1)-nticleo
de D, entonces Vo € V(D)\ N es (k— 1)-absorbido por N en D, lo que
significa que z es (k — 1)-absorbido por N U N’ en D(a, Py), ya que
D C D(a, P,). Ahora falta probar que Va; € V(Puy) | x; € NUN’
son (k — 1)-absorbidos por NU N’ en D(a, Py). Sea z; € V(Py) \ N'.
Sil<i<1+(n-—1)k+s,entonces dp, (z;;,N) < k—1. Por lo
tanto dp,p,) (i, NUN') < k—1. Si24 (n— 1k +s < i < nk,
entonces dp(a,p,,)(zi, N) = dp,, (vi,q) = nk+1—i+s < nk+1-
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24+ (n—1Dk+s)+s =k—1. Porlo tanto NU N’ es (k — 1)-
absorbente en D(a, P,). Mas ain, de la definicién de D(a, P,x) se
sigue que N y N’ son k-independientes en D(a, P,). Asi para probar
que N U N’ es k-independiente en D(a, P,;) es suficiente mostrar que
dpa,p,)(N',N) > k 'y dp,p,)(N,N') > k. Como dp(q,N) = s,
entonces dp(a,p,,)(T1+(m-1)k+s: V) = dp,, (T14(m—1)k+s,9) + dp(g, N) =
(k—s)+s=k. Por lo tanto dp(q,p,,)(N',N) > k. Ahora probaremos
que dp(a,p,,) (!N, N') > k. Supongamos lo contrario que dp(q,p,,) (N, N')
< k. Por lo tanto existe un vértice y € N tal que existe una trayectoria
dirigida (y,...,p, ..., T14+s) de longitud menor a k en D. Esto significa
que existe una trayectoria dirigida (y, ..., p) de longitud menor a k —
s — 1 en D. Al mismo tiempo, como s = dp(q, N), existe z € N
tal que dp(q,z) = s. Asi concluimos que si y # z, entonces N no
es k-independiente en D y si y = z, entonces existe un ciclo dirigido
(y,..-,0,q,-..,2=1y) en D de longitud menor a k, contradiciendo la
hipétesis. Finalmente tenemos que dp,p,,)(N', N) > k. De lo anterior

tenemos que N U N’ es un (k, k — 1)-nicleo en D(a, P,). [

Ejemplo: Tomando n = 2 y k = 3 consideremos las digraficas Py y

como D la de la figura:

tenemos que D tiene (3,2)-nicleo, a saber N = {2, 5}.
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De esta manera D(a, ) es la digréfica:

%3

X2

x1

x4

x5

x6

con (3,2)-nicleo N* = N U N’ con N' = {z3, x¢}.

71
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4. Digraficas (k,[)-nticleo perfectas

Proposicién 2. Si D es una digrdafica (k,l)-nicleo perfecta, en-

tonces toda subdigrdfica inducida de D es (k,l)-nicleo perfecta.

Dem. Sean D una digréfica (k,[)-nucleo perfectay B C V(D).

P.d. D[B] tiene (k,[)-nicleo y VC C V(B) B|C] tiene (k,l)-nicleo.

Como B C V(D), entonces D|B] tiene (k,[)-nucleo, ya que D es
(k,l)-nucleo perfecta.

Sea C C V(B), como B C V(D) tenemos que, D[C] = B[C] en-
tonces C' es una subdigrafica inducida de D, por lo tanto tiene (k,[)-

nucleo. |

Ejemplo: tomando a D como en la figura con (3, 2)-nicleo:

todas con (3, 2)-nicleo.
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Proposicion 3. La union disjunta de Dy y Dy es una digrafica
(k,1)-nicleo perfecta si y solo si Dy, Dy son digrificas (k,l)-nicleo

perfectas.

Dem. =)

Como la unién es (k, [)-nicleo perfecta, entonces (D1UD9) [V (Dy)] =
Dy y (D1 U Dy)[V(D3)] = Ds, por la proposicién anterior, son (k,1)-
nicleo perfectas, de donde se sigue que Dy y Dy son (k,[)-nicleo per-
fectas.

<)

Sea Y C D; U D,.

SiY C D; para alguna i € {1,2}, entonces (D; U Do)[Y] = D;[Y]
y como D; son (k,l)-nicleo perfectas, entonces (D U Ds)[Y] es (k,1)-
nucleo perfecta.

SiYND; # ¢y YNDy # ¢, denotemos Y1 =Y NDyy Yo =Y NDs.
Tenemos que (D1 U D9)[Y1] = D1[Ya], (D1UDs)[Ya] = Ds[Y3] y ademas
tenemos que Dy [Y7] y Ds[Ys] son (k, [)-nicleo perfectas, asi sean Ny, Ny
sus (k,l)-nucleos respectivamente.

Afirmamos que Ny U Ny es (k,l)-nicleo de (D U Ds)[Y].

Primeros probaremos que N; U Ny es k-independiente en (D; U
Ds)[Y].

Como N; es k-independiente en D;[Y1] y N3 es k-independiente en
Ds[Y5], basta probar que dppy (N1, N2) > k'y dppy(N2, Ni) > k. Sea
x € Ny, y € Ny. De la definicién de Dy U D, tenemos que no hay
trayectorias dirigidas de D; a Ds, por lo tanto se tiene por vacuidad
que dppy|(z,y) > k, por lo tanto dpjy (N1, N2) > k. Analogamente se
muestra que dppy (N2, N1) > k.

Por lo tanto N7 U N; es k-independiente en (D U Ds)[Y].

Ahora mostraremos que Ny U N es [-absorbente en (D; U D9)[Y].
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Sea z € V((D1 U D9)[Y]) \ N1 U Na.

Asi z € D1[Y1] 6 z € Dy[Y3).

Si z € D1]Y3], como Np es l-absorbente en D;[Y;], entonces
dp,vi)(2, N1) < [ lo que implica que d(p,up,)vi(z, N1) < [, de donde
se tiene que d(p,up,)v1(2, N1 U N2) < l. De manera analoga se prueba
cuando z € Ds[Y3]. Por lo tanto NyUN; es [-absorbente en (D;UDs)[Y].

Por lo tanto D; U Dy es (k,)-ntcleo perfecta. I

Ejemplo: Tomando nuevamente D; como:
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con (3,2)-nicleo {2,5,6,9}.

Teorema 13. Sea D una digrdfica, en la cual existe B C V(D)
tal que D no tiene ciclos dirigidos de longitud menor a k que incluyan
vértices de B. Entonces la duplicacién D® es (k,l)-nicleo perfecta si

y solo si D es (k,l)-nicleo perfecta.

Dem. =)

Si la duplicacién D? es (k,)-micleo perfecta, entonces de la propo-
sicién 2, la subdigrafica inducida por V (D), DEB[V(D)], es (k,[)-nticleo
perfecta, y de la definicién de D, es isomorfa a D. Por lo tanto D es
(k,l)-nucleo perfecta.

<)

Sea D una digréfica (k,l)-nicleo perfecta, en la cual existe B C
V(D) tal que D no tiene ciclos dirigidos de longitud menor a k que
incluyan vértices de B. Sea Y C V(D?). Probaremos que DP[Y] tiene
(k, l)-nucleo.

Veamos un ejemplo.

Ejemplo: Nuevamente tomemos a D? como en la figura y D la

digréfica inducida por los vértices {1,2,3,4,5} vy B = {1,5}:

con {1,4,4'} como (3, 2)-nicleo.
SiY CV(D)8Y C B, entonces DB[Y] = D[Y]y como D es (k,1)-
nticleo perfecta entonces D[Y] tiene (k,)-niicleo, por lo tanto DP[Y]

lo tiene.
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Ahora supongamos que Y NV (D) # ¢ y Y N B’ # ¢ y denotemos
Yp=YNV(D),Z =YNB.As{Y =YpU Z.

Como D es (k,[)-nicleo perfecta, entonces la subdigréfica inducida
D[Yp U Z] tiene (k,l)-ntcleo, denotémoslo por N. Sea K = NN Zy
K'=(NnZ) la copia.

Ahora mostraremos que N* = (NN Yp) U K’ es un (k,)-nicleo de
DBY].

En nuestro ejemplo, si tomamos Y = {5, 1,2,2', 3", 4} la subdigrafica

inducida seria:

que tiene a {1,4} como (3, 2)-nicleo.

Continuando con la prueba, primero mostraremos que N* es [-
absorbente en DB[Y].

Sea z € V(DP[Y])\ N*. Como V(DB[Y])\ N* =Y \ N* = (Yp U
ZNV\N*=(Yp\ N*)U (Z'\ N*), consideraremos dos casos:

Caso 1: Siz € Yp \ N*.

Entonces dpy,uz)(z, N) <, yaque N es [-absorbente en D[YpNZ].
Esto significa que existe P = (x = ¢, x1,...,%, = y) una trayectoria
dirigida de longitud menor o igual a [ en la digréfica D[Yp N Z], con
y € N. Tomando P'(I) = (xo,...,,

L ..., x, =y) trayectoria dirigida,

coni € [yl=1{i|z; € V(P)NZ}, tenemos una trayectoria dirigida de
longitud menor o igual a I, con y € N*, por lo tanto dpspyj(z, N*) < 1.

Caso 2: v € Z/\ N*=Z'"\ K'y z € Z es el vértice original de x.
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Entonces dppy,uz(2, N) < 1, yaque N es [-absorbente en D[YpNZ].
De manera andloga al caso 1, tomando P = (z =z, T1,...,Zn = Y) ¥
P'(I)= (v =ux,...,7;,...,x, = y), obtenemos que dppy(z, N*) < L.

De los casos anteriores concluimos que N* es [-absorbente en D?[Y].

Ahora probaremos que N* es k-independiente en DB[Y].

Como N es k-independiente en D[Yp U Z] y de la definicién de DZ |
tenemos que, N NYp y K son k-independientes en DB[Yp U Z].

Supongamos que NNYp (respectivamente K”) no es k-independiente
en DB[Y]. Esto significa que existe P = (z = xg,71,...,%, = y) una
trayectoria dirigida en D?[Y] de longitud menor a k, con x,y € NNYp
(respectivamente z,y € K'). Tomando P'(I) = (xo,...,2, ..., xp)
trayectoria dirigida, con i € I 'y I = {i | x; € V(P)NZ'}, de x a
y (respectivamente de w a z, donde w, z son los vértices originales de
ryy,ywz € K) en la digrdfica D[Yp U Z] de longitud menor a k
contradiciendo que N NYp y K son k-independientes en DP[Yp U Z].
Por lo tanto N NYp y K’ son k-independientes en DZ[Y].

Como N* = (Yp N N) U K’ sélo falta mostrar que dpspy (N N
Yp,K') > kydpsy)(K'\NNYp) > k. Seanxz € NNYpyy € K'. Si
x € BN N NYp, entonces existe su copia x’. Como los vértices z’, 3/
no son necesariamente distintos, consideraremos dos casos:

Caso 1: Seax € BNNNYpya #4vy.

Si dpspyi(w,y’) < k, entonces existe P = (z = 20, 21,...,Tn = ¥)
una trayectoria dirigida de longitud menor a k en DP[Y]. Tomando

P(I) = (zo,...,

1)

., Tp, = y) trayectoria dirigida, con i € I y [ =
{i | x; € V(P) N Z'}, tenemos una trayectoria dirigida de longitud
menor k del vértice x € NNYpay € K = NNZen DYp U Z|,
contradiciendo que N es un (k,[)-nicleo de D[Yp U Z]. Por lo tanto

dpspyi(z,y’) > k. De manera analoga se prueba que dpsy|(y', z) > k.
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Caso 2: Seax € BNNNYpya' =1y

Esto implica que dpspy(z,y') > k 'y dpspy(y';z) > k. De lo con-
trario existiria un ciclo dirigido en D con longitud menor a k que in-
cluiria vértices de B, contradiciendo la hipétesis del teorema.

Caso 3: x ¢ B. Se demuestra de manera anéloga al caso 1.

De los casos anteriores tenemos que N* es k-independiente en DP[Y]
y finalmente N* es (k,[)-nticleo de DP[Y].

Por lo tanto D? es (k,[)-niicleo perfecta. [
De la definicién de o(D, @) se sigue el siguiente resultado:

Proposicién 4. En o(D, &) toda subdigrdfica inducida tiene la

forma:

(1) la composicion o(Dy,3), donde Dy es una subdigrdfica in-
ducida de D B es una familia de digrificas (By)vev(py), tal
que 3, son subdigrificas de a,, v € V(Dy).

(2) una subdigrdfica inducida de o, para alguna v € V(D) o

(3) la union disjunta de digrdficas de (1) y (2).

Teorema 14. Sea D una digrdfica sin ciclos dirigidos de longitud
menor a k y & = (0w, aw)vev(py una familia de digrdficas ajenas dos a
dos. Entonces la composicion o(D,a) es (k,l)-nicleo perfecta si y solo

st D y a, son (k,l)-nicleo perfectas Vv € V(D).

Dem. =)

Como o(D,a) es (k,l)-nicleo perfecta, entonces la digrafica
o(D,a)[V(aw)] es (k,l)-nicleo perfecta, pero o(D, a)[V (ay)] = ay, por
lo tanto «, es (k,[)-nicleo perfecta.

Ahora consideremos B C V(o(D,a)) tal que BN «, = {z,} para
cada v € V(D). Asi de la definicién de la composicién o(D, @)[B] = D
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y de la proposicion 2, o(D, a)[B] es (k,[)-nucleo perfecta, por lo tanto
D es (k,l)-nticleo perfecta.

<)

Sea Dy «, digréficas (k,[)-nicleo perfectas Vv € V(D).

Sean Y C V(o(D,a)), I ={ve V(D) | YNV (a,) # ¢}

De esta manera tenemos que, por la proposicién anterior (D, a)[Y]
es como en (1), (2) o (3). Asi o(D,q)[Y] = (Do, 3), con Dy v (3,)
subdigraficas de D y «, respectivamente, para cada v € V(D). Como
D y «, son digraficas (k,[)-nicleo perfectas Vv € V (D), entonces Dy
y (B,) son (k,l)-nicleo perfectas para cada v € V(D), por lo tanto
o(D,d)[Y] = o(Dy, 3) tiene (k,1)-niicleo.

Por lo tanto o(D, a) es (k,[l)-nicleo perfecta. I

Ejemplo: Sea D el ciclo dirigido de longitud 3, con vértices {1, 2, 3}
y sean «, as la digréfica P, y ag un vértice aislado, todas son (3, 2)-

nicleo perfectas. Entonces (D, @) es:

1

que como (3,2)-nicleo tiene al conjunto {4}. Ademas es (3,2)-

nucleo perfecta.
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Ejemplos de subdigraficas serian:

todas con (3,2)-nicleo en los recuadros.

Definicién 30. Sea D una digrafica y P,, una trayectoria dirigida,
para m > 2, donde V(P,,) = {z1,...,zn} y V(D) NV (P,) = ¢. Sea
x € V(D), definimos las digraficas D(z", P,,) y D(z~, P,,) como sigue:

V(D(z™, Py)) = V(D(z™, Pn)) = V(D) UV (Py) y

F(D(z*, Py)) = F(D)U F(P,) U (z11)
F(D(z~, Pn)) = F(D) U F(Pp) U (zn).

Ejemplo: Sea D el ciclo dirigido de longitud 3 y P,. Entonces
D(z—, Py) es:

x4
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y D(x™, Py) es:

X1

De la definicién de D(x*, P,,) vy D(z~, P,,) obtenemos la siguiente

proposicién:

Proposicion 5. Toda subdigrdfica inducida de la digraifica

D(x™", P,,) (respectivamente D(x~, Py,)), donde x € V(D), es:

(1) una digrdfica de la forma Do(xz™, Ps) (respectivamente
Dy(z~, Ps)), donde Dy es una subdigrifica inducida de D vy
2<s<mo

(2) una subdigrdfica inducida de D o

(3) una subdigrdfica inducida de P, o

(4) la unidon disjunta de digrdficas de los casos (2) o (3).

Dem. SeaY C V(D(x™, P,)).

Si Y C V(D). Entonces D(z*, P,,)[Y] = D[Y], por lo tanto es de
la forma (2).

SiY C V(P,). Entonces D(z*, P,)[Y] = P,[Y], por lo tanto es
de la forma (3)

SiYNV(D)# ¢y YNV(P,) # ¢. Tenemos los siguientes casos:

Caso 1: Y NV(P,,) no es una trayectoria dirigida.
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Entonces, denotemos V) = YNV (P,,) vy Yo = YNV (D), asi YUY, =
Yy D(z*, P,)[Y] = Pn.[Y1] U D[Y23], por lo tanto es de la forma (4).

Caso 2: Y NV(P,,) es una trayectoria dirigida.

Entonces, denotemos Y1 =Y NV (P,) vy Yo =Y NV(D), y consi-
deremos los siguientes casos:

Caso 2.1: Six, €Y1 yax eYs.

Entonces tenemos que, D(x™, P,,)[Y1]
~ P, con2 < s<my D" P,[Y] = Dy = D[Ys]. Por lo tanto
tenemos que, D(xt, Py,)[Y] = Do(z ™", Ps), es decir, de la forma (1).

Caso 2.2: Six,, € Y101 & Y5,

Entonces tenemos que, D(zt, P,,)[Y] = P,,[Y1]UDIY2), por lo tanto
es de la forma (4).

Andlogamente para Y C V(D(z~, P,,)). [

Proposicién 6. Una digrdfica D es (k,k — 1)-nicleo perfecta si y
solo si D(x~, Py,) es (k, k—1)-nicleo perfecta, Yz € V (D), con m > 2.

Dem. =)

Seanz € V(D)yY CV(D(z~, P,)). Probaremos que D(z~, P,,)[Y]
tiene (k, k — 1)-nicleo.

De la proposicién anterior tenemos que:

Si D(z~, Py,)[Y] es de la forma (2), entonces D(z~, P,,)[Y] = D[Y]
que tiene (k, k — 1)-nucleo.

Si D(z~, Py,)[Y] es de la forma (3), entonces D(z~, P,)[Y] = P,[Y]
que tiene (k, k — 1)-nicleo.

Si D(z~, Py)[Y] es de la forma (1), entonces D(x~, P,,)[Y]
>~ Do(x~, P;), con 2 < s < m y Dy subdigréfica de D. Pero por
la proposicién 2, Dy tiene (k,k — 1)-nicleo y de manera similar a la

demostracién del Teorema 12, dado un (k, k—1)-nticleo de Dy, podemos
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extenderlo a un (k, k — 1)-nicleo de Dy(z~, Ps) agregando vértices de
P;.

Si D(z=, Py)[Y] es de la forma (4), entonces tenemos que, Y =
YiUYs, con Vs = YNV(P,)y Yy =Y NnV(D). Por lo tanto,
D(xz~, Py)[Ys] 2 D[Ys] y D(x~, Py)[Y1] =2 P, [Y1] que tienen (k, k—1)-
nicleo y de la proposicién 3 tenemos que D(x~, P,,)[Y] = D(z~, Py,)[Y1U
Ys] = D[Y2] U P, [Y3] tiene (k, k — 1)-ntcleo.

Por lo tanto, de los casos anteriores, D(x~, P,,)[Y] tiene (k, k — 1)-
nicleo y por lo tanto D(z~, B,,) es (k, k — 1)-nicleo perfecta.

<)

Como D(z~, P,,) es (k,k — 1)-nicleo perfecta, entonces por la pro-
posicién 2 D(z~, P,)[V(D)] y D(z~, Py,)[V(Py,)] son (k, k — 1)-nicleo
perfectas, pero D(z~, P,)[V(D)] = Dy D(xz~, P,)[V(Pn)] = P, por
lo tanto D y P, son (k, k — 1)-ntcleo perfectas. I
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Ejemplo: Sea D = P, y P,, = P,, entonces D(x~, P}) es:

y como es para toda x, entonces también tenemos:

Teorema 15. Sean Dy, Dy y D digrificas tal que V(Dy)NV (D) =
{z} y D = D1 U D,, donde x es un emisor de Dy y Do, i.e. donde x
es tal que Yy € V(D;) Byx en D;, coni=1,2.

La digrdfica D es (k, k—1)-nicleo perfecta si y solo si D; son (k,k—

1)-nicleo perfectas con i =1, 2.

Dem. =)

Como D es (k,k — 1)-nicleo perfecta entonces de la proposicién 1
tenemos que, D[V (D;)] son (k, k—1)-nicleo perfectas, pero D[V (D;)] =
D;, con i = 1,2, por lo tanto D; son (k,k — 1)-nicleo perfectas.

<).

Sea Y C V(D).

SiY C V(D;) para algin ¢ = 1,2, entonces tenemos que D[Y] =
D;[Y] que tiene (k, k — 1)-nicleo. Por lo tanto D[Y] tiene (k,k — 1)-
ntcleo.

Size V(D)\Y yYnNV(D;)# ¢ para cada i = 1,2, tenemos que
dpp)(Y NV (Dy), YNV (Dg)) > ky dppy)(YNV (Do), YNV (Dy)) > k, ya
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que no hay trayectorias dirigidas entre estos conjuntos. Lo que implica
que N1 U Ny, con N; un (k, k — 1)-nicleo de D;[Y NV(D;)] vy i = 1,2,
es (k,k — 1)-nticleo de D[Y].

SizeY yYNV(D;) # ¢ para cada ¢ = 1,2, entonces sea N; un
(k,k — 1)-nicleo de la sudigrafica de D[Y] inducida por Y NV (D;) \
{z}, con i = 1,2, que existen ya que D; es (k,k — 1)-nicleo perfecta.
Consideremos los siguientes casos:

Si dppy)(z, N1UN2) < k—1, entonces N;UN; es (k—1)-absorbente
en D[Y]. Y como z es emisor de D;, no hay trayectorias dirigidas de
Ny a Ny ni viceversa, por lo tanto N7 U Ny es k-independiente en D[Y].
Por lo tanto N7 U N es un (k, k — 1)-nicleo de D[Y].

Si dppy)(z, N1UN2) > k, entonces Ny UN;U{x} es k-independiente
en D[Y], ya que N; lo son y que dppyj(x, N;) > k'y dpyy)(Ni, x) > k se
sigue del hecho que = es emisor en D;. Por otro lado Ny U Ny U {z} es
(k — 1)-absorbente, ya que N; lo es en D;, con i = 1,2. Por lo tanto
N1 UNyU{x} es (k,k — 1)-nicleo de D[Y].

De los casos anteriores tenemos que D es (k, k — 1)-ntcleo perfecta.

Ejemplo:
Sea D,
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y Dy

0 )
asi tenemos que las dos son digréficas (3,2)-nicleo perfectas, sea

x =2=2 entonces D es:

que es (3,2)-nicleo perfecta.
Como caso particular tenemos que para k = 2 da como resultado

un teorema dado por H. Jacob que dice:

Teorema 16. Sean Dy, Dy y D digrificas tal que V(Dy)NV (D) =
{z} y D = Dy U Dy, entonces
La digrdfica D es nicleo perfecta siy solo si D; son nicleo perfectas

contv=1,2.

Dem. =)

Se sigue de la proposicion 2.

<)

Sea Y C V(D). Mostraremos que D[Y] tiene nicleo.

Si x es emisor de D;, con i = 1,2, entonces se sigue de manera

inmediata del teorema anterior.
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Supongamos que Y NV (D;) # ¢ y x € Y, parai = 1,2. En otro
caso se sigue de manera directa de la proposicion 2.

Supongamos que x no es emisor de Dy o Ds.

Como D; son nicleo perfectas, tomemos N; niicleo de D;[Y], con
1 = 1,2. Consideremos los siguientes casos:

Caso 1: SiVixz ¢ N;.

Entonces N7 U Nj es niicleo de D[Y]. Es absorbente ya que N; lo
es en D;[Y] y es independiente, ya que z ¢ N;.

Caso 2: SiVix € N;.

Entonces afirmamos que N7 U Ny es niicleo de D[Y].

Es absorbente ya que NV; lo son en D;[Y], y es independiente, ya
que no existen xN; ni N;x flechas.

Caso 3: Six € Ny y x & Na.

En este caso tomemos Nj nicleo de D;[Y] \ {z}, existe ya que D,
nicleo perfecta. Y afirmamos que NjUN; es nicleo de D[Y]. Tenemos
que N7 es independiente y Ny tambien. Las tnicas flechas de N a Ny 'y
viceversa tienen que pasar por x, por lo tanto NjU Ny es independiente
en D[Y]. Ahora Ny absorbe todo en D,[Y] y Ni absorbe todo en
Dy[Y]\ {z}, por lo tanto N U Ny absorbe todo en D[Y].

Por lo tanto N] U N es nticleo de D[Y].

Por lo tanto, de los casos anteriores, D es nicleo perfecta. [

Ejemplo: Sea D; = P3 y Dy como en la figura:
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entonces D es:

que es nicleo perfecta.

Corolario 8. Six € V(D) es un emisor de D, entonces D(z", Py,)

es (k, k —1)-nicleo perfecta si y solo si D es (k,k—1)-nicleo perfecta.

Dem. Sea Dy = Dy Dy = P41, con x,.1 = x, si denotemos
a H = D; U D, entonces se cumplen las hipétesis del Teorema 15 y

ademds H = D(z*, P,,). Por lo tanto tenemos el corolario. [

Proposicién 7. Toda subdigrdfica inducida de la digrifica D(a, P,,),
donde a € A(D) y a = pq, es:

(1) una digrdfica de la forma Dy(a, P,,), donde Dy es una sub-
digrdfica inducida de D o

(2) una subdigrdfica inducida de D o

(3) una subdigrdfica inducida de P, o

(4) una subdigrdfica inducida de D(p*, Py,) o una subdigrdfica in-
ducida de D(q~, Py,) o

(5) la unidon disjunta de digrdficas de 1, 2, 3 o 4.

Dem. Sea'Y C V(D(a, Py,)).

SiY C V(D), entonces D(a, Py,)[Y] = D[Y] y por lo tanto de la
forma 2.

SiY CV(P,), entonces D(a, P,)[Y] = P,[Y] y por lo tanto de la

forma 3.
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SiYNV(P,) =V(P,)ya e A(D(a, P,)[Y]), entonces D(a, Py,)[Y]

= Dy(a, Py,)[Y], con Dy = DY NV(D)], por lo tanto es de la forma 1.

SiYNV(P,) #oyYNV(D)#¢conp €Y 6qeY, entonces

D(a, Py)[Y] se reduce a D(p*, P,,)[Y] o D(¢~, P,)[Y] y por lo tanto
de la forma 4.

En cualquier otro caso es la unién de digraficas de 1, 2, 3, 4. I

Teorema 17. Sea D una digrdfica sin ciclos dirigidos de longitud
menor a k, conk > 2. Sia € A(D) y el vértice inicial de la flecha a es
un emisor de D, entonces la digrifica D es (k, k—1)-nicleo perfecta si

y solo si la digrdfica D(a, Py) es (k, k—1)-nicleo perfecta, paran > 1.

Dem. =)

Sea Y C V(D(a, Py)). Probaremos que D(a, Py)[Y] tiene (k, k —
1)-nicleo.

Por la proposicién anterior y tomando m = nk tenemos que
D(a, P,;)[Y] tiene varias formas:

Si es de la forma (1), i.e. Dy(a, Py), con Dy una subdigrafica
inducida de D, asi por el Teorema 12 tenemos que, Dy(a, P,,) tiene
(k,k — 1)-nicleo si y solo si Dy no tiene ciclos dirigidos de longitud
menor a k y tiene (k,k — 1)-nicleo. Por lo tanto D(a, P.;)[Y] tiene
(k, k — 1)-nucleo.

Si es una subdigréfica inducida de D tiene (k, k — 1)-nicleo ya que
D es (k,k — 1)-nicleo perfecta.

Si es una subdigréfica inducida de P, tiene (k, k — 1)-nicleo ya que
P,, es (k, k — 1)-ntcleo perfecta.

Si es una subdigréfica inducida de D(z™, P,,), entonces como D es
(k, k — 1)-nucleo perfecta y ya que x es emisor de D, tenemos que por

el corolario 8 tiene (k, k — 1)-nicleo.
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Si es una subdigrafica inducida de D(z~, P,,), entonces como D es
(k, k — 1)-nicleo perfecta tenemos que tiene (k, k — 1)-nicleo.

Si es la unién de las digraficas de 1, 2, 3 o 4, entonces por la
proposicion 2 tiene (k, k — 1)-micleo.

De lo anterior tenemos que D(a, P,)[Y] tiene (k, k — 1)-nticleo.

Por lo tanto D(a, P,) es (k, k — 1)-nicleo perfecta.

<)

Como D(a, Py) es (k, k—1)-nicleo perfecta, entonces de la proposi-
cién 2, tenemos que D(a, Py )[V(D)] es (k, k — 1)-nucleo perfecta, pero
D(a, P.)[V(D)] = D, por lo tanto D es (k, k — 1)-nticleo perfecta. ||

Ejemplo: Sea P, = Ps y D como en la figura:

entonces D(a, Py)

que es (3,2)-nicleo perfecta.



Nicleos por trayectorias monocromaticas

En esta seccién se daran condiciones necesarias y suficientes para
la preservacion de nicleo por trayectorias monocromaticas en las ope-

raciones de digraficas: composicién y duplicacién.

Lema 9. Sean D y a = ((ow, aw))vev(p) una familia de digrdficas
ajenas. Sea T = (x,,1,...,2T,) una trayectoria dirigida en la com-
posicion o(D, &) tal que zo, x, € v, para alguna v € V(D). Entonces
la Proyp(V(T)) es la union de ciclos dirigidos en D.

Observacion. Como la Proyp(V(T)) toma todos los vértices de
T que estan en una o, y los manda al vértice v en D, entonces podemos
tomar solo las trayectorias que no tienen vértices consecutivos en una

misma digrdfica o,.

Dem. Sea T' = (xg,x1,...,x,) una trayectoria dirigida en la com-
posicién o (D, &) tal que zg, x,, € «, para alguna v € V(D). La prueba
serd por induccion sobre la longitud de 7T

Si I(T) = 2, entonces T es de la forma T = (x,,21,%2), con
xo, o € V(ay)v € V(D) y 1 € V(ay), con u # v. De esta mane-
ra Proyp(V(T)) = D[{v,u}| y por la definicién de o(D, @), tenemos
que, D[{v,u}] = (v,u,v) que es un ciclo dirigido en D.

Supongamos que para toda trayectoria Y, tal que [(Y) < n, su
proyeccién es la union de ciclos dirigidos en D.

Sea T' = (zg,x1,...,x,) tal que I(T) = n y xo,z, € V(a,) para

alguna v € V(D).
91
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P.d. Proyp(V(T)) es la unién de ciclos dirigidos en D.

Sea x; el primer vértice de T' tal que dz;¢ < ji,j =0,1,...,ny
que z;j,x; € V() para alguna u € V(D).

Si j = n, entonces zy y x, son los Unicos vértices que estan en una
oy, ademas de la definicién de (D, @), tenemos que, Proyp(V(T)) =
(v,v1,...,Un_1,v) que es un ciclo dirigido de D.

Si j < n, tenemos dos casos.

Caso 1 Sii =0, entonces ' =Ty UT5, donde T} = (zo,...,2;) ¥
Ty = (xj,...,x,). Estas trayectorias tienen longitud menor a n, por
lo tanto aplicando la hipétesis de induccién a cada una tenemos que
sus proyecciones son la union de ciclos dirigidos en D, por lo tanto la
proyecciéon de T es la unién de ciclos dirigidos en D.

Caso 2 Sii > 0, entonces tenemos que 15 = [z;, T, z;] es de lon-
gitud menor a n y aplicando la hipétesis de induccién tenemos que
Proyp(V(T3)) es unién de ciclos dirigidos en D. Ademés tenemos
que Proyp(V(T)) = Proyp({xo,...,z;}) U Proyp({zj+1,...,Tn}) U
Proyp(V(T3)), pero por la definicién de o(D, &) , (xo,...,2;) v (Tj41,
..., T,) son trayectorias dirigidas de longitud menor a n y por lo tanto,
aplicando la hipdtesis de inducciéon, tenemos que cada proyeccion es la
unién de ciclos dirigidos en D. Por lo tanto Proyp(V(T)) es la unién
de ciclos dirigidos en D.

Si existen mas vértices que se repiten aplicamos el razonamiento

del caso 2 a las repeticiones faltantes. [
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Ejemplo: Si D es:

1 2 3 4

y para cada v € D tenemos que «, es:

s

con J; = {b}, Jo = {a}, J3 ={b} y Jy = {a}, entonces o (D, @) es:

Si tomamos la trayectoria dirigida (10,6, 7,9), tenemos que

Proyp(10,6,7,9) es:

que es un ciclo dirigido en D y si tomamos la trayectoria dirigida

(10,11,9), entonces Proyp(10,11,9) es:

3( = )¢

que un ciclo dirigido de D.
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Teorema 18. Sea D digrdfica tal que si ¢ : F(D) — {1,...,n}
es una n-coloracién de las flechas de D, tenemos que D[~ {i}] es
aciclica con i € {1,...,n} y sea @ = (Qu, )pev(p) una familia de
digraficas ajenas coloreadas en las flechas. N* C V(o(D,a)) es nicleo
por trayectorias monocromdticas si y solo si AN C V(D) micleo por
trayectorias monocromdaticas de D tal que N* = Uy N, donde N, es

nicleo por trayectorias monocromdticas de o, y I = {v | v € N}.

Dem. <)

Sean N y N* como en la hipétesis.

Demostraremos primero que N* es absorbente por trayectorias mono-
cromaticas.

Sea z € V(o(D,a)) — N* asi Juy € V(D) tal que z € a,,, de esta
manera tenemos dos opciones: vg € N o vg € N.

Si vg € N tenemos que Jzz-trayectoria monocromatica en ay,, con
r € N,, C N* ya que N,, es nicleo por trayectorias monocromaticas
de ay,.

Si vy € N, entonces 3T = (vg, vy, . .., Vn—1,u) trayectoria monocro-
matica en D con u € N, ya que N es nicleo por trayectorias monocro-
maticas de D, como z € oy, y tomando z; € a,, coni =1,...,.n—1y
zu € N, construimos la trayectoria monocromatica 7" = (z, 21, . . ., Zn—1,

Por lo tanto N* es absorbente por trayectorias monocromaticas.

Ahora demostraremos que N* es independiente por trayectorias
monocromaticas.

Sean xg, r, € N* x¢ # x,, supongamos que existe T' = (zg, x1, . ..,
Tn) Una xox,-trayectoria, asi tenemos dos opciones: xg,z, € «, para
alguna v € V(D) o xg € a, y T, €  cON U # w.

Caso 1: Si g, x, € a, para alguna v € V(D).
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Tenemos dos opciones: T'C i, 0 T ¢ av,

Caso 1.a: Si'T' C «, entonces T' es no monocromética ya que como
To, Tn € N* se tiene que xg, x, € N,.

Caso 1.b: Si T ¢ «,, supongamos, por contradiccion que T es
monocromatica, entonces del lema anterior tenemos que Proyp(V(T))
es la unién de ciclos dirigidos monocromaticos contradiciendo la hipo-
tesis.

Caso 2: Sixg € p y T € ay, cOn v # u, por la definiciéon de N* y
ya que xg, , € N* se tiene que g € N, y x,, € N, con u,v € N, ahora
supongamos por contradiccién que T es monocromatica con lo que
Proyp(T) es una vu-trayectoria monocromatica en D contradiciendo
que N es nucleo por trayectorias monocromaticas de D.

Por lo tanto N* es independiente por trayectorias monocromaticas.

Por lo tanto N* es nicleo por trayectorias monocromaticas.

=)

Sea N* nucleo por trayectorias monocrométicas de o(D,a). Sea
N={veV(D)| N“NV(a,) # ¢}

Primero demostraremos que N es absorbente por trayectorias mono-
cromaticas en D.

Sea v € V(D) — N y sea zp € V(ay), como v ¢ N tenemos que
20 & N* por lo que 3T = (2, ..., z,) trayectoria monocromética con
zn € N* ademas podemos suponer sin pérdida de generalidad que z; €
V(ay)i=1,...,n (yaque T es monocromética), de esta manera tenemos
que Proyp(T) es una vu,, -trayectoria monocromatica con u,, € N.

Por lo tanto N es absorbente por trayectorias monocromaticas.

Ahora probaremos que N es independiente por trayectorias mono-

cromaticas.
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Sea vy, v, € N y supongamos que existe T = (v, ..., v,) una tra-
yectoria entre ellos contenida en D. Supongamos que 1 es monocro-
mética, asi como vy, v, € N se tiene que Jzg € V() NN* y 2, €
V(aw, ) N N*, tomando un punto z; € a,, i = 1,...,n—1, T induce una
Zozp-trayectoria monocromatica contradiciendo que N* es nicleo por
trayectorias monocromaticas.

Por lo tanto N es independiente por trayectorias monocromaticas.

De lo anterior se tiene que N es nucleo por trayectorias monocro-
maticas de D.

Por otro lado si denotamos N, = N*NV («,), es claro que, Uyer N, €
N*con I ={v|v & N}. Ahora tomemos z € N*, por la definicién de
o(D,a) tenemos que z € N*NV (ay,), por lo cual vy € N, por lo tanto
z € Ny, y como consecuencia z € UyerN,.

Por lo anterior N* = Uy N,.

Ejemplo: Tomemos a D y «, como en el ejemplo anterior con la

coloracion:
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Con lo que D tiene como nicleo por trayectorias monocromaéticas

al conjunto {1} y o(D, &) es:

que tiene a {6} como nicleo por trayectorias monocromaéticas.

Lema 10. Sean D una digrafica coloreada en sus flechas, B C D
y DB la duplicacion de B. Ademds sea 1 : D[B] — B’ el isomorfismo
definido por la duplicacion.
Definimos ¢ : D — D\ D[B] como:
Idp(z), six ¢ B

o(x) =
P(x), sizr €B

Entonces ¢ es un isomorfismo yT C D es una trayectoria monocro-

mdtica siy solo si p(T) C DB\ D[B] es una trayectoria monocromdtica.

Dem. Primero demostraremos que ¢ es isomorfismo.

Probaremos que ¢ es inyectiva. Sean z,y € V(D), con x # vy,
tenemos los siguientes casos: z,y € Byr ¢ B,y Byx € B, y¢ B.
Como ¢ y Idp son isomorfismos, los primeros dos casos se siguen de

manera directa de la definicion de ¢.
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Esquema:

Revisemos el tercer caso, como © € By y € B tenemos ¢(x) =
¥(x) # Idp(y) = ¢(y) por lo tanto ¢ es inyectiva.

Ahora probaremos que ¢ es suprayectiva.

Sea 2/ € DB\ D[B], entonces 2’ € B’ 0 2/ ¢ B'.

Si 2/ € B’, como 1 es isomorfismo, existe una tnica z € B C V(D)
tal que ¢(2) = ¥(z) = 2/

Si 2’ ¢ B', entonces 2’ € V(D?)\V(D[B] U B’) por lo tanto ¢(z) =
Idp(Z) = 2.

Por lo tanto ¢ es suprayectiva.

Por lo tanto es biyectiva.

Ahora tenemos que mostrar que x adyp y si y solo si ¢(z) adyps\ ps)

P(y)

Sean z,y € V(D) tal que x adyp y asi tenemos los siguientes casos:
r,yeEB, x,y¢d Byx € B,y¢B

Si z,y € B, tenemos que como v es isomorfismo x adyp y si y solo
si ¢(z) = ¢(z) adype\ps) V(y) = o(y)

Siz,y € B, tenemos que como Idp es isomorfismo x adyp y siy

solo si ¢(z) = Idp(x) adyps\p) 1dp(y) = o(y)
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Si x € B, y ¢ B, tenemos que x adyp y si y solo si ¢(z) =
Y(z) adyps\ pip
Idp(y) = ¢(y) por la definicién de la duplicacién.

Por lo tanto ¢ es isomorfismo.

Ahora demostraremos que 7' C D es una trayectoria monocromatica
si y solo si ¢(T) C DP D[B] es una trayectoria monocromaética.

SeaT = (zo, 1, ..., x,) una trayectoria monocromatica en D. Con-
sideremos los siguientes casos

Casol TN B = ¢ < ¢(T) = 1dp(T) = T que es una trayectoria
monocromética de D

Caso 2 TNB # ¢,seaTNB={x;,...,z; |i1,...,ix C1,...,n}
& (1) = Idp(T \ wiy)) U{o({ai, | 7 =1, k})} = (T \ &) U{ai }
con :E;j € B’ que es monocromética por la definicién de D?, ademés
tenemos que dp(r;) = dpn(z})

Por lo tanto las trayectorias monocromaticas son invariantes a traves

de ¢. |

Teorema 19. Sea D una digrdfica coloreada en sus flechas sin ci-
clos dirigidos monocromdticos, B C V(D) y D® la duplicacién de B.
D tiene nicleo por trayectorias monocromdticas si y solo si DB tiene

nucleo por trayectorias monocromdticas.

Dem. =)

Sea N un nucleo por trayectorias monocromaticas de D. Conside-
rémos los siguientes casos.

Caso 1 Si NN B = ¢.

Entonces N es nicleo por trayectorias monocromaticas de D?.

Primero probaremos que NN es independiente por trayectorias mono-

cromaticas.
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Seanz #y € N,yseaT = (x = zg,x1,...,%, = y) una trayectoria
dirigida en D?. Supongamos que 7' es monocromética.

Consideraremos los siguientes casos: TN B=¢p o TNB # ¢

Si TN B = ¢, entonces T C V(DP)\ V(D[B]), y del lema ante-
rior tenemos que, ¢~ (T') es una zy-trayectoria dirigida monocromética
contradiciendo que N es nicleo por trayectorias monocromaticas.

Si TNB # ¢, tomamos T(I) = (x = xo,T1,...,Thy ..., Ty = Y)
trayectoria dirigida, con i € I e I = {j | z; € V(T) N B}, que
por la definicién de D? es monocromatica, ya que T lo es, y ademés
T(I) Cc DB\ D[B], asf aplicando el lema anterior ¢~1(T'(I)) es una tra-
yectoria dirigida monocromatica contradiciendo que N es nticleo por
trayectorias monocromaticas de D

Por lo tanto T" no es monocromatica y por lo tanto N es indepen-
diente por trayectorias monocromaticas.

Ahora probaremos que N es absorbente por trayectorias monocro-
maticas.

Sea z € V(D®) \ N, consideremos los siguientes casos z € B’ o
2 ¢ B

Si z € B’, entonces z € V(D), por lo tanto existe z/N-trayectoria
dirigida monocromética con T C V(D) C V(D?).

Si z =y’ € B’, entonces existe y € B el original de ¢ y por lo tanto
existe ' = (y, x1, . . ., T,) trayectoria dirigida monocromética con x,, €
N, de esta manera tomando 7" = (y/,z1,...,z,) es una trayectoria
dirigida monocromatica de vy a N. Por lo tanto N es absorbente por
trayectorias monocromaticas.

Y por lo tanto N es niicleo por trayectorias monocrométicas de DZ.

Caso 2 Si N N B # ¢.
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Sea Z = N N B, asi afirmamos que N* = N U Z’ es nicleo por
trayectorias monocrométicas de DZ.

Primero probaremos que N* es independiente por trayectorias mono-
cromaticas.

Sean x #y € N*y T = (zr = xo,21,...,T, = y) una trayectoria
dirigida en D?. Supongamos que 7' es monocromatica.

Como x # y € N* tenemos los siguientes casos.

Six,y € N, entonces tomamos T'(I) = (z = xg, 1, ..., 2}, ...

(% >$n—

y) trayectoria dirigida, con i € [ e [ = {i | =; € V(T) N B’}, de
esta manera T'(1) C V(D) y como T es monocromética también T'([).
contradiciendo que N es niicleo por trayectorias monocromaticas de D.

Size N,ye Z'y x & B, repetimos el razonamiento anterior.

Sizx e N,ye Z'y x € B, tenemos dos casos.

Caso 1 x es el vértice original de y.

Entonces al tomar T'(I) = (z = xg, 1, ..., %, ..., Ty =y),coni € [
el ={j|xz; € V(T')NB'} obtenemos un ciclo dirigido monocromatico
de D contradiciendo la hipétesis.

Caso 2 x no es el vértice original de .

Entonces al tomar T'(I) = (z = xo,21,...,%; ..., T, = ¥y), cON
ielel={j|xz; € V(I')N B'} obtenemos una trayectoria dirigida
monocromatica en N, contradiciendo que N es niicleo por trayectorias
monocromaticas de D.

Por lo tanto 7" no es monocromatica y de aqui que N* es indepen-
diente por trayectorias monocromaticas.

Ahora probaremos que N* es absorbente por trayectorias monocro-
maticas.

Sea z € V(DP)\ N*, asi tenemos dos casos.
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Siz =14y € B’, entonces existe y € B el original y como NN es nticleo

por trayectorias monocromaticas de D existe T = (y = xg, T1,...,Ty)
monocromatica, con z, € N, de esta manera tomamos T’ = (z =
y',x1,...,T,) que es una zN*-trayectoria dirigida monocromadtica, ya
que T lo es.

Si z € B, entonces z € V(D) y es absorbido por N y por lo tanto
por N*.

Por lo tanto N* es nticleo por trayectorias monocrométicas de D5.

<)

Sea N* niicleo por trayectorias monocromaticas de D?.

Consideremos los siguientes casos.

Caso 1: N*NB' = ¢.

Entonces N* es nticleo por trayectorias monocromaticas de D, ya
que N* C D C DB,

Caso 2: N* N B' # ¢.

Sea Z' = N*NB' y N = N*\ Z'. Entonces afirmamos que H =
N UZ, con Z el original de Z’, es nticleo por trayectorias monocroma-
ticas de D.

Probaremos que H es independiente por trayectorias monocroma-
ticas

Seanx #y € Hy T = (x = x9,71,...,T, = y) una trayectoria
dirigida en D.

Supongamos por contradiccion que T' es monocromatica.

De esta manera tenemos tres opciones z,y € N,z € Nyy e Z o
x,Yy € 4.

Si z,y € N entonces, al ser T monocromética y ya que T C
D C D®, contradecimos que N* es independeinte por trayectorias

monocromaticas de DZ.
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Sixz € Nyy€ Z, entonces tomamos 1" = (x = g, x1,...,2, =)

es una trayectoria dirigida monocromatica, ya que T lo es, con x,y’ €
N*, contradiciendo que N* es niicleo por trayectorias monocromaticas.

! / ! /
= T, T1,...,2, =1Y')es

Si x,y € Z, entonces tomamos T’ = (x
una trayectoria dirigida monocromaética ya que 71" lo es, con 2/, 3y’ € N*,
contradiciendo que N* es nticleo por trayectorias monocromaéticas.

Por lo tanto H es independiente por trayectorias monocromaticas.

Ahora probaremos que H es absorbente por trayectorias monocro-
maticas.

Sea z € V(D) \ H. Como D C D®, entonces z € V(DP)

Y como N* es ntcleo por trayectorias monocrométicas de D?,
entonces existe T' = (z = xg,21,...,2,) trayectoria monocromatica
con x, € N* asi tomando T'(I) = (z = xo,z1,...,25 ..., 2,), con
ielel ={i|x € V(T)N B} obtenemos una trayectoria dirigida
monocromatica contenida en D y con x,, € H

Por lo tanto H es absorbente por trayectorias monocromaticas.

Por lo tanto H es nicleo por trayectorias monocromaticas de D. ||

Ejemplo: Sea D como en la figura, B = {1,2} y con coloracién

denotada por letras minisculas:
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Asi D tiene a {2,4} como niicleo por trayectorias monocromaéticas

y de esta manera DP es la digrafica:

b
3 3
b 7 4 \ a b
a a
It L 5 26N a A2N a6 5 4
a a
b, " A& 4 a A2 b
a a
7 a1a 7
b b

con {2,4,4'} como nicleo por trayectorias monocromaticas.

Definicién 31. Sea D una digrafica coloreada en sus flechas.
Decimos que D es nticleo perfecta por trayectorias monocromaticas
localmente si VB C V(D), D[B] tiene nicleo por trayectorias mono-

cromaticas.

Definicién 32. Sea D una digrafica coloreada en sus flechas.

Decimos que D es nticleo perfecta por trayectorias monocromaticas
globalmente si VB C V(D), 3N C V(D|B]) tal que N es absorbente
por trayectorias monocrométicas en D[B] y N es independiente por

trayectorias monocromaticas en D.

Teorema 20. Sea D una digrdafica coloreada en sus flechas y o,

una familia de digrdficas ajenas coloreadas en sus flechas.
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D y «,, son nicleo perfectas por trayectorias monocromdticas glob-
almente si y solo si o(D,a) es nicleo perfecta por trayectorias mono-

cromdticas globalmente.

Dem. =)

Sean D y «, nicleo perfectas por trayectorias monocromaéticas glo-
balmente.

Tenemos que por la proposicién 4 del capitulo anterior seccién 4

toda subdigréfica B de (D, @) es de una de las siguientes tres formas:

(1) la composicién o(Dy, 3), donde Dy es una subdigrafica in-
ducida de D y B es una familia de digréaficas (3,)vev(ny), tal
que 3, son subdigraficas de a,, v € V(Dy).

(2) una subdigrafica inducida de «,, para alguna v € V(D) o

(3) la unién disjunta de digraficas de (1) y (2).

Caso 1:

Si es la composicion U(Do,g), donde Dy es una subdigrafica in-
ducidade Dy B es una familia de digraficas (8.)uev (py), tal que 3, son
subdigraficas de a,, u € V(Dy), entonces existe N C V(D) y N, C B,
conjuntos tal que N es absorbente por trayectorias monocromaticas en
Dy vy es independiente por trayectorias monocromaticas en D y N, es
absorbente por trayectorias monocromaticas en 3, e independiente por
trayectorias monocromaticas en . Asi, sabemos que, por el teorema
18, si tomamos N* = U,erN, con I = {u | u € N}, es absorbente por
trayectorias monocromaticas en o (D, B)

Ademads, como N y N, son independientes por trayectorias monocro-
maticas en D y «, respectivamente, entonces N* es independiente por

trayectorias monocrométicas en o(Dy, 3), ya que si u # v € N, no hay

trayectorias monocromaticas de N, a N, ni viceversa.
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Caso 2:

Si B es una subdigréfica inducida de «, para alguna v € V(D).

Entonces sea A = {u € V(D) | V(o) NV (B) # ¢}.

De esta manera, tomamos Dy = D[A], y 5, = BN a, y formamos
o(Dy, B), regresandonos asi al caso anterior.

Caso 3:

Si B es la unién disjunta de digréficas de (1) y (2).

Entonces B es la unién de o(Dy, 5) , donde Dy es una subdigréfica
inducida de D y B es una familia de digréficas (3.)ucv(ny), tal que 3,
son subdigraficas de a,, u € V(Dy) y subdigraficas inducidas de a,
para alguna = € V(D) con x # u.

De esta manera, tomando A = {x € V(D) | V(a,) NV (B) # ¢},
podemos formar D' = DyUDI[A] y v, = B,U(a,; N B) y de esta manera
tener o(D',7) cayendo en el caso 1.

=)

Como D es subdigréfica de o (D, &) entonces D es niicleo por trayec-

torias monocromaéticas globalmente. [

Teorema 21. Sea D una digrdfica coloreada en sus flechas sin ci-
clos dirigidos monocromdticos, B C V(D) y D la duplicacién de B.

D es nicleo perfecta por trayectorias monocromadticas localmente si
y solo si DP es miicleo perfecta por trayectorias monocromdticas local-

mente.

Dem. <)
Sea A C V(D)

P.d. D[A] tiene nicleo por trayectorias monocromaticas.
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Por la definicién de D? tenemos que A C V(D) C V(D?) y
D[A] = DP[A], asi por hipétesis DP[A] tiene niicleo por trayecto-
rias monocromaticas, por lo tanto D[A] tiene nicleo por trayectorias
monocromaticas.

=)

Sea A C V(DP)

P.d. DP[A] tiene nicleo por trayectorias monocromadticas.

Asi tenemos dos casos ANB' =¢po ANB # ¢

Caso 1: Si AN B = ¢.

Entonces A C V(DP\ B') & A C V(D). De esta manera, por
la definicién de DZ, tenemos que DP[A] = D[A] y como D[A] tiene
nticleo por trayectorias monocrométicas, entonces DP[A] tiene nticleo
por trayectorias monocromaticas.

Caso 2: Si AN B' # ¢.

Definimos los siguientes conjuntos: Sean ¢’ = {2z’ € V(D?) | 2’ €
ANB}yE={xeV(D?) |ze A\ C'} porlotanto A=C'UE.

Asi tenemos dos casos: ENC =¢ o ENC # ¢.

Caso 2.1: Si ENC = ¢.

Entonces DB[E U ('] = DB[E U C] por lo tanto D?[A] = DB[E U
C] = D[E U C] que tiene nicleo por trayectorias monocrométicas.

Caso 2.2: Si ENC # ¢.

De nuestra hipdtesis, tenemos que D[EUC tiene nicleo por trayec-
torias monocromaticas N. Consideremos los casos N N B = ¢ o
NNB#¢

Si NN B = ¢, entonces N es nicleo por trayectorias monocroma-
ticas de DP[C" U E], por el Teorema 19.

Si NN B # ¢, como en el caso anterior tomemos N nicleo por

trayectorias monocromaticas de D[E U C], denotemos Dy = D[E U C]
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y H = NnNC. Sabemos que por el Teorema 19 N U H' es nicleo por
trayectorias monocromaticas de DY, la duplicacién de C' en D;.

Observemos que H' C 'y (N\ H) C E.

Afirmamos que N’ = (N \ H) U H' es niicleo por trayectorias
monocromaticas de DB[A].

Claramente N \ H y H’ son independientes cada uno. Veamos que
no hay trayectorias monocromaticas entre ellos. Si T" fuera una trayec-
toria monocromética entre N \ H y H’ entonces 1" (la trayectoria que
cambia cada vértice por su copia) seria una trayectoria monocromatica
que empieza y termina en N, contradiciendo que N era nicleo por
trayectorias monocromaticas. Por lo tanto es independiente por trayec-
torias monocromaticas.

Que es absorbente por trayectorias monocromaticas se sigue de que
N U H' es niicleo por trayectorias monocromdticas de D¢

Por lo tanto D? es nticleo perfecta por trayectorias monocromaticas.
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