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Capitulo 1

Introduccion

El concepto de nicleo fue introducido por Von Neumann y Morgenstern
[16] en el contexto de la Teorfa de Juegos. El problema de la existencia de
nicleo ha sido estudiado por varios autores, por ejemplo; P. Duchet [5], [6], P.
Duchet y H. Meyniel [7], H. Galeana-Sanchez y V. Neumann-Lara [10], [11],
M. Richardson [17]. Este concepto tiene aplicaciones en la Teoria de Juegos,

Teoria de Conjuntos, Logica, Inteligencia Artificial, etc.

La funcién de Grundy fue introducida por Grundy en 1939 [13] para
digréficas sin ciclos dirigidos. Este concepto fue extendido por C. Berge y

Shiitzenberger en 1956 [1],[2] respectivamente.

El concepto de ntcleo y de funcion de Grundy estdn muy relacionados
por los siguientes resultados: Una digrafica que tiene funcién de Grundy tiene
nicleo; y toda digrafica nicleo perfecta tiene funcion de Grundy. Ademas
como la funciéon de Grundy da una particion de los vértices de la digrafica
en conjuntos independientes, da una cota para el ntimero cromatico de la

digrafica.
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En [4] C. Berge usa la funcién de Grundy al estudiar los juegos de tipo Nim.
En articulos de Gutiérrez Cabria [12], Schrage [18] la funcién de Grundy se
utiliza para dar una estrategia ganadora o al menos no perdedora en juegos
de tipo Nim. En otro articulo Matula, D. W. utiliza la funcién de Grundy
para dar una mejor cota del nimero cromatico. En otros articulos Erdos,
P.[8], [9], Masgras, V. V.[15] dan aplicaciones de la funcién de Grundy a la

Teoria de Numeros.

En el presente trabajo no estudiaremos como se relaciéna la funcién de
Grundy con el concepto de niimero cromatico, con los juegos de tipo Nim,
ni tampoco sus aplicaciones a la Teoria de Niumeros. Sélo estudiaremos su
relacién con con el concepto de niicleo y encontraremos condiciones suficientes
y necesarias para que se preserve bajo ciertas operaciones que definiremos

mas adelante.

En el Capitulo 1, daremos las definiciones bésicas de la Teoria de Grafi-
cas (grafica, subdigréfica inducida, digrafica, nicleo, etc.,) que utilizaremos
en este trabajo. Ademads, definiremos operaciones sobre digréficas (produc-
to cartesiano, suma de Zykov y suma entre otras) que estudiaremos en los

capitulos 3 y 4.

En el Capitulo 2, expondremos resultados basicos sobre el concepto de

nucleo, que seran necesarios para los capitulos 3 y 4.

En el Capitulo 3, daremos dos definiciones de funcién de Grundy, veremos
que son equivalentes, estudiaremos la relacién que tiene con el concepto de

ntcleo y expondremos algunas condiciones suficientes para que una digrafica



tenga funcién de Grundy.

En el Capitulo 4, estudiaremos el comportamiento de la funcién de Grundy
en la suma de Zykov y en la suma. Daremos condiciones suficientes y necesa-
rias para que la suma de Zykov de una familia de digraficas tenga funcién de
Grundy y encontraremos una cota para ésta.

Por medio de ejemplos, mostraremos que no podemos debilitar las condi-
ciones requeridas.

En el caso de la suma, enontraremos una propiedad que llamaremos A, para
que dadas dos digraficas con funcion de Grundy su suma tenga funcién de
Grundy. Adema&s diremos cual es el valor maximo de ésta, en términos de
las funciones de cada digrafica. Por ultimo, mostraremos que si una suma
tiene funcién de Grundy entonces cada sumando (digréfica) tiene funcién de

Grundy.



Capitulo 2

Definiciones

Definicién 1. Una gréfica G es una pareja (V(G), A(G)), donde V(G) es
un conjunto no vacio de elementos llamados vértices y A(G) es un conjunto

de parejas no ordenadas de vértices distintos, llamadas aristas.

V
u X u X
z y z y
G: G2 Gs
Figura 2.1:

En la Figura 2.1 tenemos tres ejemplos. GG; vy G5 son gréficas, pero en

este trabajo sélo trataremos con gréaficas como (1, es decir, graficas que entre

9
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v
e
u a X
C
y
Hi1

Figura 2.2:

cualesquiera dos vértices hay a lo méds una arista. Ademas sélo trabajaremos
con graficas tales que el conjunto de vértices es finito. GG3 no es una grafica
porque la definiciéon de gréfica pide pares no ordenados de distintos vértices,

y aqui tendriamos la arista (v, v).

Definicién 2. Sia € A(G) ya = (u,v) conu,v € V(G), decimos que u y v

son adyacentes y que u y v son los extremos de a.

En la Figura 2.1 tenemos que v y  son los extremos de la arista a y v y

z son adyacentes, ya que esta la arista d en la grafica G;.

Definicién 3. Una subgréfica H de G, es una grdfica tal que V(H) C V(G)
y A(H) C A(G).

Definicién 4. Sea U C V(G), la subgrafica inducida de G' por U, es aquella
que liene como conjunto de vértices a U y como conjunto de aristas a las

aristas de G que tienen sus extremos en U.

En la Figura 2.2 tenemos dos ejemplos de subgraficas de la grafica G

de la Figura 2.1. La primera Hj, tiene por conjunto de vértices a {u,v,z,y}
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y por conjunto de aristas a {a,c,e}. Esta subgrdfica no es una subgréfica
inducida de G; por que falta la arista b = (x,y). La subgrafica Hy es la
subgrafica inducida de Gy por U = {u, v, z,y}.

Definicién 5. Una grifica G es bipartita si existe una particion {U, W} de
los vértices de G tal que cualquier arista de G tiene un extremo en U y el

otro en W.

La grafica H; de la Figura 2.2 es un ejemplo de grafica bipartita donde
la particién es U = {u,v} y W = {x,y}.
La grafica Hs no es bipartita, ya que de haber una biparticion y tendria que
estar en alguno de los dos conjuntos y como es adyacente con u y x, entonces
u y x tendrian que estar en el otro conjunto, pero son adyacentes. Por lo

tanto no existe tal particion y Hs no es bipartita.

Definicién 6. Una digréfica D es una pareja (V (D), F(D)) tal que V(D) es
un conjunto no vacio de elementos llamados vértices y F(D) es un conjunto

de parejas ordenadas de vértices distintos, llamadas flechas.

9
ue \"

Hi1 H2

Figura 2.3:
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En la Figura 2.3 tenemos dos ejemplos, sélo H; es una digrafica mientras
que Hj no es digréfica porque tiene la flecha a = (v, v) que no es permitido

en la definicién de digréfica.

Definicién 7. Sia € F(D) y a = (u,v) con u,v € V(D) decimos que u y
v son los extremos de a; u es el extremo inicial de a y v el extremo final.
También decimos que u es adyacente hacia v y que v es adyacente desde
u. Para v € V(D) denotamos por T'5,(v) al conjunto de todos los vértices
x € V(D) tales que v es adyacente hacia x. Por I'(v) denotamos al conjunto

de vértices  tales que v es adyacente desde x, por Tp(v) a la unidn de T'f(v)

y I'p(v).

En la digrafica H; de la Figura 2.3 tenemos que u y v son los extremos
de a, donde u es el extremo inicial y v el extremo final. Tenemos que w es

adyacente hacia x y v es adyacente desde z. En la Figura 2.3, F}fh (x) ={v},

U, () = {w}; T, (w) = {u, 2}, Ty, (w) = {u, v}

Definicién 8. Si D es una digrdfica y a € F(D) con a = (u,v), a es una
flecha simétrica si (v,u) € F(D). Decimos que una digrdfica es simétrica si

todas sus flechas son simétricas.

Definicién 9. Si D es una digrdfica y a € F(D) con a = (u,v), a es una
flecha asimétrica si (v,u) &€ F(D). Decimos que una digrdfica es asimétrica

si todas sus flechas son asimétricas.

En la Figura 2.3, la flecha e = (u, w) es simétrica porque la flecha
d = (w,u) esta en la digrafica. Mientras que la flecha a = (u, v) es asimétrica

por que la flecha (v, u) no esta en la digrafica.
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Definicién 10. Una digrdfica D se dice que es transitiva, si para todos
z,y,z € V(D) tales que (z,y) € F(D) y (y,z) € F(D) se tiene que (x,2) €
F(D).

b c b c
$Z.\ T
a. = d a. = d
f e f e
D H
Figura 2.4:

La digrafica D de la Figura 2.4, es una digrafica transitiva. Por ejemplo te-
nemos que (a,d) y (d, e) son flechas en esta digrafica y también (a, e) es flecha
de esta digrafica. También (b, c), (c,e) y (b,e) son flechas de esta digrafica.
Otros ejemplos son las flechas (¢, d), (d,e) y (c,e); (b,c), (¢,d) y (b,d); (f,b),
(b,d) y (f,d); (f,d), (d,e) y (f,e); (f,0), (b;e) y (f,¢); (f;0), (¢,;d) y (f,d).
La digrafica H de la Figura 2.4, no es una digrafica transitiva porque tenemos

que (b,d) € F(H), (d,e) € F(H) y (be) € F(H).

Definicién 11. Una digrdfica D es una digrafica completa si para cualquier

par de vértices de D, existe una flecha entre ellos.

En la Figura 2.5 la digrafica D; es una digrafica completa, entre todos
sus vértices hay al menos una flecha. La digrafica D, no es una digrafica

completa porque no hay flecha entre los vértices x y .
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Figura 2.5:

Definicién 12. Una subdigréifica H de D es una digrdfica tal que V(H) C
V(D) y F(H) C F(D). Es subdigrafica propia si V(H) C V(D) y F(H) C
F(D).

En la Figura 2.6 tenemos que H; es una subdigrafica propia de D, y
aunque V(H,) C V(D), Hy no es subdigrafica de D porque la flecha (w, z)

no pertenece a F(D).

Definicién 13. Sea U C V(D), la subdigrafica inducida de D por U, es
aquella que tiene como conjunto de vértices a U y como conjunto de flechas a

las flechas de D que tienen sus extremos en U. Denotamos a esta subdigrdfica

por D[U].

En la Figura 2.7 tenemos la digrifica D y Hy, Hs y Hj subdigraficas
inducidas de D donde H; es la subdigréfica inducida por Uy = {a, b, ¢, [}, Ho
es la subdigréfica de D inducida por Uy = {b, ¢, d, f} y Hj es la subdigréfica
inducida de D por Us = {b,c,d, e, f}.
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<

ST

y
D
\' \'
u/ .. u{ )
4 4
]  J
y y
Ha H2
Figura 2.6:

Definicién 14. Un camino en una digrdfica D es una sucesion de vértices
(ug,ug, ..., uy,) tal que para cada i € {1,2,...,n — 1} se tiene (u;,uiy1) €
F(D) o (ui41,u;) € F(D). En este caso decimos que uy y u,, son los extremos

del camino y que el camino es un uiu,-camino de la digrdfica.

En la Figura 2.8 tenemos los siguientes caminos entre los vértices w
y % CVl = (U,U,y,Z), 02 = (U/U,lU,y,Z), 03 = (UJaU?wvx?Uayaz); 04 =

(u,v,y,w,v,z,w,y,2)y Cs = (u,v,x,w,y, z) entre otros.
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VAN/AN
v

f e
D
b c b c b c
o ® \ ( \
a< j : ed ed
f f f e
H1 H2 H3
Figura 2.7:

Definicién 15. Una trayectoria es un camino tal que u; # w; sii # j.

En la Figura 2.8 las trayectorias entre u y z son C = (u,v,y, 2),

Cy = (u,v,w,y,z) y Cs = (u,v,x,w,y,z).

Definicién 16. Un camino cerrado en una digrdfica es un camino

(ur,us ..., uy,) tal que uy = uy,.

En la Figura 2.9 algunos caminos cerrados son: C; = (u,v,y, z, u),
02 = (Z7U7U7w7$7v7ya Z)a 03 = (U,y,w,x,v), C(4 = ('U,U, Z,y,’LU,ZU,’U)

entre otros.
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Figura 2.9:

Definicién 17. Un ciclo en una digrdfica, es un camino cerrado (uy, ua, . .., uy,),

en el cual no se repiten vértices (excepto el primero que es igual al dltimo).

En la Figura 2.9 tenemos los siguientes ciclos:
C1 = (u,v,y,z,u), C3 = (v,y,w, z,v), Cy = (v,u, 2,y,w, z,v),

05 = (wayav7w) y Cﬁ = (UJU)?:EJU)

Definicién 18. Un camino dirigido en una digrdfica es un camino (uy, . . ., Uy )

tal que para cada i € {1,2,...,n — 1} se tiene (u;,u;i41) € F(D).

En la Figura 2.10 algunos de los caminos dirigidos entre u y y son:

Cl = (U7U7y)7 02 = (U7U7w7y)7 03 = (UHU?y?Zax?way)a 04 = (U, Z,-T,UJ,ZJ) y
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Figura 2.10:

Cs = (u, z,z,u, v, w,y) entre otros.

Definicién 19. Una digrdfica es una digrafica conexa, si para todo par de

vértices u y v, hay uv-camino dirigido o vu-camino dirigido en la digrdfica.

La digrafica de la Figura 2.10, es una digrafica conexa. Para u y z existe el
camino dirigido (u, z); para u e y existe el camino (u,v,y); para u y v, existe
el camino dirigido (u,v); para u y w; existe el camino dirigido (w,y, z, z, u);
para u y z existe el camino dirigido (u, z). Para z e y existe el camino dirigido
(y,2); para z y v existe el camino dirigido (z,z,u,v); para z y w existe el
camino dirigido (z,x,w); para z y z existe el camino dirigido (z, x). Para y y
v existe el camino dirigido (y, z, z, u, v); para y y w existe el camino dirigido
(w,y); para y y = existe el camino dirigido (x,w,y). Para v y w existe el
camino dirigido (v, w); para v y x existe el camino dirigido (z,u,v). Por

ultimo, para w y x exiaste el camino dirigido (z, w).

Definicién 20. Una componente fuertemente conexa C' de una digrdfica,
es un subconjunto de los vértices de la digrdfica, mdxima por contencion, tal
que para todo par de vértices u y v en C, hay uv y vu-camino dirigido en la

digrdfica.
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Definicién 21. Una trayectoria dirigida en wuna digrdafica, es un camino

dirigido que ademas es una trayectoria.

@<

Figura 2.11:

En la Figura 2.11 tenemos algunas de las trayectorias dirigidas que hay

en la digréfica de la Figura 2.10.

Definicién 22. Un camino dirigido cerrado en una digrdfica es un camino

dirigido que ademas es un camino cerrado.

Figura 2.12:
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En la Figura 2.12, tenemos los siguientes ejemplos de caminos dirigidos
cerrados de la digrafica de la Figura 2.10, H; = (w,y, z, x,u, v,y, z, x,w),

H2 - (xauavawayazwr) Yy H3 - (Z7x7u7 Z?LT;U)M%Z)

Definicién 23. Un ciclo dirigido en una digrdfica es un camino dirigido
cerrado en el cual no se repiten vértices (excepto el primero que es igual al

iltimo).

En la Figura 2.12, la subdigréfica H; tiene el ciclo dirigido (u, v, y, z, x, u),
la subdigrafica Hy es un ciclo dirigido. Si quitamos de Hj el vértice u, nos

queda el ciclo dirigido Hy = (z,w,y, z, ).

Definicién 24. Dada una digrdfica D y C' = (ug, uq, ..., u,) un camino en
D. Decimos que n es la longitud de C', donde n es el numero de flechas que

recorre C' y la denotamos por ((C).

En la digrafica H; de la Figura 2.12, el camino C' = (u, v, y, w, x, z) tiene

longitud 5. El camino C” = (u, v, y) tiene longitud 2.

Definicién 25. Una digrdfica es una digrafica bipartita si existe una bipar-
ticion {U,W} de los vértices de D tal que cualquier flecha de D tiene un

extremo en U y otro en W.

En la Figura 2.13 tenemos un ejemplo de una digrafica bipartita D donde
la particién es U = {a,c,e,g} y W = {b,d, f}. La digrifica H no es bipartita
porque, como hay flecha entre el vértice e y los vértices b y d estos vértices
tendrian que estar en el otro conjunto, pero también hay flecha entre ellos,
entonces no pueden estar en el mismo conjunto. Por lo tanto la digrafica H

no es bipartita.
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a
b b
o
(¢ o c
d
€ @ a d
f
o
g ./7 e
D H
Figura 2.13:

Definicién 26. Sea D una digrdfica y N C V(D), N es un conjunto in-

dependiente de la digrdfica D si para cualquier par de elementos de N no

existen flechas entre ellos en D.

Notemos que en cualquier digrafica D, un punto es un conjunto indepen-

diente, ya que la definicién de digréficas no permite aristas de la forma (v, v)

con v € V(D).

Figura 2.14:

En la digrafica de la Figura 2.14 los conjuntos independientes son:

Iy = {u}, I = {v}, I, = {w}, I3 = {«}, I, = {y} e Iy = {z} tienen
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cardinalidad 1.
Is = {u,y}, I = {v,a}, Is = {w, z} e Ig = {z, z} de cardinalidad 2. No hay

de cardinalidad mayor a 2.

Definicién 27. Sea D digrdfica. Un subconjunto S C V(D) se dice que es
seminucleo de D, si es un conjunto independiente y para toda y € V(D) \ S

tal que hay Sy-flecha en D, se tiene que hay yS-flecha.

En la Figura 2.14, el conjunto S = {z, w} es semintcleo. Es un conjunto
independiente, y u,y € T'5(S), (w,u) y (w,y) son flechas de la digrafi-
ca). Pero también (u,z) y (y, z) son flechas de la digrafica. Por lo tanto es
semintucleo de la digrafica.

En la misma digrafica el conjunto S’ = {u,y} es un conjunto independi-
ente, pero z € I'5(u) y no hay 2zS5’-flecha en la digrafica. Entonces S’ no es

semintcleo de la digrafica.

Definicién 28. Sea D una digrifica y N C V(D), N es un conjunto ab-
sorbente de la digrdfica D si para cualquier vértice w € V(D) \ N tenemos

que u es adyacente hacia algiun elemento de N.

En la digrafica de la Figura 2.14, los conjuntos absorbentes son:
Ap = {u,v,w, z,y, 2z} de cardinalidad 6.
Ay =A{u,v,w,z, 2}, Ay = {u,v,w,y, 2}, As = {u, v, x,y, 2}, Ay = {u,w,x,y, z}
y As = {v,w,z,y, 2z} de cardinalidad 5. El conjunto {u,v,w,z,y} no es con-
junto absorbente porque ninguno de sus elementos absorbe al vértice z.
A = {u,v,w,z}, Ay = {u,v,z,2}, Ay = {u,v,y,2}, Ay = {u,w,z, 2},
A = {u,w,y, 2z}, A = {u,z,y,2}, A2 = {v,w,z, 2z}, A1z = {v,w,y, 2},
Ay = A{v,x,y,2} v Ais = {w,z,y, 2z} de cardinalidad 4. Observvemos que
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z tiene que estar en todos los conjuntos absorbentes porque no hay ningin
vértice que lo absorba.

Ais = {u,w, 2z}, Aig = {u,x,z}, Air = {u,y, 2z}, Aig = {v,w,z}, A =
{w,z, 2}, Agg ={w,y, 2z} y Asy ={z,y, 2z} de cardinalidad 3.

Agy = {u,z} y Ass = {w, z} de cardinalidad 2. No hay ningtin conjunto

absorbente de cardinalidad 1.

Definicién 29. Sea D una digrdfica y N C V(D), N es un ntcleo de D si

es un conjunto independiente y absorbente de D.
En la Figura 2.14 N = I3 = Az es el tnico nucleo de la digrafica.

Definicién 30. Una digrifica D es una digréfica nicleo perfecta si toda
subdigrafica inducida de D tiene nicleo.

di
]

az
as

.\ a4
ai as °
I\Q as
a as
/ \ ar
[ J [ ) ([
aio ao
Figura 2.15:

En la Figura 2.15 tenemos una digrafica que es nicleo perfecta. Su ntcleo
es el conjunto {ay, ar, ag, ayg, aia, as,a; }. Por ejemplo un nicleo de la subdi-

grafica inducida por el conjunto {ay, as, ag, a1g, as, a1, ag} es {ag, aig, ag, a1, a4 }.
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Esta digrafica es nicleo perfecta porque es una digrafica sin ciclos dirigidos,
que segun el Teorema 3 que luego veremos, esto implica que tenga ntcleo.
Y como toda subdigréafica inducida tampoco tiene ciclos dirigidos, entonces

también tiene nucleo.

Definicién 31. Una digrifica es una digrafica ntcleo imperfecta critica si

no tiene niucleo pero toda subdigrdfica inducida propia de D tiene nicleo.

Figura 2.16:

En la Figura 2.16 tenemos un ciclo dirigido de longitud 5, que es una di-
grafica nicleo imperfecta critica. No tiene nticleo. Supongamos que a pertenece
a un nucleo, como absorbe a e, entonces e no esta en el nicleo y como es
adyacente a b, tampoco b esta en el nicleo, pero b tiene que ser absorbido por
ningin elemento del nticleo, por lo tanto, ¢ tiene que pertenecer a él. Como d
es adyacente a ¢, no esta en el nucleo, y como tiene que ser absorbido por el
ntcleo, entonces e tiene que estar en el nicleo. Pero ya habiamos visto que e
no estaba en el nicleo. Por lo tanto a no esta en el nicleo. Por la simétria del
ciclo es lo mismo si empezamos suponiendo que cualquier otro vértice esta

en el nucleo. Por lo tanto no tiene nicleo.



25

Las siguientes son definiciones de operaciones con las que trabajaremos

mas adelante.

Definicién 32. Sean Dy, ..., D, digrificas y sea P = {1,2,...,p}. El pro-
ducto normal de estas digrdficas, que se denota Dy-Dsy----- D, es la digrifica

D tal que:

y donde

L(zy,...,2p) = U (ITi(z) x I {z;})).

ICP,|I|£0 €1 JEP\I

En la Figura 2.18 tenemos el producto normal de las siguientes digraficas:

a b
e -0
X y
d c
G H
Figura 2.17:

Definicién 33. Sean D, ..., D, digrdficas y sea p ={1,2,...,p}. La suma
cartesiana de estas digrdficas que se denota por Dy + Dy + ---+ D, es la

digrdfica D tal que:
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ax bx

dx CcX

Figura 2.18:

V(D) =V(Dy) x---xV(D,) = I V(D)

ieP
[(z1,...,2p) =

U @i} x - x {map x D) x -+ X {z,})

ieP
En la Figura 2.19 tenemos la suma cartesiana de las digrdficas de la

Figura 2.17.

Definicién 34. Sean Dy, ..., D, digrdficas y sea p = {1,2,...,p}. El pro-
ducto cartesiano de estas digrdficas que se denota por Dy X Dy X -+ x D,,

es la digrdfica D tal que:

V(D) =V(Dy) x - x V(D,) = I V(D)
C(xy,...,2,) = 1T Ti(z;)

En la Figura 2.20 tenemos el producto cartesiano de las digrdficas de la

Figura 2.17.
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G+H

Figura 2.19:

Definicién 35. Sea D digrdafica y o = (ow)vev(p) una familia de digrdficas
ajenas dos a dos. La suma de Zykov de « sobre D, denotada por o(D, @), es

la digrdfica definida de la siguiente manera:

V(e(D,a)) = G‘Q(D) V(ew)

FloD,a))= U Fla)u U Az y)lreV(im)yeVia)}

veV (D) (uw)EF(D)

En la Figura 2.22 tenemos la suma de Zykov de las digrdficas de la Figura
2.21. Ya que tenemos que (a,b) € F(D), entonces en la suma de Zykov de
estds digrdficas tenemos que hay flecha de todos los vértices de D, hacia
todos los vértices de Dy. Ya que tenemos que (b,c) € F(D), entonces en

la suma de Zykov de estds digrdficas tenemos que hay flecha de todos los

vértices de Dy hacia todos los vértices de D.. Y por ultimo ya que tenemos
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Figura 2.20:

que (c,a) € F(D), entonces en la suma de Zykov de estds digrdficas tenemos

que hay flecha de todos los vértices de D, hacia todos los vértices de D,.

: !
&

a c o
D Da Do D¢

Figura 2.21:
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Figura 2.22:

Definicién 36. Sean Dy y Dy digrdificas. Una suma de Dy y Do es una
digrdfica, denotada o(D1, Ds), tal que:

V(0(Dy, Dy)) = V(D1)UV(D3) y en donde para todax € V(D1) yy € V(Ds)
tenemos que (z,y) € F(o(Dy, Ds)) 6 (y,z) € F(o(Dy, Ds)).

En la Figura 2.23 tenemos dos sumas de la digrdfica con dos puntos y

una flecha, consigo misma.

e 0 e 0

Figura 2.23:

Definicién 37. Sea o = D1 + D, donde Dy y Dy son digrdficas. Diremos
que « tiene la propiedad A si se cumplen las siguientes condiciones:

1) Si para todo {x1, 22,23} C V() tal que x1 € V(D;) y xq9, 253 € V(D;),
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(i #j, 1 <i,j<2)y (x1,22) € Fla) y (x2,23) € F(a) se tiene que
(x1,23) € F(a).

2) Si para todo {x1,x9, x5} C V() tal que x1,29 € V(D;) y x5 € V(D;),
(i #j, 1 <i,j<2)y(x1,22) € Fla) y (x9,23) € F(a) se tiene que
(x1,23) € F(a).

En la Figura 2.23, solo la digrdfica de la izquierda tiene la propiedad A.



Capitulo 3

Nucleos

En esta seccion expondremos algunos resultados sobre nicleos que serdan

muy 1mportantes en el desarrollo de la funcion de Grundy.

Lema 1. Si para cada subconjunto no vacio A C V(D), la subdigrdfica in-

ducida D[A] tiene seminicleo, entonces D tiene nicleo.

Demostracion. Sea D una digrafica que cumple las hipdtesis.

Si tomamos A = V(D), por la hipétesis D tiene semintcleo.

Sea S seminticleo méaximo de D.

Sea B=V(D)\ (SUTp(9)).

Si B = (). Veamos que entonces S, es ntcleo de D.

Ya tenemos que S es un conjunto independiente por ser semintcleo, sélo falta
ver que es un conjunto absorbente.

Seay € V(D) \ S, como V(D) \ (SUTp(S)) = B =0, entonces y € I'p(S).
Entonces y € T'}(S) 6 y € T5(S).

Siy € I'p(S), entonces hay yS flecha en D, es decir, S absorbe a y. Si

y € TH(S), entonces hay Sy flecha en D. Pero como S es seminticleo, entonces

31
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hay y.S flecha en D, es decir, S absorbe a y.

Por lo tanto, S es ntcleo de D.

Supongamos que B # .

Por hipétesis, D[B] tiene semintcleo, digamos Sp.

Tenemos que S C V(D[B]) = V(D) \ (SUT'p(S)), entonces para toda
x € Sp tenemos que z &€ (SUI'p(S)). Esto es que no hay Sz ¢ 25 flecha en
D, para toda z € Sp.

Por lo tanto S U Sp es un conjunto independiente.

Y como para toda y € V(D) \ (S U Sp) tal que hay (S U Sg)y, entonces
tenemos que hay y(S U Sp)-flecha.

Entonces S'U Sg es seminticleo de D y esto contradice que S sea semintcleo

maximo. Por lo tanto S es nicleo de D. 0J
Teorema 1. Toda digrdfica simétrica tiene nicleo.

Demostracion. Sea D digrafica simétrica.

Un so6lo vértice z, es un conjunto independiente de D. Podemos tomar un
conjunto independiente maximo de D. Sea N un conjunto independiente
maximo.

Por demostrar que N es ntcleo de D.

Ya tenemos que N es independiente por definicion de N. Sélo falta ver que
es absorbente.

Seay € V(D) \ N. Como N es un conjunto independiente maximo, tenemos
que el conjunto N Uy no es independiente, es decir, hay flecha entre N y y
en alguna direccién. Pero como D es una digrafica simétrica, hay flecha en
ambas direcciones, en particular hay y/N flecha en D. Esto es N absorbe a y.

Por lo tanto, NV es nucleo de D. O
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Teorema 2. Toda digrdafica transitiva tiene nicleo.

Demostracion. Sea D una digréfica transitiva. El conjunto V(D) es un con-
junto absorbente de D. Podemos tomar un conjunto absorbente minimo. Sea
N un conjunto absorbente minimo de D.

Por demostrar que N es ntucleo de D.

Por definicion de N, ya es un conjunto absorbente, sélo falta comprobar que
es independiente.

Supongamos que N no es independiente, es decir, existen x,y € N tal que
(x,y) € F(D).

Por ser D digréfica transitiva, para toda z € V(D) tal que (z,x) € F(D),
tenemos que (z,y) € F(D) ((z,y) € F(D)). Esto es N \ z es un conjunto
absorbente, y es mas chico que N, que era conjunto absorbente minimo.
Por lo tanto, N es un conjunto independiente de D. Por lo tanto N es ntcleo

de D. O
Teorema 3. Una digrdfica sin ciclos tiene nicleo y su nicleo es unico.

Demostracion. Sea Ay = {z € V(D)|T5(z) = 0}. Ay # 0 (de lo contrario
podemos formar un ciclo de la siguiente manera: tomamos un vértice zg y
luego otro vértice xy en su vecindad exterior, y luego otro vértice x5 en la
vecindad exterior de z;. De esta forma, obtenemos una sucesion de vértices
(xg, X1, .., Tp, ...) v dado que el conjunto de vértices es finito, para cierta r,
x, = x5 donde s < r. Asf tendriamos el ciclo (zs, Tsy1,...,2:)).

Dy = DIV(D)\ (A UT5(Ao))]

Como D; es subdigrafica inducida de D, tenemos que tampoco tiene ciclos.

Sea Ay = {z € V(Dy)|T'}, (x) = 0}.
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A; =0 siysolosi V(D) =0.
Sea Dy = D[V(Dy)\ (A, UT, (A))].

De esta manera tenemos una sucesion de subcojuntos Ay, Ay, ..., A, de V(D)
tal que,

p

Uurs, (49 = V(D)

Esto pasa porque el nimero de vértices es finito, y cada A; es distinto del ().
Por definicién de cada A; estos conjuntos son independientes. Tomemos un
x € A; yun y € A; con ¢ # j. Supongamos sin pérdida de generalidad que
i < j, entonces no hay flecha de z a y porque en D;_; T'h(z) =0y y €
V(D;-1). Tampoco hay flecha de y a x, porque de haber flecha y € 'y, (4;)
y entonces y ya no estaria en A; para toda [ > ¢ contradiciendo que y € A;.
Por lo tanto O A; es un conjunto independiente.

=0
Veamos que es un conjunto absorbente.

P P
Sea y € V(D) \ (U As). Como [J(A; UTp,  (Ai)) = V(D) y y no esta en
i=0 i=0

p
U Ai, entonces y € ', (A;) para una cierta i. Entonces existe x € A; tal
i=0

p
que (y,z) € F(D): Por lo tanto |J A; es nicleo de D.

i=0
La unicidad del nucleo se da porque el conjunto A, debe de ser parte de
cualquier ntucleo por no ser absorbido por ningin vértice. Con el mismo

argumento vemos que Ay, Ag, ..., A, tienen que estar en el nicleo. O

Teorema 4. (Richardson [1953]) Una digrdfica sin ciclos de longitud impar

tiene nucleo.

Demostracion. Sea D digrafica sin ciclos impares. Usando el Lema 1 sélo
probaremos que D tiene semintcleo. Supongamos que D es una digrafica

conexa.
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Sea A una componente fuertemente conexa de D tal que T'5(A) C V(A). Si
|A| = 1, entonces A es seminticleo.

Si |A| > 1, tomemos zy € A. Para cualquier vértice y € A tenemos que las
Toy trayectorias tienen la misma paridad de lo contrario podriamos formar
un ciclo de longitud impar, contradiciendo la hipdtesis, ademés de que todos
los vértices de las trayectorias estan en A por ser componente fuertemente
conexa.

Sea S el conjunto de todos los vértices y en A tales que hay una trayectoria
de longitud par de zy a y.

S es un conjunto, sean x y y en S. Si son adyacentes, entonces (xg,y) U
(y,x) U (x,x0) es un ciclo de longitud impar, contradiciendo la hipdtesis.
Sea y € V(D) tal que hay Sy flecha en D. Sea = € S con (z,y) € F(D).
Ya que A es una componente fuertemente conexa tenemos que y € A por lo
tanto hay una trayectoria P de y a z. Sea P = (y = 20,21 ..., 2m). Ya que
x € S hay una trayectoria P’ de z( a z, entonces P’ U (z,y) U (y, 21) es una
trayectoria de longitud par de xg a 21 y asi z; € Sy como (y,z1) € F(D)
tenemos que hay yS flecha en D. Por lo tanto, S es un seminticleo de D, y

asi D tiene ntcleo. O



Capitulo 4

Funcion de Grundy

En esta seccion expondremos los resultados bdsicos sobre la funcion de
Grundy. Veremos la relacion de la funcion de Grundy con nicleo, asi co-
mo algunas condiciones suficientes para que una digrdfica tenga funcion de

Grundy.

Definicién 38. Sea D una digrdfica. Una funcion entera no negativa es una
funcién de Grundy sobre D, si para cada vértice x, g(x) es el minimo entero
no negativo que no pertenece al conjunto {g(y)| vy € T} (z)}.

Otra forma de definir la funciéon de Grundy es la siguiente:

Definicién 39. Sea D una digrdfica. Una funcion entera no negativa sobre
D, es una funcion de Grundy si:

i) g(x) =k >0, implica que para toda 7,0 < j < k eziste y € I'" que cumple
9(y) = J.

i) g(x) =k, implica que para toda y € T (x), g(y) # k.

Ahora veamos que las dos definiciones son equivalentes.

37
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Sea ¢ funcién de Grundy de D segtn la primera definicién.

Probaremos que cumple la primera condicion de la segunda definicion.

i) g(z) = k > 0, implica que para toda j,0 < j < k, existe y € I'},(z) con
9(y) = J.

Por la primera definicién de funcién de Grundy, tenemos que g(z) es el mini-
mo entero no negativo que no pertenece al conjunto {g(y)|ly € T'},(z)}. Es
decir, que toda j < k esta en el conjunto {g(y)|y € I'5(x)}, de lo contrario

g(z) # k, es decir, existe y € I'5(x) con g(y) = J.

Ahora veamos que cumple la segunda condicion de la segunda definicién.
ii)g(x) = k implica que para toda y € I'5(x), g(y) # k.
g(x) es el minimo entero no negativo que no pertenece al conjunto {g(y)|y €
'} (z)}. Siexiste y € T (x) tal que g(y) = k, entonces k € {g(y)|y € T},(z)},
asi g(z) no puede ser k porque contradice la prijmera definicién. Entonces

g(y) # k para toda y € T'}(x).

Por lo tanto, la primera definicién implica la segunda definicién.

Probaremos que la segunda definicién implica la primera definiciéon.
Sea ¢ funcién de Grundy de D segtn la segunda definicion.
Demostraremos que g(x) es el minimo entero no negativo que no pertenece
al conjunto {g(y)|y € I'},(z)}, para toda = € V(D).
Considerando primero el caso g(x) = 0.
Por el inciso ii) de la segunda definicién, tenemos que para toda y € T'}(z),
g(y) # 0, es decir, 0 € {g(y)|y € T} (x)}. Por lo tanto, en este caso, g(x) es el
minimo entero no negativo, que no pertenece al conjunto {g(y)|y € T';,(z)}.

En este caso si se cumple la primera definicién.
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Ahora podemos suponer que g(z) =k > 0

El inciso i) de la segunda definicién, dice que si g(x) = k > 0, entonces para
toda j, (0 < j < k) existe y € I'},(z) tal que g(y) = j. Esto quiere decir que
que si 0 < j < k, entonces j € {g(y)|y € T5(x)}.

El inciso ii) de la segunda definicién dice que g(x) = k, implica que para
toda y € T'5(x), g(y) # k, es decir, k & {g(y)|y € T'5(x)}. Entonces k es el
minimo entero no negativo que no pertenece al conjunto {g(y)|ly € I'5(z)}.
Por lo tanto g es funcién de Grundy segin la primera definicion.

Asi las dos definiciones son equivalentes

o o0
o 2 ~@ ~©

Figura 4.1:

Hay digréaficas que tienen mas de una funcién de Grundy. La figura ante-
rior muestra una digrafica que admite més de una funcién de Grundy.
Para encontrar digraficas que no admiten funcién de Grundy es 1til la siguien-

te proposicion.
Proposicion 1. Si D tiene funcion de Grundy entonces D tiene nicleo.

Demostracion. Sea g funcién de Grundy de D, consideremos el siguiente con-

junto:
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S ={x e V(D)|g(x) = 0}.

Entonces S es ntcleo de D.

Primero veamos que es independiente.

Sea x € S, es decir, g(z) = 0. Usando el inciso ii) de la segunda definicién
tenemos que para toda y € T'5(x), g(x) # 0, es decir, para toda z € S,
(x,z) & F(D). Es decir, S es un conjunto independiente.

Falta ver que S es un conjunto absorbente.

Seay e V(D)\S.

Como y € S, entonces g(y) # 0, es decir, g(y) > 0, (g es una funcién entera
no negativa) por el inciso i) de la segunda definicién de funcién de Grundy,
existe x € T'}(y), tal que g(x) = 0, asi (y,z) € F(D) y z € S. Entonces S es
un conjunto absorbente.

Por lo tanto S es un nucleo de D. O

De la proposicién anterior, tenemos que una forma facil de encontrar una
digrafica que no admita funcion de Grundy es dando una digrafica sin ntcleo,

por ejemplo:
Figura 4.2:

Esta digrafica no tiene funcion de Grundy. Si le damos al vértice a el

valor 0, entonces ¢ no puede tener valor 0 (por el inciso ii) de la segunda
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definicién). Como el tnico vecino de b es ¢ y ¢ no tiene valor 0, entonces el
valor de b es 0 (por el inciso i) de la segunda definicién). Entonces, tanto a
como b tienen valor 0, contradiciendo el inciso ii) de la segunda definicién.
Por la simetria de la digrafica pasa lo mismo si empezamos dando el valor 0
a c o ab. Por lo tanto, estd digrafica no tiene funcién de Grundy.

Sin embargo, que una digrafica tenga nicleo no es una condiciéon suficiente
para que tenga funcién de Grundy. La siguiente digrafica tiene ntcleo pero
no tiene funciéon de Grundy. Esto pasa porque el nicleo de esta digréafica es
d, entonces el valor de este vértice tendria que ser 0. Si tratamos de asignar
el valor 1 a cualquiera de los vértices a, b, ¢, entonces tendremos el mismo

problema que con la digrafica de la Figura 4.2

b
a %@7@0
d
Figura 4.3:

Proposicion 2. Una digrifica nicleo perfecta tiene funcion de Grundy.

Demostracion. Sea D digrafica nicleo perfecta.

Definamos los siguientes conjuntos.

Sea Sy nucleo de D, este existe por ser D digrafica nticleo perfecta, esto es
So # 0.

Si Sy # V(D), entonces nos fijamos en la subdigrafica inducida
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Dy = DIV(D)\ Syl

Por ser subdigrafica inducida de D y por ser D digrafica ntcleo perfecta,
tenemos que existe S7, nucleo de Dy.

S1#0yyaqueS; CV(Dy)=V(D)\ Sy tenemos que Sy N S; = 0.

Si Sp U S; # V(D), entonces nos fijamos en la subdigrafica inducida Dy =
DV(D)\ (So U 51)].

Por ser subdigrafica inducida de D y por ser D digrafica nicleo perfecta,
tenemos que existe Sy, niicleo de Ds.

So £ Dy SoN(SgUSt) =0 por que Sy C V(D) = V(D) \ (SoUSy).

De esta manera seguimos definiendo subconjuntos S; de V(D), hasta encon-

T r—1
trar una r € N tal que |J S; =V(D)y U S; # V(D).
=0 =0
Esta 7 existe porque las S;’s son subconjuntos disjuntos no vacios de V(D)
y |V(D)| = m para alguna m € N.

Definimos una funcién g de la siguiente manera:

g:V(D)—N
g(x) =k < xS

Mostraremos que ¢ es funciéon de Grundy de D.
i) g(x) = k > 0, implica para toda j,0 < j < k, existe y € [';(z) tal que
9(y) =J.
Como g(z) = k, entonces x € Sy, por definicién de g. Tomamos j, 0 < j < k.
Ya que 0 < j < k, entonces x € V(D) = V(D) \ (]L_J: Si), de lo contrario x

k—1
no podria estar en V(Dy) = V(D) \ (U S)-

i=0
Por ser S; nucleo de Dj, entonces existe y € S; tal que (z,y) € F(D) y por
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definicién de g, g(y) = 7.

ii) g(z) = k, implica que para toda y € T'},(z), g(y) # k.

Por definicién de g, g(z) = k implica que z € Sy. Como Sy es ntcleo Dy,
tenemos que para toda y € I'},(z), g(y) # k, de lo contrario, se contradice la
independencia de S.

Por lo tanto g es funcién de Grundy de D. O
Corolario 1. Toda digrafica simétrica tiene funcion de Grundy.

Demostracion. Sea D digrafica simétrica. Por el Teorema 1, tenemos que to-
da digrafica simétrica tiene ntcleo. Sea N nicleo de D.

Sea Dy = D[V(D) \ NJ]. Veamos que también es una digrafica simétrica.
Sean x,y € V(D;), supongamos que (z,y) € F(D1).

Por definicién de Dy, (z,y) € F(D). Y por ser D simétrica, (y,z) € F(D).
Entonces por ser Dy subdigrafica inducida de D, (y,z) € F(D;). Asi D; es
digrafica simétrica y por el Teorema 1 tiene ntcleo, digamos Nj.

De esta manera obtenemos una sucesion Ny, Ny, ..., N, de subconjuntos de

V(D) tal que |J N; = V(D), NyNN;j =0 si i # j, donde N; es nicleo de
=0

j
V(D) \u N

Definimos f : D — N donde

f(z) =k ez e Ny

Veamos que f es funcion de Grundy de D.

(1) f(z) = k > 0 implica que para toda 5,0 < j < k existe y € ['}(z) con
fly)=J.

Sea z € V(D) tal que f(x) =k > 0 ysea j,0 < j < k. Como j < k te-

nemos que Ny C V(D;) y como N, es nucleo de D; existe y € N; tal que
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(x>y) S F(D])
Entonces y € T}, (z) y f(y) = J.

(2) f(z) = k implica que para toda y € T'}(x), f(y) # k.
Sea y € I'}(z). Como f(x) = k & z € Ny donde Nj es ntcleo (de Dy), y
por lo tanto es un conjunto independiente. Ya que f(y) = k contradice la

independencia de Ng, f(y) # k. O
Corolario 2. Toda digrdfica transitiva tiene funcion de Grundy.

Demostracion. Sea D digréafica transitiva. Por el Teorema 2, toda digrafica
transitiva tiene nucleo. Sea Ny nucleo de D. Sea Dy = [V(D) \ Ny|. Veamos
que D; es una digrafica transitiva. Sean z,y,z € V(D;) tal que (z,y) y
(y,2z) € F(Dy). Como Dy es subdigréfica inducida de D, tenemos que (z,y)
y (y,2) € F(D) y como D es transitiva, entonces (z,z) € F(D). Ya que
x,z € V(Dy), entonces (z,2) € F(D;) y por lo tanto D, es transitiva. Por el

Teorema 2 tiene nucleo. Sea N; nucleo de D;.

De esta manera obtenemos una sucesion Ny, Ny, ..., N, de subconjuntos de
V(D) tal que |J N; = V(D), N;NN; = 0 si i # j, donde N; es nicleo de
j=0

DIV(D)\ U )

Definimos f: D — N

donde f(z) =k < x € Ny

Veamos que f es funcién de Grundy de D. (1) f(z) = k > 0 implica que
para toda j,0 < j < k existe y € I'},(z) con f(y) = j.

Sea x € V(D) tal que f(x) =k > 0y sea j0 < j < k. Como j < k te-

nemos que Ny C V(D;) y como N, es nucleo de D; existe y € N; tal que
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(x>y) S F(D])
Entonces y € T} (z) y f(y) = J.

(2) f(z) = k implica que para toda y € T'5(x) f(y) # k.
Sea y € I'}(z).Como f(z) = k & = € N;, donde Ny es nicleo (de Dy), y
por lo tanto es un conjunto independiente. Ya que f(y) = k contradice la
independencia de Nj.

Por lo tanto f(y) # k. O
Corolario 3. Toda digrdfica sin ciclos impares tiene funcion de Grundy.

Demostracion. Sea D digréafica sin ciclos impares. Por el Teorema 4, toda

digrafica sin ciclos impares tiene ntcleo. Sea Ny nicleo de D. Sea D; =

D[V (D) \ Ny]. Como D; es subdigrafica inducida de D y D no tiene ciclos

impares, tenemos que D, tampoco tiene ciclos impares, y por el Teorema 4

tiene nucleo. Sea N; nucleo de D;. De esta manera obtenemos una sucesién

No, N1, ..., N,y de subconjuntos de V(D) tal que GO N, = V(D), N,AN, = {
=

si i # j, donde N; es niicleo de D[V (D) \ Dl Nj].

Definimos f : D — N donde =

flz)=k &z e Ny

Veamos que f es funcién de Grundy de D. (1) f(x) = k > 0 implica que

para toda 7,0 < j < k existe y € I';,(z) con f(y) = j.

Sea xz € V(D) tal que f(z) =k > 0 ysea j,0 < j < k. Como j < k ten-

emos que Ny C V(D,) y como N; es nucleo de D; existe y € N; tal que

(z,y) € F(D;).

Entonces y € T'h(2) y f(y) = J.
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(2)f(z) = k implica que para toda y € T'}5(x) f(y) # k.
Sea y € T'h(z).Como f(z) = k & x € Ni donde Nj es niicleo (de Dy), y
por lo tanto es un conjunto independiente. Ya que f(y) = k contradice la

independencia de Ny, f(y) # k. O]

Teorema 5. Una digrdfica sin ciclos, tiene una unica funcion de Grundy.
Ademds, para cada vértice x, g(x) no excede la longitud de la trayectoria

mazxima desde x.

Demostracion. Por el Teorema 3 tenemos que D tiene un tnico nicleo. Sea
Ny el tnico nicleo de D. Sea Dy = D[V(D) \ Ny]. Como D, es subdigréfica
inducida de D y D no tiene ciclos, entonces D, tampoco tiene ciclos y por el

Teorema 3, Dy tiene un unico nicleo, digamos N,.

De esta manera obtenemos una sucesion Ny, Ny, ..., N,, de subconjuntos de
V(D) tal que |J N; = V(D), N;NN; = 0 si i # j, donde N; es nicleo de
§=0

DIV(D)\ U N

Definimos f : D — N donde

f(z) =ke xe N

Veamos que f es funcién de Grundy de D. (1) f(z) = k > 0 implica que
para toda j,0 < j < k existe y € I'5(x) con f(y) = j.

Sea x € V(D) tal que f(x) =k > 0y sea 5,0 < j < k. Como j < k te-
nemos que Ny C V(D;) y como N; es nucleo de D; existe y € N; tal que
(z,y) € F(D;).

Entonces y € T}, (2) y f(y) = J.
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(2) f(z) = k implica que para toda y € T'5(x) f(y) # k.

Sea y € I'}(z).Como f(z) = k & = € N;, donde Ny es nicleo (de Dy), y
por lo tanto es un conjunto independiente. Ya que f(y) = k contradice la
independencia de Ni, f(y) # k. Ahora veamos que la funcién de Grundy de
D es tnica.

Sea g funcién de Grundy de D. Como cada N; es el tnico nicleo de D,
entonces ¢~ (0) = Ny = f71(0) . Como N es el tinico nicleo de Dy, entonces
g7 '(1) = Ny = f71(1). De esta manera vemos que g~ '(i) = f~!(i) para toda

i € N y entonces f es unica.



Capitulo 5

Suma de Zykov

Teorema 6. Sea D digrafica y a = (ow)vev(p) una familia de digrdficas
ajenas dos a dos. Si D es nicleo perfecta y cada «, tiene funcion de Grundy,

para toda v € V(D), entonces o(D, «) tiene funcion de Grundy.

Antes de dar la demostracion de este teorema, ejemplificaremos la idea
de la construccién que nos servira para definir la funciéon de Grundy en la

suma de Zykov. Tomemos las siguientes digraficas:

b & (o] C2 ok
©) ()
AN

a./.\c 909 mg‘m ¢~ Yd
v :

c

D Da Db Dc Dd

Estas digraficas cumplen con las hipotesis del Teorema

Tomamos un nucleo de D, digamos Sy = {a, c}. De las digraficas D, y D,

49
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tomamos los vértices tales que f,(x) = 0 o f.(y) = 0, donde f, y f. son
funcién de Grundy de D, y D, respectivamente. Asi tenemos el conjunto
No = {ai,a4,c1,c2}. Ahora nos fijamos en los vértices de D, (a, b, ¢ y d)
tales que V' (D;) € Ny. Con estos vértices formamos el conjunto My. En este
caso My = {c}.

Tomamos la digrafica Dq, que es la subdigrafica inducida de D por los
vértices a, by d (Quitamos el conjunto My = |c|). Ademads, de cada digréfica
(Dg, Dy, D,y Dg) quitamos los vértices que estén en el conjunto Ny. Asi nos

quedan las digraficas:

b b d:
[

o % .
o e dads

c

D Da Db Dd

Con estas digraficas podemos volver a realizar la misma construcciéon y
asi, obtener el conjunto N; (ahora no nos fijaremos en los vértices con valor
0, lo que haremos sera buscar el valor minimo en cada digrafica y tomar
los vértices que lo alcancen. En el caso de digrafica D! este valor es 1 ).
Repitiendo la misma construccion obtendremos una sucesién de subconjuntos
de los vértices de la suma de Zykov. La funcion de Grundy que definiremos
en la suma de Zykov, estarda dada en base a estos subcojuntos Ny. Ahora si

dsaremos la demostracion

Demostracion. Sean D y a como en las hipdtesis. Para cada v € V(D) con-
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sideramos una funciéon de Grundy f, de «,. Como D es nicleo perfecta,
tomamos un nicleo Sy de D y definimos los siguientes conjuntos:

Sea Ny = {z € V(o(D, a))|f,(z) =0, para algin y € Sy}.

Mo = {y € V(D)|V(ey) € No}.

Definimos Dy = D[V (D) \ M|
Ya que D; = D[V(D) \ My] es una subdigréfica inducida de D y como esta
es nucleo perfecta, existe N7 nticleo de D;.
Para toda y € N; denotaremos m,) = min{ f,(z)|z € V(ay) \ No}. Ahora
definiremos los siguientes conjuntos:
Ny ={z € (V(a(D,)))\ No)| fy(z) =mq,), para alginy € Si}.
M, ={y e V(D)|V(ay) C (NoU Ny)}.

Observemos que Ny N N; = (). Tomemos y € S, entonces tenemos f,
funcién de Grundy de «,,. Por lo tanto, para algin z € V (o), f,(2) =0. Lo
que implica que z € Ny, Ny # 0.

Si V(D;) = 0 tenemos Ny = V(o(D, «)).
Si V(D) # 0, entonces para todo w € Ny, tenemos por definicién de Ny, que
w e (V(e(D,a)) — Ny), es decir, w ¢ No.
De esta forma, definimos una sucesién de subconjuntos de o(D,a)) y otra

de subconjuntos de D. Si S; es nicleo de D;, entonces

N = o € (VoD a)\ (U N)lfy(o) = m.y € i)

con my = mind )l € (Vi) \ (U N,))
M= {y € VD)V(ay) € (U X))

Jj=0
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Ahora podemos definir D;,1, Sii1, Niv1 y M;y1 de la siguiente manera:
D;11 = D[V(D) — (U M;)]; Si+1 es un niicleo de D, (existe por ser D; 4
j=o

subdigrafica inducida de D); mit1,y) = min{ f,(z)|z € V(ay) \ (U N;))}

J=0

Nipr = {z e (V(e(D,a)) \ (LiJONj))\fy(:r) = Miy), Y € Sk}

Mo =y € VD)IV(a,) € (U M)}

Al igual que con Ny y Ny, tenje_rzlos que si i # j, entonces N; N N; = ().

Este procedimiento termina cuando encontramos el primer ntimero natural
r tal que V(D,) = ). Este ntimero existe porque tenemos una sucecién de
subconjuntos de V(D) no vacios N;.

Definimos F : V(o(D,«))) — N tal que

F(x) =k < x € Ni. F esta bien definida, ya que N; N N; = () si i # j.
Veamos primero que N es un conjunto independiente de

G, = o(D,a)[V(o(D,a)) \ (]U N;))] para toda 1 < k < r.

Sean x, z € Ni. Consideremcj); Olos siguientes dos casos:

)z, z € V(ay), para alguna y € V(D)

Entonces por definiciéon de Ny, f,(z) = f,(2) = k y por ser f, funcién de
Grundy de ay,  y z son independientes en «, y por definicién de o(D, )
también son independientes en Gy.

2)z € V(ay) y 2z € V(ay) cony, y € V(D)

Como x,z € Ny, entonces y, y € Si, donde S}, es nucleo de D;. Entonces y
y 3/ son independientes en D, por lo tanto por definicién de o(D, a), no hay
flecha entre oy, y a, entonces x, z son independientes en .

Por lo tanto Ny es un conjunto independiente en oy.

Ahora veamos que Ny es un conjunto absorbente de
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1= o(D.0)[V (o(D.)) \ (U )

Sea z € V(0y) tal que z &€ Ny, z € V(o) para alguna y € V(D). Considere-
mos los siguientes casos.

1)y € Sk.

Como z ¢ Ny, tenemos por definiciéon de Ny que f,(z) > m(k,y), y por ser
fy funcién de Grundy 3z € I'] (2) tal que f,(x) = m(k,y), entonces x € Ny,
Y2 €05 00

2)y & Si

Por ser Sy niicleo de Dy, 3y’ € Sy tal que (y,y') € F(Dy) y I € V(o) tal que
fi(x) = m(k,y). Entonces por definicién de o(D, a) y de &y, (2,7) € F(%).

Por lo tanto es IV, es ntcleo de .

Ahora demostraremos que F' es funcién de Grundy.
i)F(z) = k > 0. Por demostrar que para toda j, 0 < j < k existe y €
.o (@) tal que Fy) = j.
Sea j (0 < j < k). Tenemos por lo visto anteriormente que N; es nicleo de
;. Ademds N; # 0 por ser V(D;) # 0, y tenemos que 65 C &, entonces
N; absorbe a ;. Por lo tanto existe y € N; tal que (z,y) € F(o(D,a)) y
F(y) = j porque y € N;.

i1)F(z) = k. Por demostrar que para toda y € F:(D,a) (x), F(y) # k.

Sea y € F:(D o) (x). Supongamos que F(y) = k, pero Ny es ntcleo de &y,

entonces z y y son independientes en ¢ contradiciendo que y € Fj( D.a) (x).

Por lo tanto F(y) # k, para toda y € T}, .oy (T)-

o

Por lo tanto F' es funcién de Grundy de a. O
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Como consecuencia del Teorema 6 obtenemos una cota superior del valor

maximo de la funcién de Grundy F', construida en la prueba del mismo.

Corolario 4. Sea D digrdfica y o = (ow)vev(p)y una familia de digrdfi-
cas ajenas dos a dos. Si D es nicleo perfecta y cada o, tiene funcion de
Grundy f,, para toda v € V (D), entonces (D, «) tiene funcion de Grundy
F y max{F(z)|lz € V(o(D,a)) < > m, + |V(D)| — 1, donde m, =

ueV (D)
max{ fu(z)|z € V(ay)}.

Demostracion. Como D es nucleo perfecta, tiene funcién de Grundy. To-
memos f funcién de Grundy de D. Por el Teorema 6 tenemos que o(D, a)
tiene funcién de Grundy. Sea F' la funcion de Grundy definida en la prueba
del Teorema 6.

En un caso extremo, f toma valores distintos en cada vértice de D.
Entonces si f(zg) = 0, tenemos que Sy = {xo} = f71(0) es ntcleo de D, y
asi el conjunto f'(0) es nicleo de o(D, ).

Entonces un niicleo de o(D, a)[V(o(D, ) \ f;.1(0)] serd: f'(1) si V(o) \
2 (0) # 0;

6 f,71(0) st Viaw) \ fo,(0) =0y f(y) = 1.

Asi para cada u € V(D) para cada n € N tal que f,'(n) # 0 tenemos
que f, }(n) = F~'(m) para algiin m € N. Debemos agregar [V (D)| — 1 a la
cota superior porque al menos hay yi, vz, ..., Yn—1,Yn, n = |V (D)|, tal que
fe:(yi) =0 con y; € V(ay,). Y sélo uno de ellos conserva su valor en la nueva

funcién de Grundy. O

La digréfica de la Figura 5.1,es un ejemplo de suma de Zykov en donde

es alcanzada la cota del Corolario 4.
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P 17
/ ®@ ©® ©
a@©® Da Db Dec
D

Figura 5.1:

En esta digrafica, max f, = 1, max f, = 1, max f. =1y |[V(D)| =3. Y
tenemos que max F' =5=2+1+1+1= (|V(D)| — 1) + max f, + max f;, +

max f,.

La digrafica de la Figura 5.2 no tiene funcién de Grundy. El tnico ntcleo
de esta digrafica es el conjunto {as,d; }, entonces estos vértices deben tener
valor 0. El conjunto {aj,ds} es el tinico nucleo de la subdigrafica inducida
por V(o(D,a)) \ {az,d;}, entonces estos vértices deben tener valor 1. La
subdigrafica inducida de o(D, «) por el conjunto {by,bs, 1, co,ds} no tiene
nicleo porque es una digrafica completa en la que ningtiin vértice absorbe a
los demas. Por lo tanto en la digrafica de la Figura 5.2 tenemos que D tiene
funciéon de Grundy pero no es nucleo perfecta, y D,, Dy, D. vy D, tienen
funciéon de Grundy, y sin embargo la suma de Zykov no tiene funcién de

Grundy. Por lo tanto, es necesaria la condicién de que D sea ntcleo perfecta.



26 CAPITULO 5. SUMA DE ZYKOV

b (2)———(D ¢ @ @ @ D@
Ny 1T T e
© © © 2
D Da Db D¢ Dd

Figura 5.2:

Con la siguiente proposicién veremos que no podemos quitar la hipétesis

de que a,, tenga funcién de Grundy para toda u € V(D).

Teorema 7. Sea D digrdfica y o = (o)vev(p) una familia de digrdficas
ajenas dos a dos. Si o(D,a) tiene funcion de Grundy, entonces D tliene

nicleo y a, tiene funcion de Grundy para toda v € V(D).

Demostracion. Primero demostraremos que D tiene ntcleo. Sea f funcion de
Grundy de o(D, ).

Sea S ={z € V(o(a))|f(x) = 0}.

Sea A= {u e V(D)|V(x,) NS #0}.
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Entonces A es nicleo de D.

Primero probaremos que A es un conjunto independiente.

Sean u, w € A con u # w. Por definicién de A, tenemos que existe x € V(«,,)
tal que f(z) =0y existe y € V(o) tal que f(y) = 0. Ya que f es funcién
de Grundy de (D, «) se sigue que no hay flecha entre x y y. Por definicién
de o(D, ) tenemos que no hay flecha entre u y w, es decir, A es un conjunto
independiente.

Para ejemplificar la prueba fijémonos en la siguiente digrafica,que tiene fun-
cién de Grundy y en donde el conjunto A consta de sélo dos puntos, los dos

puntos con valor igual a cero.

Ahora veamos que A es un conjunto absorbente de D.
Sea u € V(D) \ Ay tomemos x € V(a,). Por definicién de A tenemos
que f(z) # 0. Por ser f funcién de Grundy existe y € V(o(D,«)) tal que
flyy=0yye F;_(D,a) (x). Ademds y € V(o) para alguna w € V(D) y por
definicién de o(D,a), w € T5(u) y w € A (ya que y € V() y f(y) = 0).

Entonces A es un conjunto absorbente en D.
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Por lo tanto A es un ntucleo de D.

Ahora vamos a probar que para toda v € V(D), «, tiene funcién de
Grundy. Sea v € V(D), y n = max{f(z)|z € V(o(D,a&))}.
Sea A, = {m e N|f~1(m)NV(a,) # 0}, (0 <m <n).
Escribimos A, = {ng,n1,...,n,} tal que n; < n; si y sélo si i < j.
Definimos los siguientes subconjuntos de V(ay).
So = £ (no) N V(@)
Sp=f"H(n1) NV (ew)
S, = ftn)NV(a)
Cada uno de estos subconjuntos de V' (a,) es distinto del vacio por definicién
de n; (0 < i < r). Ademds también por la definicién de los n;’s y que f es
funcién de Grundy de o(D, &) tenemos que O S; = V(ay). Cada S; es un
conjunto independiente porque S; = f~1(n;) rﬁfo(av) y f71(n;) es un conjun-

to independiente (f es funciéon de Grundy de o(D, &)).
Definimos f, : V(a,) — N tal que f,(x) =m < x € S,,.

Veamos que f, es funcién de Grundy de «,.
(1) fu(z) = k > 0 implica que para toda j,0 < j < k, existe y € I'} () con
foly) =7
Sea © € V(a,) con f,(z) =k > 0y 5,0 < j < k. Por definicién de f,,
fo(z) =k implica que z € f~1(ng). Ya que j < k esto implica n; < ng. Por
+

ser f funcién de Grundy de o(D, &), existe y € L& (x) tal que f(y) = n;.
Debemos probar que y € V(«,).
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De la definicién de A, tenemos que n; € A, es decir, existe z € V(a,) tal
que f(z) =n;. Siy & V(a), entonces existe w € V(D) tal que y € V(ay,),
pero como y € F:(D,o?) (x) esto implica que hay (w,v)-flecha en D. Lo que
implica que hay (y, z) flecha en o(D, &), contradiciendo la independencia de
f7H(n;) en ¢(D, &). Por lo tanto y € V(a,) y como y € T}, 5 (x) tenemos
que y € I'} (x). Entonces ya que f(y) = n; yy € V(aw), y € S; lo que
implica que f,(y) = j.
(2) fo(x) = k, implica que f,(y) # k para toda y € I'} ().
Sea x € V(ay) con fu(z) =k. fo(z) =k < x € 5.
Vimos que Sy es un conjunto independiente, entonces no puede haber y €
Sy NI} (), porque contradice la independencia de Si. Por lo tanto, para
toda y € I'} (z), fo(x) # k. Por lo tanto f, es funciéon de Grundy de a,.

]

Fijémonos en la siguiente componente de la digrafica anterior, que es:

En esta digrafica el conjunto A = {2,3,4} y sélo hay un vértice con
cada uno de esos valores. Asi para definir una funcién de Grundy en esta
componente al vértice de valor 2 le asignamos el valor 0; al vértice con valor
3 le asignamos el valor 1 y al vértice con valor 4 le asignamos el valor 2. Esta
nueva funcién es una funcién de Grundy.

La siguiente digrafica &, tiene funcion de Grundy y ademas la podemos

ver como la composicion (D, D;)i—apcd.- Sin embargo D no tiene funcién de
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Grundy, ya que el conjunto {a, e} es él nicleo de D y al quitarlo nos queda
un ciclo dirigido de longitud 3, que no tiene niicleo. Con este ejemplo vemos

que no podemos mejorar la conclusién del Teorema 7.

a
c
b /O d O @)
AN | o o | o
a e O O
D Da Db Dc Dd De

Teorema 8. Sea D digrdifica y a = (ow)vev(p) una familia de digrdficas
ajenas dos a dos. Si D tiene funcion de Grundy y cada o, tiene funcion de
Grundy, f, (v € V(D)) tal que max{f,(z)|x € V(a,)} = max{f.(z)|x €
V(aw)} donde {v,u} C f~1(i) para algin i € N. Entonces o(D,&) tiene
funcion de Grundy F que satisface max{F(z)|x € V(o(D,a&))} =n+ i m;
donde n = méx{f(x)|z € V(D)} y m; = max{f,(x)|z € V(ay),v € fl_zl%z')}

para toda 1,0 <1 < n.

Demostracion. Definimos F': V(o(D,&)) — N de la siguiente manera:
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Sea x € V(o(D,a)), tenemos que existe una unica y € V(D) tal que
z € V(ay) y una tnica i € {0,...,n} tal que y € f7'(i), entonces defi-
nimos

F(x) = Zm]+f( )+ fy(z) coni, 1 <i<n

F(z) = fy( ) cuando ¢ = 0.

Demostraremos que f es funcién de Grundy de (D, @).
(1)F(z) = k > 0 implica que para toda j,0 < j < k existe z € F:(Dd) (x)
con F(y)=7.
Sea xz € V(o(D,&)) tal que F(z) =k >0y 7,0 < j < k. Tomamos la tinica
yeital quex € V() yy€e f(4).
Sii =0, entonces F(z) = f,(z) = k > 0. Ya que f, es funcién de Grundy de

ay existe z € I'Y (2) y F(z) = f,(2) = j
t—1

Sil<i<n,seasy=0ys => mj+tconl<t<n.Tenemos que sy <
7=0

s < 8. Sear = méx{a € {0,1,...,n}|s, < s}, r esta bien definida porque

i—1
so < s < s,. Por otro lado tenemos que s < ky > m;+ f(y) + f,(z) =k
j=0
i—1
donde f(y) =iy f,(z) <m;, entonces Y m; +i+ fy(r) =k >sy
=0
i—1 7
Zm]+z> Zm]—i—fy( ) =k > s, entonces Y m; +1>syasir<i
J=0 J= J=0
Sir=i (f(y)—@)
i—1
Yomi+i<s<k= Z m; + i+ fy(z). Ya que tenemos la desigualdad
Jj=0 J=
estricta f,(z) > 0.
i—1
Sea l € Ntal que ) m;+i+1=s,1< f,(x) (de lo contrario s > k). Por
=0
ser f, funcién de Grundy de «, existe z € F;ry (x) tal que f,(2) = [, entonces
i—1
F(z) = Zom] +i+l=syz€ FU(D a)( x) por ser «a, subdigrafica inducida
J

de o(D, a&).
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Sir<i (flyy=i>r>0.

Por ser f funcién de Grundy de D existe w € T'},(y) tal que f(w) = r. Te-

nemos que S Zrilmj—l—r, sea [ € N tal que s:rilmj%—r—i-l.

Veamos que [ §]7rOLT. =

Si l > m,, entonces s > zrj mj +r + 1 contradiciendo la de r. f,, es funcién

de Grundy de «,, por IOJ?:(;nto existe z € V(ay,) tal que f,(z) = .

F(z) = TZ_:;mj +r+1=sycomo (y,w) € F(D), (z,2) € F(o(D,a&)), es
=

decir, z € '} |, 1(7) con F(2) = s.

(2) F(z) = k implica que para toda y € Fj(Dvd)(x), F(y) # k.
Sea xz € V(o(D,a&)) con F(z) =kyy€ F:(D’&)(x). Sean w, z € V(D) con
r €v(ay) yy € Via,) donde f(w)=1iy f(z) =r.

+

(0. (@) 2 = w de lo contrario f71() no es

Si r = i, entonces ya que y € I’

un conjunto independiente, entonces
i1

Flx)=>Y m;+i+ f.(x)y
=0

‘]:
i—1
F@)=§%m7+z+fxw-
Por ser f, funcién de Grundy de o, y x,y adyacentes en «., tenemos que

f-(z) # f.(y). Por lo tanto F(x) # F(y).
Sii# r.
Fla)= S m;+i+ f.(x)

7=0
r—1

F(x)=>Y m;+r+ fu(y), donde 0 < f,(y) < m,, entonces
=0

r—2 r—1 r—1 r
Ymj+r—1<> mi+r<Fy) <> mj+r+m, <> m;+r+1
7=0 J=0 J=0 J=0

Sii<ri<r-—l
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F(z) = gmj+i+fz(x) <rz_:2mj+7‘—1 < F(y)
por lo t;;‘(cjo F(z) # F(y). !

Sii>r,i>r+1.

F(z) = Smjjti—l—fz(x) > i mj+r+1> F(y). Por lo tanto F'(x) # F(y).
Por lo t]z;?to F es funcién éZOGrundy de o(D,@). Tomemos y € f~'(n) y
z € V(ay) tal que f,(z) = m,, entonces

F(z) = nz_jlmj + fy) + fy(x) = nz_jlmj +n+m, = Zn: m; + n. Como para
toda w, ;:1(21 eV(D)yze V(aw)Js:eOtiene flw) < f(y]),:(; cuando la igualdad

se da f,(2) < fy(x), entonces n + > m; es el valor maximo de F. O
j=0

Teorema 9. Sea D digrifica, & = (o, Sy)vev(py una familia de digrdficas
ajenas dos a dos y S, un subconjunto no vacio de V() para todav € V(D).
Si a, tiene funcion de Grundy f,, tal que f,(z) # f,(y) cuando (u,v) €
F(D), x € Sy, y € S,. Entonces o(D, &) tiene funcion de Grundy F tal que
max F' = méx{ fu(x)|z € V(a,),u € V(D)}

Antes de la demostracion ejemplificaremos lo que dice el Teorema 9.

Fijémonos en las siguientes digraficas que tienen funcién de Grundy cada

®<\*—® -
O—© k ®<

D

una:

a Db
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Si tomamos la suma de Zykov de D, y D, con respecto a D donde sélo
unimos los vértices de valor 3 y 1 de la digrafica D, y el vértice de valor 2

de la digrafica D, tenemos:

En donde no necesitamos cambiar los valores de las funciones de ambas

digraficas para tener funcién de Grundy en esta digrafica.

Demostracion. Sea F : V(o(D,&)) — N definida de la siguiente manera:
Tomemos = € V(o(D, &)) existe una tnica y € V(D) con z € V(ay). Defin-
imos F(z) = f,(z).
Demostraremos que F' es funcién de Grundy de o(D, &@).
(1) F(z) = k > 0 implica que para toda j,0 < j < k existe y € T} , ()
con F(y)=7.
Sea x € V(o(D,&)) con F(z) =k > 0y sea 5,0 < j < k. Por definicién de
o(D, &) existe z € V(D) con x € V(a,). Por definicién de F, F(z) = f.(x).
Como f, es funcién de Grundy de a, existe y € I'} () tal que f.(y) = j.
Y por definicién de F' |, F(y) = f.(y) = j donde y € F:(D,&) (x) por ser
subdigrafica inducida de o(D, &).

(2)F(z) = k implica que para toda y € F:(D,&) (x), F(y) # k.
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Por definicién de (D, @) existe z € V(D) tal que € V(a,) y por definicién
de F, f.(x) = F(z) = k. Como f, es funcién de Grundy de v, f.(y) # k
para toda y € I'} ().

Six & S, entonces I'} (z) = F:(D’d
F(y) # k.

Si z € S,, por hipétesis tenemos que para toda y € V(a,) tal que (z,w) €
F(D) tenemos que f,(z) # fu(y), pero fu(y) = F(y), entonces F(y) # K.
Por lo tanto F' es funcién de Grundy de o(D, &).

)(z) v asi, para toda y € F:(D,&)(x)?

®T®

N

En el siguiente ejemplo tenemos que D es ntcleo perfecta, y D, v Dy
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tienen funcion de Grundy. Y sin embargo, & no tiene funcién de Grundy,
como veremos a continuacion.

{a1,b1} es nicleo de @&, no hay flecha entre ellos, es decir, forman un
conjunto independiente; y adémas a; absorbe a as,as, a4 y a as y by absorbe
a by y b3.

Quitando {a, b} de V (), ya no tenemos nicleo.

Se cumple que T'Z (by) = 0, lo que implica que de haber niicleo en

alV(a) \ {a1,b1}], b deberia pertenecer a él. Como {aq, b3} = I'; (ba),
solo queda encontrar nicleo en la subdigrafica inducida de & por los vértices
az,as y as. Pero esta subdigrafica es un ciclo de longitud 3, que no tiene
nucleo, por lo tanto, & no tiene funcién. Esto sucede por que S, y S, no
cumplen las hipétesis del teorema, ya que f,(az) = fo(b2) =2y as € Sy y
by € Sp.

Teorema 10. Sea D digrdfica y & = (0w, Sy)vev(p) una familia de digrdficas
ay, ajenas dos a dos y S, un subconjunto no vacio de V(«a,) para toda v €
V(D). Si D es nicleo perfecta y o, tiene funcion de Grundy para toda v €
V(D) tal que para cada i € {0,1,...,n,}, f71(i) NS, # O implica f~1(i) C
Sy, donde n, = max{f,(z)|x € V(ay,)}, entonces o(D, &) tiene funcion de

Grundy.

Demostracion. Supongamos que Dy & = (o, Sy)vev(p) satisfacen las hipétesis.
Primero probaremos que o(D, &) tiene nicleo.

Sea Ag = {u € V(D)|S, N f,71(0) # 0}.

Si Ag = ), entonces para cada u € V(D) S, N f;1(0) = (). Por la definicién

de o(D,a), | f;'(0) es un conjunto independiente.
ueV (D)
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Ya que f, es funcién de Grundy de «,,, entonces f~1(0) es nicleo de «,, por
el Proposicién 1, es decir, f, (0) es un conjunto absorbente de a,,, para ca-
da u € V(D). De esto se sigue que |J f.'(0) es un conjunto absorbente
ueV (D)

de o(D,&). Como ya vimos que también es un conjunto independiente en
o(D, &), entonces | f,71(0) es ntcleo de o (D, &).

ueV(D)
Supongamos que Ay # (.
Consideremos el conjunto To = | £, *(0).

ueV (D)\ Ao

Tomemos u € V(D) \ Ay como en la definicién de Ty. Tenemos que f, es
funcién de Grundy de a,, lo que implica que f, '(0) es un conjunto indepen-
diente en «, y como «, es una subdigrafica inducida de (D, &), f,1(0) es

un conjunto independiente en o (D, &).

Ya que u € V(D) \ A, f,'(0)NS, =0, entonces Tp = |
(D

ueV (D)\Ao

un conjunto independiente en o (D, &).
Tomamos la subdigréfica inducida D[Ag] de D. Por ser D nucleo perfecta

tenemos Ry nicleo de D[Ay.

Sea Ty = | f.71(0).
u€ Ry

Ry es nucleo de D[Ag], esto implica que para cualesquiera u,v € Ry y cua-
lesquiera € V(ay) v y € V(o) tenemos que no hay flecha entre ellos,
por definicién de o(D, &). De aqui que T} sea un conjunto independiente en
o(D,a&).

Para toda u € V(D) \ Ay y v € Ry no tenemos flecha entre f,*(0) y f,*(0)
porque f,1(0) NS, = (. Por lo tanto Ty U T} es un conjunto independiente

en o(D, ).

Denotamos n, = méax{f,(z)|z € V(a,)} y también m, = min{n €
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{0,...,nf ()N S, = 0}.
Sea Tg' = U [, (mu).

uEAo\Ro
Por ser f, funcién de Grundy de «,, tenemos que f, '(m,) es un conjun-

to de ay, y ya que a, es subdigrafica inducida de o(D,a), f;'(m,) es un
conjunto independiente en o (D, @). Ademds, por ser f,'(m,) NS, = 0 para
toda u € Ay \ Ry, si tomamos u,v € Ay \ Ry no hay flechas entre f,;*(m,) y
[t (m,), es decir, tenemos que T es un conjunto independiente en o(D, @).
Ya que f;*(m,)NS, =0 para toda u € Ag\ Ry y f,/*(0) C S, para u € Ry,
tenemos que 7 U T{' es un conjunto independiente.

Ya que f;'(m,) NS, =0 para todau € Ag\ Ry y f,'(m,) NS, = 0 para
toda u € V(D) \ Ap tenemos que T} U Ty es un conjunto independiente y
como ya vimos que también Tp U 77 es un conjunto independiente, tenemos

que Ty UTHUTY es un conjunto independiente de o(D, &).

Ahora probaremos que 7§ U T U T es un conjunto absorbente.
Sea x € V(o(D,a))\ ToUTHUTY).
Por definicién de o(D, &) existe z € V(D) tal que © € V(a,). Debemos
analizar tres casos posibles para z.
Siz e V(D) \ Ap.
Tenemos que f,(x) # 0 (porque z & Tp). Por ser f, funcién de Grundy de
., y por el Proposicién 1 f;1(0) es niicleo de «,. Es decir, existe y € f71(0)
tal que (z,y) € F(o(D,&)). Pero como z € V(D)\ Aoy y € f1(0), tenemos
que y € Tj. Entonces en este caso Ty U T U T absorbe a .
Size R,y
Entonces f,(z) # 0 (porque = & T). f71(0) es ntcleo de a, por ser f, fun-
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cién de Grundy de a, por el Teorema ??. Entonces existe y € f71(0) tal que
(z,y) € F(o(D,@a)). Pero como z € Ry y y € f,'(0), tenemos que y € Tj.
Por lo tanto en este caso Ty U Tj U Ty absorbe a x.

Siz € A\ Ro.

Consideremos dos casos:

i)z € S,. Por ser Ry nucleo de D[Ay], existe w € Ry tal que (z,w) € F(D).
Tomemos y € f,'(0), por estar w en Ry, y € T} y (z,y) € F(o(D,a&)) (ya
que (z,w) € F(D),z € S, yy € f;1(0) CT}). Entonces Ty UT;UT} absorbe
a x en este caso.

i)z & S..

Probaremos que f,(x) > m,. Tenemos que f,(z) # m., porque tenemos que
z€ Ao\ Ry y v €Ty Sea f.(x) = r. Supongamos que 7 < m,.

Si f71(r)NS, # 0, entonces por hip6tesis del teorema, tenemos que f; 1 C S,
y de aqui tendriamos x € S, contradiciendo lo que estamos suponiendo. En-
tonces tenemos que f71(r) NS, = (), pero r < m, y m, era el minimo con
esta propiedad, por lo tanto r > m,.

Por ser f, funcién de Grundy de «, existe y € f7!(m.) tal que (z,y) €
F(o(D,&)). Como y € f71(m,), y € Ty. Por lo tanto Ty UT} U T = Ny es
ntcleo de o(D, &).

Ahora veamos que hay nicleo en o(D, &)[V (o(D,a)) \ No).

Fijémonos en todos los vértices u € V(D) tal que V(a,) € Ny y con ellos
tomemos la subdigrafica inducida Dy de D. Por ser D; subdigrafica inducida
y por ser D nucleo perfecta, D es digrafica nicleo perfecta.

Sea u € V(D).

Si u &€ Ay, entonces por definicién de Ty, f,71(0) C Tp. Podemos definir una

u
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funcién de Grundy f! en o, [V (ay,) )\ f; 1(0)] dada por f!(z) = fu(z) —1, con
z € V(au[V(ew) \ £ (0))).

Si u € Ry, entonces por definicién de T3, f,1(0) C T{. Podemos definir una
funcién de Grundy f! en o, [V (ay,) \ f;1(0)] dada por f!(z) = fu(z) —1, con
r € V(aw[V(aw) \ £ (0))).

Siu € A\ Ry, entonces por definicién de T, f. ' (m,,) C T§. Podemos definir
una funcién de Grundy f/ en a,[V (v, \ f, '(m,)] dada por f.(z) = fu(z),
si fulx) < myy fl(z) = fulx) —1si fu(x) > my, con z € V(a,[V(ay) \
St ma))).

De esta manera tenemos las mismas condiciones que al principio y usan-
do el mismo argumento podemos encontrar un nticleo N; de la digréafica
o(D,a)[V(e(D,a)) \ Nol.

Continuando de esta manera obtenemos una sucesién de subconjuntos de
V(o(D,@)), No, Ni, ..., N, tal que Ny es nicleo de (D, &), N; es nucleo de

p

o(D,&)[V(e(D,a)) \ ZL:JI Njl con 1 <i<p,yademéds |J N; =V(o(D,a)).

Jj=0 7=0
Definimos F' : V(o(D,&)) — N dada por;

F(z) =rsiysdlosiz e N,

Comprobemos que F' es funcién de Grundy de o(D, &).
(1) F(x) = k > 0 implica que para toda ¢ < k, existe y € '}, (z) tal que
F(y) =t
Yaquet <k, ze (V(io(D,a))\ D;Nj). Por ser N; ntcleo de
=

t—1

o(D,a)[V(e(D,a)) \ U Ny, existe y € N, tal que (z,y) € F(o(D,a)). Y
j=0

como y € Ny, F(y) =t.

(2) F(x) = k implica que toda y € F:(D,&) (x) satisface F(y) # k.
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Supongamos por contradiccién que existe y € F:(D,&) (x) tal que F(y) = k.
De la definicién de F, tenemos que {z,y} C Ny y por la definicién de N,
tenemos que Ny es nucleo de o(D, &)[V (o(D, &)) \]Dl Nj]. En particular Ny
es un conjunto independiente de o(D, &), por lo tzjizzo (z,y) € F(o(D,a))

con {z,y} C Ny es una contradiccién.

Por lo tanto F' es funcién de Grundy de o(D, &). O

Teorema 11. Sean Dy y Dy digrdficas con nicleo y o = o(Dy, Do) una suma
de Dy y Dy. Si S; es nicleo de D; (i € {1,2}) y o cumple la propiedad A

(ver Definicion 37), entonces al menos alguno de los S; es nicleo de «.

Demostracion. Supongamos que Sp no es nucleo de a.. Probaremos que S es
nicleo de a.

Sélo falta ver que S; es un conjunto absorbente, por ser nticleo de Dy ya es
independiente.

Ya que S; no es nicleo de o y Sy es nucleo de Dy, existe y € V(D3) tal
que (w,y) € F(«a) para toda w € S;. De la definicién de «, tenemos que
(w,y) € F(a) para toda w € S;.

Supongamos que y € Ss.

Por ser Sy nicleo de Dy, Sy absorbe a V(D3) y como y € Sy, Sy absorbe
a Sy. Sea x € V(Dq) \ S;. Por ser Sy nicleo de D; existe z € S; tal que
(z,z) € F(a) y ademas tenemos que (z,y) € F(«) porque z € S;. Entonces
(x,2),(2,y) € F(a) y a satisface la propiedad A, por lo tanto (z,y) € F(«).
Por lo tanto S5 es un conjunto absorbente de a y como ya sabemos que es
independiente, S5 es nicleo de a.

Supongamos que y & Ss.
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Por ser S5 ntcleo de Dy existe z € S tal que (y, z) € F(a). Ademas para toda
r € 5 (z,y) € F(a) y « satisface la propiedad A, entonces (z,z) € F(«)
para toda x € S;. Es decir, Sy absorbe a S;. Solo falta ver que Sy absorbe a
V(D) \ S,

Sea x € V(Dy) \ Si. Por ser Sy nicleo de Dy, existe w € S; tal que (z,w) €
F(«). Como ya vimos que Sy absorbe a Si, existe z € Sy tal que (w,z) €
F(a). Ya que « satisface la propiedad A, y (z,w),(w,z) € F(a) tenemos
(x,z) € F(a). Por lo tanto Sy absorbe a V(Dy) \ S;. Por lo tanto Sy es

nucleo de «. O

En la digréfica de la Figura 5.3 (que es la suma de la digrafica con dos
puntos y una flecha consigo misma) vemos que si una suma no satisface la

propiedad A, entonces no necesariamente tiene ntcleo.

o0

Figura 5.3:

Teorema 12. Sean Dy y D, digrdficas ajenas dos a dos y o(D1, Dy) una
suma de Dy y Dy. St Dy y Dy tienen funcion de Grundy fi1 y fo respec-
tivamente, y o(Dq, Do) satisface la propiedad A, entonces o(D1, D) tiene
funcion de Grundy F tal que max F' = max f; + max fo + 1

Demostracion. Por ser f; y fo funcién de Grundy de D; y D, respectiva-

mente, tenemos por la Proposicién 1 que f; 'y f, ' son niicleos de Dy y Do,
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respectivamente.

Ademas por hipédtesis o(Dy, D) satisface la propiedad A, asi tenemos que se
cumplen las hipétesis del Teorema anterior, por lo tanto, f; ' 6 f, ' es nticleo
de o(Dy, D).

Supongamos sin pérdida de generalidad que f; ' = Ny es niicleo de o(Dy, Dy).
La funcién f; — 1 es funcién de Grundy de D[V (Dy) \ No| y

0(Dy, Dy)[V(o(Dy, Ds)) \ No] es suma de D[V (D;) \ No| y de Ds. Siguiendo
con este argumento tenemos que o (D1, Dy)[V (0(Dq, D)) \ Ny tiene nicleo
Ni. De esta manera obtenemos una sucesion de subconjuntos no vacios de
V(o(Dy, Ds)), No, N1,..., N, 4tal que Ny es ntcleo de o(Dy, Ds), N; es niicleo
de o(Dy, Do)V (o(Dy, D)\ U N, (1< < p)y U Ny = V(a(Dy, D))
Por la manera en que fueronrzgﬁnidos los N;’s, ter;eomos que N; = f7'(n),
donde i € {1,2} y 0 < n < méx f;. Asi tenemos que p = méx f; +méx fo + 2,
el tltimo 2 es por que no estamos contando f; 'y f, * al considerar el maxi-
mo de cada funcion.

Definimos F': V(o(Dy, Ds)) — N, dada por:
F(z) = s siysélosix € N

Por demostrar que F' es funciéon de Grundy.

(1) F(z) = k > 0 implica que para toda 0 < j < k existe y € F:(DMDQ) con
Fly) =J.

J < k, entonces

Vo1, D)V (o(D1, DN\(U M) € Vio(D1, D)V (o(Dr, DaN\(U A,

j—1

y ya que N; es nicleo de o(Dy, D3)[V(0(Dy, Ds)) \ (U N,)], existe y € N;
r=0

tal que (z,y) € F(o(D1,Ds)). Como y € N;, F(y) = j por definicién de F,
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yy€E F:(DI’DQ)(@").

(2) F(x) = k implica F(y) # k para today € T}, 1.
k-1
Ny, es nucleo de o(Dy, Do)[V(0(Dy, D3)) \ (I N,)], esto implica que N es
r=0
un conjunto independiente. Ya que F(z) = ky € Ny, y € F:(DI’DQ)(x), se

contradice la independencia de Ny. Por lo tanto, para toda y € Fj( Dy DQ)(if),

F(y) # k. Entonces F es funcién de Grundy de o(Dy, Dy). O

Figura 5.4:

En la digrafica anterior, vemos que el nicleo de la suma, es niicleo de uno

de los sumandos. Esto nos motiva al siguiente teorema.
Teorema 13. Si a = D1 + D, tiene nicleo, entonces Dy ¢ Dy tiene nicleo.

Demostracion. Sea S nicleo de a. Por definicién de suma, Vo € V(D) y
Vy € V(Dy) (x,y) 6 (y,z) € F(a). Como S es nucleo de a, es un conjunto
independiente en a. Por lo tanto S C V(D) 6 S C V(D3). Entonces S es
nucleo de D; 6 Ds. OJ

Teorema 14. Si D1+ D, tiene funcion de Grundy, entonces Dy y Dy tienen

funcion de Grundy.
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Demostracion. Probaremos que D tiene funcion de Grundy. Para D la prue-
ba es analoga.

Sea A; = {n € N|3z € V(D) con F(x) = n}.

Ay # (0 siy sélo siV(Dy) # 0. Si V(D) = 0, entonces Dy + Dy = Dy y
no hay nada que probar. Supondremos V(D;) # 0.

Como A; C Nusando el orden “<” podemos escribir Ay = {ng,ny,...,ny}
donde

n,<n;j<i<j(0<ij<m)
Definamos f; : V(D) — N tal que
filz) =r < F(z) =n,

Ahora veremos que f; es funcién de Grundy de D;.

i)Sea x € V(Dy), con fi(z) = k.

Por demostrar que para toda j(0 < j < k), existe y € F‘J}(Dl)(as) tal que
fily) = J.

Por definicién de fi, tenemos que fi(z) = k = F(z) = ng y ya que
J < k, nj < ny por definicién de A;. Entonces por ser F' funciéon de Grundy
de D; + D,, existe y € F‘J;(DlJFDQ)(:B), con F(y) =n;.

Sélo falta ver quey € V(Dy).n; € Ay, lo que implica que existe z € V(D)
con F(z) = n;, entonces si y ¢ V(Dy), tenemos que y € V(D,) y por
definicién de “suma”, hay flecha entre y y z lo que contradice que F~'(n;)
sea un conjunto independiente en Dy + Dy. Por lo tanto y € V(Dy).

ii) Sea z € V(Dy), con fi(z) = k.

Por demostrar que para toda y € ', \(2), fi(y) # k.

Sea y € F‘J;(Dl)(a:), entonces por definicién de “suma” y € F‘J;(DIJFDQ)(:E) y

asi tenemos que F'(z) # F(y).
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Por lo tanto F(y) # ng lo que implica que fi(y) # k.
Entonces f; es funcién de Grundy de D;. 0J
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