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Índice general

1. Introducción 5

2. Definiciones 9
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Caṕıtulo 1

Introducción

El concepto de núcleo fue introducido por Von Neumann y Morgenstern

[16] en el contexto de la Teoŕıa de Juegos. El problema de la existencia de

núcleo ha sido estudiado por varios autores, por ejemplo; P. Duchet [5], [6], P.

Duchet y H. Meyniel [7], H. Galeana-Sánchez y V. Neumann-Lara [10], [11],

M. Richardson [17]. Este concepto tiene aplicaciones en la Teoŕıa de Juegos,

Teoŕıa de Conjuntos, Lógica, Inteligencia Artificial, etc.

La función de Grundy fue introducida por Grundy en 1939 [13] para

digráficas sin ciclos dirigidos. Este concepto fue extendido por C. Berge y

Shützenberger en 1956 [1],[2] respectivamente.

El concepto de núcleo y de función de Grundy están muy relacionados

por los siguientes resultados: Una digráfica que tiene función de Grundy tiene

núcleo; y toda digráfica núcleo perfecta tiene función de Grundy. Además

como la función de Grundy da una partición de los vértices de la digráfica

en conjuntos independientes, da una cota para el número cromático de la

digráfica.
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6 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

En [4] C. Berge usa la función de Grundy al estudiar los juegos de tipo Nim.

En art́ıculos de Gutiérrez Cabria [12], Schrage [18] la función de Grundy se

utiliza para dar una estrategia ganadora o al menos no perdedora en juegos

de tipo Nim. En otro art́ıculo Matula, D. W. utiliza la función de Grundy

para dar una mejor cota del número cromático. En otros art́ıculos Erdös,

P.[8], [9], Masgras, V. V.[15] dan aplicaciones de la función de Grundy a la

Teoŕıa de Números.

En el presente trabajo no estudiaremos cómo se relacióna la función de

Grundy con el concepto de número cromático, con los juegos de tipo Nim,

ni tampoco sus aplicaciones a la Teoŕıa de Números. Sólo estudiaremos su

relación con con el concepto de núcleo y encontraremos condiciones suficientes

y necesarias para que se preserve bajo ciertas operaciones que definiremos

más adelante.

En el Caṕıtulo 1, daremos las definiciones básicas de la Teoŕıa de Gráfi-

cas (gráfica, subdigráfica inducida, digráfica, núcleo, etc.,) que utilizaremos

en este trabajo. Además, definiremos operaciones sobre digráficas (produc-

to cartesiano, suma de Zykov y suma entre otras) que estudiaremos en los

capitulos 3 y 4.

En el Caṕıtulo 2, expondremos resultados básicos sobre el concepto de

núcleo, que serán necesarios para los caṕıtulos 3 y 4.

En el Caṕıtulo 3, daremos dos definiciones de función de Grundy, veremos

que son equivalentes, estudiaremos la relación que tiene con el concepto de

núcleo y expondremos algunas condiciones suficientes para que una digráfica
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tenga función de Grundy.

En el Caṕıtulo 4, estudiaremos el comportamiento de la función de Grundy

en la suma de Zykov y en la suma. Daremos condiciones suficientes y necesa-

rias para que la suma de Zykov de una familia de digráficas tenga función de

Grundy y encontraremos una cota para ésta.

Por medio de ejemplos, mostraremos que no podemos debilitar las condi-

ciones requeridas.

En el caso de la suma, enontraremos una propiedad que llamaremos A, para

que dadas dos digráficas con función de Grundy su suma tenga función de

Grundy. Además diremos cual es el valor máximo de ésta, en términos de

las funciones de cada digráfica. Por último, mostraremos que si una suma

tiene función de Grundy entonces cada sumando (digráfica) tiene función de

Grundy.



Caṕıtulo 2

Definiciones

Definición 1. Una gráfica G es una pareja (V (G), A(G)), donde V (G) es

un conjunto no vaćıo de elementos llamados vértices y A(G) es un conjunto

de parejas no ordenadas de vértices distintos, llamadas aristas.

G1

u

v

x

yz

a

bc

d

e
u

v

x

yz

G 2

u

v

x

yz

G 3

Figura 2.1:

En la Figura 2.1 tenemos tres ejemplos. G1 y G2 son gráficas, pero en

este trabajo sólo trataremos con gráficas como G1, es decir, gráficas que entre
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10 CAPÍTULO 2. DEFINICIONES

H 1

u
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x

y

a
e

c

u

v

x

y

a
e

c

H 2

b

Figura 2.2:

cualesquiera dos vértices hay a lo más una arista. Además sólo trabajaremos

con gráficas tales que el conjunto de vértices es finito. G3 no es una gráfica

porque la definición de gráfica pide pares no ordenados de distintos vértices,

y aqúı tendŕıamos la arista (v, v).

Definición 2. Si a ∈ A(G) y a = (u, v) con u, v ∈ V (G), decimos que u y v

son adyacentes y que u y v son los extremos de a.

En la Figura 2.1 tenemos que u y x son los extremos de la arista a y v y

z son adyacentes, ya que esta la arista d en la gráfica G1.

Definición 3. Una subgráfica H de G, es una gráfica tal que V (H) ⊆ V (G)

y A(H) ⊆ A(G).

Definición 4. Sea U ⊆ V (G), la subgráfica inducida de G por U , es aquella

que tiene como conjunto de vértices a U y como conjunto de aristas a las

aristas de G que tienen sus extremos en U .

En la Figura 2.2 tenemos dos ejemplos de subgráficas de la gráfica G1

de la Figura 2.1. La primera H1, tiene por conjunto de vértices a {u, v, x, y}
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y por conjunto de aristas a {a, c, e}. Esta subgráfica no es una subgráfica

inducida de G1 por que falta la arista b = (x, y). La subgráfica H2 es la

subgráfica inducida de G1 por U = {u, v, x, y}.

Definición 5. Una gráfica G es bipartita si existe una partición {U, W} de

los vértices de G tal que cualquier arista de G tiene un extremo en U y el

otro en W .

La gráfica H1 de la Figura 2.2 es un ejemplo de gráfica bipartita donde

la partición es U = {u, v} y W = {x, y}.

La gráfica H2 no es bipartita, ya que de haber una bipartición y tendŕıa que

estar en alguno de los dos conjuntos y como es adyacente con u y x, entonces

u y x tendŕıan que estar en el otro conjunto, pero son adyacentes. Por lo

tanto no existe tal partición y H2 no es bipartita.

Definición 6. Una digráfica D es una pareja (V (D), F (D)) tal que V (D) es

un conjunto no vaćıo de elementos llamados vértices y F (D) es un conjunto

de parejas ordenadas de vértices distintos, llamadas flechas.

H1 H2

u uv v

x xw w

a

b

c

d
e f

a

b
cde

Figura 2.3:
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En la Figura 2.3 tenemos dos ejemplos, sólo H1 es una digráfica mientras

que H2 no es digráfica porque tiene la flecha a = (v, v) que no es permitido

en la definición de digráfica.

Definición 7. Si a ∈ F (D) y a = (u, v) con u, v ∈ V (D) decimos que u y

v son los extremos de a; u es el extremo inicial de a y v el extremo final.

También decimos que u es adyacente hacia v y que v es adyacente desde

u. Para v ∈ V (D) denotamos por Γ
+
D(v) al conjunto de todos los vértices

x ∈ V (D) tales que v es adyacente hacia x. Por Γ
−
D(v) denotamos al conjunto

de vértices x tales que v es adyacente desde x, por ΓD(v) a la unión de Γ
+
D(v)

y Γ
−
D(v).

En la digráfica H1 de la Figura 2.3 tenemos que u y v son los extremos

de a, donde u es el extremo inicial y v el extremo final. Tenemos que w es

adyacente hacia x y v es adyacente desde x. En la Figura 2.3, Γ
+
H1

(x) = {v},

Γ
−
H1

(x) = {w}; Γ
+
H1

(w) = {u, x}, Γ
−
H1

(w) = {u, v}.

Definición 8. Si D es una digráfica y a ∈ F (D) con a = (u, v), a es una

flecha simétrica si (v, u) ∈ F (D). Decimos que una digráfica es simétrica si

todas sus flechas son simétricas.

Definición 9. Si D es una digráfica y a ∈ F (D) con a = (u, v), a es una

flecha asimétrica si (v, u) 6∈ F (D). Decimos que una digráfica es asimétrica

si todas sus flechas son asimétricas.

En la Figura 2.3, la flecha e = (u, w) es simétrica porque la flecha

d = (w, u) esta en la digráfica. Mientras que la flecha a = (u, v) es asimétrica

por que la flecha (v, u) no esta en la digráfica.
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Definición 10. Una digráfica D se dice que es transitiva, si para todos

x, y, z ∈ V (D) tales que (x, y) ∈ F (D) y (y, z) ∈ F (D) se tiene que (x, z) ∈

F (D).

D H

a

b c

d

ef

a

b c

d

ef

Figura 2.4:

La digráfica D de la Figura 2.4, es una digráfica transitiva. Por ejemplo te-

nemos que (a, d) y (d, e) son flechas en esta digráfica y también (a, e) es flecha

de esta digráfica. También (b, c), (c, e) y (b, e) son flechas de esta digráfica.

Otros ejemplos son las flechas (c, d), (d, e) y (c, e); (b, c), (c, d) y (b, d); (f, b),

(b, d) y (f, d); (f, d), (d, e) y (f, e); (f, b), (b, c) y (f, c); (f, c), (c, d) y (f, d).

La digráfica H de la Figura 2.4, no es una digráfica transitiva porque tenemos

que (b, d) ∈ F (H), (d, e) ∈ F (H) y (b, e) 6∈ F (H).

Definición 11. Una digráfica D es una digráfica completa si para cualquier

par de vértices de D, existe una flecha entre ellos.

En la Figura 2.5 la digráfica D1 es una digráfica completa, entre todos

sus vértices hay al menos una flecha. La digráfica D2 no es una digráfica

completa porque no hay flecha entre los vértices x y y.
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v

w

D 1 D 2

u

y

u

v

w

x x

Figura 2.5:

Definición 12. Una subdigráfica H de D es una digráfica tal que V (H) ⊆

V (D) y F (H) ⊆ F (D). Es subdigráfica propia si V (H) ⊂ V (D) y F (H) ⊂

F (D).

En la Figura 2.6 tenemos que H1 es una subdigráfica propia de D, y

aunque V (H2) ⊆ V (D), H2 no es subdigráfica de D porque la flecha (w, z)

no pertenece a F (D).

Definición 13. Sea U ⊆ V (D), la subdigráfica inducida de D por U , es

aquella que tiene como conjunto de vértices a U y como conjunto de flechas a

las flechas de D que tienen sus extremos en U . Denotamos a esta subdigráfica

por D[U ].

En la Figura 2.7 tenemos la digráfica D y H1, H2 y H3 subdigráficas

inducidas de D donde H1 es la subdigráfica inducida por U1 = {a, b, c, f}, H2

es la subdigráfica de D inducida por U2 = {b, c, d, f} y H3 es la subdigráfica

inducida de D por U3 = {b, c, d, e, f}.
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u
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z

Figura 2.6:

Definición 14. Un camino en una digráfica D es una sucesión de vértices

(u1, u2, . . . , un) tal que para cada i ∈ {1, 2, . . . , n − 1} se tiene (ui, ui+1) ∈

F (D) o (ui+1, ui) ∈ F (D). En este caso decimos que u1 y un son los extremos

del camino y que el camino es un u1un-camino de la digráfica.

En la Figura 2.8 tenemos los siguientes caminos entre los vértices u

y z, C1 = (u, v, y, z), C2 = (u, v, w, y, z), C3 = (u, v, w, x, v, y, z), C4 =

(u, v, y, w, v, x, w, y, z) y C5 = (u, v, x, w, y, z) entre otros.
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a

b c

d

f e

H1

a

b c

f

H2 H3

D

b c

d

f

b c

d

f e

Figura 2.7:

Definición 15. Una trayectoria es un camino tal que ui 6= uj si i 6= j.

En la Figura 2.8 las trayectorias entre u y z son C1 = (u, v, y, z),

C2 = (u, v, w, y, z) y C5 = (u, v, x, w, y, z).

Definición 16. Un camino cerrado en una digráfica es un camino

(u1, u2 . . . , un) tal que u1 = un.

En la Figura 2.9 algunos caminos cerrados son: C1 = (u, v, y, z, u),

C2 = (z, u, v, w, x, v, y, z), C3 = (v, y, w, x, v), C4 = (v, u, z, y, w, x, v)

entre otros.
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a b
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Figura 2.8:

a b

c
d

e

x

y

w

g

f

v

u

z

h

Figura 2.9:

Definición 17. Un ciclo en una digráfica, es un camino cerrado (u1, u2, . . . , un),

en el cual no se repiten vértices (excepto el primero que es igual al último).

En la Figura 2.9 tenemos los siguientes ciclos:

C1 = (u, v, y, z, u), C3 = (v, y, w, x, v), C4 = (v, u, z, y, w, x, v),

C5 = (w, y, v, w) y C6 = (v, w, x, v)

Definición 18. Un camino dirigido en una digráfica es un camino (u1, . . . , un)

tal que para cada i ∈ {1, 2, . . . , n − 1} se tiene (ui, ui+1) ∈ F (D).

En la Figura 2.10 algunos de los caminos dirigidos entre u y y son:

C1 = (u, v, y), C2 = (u, v, w, y), C3 = (u, v, y, z, x, w, y), C4 = (u, z, x, w, y) y
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a b

c

e
v

x

y

u w

z

d

f

h

i g

Figura 2.10:

C5 = (u, z, x, u, v, w, y) entre otros.

Definición 19. Una digráfica es una digráfica conexa, si para todo par de

vértices u y v, hay uv-camino dirigido o vu-camino dirigido en la digráfica.

La digráfica de la Figura 2.10, es una digráfica conexa. Para u y z existe el

camino dirigido (u, z); para u e y existe el camino (u, v, y); para u y v, existe

el camino dirigido (u, v); para u y w; existe el camino dirigido (w, y, z, x, u);

para u y x existe el camino dirigido (u, x). Para z e y existe el camino dirigido

(y, z); para z y v existe el camino dirigido (z, x, u, v); para z y w existe el

camino dirigido (z, x, w); para z y x existe el camino dirigido (z, x). Para y y

v existe el camino dirigido (y, z, x, u, v); para y y w existe el camino dirigido

(w, y); para y y x existe el camino dirigido (x, w, y). Para v y w existe el

camino dirigido (v, w); para v y x existe el camino dirigido (x, u, v). Por

último, para w y x exiaste el camino dirigido (x, w).

Definición 20. Una componente fuertemente conexa C de una digráfica,

es un subconjunto de los vértices de la digráfica, máxima por contención, tal

que para todo par de vértices u y v en C, hay uv y vu-camino dirigido en la

digráfica.
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Definición 21. Una trayectoria dirigida en una digráfica, es un camino

dirigido que además es una trayectoria.

a b
v

y

u w

g
a

e
v

x

y

u

z

f

h

a

c

e
v

x

y

u w

z

f

h

Figura 2.11:

En la Figura 2.11 tenemos algunas de las trayectorias dirigidas que hay

en la digráfica de la Figura 2.10.

Definición 22. Un camino dirigido cerrado en una digráfica es un camino

dirigido que además es un camino cerrado.

H2 H3H1

a

c

e
v

x

y

u w

z

d

f

h

g
a b

v

x

y

u w

z

d

f

h

g

c

x

y

u w

z

d

f

h

i g

Figura 2.12:
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En la Figura 2.12, tenemos los siguientes ejemplos de caminos dirigidos

cerrados de la digráfica de la Figura 2.10, H1 = (w, y, z, x, u, v, y, z, x, w),

H2 = (x, u, v, w, y, z, x) y H3 = (z, x, u, z, x, w, y, z)

Definición 23. Un ciclo dirigido en una digráfica es un camino dirigido

cerrado en el cual no se repiten vértices (excepto el primero que es igual al

último).

En la Figura 2.12, la subdigráfica H1 tiene el ciclo dirigido (u, v, y, z, x, u),

la subdigráfica H2 es un ciclo dirigido. Si quitamos de H3 el vértice u, nos

queda el ciclo dirigido H4 = (x, w, y, z, x).

Definición 24. Dada una digráfica D y C = (u0, u1, . . . , un) un camino en

D. Decimos que n es la longitud de C, donde n es el número de flechas que

recorre C y la denotamos por `(C).

En la digráfica H1 de la Figura 2.12, el camino C = (u, v, y, w, x, z) tiene

longitud 5. El camino C
′
= (u, v, y) tiene longitud 2.

Definición 25. Una digráfica es una digráfica bipartita si existe una bipar-

tición {U, W} de los vértices de D tal que cualquier flecha de D tiene un

extremo en U y otro en W .

En la Figura 2.13 tenemos un ejemplo de una digráfica bipartita D donde

la partición es U = {a, c, e, g} y W = {b, d, f}. La digráfica H no es bipartita

porque, como hay flecha entre el vértice e y los vértices b y d estos vértices

tendŕıan que estar en el otro conjunto, pero también hay flecha entre ellos,

entonces no pueden estar en el mismo conjunto. Por lo tanto la digráfica H

no es bipartita.
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a

c

e

g

b

d

f

a

b c

d

e

D H

Figura 2.13:

Definición 26. Sea D una digráfica y N ⊆ V (D), N es un conjunto in-

dependiente de la digráfica D si para cualquier par de elementos de N no

existen flechas entre ellos en D.

Notemos que en cualquier digráfica D, un punto es un conjunto indepen-

diente, ya que la definición de digráficas no permite aristas de la forma (v, v)

con v ∈ V (D).

a

c

e

x

y

u w

z

d

h

i g
b

f

v

j

Figura 2.14:

En la digráfica de la Figura 2.14 los conjuntos independientes son:

I0 = {u}, I1 = {v}, I2 = {w}, I3 = {x}, I4 = {y} e I5 = {z} tienen
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cardinalidad 1.

I6 = {u, y}, I7 = {v, x}, I8 = {w, z} e I9 = {x, z} de cardinalidad 2. No hay

de cardinalidad mayor a 2.

Definición 27. Sea D digráfica. Un subconjunto S ⊆ V (D) se dice que es

seminúcleo de D, si es un conjunto independiente y para toda y ∈ V (D) \ S

tal que hay Sy-flecha en D, se tiene que hay yS-flecha.

En la Figura 2.14, el conjunto S = {z, w} es seminúcleo. Es un conjunto

independiente, y u, y ∈ Γ
+
D(S), ((w, u) y (w, y) son flechas de la digráfi-

ca). Pero también (u, z) y (y, z) son flechas de la digráfica. Por lo tanto es

seminúcleo de la digráfica.

En la misma digráfica el conjunto S
′

= {u, y} es un conjunto independi-

ente, pero z ∈ Γ
+
D(u) y no hay zS

′
-flecha en la digráfica. Entonces S

′
no es

seminúcleo de la digráfica.

Definición 28. Sea D una digráfica y N ⊆ V (D), N es un conjunto ab-

sorbente de la digráfica D si para cualquier vértice u ∈ V (D) \ N tenemos

que u es adyacente hacia algún elemento de N .

En la digráfica de la Figura 2.14, los conjuntos absorbentes son:

A0 = {u, v, w, x, y, z} de cardinalidad 6.

A1 = {u, v, w, x, z}, A2 = {u, v, w, y, z}, A3 = {u, v, x, y, z}, A4 = {u, w, x, y, z}

y A5 = {v, w, x, y, z} de cardinalidad 5. El conjunto {u, v, w, x, y} no es con-

junto absorbente porque ninguno de sus elementos absorbe al vértice z.

A6 = {u, v, w, z}, A7 = {u, v, x, z}, A8 = {u, v, y, z}, A9 = {u, w, x, z},

A10 = {u, w, y, z}, A11 = {u, x, y, z}, A12 = {v, w, x, z}, A13 = {v, w, y, z},

A14 = {v, x, y, z} y A15 = {w, x, y, z} de cardinalidad 4. Observvemos que
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z tiene que estar en todos los conjuntos absorbentes porque no hay ningún

vértice que lo absorba.

A15 = {u, w, z}, A16 = {u, x, z}, A17 = {u, y, z}, A18 = {v, w, z}, A19 =

{w, x, z}, A20 = {w, y, z} y A21 = {x, y, z} de cardinalidad 3.

A22 = {u, z} y A23 = {w, z} de cardinalidad 2. No hay ningún conjunto

absorbente de cardinalidad 1.

Definición 29. Sea D una digráfica y N ⊆ V (D), N es un núcleo de D si

es un conjunto independiente y absorbente de D.

En la Figura 2.14 N = I8 = A23 es el único núcleo de la digráfica.

Definición 30. Una digráfica D es una digráfica núcleo perfecta si toda

subdigráfica inducida de D tiene núcleo.

a 1

a 2

a 3

a 4

a 5

a 6

a 7

a 8

a 10 a 9

a 11

a 12

Figura 2.15:

En la Figura 2.15 tenemos una digráfica que es núcleo perfecta. Su núcleo

es el conjunto {a4, a7, a9, a10, a12, a5, a1}. Por ejemplo un núcleo de la subdi-

gráfica inducida por el conjunto {a4, a8, a9, a10, a3, a1, a6} es {a9, a10, a6, a1, a4}.
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Esta digráfica es núcleo perfecta porque es una digráfica sin ciclos dirigidos,

que según el Teorema 3 que luego veremos, esto implica que tenga núcleo.

Y como toda subdigráfica inducida tampoco tiene ciclos dirigidos, entonces

también tiene núcleo.

Definición 31. Una digráfica es una digráfica núcleo imperfecta cŕıtica si

no tiene núcleo pero toda subdigráfica inducida propia de D tiene núcleo.

a

b

c

e d

Figura 2.16:

En la Figura 2.16 tenemos un ciclo dirigido de longitud 5, que es una di-

gráfica núcleo imperfecta cŕıtica. No tiene núcleo. Supongamos que a pertenece

a un núcleo, como absorbe a e, entonces e no está en el núcleo y como es

adyacente a b, tampoco b esta en el núcleo, pero b tiene que ser absorbido por

ningún elemento del núcleo, por lo tanto, c tiene que pertenecer a él. Como d

es adyacente a c, no está en el núcleo, y como tiene que ser absorbido por el

núcleo, entonces e tiene que estar en el núcleo. Pero ya hab́ıamos visto que e

no estaba en el núcleo. Por lo tanto a no está en el núcleo. Por la simétria del

ciclo es lo mismo si empezamos suponiendo que cualquier otro vértice esta

en el núcleo. Por lo tanto no tiene núcleo.



25

Las siguientes son definiciones de operaciones con las que trabajaremos

más adelante.

Definición 32. Sean D1, . . . , Dp digráficas y sea P = {1, 2, . . . , p}. El pro-

ducto normal de estas digráficas, que se denota D1 ·D2 · · · ··Dp es la digráfica

D tal que:

V (D) = V (D1) × · · · × V (Dp) = Π
i∈P

V (Di)

y donde

Γ(x1, . . . , xp) =
⋃

I⊆P,|I|6=0

( Π
i∈I

Γi(xi) × Π
j∈P\I

{xj})).

En la Figura 2.18 tenemos el producto normal de las siguientes digráficas:

HG

a b

d c

x y

Figura 2.17:

Definición 33. Sean D1, . . . , Dp digráficas y sea p = {1, 2, . . . , p}. La suma

cartesiana de estas digráficas que se denota por D1 + D2 + · · · + Dp, es la

digráfica D tal que:
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ax

dy

bx

cy

dx

ay

cx

by

G  H✎

Figura 2.18:

V (D) = V (D1) × · · · × V (Dp) = Π
i∈P

V (Di)

Γ(x1, . . . , xp) =
⋃

i∈P

({x1} × · · · × {xi−1} × Γi(xi) × · · · × {xp})

En la Figura 2.19 tenemos la suma cartesiana de las digráficas de la

Figura 2.17.

Definición 34. Sean D1, . . . , Dp digráficas y sea p = {1, 2, . . . , p}. El pro-

ducto cartesiano de estas digráficas que se denota por D1 × D2 × · · · × Dp,

es la digráfica D tal que:

V (D) = V (D1) × · · · × V (Dp) = Π
i∈P

V (Di)

Γ(x1, . . . , xp) = Π
i∈P

Γi(xi)

En la Figura 2.20 tenemos el producto cartesiano de las digráficas de la

Figura 2.17.
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ay by

dy cy

ax bx

dx cx

G+H

Figura 2.19:

Definición 35. Sea D digráfica y α = (αv)v∈V (D) una familia de digráficas

ajenas dos a dos. La suma de Zykov de α sobre D, denotada por σ(D, α̃), es

la digráfica definida de la siguiente manera:

V (σ(D, α̃)) =
⋃

v∈V (D)

V (αv)

F (σ(D, α̃)) =
⋃

v∈V (D)

F (αv) ∪
⋃

(u,v)∈F (D)

{(x, y)|x ∈ V (αv), y ∈ V (αv)}

En la Figura 2.22 tenemos la suma de Zykov de las digráficas de la Figura

2.21. Ya que tenemos que (a, b) ∈ F (D), entonces en la suma de Zykov de

estás digráficas tenemos que hay flecha de todos los vértices de Da hacia

todos los vértices de Db. Ya que tenemos que (b, c) ∈ F (D), entonces en

la suma de Zykov de estás digráficas tenemos que hay flecha de todos los

vértices de Db hacia todos los vértices de Dc. Y por último ya que tenemos
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bx

cx

by

cy

G  H✸

ax

dx

ay

dy

Figura 2.20:

que (c, a) ∈ F (D), entonces en la suma de Zykov de estás digráficas tenemos

que hay flecha de todos los vértices de Dc hacia todos los vértices de Da.

D a D b D cD

a

b

c

Figura 2.21:
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Figura 2.22:

Definición 36. Sean D1 y D2 digráficas. Una suma de D1 y D2 es una

digráfica, denotada σ(D1, D2), tal que:

V (σ(D1, D2)) = V (D1)∪V (D2) y en donde para toda x ∈ V (D1) y y ∈ V (D2)

tenemos que (x, y) ∈ F (σ(D1, D2)) ó (y, x) ∈ F (σ(D1, D2)).

En la Figura 2.23 tenemos dos sumas de la digráfica con dos puntos y

una flecha, consigo misma.

Figura 2.23:

Definición 37. Sea α = D1 + D2, donde D1 y D2 son digráficas. Diremos

que α tiene la propiedad A si se cumplen las siguientes condiciones:

1) Si para todo {x1, x2, x3} ⊆ V (α) tal que x1 ∈ V (Di) y x2, x3 ∈ V (Dj),
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(i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ 2) y (x1, x2) ∈ F (α) y (x2, x3) ∈ F (α) se tiene que

(x1, x3) ∈ F (α).

2) Si para todo {x1, x2, x3} ⊆ V (α) tal que x1, x2 ∈ V (Di) y x3 ∈ V (Dj),

(i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ 2) y (x1, x2) ∈ F (α) y (x2, x3) ∈ F (α) se tiene que

(x1, x3) ∈ F (α).

En la Figura 2.23, sólo la digráfica de la izquierda tiene la propiedad A.



Caṕıtulo 3

Núcleos

En esta sección expondremos algunos resultados sobre núcleos que serán

muy importantes en el desarrollo de la función de Grundy.

Lema 1. Si para cada subconjunto no vaćıo A ⊆ V (D), la subdigráfica in-

ducida D[A] tiene seminúcleo, entonces D tiene núcleo.

Demostración. Sea D una digráfica que cumple las hipótesis.

Si tomamos A = V (D), por la hipótesis D tiene seminúcleo.

Sea S seminúcleo máximo de D.

Sea B = V (D) \ (S ∪ ΓD(S)).

Si B = ∅. Veamos que entonces S, es núcleo de D.

Ya tenemos que S es un conjunto independiente por ser seminúcleo, sólo falta

ver que es un conjunto absorbente.

Sea y ∈ V (D) \ S, como V (D) \ (S ∪ ΓD(S)) = B = ∅, entonces y ∈ ΓD(S).

Entonces y ∈ Γ
+
D(S) ó y ∈ Γ

−
D(S).

Si y ∈ Γ
−
D(S), entonces hay yS flecha en D, es decir, S absorbe a y. Si

y ∈ Γ
+
D(S), entonces hay Sy flecha en D. Pero como S es seminúcleo, entonces

31
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hay yS flecha en D, es decir, S absorbe a y.

Por lo tanto, S es núcleo de D.

Supongamos que B 6= ∅.

Por hipótesis, D[B] tiene seminúcleo, digamos SB.

Tenemos que SB ⊆ V (D[B]) = V (D) \ (S ∪ ΓD(S)), entonces para toda

x ∈ SB tenemos que x 6∈ (S ∪ ΓD(S)). Esto es que no hay Sx ó xS flecha en

D, para toda x ∈ SB.

Por lo tanto S ∪ SB es un conjunto independiente.

Y como para toda y ∈ V (D) \ (S ∪ SB) tal que hay (S ∪ SB)y, entonces

tenemos que hay y(S ∪ SB)-flecha.

Entonces S ∪ SB es seminúcleo de D y esto contradice que S sea seminúcleo

máximo. Por lo tanto S es núcleo de D.

Teorema 1. Toda digráfica simétrica tiene núcleo.

Demostración. Sea D digráfica simétrica.

Un sólo vértice x, es un conjunto independiente de D. Podemos tomar un

conjunto independiente máximo de D. Sea N un conjunto independiente

máximo.

Por demostrar que N es núcleo de D.

Ya tenemos que N es independiente por definición de N . Sólo falta ver que

es absorbente.

Sea y ∈ V (D) \N . Como N es un conjunto independiente máximo, tenemos

que el conjunto N ∪ y no es independiente, es decir, hay flecha entre N y y

en alguna dirección. Pero como D es una digráfica simétrica, hay flecha en

ambas direcciones, en particular hay yN flecha en D. Esto es N absorbe a y.

Por lo tanto, N es núcleo de D.
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Teorema 2. Toda digráfica transitiva tiene núcleo.

Demostración. Sea D una digráfica transitiva. El conjunto V (D) es un con-

junto absorbente de D. Podemos tomar un conjunto absorbente mı́nimo. Sea

N un conjunto absorbente mı́nimo de D.

Por demostrar que N es núcleo de D.

Por definición de N , ya es un conjunto absorbente, sólo falta comprobar que

es independiente.

Supongamos que N no es independiente, es decir, existen x, y ∈ N tal que

(x, y) ∈ F (D).

Por ser D digráfica transitiva, para toda z ∈ V (D) tal que (z, x) ∈ F (D),

tenemos que (z, y) ∈ F (D) ((x, y) ∈ F (D)). Esto es N \ x es un conjunto

absorbente, y es mas chico que N , que era conjunto absorbente mı́nimo.

Por lo tanto, N es un conjunto independiente de D. Por lo tanto N es núcleo

de D.

Teorema 3. Una digráfica sin ciclos tiene núcleo y su núcleo es único.

Demostración. Sea A0 = {x ∈ V (D)|Γ+
D(x) = ∅}. A0 6= ∅ (de lo contrario

podemos formar un ciclo de la siguiente manera: tomamos un vértice x0 y

luego otro vértice x1 en su vecindad exterior, y luego otro vértice x2 en la

vecindad exterior de x1. De esta forma, obtenemos una sucesión de vértices

(x0, x1, ..., xn, ...) y dado que el conjunto de vértices es finito, para cierta r,

xr = xs donde s < r. Aśı tendŕıamos el ciclo (xs, xs+1, . . . , xr)).

D1 = D[V (D) \ (A0 ∪ Γ
−
D(A0))].

Como D1 es subdigráfica inducida de D, tenemos que tampoco tiene ciclos.

Sea A1 = {x ∈ V (D1)|Γ
+
D1

(x) = ∅}.
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A1 = ∅ si y solo si V (D1) = ∅.

Sea D2 = D[V (D1) \ (A1 ∪ Γ
−
D1

(A1))].

De esta manera tenemos una sucesión de subcojuntos A0, A1, . . . , Ap de V (D)

tal que,
p⋃

i=0

(Ai ∪ Γ
−
Di−1

(Ai)) = V (D)

Esto pasa porque el número de vértices es finito, y cada Ai es distinto del ∅.

Por definición de cada Ai estos conjuntos son independientes. Tomemos un

x ∈ Ai y un y ∈ Aj con i 6= j. Supongamos sin pérdida de generalidad que

i < j, entonces no hay flecha de x a y porque en Di−1 Γ
+
D(x) = ∅ y y ∈

V (Di−1). Tampoco hay flecha de y a x, porque de haber flecha y ∈ Γ
−
Di−1

(Ai)

y entonces y ya no estaŕıa en Al para toda l > i contradiciendo que y ∈ Aj.

Por lo tanto

p⋃

i=0

Ai es un conjunto independiente.

Veamos que es un conjunto absorbente.

Sea y ∈ V (D) \ (

p⋃

i=0

Ai). Como

p⋃

i=0

(Ai ∪ Γ
−
Di−1

(Ai)) = V (D) y y no esta en

p⋃

i=0

Ai, entonces y ∈ Γ
−
Di−1

(Ai) para una cierta i. Entonces existe x ∈ Ai tal

que (y, x) ∈ F (D): Por lo tanto

p⋃

i=0

Ai es núcleo de D.

La unicidad del núcleo se da porque el conjunto A0 debe de ser parte de

cualquier núcleo por no ser absorbido por ningún vértice. Con el mismo

argumento vemos que A1, A2, . . . , Ap tienen que estar en el núcleo.

Teorema 4. (Richardson [1953]) Una digráfica sin ciclos de longitud impar

tiene núcleo.

Demostración. Sea D digráfica sin ciclos impares. Usando el Lema 1 sólo

probaremos que D tiene seminúcleo. Supongamos que D es una digráfica

conexa.
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Sea A una componente fuertemente conexa de D tal que Γ
+
D(A) ⊆ V (A). Si

|A| = 1, entonces A es seminúcleo.

Si |A| > 1, tomemos x0 ∈ A. Para cualquier vértice y ∈ A tenemos que las

x0y trayectorias tienen la misma paridad de lo contrario podŕıamos formar

un ciclo de longitud impar, contradiciendo la hipótesis, además de que todos

los vértices de las trayectorias están en A por ser componente fuertemente

conexa.

Sea S el conjunto de todos los vértices y en A tales que hay una trayectoria

de longitud par de x0 a y.

S es un conjunto, sean x y y en S. Si son adyacentes, entonces (x0, y) ∪

(y, x) ∪ (x, x0) es un ciclo de longitud impar, contradiciendo la hipótesis.

Sea y ∈ V (D) tal que hay Sy flecha en D. Sea x ∈ S con (x, y) ∈ F (D).

Ya que A es una componente fuertemente conexa tenemos que y ∈ A por lo

tanto hay una trayectoria P de y a x0. Sea P = (y = z0, z1 . . . , zm). Ya que

x ∈ S hay una trayectoria P
′
de x0 a x, entonces P

′ ∪ (x, y) ∪ (y, z1) es una

trayectoria de longitud par de x0 a z1 y asi z1 ∈ S y como (y, z1) ∈ F (D)

tenemos que hay yS flecha en D. Por lo tanto, S es un seminúcleo de D, y

asi D tiene núcleo.
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Función de Grundy

En esta sección expondremos los resultados básicos sobre la función de

Grundy. Veremos la relación de la función de Grundy con núcleo, aśı co-

mo algunas condiciones suficientes para que una digráfica tenga función de

Grundy.

Definición 38. Sea D una digráfica. Una función entera no negativa es una

función de Grundy sobre D, si para cada vértice x, g(x) es el mı́nimo entero

no negativo que no pertenece al conjunto {g(y)| y ∈ Γ
+
D(x)}.

Otra forma de definir la función de Grundy es la siguiente:

Definición 39. Sea D una digráfica. Una función entera no negativa sobre

D, es una función de Grundy si:

i) g(x) = k > 0, implica que para toda j, 0 ≤ j < k existe y ∈ Γ
+ que cumple

g(y) = j.

ii) g(x) = k, implica que para toda y ∈ Γ
+
(x), g(y) 6= k.

Ahora veamos que las dos definiciones son equivalentes.

37
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Sea g función de Grundy de D según la primera definición.

Probaremos que cumple la primera condición de la segunda definición.

i) g(x) = k > 0, implica que para toda j, 0 ≤ j < k, existe y ∈ Γ
+
D(x) con

g(y) = j.

Por la primera definición de función de Grundy, tenemos que g(x) es el mı́ni-

mo entero no negativo que no pertenece al conjunto {g(y)|y ∈ Γ
+
D(x)}. Es

decir, que toda j < k esta en el conjunto {g(y)|y ∈ Γ
+
D(x)}, de lo contrario

g(x) 6= k, es decir, existe y ∈ Γ
+
D(x) con g(y) = j.

Ahora veamos que cumple la segunda condición de la segunda definición.

ii)g(x) = k implica que para toda y ∈ Γ
+
D(x), g(y) 6= k.

g(x) es el mı́nimo entero no negativo que no pertenece al conjunto {g(y)|y ∈

Γ
+
D(x)}. Si existe y ∈ Γ

+
D(x) tal que g(y) = k, entonces k ∈ {g(y)|y ∈ Γ

+
D(x)},

aśı g(x) no puede ser k porque contradice la prijmera definición. Entonces

g(y) 6= k para toda y ∈ Γ
+
D(x).

Por lo tanto, la primera definición implica la segunda definición.

Probaremos que la segunda definición implica la primera definición.

Sea g función de Grundy de D según la segunda definición.

Demostraremos que g(x) es el mı́nimo entero no negativo que no pertenece

al conjunto {g(y)|y ∈ Γ
+
D(x)}, para toda x ∈ V (D).

Considerando primero el caso g(x) = 0.

Por el inciso ii) de la segunda definición, tenemos que para toda y ∈ Γ
+
D(x),

g(y) 6= 0, es decir, 0 6∈ {g(y)|y ∈ Γ
+
D(x)}. Por lo tanto, en este caso, g(x) es el

mı́nimo entero no negativo, que no pertenece al conjunto {g(y)|y ∈ Γ
+
D(x)}.

En este caso si se cumple la primera definición.
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Ahora podemos suponer que g(x) = k > 0

El inciso i) de la segunda definición, dice que si g(x) = k > 0, entonces para

toda j, (0 ≤ j < k) existe y ∈ Γ
+
D(x) tal que g(y) = j. Esto quiere decir que

que si 0 ≤ j < k, entonces j ∈ {g(y)|y ∈ Γ
+
D(x)}.

El inciso ii) de la segunda definición dice que g(x) = k, implica que para

toda y ∈ Γ
+
D(x), g(y) 6= k, es decir, k 6∈ {g(y)|y ∈ Γ

+
D(x)}. Entonces k es el

mı́nimo entero no negativo que no pertenece al conjunto {g(y)|y ∈ Γ
+
D(x)}.

Por lo tanto g es función de Grundy según la primera definición.

Aśı las dos definiciones son equivalentes

1 0 1 0

0 2 1 0

Figura 4.1:

Hay digráficas que tienen más de una función de Grundy. La figura ante-

rior muestra una digráfica que admite más de una función de Grundy.

Para encontrar digráficas que no admiten función de Grundy es útil la siguien-

te proposición.

Proposición 1. Si D tiene función de Grundy entonces D tiene núcleo.

Demostración. Sea g función de Grundy de D, consideremos el siguiente con-

junto:
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S = {x ∈ V (D)|g(x) = 0}.

Entonces S es núcleo de D.

Primero veamos que es independiente.

Sea x ∈ S, es decir, g(x) = 0. Usando el inciso ii) de la segunda definición

tenemos que para toda y ∈ Γ
+
D(x), g(x) 6= 0, es decir, para toda z ∈ S,

(x, z) 6∈ F (D). Es decir, S es un conjunto independiente.

Falta ver que S es un conjunto absorbente.

Sea y ∈ V (D) \ S.

Como y 6∈ S, entonces g(y) 6= 0, es decir, g(y) > 0, (g es una función entera

no negativa) por el inciso i) de la segunda definición de función de Grundy,

existe x ∈ Γ
+
D(y), tal que g(x) = 0, asi (y, x) ∈ F (D) y x ∈ S. Entonces S es

un conjunto absorbente.

Por lo tanto S es un núcleo de D.

De la proposición anterior, tenemos que una forma fácil de encontrar una

digráfica que no admita función de Grundy es dando una digráfica sin núcleo,

por ejemplo:

a c

b

Figura 4.2:

Está digráfica no tiene función de Grundy. Si le damos al vértice a el

valor 0, entonces c no puede tener valor 0 (por el inciso ii) de la segunda
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definición). Como el único vecino de b es c y c no tiene valor 0, entonces el

valor de b es 0 (por el inciso i) de la segunda definición). Entonces, tanto a

como b tienen valor 0, contradiciendo el inciso ii) de la segunda definición.

Por la simetŕıa de la digráfica pasa lo mismo śı empezamos dando el valor 0

a c o a b. Por lo tanto, está digráfica no tiene función de Grundy.

Sin embargo, que una digráfica tenga núcleo no es una condición suficiente

para que tenga función de Grundy. La siguiente digráfica tiene núcleo pero

no tiene función de Grundy. Esto pasa porque el núcleo de está digráfica es

d, entonces el valor de este vértice tendŕıa que ser 0. Si tratamos de asignar

el valor 1 a cualquiera de los vértices a, b, c, entonces tendremos el mismo

problema que con la digráfica de la Figura 4.2

a c

b

d

Figura 4.3:

Proposición 2. Una digráfica núcleo perfecta tiene función de Grundy.

Demostración. Sea D digráfica núcleo perfecta.

Definamos los siguientes conjuntos.

Sea S0 núcleo de D, este existe por ser D digráfica núcleo perfecta, esto es

S0 6= ∅.

Si S0 6= V (D), entonces nos fijamos en la subdigráfica inducida
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D1 = D[V (D) \ S0].

Por ser subdigráfica inducida de D y por ser D digráfica núcleo perfecta,

tenemos que existe S1, núcleo de D1.

S1 6= ∅ y ya que S1 ⊆ V (D1) = V (D) \ S0 tenemos que S0 ∩ S1 = ∅.

Si S0 ∪ S1 6= V (D), entonces nos fijamos en la subdigráfica inducida D2 =

D[V (D) \ (S0 ∪ S1)].

Por ser subdigráfica inducida de D y por ser D digráfica núcleo perfecta,

tenemos que existe S2, núcleo de D2.

S2 6= ∅ y S2 ∩ (S0 ∪ S1) = ∅ por que S2 ⊆ V (D2) = V (D) \ (S0 ∪ S1).

De esta manera seguimos definiendo subconjuntos Si de V (D), hasta encon-

trar una r ∈ N tal que

r⋃

i=0

Si = V (D) y

r−1⋃

i=0

Si 6= V (D).

Esta r existe porque las Si’s son subconjuntos disjuntos no vaćıos de V (D)

y |V (D)| = m para alguna m ∈ N.

Definimos una función g de la siguiente manera:

g : V (D) → N

g(x) = k ⇔ x ∈ Sk.

Mostraremos que g es función de Grundy de D.

i) g(x) = k > 0, implica para toda j, 0 ≤ j < k, existe y ∈ Γ
+
D(x) tal que

g(y) = j.

Como g(x) = k, entonces x ∈ Sk por definición de g. Tomamos j, 0 ≤ j < k.

Ya que 0 ≤ j < k, entonces x ∈ V (D1) = V (D) \ (

j−1⋃

i=0

Si), de lo contrario x

no podŕıa estar en V (Dk) = V (D) \ (

k−1⋃

i=0

Si).

Por ser Sj núcleo de Dj, entonces existe y ∈ Sj tal que (x, y) ∈ F (D) y por
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definición de g, g(y) = j.

ii) g(x) = k, implica que para toda y ∈ Γ
+
D(x), g(y) 6= k.

Por definición de g, g(x) = k implica que x ∈ Sk. Como Sk es núcleo Dk,

tenemos que para toda y ∈ Γ
+
D(x), g(y) 6= k, de lo contrario, se contradice la

independencia de Sk.

Por lo tanto g es función de Grundy de D.

Corolario 1. Toda digráfica simétrica tiene función de Grundy.

Demostración. Sea D digráfica simétrica. Por el Teorema 1, tenemos que to-

da digráfica simétrica tiene núcleo. Sea N núcleo de D.

Sea D1 = D[V (D) \ N ]. Veamos que también es una digráfica simétrica.

Sean x, y ∈ V (D1), supongamos que (x, y) ∈ F (D1).

Por definición de D1, (x, y) ∈ F (D). Y por ser D simétrica, (y, x) ∈ F (D).

Entonces por ser D1 subdigráfica inducida de D, (y, x) ∈ F (D1). Asi D1 es

digráfica simétrica y por el Teorema 1 tiene núcleo, digamos N1.

De esta manera obtenemos una sucesión N0, N1, . . . , Nm de subconjuntos de

V (D) tal que

m⋃

j=0

Nj = V (D), Ni ∩ Nj = ∅ si i 6= j, donde Ni es núcleo de

D[V (D) \
i−1⋃

j=0

Nj].

Definimos f : D −→ N donde

f(x) = k ⇔ x ∈ Nk

Veamos que f es función de Grundy de D.

(1) f(x) = k > 0 implica que para toda j, 0 ≤ j < k existe y ∈ Γ
+
D(x) con

f(y) = j.

Sea x ∈ V (D) tal que f(x) = k > 0 y sea j, 0 ≤ j < k. Como j < k te-

nemos que Nk ⊆ V (Dj) y como Nj es núcleo de Dj existe y ∈ Nj tal que
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(x, y) ∈ F (Dj).

Entonces y ∈ Γ
+
D(x) y f(y) = j.

(2)f(x) = k implica que para toda y ∈ Γ
+
D(x), f(y) 6= k.

Sea y ∈ Γ
+
D(x). Como f(x) = k ⇔ x ∈ Nk donde Nk es núcleo (de Dk), y

por lo tanto es un conjunto independiente. Ya que f(y) = k contradice la

independencia de Nk, f(y) 6= k.

Corolario 2. Toda digráfica transitiva tiene función de Grundy.

Demostración. Sea D digráfica transitiva. Por el Teorema 2, toda digráfica

transitiva tiene núcleo. Sea N0 núcleo de D. Sea D1 = [V (D) \ N0]. Veamos

que D1 es una digráfica transitiva. Sean x, y, z ∈ V (D1) tal que (x, y) y

(y, z) ∈ F (D1). Como D1 es subdigráfica inducida de D, tenemos que (x, y)

y (y, z) ∈ F (D) y como D es transitiva, entonces (x, z) ∈ F (D). Ya que

x, z ∈ V (D1), entonces (x, z) ∈ F (D1) y por lo tanto D1 es transitiva. Por el

Teorema 2 tiene núcleo. Sea N1 núcleo de D1.

De esta manera obtenemos una sucesión N0, N1, . . . , Nm de subconjuntos de

V (D) tal que

m⋃

j=0

Nj = V (D), Ni ∩ Nj = ∅ si i 6= j, donde Ni es núcleo de

D[V (D) \
i−1⋃

j=0

Nj].

Definimos f : D −→ N

donde f(x) = k ⇔ x ∈ Nk

Veamos que f es función de Grundy de D. (1) f(x) = k > 0 implica que

para toda j, 0 ≤ j < k existe y ∈ Γ
+
D(x) con f(y) = j.

Sea x ∈ V (D) tal que f(x) = k > 0 y sea j, 0 ≤ j < k. Como j < k te-

nemos que Nk ⊆ V (Dj) y como Nj es núcleo de Dj existe y ∈ Nj tal que
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(x, y) ∈ F (Dj).

Entonces y ∈ Γ
+
D(x) y f(y) = j.

(2)f(x) = k implica que para toda y ∈ Γ
+
D(x) f(y) 6= k.

Sea y ∈ Γ
+
D(x).Como f(x) = k ⇔ x ∈ Nk donde Nk es núcleo (de Dk), y

por lo tanto es un conjunto independiente. Ya que f(y) = k contradice la

independencia de Nk.

Por lo tanto f(y) 6= k.

Corolario 3. Toda digráfica sin ciclos impares tiene función de Grundy.

Demostración. Sea D digráfica sin ciclos impares. Por el Teorema 4, toda

digráfica sin ciclos impares tiene núcleo. Sea N0 núcleo de D. Sea D1 =

D[V (D) \ N0]. Como D1 es subdigráfica inducida de D y D no tiene ciclos

impares, tenemos que D1 tampoco tiene ciclos impares, y por el Teorema 4

tiene núcleo. Sea N1 núcleo de D1. De esta manera obtenemos una sucesión

N0, N1, . . . , Nm de subconjuntos de V (D) tal que

m⋃

j=0

Nj = V (D), Ni∩Nj = ∅

si i 6= j, donde Ni es núcleo de D[V (D) \
i−1⋃

j=0

Nj].

Definimos f : D −→ N donde

f(x) = k ⇔ x ∈ Nk

Veamos que f es función de Grundy de D. (1) f(x) = k > 0 implica que

para toda j, 0 ≤ j < k existe y ∈ Γ
+
D(x) con f(y) = j.

Sea x ∈ V (D) tal que f(x) = k > 0 y sea j, 0 ≤ j < k. Como j < k ten-

emos que Nk ⊆ V (Dj) y como Nj es núcleo de Dj existe y ∈ Nj tal que

(x, y) ∈ F (Dj).

Entonces y ∈ Γ
+
D(x) y f(y) = j.
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(2)f(x) = k implica que para toda y ∈ Γ
+
D(x) f(y) 6= k.

Sea y ∈ Γ
+
D(x).Como f(x) = k ⇔ x ∈ Nk donde Nk es núcleo (de Dk), y

por lo tanto es un conjunto independiente. Ya que f(y) = k contradice la

independencia de Nk, f(y) 6= k.

Teorema 5. Una digráfica sin ciclos, tiene una única función de Grundy.

Además, para cada vértice x, g(x) no excede la longitud de la trayectoria

máxima desde x.

Demostración. Por el Teorema 3 tenemos que D tiene un único núcleo. Sea

N0 el único núcleo de D. Sea D1 = D[V (D) \ N0]. Como D1 es subdigráfica

inducida de D y D no tiene ciclos, entonces D1 tampoco tiene ciclos y por el

Teorema 3, D1 tiene un único núcleo, digamos N2.

De esta manera obtenemos una sucesión N0, N1, . . . , Nm de subconjuntos de

V (D) tal que

m⋃

j=0

Nj = V (D), Ni ∩ Nj = ∅ si i 6= j, donde Ni es núcleo de

D[V (D) \
i−1⋃

j=0

Nj].

Definimos f : D −→ N donde

f(x) = k ⇔ x ∈ Nk

Veamos que f es función de Grundy de D. (1) f(x) = k > 0 implica que

para toda j, 0 ≤ j < k existe y ∈ Γ
+
D(x) con f(y) = j.

Sea x ∈ V (D) tal que f(x) = k > 0 y sea j, 0 ≤ j < k. Como j < k te-

nemos que Nk ⊆ V (Dj) y como Nj es núcleo de Dj existe y ∈ Nj tal que

(x, y) ∈ F (Dj).

Entonces y ∈ Γ
+
D(x) y f(y) = j.
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(2)f(x) = k implica que para toda y ∈ Γ
+
D(x) f(y) 6= k.

Sea y ∈ Γ
+
D(x).Como f(x) = k ⇔ x ∈ Nk donde Nk es núcleo (de Dk), y

por lo tanto es un conjunto independiente. Ya que f(y) = k contradice la

independencia de Nk, f(y) 6= k. Ahora veamos que la función de Grundy de

D es única.

Sea g función de Grundy de D. Como cada N0 es el único núcleo de D,

entonces g
−1

(0) = N0 = f
−1

(0) . Como N1 es el único núcleo de D1, entonces

g
−1

(1) = N1 = f
−1

(1). De esta manera vemos que g
−1

(i) = f
−1

(i) para toda

i ∈ N y entonces f es única.



Caṕıtulo 5

Suma de Zykov

Teorema 6. Sea D digráfica y α = (αv)v∈V (D) una familia de digráficas

ajenas dos a dos. Si D es núcleo perfecta y cada αv tiene función de Grundy,

para toda v ∈ V (D), entonces σ(D, α) tiene función de Grundy.

Antes de dar la demostración de este teorema, ejemplificaremos la idea

de la construcción que nos servira para definir la función de Grundy en la

suma de Zykov. Tomemos las siguientes digráficas:

a2

a4

a3

a1

b4

b2

b3

b1

c2

c1

d4

d2 d3

d1

Da Db Dc DdD

a

b

c

d
0

0

0

0

0

0

0

1 1 1 1

0

22

Estas digráficas cumplen con las hiṕotesis del Teorema

Tomamos un núcleo de D, digamos S0 = {a, c}. De las digráficas Da y Dc,

49
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tomamos los vértices tales que fa(x) = 0 o fc(y) = 0, donde fa y fc son

función de Grundy de Da y Dc respectivamente. Aśı tenemos el conjunto

N0 = {a1, a4, c1, c2}. Ahora nos fijamos en los vértices de D, (a, b, c y d)

tales que V (Di) ⊆ N0. Con estos vértices formamos el conjunto M0. En este

caso M0 = {c}.

Tomamos la digráfica D1, que es la subdigráfica inducida de D por los

vértices a, b y d (Quitamos el conjunto M0 = |c|). Además, de cada digráfica

(Da, Db, Dc y Dd) quitamos los vértices que estén en el conjunto N0. Aśı nos

quedan las digráficas:

a2 a3

b4

b2

b3

b1

d4

d2 d3

d1

Da Db Dd

a

b

d
0 0

0

1 1 1 1

0

22

D

Con estas digráficas podemos volver a realizar la misma construcción y

aśı, obtener el conjunto N1 (ahora no nos fijaremos en los vértices con valor

0, lo que haremos sera buscar el valor mı́nimo en cada digráfica y tomar

los vértices que lo alcancen. En el caso de digráfica D
′
a este valor es 1 ).

Repitiendo la misma construcción obtendremos una sucesión de subconjuntos

de los vértices de la suma de Zykov. La función de Grundy que definiremos

en la suma de Zykov, estará dada en base a estos subcojuntos Nk. Ahora si

dsaremos la demostración

Demostración. Sean D y α como en las hipótesis. Para cada v ∈ V (D) con-
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sideramos una función de Grundy fv de αv. Como D es núcleo perfecta,

tomamos un núcleo S0 de D y definimos los siguientes conjuntos:

Sea N0 = {x ∈ V (σ(D, α))|fy(x) = 0, para algún y ∈ S0}.

M0 = {y ∈ V (D)|V (αy) ⊆ N0}.

Definimos D1 = D[V (D) \ M0]

Ya que D1 = D[V (D) \ M0] es una subdigráfica inducida de D y como esta

es núcleo perfecta, existe N1 núcleo de D1.

Para toda y ∈ N1 denotaremos m(1,y) = mı́n{fy(x)|x ∈ V (αy) \ N0}. Ahora

definiremos los siguientes conjuntos:

N1 = {x ∈ (V (σ(D, α))) \ N0)| fy(x) = m(1,y), para algún y ∈ S1}.

M1 = {y ∈ V (D)|V (αy) ⊆ (N0 ∪ N1)}.

Observemos que N0 ∩ N1 = ∅. Tomemos y ∈ S0, entonces tenemos fy

función de Grundy de αy. Por lo tanto, para algún z ∈ V (αy), fy(z) = 0. Lo

que implica que z ∈ N0, N0 6= ∅.

Si V (D1) = ∅ tenemos N0 = V (σ(D, α)).

Si V (D1) 6= ∅, entonces para todo w ∈ N1, tenemos por definición de N1, que

w ∈ (V (σ(D, α)) − N0), es decir, w 6∈ N0.

De esta forma, definimos una sucesión de subconjuntos de σ(D, α)) y otra

de subconjuntos de D. Si Si es núcleo de Di, entonces

Ni = {x ∈ (V (σ(D, α)) \ (

i−1⋃

j=o

Nj))|fy(x) = m(i,y), y ∈ Sk}

con m(i,y) = mı́n{fy(x)|x ∈ (V (αy) \ (

i−1⋃

j=o

Nj))}

Mi = {y ∈ V (D)|V (αy) ⊆ (

i⋃

j=o

Nj)}
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Ahora podemos definir Di+1, Si+1, Ni+1 y Mi+1 de la siguiente manera:

Di+1 = D[V (D) − (

i⋃

j=o

Mj)]; Si+1 es un núcleo de Di+1 (existe por ser Di+1

subdigráfica inducida de D); m(i+1,y) = mı́n{fy(x)|x ∈ V (αy) \ (

i⋃

j=o

Nj))}

Ni+1 = {x ∈ (V (σ(D, α)) \ (

i⋃

j=o

Nj))|fy(x) = m(i,y), y ∈ Sk}

Mi+1 = {y ∈ V (D)|V (αy) ⊆ (

i+1⋃

j=o

Nj)}.

Al igual que con N0 y N1, tenemos que si i 6= j, entonces Ni ∩ Nj = ∅.

Este procedimiento termina cuando encontramos el primer número natural

r tal que V (Dr) = ∅. Este número existe porque tenemos una suceción de

subconjuntos de V (D) no vaćıos Ni.

Definimos F : V (σ(D, α))) −→ N tal que

F (x) = k ⇔ x ∈ Nk. F esta bien definida, ya que Ni ∩ Nj = ∅ si i 6= j.

Veamos primero que Nk es un conjunto independiente de

σ̃k = σ(D, α)[V (σ(D, α)) \ (

k−1⋃

j=o

Nj))] para toda 1 ≤ k < r.

Sean x, z ∈ Nk. Consideremos los siguientes dos casos:

1)x, z ∈ V (αy), para alguna y ∈ V (D)

Entonces por definición de Nk, fy(x) = fy(z) = k y por ser fy función de

Grundy de αy, x y z son independientes en αy y por definición de σ(D, α)

también son independientes en σ̃k.

2)x ∈ V (αy) y z ∈ V (α
′
y) con y, y

′ ∈ V (D)

Como x, z ∈ Nk, entonces y, y
′ ∈ Sk, donde Sk es núcleo de Dk. Entonces y

y y
′
son independientes en D, por lo tanto por definición de σ(D, α), no hay

flecha entre αy y α
′
y, entonces x, z son independientes en σ̃k.

Por lo tanto Nk es un conjunto independiente en σ̃k.

Ahora veamos que Nk es un conjunto absorbente de
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σ̃k = σ(D, α)[V (σ(D, α)) \ (

k−1⋃

j=0

Nj)]

Sea z ∈ V (σ̃k) tal que z 6∈ Nk, z ∈ V (αy) para alguna y ∈ V (D). Considere-

mos los siguientes casos.

1)y ∈ Sk.

Como z 6∈ Nk, tenemos por definición de Nk que fy(z) > m(k, y), y por ser

fy función de Grundy ∃x ∈ Γ
+
αy

(z) tal que fy(x) = m(k, y), entonces x ∈ Nk

y x ∈ Γ
+

˜σ(D,α)(z)
.

2)y 6∈ Sk

Por ser Sk núcleo de Dk ∃y
′ ∈ Sk tal que (y, y

′
) ∈ F (Dk) y ∃x ∈ V (α

′
y) tal que

f
′
y(x) = m(k, y). Entonces por definición de σ(D, α) y de σ̃k, (z, x) ∈ F (σ̃k).

Por lo tanto es Nk es núcleo de σ̃k.

Ahora demostraremos que F es función de Grundy.

i)F (x) = k > 0. Por demostrar que para toda j, 0 ≤ j < k existe y ∈

Γ
+
σ(D,α)(x) tal que F (y) = j.

Sea j (0 ≤ j < k). Tenemos por lo visto anteriormente que Nj es núcleo de

σ̃j. Además Nj 6= ∅ por ser V (Di) 6= ∅, y tenemos que σ̃k ⊆ σ̃j, entonces

Nj absorbe a σ̃k. Por lo tanto existe y ∈ Nj tal que (x, y) ∈ F (σ(D, α)) y

F (y) = j porque y ∈ Nj.

ii)F (x) = k. Por demostrar que para toda y ∈ Γ
+
σ(D,α)(x), F (y) 6= k.

Sea y ∈ Γ
+
σ(D,α)(x). Supongamos que F (y) = k, pero Nk es núcleo de σ̃k,

entonces x y y son independientes en α̃k contradiciendo que y ∈ Γ
+
σ(D,α)(x).

Por lo tanto F (y) 6= k, para toda y ∈ Γ
+
σ(D,α)(x).

Por lo tanto F es función de Grundy de α̃.
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Como consecuencia del Teorema 6 obtenemos una cota superior del valor

máximo de la función de Grundy F , constrúıda en la prueba del mismo.

Corolario 4. Sea D digráfica y α = (αv)v∈V (D) una familia de digráfi-

cas ajenas dos a dos. Si D es núcleo perfecta y cada αv tiene función de

Grundy fv, para toda v ∈ V (D), entonces σ(D, α) tiene función de Grundy

F y máx{F (x)|x ∈ V (σ(D, α)) ≤
∑

u∈V (D)

mu + |V (D)| − 1, donde mu =

máx{fu(x)|x ∈ V (αu)}.

Demostración. Como D es núcleo perfecta, tiene función de Grundy. To-

memos f función de Grundy de D. Por el Teorema 6 tenemos que σ(D, α)

tiene función de Grundy. Sea F la función de Grundy definida en la prueba

del Teorema 6.

En un caso extremo, f toma valores distintos en cada vértice de D.

Entonces si f(x0) = 0, tenemos que S0 = {x0} = f
−1

(0) es núcleo de D, y

aśı el conjunto f
−1
x0

(0) es núcleo de σ(D, α).

Entonces un núcleo de σ(D, α)[V (σ(D, α)) \ f
−1
x0

(0)] será: f
−1
x0

(1) si V (αx0
) \

f
−1
x0

(0) 6= ∅;

ó f
−1
y (0) si V (αx0

) \ f
−1
x0

(0) = ∅ y f(y) = 1.

Aśı para cada u ∈ V (D) para cada n ∈ N tal que f
−1
u (n) 6= ∅ tenemos

que f
−1
u (n) = F

−1
(m) para algún m ∈ N. Debemos agregar |V (D)| − 1 a la

cota superior porque al menos hay y1, y2, . . . , yn−1, yn, n = |V (D)|, tal que

fxi
(yi) = 0 con yi ∈ V (αxi

). Y sólo uno de ellos conserva su valor en la nueva

función de Grundy.

La digráfica de la Figura 5.1,es un ejemplo de suma de Zykov en donde

es alcanzada la cota del Corolario 4.
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D D Da b c

D

1

3

2

4

a

b
c

0

2

1

0

5

1 1 1

00 0

Figura 5.1:

En esta digráfica, máx fa = 1, máx fb = 1, máx fc = 1 y |V (D)| = 3. Y

tenemos que máx F = 5 = 2 + 1 + 1 + 1 = (|V (D)| − 1) + máx fa + máx fb +

máx fc.

La digráfica de la Figura 5.2 no tiene función de Grundy. El único núcleo

de está digráfica es el conjunto {a2, d1}, entonces estos vértices deben tener

valor 0. El conjunto {a1, d2} es el único núcleo de la subdigráfica inducida

por V (σ(D, α)) \ {a2, d1}, entonces estos vértices deben tener valor 1. La

subdigráfica inducida de σ(D, α) por el conjunto {b1, b2, c1, c2, d3} no tiene

núcleo porque es una digráfica completa en la que ningún vértice absorbe a

los demás. Por lo tanto en la digráfica de la Figura 5.2 tenemos que D tiene

función de Grundy pero no es núcleo perfecta, y Da, Db, Dc y Dd tienen

función de Grundy, y sin embargo la suma de Zykov no tiene función de

Grundy. Por lo tanto, es necesaria la condición de que D sea núcleo perfecta.
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dDDbDa DcD

a

b c

d

0

1

1

0

0 0 0 0 0

0
1 1 1

1

12

2

1

1

2 c

d2

1

c

d

b

d

b

a

a

2

3

2

1

Figura 5.2:

Con la siguiente proposición veremos que no podemos quitar la hipótesis

de que αu tenga función de Grundy para toda u ∈ V (D).

Teorema 7. Sea D digráfica y α = (αv)v∈V (D) una familia de digráficas

ajenas dos a dos. Si σ(D, α) tiene función de Grundy, entonces D tiene

núcleo y αv tiene función de Grundy para toda v ∈ V (D).

Demostración. Primero demostraremos que D tiene núcleo. Sea f función de

Grundy de σ(D, α).

Sea S = {x ∈ V (σ(α))|f(x) = 0}.

Sea A = {u ∈ V (D)|V (αu) ∩ S 6= ∅}.
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Entonces A es núcleo de D.

Primero probaremos que A es un conjunto independiente.

Sean u, w ∈ A con u 6= w. Por definición de A, tenemos que existe x ∈ V (αu)

tal que f(x) = 0 y existe y ∈ V (αw) tal que f(y) = 0. Ya que f es función

de Grundy de σ(D, α) se sigue que no hay flecha entre x y y. Por definición

de σ(D, α) tenemos que no hay flecha entre u y w, es decir, A es un conjunto

independiente.

Para ejemplificar la prueba fijémonos en la siguiente digráfica,que tiene fun-

ción de Grundy y en donde el conjunto A consta de sólo dos puntos, los dos

puntos con valor igual a cero.

1

0

4 3

2
1

0

3

2

2

Ahora veamos que A es un conjunto absorbente de D.

Sea u ∈ V (D) \ A y tomemos x ∈ V (αu). Por definición de A tenemos

que f(x) 6= 0. Por ser f función de Grundy existe y ∈ V (σ(D, α)) tal que

f(y) = 0 y y ∈ Γ
+
σ(D,α)(x). Además y ∈ V (αw) para alguna w ∈ V (D) y por

definición de σ(D, α), w ∈ Γ
+
D(u) y w ∈ A (ya que y ∈ V (αw) y f(y) = 0).

Entonces A es un conjunto absorbente en D.
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Por lo tanto A es un núcleo de D.

Ahora vamos a probar que para toda v ∈ V (D), αv tiene función de

Grundy. Sea v ∈ V (D), y n = máx{f(x)|x ∈ V (σ(D, α̃))}.

Sea Av = {m ∈ N|f−1
(m) ∩ V (αv) 6= ∅}, (0 ≤ m ≤ n).

Escribimos Av = {n0, n1, . . . , nr} tal que ni < nj si y sólo si i < j.

Definimos los siguientes subconjuntos de V (αv).

S0 = f
−1

(n0) ∩ V (αv)

S1 = f
−1

(n1) ∩ V (αv)

Sr = f
−1

(nr) ∩ V (αv)

Cada uno de estos subconjuntos de V (αv) es distinto del vaćıo por definición

de ni (0 ≤ i ≤ r). Además también por la definición de los ni’s y que f es

función de Grundy de σ(D, α̃) tenemos que

r⋃

i=0

Si = V (αv). Cada Si es un

conjunto independiente porque Si = f
−1

(ni)∩V (αv) y f
−1

(ni) es un conjun-

to independiente (f es función de Grundy de σ(D, α̃)).

Definimos fv : V (αv) −→ N tal que fv(x) = m ⇔ x ∈ Sm.

Veamos que fv es función de Grundy de αv.

(1)fv(x) = k > 0 implica que para toda j, 0 ≤ j < k, existe y ∈ Γ
+
αv

(x) con

fv(y) = j.

Sea x ∈ V (αv) con fv(x) = k > 0 y j, 0 ≤ j < k. Por definición de fv,

fv(x) = k implica que x ∈ f
−1

(nk). Ya que j < k esto implica nj < nk. Por

ser f función de Grundy de σ(D, α̃), existe y ∈ Γ
+
σ(D,α̃)(x) tal que f(y) = nj.

Debemos probar que y ∈ V (αv).
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De la definición de A, tenemos que nj ∈ A, es decir, existe z ∈ V (αv) tal

que f(z) = nj. Si y 6∈ V (αv), entonces existe w ∈ V (D) tal que y ∈ V (αw),

pero como y ∈ Γ
+
σ(D,α̃)(x) esto implica que hay (w, v)-flecha en D. Lo que

implica que hay (y, z) flecha en σ(D, α̃), contradiciendo la independencia de

f
−1

(nj) en σ(D, α̃). Por lo tanto y ∈ V (αv) y como y ∈ Γ
+
σ(D,α̃)(x) tenemos

que y ∈ Γ
+
αv

(x). Entonces ya que f(y) = nj y y ∈ V (αv), y ∈ Sj lo que

implica que fv(y) = j.

(2)fv(x) = k, implica que fv(y) 6= k para toda y ∈ Γ
+
αv

(x).

Sea x ∈ V (αv) con fv(x) = k. fv(x) = k ⇔ x ∈ Sk.

Vimos que Sk es un conjunto independiente, entonces no puede haber y ∈

Sk ∩ Γ
+
αv

(x), porque contradice la independencia de Sk. Por lo tanto, para

toda y ∈ Γ
+
αv

(x), fv(x) 6= k. Por lo tanto fv es función de Grundy de αv.

Fijémonos en la siguiente componente de la digráfica anterior, que es:

4 3

2

En esta digráfica el conjunto A = {2, 3, 4} y sólo hay un vértice con

cada uno de esos valores. Aśı para definir una función de Grundy en esta

componente al vértice de valor 2 le asignamos el valor 0; al vértice con valor

3 le asignamos el valor 1 y al vértice con valor 4 le asignamos el valor 2. Esta

nueva función es una función de Grundy.

La siguiente digráfica α̃, tiene función de Grundy y además la podemos

ver como la composición (D, Di)i=a,b,c,d,e. Sin embargo D no tiene función de
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Grundy, ya que el conjunto {a, e} es él núcleo de D y al quitarlo nos queda

un ciclo dirigido de longitud 3, que no tiene núcleo. Con este ejemplo vemos

que no podemos mejorar la conclusión del Teorema 7.

~α

0

0

1

1

2

3

4

Da Db Dc Dd DeD

a

b

c

d

e

Teorema 8. Sea D digráfica y α = (αv)v∈V (D) una familia de digráficas

ajenas dos a dos. Si D tiene función de Grundy y cada αv tiene función de

Grundy, fv (v ∈ V (D)) tal que máx{fv(x)|x ∈ V (αv)} = máx{fu(x)|x ∈

V (αu)} donde {v, u} ⊆ f
−1

(i) para algún i ∈ N. Entonces σ(D, α̃) tiene

función de Grundy F que satisface máx{F (x)|x ∈ V (σ(D, α̃))} = n +

n∑

i=0

mi

donde n = máx{f(x)|x ∈ V (D)} y mi = máx{fv(x)|x ∈ V (αv), v ∈ f
−1

(i)}

para toda i, 0 ≤ i ≤ n.

Demostración. Definimos F : V (σ(D, α̃)) −→ N de la siguiente manera:
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Sea x ∈ V (σ(D, α̃)), tenemos que existe una única y ∈ V (D) tal que

x ∈ V (αy) y una única i ∈ {0, . . . , n} tal que y ∈ f
−1

(i), entonces defi-

nimos

F (x) =

n∑

j=0

mj + f(y) + fy(x) con i, 1 ≤ i ≤ n

y F (x) = fy(x) cuando i = 0.

Demostraremos que f es función de Grundy de σ(D, α̃).

(1)F (x) = k > 0 implica que para toda j, 0 ≤ j < k existe z ∈ Γ
+
σ(D,α̃)(x)

con F (y) = j.

Sea x ∈ V (σ(D, α̃)) tal que F (x) = k > 0 y j, 0 ≤ j < k. Tomamos la única

y e i tal que x ∈ V (αy) y y ∈ f
−1

(i).

Si i = 0, entonces F (x) = fy(x) = k > 0. Ya que fy es función de Grundy de

αy existe z ∈ Γ
+
αy

(x) y F (z) = fy(z) = j.

Si 1 ≤ i ≤ n, sea s0 = 0 y st =

t−1∑

j=0

mj + t con 1 ≤ t ≤ n. Tenemos que s0 ≤

s ≤ sn. Sea r = máx{a ∈ {0, 1, . . . , n}|sa ≤ s}, r esta bien definida porque

s0 ≤ s ≤ sn. Por otro lado tenemos que s ≤ k y

i−1∑

j=0

mj + f(y) + fy(x) = k

donde f(y) = i y fy(x) ≤ mi, entonces

i−1∑

j=0

mj + i + fy(x) = k > s y

i∑

j=0

mj + i ≥
i−1∑

j=0

mj + fy(x) = k > s, entonces

i∑

j=0

mj + i ≥ s y aśı r ≤ i.

Si r = i (f(y) = i)
i−1∑

j=0

mj + i ≤ s < k =

i−1∑

j=0

mj + i + fy(x). Ya que tenemos la desigualdad

estricta fy(x) > 0.

Sea l ∈ N tal que

i−1∑

j=0

mj + i + l = s, l < fy(x) (de lo contrario s ≥ k). Por

ser fy función de Grundy de αy existe z ∈ Γ
+
αy

(x) tal que fy(z) = l, entonces

F (z) =

i−1∑

j=0

mj + i + l = s y z ∈ Γ
+
σ(D,α̃)(x) por ser αy subdigráfica inducida

de σ(D, α̃).
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Si r < i. (f(y) = i > r ≥ 0.

Por ser f función de Grundy de D existe w ∈ Γ
+
D(y) tal que f(w) = r. Te-

nemos que s ≥
r−1∑

j=0

mj + r, sea l ∈ N tal que s =

r−1∑

j=0

mj + r + l.

Veamos que l ≤ mr.

Si l > mr, entonces s ≥
r∑

j=0

mj + r + 1 contradiciendo la de r. fw es función

de Grundy de αw, por lo tanto existe z ∈ V (αw) tal que fw(z) = l.

F (z) =

r−1∑

j=0

mj + r + l = s y como (y, w) ∈ F (D), (x, z) ∈ F (σ(D, α̃)), es

decir, z ∈ Γ
+
σ(D,α̃)(x) con F (z) = s.

(2) F (z) = k implica que para toda y ∈ Γ
+
σ(D,α̃)(x), F (y) 6= k.

Sea x ∈ V (σ(D, α̃)) con F (x) = k y y ∈ Γ
+
σ(D,α̃)(x). Sean w, z ∈ V (D) con

x ∈ v(αw) y y ∈ V (αz) donde f(w) = i y f(z) = r.

Si r = i, entonces ya que y ∈ Γ
+
σ(D,α̃)(x) z = w de lo contrario f

−1
(i) no es

un conjunto independiente, entonces

F (x) =

i−1∑

j=0

mj + i + fz(x) y

F (y) =

i−1∑

j=0

mj + i + fz(y).

Por ser fz función de Grundy de αz y x, y adyacentes en αz, tenemos que

fz(x) 6= fz(y). Por lo tanto F (x) 6= F (y).

Si i 6= r.

F (x) =

i−1∑

j=0

mj + i + fz(x)

F (x) =

r−1∑

j=0

mj + r + fw(y), donde 0 ≤ fw(y) ≤ mr, entonces

r−2∑

j=0

mj + r − 1 <

r−1∑

j=0

mj + r ≤ F (y) ≤
r−1∑

j=0

mj + r + mr <

r∑

j=0

mj + r + 1.

Si i < r, i ≤ r − 1.
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F (x) =

i−1∑

j=0

mj + i + fz(x) <

r−2∑

j=0

mj + r − 1 < F (y)

por lo tanto F (x) 6= F (y).

Si i > r , i ≥ r + 1.

F (x) =

r−1∑

j=0

mj + i+fz(x) >

r∑

j=0

mj +r+1 > F (y). Por lo tanto F (x) 6= F (y).

Por lo tanto F es función de Grundy de σ(D, α̃). Tomemos y ∈ f
−1

(n) y

x ∈ V (αy) tal que fy(x) = mn, entonces

F (x) =

n−1∑

j=0

mj + f(y) + fy(x) =

n−1∑

j=0

mj + n + mn =

n∑

j=0

mj + n. Como para

toda w, z w ∈ V (D) y z ∈ V (αw) se tiene f(w) ≤ f(y), y cuando la igualdad

se da fw(z) ≤ fy(x), entonces n +

n∑

j=0

mj es el valor máximo de F .

Teorema 9. Sea D digráfica, α = (αv, Sv)v∈V (D) una familia de digráficas

ajenas dos a dos y Sv un subconjunto no vaćıo de V (αv) para toda v ∈ V (D).

Si αv tiene función de Grundy fv, tal que fu(x) 6= fv(y) cuando (u, v) ∈

F (D), x ∈ Su, y ∈ Sv. Entonces σ(D, α̃) tiene función de Grundy F tal que

máx F = máx{fu(x)|x ∈ V (αu), u ∈ V (D)}

Antes de la demostración ejemplificaremos lo que dice el Teorema 9.

Fijémonos en las siguientes digráficas que tienen función de Grundy cada

una:

01

0

1

1 2

3

0

1

2

D D Da b
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Si tomamos la suma de Zykov de Da y Db con respecto a D donde sólo

unimos los vértices de valor 3 y 1 de la digráfica Da y el vértice de valor 2

de la digráfica Db, tenemos:

0

1

1 2

3

0

1

2

En donde no necesitamos cambiar los valores de las funciones de ambas

digráficas para tener función de Grundy en esta digráfica.

Demostración. Sea F : V (σ(D, α̃)) −→ N definida de la siguiente manera:

Tomemos x ∈ V (σ(D, α̃)) existe una única y ∈ V (D) con x ∈ V (αy). Defin-

imos F (x) = fy(x).

Demostraremos que F es función de Grundy de σ(D, α̃).

(1) F (x) = k > 0 implica que para toda j, 0 ≤ j < k existe y ∈ Γ
+
σ(D,α̃)(x)

con F (y) = j.

Sea x ∈ V (σ(D, α̃)) con F (x) = k > 0 y sea j, 0 ≤ j < k. Por definición de

σ(D, α̃) existe z ∈ V (D) con x ∈ V (αz). Por definición de F , F (x) = fz(x).

Como fz es función de Grundy de αz existe y ∈ Γ
+
αz

(x) tal que fz(y) = j.

Y por definición de F , F (y) = fz(y) = j donde y ∈ Γ
+
σ(D,α̃)(x) por ser

subdigráfica inducida de σ(D, α̃).

(2)F (x) = k implica que para toda y ∈ Γ
+
σ(D,α̃)(x), F (y) 6= k.
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Por definición de σ(D, α̃) existe z ∈ V (D) tal que x ∈ V (αz) y por definición

de F , fz(x) = F (x) = k. Como fz es función de Grundy de αz, fz(y) 6= k

para toda y ∈ Γ
+
αz

(x).

Si x 6∈ Sz, entonces Γ
+
αz

(x) = Γ
+
σ(D,α̃)(x) y aśı, para toda y ∈ Γ

+
σ(D,α̃)(x),

F (y) 6= k.

Si x ∈ Sz, por hipótesis tenemos que para toda y ∈ V (αw) tal que (z, w) ∈

F (D) tenemos que fz(x) 6= fw(y), pero fw(y) = F (y), entonces F (y) 6= K.

Por lo tanto F es función de Grundy de σ(D, α̃).

01

0

1

1 2

3

0

1

2

4 a5

a3

a2

a1

b

b

2

a

b 1

3

D D Da b

En el siguiente ejemplo tenemos que D es núcleo perfecta, y Da y Db
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tienen función de Grundy. Y sin embargo, α̃ no tiene función de Grundy,

como veremos a continuación.

{a1, b1} es núcleo de α̃, no hay flecha entre ellos, es decir, forman un

conjunto independiente; y adémas a1 absorbe a a2, a3, a4 y a a5 y b1 absorbe

a b2 y b3.

Quitando {a1, b1} de V (α), ya no tenemos núcleo.

Se cumple que Γ
+
α̃ (b2) = ∅, lo que implica que de haber núcleo en

α̃[V (α̃) \ {a1, b1}], b2 debeŕıa pertenecer a él. Como {a2, b3} = Γ
−
α̃ (b2),

sólo queda encontrar núcleo en la subdigráfica inducida de α̃ por los vértices

a3, a4 y a5. Pero esta subdigráfica es un ciclo de longitud 3, que no tiene

nucleo, por lo tanto, α̃ no tiene función. Esto sucede por que Sa y Sb no

cumplen las hipótesis del teorema, ya que fa(a2) = fb(b2) = 2 y a2 ∈ Sa y

b2 ∈ Sb.

Teorema 10. Sea D digráfica y α̃ = (αv, Sv)v∈V (D) una familia de digráficas

αv, ajenas dos a dos y Sv un subconjunto no vaćıo de V (αv) para toda v ∈

V (D). Si D es núcleo perfecta y αv tiene función de Grundy para toda v ∈

V (D) tal que para cada i ∈ {0, 1, . . . , nv}, f
−1

(i) ∩ Sv 6= ∅ implica f
−1

(i) ⊆

Sv, donde nv = máx{fv(x)|x ∈ V (αv)}, entonces σ(D, α̃) tiene función de

Grundy.

Demostración. Supongamos que D y α̃ = (αv, Sv)v∈V (D) satisfacen las hipótesis.

Primero probaremos que σ(D, α̃) tiene núcleo.

Sea A0 = {u ∈ V (D)|Su ∩ f
−1
u (0) 6= ∅}.

Si A0 = ∅, entonces para cada u ∈ V (D) Su ∩ f
−1
u (0) = ∅. Por la definición

de σ(D, α̃),
⋃

u∈V (D)

f
−1
u (0) es un conjunto independiente.
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Ya que fu es función de Grundy de αu, entonces f
−1

(0) es núcleo de αu por

el Proposición 1, es decir, f
−1
u (0) es un conjunto absorbente de αu, para ca-

da u ∈ V (D). De esto se sigue que
⋃

u∈V (D)

f
−1
u (0) es un conjunto absorbente

de σ(D, α̃). Como ya vimos que también es un conjunto independiente en

σ(D, α̃), entonces
⋃

u∈V (D)

f
−1
u (0) es núcleo de σ(D, α̃).

Supongamos que A0 6= ∅.

Consideremos el conjunto T0 =
⋃

u∈V (D)\A0

f
−1
u (0).

Tomemos u ∈ V (D) \ A0 como en la definición de T0. Tenemos que fu es

función de Grundy de αu lo que implica que f
−1
u (0) es un conjunto indepen-

diente en αu y como αu es una subdigráfica inducida de σ(D, α̃), f
−1
u (0) es

un conjunto independiente en σ(D, α̃).

Ya que u ∈ V (D) \ A0, f
−1
u (0) ∩ Su = ∅, entonces T0 =

⋃

u∈V (D)\A0

f
−1
u (0) es

un conjunto independiente en σ(D, α̃).

Tomamos la subdigráfica inducida D[A0] de D. Por ser D núcleo perfecta

tenemos R0 núcleo de D[A0].

Sea T
′
0 =

⋃

u∈R0

f
−1
u (0).

R0 es núcleo de D[A0], esto implica que para cualesquiera u, v ∈ R0 y cua-

lesquiera x ∈ V (αu) y y ∈ V (αv) tenemos que no hay flecha entre ellos,

por definición de σ(D, α̃). De aqúı que T
′
0 sea un conjunto independiente en

σ(D, α̃).

Para toda u ∈ V (D) \ A0 y v ∈ R0 no tenemos flecha entre f
−1
u (0) y f

−1
v (0)

porque f
−1
u (0) ∩ Su = ∅. Por lo tanto T0 ∪ T

′
0 es un conjunto independiente

en σ(D, α̃).

Denotamos nu = máx{fu(x)|x ∈ V (αu)} y también mu = mı́n{n ∈
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{0, . . . , nu}|f
−1
u (n) ∩ Su = ∅}.

Sea T
′′
0 =

⋃

u∈A0\R0

f
−1
u (mu).

Por ser fu función de Grundy de αu, tenemos que f
−1
u (mu) es un conjun-

to de αu y ya que αu es subdigráfica inducida de σ(D, α̃), f
−1
u (mu) es un

conjunto independiente en σ(D, α̃). Además, por ser f
−1
u (mu) ∩ Su = ∅ para

toda u ∈ A0 \ R0, si tomamos u, v ∈ A0 \ R0 no hay flechas entre f
−1
u (mu) y

f
−1
v (mv), es decir, tenemos que T

′′
0 es un conjunto independiente en σ(D, α̃).

Ya que f
−1
u (mu)∩ Su = ∅ para toda u ∈ A0 \R0 y f

−1
u (0) ⊆ Su para u ∈ R0,

tenemos que T
′
0 ∪ T

′′
0 es un conjunto independiente.

Ya que f
−1
u (mu) ∩ Su = ∅ para toda u ∈ A0 \ R0 y f

−1
u (mu) ∩ Su = ∅ para

toda u ∈ V (D) \ A0 tenemos que T
′′
0 ∪ T0 es un conjunto independiente y

como ya vimos que también T0 ∪ T
′
0 es un conjunto independiente, tenemos

que T0 ∪ T
′
0 ∪ T

′′
0 es un conjunto independiente de σ(D, α̃).

Ahora probaremos que T
′
0 ∪ T

′′
0 ∪ T

′′
0 es un conjunto absorbente.

Sea x ∈ V (σ(D, α̃)) \ T0 ∪ T
′
0 ∪ T

′′
0 ).

Por definición de σ(D, α̃) existe z ∈ V (D) tal que x ∈ V (αz). Debemos

analizar tres casos posibles para z.

Si z ∈ V (D) \ A0.

Tenemos que fz(x) 6= 0 (porque x 6∈ T0). Por ser fz función de Grundy de

αz, y por el Proposición 1 f
−1
z (0) es núcleo de αz. Es decir, existe y ∈ f

−1
z (0)

tal que (x, y) ∈ F (σ(D, α̃)). Pero como z ∈ V (D)\A0 y y ∈ f
−1
z (0), tenemos

que y ∈ T0. Entonces en este caso T0 ∪ T
′
0 ∪ T

′′
0 absorbe a x.

Si z ∈ R0.

Entonces fz(x) 6= 0 (porque x 6∈ T
′
0). f

−1
z (0) es núcleo de αz por ser fz fun-
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ción de Grundy de αz por el Teorema ??. Entonces existe y ∈ f
−1
z (0) tal que

(x, y) ∈ F (σ(D, α̃)). Pero como z ∈ R0 y y ∈ f
−1
z (0), tenemos que y ∈ T

′
0.

Por lo tanto en este caso T0 ∪ T
′
0 ∪ T

′′
0 absorbe a x.

Si z ∈ A0 \ R0.

Consideremos dos casos:

i)x ∈ Sz. Por ser R0 núcleo de D[A0], existe w ∈ R0 tal que (z, w) ∈ F (D).

Tomemos y ∈ f
−1
w (0), por estar w en R0, y ∈ T

′
0 y (x, y) ∈ F (σ(D, α̃)) (ya

que (z, w) ∈ F (D), x ∈ Sz y y ∈ f
−1
w (0) ⊆ T

′
0). Entonces T0∪T

′
0∪T

′′
0 absorbe

a x en este caso.

ii)x 6∈ Sz.

Probaremos que fz(x) > mz. Tenemos que fz(x) 6= mz, porque tenemos que

z ∈ A0 \ R0 y x 6∈ T
′′
0 . Sea fz(x) = r. Supongamos que r < mz.

Si f
−1
z (r)∩Sz 6= ∅, entonces por hipótesis del teorema, tenemos que f

−1
z ⊆ Sz

y de aqúı tendŕıamos x ∈ Sz, contradiciendo lo que estamos suponiendo. En-

tonces tenemos que f
−1
z (r) ∩ Sz = ∅, pero r < mz y mz era el mı́nimo con

esta propiedad, por lo tanto r > mz.

Por ser fz función de Grundy de αz, existe y ∈ f
−1
z (mz) tal que (x, y) ∈

F (σ(D, α̃)). Como y ∈ f
−1
z (mz), y ∈ T

′′
0 . Por lo tanto T0 ∪ T

′
0 ∪ T

′′
0 = N0 es

núcleo de σ(D, α̃).

Ahora veamos que hay núcleo en σ(D, α̃)[V (σ(D, α̃)) \ N0].

Fijémonos en todos los vértices u ∈ V (D) tal que V (αu) 6⊆ N0 y con ellos

tomemos la subdigráfica inducida D1 de D. Por ser D1 subdigráfica inducida

y por ser D núcleo perfecta, D1 es digráfica núcleo perfecta.

Sea u ∈ V (D1).

Si u 6∈ A0, entonces por definición de T0, f
−1
u (0) ⊆ T0. Podemos definir una
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función de Grundy f
′
u en αu[V (αu) \ f

−1
u (0)] dada por f

′
u(x) = fu(x)− 1, con

x ∈ V (αu[V (αu) \ f
−1
u (0)]).

Si u ∈ R0, entonces por definición de T
′
0, f

−1
u (0) ⊆ T

′
0. Podemos definir una

función de Grundy f
′
u en αu[V (αu) \ f

−1
u (0)] dada por f

′
u(x) = fu(x)− 1, con

x ∈ V (αu[V (αu) \ f
−1
u (0)]).

Si u ∈ A0\R0, entonces por definición de T
′′
0 , f

−1
u (mu) ⊆ T

′′
0 . Podemos definir

una función de Grundy f
′
u en αu[V (αu \ f

−1
u (mu)] dada por f

′
u(x) = fu(x),

si fu(x) < mu y f
′
u(x) = fu(x) − 1 si fu(x) > mu, con x ∈ V (αu[V (αu) \

f
−1
u (mu)]).

De esta manera tenemos las mismas condiciones que al principio y usan-

do el mismo argumento podemos encontrar un núcleo N1 de la digráfica

σ(D, α̃)[V (σ(D, α̃)) \ N0].

Continuando de esta manera obtenemos una sucesión de subconjuntos de

V (σ(D, α̃)), N0, N1, . . . , Np tal que N0 es núcleo de σ(D, α̃), Ni es núcleo de

σ(D, α̃)[V (σ(D, α̃)) \
i−1⋃

j=0

Nj] con 1 ≤ i ≤ p, y además

p⋃

j=0

Nj = V (σ(D, α̃)).

Definimos F : V (σ(D, α̃)) −→ N dada por;

F (x) = r si y sólo si x ∈ Nr

Comprobemos que F es función de Grundy de σ(D, α̃).

(1) F (x) = k > 0 implica que para toda t < k, existe y ∈ Γ
+
σ(D,α̃)(x) tal que

F (y) = t.

Ya que t < k, x ∈ (V (σ(D, α̃)) \
t−1⋃

j=0

Nj). Por ser Nt núcleo de

σ(D, α̃)[V (σ(D, α̃)) \
t−1⋃

j=0

Nj], existe y ∈ Nt tal que (x, y) ∈ F (σ(D, α̃)). Y

como y ∈ Nt, F (y) = t.

(2) F (x) = k implica que toda y ∈ Γ
+
σ(D,α̃)(x) satisface F (y) 6= k.
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Supongamos por contradicción que existe y ∈ Γ
+
σ(D,α̃)(x) tal que F (y) = k.

De la definición de F , tenemos que {x, y} ⊆ Nk y por la definición de Nk,

tenemos que Nk es núcleo de σ(D, α̃)[V (σ(D, α̃)) \
k−1⋃

j=0

Nj]. En particular Nk

es un conjunto independiente de σ(D, α̃), por lo tanto (x, y) ∈ F (σ(D, α̃))

con {x, y} ⊆ Nk es una contradicción.

Por lo tanto F es función de Grundy de σ(D, α̃).

Teorema 11. Sean D1 y D2 digráficas con núcleo y α = σ(D1, D2) una suma

de D1 y D2. Si Si es núcleo de Di (i ∈ {1, 2}) y α cumple la propiedad A

(ver Definición 37), entonces al menos alguno de los Si es núcleo de α.

Demostración. Supongamos que S1 no es núcleo de α. Probaremos que S2 es

núcleo de α.

Sólo falta ver que S2 es un conjunto absorbente, por ser núcleo de D2 ya es

independiente.

Ya que S1 no es núcleo de α y S1 es núcleo de D1, existe y ∈ V (D2) tal

que (w, y) 6∈ F (α) para toda w ∈ S1. De la definición de α, tenemos que

(w, y) ∈ F (α) para toda w ∈ S1.

Supongamos que y ∈ S2.

Por ser S2 núcleo de D2, S2 absorbe a V (D2) y como y ∈ S2, S2 absorbe

a S1. Sea x ∈ V (D1) \ S1. Por ser S1 núcleo de D1 existe z ∈ S1 tal que

(x, z) ∈ F (α) y además tenemos que (z, y) ∈ F (α) porque z ∈ S1. Entonces

(x, z), (z, y) ∈ F (α) y α satisface la propiedad A, por lo tanto (x, y) ∈ F (α).

Por lo tanto S2 es un conjunto absorbente de α y como ya sabemos que es

independiente, S2 es núcleo de α.

Supongamos que y 6∈ S2.
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Por ser S2 núcleo de D2 existe z ∈ S2 tal que (y, z) ∈ F (α). Además para toda

x ∈ S1 (x, y) ∈ F (α) y α satisface la propiedad A, entonces (x, z) ∈ F (α)

para toda x ∈ S1. Es decir, S2 absorbe a S1. Sólo falta ver que S2 absorbe a

V (D1) \ S1.

Sea x ∈ V (D1) \ S1. Por ser S1 núcleo de D1, existe w ∈ S1 tal que (x, w) ∈

F (α). Como ya vimos que S2 absorbe a S1, existe z ∈ S2 tal que (w, z) ∈

F (α). Ya que α satisface la propiedad A, y (x, w), (w, z) ∈ F (α) tenemos

(x, z) ∈ F (α). Por lo tanto S2 absorbe a V (D1) \ S1. Por lo tanto S2 es

núcleo de α.

En la digráfica de la Figura 5.3 (que es la suma de la digráfica con dos

puntos y una flecha consigo misma) vemos que si una suma no satisface la

propiedad A, entonces no necesariamente tiene núcleo.

Figura 5.3:

Teorema 12. Sean D1 y D2 digráficas ajenas dos a dos y σ(D1, D2) una

suma de D1 y D2. Si D1 y D2 tienen función de Grundy f1 y f2 respec-

tivamente, y σ(D1, D2) satisface la propiedad A, entonces σ(D1, D2) tiene

función de Grundy F tal que máx F = máx f1 + máx f2 + 1

Demostración. Por ser f1 y f2 función de Grundy de D1 y D2 respectiva-

mente, tenemos por la Proposición 1 que f
−1
1 y f

−1
2 son núcleos de D1 y D2,
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respectivamente.

Además por hipótesis σ(D1, D2) satisface la propiedad A, aśı tenemos que se

cumplen las hipótesis del Teorema anterior, por lo tanto, f
−1
1 ó f

−1
2 es núcleo

de σ(D1, D2).

Supongamos sin pérdida de generalidad que f
−1
1 = N0 es núcleo de σ(D1, D2).

La función f1 − 1 es función de Grundy de D1[V (D1) \ N0] y

σ(D1, D2)[V (σ(D1, D2)) \N0] es suma de D1[V (D1) \N0] y de D2. Siguiendo

con este argumento tenemos que σ(D1, D2)[V (σ(D1, D2)) \ N0] tiene núcleo

N1. De esta manera obtenemos una sucesión de subconjuntos no vaćıos de

V (σ(D1, D2)), N0, N1, . . . , Np tal que N0 es núcleo de σ(D1, D2), Ni es núcleo

de σ(D1, D2)[V (σ(D1, D2)) \
i−1⋃

r=0

Nr] (1 ≤ i ≤ p) y

p⋃

r=0

Nr = V (σ(D1, D2))

Por la manera en que fueron definidos los Ni’s, tenemos que Nj = f
−1
i (n),

donde i ∈ {1, 2} y 0 ≤ n ≤ máx fi. Aśı tenemos que p = máx f1 +máx f2 +2,

el último 2 es por que no estamos contando f
−1
1 y f

−1
2 al considerar el máxi-

mo de cada función.

Definimos F : V (σ(D1, D2)) −→ N, dada por:

F (x) = s si y sólo si x ∈ Ns

Por demostrar que F es función de Grundy.

(1) F (x) = k > 0 implica que para toda 0 ≤ j ≤ k existe y ∈ Γ
+
σ(D1 ,D2)

con

F (y) = j.

j < k, entonces

V (σ(D1, D2)[V (σ(D1, D2))\(
k−1⋃

r=0

Nr)] ⊆ V (σ(D1, D2)[V (σ(D1, D2))\(
j−1⋃

r=0

Nr)]

y ya que Nj es núcleo de σ(D1, D2)[V (σ(D1, D2)) \ (

j−1⋃

r=0

Nr)], existe y ∈ Nj

tal que (x, y) ∈ F (σ(D1, D2)). Como y ∈ Nj, F (y) = j por definición de F ,
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y y ∈ Γ
+
σ(D1,D2)

(x).

(2) F (x) = k implica F (y) 6= k para toda y ∈ Γ
+
σ(D1 ,D2)

.

Nk es núcleo de σ(D1, D2)[V (σ(D1, D2)) \ (

k−1⋃

r=0

Nr)], esto implica que Nk es

un conjunto independiente. Ya que F (x) = ky ∈ Nk, y ∈ Γ
+
σ(D1 ,D2)

(x), se

contradice la independencia de Nk. Por lo tanto, para toda y ∈ Γ
+
σ(D1 ,D2)

(x),

F (y) 6= k. Entonces F es función de Grundy de σ(D1, D2).

Figura 5.4:

En la digráfica anterior, vemos que el núcleo de la suma, es núcleo de uno

de los sumandos. Esto nos motiva al siguiente teorema.

Teorema 13. Si α = D1 + D2 tiene núcleo, entonces D1 ó D2 tiene núcleo.

Demostración. Sea S núcleo de α. Por definición de suma, ∀x ∈ V (D1) y

∀y ∈ V (D2) (x, y) ó (y, x) ∈ F (α). Como S es núcleo de α, es un conjunto

independiente en α. Por lo tanto S ⊆ V (D1) ó S ⊆ V (D2). Entonces S es

núcleo de D1 ó D2.

Teorema 14. Si D1 +D2 tiene función de Grundy, entonces D1 y D2 tienen

función de Grundy.



75

Demostración. Probaremos que D1 tiene función de Grundy. Para D2 la prue-

ba es analoga.

Sea A1 = {n ∈ N|∃x ∈ V (D1) con F (x) = n}.

A1 6= ∅ si y sólo siV (D1) 6= ∅. Si V (D1) = ∅, entonces D1 + D2 = D2 y

no hay nada que probar. Supondremos V (D1) 6= ∅.

Como A1 ⊂ N usando el orden “<” podemos escribir A1 = {n0, n1, . . . , nm}

donde

ni < nj ⇔ i < j (0 ≤ i, j ≤ m)

Definamos f1 : V (D1) −→ N tal que

f1(x) = r ⇔ F (x) = nr

Ahora veremos que f1 es función de Grundy de D1.

i)Sea x ∈ V (D1), con f1(x) = k.

Por demostrar que para toda j(0 ≤ j < k), existe y ∈ Γ
+
V (D1)(x) tal que

f1(y) = j.

Por definición de f1, tenemos que f1(x) = k ⇒ F (x) = nk y ya que

j < k, nj < nk por definición de A1. Entonces por ser F función de Grundy

de D1 + D2, existe y ∈ Γ
+
V (D1+D2)

(x), con F (y) = nj.

Sólo falta ver que y ∈ V (D1). nj ∈ A1, lo que implica que existe z ∈ V (D1)

con F (z) = nj, entonces si y 6∈ V (D1), tenemos que y ∈ V (D2) y por

definición de “suma”, hay flecha entre y y z lo que contradice que F
−1

(nj)

sea un conjunto independiente en D1 + D2. Por lo tanto y ∈ V (D1).

ii) Sea x ∈ V (D1), con f1(x) = k.

Por demostrar que para toda y ∈ Γ
+
V (D1)(x), f1(y) 6= k.

Sea y ∈ Γ
+
V (D1)(x), entonces por definición de “suma” y ∈ Γ

+
V (D1+D2)

(x) y

aśı tenemos que F (x) 6= F (y).
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Por lo tanto F (y) 6= nk lo que implica que f1(y) 6= k.

Entonces f1 es función de Grundy de D1.
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