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Introduccion

El efecto tunel fue propuesto en 1928 por George Gamow para explicar la desintegracién radi-
activa en la que se producia la emision de particulas alfa. Explicd esta desintegracion como el
paso de una particula alfa a través de una barrera de potencial, lo cual esta prohibido para una
particula clasica. La particula esta contenida en el nucleo pero hay una probabilidad de que esté
fuera.

El efecto tinel describe también la fusion nuclear que tiene lugar en las estrellas. Dos protones
deben acercarse lo bastante como para formar un nuevo ntcleo atémico. Sin embargo, cuanto
més se acercan mayor es la repulsion electrostatica entre ellos. El efecto tunel permite que
los protones “caven” un tunel a través de esa repulsién y se aproximen lo bastante como para
que la interaccion nuclear fuerte los mantenga unidos. Esta es una manera fenomenolégica de
compensar la falta de energia que seria necesaria para llevar a cabo el proceso. De lo contrario
la temperatura de las estrellas seria insuficiente para que hubiese fusion.

Alrededor de 1981 se desarrollo el microscopio de efecto tunel, que es capaz de detectar los
electrones que escapan debido a este efecto, con lo que se logra una imagen de la estructura
atémica de la materia con una alta resolucién, en la que cada &dtomo se puede distinguir de otro.
Esta invencion ha sido esencial para el avance de la microelectronica moderna. El efecto tinel
se manifiesta también en procesos tan cotidianos como los que tienen lugar en una pila eléctrica
0 en un circuito electrénico.

La mayoria de los desarrollos tedricos sobre el problema cuéntico del efecto tinel, consisten en
resolver la ecuaciéon de Schrédinger (ES) independiente del tiempo. Pocas veces se considera
explicitamente el problema de la evoluciéon temporal para el tunelaje cuéntico, que es el tema
que se estudia en este trabajo.

El propésito de ésta tesis es estudiar el problema del efecto ttunel en base a la mecéanica estocas-
tica. Esta, es una teoria en la cual las trayectorias clasicas deterministas son sustituidas por
trayectorias aleatorias de procesos estocasticos bien definidos.

Dada la equivalencia existente entre la mecénica estocastica y la mecanica cudntica, es posible
usar la funciéon de onda, solucion a la ES, para construir una ecuacién tipo Langevin cuya
soluciéon nos permita visualizar muestreos de posibles trayectorias de las particulas. En este
trabajo nos concentraremos en el problema unidimensional del paso de un paquete de onda
Gaussiano a través de una barrera de potencial rectangular, en la descripcién dependiente del
tiempo.

El capitulo 1 es una breve introduccién a la mecanica cuantica estocéstica donde se presentan
las ecuaciones béasicas necesarias para la solucién del problema.

En el capitulo 2 se resuelve el problema cuantico del efecto tiinel para una onda plana, obtenién-
dose una funcién para cada region. Para hallar la solucién con un paquete de onda gaussiano
incidente, se deben integrar estas funciones sobre todo el espacio k (vector de onda); sin embargo,
la dependencia con respecto a esta variable es complicada, por lo que no es posible encontrar una
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solucion analitica facilmente. Dicha soluciéon es necesaria para construir el campo de velocidades
b(x,t) y poder resolver el problema en base en la mecanica cuantica estocastica.

En el capitulo 3 se propone la discretizacion de la ecuacion diferencial a resolver en la mecanica
cuantica estocastica. Se explica la estructura general del programa donde se implementaron
las rutinas para resolver numéricamente las integrales planteadas en el capitulo 2. En base a
estas soluciones se halla el campo velocidades y resolviendo la ecuacién diferencial estocastica
se obtienen los muestreos de las posibles trayectorias que pueden seguir las particulas. En la
seccion (3.2) se visualizan varios muestreos, obtenidos con diferentes valores para la energia y
posicion del paquete inicial, asi como para el potencial y el ancho de la barrera. Se discuten las
similitudes y diferencias entre la variedad de casos.



Capitulo 1

Mecanica cuantica estocastica

La mecénica cudntica estocastica (MCE) es la generalizacion natural de la mecanica clasica
para procesos cuanticos los cuales tienen una aleatoriedad intrinseca. Puede definirse también
como un método para extraer de la mecanica cuantica, a través de la funcién de onda solucion
de la ecuacién de Schrodinger (ES), la informacion que nos permita hacer una descripcion més
detallada del comportamiento de las particulas en un sistema cudntico. Esta informaciéon se
obtiene a través del muestreo de un proceso estocastico, que es fisicamente equivalente a las
posibles trayectorias que pueden seguir las particulas.

La MCE es mateméticamente equivalente a la mecénica cuantica como lo demostré Nelson
en 1966 [1], pero ofrece una perspectiva diferente que ha mostrado ser util para el desarrollo
de nuevos aspectos de la teoria cuantica [2], tales como el problema de dos particulas [3], la
formulacion relativista para particulas sin espin [4], entre otros.

Nelson derivo la ES por medio de la hipotesis de que toda particula de masa m estd sujeta a un
tipo de movimiento Browniano con coeficiente de difusién % Las particulas tienen trayectorias
continuas, pero no diferenciables y la influencia de fuerzas externas estd dada por la ley de
Newton-Nelson. Es importante aclarar que matematicamente, la MCE tiene similitudes a la
teoria del movimiento Browniano, sin embargo, las dos teorias difieren en sus descripciones

din&micas [5].

La razon de la estocasticidad en las trayectorias de las particulas queda fuera del alcance de
la MCE y pasa a ser el problema central de la electrodindmica cuantica estocastica. Podemos
decir brevemente, que la explicacién que sugiere la electrodindmica cuantica estocastica es que
el comportamiento cuantico de la particula es el resultado de su interaccién con el campo de
fondo, donde la constante de Planck es una medida de la magnitud de las fluctuaciones del
mismo campo [6].

1.1. Ecuaciones basicas

La mecéanica de Nelson no es la tGnica descripcién ni la méas general, equivalente a la mecéanica
cuantica [7, 8]. Sin embargo, en este trabajo utilizaremos la mécanica descrita por Nelson, debido
a su simplicidad y a que su terminologia es andloga a la de la mecénica clésica, permitiendo
un mejor entendimiento. Esta mecénica, al igual que la clasica, esta dividida en cinemética y
dindmica y a diferencia de ésta, la evolucion del sistema se describe a través de un proceso
estocéastico Markoviano.
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Las ecuaciones cineméticas pueden describir la evolucién del proceso a través de ecuaciones
diferenciales tipo Langevin. Estas son asimétricas en el tiempo debido a que el proceso es in-
trinsecamente no diferenciable. Para una evoluciéon hacia adelante en el tiempo la ecuacion de
Langevin es:

dx(t) = b(z(t), t)dt + dw(t) (1.1)

y para una evolucién hacia atras en el tiempo es:

dx(t) = b (x(t), t)dt + dw,(t) (1.2)

donde b y b, son llamados campos de velocidades hacia adelante y hacia atris respectivamente
y dw(t) es el ruido blanco Gaussiano, el cual tiene las siguientes propiedades estadisticas:

< dw(t) >=0y < dwi(t)dwj(t) >= %5” (13)

igualmente para dw. (t).

Ademés, para completar la cinematica, Nelson define la aceleraciéon media como la siguiente
forma cuadratica:

a(x(t),t) = Mm(t) (1.4)

donde los simbolos D y D, se refieren a las derivadas hacia adelante y hacia atras definidas por
él mismo.

La ecuacion fundamental de la dindmica de Nelson es de la forma de la 2da ley de Newton de la
mecénica clasica, donde se intercambia la aceleracion por la expresiéon antes definida, dandonos
por resultado la llamada ecuacién de Newton-Nelson, en el caso de fuerzas derivables de un
potencial.

ov

maa(t).t) = -

(1.5)
Como requisito para la validez fisica de la MCE Nelson somete la teoria a su estricta equivalencia
con la mecénica cuantica [1]. Esto permite encontrar una relacion entre los campos de velocidades
y la funciéon de onda (solucién a la ES), la cual esta dada por:

h VY A
_ h Y VY
b, = o ( Re—w +Im—w > (1.7)

Donde, como se menciona anteriormente, v satisface la ES unidimensional dependiente del
tiempo:

Loy W2 9%
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con condicién inicial
P(z,0) = 1o(x) (1.9)
siendo h = % , con h la constante de Planck, m es la masa de la particula y V es el potencial.

Las soluciones de las ecuaciones diferenciales estocasticas (1.1) y (1.2) proporcionan la misma
informacion del proceso. En adelante tomaremos (1.1) como nuestra ecuacion a resolver.

Puesto que estamos tratando el caso unidimensional, b es simplemente una funcién escalar, y
los gradientes en (1.6) se reducen a la derivada respecto a la posicion:

h oL &
b=— <Re (f;) +1Im <i;)> (1.10)

En el siguiente capitulo se calcula b para el caso de tunelaje de un paquete Gaussiano a través de
una barrera rectangular unidimensional y en la seccion (3.2) se obtiene el muestreo del proceso
estocastico mediante la solucién numérica de la ecuacion (1.1).



Capitulo 2

Efecto tunel

El efecto tunel es un fenémeno cudntico en el cual, una particula puede atravesar una barrera
de potencial sin tener la energia suficiente para hacerlo en el sentido clasico. Esto se describe en
términos de la probabilidad de que la particula se encuentre del otro lado de la barrera, la cual
no es nula.

El problema del efecto ttunel ha sido tratado por una gran cantidad de autores a lo largo de los
anos. Normalmente se calculan los estados estacionarios, y se analizan los resultados fuera de la
barrera. Sin embargo, el problema dependiente del tiempo para un paquete de ondas (Gaussiano
aqui) y més aun, dentro de la barrera, no es cominmente abordado.

Existe un gran ntmero de situaciones en las que se presenta este efecto; tal es el caso del diodo
ttnel. Este es un diodo similar al rectificador ordinario de aleacién p-n, excepto que las regiones
p-n tienen una gran cantidad de impurezas, causando un efecto de tunelizaciéon de los portadores
de carga a lo largo de la zona de agotamiento. Una caracteristica importante del diodo tunel
es su resistencia negativa en cierto intervalo de voltajes de polarizacién directa. Estos diodos se
utilizan a frecuencias muy altas como amplificadores y osciladores. Generalmente son de Si y

GaAs.

En este trabajo trataremos el problema unidimensional del paso de un paquete de ondas Gaus-
siano a través de una barrera de potencial rectangular. Hay trabajos donde se estudian algunos
aspectos de éste problema, que aunque no son resueltos analiticamente en el espacio de configu-
racion, presentan un estudio mas a fondo del comportamiento de la funcion de probabilidad [10].
Hay incluso un estudio reciente de la solucién explicita en el espacio de momentos [11]. Otros
autores presentan una aproximacion asintotica [9, 12] en la que se supone que la energia del
paquete incidente es mucho mayor que el potencial de la barrera, de tal manera que la reflexién
es muy poca y puede despreciarse. Por otro lado, se consideran despreciables los cambios en el
tiempo de la energia, por lo que la transmisién se puede considerar constante. Con estas simpli-
ficaciones resulta menos complicada la expresiéon a integrar y el problema puede resolverse; sin
embargo, se pierde toda la informacién dentro y cerca de la barrera.

Es posible también resolver el problema en base a la aproximacion semiclésica [13]. En esta teoria
se construye un propagador o kernel con las carateristicas apropiadas para la region a estudiar,
el que permite hallar la funcién de onda en dicha regién. Sin embargo para este caso es necesario
suponer un tiempo imaginario para las particulas que se encuentran dentro de la barrera, por lo
que no podemos hablar de trayectorias continuas, pues se tienen tiempos en diferentes espacios.
Por este motivo no se optd por el desarrollo del problema en esta aproximacion.
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I IT IIT

a2 0 a2 x

Figura 2.1: Barrera de potencial rectangular. Se ha definido una funcién para cada una de las
regiones I, 1T y III.

2.1. Problema cuantico del efecto tiinel

En esta seccién trataremos el problema cuéntico del efecto tunel para un paquete de onda
Gaussiano. Las soluciones seran construidas a partir del problema de una onda plana dependiente
del tiempo, con la condicién inicial de una funcién Gaussiana, e integrando sobre todos los
posibles estados.

El potencial rectangular lo representaremos con la siguiente funcién definida para tres regiones:

0, < —a/2 I
V(iz)=< Vo, —a/2<z<a/2 1I (2.1)
0, a/2 <z 11

La solucién general de la ES para particulas que inciden por la izquierda para este potencial es:

[9]

1/1[(13) :AeikarBefikz
Yr(x) = S Yrr(z) = Cek'™ 4 De~F'e (2.2)
wIII(-T) — Feikx

donde

(2.3)

Imponiendo las condiciones de continuidad para la funcion (2.2) en los limites de la barrera,
resulta que los coeficientes en términos de A estan dados por:
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242 (K =ik) | (& — ik!)

¢ = -
(=1 4 €20k ) |2 + 23 (1 4 €20F) k' — (=1 + e2ak") (k)

. 2Ae39 (K =ik) | (k 4 k)

(=1 + €2ek") k2 4 24 (1 + €2ak") 'k — (—1 + e2ak") (k')

(2.4)
Aeiak (—1 + e2ak’) <k2 + (k’)Q)

B = 2

(71 + 62ak,) k2 + 92 (1 + 62ak’) k' — (,]_ + 62ak’) (k/)
. 4Z‘Aea(k'7ik)kk/

(=1 4 €20k ) k2 4+ 2i (1 4 €20k ) k'k — (=1 + e2ak") (k/)?

Ahora, multiplicaremos la funcion (2.2) por la fase e~ ikt para obtener la descripcion dependiente
del tiempo:
U () — Aeikz—ik®t | po—ike—ik’t
Uy (2, 1) = by (z)e ™t = U (z) = Cek'o=ik’t 4 pe—Ha—ik?t (2.5)
\I’III(CC) — Feikxfith

La solucién para un paquete de ondas Gaussianas estard dado por una superposicion lineal
apropiada de ondas de la forma (2.5). De acuerdo a las ecuaciones (2.4) s6lo necesitamos calcular
el coeficiente A, dado que B, C, D y F so6lo dependen de él.

Ponemos como condicion inicial que el paquete tenga forma Gaussiana:

1 (z—z0)% .
e 207 giko(zmo) (2.6)

\I/()((E,O) =

Esta expresion describe un paquete centrado en © = xz, y moviéndose con una velocidad de
grupo v4 = k,. Un paquete de onda estd compuesto por la superposicién de un nimero infinito
de ondas. Desde el punto de vista cuédntico se interpreta como la probabilidad de que las particu-
las espacialmente distribuidas tengan una posicién y momento promedio dado. Un paquete de
ondas Gaussiano representa de manera aproximada un ensamble de particulas que se encuentran
confinadas en una region finita del espacio, y con um perfil cercano a una Gaussiana.

Ahora evaluamos la parte incidente de (2.5) a ¢ = 0 y la integramos para todos los posibles
valores de k:

T, (z,0) = / A(k)e™ ™ dk (2.7)
Podemos obtener A(k) facilmente haciendo una transformacion de Fourier:

A(k) ! /00 Uy (z,0)e” *de (2.8)

:%700
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donde resolviendo:

A(k) _ /27;%67%(1971%)2027%0:1: (29)

Finalmente, haremos la superposicién de funciones de onda de la forma (2.5) para todos los
posibles valores de k, introduciendo los nuevos coeficientes de acuerdo a las ecuaciones (2.9) y
(2.4).

/ b Uy (z, t)dk = / h Uy (x)e* tdk (2.10)

Explicitamente:

/OO U (2, t)dk =

— 00

= 1 2ik E_iaka’LLQ
[ 1RT + ‘ . dk
/—oo \/§7T3/4 <w3w1\/g (e —mVu2 + k2h2 (’LLQ — Ltllck )))
/00 V2k\/owsws (eml (k —ik') — e (k + ik"))
dk

2 (2.11)
—oo 3/4 (—2iku1k’ + Uy <k2 — (k') ))
/OO 2i\/§w3€—ik2t+ikz—ikzo+a(_ik+k/)k\/gk, "
— 0o 71'3/4 ((—1 + eZak’) k2 + 2 (1 + eQak/) Lk — (_1 + eQ“k/) (k,)z)
donde:
u; =1 —|—e2a Bk =1+ e2ak’
Uy = 1-— e2a\/@ =1— eQak/
wy = efith—ik(aH»zo) (2.12)

— ikt ga(—ik+k ) —ak' —ikzo

w3z = 67%62(]671%)2

W /Zr;;v r

La soluciéon de cada una de las integrales de la ecuacion (2.11) describe la evolucion temporal
para las regiones I, IT y III respectivamente, sin embargo, en general no pueden resolverse
analiticamente.

En las siguientes secciones trataremos las funciones de cada region, realizando las manipulaciones
matematicas pertinentes para su uso posterior en la simulacion estocéastica del efecto tunel.
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2.2. Andlisis de las funciones

2.2.1. Regién 1. Funcién incidente y reflejada

Trabajaremos primero la parte incidente y reflejada de la funcion a integrar. Eligiendo un sistema
de unidades adecuado, fijamos las siguientes constantes m = 1/2, =1, 0 = 1/2 en ¥(x) de
la ecuacion (2.5):

1 ) Ve iaky,
\II — 2ikx 2'1
I(x) e (6 + 2]112U2 - VUZ - 21]13’&1](1’) ( 3)

donde:

u =1+ 62(;L\/V—k2 =14 €2ak:'
VV=RZ _q _ 2ak’

up =1 — 2 e
wy = otk t—ik(z+ao) (2.14)

w3 = eié(kil%)2

K =V -k

Tomaremos V' > 0 puesto que trabajaremos con una barrera. Deseamos descomponer la funcién
(2.13) en parte real e imaginaria. Para ello observamos que:

para |k| <VV, kK =V —k? es real (2.15)
y para |k| >V, k¥ =ivVk? =V es imaginario

Antes de hacer la descomposicién es conveniente escribir la funcién en los intervalos mostrados
en (2.15), debido a que posteriormente calcularemos su parte real e imaginaria:

) e—iak (VieZak/V
Uroi(z) = Hmpwsw (ezﬂm + 2k2u2VuQ2iku1k’> » VV<k<VV
Vi(z) = (2.16)
U o(z) = S Waws (62’“‘” — T) , k<—VV E>VV

donde:

up = 142 Eo o= JV—k2

uy = 1 — 2k K = k2 -V
_ =39V sen(ak’’) o ikPt—ik(ata)
r (—2k2+V)sen(ak’’)—2ikcos(ak’ k' wy = € ,
1
w3 = e~ 5(kh—ko)

El primer subindice de las funciones en (2.16) se refiere a la region, en este caso I y el segundo
indice correponde al tipo de intervalo 1 6 2 mostrados en (2.15). Se usara la misma notacion
para las regiones I1 y I11.

Descomponiendo ahora (2.16) en sus partes real e imaginaria:
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Uy g (x) =V (2) +400m (), —VV <k <V
Uy(z) = (2.17)
Uy o(x) =0, (z) +i0imy(2), k> VV, k< -V
En donde el superindice Re, Im identifica la parte real e imaginaria, respectivamente. La forma

explicita de las funciones mostradas en (2.17) pueden consultarse en el apéndice A.

Convenientemente también fueron calculadas las derivadas de la funcion (2.17) respecto a z; los
resultados pueden consultarse también en el apéndice A.

2.2.2. Regidén II. Funcién dentro de la barrera

Repetimos el desarrollo para la funcién dentro de la barrera de la misma manera que en el
apartado anterior. Elegimos m =1/2, i=1, 0 =1/2 en ¥;(x) de la ecuacion (2.5):

wywsk (eak’ (k + k') + ie2®* (ik + k’))

2.18
m3/4(V — €20V — 2k2uy + 2iku k') (2.18)

\I/[[(ir) =

donde:
1.2 1 . ’ ’ .
We = e—zk: t+§a(—zk:+k )—k: x—ikx,

De acuerdo a (2.18), definimos:

wazwak (e”k/ (k+ik/)+ie2””k/ (1k+k/))
Uoq(x) = T (V= V2R ug2ikun ) , —VV<k<VV

Urr(z) = (2.19)

wawl, (eiak‘”k(kik//)762izk”k(k+k//))
Vrra(z) = m3/4(=2k2+V —2kk’ —e2iak” (—2k2+V +2kk""))’

k<—VV,k>VV
2 ; 1. " N7
wé efzk t*lkibofgla(kfk‘ )71mk

Descomponiendo (2.19) en parte real e imaginaria:

Upro(z) =Whe (2)+i00m (2), VV <k <VV
Uyr(z) = (2.20)
Urroo(x) =Uke () +i0In (2), k> VV, k< —VV

La forma explicita de las funciones (2.20) y sus derivadas también pueden consultarse en el
apéndice A.

2.2.3. Regioén III. Funcién transmitida

Aligual que en las funciones de los apartados anteriores, repetimos el desarrollo para la funcion
transmitida. Elegimos m = 1/2, h = 1,0 = 1/2 en ¥ ;;(z) de la ecuacion (2.5):
wgwlkk/ezikx+a(—ik+k')
w3/ (ik2ug — 1iVug + kuik)

Vrrr(z) (2.21)
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De acuerdo a (2.21), definimos:

1 2ikzta(—ik+k)
Uprpoq(z) = —wawikke ~VV<k<VV
IIT 1( ) 7T3/4(ik2uzf%i‘/u2+k:u1k:’)’ VV <k<AV

\I/II[(JJ) = (222)

.2 . . . 17
_ w32kkllef'bk t+iko—ikzo—ia(k—k'")
Virr—(z) = w3/4(—2k2 +V —2kk —e2iak” (2K 4V 4 2kk")) bV AT

Descomponiendo (2.22) en parte real e imaginaria:

Urrroa(x) =Wk (2) +90im (2), —VV <k <VV
Urrr(x) = (2.23)
\I/[II,Q(.’I}) = \I/?Ie172<.'17) + Z‘I’%%iz(l‘), k/’ > \/‘7,]{? < _\/‘7

La forma explicita de las funciones (2.23) y sus derivadas se muestran en el apéndice A.

Es importante notar que en los puntos |k| = vV, es decir para ¥ = vV — k2 = 0, ni las
funciones ni sus derivadas estdn definidas. Formalmente se debe demostrar que los limites de
las funciones y sus derivadas en esos puntos existen, sin embargo el célculo de dichos limites
resulta complicado. El problema surge debido al cambio que sufre k', de real a imaginario o
visceversa, al variar k. En la figura (2.2) se muestran las graficas de la parte real e imaginaria de
k’'como funcién de k, donde los circulos encierran los puntos donde se producen dichos cambios
produciendo un cambio dréstico de k’.

k!

L Lo R

Re(ky e

5

- e k

Figura 2.2: Graficas de la parte real e imaginaria de &’ como funcion de k. Los circulos encierran
los puntos donde &’ = 0 o bien cuando k = ++/V. Conforme k varia, k’ pasa de imaginaria a real
y posteriormente de real a imaginaria. En dichos puntos tanto las funciones como sus derivadas
no estan definidas.

En la secciéon (2.4) mostraremos el intervalo usado para la integracion a fin de no evaluar los
dos puntos en los que las funciones no estan definidas.

2.3. Calculo del campo

Vemos que es posible realizar la derivada respecto de z de la funcion
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ox ox

parat=1I,I1,I11, puesto que la integral es respecto de k. Para calcular estas derivadas obser-
vamos que de acuerdo a (2.10), la solucién en cualquiera de las regiones esta dada por:

oo -V vV 00

9 [y (w)dk = / 9 4 (w)dk (2.24)

y su derivada:

., - ., —W,_ .
v /_Oo S, 2(x)dk+/\ﬁa (@ )dk+/ﬁ Wi (@)l (2.26)

Descomponiendo y reacomodando:

/ \Ijz(‘r)dk = f:o\oﬁ‘l’Re z)dk+f\/7 T ( z)dk+f\/—\ll 5 (@)dk
+z(f XV wlmy @)dk+ [V \Ii”"l(z)dk-&-f\ﬁ\I/ITQ(m)dk) (2.27)
09
/ %\Ili(x)dk = 7YV 2B, (x)dk+ [ fg;\pﬁcl(w dk+ 5% 2 VT, (x)dk
— 00

+i(f:[ 20T (@) korf Nia Z M (2)dk+ [ %‘I}IITQ(I)dk) (2.28)

x

Usando ahora la ecuacion (1.10) para b, obtenemos en este caso:

bi(a,t) = (Re( f}gy(x)) +Im ( 8IQ‘IJ"("3))> (2.29)

donde hemos puesto m = 1/2, h = 1, y se ha escrito en una dimension por ser el caso que
estamos tratando en este trabajo.

o [y,
Las expresiones % son de la forma:

) .
O [y, .
s ] Vilx) _ Ga+iCi (2.30)
f \I/Z(LL') G1 +1iGy
donde:
_ - Re VvV, Re Sl Re
G = f \I’z 5( )dk+ffﬁ\lli,l(x)dk—i—fﬁ\lfi%(x)dk
G = [V @)dh+ [V I @)k + [ I () dk

(2.31)



CAPITULO 2. EFECTO TUNEL 15

Vv e vV e o e
Gy = [ 2 %Wfiz(m)dk+f7W%W£l(x)dk+f\/73%\1'£2(x)dk
Gi = [V 2w @)k + [V 2 @)k + [ Zim(x)dk

La ecuacién (2.30) la podemos escribir como:

% J Wi(z) _ G3G1 + GGy iG4G1 — G3G,
J i) G3 + G3 G? + G3

(2.32)
Por tanto, (2.29) estara dado como:

G3G1 + GGy G4G1 — G3Gs
bi(x,t) = 2 :
(1) <( e )*( T )) (2.33)

Las funciones G, G2, G3, G4 no pueden resolverse analiticamente, por lo que se opté por
aplicar un método numérico que se expone en la siguiente seccion.

2.4. Meétodo Numeérico

La integrales de los apartados anteriores, se resolveran con el método trapezoidal compuesto
[15]:

b o~ (ki1 — ks kip1 — ki
; f (k) dk ~ Z % (f (ki) +4f <+12> +f (ki+1)> (2.34)
i i=1
donde es necesario definir un intervalo finito en el cual se calcularan las integrales.

Las funciones Gi, G2, Gz, Gade cada region, contienen el factor ws = e~ 5*=%2) que no
depende ni de x ni de ¢, y que est4 modulando la amplitud. Proponemos elegir un valor para el
cual éstas funciones son despreciables, es decir:

e~ s(k=ko)* — o con 0<e<<l1. (2.35)

Resolviendo tenemos que:

ki = —+/=8ln(e) + ko (2.36)
ky = +/—8ln(e) +k, (2.37)

Los limites (—o0,00) en (2.31) se reducen a los valores (2.36) y (2.37).

Debido a que en los puntos k' = 0 las funciones no estan determinadas, se tomaran tres intervalos
para la integracion de las funciones, tal y como se muestra en la siguiente figura.

| (Sl e |
I 1

- V—E/QEJF+E -2 fF+e . "

L

Figura 2.3: Intervalos de integracion



Capitulo 3
Simulacion

La simulacion es una técnica numérica para realizar o emular experimentos en una computadora.
Estos experimentos involucran ciertos tipos de modelos mateméaticos y légicos que describen el
comportamiento de sistemas de negocios, econémicos, sociales, biologicos, fisicos o quimicos a
través de largos periodos de tiempo [16].

La funcion solucion de la ecuacion (3.1) es un proceso zi.

dx(t) = b(z(t), t)dt + dw(t) (3.1)

A pesar de que las soluciones explicitas de ecuaciones de este tipo son complicadas, es sencillo
simular el proceso en una computadora.

Integrando (1.1) en el intervalo [0, h'],tenemos:

h h' h'
/O dx(t) = /O b(x(t), t)dt + /O dw(t) (3.2)

Recordemos que dw(t) es una variable aleatoria Gaussiana, por lo que el segundo término de
(3.2) serd también una Gaussiana:

h/
/ dw(t) ~ R; (3.3)
0

donde R; es proporcional a una variable aleatoria Gaussiana estandar Y; tal que

R; = VI'Y; (3.4)

Considerando h'suficientemente pequeiia, donde los cambios en b sean despreciables, podemos
considerar b(z,t) constante en [0, h'](3.2):

h/
/ b(x,t)dt =~ b(xg,to)h (3.5)
0

Con lo anterior podemos escribir finalmente la ecuacion discreta a calcular en la forma [17]:

16
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Donde (3.6) cumple la condicién de s6lo depender de su pasado inmediato, puesto que es un
proceso Markoviano.

3.1. Programa

El programa realizado para calcular las posiciones de las particulas fue escrito en lenguaje C++.

Para obtener el ruido blanco, presente en la ecuacién (3.6), es necesario generar niimeros aleato-
rios Gaussianos. Es posible generar nimeros aleatorios Gaussianos de manera sencilla, basan-
donos en la Ley fundamental de transformacion de probabilidades para obtener una funcién de
transformacién para las distribuciones. Dicha transformacién, toma variables aleatorias de una
distribucién como entrada y genera variables aleatorias en una nueva funcién de distribucion.
Una de estas transformaciones, que usaremos aqui, es la llamada transformacion de Box-Muller
[18]. Esta transformacion, permite transformar variables aleatorias uniformes a un nuevo con-
junto de variables con distribucién Gaussiana.

y1 = /—2In (21)cos (2ms) (3.7)
Y2 = /—2In (z1)sen (2mxy) (3.8)

Comenzamos con dos ntumeros aleatorios independientes, z1 y 2, los cuales provienen de una
distribucién uniforme en el rango [0,1]. Aplicando las transformaciones (3.7) y (3.8), obtenemos
dos nuevos numeros aleatorios independientes los cuales tienen una distribucién Gaussiana con
media cero y desviacién estandar uno.

3.1.1. Coémputo de las posiciones de las particulas

Para obtener las posiciones de las particulas dadas por las expresiones (3.6) y (2.33) se utilizaron
las funciones correspondientes a cada G dependiendo de la regién en que se encuentre a la
particula.

Por su extension, el codigo del programa no sera presentado aqui, pero se muestra a continuacién
la estructura bésica del programa utilizado.



CAPITULO 3. SIMULACION 18

j=100 = - no
s ; L i=500
Condicidn inicial F—ldentifica regidn de x
v
Calcula G1, G2, Ga vy 54
v
Calcula bixt)

*
Calcula tx(t)

v
@ | Almacena datos |

o

Figura 3.1: Procedimiento que lleva a cabo el programa para calcular los puntos de las posibles
trayectorias de las particulas. En la figura se muestra el proceso para 100 trayectorias de 500
datos cada una.

Al principio genera la condicion inicial, posteriormente identifica la region de x, es decir, si se
encuentra en la regién I, IT 6 III. Inicialmente todas las particulas se encuentran en la regién
I. Posteriormente calcula las integrales correspondientes a la region de x, calcula el campo by
finalmente calcula y almacena los datos (¢,z). En este ejemplo se calculan 100 trayectorias con
500 posiciones cada una.

3.2. Simulacién de las trayectorias

En esta seccion mostraremos las graficas de las posibles trayectorias de las particulas para varios
valores de la energia y posicién incial del paquete, potencial y ancho de la barrera.

Dado que los resultados obtenidos son en una dimensién, los graficos mostrados representan la
evolucién de ese conjunto de trayectorias en el espacio unidimensional. Para fines ilustrativos,
se mostraran muestreos de tinicamente 90 trayectorias. Para todos los casos mostrados a con-
tinuacion, se ha utilizado un paso h’ = 0,01, una barrera de ancho a centrada en el origen de

manera que se encuentra ubicada en (—%,%).

Veamos primero el caso sin barrera, tomaremos a = 1x107°. Se realizé6 un muestreo con 90

trayectorias, con energia inicial Ey = %, potencial de la barrera V = 1x10~° y posicién inicial
de las particulas o = —3. En la figura (3.2) se muestra la grafica del muestreo.

Puesto que tanto el ancho como el potencial de la barrera son despreciables, podemos decir que
el comportamiento es del tipo de particula libre. Vemos que el paquete se dispersa en el tiempo
con un comportamiento general uniforme.
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a8 T T T T T T T T T

® tposicion?

—zn 1 1 1 1 1 1 1 1

a 8.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
t ttiempol

Figura 3.2: Muestreo de 90 trayectorias en el que se ha tomado el ancho de la barrera a = 12107°
y altura V = 121075, por lo que puede considerarse el caso limite sin barrera de potencial,
reduciendose al caso de particula libre. En el resto de los parametros se ha puesto Ey = % y
o — -3.

Para el siguiente muestreo se ha puesto Ey = % y V = 1. La posicién inicial es de xg = —3, y el
ancho de la barrera a = 2. En la figura (3.3) vemos el comportamiento de las particulas usando
los parametros antes mencionados. Se observa en la parte inferior de la grafica las posibles
trayectorias de las particulas reflejadas y en la parte superior las de las particulas transmitidas,
incluso observamos una cuantas trayectorias de particulas que permanecen atrapadas oscilando
cierto tiempo dentro de la barrera. Después de cierto tiempo, observamos que las trayectorias
de las particulas que fueron transmitidas se comienzan a comportar como del tipo de particula
libre mostrado en la figura (3.2), debido que no existe potencial con el cual estén interaccionado.
También observamos interferencia debido al fenémeno de difracciéon por la barrera, al presentarse
dos grupos de trayectorias claramente definidos y un espacio vacio entre ellos.

El muestreo para una energia inicial Ey = 2V, yV =1, 2o = —3, a = 2., se muestra en la
figura (3.4). Observamos una mayor cantidad de trayectorias en la parte superior de la gréfica,
es decir, hay una mayor probabilidad de que las particulas sean transmitidas y por tanto una
menor cantidad de trayectorias de particulas reflejadas.

Observemos ahora el comportamiento de las particulas al incrementar el ancho de la barrera,
a = 6, y el resto de los parametros como Ey = %, V =1y xg = —5. La gréfica del muestreo
se observa en la figura (3.5), notamos un incremento de trayectorias que permanecen atrapadas
oscilando dentro de la barrera, en comparacion con la grafica mostrada en la figura (3.3), en

cuyo muestreo se pusieron los mismos pardmetros de energia inicial y potencial.

Si la energia es mucho mayor que el potencial de la barrera, es de esperarse que la mayor parte
de las particulas atraviesen la barrera. Para ello hemos puesto Fy = 5V y V = 1, por lo que
la mayor parte de las particulas debe tener energia suficiente para rebasar la barrrera, dicho
comportamiento lo podemos observar en la figura (3.6). El resto de los pardmetros se usaron
con g =—-3ya=2.
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Ahora veamos el caso de reflexion total, hemos puesto la energia inicial como Fy = 0,5, V = 5.5,
xo = —5y a = 2. El proceso se muestra en la figura (3.7), vemos que apenas una trayectoria esta
en la parte superior de la grafica, pues el resto de las particulas es reflejada; son muy notorios
los efectos debidos a la difraccion.

Finalmente, veamos que sucede para tiempos grandes. Incrementamos el tiempo de muestreo
al doble respecto a los casos anteriores, y Ey = %, V=1 290 = —3 y a = 2. El muestreo
corresponde a la figura (3.8), donde vemos una clara separacion de las trayectorias transmitidas
y reflejadas, ademas de que ya no hay trayectorias dentro de la barrera.

28 T T T T T T T

28 1

18 -

® (posicion?

-1@ .

a 8.5 1 1.5 =4 2.5 3 3.5 4 4.5 5
1t (tiempol

Figura 3.3: Muestreo de 90 trayectorias con una barrera de potencial de ancho a = 2. La energia
inicial Ey = % y V = 1. La posicién inicial de las particulas es alrededor de zyp = —3. Se observa
tanto el grupo de las posibles trayectorias de las particulas transmitidas como el de las reflejadas,
y el fenémeno de difraccion al estar presente un espacio semivacio en la regién inferior.
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38
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Figura 3.4: La energia inicial de este grupo de particulas es en promedio Ey = 2V, motivo por
el cual vemos una mayor cantidad de trayectorias en la parte superior respecto a los dos casos
anteriores, existendo por tanto una mayor probabilidad de que las particulas sean transmitidas.
Se ha puesto V=1, xg = -3, a = 2.

38 T T T T T T T T
28 =
18 -
-~
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-
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= E————
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® a | e
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———
_z@ 1 1 1 1 1 1 1 i
a a.3 1 1.3 2 2.9 3 3.3 4 4.5 3
1t (tiempol

Figura 3.5: Se ha incrementado el ancho de la barrera, observandose una mayor cantidad de
trayectorias probables dentro de la barrera. Se han usado los parametros a = 6, Ey = %, V=1
y zg = —3.



CAPITULO 3. SIMULACION 22
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Figura 3.6: La energia promedio inicial es mucho mayor que el potencial de la barrera, £y = 5V
y V = 1. Se observa gran parte de las particulas transmitidas, puesto que la mayor parte de ellas

debe tener energia suficiente para rebasarla. La posicion incial xg = —3 y el ancho de barrera
a=2.

® (posicioni

28 1 1 1 1 1 1 1

a 8.5 1 1.5 = 2.5 2 2.5 4
1t (tiempol

Figura 3.7: Caso con Ey = 0,5 y V = 5.5. donde vemos una reflexion total. La mayor parte de
las particulas ha sido reflejada, s6lo una trayectoria ha atravesado la barrera de potencial. La
posicion y ancho de la barrera permanencen con los valores g = =5y a = 2.
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® tposicion?

t ttiempol

Figura 3.8: Ha transcurrido suficiente tiempo para ya no existan trayectorias dentro de la barrera,

ademés de que sea clara la separacién entre las trayectorias reflejadas y transmitidas como era

de esperarse. Se usaron los parametros Fy = %, V =1, xg = —3 y a = 2 para el muestreo.



Conclusiones

En el capitulo 2 se comento acerca de la falta de desarrollos tedricos en la literatura que describan
el problema del efecto tinel dependiente del tiempo y el comportamiento de paticulas cuénticas
cerca y dentro de una barrera de potencial. En este trabajo mostramos dicho comportamien-
to a través de la simulacién de las posibles trayectorias segin sigue de la mecanica cuantica
estocastica. De esta manera pudimos observar las posibles trayectorias incidentes, reflejadas,
transmitidas y su comportamiento cerca y dentro de la barrera.

La evolucién estadistica de diversos conjuntos representativos de trayectorias estocésticas, debe
coincidir con aquellas que se obtengan de soluciones asintéticas que usan la mecénica cuéntica.
Notamos que las trayectorias incidentes y reflejadas, se dispersan en el tiempo, tal y como sucede
con un paquete Gaussiano, simple.

Dentro de la barrera, se esperaba que las trayectorias oscilaran un cierto tiempo hasta que
finalmente fueran transmitidas o reflejadas. Esto se observa en la mayoria de los muestreos, y
mas claramente en la grafica mostrada en la figura (3.5).

En tiempos grandes, se muestra como las trayectorias transmitidas y reflejadas, se comienzan a
comportar como las correspondientes a particula libre y no hay trayectorias dentro de la barrera.

En esta tesis se logré un enriquecimiento al problema del efecto tunel al describir trayectorias
cerca y dentro de la barrera, lo que podria ayudar a un mejor entendimiento del fenémeno tanto
para la docencia, como para su uso en las multiples aplicaciones del fenémeno.

Evidentemente, se puede obtener mucha méas informacién realizando experimentos simulados
basados en la mecanica cuéntica estocastica de fenémenos relacionados con el efecto tunel,
por lo cual este trabajo constituye tnicamente el comienzo de la aplicacién de una descripcién
alternativa, pero mas fina del efecto tinel.
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Apéndice A

Funciones en forma explicita

A.1. Region I
A.1.1. Funciones

w3 (cos(kj2)(—2j3(—1+u1)+\/2((u1—1)2+1))—cos(kj1)‘11—sin(kjl)q’l)

R, —
W[El(x) - 471'3/4q:3(—1+u1)
wim o ’w3(—25671(]‘?.72)QS(—1+u1)+86n(kj1)q1—cos(kjl)qll)
1" (@) = 4m3/4g3(—1+u1)
—cos(kj1)q,—cos(kja)qa—2kV sen(kj1)sen(2ak” k'’
\I/?fQ(Z): _ws( cos(kj1)qy—cos j22323/4q2 sen(kj1 sen( a ) )
Im . w3(sen(k:jl)q'2+sen(k:j2)qz72chos(kj1)sen(2ak”)k”)
\III—Q(I) - 273/4 g,
donde:
@ = V(-2k*+V)u3
¢, = 2kV(=2+u)uk

@ = VZcos(2ak") — js

¢ = 2V (-2k2+V)sen (ak”)?
g3 = VZcosh(2ak') — js

i = a+kt+z+ua,

jo = kt—z+x,

js = 8k'—8K*V 4+V?
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APENDICE A. FUNCIONES EN FORMA EXPLICITA

A.1.2. Derivadas

D pRe (z) = wsk2sen(kjz)gs(—=14u1)—sen(kji)q+cos(kji)a;
4m3/4qs(—14wuy)

!’
wgk(262“k cos(ka)q3+cos(kj1)q1+sen(kj1)q1)

0 \yRe _
%qlf—l(x) - 4m3/4qs(—14wuy)
e wsk(gysen(kji)—sen(kjz)q2—2kVcos(kji)sen(2ak’ ) k"
Q\I/R (.23) _ _ws (112 J1 J22:§/4q2 J1 ( ) )
8 \IJRe ( ) . 7wgk(—cos(ka)qz+cos(kj1)qé+2Vksen(kj1)sen(2ak”)k”)
-2 273/4qy
A.2. Regién II
A.2.1. Funciones
yRe . w397§(3a+21)k k( kcos(%k(jl+j2))s1+sen(%k(j1+j2))s’1k/)
rr1(x) = 2m3/4(—V2cosh(2ak’)+j3)
\IJIm ( ) _ _wge%m*m)k,k(ksen(%k(j1+j2))sl+cos(%k(j1+j2))s'1k')
1-1\r) = 7r3/4(V2—262“"“,j3+V2(—1+u1)2)
\I/IRIe 2(1‘) _ _wSk((cos(q‘ll)%7005((15)%7‘/210:/(5;2))(k*k”)*cos(qé)qa(k+k”))
Im - wgk((sen(qé)qs—sen(qg,)(q/)G—Vsen(q4))(k—k”)—sen(qé)qs(k-&-k)”))
\IIII 2( ) - 273/4 ¢
donde:
sp = Bak +€2xk V+ eak/ +62(a+x)k/) (—4]€2+3V))
5/1 — e3 2xk’ vV + _eak’ +€2(a+x)k,’) (_4k,2 +V))
g = % (k (j1 + j2) + (3a — 2x)k")
S ? (k(j1 + j2) + (=3a + 22)k")
G = 3 (k(j1 +J2) + (a + 22)k")
qs = 2 (k (j1 + Jj2) — (a + 22)K")
6 = V -2kt k)

¢s = V+2k( k+ k")
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A.2.2. Derivadas

1 2k
W3€7§(3a+21—)k k((fkr‘)JrV)sen(%k(j1+j2))s'2+kcos(%k(jﬁ—jg))szkl)
273/4(V2cosh(2ak’)—j3)

a%‘l'?fq(fc) =

wge%<“721)k,k((k27V)cos(%k(j1+j2))s'2+ksen(%k(j1+j2))52k')

O \yRe _

Oz \111171(.%) B 7r3/4(262ak/j3—V2(2+(_2+u1)u1))

9 QRe - wgkk”((7sen(ql)%+sen(q5)qésten(q4))(kfk”)fsen(qé)qg(k+k”))
5 Vo) = — 27871,

F) \IIRB B wgkk”((cos(qé)qg—cos(qs)qé+Vcos(q4))(k—k”)-{-cos(qg)qs(k-l—k”))

oz II—Q(x) - 27374,

A.3. Region III

A.3.1. Funciones

yRe N wge_ak/kk'((72k2+V)sen(k(a+j2))u2+2kcos(k(a+j2))ulk')
11-1(@) = 73/,

2wgeak/ kk' ((2k27V)cos(k(a+j2))uz+2ksen(k(a+j2))u1 k’)
w8/4(V2—2e20k 5+ V2(—14u;)?)

‘115?1171(33) =

yRe (m) _ _wgkrk”(2(21627V)sen(k(a+j2))sen(ak:”)+4kcos(k(a+j2))cos(ak”)k:”)
I11-2 m3/1qs

2wskk’ ((—2k2+V)cos(k(a+j2))sen(ak”)+2kcos(ak”)sen(k(a-{-jg))k”)

\I’ﬁ}—z(m) = 34,

A.3.2. Derivadas

wge_“k/ k2k/((2k2 —V)cos(k(a—i—jz))ug +2ksen(k(a+j2))ur k/)

1é) 1

%\P?ISI—I(JS) = 73/,

Q\I/Im ( )_ 2wge"’k/k2k'((72k2+V)sen(k(a+j2))uQ+2kcos(k(a+j2))u1k:')

ac c111—-1\T) = w3 /A (V2—2e2K jy 1 V2 (—14us)?)

9 T Re 2w3k:2k”((—2k2+V)cos(k(a+j2))sen(ak”)+2kcos(ak)”)sen(k(a+j2))k”)
e Vi) = — 73 /3q,

9 T Im N wgkzk”(2(2k2—V)sen(k(a—&-jg))sen(ak”)+4kcos(k(a+j2))cos(ak”)k”)
5 Vi o) = — pyE P
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