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Capitulo 0

Introduccion

La teoria de selecciones de funciones multivaluadas fue introducida alrede-
dor de 1950 por el matematico estadounidense Ernest Michael, quien a su vez
demostré los resultados fundamentales de esta area de las matemaéticas. Des-
de entonces, esta teoria se ha ido desarrollando ampliamente y se ha aplicado
a otras areas de las matematicas, como son, el andlisis funcional y convexo,
topologia general, topologia geométrica, teoria del punto fijo y la teoria de
extension de funciones, entre muchas otras.

Sin entrar en detalles, la teoria de selecciones trata basicamente de lo
siguiente: si X y Y son dos espacios topoldgicos y ¢ es una funcién infe-
riormenete semicontinua de X a los conjuntos no vacios de Y, se pregunta
qué condiciones se debe pedir a X, a Y y a ¢(z), para poder encontrar una
funcién continua f : X — Y tal que f(z) € ¢(z). Esta funcién f es lo que
llamaremos una seleccion de ¢

Cuando empezamos a estudiar los teoremas clasicos de Michael, notamos
que en todos ellos, el rango de la funciéon multivaluada, siempre es un espacio
metrizable. Este detalle llamé nuestra atencién y nos hizo preguntarnos por
la existencia de un teorema de seleccion en el cual el rango de la funciéon
multivaluada no sea metrizable. Despues de algunos intentos fallidos por
encontrarlo, encontramos un articulo de Corson y Lindenstrauss, [1], en el
cual se da un ejemplo de que esa conjetura es falsa. Sin embargo, en ese
mismo articulo, asi como en algunos otros que nos encontramos en el camino,
se dan parejas muy particulares de espacios X y Y (con Y no metrizable) y
se establece para este caso un teorema de seleccion. Si bien, estos resultados
son muy importantes e interesantes, no nos aportaban el teorema de seleccion
que estabamos buscando: uno que nos brindara una nueva demostracién del
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teorema de extension de Dugundji.

En [7], J. van Mill da una demostracién de una versién mdas débil del
teorema de Dugundji a partir de uno de los teoremas de seleccion clasicos de
Michael. Para encontrar una demostracion de la version general del teorema
de Dugundji, rehicimos la demostracion habitual de dicho teorema y a partir
de ésta, extrajimos las hipotesis necesarias para encontrar el teorema de
seleccion buscado (teorema 2.4.1). Sin embargo, este teorema no generaliza
a ninguno de los teoremas de Michael.

Poco tiempo después, ahora con la ayuda del teorema de Dugundji, en-
contramos un teorema de seleccién (teorema 2.4.2) el cual si nos brinda una
pequena, pero importante, generalizacion de los teoremas clasicos de Michael,
concretamente, de los teoremas 2.1.1 y 2.2.2.

Por otro lado, respecto a las caracteristicas de los conjuntos ¢(x) (donde
¢ es una funcién multivaluada entre dos espacios topoldgicos X y Y), cabe
mencionar que centraremos nuestra atencion en aquellos teoremas de selec-
cién en los cuales Y es un espacio topoldgico vectorial localmente convexo
y ¢ toma valores convexos. La otra parte de la teoria ya ha sido estudiada
por varios matematicos. Entre ellos, podemos destacar el articulo de T. Do-
browolski y J. van Mill, Selections and near selections in linear spaces without
local convexity. Sin embargo, consideramos que adentrarnos en el estudio de
este tipo de seleciones, desbordaba los fines de este trabajo y por otro lado,
nos alejaba de las aplicaciones a las que queriamos llegar. Asi, para no dejar
totalmente excluido el tema, incluimos tnicamente un teorema de seleccion
en el cual el rango de la funcién multivaluda no es ni siquiera un espacio
vectorial (teorema 2.3.2).

Finalmente, con este texto queremos dar una pequena vision de los teore-
mas clasicos de la teoria de selecciones, asi como algunas de las aplicaciones
que dichos teoremas tienen.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introduciremos los conceptos y resultados basicos que
usaremos a lo largo del texto. Para ello, es conveniente establecer desde ahora
alguna de la notacién que se usara, asi como hacer algunas aclaraciones sobre
lo que trabajaremos.

Todos los espacios topolégicos con los que trabajaremos seran espacios 71,
a menos que se especifique lo contrario. Por otro lado, cuando trabajemos con
un espacio vectorial, daremos por entendido que los signos + y > denotan
la suma de vectores en dicho espacio. Como usaremos el mismo signo en
diferentes espacios, esperamos que no haya confusiones al respecto.

El conjunto potencia de un conjunto arbitrario X, serd denotado por 2.
En lo sucesivo introduciremos mas notacion para resaltar ciertas colecciones
especiales en este conjunto.

Si X es un espacio topoldgico y A un subconjunto arbitrario de X, deno-
taremos por A a la cerradura de A en X; es decir, el conjunto formado por
todos los puntos de adherencia de A.

Si X es un espacio métrico, con la métrica d, usaremos el signo B(z,r)
para denotar la bola abierta con centro en el punto z y radio r; esto es,

B(z,r) ={z € X|d(z,2) <r}.

El resto de la notacién serd introducida a lo largo del texto.

7
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1.1. Portadores

Consideremos dos espacios topologicos X y Y. Un portador o funcién
multivaluada es una funcién de X a los subconjuntos no vacios de Y.

Se dice que un portador ¢ : X — 2¥ es inferiormente semicontinuo
(v lo denotaremos por i.s.c.), si para cualquier abierto U de Y el conjunto

{z € X|o(z)NU # 0}
es abierto en X.

Ejemplo 1.1.1. Sean X, Y dos espacios topologicos. Consideremos una fun-
cion g Y — X suprayectiva, y definamos ¢ : X — 2¥ por

¢(z) =g ().
En estas condiciones, ¢ es i.s.c. si y solo st g es una funcion abierta.
Demostracion. Sea U C Y un subconjunto abierto y
V={ze X|¢(x)NU # 0}.
Notemos que
V={reX|g'x)NU #0} ={r € X]| existeuec UNg '(z)}
={reX|existeue U, glu)=z} ={re X|z=gu), uecU}
=9(U).

Asi, ¢ es i.s.c. siy sélo si V es abierto, pero esto sucede si y s6lo si g es una
funcion abierta, como se queria demostrar. O

La siguiente proposicién es una herramienta 1util para identificar porta-
dores i.s.c..

Proposicién 1.1.2. Sean X y Y espacios topoldgicos. Si ¢ : X — 2¥ es un
portador, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) ¢ esi.s.c.

(b) ¢ es continuo con respecto a la topologia en 2¥ generada por los abiertos
sub-bdsicos de la formaV = {A € 2¥| ANV # (0}, donde V es abierto
enY.
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(c) Size X, yed(x)yV esuna vecindad de y en'Y, entonces existe una
vecindad U de x, tal que para todo z € U, ¢(z) NV ().

Demostracion. (a) = (b). Sea o € X y V C 2¥ una vecindad sub-bésica de
o(zo) de la forma

V={Ae2| ANV £ 0},

donde V' es un abierto arbitrario de Y. Como ¢ es i.s.c., el conjunto
U={zeX|ox)nV #0},

es abierto en X. Mds atin, como ¢(zg) € V, tenemos que ¢(xg) NV # Oy
por tanto xy € U. Luego,

o(U) ={o(x)| z € U} = {o(z)| d(x) NV #0} C V.

De este modo, hemos encontrado una vecindad U de zy, tal que ¢(U) C V.
Asi queda demostrada la implicacién (a) = (b).

(b) = (¢). Sea x € X, y € ¢(x) y V una vecindad arbitraria de y en Y.
Entonces,

V={Ac2"| ANV #£ 0}
es una vecindad de ¢(x) € 2¥. Por la continuidad de ¢, existe una vecindad
U de zx tal que
o(U) CV.

Asi, si z € U, tenemos que ¢(z) NV # () para toda z € U, lo cual prueba
(b) = (c).

(¢) = (a). Sea V' C Y un subconjunto abierto y
U={ze€X|¢(x)NV #£0}.

Consideremos o € U y 3o € ¢(xg) N V. Como V es una vecindad de vy,
podemos aplicar (¢) para encontrar una vecindad W de x, tal que para toda
x € W se cumpla que

dlx)NV #0.
Asi, W C U y por lo tanto U es abierto en X. Consecuentemente, ¢ es i.s.c.,
como se queria demostrar. O

Consideremos dos espacios topolégicos, X y Y,y ¢ : X — 2¥ un portador.
Una seleccidn de ¢ es una funcién continua f : X — Y tal que f(z) € ¢(x)
para toda x € X.
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Lema 1.1.3. Sean X y Y espacios topoldgicos y 1 : X — 2¥ un portador
i.s.c.. Si A es un subconjunto cerrado de X y g es una seleccion para |4,
entonces, el portador ¢ : X — 2¥ dado por

{g(x) six € A,
(x)  sizd A

es 1.8.c..

Demostracion. Sean U C Y un conjunto abierto, y
V={ze X|¢(x)NU # 0}.

Consideremos zg € V.
Caso 1. Si xg € A, como ¢ es continua, existe una vecindad Wi de z¢ tal
que
gWinA) CU.

Por otro lado, como 9 es i.s.c., existe una vecindad W5 de xq, tal que para
toda x € Wy, se cumple que

Y(x)NU # 0.

Entonces, si W = W; N W, se tiene que para toda x € W, ¢(x) NU # (.
Consecuentemente,

g €W C ‘/,
por lo que xy es punto interior de V.

Caso 2. Sizg ¢ A, como 1 es i.s.c., existe una vecindad Wy de zo, tal que
para toda x € W, se cumpla que

Y(x)NU £ 0.

Como A es cerrado, W = (X \ A) N W, es una vecindad de zy. Ademds, para
cualquier x € W, se tiene que

d(x)NU =(x)NU £ 0.
De esta manera, tenemos que W C V' y por lo tanto xy es punto interior de

V.

En ambos casos podemos concluir que V' es un subconjunto abierto de X

y por lo tanto ¢ es i.s.c..
O
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Proposicién 1.1.4. Sean X y Y espacios topoldgicos y S C 2, tal que
S contiene todos los subconjuntos de un solo punto de Y. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

(a) Todo portador i.s.c., ¢ : X — S, admite una seleccion.

(b) Si¢p: X — S esun portador i.s.c., A C X es un subconjunto cerrado, y
f es una seleccion de ¢|a, entonces eziste una seleccion F : X — Y de
¢ que hace el siguiente diagrama conmutativo:

Demostracion. (a) = (b). Sean ¢ : X — § un portador i.s.c., A C X un
subconjunto cerrado y f : A — Y una seleccién para 1|4. Definamos el
portador ¢ : X — S de la siguiente manera:

o) = flz) sixzeA,
o) {w(x) six ¢ A.

Aplicando el lemma 1.1.3, tenemos que ¢ es i.s.c. y por (a), ¢ admite una
seleccion F. Claramente, F' es la extension buscada de f.

(b) = (a). Fijemos un punto zy € X,y escojamos yoy € ¢(xo). Si A = {x¢},
podemos definir f: A — Y por

f(@o) = yo.
Entonces f es una seleccién para ¢| 4. Por (b), existe F', una seleccién continua
de ¢, que extiende a f. I es la seleccion buscada. O

Consideremos dos espacios topolégicos X y Y. Se dice que Y es extensor
absoluto para X (y se denota por Y € AE(X)), si para cualquier subespacio
cerrado A C X y para cualquier funciéon continua f : A — Y, existe una
funcion continua F': X — Y que hace al siguiente diagrama conmutativo:

oy
PR
//F
X
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En este caso, se dice que la funcién F' es extension de f o extiende a f.
En la siguiente proposicién se empieza a ver la relacién que existe entre
la teoria de selecciones y la teoria de extension de funciones.

Proposicién 1.1.5. Sean X y Y espacios topoldgicos, y S C 2Y tal que
S contiene a 'Y y a todos los subconjuntos de un solo punto de Y. Si todo
portador i.s.c., ¢(x) — S, admite una seleccion, entonces Y € AE(X).

Demostracion. Consideremos A C X un subconjunto cerrado, y f: A - Y
una funcién continua. Definamos ¢ : X — S por

) flx) sixeA,
ole) = {Y six ¢ A.

Por el lema 1.1.3, ¢ es i.s.c.. Ademds, ¢(x) € S, para toda x € X. En estas
condiciones, podemos aplicar la hipotesis, para encontrar una seleccion, F,
de ¢. Asi, la funcién F es la extension buscada. |

Proposicién 1.1.6. Sean X y Y dos espacios topoldgicos y ¢ : X — 2¥ un
portador. Supongamos que para cada o € X y para cada yo € ¢(xg) existe
una vecindad U de xo y una seleccion f de ¢|y, tal que f(xo) = yo. Entonces
¢ es i.s.c..

Demostracion. Sea V C Y un subconjunto abierto. Llamemos
W={ze X| o(x)NV £ 0}

y consideremos zo € W. Elijamos yo € ¢(x9) NV y apliquemos la hipétesis
para encontrar una vecindad U de zg y una seleccién f : U — Y para ¢|y
tal que f(zo) = o
Por la continuidad de f, f~*(V) es abierto en U y por lo tanto en X, de
donde
U'=un(f(v))

es una vecindad de zo. Ademas, U" C W, por lo que xg es punto interior de
W, y por lo tanto, W es abierto en X. Consecuentemente, ¢ es i.s.c., como
se queria demostrar. O

Proposicién 1.1.7. Si ¢ : X — 2V es un portador i.s.c. y 1 : X — 2¥ es
un portador con la propiedad de que para cualquier x € X,

U(x) = o(x),

entonces 1\ es i.S.c..
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Demostracion. Sea U C Y un subconjunto abierto, y definamos
V={reX|y)nU # 0}

Como para cualquier conjunto A C'Y, se cumple que ANU # () si y sélo si
ANU # 0, se tiene lo siguiente:

V={zecX|¢@)nNU#0}={zecX|)nU+0}

={zeX|ox)NU #0} ={z € X| ¢(x) NU # 0}.

Como ¢ i.s.c., V es abierto en X. Consecuentemente, 1) es i.s.c. como se
queria demostrar. O

Corolario 1.1.8. Si ¢ : X — 2¥ es un portador i.s.c., entonces el portador
v X — 2Y, dado por
€s 1.8.C..

Demostracion. Simplemente notemos que

y apliquemos la proposiciéon 1.1.7 (]

Proposicién 1.1.9. Sean ¢ : X — 2¥ i.s.c. yU C Y un subconjunto abierto
de Y. Supongamos que ¢(x)NU # O para toda x € X. Entonces ¢ : X — 2Y
definido por

es 1.8.c..

Demostracion. Sea W C Y un subconjunto abierto. Entonces

V={zeX|v@)nW#0}={zeX|(¢(x)NU)NW # 0}
={z e X[ o(x)n(UNW)},

es un conjunto abierto en X por ser U N W abierto en Y y ¢ i.s.c.. Conse-
cuentemente, 1 es i.s.c., como se queria demostrar. O
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Proposiciéon 1.1.10. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre dos
espacios topologicos y r > 0. Supongamos que Y admite una métrica d que
define su topologia y que ¢ : X — 2¥ es un portador i.s.c. tal que para cada
reX,

d(f(z), ¢(z)) <.

Entonces ¢ : X — 2Y dada por
U(x) = ¢(x) N B(f(x),7)
€s 1.S.C..

Demostracion. Consideremos un conjunto abierto V' C Y. Demostraremos
que el conjunto

U={zeX|Y(x)nV #£0}
es abierto en X. Sea x € U. Entonces existe y € Y tal que
yey(x)nV =(o(z) N B(f(z),r)NV.

Evidentemente d(y, f(z)) < r, por lo que ¢ = r — d(y, f(z)) > 0. Escojamos
0>0talqued<ey

B(y,0) C B(f(z),r)NnV.
Como ¢ es i.s.c., el conjunto
Wi ={z € X|g(z) N B(y,0/2) # 0}

es abierto en X. Més ain, como y € ¢(x), podemos garantizar que Wj es
una vecindad de z. Por otro lado, como f es continua, la preimagen

We = f~1(B(f(x),0/2))

es una vecindad de z. Sea O = W; N W,. Entonces O es una vecindad de z.
Consideremos 2’ € O, entonces f(z') € B(f(z),9/2). Ademas, =’ € Wy, por
lo que existe un punto ¥’ € ¢(z') N B(y,d/2) C V. Consecuentemente,

d(y', f(2)) < d(y',y) +dly, f(z)) + d(f(z), f(«))

<0/24(r—e)+4/2
<0/2+(r—9)+4/2

Asi, podemos concluir que 3 € ¢(z') N B(f(2'),r) NV =(z") NV y por lo
tanto O C U. De lo anterior, se sigue inmediatamente que U es un conjunto
abierto y por lo tanto v es i.s.c.. O
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1.2. Conjuntos convexos

Uno de los conceptos que mas usaremos a lo largo de este trabajo es el de
conjunto convexo. Por ello, es conveniente repasar esta definicién asi como
algunos resultados bésicos al respecto.

Consideremos un espacio topoldgico lineal Y. Diremos que un conjunto
A CY es convexo, si para cualesquiera dos puntos a y b de A, el segmento

T={yeY|ly=(1—-ta+tb tel01]}

esta contenido en A.

Si A es un subconjunto arbitrario del espacio lineal Y, llamaremos casco
convexo de A (y lo denotaremos por Conv(A)) al conjunto convexo mas
pequeno que contenga a A. Esto es

Conv(A) = ﬂ{K|Kes convexoy A C K}.

Por otro lado diremos que un vector v € Y es una combinacién convexa

de elementos de A, si
v = Z Aiti,

donde a; € A, Z)\—ly)\ € [0,1] para toda i € {1,...,n}.

Para cada k E N, definimos el conjunto convy(A) de la siguiente forma:

k
convg(A) ={v = Z)\iail a; € A, \; €0,1], Z)\i =1}

Proposicion 1.2.1. Sea Y un espacio topoldgico lineal y A un subconjunto
de Y. Entonces se cumplen los siguientes enunciados:

1. Conv(A) = | conv,(A),

neN

2. Si A es finito, entonces Conv(A) es compacto.

Demostracion. 1. Se sigue de la definicién que |J conv,(A) es un conjunto
n=1
o0
convexo. Ademas, es claro que A C |J conv,(A), por lo que

n=1

Conv(A) C U conv,, (A
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Demostraremos por induccién sobre n que conv, (A) CConv(A).
Sin =1, entonces

convy(A) = A C Conv(A).

Supongamos que para toda k < n, convy(A) CConv(A). Sea y € conv,;1(A),
entonces existen puntos ay,...,a,+1 en A, y escalares Ay,..., A1 € [0, 1],

tales que
n+1 n+1

i=1 i=1

Consideremos A = 1/ \;. Entonces, p; = A -\, € [0,1] para cada
i=1
ie{l,...,n}. Ademss

Yomi=y Ah=F—=1,
i=1 i=1 SN

1

<.
Il

por lo que

v = Z,uiai € conv,(A).

i=1
Aplicando la hipétesis de induccién, podemos afirmar que v €Conv(A). Como
Conv(A) es un conjunto convexo, el punto

<Z )\i> UVt Ang1lpy1 = (Z )\1;)?1 + (1 — Z )\i) Apt1
i=1 i=1 i=1
pertenece a Conv(A). Pero

n+1

Yy = Z Aia; = (Z )\iai> + At 1Gng1
i=1 i=1
— ( Z )\z) ()\ Z )\Zaz) + )\n+1an+1
i=1 i=1
= (Z )\i) U+ Ang1Gnyt-
i=1
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Por lo que podemos concluir que y €Conv(A). Asi, queda demostrado que
Conv(A) = | conv,(A).
n=1

2. Ahora supongamos que A es finito y demostremos que Conv(A) es com-
pacto. Sea n = |A|. Entonces Conv(A) =conv,(A). Consideremos el simplejo
estandar .

An={(A1, ., ) €ER™A €0,1), >N =1}
i=1

Consideremos el cubo unitario I™ C R™. Sabemos que I™ es un subconjunto
cerrado y acotado de R™. Como A, C I", A, también es acotado. Por otro
lado, A\, = f~'({1}) N I", donde f : R™ — R es la funcién continua dada
por

P, ) =3
i=1

Como {1} es un subconjunto cerrado de R, la continuidad de f nos garantiza
que f71({1}) es un subconjunto cerrado de R". Asi, A, = f~1({1}) N 1" es
un subconjunto cerrado y acotado de R™. De esta manera, podemos conluir
que A, es compacto.

Como A es finito, A es compacto y por lo tanto A" también. Conse-
cuentemente, el producto X = A, x A™ es un espacio compacto. Definamos
g : X —Conv(A) de la siguiente manera:

g(()\l, e ,)\n), (CLl7 S an)) = Z}\Zaz

Es claro que g estd bien definida y es continua. Ademas, se sigue de la defini-
ci6n de conv,(A), que g es una funcién suprayectiva. Entonces

g(X) = conv, (A) = Conv(A)

es un espacio compacto, como se queria demostrar. U

1.3. Colecciones punto finitas y localmente
finitas

Consideremos un espacio topologico X. Diremos que una familia B =
{Ba}aca de subconjuntos de X es punto finita si para cualquier xz € X el
conjunto {a € A |z € B,} es finito.
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Por otro lado diremos que la familia B = {B, },c4 es localmente finita,
si para cualquier x € X existe una vecindad V' de z, tal que

{BeB|VNnB=#0}

es un conjunto finito.

Observemos que una familia localmente finita es punto finita, pero no
necesariamente sucede la otra implicacién.

Las familias localmente finitas juegan un papel de gran utilidad en la
teoria de selecciones, es por ello que dedicaremos estas paginas a estudiar
algunas propiedades de este tipo de familias.

Proposiciéon 1.3.1. Sean X wun espacio topoldgico y B = {By}laca una
familia de subconjuntos de X localmente finita. Entonces

UB.=U B.

acA acA

Demostracion. Sabemos que Bg C |J B, para toda § € A, de manera que
acA

Bz C U B, y por lo tanto tenemos la inclusién

acA
| B.c | B

acA acA

Para demostrar la otra inclusién considermos = € |J B,. Como B es
acA
localmente finita, existe una vecindad V' de x tal que V intersecta sélo un

numero finito de elementos de B. Sean B,,, B,,, ..., Ba, dichos elementos,
y sea Ay = {ag,a9,...,0,} C A Como VN B, = para todo « € A\ Aj,
podemos afirmar que

Pero sabiamos que

reUs=(U 8o Us=( U sJvU 5.

acA ac A\ AL ac Ay ac A\ Ay acAq

de manera que
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Recordemos que A; es un conjunto finito, entonces

Por lo tanto, podemos concluir que

UBa=U B

acA acA

como se queria demostrar. O

Diremos que una familia U = {U,}aea de subconjuntos de un espacio
topoldgico X es una cubierta de X si

X:UUa.

acA

Cuando cada elemento U, sea un conjunto abierto, diremos que U es una
cubierta abierta.

Supongamos que U y V son cubiertas del espacio topologico X. Si para
cada U € U, existe V € V tal que U C V, diremos que U es un refinamiento
de V (o U refina a V).

Teorema 1.3.2. Sean (X, 7) un espacio topoldgico normal, y U = {Us}ses
una cubierta abierta de X. Si U es punto ﬁn_z'ta podemos encontrar una cu-
bierta abierta {Vs}ses de X, de manera que Vi C Us, para cualquier s € S.

Demostracion. Consideremos X y U como en las hipotesis del teorema. De-
notemos por G la siguiente familia de funciones:

G={G:8 — 7| UsesG(s) = X y G(s) = Us 6 G(s) C Ug}.

Definamos la relacion < en G de la siguiente manera: G; =< G5 si para toda
s € S tal que Gy (s) # Us, se tiene que G1(s) = Ga(s). Afirmamos que (G, <)
es un conjunto parcialmente ordenado.

(1) Como toda G € G es una funcién bien definida, es claro que =< define
una relacion reflexiva.
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(2) Sean G, G5 € G con la propiedad de que G; < Go y G2 X G1. Sea s € S.
Si G1(s) # Us, se sigue que

G1(s) = Ga(s).
Supongamos que G1(s) = Us;. Como Gy < G, tenemos que
Go(s) =Us 6 Ga(s) = Gy(s).
En ambos casos, tenemos que Gy (s) = Ga(s); es decir, < es antisimétrica.

(3) Consideremos Gy, G, Gs € G de manera que G; <X Gy v Gy < (3. Sea
s € S tal que G1(s) # Us. Como G = G, tenemos que

G1(s) = Gao(s) # Us.
Pero también Gy < G3, por lo que
G3(s) = Ga(s) = Gy(s).
Consecuentemente, < define una relacion transitiva.

De (1), (2) y (3), podemos concluir que < define un orden parcial y por lo
tanto el par (G, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

Ahora consideremos una subcoleccion linealmente ordenada, H = {Hy aca C
G, y demostremos que esta acotada superiormente en G. Para ello, definamos
la funcion H : S — 7 por

H(s) = (1] Hal(s).
acA

Demostraremos paralelamente que H estd bien definida (es decir, que
H(s) € 7 para cualquier s € S) y que H € G.

Sea s € S. Si sucediera que para toda a € A, H,(s) = U, automatica-
mente tendriamos que H(s) = Us € 7. Supongamos que existe oy € A,
tal que H,,(s) # Us. Tenemos entonces que para cualquier § € A tal que
H,, = Hg, se cumple que

H,,(s) = Hg(s) €.
Llamemos W = H,,(s). Por definicién de H, se tiene que

H(s)cW cCcW cCU,.
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Supongamos ahora que existe H, € H tal que H,(s) # W. Como H es
linealmente ordenada y H,(s) # W = H,,(s), necesariamente tenemos que
H, < H,,. Esto obliga a que

H,(s) =Us; 6 Hu(s) = Huy(s).

Como lo segundo no sucede, entonces H,(s) = U,. Asi, para toda o € A
H,(s) =Us 6 H,(s) = W. Consecuentemente,

H(s) = ﬂ Hy(s) =W er.
acA

Ademas, como H,,(s) C Us, se cumple que H(s) C Us.

Ahora tomemos un punto z € X. Como U es una cubierta punto finita
de X, existe un conjunto finito &; = {s1,s2,...,8:} C S, con la propiedad
de que x € U, si y sélo si s € S;.

Si H(s;) = U, para algin s; € §p, tendriamos que

xr € H(s;) C UH(S).

seS

Supongamos que para todo s; € Sy, H(s;) # Us,. De este modo debe existir
por cada i € {1,2,...,k} una funcién H,, € H con la propiedad de que
H,,(s;) # Us,. Como H es linealmente ordenada, podemos encontrar un j €

{1,2,...,k} tal que H,, X H,, para toda i € {1,2,...,k}. Pero H,, € H,

de modo que
v e JHjls).

sES

Por lo que existe s € S tal que
x € Haj(§> C Us.

De aqui que § € S;. Esto es, existe m € {1,2,...,k} tal que § = s,,. Asi,
recordando que H,,, = H,; y que H,,, ($m) # Us,,, podemos aplicar el mismo
argumento que utilizamos anteriormente cuando demostramos que H(s) € 7,
para concluir que

€ Ha, (Sm) = Ha,(sm) = H(s,) C | H(s),

seS
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demostrando asi lo que se queria.

Claramente H es una cota superior para los elementos de H. De esta
manera, hemos probado que toda subfamilia linealmente ordenada de G, tiene
una cota superior. Ahora estamos en condiciones de aplicar el Lema de Zorn
para encontrar un elemento maximal en G. Sea GG dicho elemento.

Demostraremos por contradiccién que G(s) C U, para todos los elemen-
tos s € S. Supongamos que existe s € S tal que G(sg) ¢ Us,. Entonces,
tendriamos que G(sg) = Uy, v que G(so) \ Uy, # 0.

Sea
A=X\ U G(s).
s€S\{s0}

Notemos que A C G(sg). En efecto, si a € A, entonces a ¢ G(s) para todo
s € S\ {so}. Pero

aeX = U G(s).
seS
Por lo que la unica posibilidad es que a € G(sg). Como A es un conjunto
cerrado (pues es complemento de un conjunto abierto) y X es un espacio
normal, existe un abierto U con la propiedad de que

ACUCUCG(s) = U,,.

Como G(sg) ¢ Us,, podemos garantizar que U # U, .
Construyamos la funcion F : § — 7 dada por

U s1 8 = Sg,
F(s) = { G(s)  sis# so.

Para garantizar que F' € G nos faltaria demostrar que {F'(s)}ses es una
cubierta para X. Pero esto es claro, pues si x € X y ¢ G(s) para toda
s €S8\ {s0}, entonces . € A C U = G(s0).

Notemos que G < F'. Para ello tomemos s € S tal que G(s) # Us. Como
G(sg) = Us,, se tiene que sg # s. Asi, de la definicién de F, se sigue que
F(s) = G(s), y por lo tanto G < F. Pero F(sg) = U # G(so), por lo que
las funciones F' y G son diferentes. Como G es un elemento maximal, lo
anterior es una contradiccién que viene de suponer que existe sg € S, tal que
G(so) ¢ Us,. Consecuentemente, podemos afirmar que

G(s) C Uy, paratoda s € S.
Asi, la cubierta buscada es {V;}ses, donde Vi = G(s). O
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Consideremos un espacio topoldgico X y un espacio vectorial Y. Supon-
gamos que U = {U,} es una cubierta abierta localmente finita de X y que
para cada o € A, existe una funcién continua p, : X — [0, 1] tal que

P ((0,1]) C Vi

Como U es una cubierta localmente finita, para cada x € X, existe una
vecindad V,, de z y un conjunto finito de indices A, C A tales que V,NU, = ()
para todo o € A\ A,. Asi, si z € V, se cumple que

pa<z) =0

para todo o € A\ A,.
Supongamos que para cada « € A, f, define una funcién continua de X
en Y. Entonces, la funcion S : X — Y dada por

S(@) = pal@) falw)
acA;

denota una suma finita. Notemos que para toda o € A\ A, po(z) = 0, por

lo que
Z pa(x)fa<x> =0.

CYGA\A:I)
Consecuentemente, la funcién S la podemos escribir de la siguiente forma:

S(x) =) pala) fal). (1.1)

acA
Lema 1.3.3. La funcion S : X — Y definida por (1.1) es una funcion

continua.

Demostracion. Consideremos la notacién usada anteriormente. Sea zg € X.
Para demostrar la continuidad de S, es suficiente demostrar que .S es continua
en una vecindad de (. Para ello, consideremos una vecindad V,,, y un con-
junto de indices A,, como los descritos en los parrafos anteriores. Entonces,
para todo z € V,,, y para todo o € A\ A,,, su cumple que

pa(2) = 0.

Asi, podemos expresar S(z) de la siguiente manera

S(z) =D pal2)falz) = Y Pal)fal2):

acA; a€Ag,
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Consecuentemente, para todo 2 € V4, S(2) es en realidad una suma finita
de funciones continuas y por tanto, S es continua en todo V,,,, como se queria
demostrar. O

Proposicién 1.3.4. Sean X un espacio topoldgico normal y V = {V,}aea
una cubierta abierta localmente finita. Entonces existe una familia de fun-
ciones continuas p,, : X — [0, 1] tales que:

1. Siz e X\ V,, entonces p(x) = 0.
2. Para todo x € X, > pa(x) = 1.
acA

Demostracion. Como la familia {V,}.c4 es localmente finita, y el espacio
X es normal, por 1.3.2, existe {W,},e4 una cubierta abierta de X tal que
W, C V,, para toda a € A.

Usando nuevamente la normalidad de X, podemos aplicar el lema de
Urysohn para encontrar, por cada o € A, una funcién continua ¢, : X —
[0, 1] tal que

(a) qolx) =15siz € W,,
(b) ga(x) =0siz e X \V,.
Sea S : X — R la funcién dada por
S(z) = an(x).
acA

Por el lema 1.3.3, la funcién S es continua. Ademas, para todo x € X, existe
v € A tal que z € W, C W,. Consecuentemente, ¢,(xz) = 1y por lo tanto

S(z) = an(x) > 0.

acA

Ahora definamos, para cada 5 € A, la funcién ps : X — [0, 1] de la siguiente
manera,
_ qp(z)
Dp(z) = S(x) :
Como pg es un cociente de funciones continuas, se sigue que pg es una funcién
continua. Ademas, como

0< QB(x) < an(x) = S($)’

acA
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se sigue que

<1,

y por lo tanto pg(x) € [0, 1] para todo x € X y para todo § € A.
Para terminar, verifiquemos que pg satisface las condiciones deseadas. Sea
x € X \ Vs, entonces gg(x) =0, y por lo tanto

Por tultimo, para cualquier x € X,

N ) 1 G
27 = 2 5 = 5 25 = 5

acA

Asi, {pa}taca es la familia de funciones buscada. O

Sea X un espacio topolégico y P = {pa}aca una familia de funciones
continuas, cuyo dominio es el espacio X y su rango es el intervalo [0,1]. P

recibe el nombre de particién de la unidad si ) p,(x) = 1 para toda
acA
x € X. Esto significa que para cada punto x € X, p,(x) = 0, para toda

a € A, salvo una cantidad numerable de indices a.

Diremos que P es una particiéon de la unidad localmente finita si la
cubierta abierta, {p,'((0,1])}aca, es localmente finita. Notemos que este he-
cho implica que para cada x € X, existe una vecindad U, C X que intersecta
s6lo a un niimero finito de elementos de {p;((0,1]) }aca. Silf es una cubierta
abierta de un espacio topolégico X, y P es una particion de la unidad para
X, diremos que P esta subordinada a U si para cada p € P existe U € U tal
que p(z) = 0, para toda z € X \ U. Asi, en la proposicién 1.3.4, la familia
{Pa }aca constituye una particién de la unidad localmente finita subordinada
a la cubierta {V,}aca-

1.4. Paracompacidad

Diremos que un espacio topolégico X es paracompacto si se cumplen
los siguientes dos enunciados.

1. X es de Hausdorff
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2. Cualquier cubierta abierta de X posee un refinamiento localmente fini-
to.

Lema 1.4.1. Sean X wun espacio paracompacto y A y B dos subconjuntos
cerrados de X. Supongamos que para cada punto x € B, existen dos vecin-
dades V,, y U,, de x y de A, respectivamente, tales que V,NU, = 0. Entonces,
podemos encontrar dos abiertos ajenos U y 'V tales que ACU y BCV.

Demostracion. Para cada x € B, consideremos las vecindades V,, y U, como
en las hipétesis del lema. Notemos que la familia

es una cubierta abierta del espacio paracompacto X . Consecuentemente, exis-
te un refinamiento localmente finito { W, }ae 4. Consideremos el siguiente con-
junto

B={acABNW, +#0}.

De esta manera, tenemos que

BcV=|JW..
a€eB
Por otro lado, afirmamos que A N W, = 0 para cualquier o € B. Para

convencernos de ello, supongamos lo contrario; es decir, que existe § € B,
tal que AN W; # (). Como {W,}aeca es refinamiento de V, existe un punto
x € B, tal que Wy C V,. Por hipdtesis, también existe una vecindad U, de
A tal que V, NU, = 0. Como A C U,, se tiene que

U, NV, #0.

Pero esto ultimo sélo sucede si y sélo si U, NV, # (), 1o cual es una contradic-
cién. Consecuentemente, A N W, = () para toda o € B. Sea

U=X\JW..

aeB

Entonces A C U. Ademés, por la proposicién 1.3.1, |J W, = (J W,, por
a€eB a€eB
lo que U es un conjunto abierto. Como UNV =0, U y V son las vecindades

buscadas. O
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Proposicion 1.4.2. Todo espacio paracompacto es reqular

Demostracion. Sean A un subconjunto cerrado de un espacio paracompacto
X,yxz € X\A. Como X es Hausdorff, para cada a € A existen dos vecindades
ajenas U, y V, de a y de z, respectivamente. Aplicando el lema 1.4.1, podemos
encontrar dos vecindades ajenas U y V', de A y de z, lo cual demuestra que
X es regular. O

Proposicion 1.4.3. Todo espacio paracompacto es normal.

Demostracion. Sean A y B dos subconjuntos cerrados de un espacio para-
compacto X. Por la proposicion 1.4.2, para cada punto x € B, podemos
encontrar dos vecindades U, v V, de A y de z, respectivamente, tales que
U, NV, = 0. En estas condiciones, podemos aplicar el lema 1.4.1 para encon-
trar dos vecindades ajenas de A y de B, U y V. Consecuentemente, X es un
espacio normal, como se queria demostrar. O

Teorema 1.4.4 (Teorema de Stone). Todo espacio métrico es paracom-
pacto.

Para la demostracion de este teorema cldsico, se puede consultar ([3],
pag. 280).

Proposicién 1.4.5. Sea X un espacio paracompacto y U = {Up,}nen una
cubierta abierta numerable de X . Entonces, existe un refinamiento numerable
y localmente finito, W = {W, }nen, de U, tal que para todan € N, se cumple
que

W, C U,.

Demostracion. Sea U = {U, }nen una cubierta abierta de un espacio para-
compacto X . Entonces, existe un refinamiento localmente finito, V = {V,, }sc,
de U. Consideremos los siguientes subconjuntos de indices:

Ay ={a e AV, C Uy},

A, ={a € AV, C U\ A,

Asi, los conjuntos de la forma

Wn: U Vaa

OéE.An
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forman una familia de subconjuntos abiertos. Veamos que dicha familia es
la cubierta buscada. Notemos que para cada x € X, existe a € A, tal que
x € V,. Como V refina a U, existe n € N tal que V,, C U,,. Sea

ny = Iglelél{n‘va c U,}.

Entonces, ng € A,,, por lo que V,, C W,,. Consecuentemente, z € W,,, lo
cual prueba que W = {W,},en es una cubierta abierta de X. Ademds, es
claro que W,, C U, para toda n € N. Para terminar la prueba, sélo restaria
probar que W es localmente finita.

Sea r € X. Entonces existe una vecindad O de x tal que O intersecta sélo
un numero finito de elementos de V, digamos V,,,, ..., V,,. Para cada uno de
estos conjuntos, existe un unico elemento W,,, € W, tal que

Va, C Wi,
Sea ng = max{n;|i = 1,...k}. Entonces, si n > ng, se tiene que
W,no= ) Vano=0.
OLEA’VL

Consecuentemente, W es localmente finita, lo cual completa la demostracion.
O

Lema 1.4.6. Sea U una cubierta abierta de un espacio topologico X . Supon-
gamos que existe una particion de la unidad P = {pa}aca subordinada a U.
Entonces, U tiene un refinamiento localmente finito.

Demostracion. Primero observemos que si g : X — [0,1] es una funcién
continua, y x € X es un punto tal que g(x) > 0, entonces existe una vecindad
U de z y un subconjunto finito de indices B C A, tal que

Pa(2) < g(z), paratodo z € Uy para todo o € A\ B. (1.2)

En efecto, dado = € X, podemos encontrar un conjunto finito
B={aj,as,...,a1} CA,
tal que

1= pu(@) < g(a).
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k

Por la continuidad de la funcién h = g + > pa,, €l conjunto
i=1

U=1{2¢eXh(z) > 1}

es una vecindad de x. Para ver que U es la vecindad buscada, supongamos
lo contrario. Entonces existe z € U y ag € A\ B, tal que

1= > pa2) < 9(2) < pao )

Entonces,

k k
1 <g(z) + Zpa,-(?«') < Pao(2) + Zpai(Z) <> pal2),

acA

de donde
1< Zpa(z).
acA

Pero esta ultima desigualdad es una contradiccion, porque P es una particién
de unidad. Asi, queda demostrado (1.2).

Para cada =z € X, consideremos un indice o, € A, tal que p,, () > 0.
Sea p: X — (0, 1], la funcién dada por

p(x) =sup po(z).
acA

Observemos que p es una funcién continua. En efecto, dada x € X, susti-
tuyamos g por p,, en (1.2). Entonces existe una vecindad U de z, y un
conjunto finito B C A, tal que para todo punto z € U y para todo a € A\ B,
se tiene que

Pa(2) < Pa(2)-

Asi, para todo punto z € U, se cumple que

p(z) = sup Pa(2) = max{pa(2)|a € BU{a.}},

y por lo tanto, p es continua en x. Para cada o € A, el conjunto

Vo= (& € Xlpa(a) — 3p(z) > 0}
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es abierto en X. Ademas, de la definicién de p, se sigue que para cada x € X,
existe un indice ag € A, tal que

1

Do (T) > 519(96)-

Consecuentemente, x € V,,, y por lo tanto V = {V,}aeca es una cubierta
abierta de X.

Veamos que V es el refinamiento buscado. Para ello, consideremos o € A.
Entonces existe Uy € U, tal que p;1((0,1]) C Uy. Consecuentemente,

Va C pczl((()? 1]) C U07

lo cual demuestra que )V es un refinamiento de /. Para demostrar que es
localmente finito, consideremos 2 € X y sutituyamos g por ip en (1.2).
Entonces existe una vecindad W de x y un conjunto finito de indices C C A,
tal que
1
Palz) < Ep(z), para todo z € W, y para todo a € A\ C.

Asi, si V3N W # 0, entonces 3 € C. Por lo tanto, V es un refinamiento

localmente finito de U, lo cual completa la demostracion. O

Teorema 1.4.7. Sea X un espacio topologico. Entonces los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

(a) X es paracompacto

(b) Cualquier cubierta abierta de X admite una particion de la unidad local-
mente finita subordinada a ella.

(¢) Cualquier cubierta abierta de X admite una particion de la unidad su-
bordinada a ella.

Demostracion. (a) = (b). Sea X paracompacto y U una cubierta abierta de
X. Entonces existe un refinamiento localmente finito V de Y. Como X es
normal (proposicién 1.4.3), podemos aplicar la proposicién 1.3.4 para encon-
trar una particion de la unidad localmente finita subordinada a V' y por lo
tanto a U. Esto completa la prueba de (a) = (b).

(b) = (c). Es evidente.
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(¢) = (a). Utilizando el lema 1.4.6, podemos concluir de (¢) que cualquier
cubierta abierta de X posee un refinamiento localmene finito. Para completar
la prueba, faltaria demostrar que X es un espacio de Hausdorff. Para ello,
consideremos dos puntos distintos x1,z2 € X. Entonces U = {X \ {z1}, X \
{z3}}, es una cubierta abierta de X. Por (c¢), existe una particién de unidad,
{Pa }aca, subordinada a U.

Sea a; € A, tal que p,, (1) = a > 0. Evidentemente

Pay ((0,1]) € X\ {22},

por lo que po, (z2) = 0. Asi, los abiertos U = p, ! ((a/2,1]) y V = p; ([0, a/2)),
son vecindades ajenas de z; y de x5, respectivamente. Lo anterior prueba que
el espacio X es de Hausdorff, y por lo tanto la demostracién esta completa.

O

1.5. Espacios cero dimensionales

Diremos que un espacio topolédgico X es cero dimensional (dim X = 0)
si toda cubierta abierta finita de X tiene un refinamiento abierto disjunto.

Proposicion 1.5.1. Sea X un espacio topologico normal. Las siquientes tres
propiedades son equivalentes:

(a) X es cero dimensionall.

(b) St A yV son dos subespacios de X tales que A C V, A es cerrado y

V' es abierto, entonces existe un conjunto abierto y cerrado W tal que
AcCWcV.

(¢) Toda cubierta abierta localmente finita de X tiene un refinamiento abier-
to y disjunto.

Demostracion. (a) = (b). Sean Ay V' como en las hipétesis. El conjunto V =
{V, X \ A} es una cubierta abierta finita de X. Por ser X cero dimensional,
podemos encontrar un refinamiento abierto y disjunto U = {U, }aca. Sea

w=J U..

acA
UaCV
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Demostremos que W es el conjunto buscado. Claramente W C V. Ahora
bien, tomemos a € A, como U es cubierta de X, existe ag € A tal que
a € U,,. Como U es refinamiento de V se tiene que

Uy CV 6 Us C X\ A

Pero esto ultimo no puede ser, ya que a € ANU,,. Asi, tenemos que U,, C V,
y por tanto A C W.

Por construccion, W es abierto, de modo que para completar la prueba,
faltaria demostrar que W es cerrado. Para ello recordemos que U es una
cubierta disjunta, y por lo tanto

X\w=J U,

acA
UadV

es un conjunto abierto. Asi, podemos concluir que W es un conjunto cerrado
y por lo tanto W es el conjunto buscado.

(b) = (¢). SeaU = {U, }aca una cubierta abierta localmente finita de X.
Por el teorema 1.3.2, podemos encontrar una cubierta abierta V = {V, }aecu
tal que para cada o € A, V,, C U,.

Aplicando el inciso 2, podemos encontrar para cada o € A, un conjunto
abierto y cerrado W,, tal que V, C W, C U,. Sea < un buen orden para el
conjunto A, y definamos

Ro =Wo\ |J Wy

B<a

Por construcciéon, W, = W,, y como la cubierta {W,},c4 es una cubierta
localmente finita podemos aplicar la proposicion 1.3.1, para garantizar que

Uws

B=<a

es cerrado para cada a € A. Consecuentemente, R, es abierto para toda
ae A

Por otro lado, como R, C W, C U,, la familia R = {R,}aca €s un
refinamiento abierto de U. Para completar la prueba solo faltaria verificar
que los elementos de R son disjuntos. Para ello, consideremos «a, 3 € A tal
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que a # . Podemos suponer sin pérdida de generalidad que a < 3. Como
Rz =Wpsz\ U W, entonces

v=<B8

R, C W, C X\ Rg.

Asi, R, N Rg # 0, lo cual demuestra lo que se queria.
(¢) = (a). Es evidente. O
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Capitulo 2

Teoria de Michael

En este capitulo revisaremos algunos de los resultados clasicos de la teoria
de selecciones que Michael demuestra en sus articulos [5] y [6]. Sin embargo,
haciendo uso de la técnica que J. van Mill usa en [7], haremos unas pequenas
generalizaciones a la version original de Michael.

La idea central de la teoria de Michael se trata de la siguiente pregunta:
dados dos espacios topolégicos X v Y y un portador i.s.c., ¢ : X — 2¥ ;bajo
qué condiciones de X, de Y y de ¢ es posible encontrar una seleccién para ¢?
Como veremos en las primeras dos secciones, en algunos casos la existencia
de dicha seleccion nos brindara informacion sobre el dominio del portador.

Antes de comenzar, introduciremos la siguiente notaciéon que usaremos a
lo largo del capitulo. Si Y es un espacio lineal topoldgico, entonces

K(Y) ={S € 2¥|S es convexo},

F(Y)={S € L(Y)|S es cerrado},
Q(Y) ={S € F(Y)|S es compacto}.

Ademas, si Y es un espacio métrico, entonces

CY)={S € F(Y)|S es completo}.

2.1. Portadores con dominio paracompacto

El primer caso que revisaremos es cuando el espacio X es paracompacto.

35
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Teorema 2.1.1. Sea X un espacio topologico. Entonces los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

(a) X es paracompacto.

(b) Si'Y es un espacio lineal, localmente convexo y metrizable, y ¢ : X —
C(Y) es un portador i.s.c., entonces ¢ admite una seleccion.

Antes de probar este teorema, necesitamos un par de resultados que seran
usados en la demostracién. El primero es un resultado clasico de analisis
matematico.

Teorema 2.1.2. Sea X un espacio topologico y Y un espacio métrico con
métrica d. Denotemos por C(X,Y) al espacio de todas las funciones contin-
uas de X en'Y . Consideremos la funcion d : C(X,Y)x C(X,Y) — RU{oc},
dada por

d(f,g) = supd(f(x), g(x)).

reX

Sea (fn)nen una sucesion en C(X,Y), tal que para todo € > 0, existe Ny € N
de manera que sin,m > Ny, entonces cZ(fn, fm) < € (a este tipo de sucesiones
les llamaremos sucesiones de Cauchy respecto a J) Supongamos que para
cada x € X, nh_}r& fn(x) existe. Si definimos f: X —'Y por

f(z) = lim f,(z), para cada x € X,

entonces f es una funcion continua.

Demostracion. Afirmamos que para cada r > 0, existe un Ny € N, tal que
para toda x € X y para toda m > Ny se cumple

d(f(x), fm(x)) <7 (2.1)
En efecto, como (f,)nen es de Cauchy, existe Ny € N tal que para toda
m,n > Ny,

d(fms fn) <7/2.

Asi, obtenemos que d(f,,(x), f.(x)) < r/2 para cualesquiera n,m > Ny y
para toda x € X. Pero f(z) = lim f,(x), por lo que para toda m > Ny y

para toda x € X, se tiene que

d(fm(), f(x)) < /2 <,
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con lo cual queda demostrada nuestra afirmacion.
Ahora demostraremos la continuidad de f. Consideremos xg € X y € > 0.
Por lo anterior, existe Ny € N tal que

d(f(x), fm(x)) < /3 (2.2)

para toda z € X y para toda m < Ny. Como fy, es una funcién continua,
existe una vecindad U de x( tal que si z € U, entonces

d(fno (o), Frvo(2)) < €/3. (2.3)

Asi, de las desigualdades (2.2) y (2.3), se sigue que si z € U, entonces

d(f (o), f(2)) < d(f(x0), o (20)) + d(fxo (o), fe (2)) + d( [ (2), £(2))
<e/3+¢/3+¢/3=c¢.

Por lo tanto, f es una funcion continua como se queria demostrar. O

Lema 2.1.3. Sea X un espacio paracompacto y Y wun espacio topologico
vectorial. Si' V' es una vecindad conveza del origen deY y: X — K(Y) es
un portador i.s.c., entonces existe una funcion continua f: X — Y, tal que

flz) e (x)+V, para todo x € X.
Demostracion. Para cada y € Y, definamos el conjunto
Uy={reX|lyey()+V}

Observemos que si ¢ € U, entonces existen z € 9(z) y v € V, tal
que y = z + v. Consecuentemente, z = y — v por lo que z € (y — V).
Ast (z) N (y — V) # 0, de donde podemos concluir que

U, C {ee X ()N (y—V) £ 0},

Reciprocamente, si x € {z € X | ¢(x) N (y — V) # 0}, entonces existen
z € Y(x) y v €V tales que z = y — v. Luego, y = 2z + v, por lo que
y € ¥(x) + V. De esta manera podemos concluir que

Uy={zeX|v@@)ny—-V)#0}
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Como V' es un conjunto abierto, su traslacién (y — V') también lo es. Asi,
aplicando el hecho de que 9 es i.s.c., tenemos que U, es abierto para cada
y € Y. Entonces U = {U, } ey es una cubierta abierta de X y por la paracom-
pacidad de X podemos encontrar un refinamiento abierto localmente finito,
V = {V,}aea, en donde V, # Vj si a # (3. Por la proposicion 1.3.4, pode-
mos encontrar una particién de la unidad subordinada a V. Como V es un
refinamiento de U, podemos asignar a cada o € A un punto y(«a) € Y de
manera que V,, C Uy(,). Definamos

f(x) = pal@)y().

acA

Aplicando el lema 1.3.3, se puede ver que f es una funcién continua.

Como V' y 9(z) son conjuntos convexos, ¥(z)+V es un conjunto convexo.
Por otro lado, f(z) es una combinacién convexa de un nimero finito de
puntos y(a) € Y, donde cada y(«) € ¢(x) + V. Asi, podemos concluir que
f(x) pertenece a ¥(x) + V y por lo tanto f es la funcién buscada. O

Demostracion del Teorema 2.1.1. (a) = (b). Sea d una métrica en Y y d
la funcién en C(X,Y) descrita en el teorema 2.1.2. Podemos suponer sin
pérdida de generalidad que las bolas abiertas son conjuntos convexos y que
d(xz,y) = d(z + z,y + z) para cualesquiera puntos z,y,z € Y (véase [§],
pag 18). Construiremos por induccién una sucesién de funciones (f,,)nen en
C(X,Y), que cumpla las siguientes dos propiedades

(1) d(fur fusn) <2707,
(11) d(fn(z),d(x)) <27, para toda z € X.

Para cada n, consideremos V;, = B(0,27"), la bola con centro en el origen
de Y y radio 27". Ahora, si n = 1, apliquemos el lema 2.1.3 para encontrar
una funcién f; : X — Y tal que fi(z) € ¢(x) + V4, para toda =z € X.
Evidentemente f; satisface la propiedad (7).

Supongamos que hemos construido funciones fi, fa,... f, € C(X,Y), que
satisfacen las propiedades (I) y (II). Definamos una funcién ¢, : X — 2V
por

On(2) = ¢(x) OV B(fu(w),27).

Por la proposicién 1.1.10 y por el corolario 1.1.8, la funcién ¢, es i.s.c.
Ademds, observemos que ¢, () € K(Y). Asi, podemos utilizar nuevamente
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el lema 2.1.3, para encontrar una funcién f,,; : X — Y tal que
frni1(z) € ¢p(z) + V1, paratoda z € X.

Como ¢, (z) C ¢(z) = ¢(z), es claro que f,41 satisface la propiedad (I7).
Veamos que también satisface la propiedad (7). Para esto, primero notemos
que

On(z) C B(fn(x),27") C{z € Y|d(z, fu(x)) < 27"} para toda z € X,
por lo que

far1(2) € ¢n(@) + Vasa C B(fu(2),27) + Vaga.
Asi, podemos garantizar que
A(fo(2), fapr(z)) < 27"+ 270D para toda 2 € X,
por lo que
A(fry frr1) <277 427D < 9=(n=D),

Consecuentemente, f,; satisface la propiedad (I), lo cual completa la cons-
trucién por induccion.

Notemos que (f,)nen €s una sucesién de Cauchy en C(X,Y') respecto a
d. En efecto, dada € > 0, existe Ny € N, tal que

o
Z 27" < e.
n=Np

Asi, si n,m > Ny y suponiendo sin pérdida de generalidad que n > m, se
tiene que

n—m—1 n—m—1
fmfm < Z fm+Z7fm+z+1 < Z g (m+i=l) <§g,
=0 =0

por lo que (f,)nen es una sucesién de Cauchy.
Afirmamos que para toda x € X, lim f,(z) existe y pertenece a ¢(z).
n—oo

En efecto, por (I7), para cada n € N, existe un punto a, € ¢(z), tal que
d(ay, fo(z)) < 27". Entonces,

d(an, any1) < d(an, fo(z)) + d(fu(2), for1(2)) + d(fria (), @)
<2427 4 9= (ndl) o 9=(n=2)
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Consecuentemente, (a,)nen €s una sucesiéon de Cauchy en el subespacio com-
pleto ¢(x) y por lo tanto, existe a = lim a,, € ¢(z). Pero d(f,.(z),a,) < 27",
n—oo

por lo que la sucecién (f,(z))nen también converge a a.
Hemos demostrado que para cada punto x € X, la sucesién de Cauchy
(fn(x))nen converge a un punto de ¢(x). Definamos f: X — Y, por

f(z) = lim f,(x).

n—oo

Aplicando el teorema 2.1.2, podemos concluir que f es una funcién continua,
de donde se desprende directamente que f es la seleccion buscada.

(b) = (a). Sea U una cubierta abierta de X. En virtud del teorema 1.4.7,
(c), es suficiente encontrar una particién de unidad subordinada a ¢. Consid-
eremos el espacio de Banach Y =[5 (U) (en el siguiente capitulo se dard una
descripcién més detallada de los espacios l1) esto es

Y:{y:uHR|U§€;[\y<U>|<oo},

en donde Y tiene la topologia generada por la norma

lyll = ly(©)l.

veud

Sea

C={yeY|y{U)>0paratoda U ey » y(U)=1}

Ueu
Para cada x € X, definamos el portador ¢ : X — C(Y") por
o(z) =CnN{y eYly(U) =0 para toda U € U tal que = ¢ U}.

Demostremos que ¢(z) € C(Y') para cada = € X. Para ello, basta demostrar
que ¢(z) es convexo y cerrado. Consideremos una combinacién convexa de
elementos de ¢(z), digamos

y= Z Ailis
1=1
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donde y; € ¢(x), \; > 0y >_ A\ = 1. Entonces, para toda i € {1,...,n}y
=1

7

para toda U € U se tiene que
Aiyi(U) = 0.

De aqui se ve que y(U) > 0 para toda U € U. Por otro lado, como ) y;(U) =
Ueu
1 para toda i € {1,...,n}, se tiene que

ZQ(U) = ZZ)\M(U) :Z/\izyi(U)ZZ)\izl.

veu vel i=1 i=1 veu

Ahora, si U € U es tal que x ¢ U, entonces y;(U) = 0 para toda i €
{1,...,n}, y por lo tanto y(U) = 0. Consecuentemente, y € ¢(z) y por lo
tanto ¢(x) es convexo.

Para ver que ¢(x) es cerrado, consideremos (¥, ),en, Una sucesién conver-
gente contenida en ¢(x). Supongamos que nlLHO]-O Yn = Y. Si existiera z € X,

tal que y(z) < 0, existiria N € N, tal que para toda n > N,

—y(2) > lyn = yll > lyn(2) = y(2)] = yu(2) — y(2) > —y(2).

Esta contradiccién nos permite concluir que y(z) > 0 para toda z € Z.

Para demostrar que Y y(U) = 1, consideremos la sucesién (a,),en dada
veu

an =Y WU) = ya(0) =D _y(U) =Y ya(U) =D _y(U) -1

veud Ueu veud Ueu

por

Como (Y, )nen converge a y, es claro que la sucecién constante (a,)nen con-
verge a 0 y por lo tanto podemos concluir que

> yU) =1

veu

Por tltimo, supongamos que existe Uy € U, tal que x ¢ Uy y y(Up) =€ > 0.
Entonces, existe Ny € N, tal que para toda n > Ny se cumple que

”y - yn” <é.
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En otras palabras, si n > Ny, sucede lo siguiente

y(Uo) = ly(Us) — yn(U0)| < D y(U) = gn(U)] = Iy — yull <.

veld

Como lo anterior contradice la eleccion de e, podemos concluir que y(U) =0
para toda U € U tal que x ¢ U. Consecuentemente, y € ¢(x), y por lo tanto
o(z) € C(Y) para toda z € X.

Afirmamos que para cada y € C'y para cada ¢ > 0, existen ¢y’ € C'y un
subconjunto finito {Uy,...,U,} CU, tales que ||[y — /|| <ey y'(U) >0siy
sélo si U pertenece a {Uy,...,U,}.

Para demostrar esta afirmacion escojamos una coleccién finita {Uy, ..., U,} C
U, tal que

zn:y(UZ) =6>1—¢/2.

Definamos y' € Y de la siguiente manera

0, siU¢{U;...U,},
y'(U)=qulh)+(1-9), siU=1U,
y(Ul), SIU:U“ Z:2,3,7’L

Se sigue de la definicién que y(U) = 0 para toda U menos un nimero finito.
Por otro lado,

ly — v/l = ly(U) =y (V)]

el

= > WO+ D wU) -y ()
U%{U1 ..... Un} UE{U1 ..... Un}

= Y ) +(1-9)

U¢{U,..., Un}

Pero > y(U)=1y Y i, y(U;) =4, por lo que
Ueu

ly =o'l =2(1-9) <e,

de donde queda demostrada la afirmacién.
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Para demostrar que ¢ es i.s.c., aplicando la proposicién 1.1.2 (¢), es sufi-
ciente demostrar que para cada xz € X, y € Y y € > 0, existe una vecindad
U de z, tal que para cualquier 2’ € U, existe y € ¢(2), que satisfaga
ly =yl <e.

Asi, dadas e > 0y y € ¢(x), escojamos y' € C' y vecindades Uy, ..., U,
como en la afirmacién anterior. Como y(U;) > 0 para toda i = {1,...,n}, se
sigue que

i=1

Consecuentemente, U es una vecindad de x. Ademds, si 2’ € U, entonces
y' € ¢(x'), por lo que U es la vecindad buscada. Luego, ¢ es i.s.c.. Por (b),
existe una seleccion f : X — Y de ¢. Definamos para cada U € U, la funciéon
Py : X —[0,1], por

Py(z) = [f(@)|(U).
Como f(z) € C para cada x € X, se sigue que Py(x) € [0,1] y

> Py(z)=1.

Para demostrar que { Py }yey es particion de unidad, sélo resta verificar que
cada Py es continua.

Sean V el, z € X ye>0. Como f es una funcién continua, existe una
vecindad W de x tal que para cada z € W, se cumple que

[f(z) = f)] <e.

Asi, si z € W, se tiene que

[Py (z) = Py (2)] = [[f(2)](V) = [f(2)](V)]
< I @IW) = FEI0)

Uelu

= /(=) = f(2)ll <e

Consecuentemente, P, es una funcién continua, como se queria demostrar.
O
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2.2. Portadores con dominio normal

El teorema de seleccién para espacios normales que propone Michael se
demuestra de manera similar al teorema anterior.

Lema 2.2.1. 57 X es un espacio normal y Y un espacio vectorial métrico
separable, entonces para cualquier portador i.s.c. ¢ : X — Q(Y) y para
cualquier vecindad V' convexa del origen, existe una funcion f: X — 'Y tal
que

f(z) € V + ¢(x), para todo x € X.

Demostracion. Consideremos {y, }reny un conjunto denso y numerable de Y.
Entonces {y, — V}nen es una cubierta abierta para el espacio métrico Y.
Por el teorema de Stone, Y es paracompacto, por lo que podemos aplicar la
proposicién 1.4.5 para encontrar un refinamiento de {y,, — V },eny numerable
y localmente finito, digamos {W),, },en, de manera que se cumpla la siguiente
inclusién:

W, C y, —V, para todo n € N.

Para cada n € N consideremos el conjunto
U, ={z € X|¢(z) "W, # 0}.

Como ¢ es i.s.c., U, es un conjunto abierto. Asi, la coleccién U = {U, }nen
es una cubierta abierta de X. Demostremos que es punto finita.

Sea xg € X. Consideremos el conjunto Uy = {U € U|xy € U}. Basta
demostrar que Uy es un conjunto finito. Para ello, recordemos que {W,, },en
es localmente finita. Entonces, para cada z € ¢(xg), existe una vecindad V,
de z, tal que V, intersecta inicamente una cantidad finita de elementos de la
cubierta {W,, }nen, digamos W7 ... W}

ny? 7 Nyt
Asi, {V.}.c4(z0) €5 una cubierta abierta para el subespacio compacto
¢(zp). Entonces, existe una subcubierta finita, digamos {V.,,...,V,, }. Con-
secuentemente, si U, € Uy se tiene que ¢(xo) N W, # B por lo que

WmanJVZi £ ().
=1

Luego, existe ¢ € {1,...,n}, tal que W,, NV, # 0, y por lo tanto W,, €

2 . ., : :
Wi, ... Wni<zi>}' Para cada W}, consideremos el respectivo

Uz = {x € X|o{x) Wy £ 0},
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De esta manera, podemos concluir que
n
.
U< | Uz Uz 1
i=1

Como esta ultima coleccién es finita, Uy también es una coleccién finita. Asi,
podemos concluir que U es una familia punto finita.
Aplicando el teorema 1.3.2, podemos encontrar un refinamiento {V/, },en
tal que
V, CV, CU,.

Definamos O,, de la siguiente manera:

01:U1

0, = U, \ (gv)

Evidentemente O,, es abierto. Ademas, si x € X, entonces existe n € N tal
que z € O, y n es minimo con esa propiedad. Consecuentemente z € O,, y por
lo tanto O = {O,, },en €s una cubierta abierta de X. Ademads, O es localmente
finita. En efecto, para cada x € X, existe un elemento V,,, € {V}, },en tal que
x € V,,,. Ahora simplemente observemos que

V,,NO, =0sin>m.

Este hecho nos garantiza que O es un refinamiento localmente finito de U.

Apliquemos la proposicion 1.3.4 para encontrar una particiéon de unidad
subordinada a O, digamos {p, }nen. Es decir, p,*((0,1]) C O, C U,. Defi-
namos f: X — Y, por

f(m) = an<x)yn

Copiando los argumentos explicados en la demostracién del lema 2.1.3, pode-
mos concluir que f es la funciéon buscada. O

Teorema 2.2.2. Si X es un espacio topoldgico, entonces los siguientes enun-
ctados son equivalentes:

(a) X es normal.
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(b) Todo portador i.s.c., ¢ : X — Q(R), admite una seleccion.

(c) SiY es un espacio lineal, localmente convexo, metrizable y separable, y
¢: X — 9Q(Y) es un portador i.s.c., entonces ¢ admite una seleccion.

Demostracion. (a) = (c). Como ¢(x) es un subespacio compacto, tenemos
que ¢(x) es un subespacio completo, para cada x € X. En estas condicciones,
la demostracion se sigue del lema 2.2.1, asi como el teorema 2.1.1, se sigue
del lema 2.1.3.

(¢) = (b). Es evidente.

(b) = (a). Sean A y B dos subespacios cerrados del espacio topolégico
X. Definamos ¢ : X — Q(R) por

1, six €A,
P(x) =<0, siz € B,
[0,1], en otro caso.

Por el lema 1.1.3, ¢ es un portador i.s.c. y por (b), existe una seleccién

f: X — R, de ¢. Sea

V=f70,1/2)) y U=f((1/2,1)).

Entonces AC U, BCV yUNV =10, lo cual prueba que X es normal. [

2.3. Portadores con dominio cero dimension-
al

En los dos teoremas anteriores, la convexidad ha jugado un papel es-
cencial. Ahora veremos que cuando el dominio del portador es ademas de
paracompacto, cero dimensional, es posible debilitar las hipétesis del rango
para obtener un teorema de seleccion en el cual no es necesario que ¢(zx) sea
convexo.

Si X es un espacio métrico, con métrica d, y B C X un subconjunto
arbitrario de X, denotaremos por S,.(B) al siguiente conjunto

Sr(B) ={z € X|d(xz,B) <r}.
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Lema 2.3.1. Sean X un espacio topolégico paracompacto y cero dimensional,
Y un espacio métrico, b un portador i.s.c. a los subconjuntos no vacios de
Y. Sir > 0, podemos encontrar una funcion continua f : X — Y con la
propiedad de que f(x) € S.((x)) para cualquier punto z € X.

Demostracion. Sea U, ={z € X |y € S,(¢(x))}. Entonces

Uy ={z € X [¢(x) N S (y) # 0}.

Como v es i.s.c., {Uy } ey es una cubierta abierta de X. Por ser X paracom-
pacto, existe un refinamiento R, localmente finito. Como X es cero dimen-
sional, podemos aplicar la proposicién 1.5.1 para encontrar un refinamien-
to disjunto W = {W,}aea de R. Para cada a € A, escojamos un punto
y(a) € Y, tal que W, C Uy(a) y definamos f : X — Y de la siguiente manera

flz) =yla), sixzeW,.

Como W es una cubierta disjunta, cada punto x € X pertenece a un tnico
elemento de W y por tanto f esta bien definida. Por otro lado, si x € X,
entonces existe y(a) € Y tal que

relW, C Uy(a)

y por lo tanto
f(@) =y(a) € Si(¢(x)).
Para finalizar la prueba, demostremos que f es continua.

Sea x € X,y V una vecindad de f(z) = y(«). Entonces W, es una
vecindad de x tal que

fWa) ={y()} CV,

de donde se concluye que f es una funcién continua.
O

Teorema 2.3.2. Sean X un espacio paracompacto y cero dimensional, y Y
un espacio métrico. Entonces todo portador i.s.c. ¢ de X a los subconjuntos
completos no vacios de 'Y admite una seleccion.

Demostracion. Al igual que el teorema 2.2.2 la demostracién se sigue del
lema 2.3.1, asi como el teorema 2.1.1, se sigue del lema 2.1.3. O

De este teorema se siguen los siguientes dos corolarios.
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Corolario 2.3.3. Sean X un espacio cero dimensional, yY un espacio métri-
co completo. SiT :Y — X es una funcion continua, abierta y suprayectiva,
entonces existe una funcion continua f : X — Y tal que T(f(x)) = x para
toda x € X.

Demostracion. Definamos ¢ de X en los subconjuntos cerrados de Y por

Asi, para cualquier abierto U C Y, se tiene que
T(U) = {o € X | ¢(x) U}

es abierto por la hipétesis del corolario. Consecuentemente ¢ es i.s.c. y por
lo tanto podemos aplicar el teorema 2.3.2 para encontrar una seleccién f :
X — Y de ¢. De la construccién de f se sigue que T'(f(x)) = x. O

Corolario 2.3.4. Sean X un espacio paracompacto, y cero dimensional, C
el espacio de los nimeros complejos, y g : X — C una funcion continua.
Siw : C — C es una funcion continua y abierta (en particular si w es una
funcién analitica) con la propiedad de que g(X) C w(C), entonces existe una
funcion continua f: X — C que hace conmutar al siguiente diagrama

x—2-cC
|

no
\

C

Demostracion. Definamos ¢ de X a los conjuntos cerrados no vacios de C
por

¢(z) = w™(g(x)).
La continuidad de w nos garantiza que ¢(x) es cerrado para toda x € X.
Demostremos que ¢ es i.s.c.. Sea U C C un subconjunto abierto y

V ={xe X|p(x)NU # 0}.

Entonces V = g 1 (w(U)), y como w es abierta y g es continua, se sigue que
V' es un conjunto abierto y por lo tanto ¢ es i.s.c..

Asi, podemos aplicar el teorema 2.3.2, para encontrar una seleccién f
de ¢. Claramente [ satisface w(f(x)) = g(z), y por lo tanto el corolario
esta demostrado. O
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2.4. Portadores con rango no metrizable

La metrizabilidad del rango en los teoremas anteriores la hemos usado
para poder construir una sucesién de funciones que convergen a la seleccion
buscada. En él siguiente capitulo, daremos un ejemplo de un portador i.s.c.
entre un espacio metrizable y los subconjuntos compactos y convexos de un
espacio vectorial localmente convexo no metrizable, el cual no admitira ningu-
na seleccion posible. Este ejemplo, elimina la posibilidad de que existiese un
teorema general de seleccion, para el caso de un portador i.s.c. entre un espa-
cio metrizable y un espacio vectorial localmente convexo. Entonces surge una
pregunta natural: bajo qué condiciones del rango y del dominio, es posible
dar un teorema de seleccién en el cual el rango no sea metrizable.

La busqueda de un teorema tal, estd motivada por la demostracién del
teorema de Dugundji: la existencia de un teorema de selecciéon entre un espa-
cio metrizable y un espacio vectorial localmente convexo nos proporcionaria
una nueva demostracién del teorema de Dugundji a partir de un teorema de
seleccion.

En el articulo [1] se demuestran dos teoremas que resuelven el caso en
que el dominio es paracompacto y el rango son los subconjuntos compactos,
convexos y no vacios, de el espacio Cy(I'), esto es, el espacio de todas las
funciones casi nulas definidas en un espacio discreto I'.

En esta seccién expondremos dos teoremas de seleccién para portadores
con rango no metrizable. La prueba es muy sencilla y requiere técnicas dife-
rentes a las usadas anteriormente.

Teorema 2.4.1. Sea X un espacio topoldogico paracompacto y'Y un espacio
vectorial de Hausdorff localmente convexo. Consideremos un portador ¢ :
X — 2Y di.s.c.. Supongamos que para todo x € X, existe una vecindad U, C
X y un conjunto finito de puntos A, = {ay...a,} C Y, tal que para todo
z € Uy,

o(z) = Conv{ay, ...a;, } C Conv{a;...a,},

donde {a;, ...a;, } C A,. Entonces ¢ admite una seleccion.

Demostracion. Llamemos A = |J A,. Para cada a € A, definamos el con-
reX
junto

U,={zr e X|aco()}
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Afirmamos que U, es abierto. En efecto, supongamos que x € U,. Conside-
remos una vecindad U, y un conjunto A, = {ay...a,} C A como en las
hipétesis del teorema.

Sea C = {Conv(C)| a ¢ Conv(C), C C A,}. Como A, es un conjunto
finito, la coleccion C es finita. Asi, el conjunto

Q=K

KeC

es unién finita de conjuntos compactos, y por lo tanto, () es compacto. Como
el espacio Y es Hausdorff, ) es un conjunto cerrado que no contiene a a. Asi,
podemos encontrar una vecindad W de a tal que W N Q = 0.

Como ¢ es i.s.c., el conjunto

V={z€X|p(z)NW #£ 0}

es abierto en X. Sea O = VN U,. Asi O es una vecindad de x. Demostremos
que O C U,. Para ello consideremos z € O y probemos que a € ¢(z).
Supongamos lo contrario, entonces ¢(z) = Conv(C), C C A, y a ¢ ¢(2).
Consecuentemente ¢(z) € C y por lo tanto ¢(z) N W = (. Luego, z ¢ V' y
por tanto z ¢ O. Esta contradiccién nos permite concluir que z € U,.

Asi, O C U, y por lo tanto = es punto interior del conjunto U,. Esto
prueba que U, es un conjunto abierto, como queriamos demostrar.

La coleccion {U, }sca es una cubierta abierta para X y por la paracom-
pacidad de este espacio, podemos encontrar un refinamiento localmente finito
V = {V.}uem de {Us}aea. Sea {p,}em una particién de la unidad subordi-
nada a V y escojamos para cada p € M, un punto a, € A, tal que

V., CU,,.
Asi, podemos definir la funciéon f : X — Y de la siguiente forma:

f@) =3 pule)a.

HEM

Por el lema 1.3.3, f es una funciéon continua. Ademads, si x € X, entonces
existen indices pu1, . .., u, € M, tal que para todo p # u; (coni € {1,...,n}),
pu(z) = 0. Asi, podemos ver a f(z) de la siguiente manera

f(:L‘) = Zpﬂi(x)aﬂi‘
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Pero para cada i € {1,...,n}, se cumple que
r eV, CU,,,
de donde a,, € ¢(x), paratodoi € {1,...,n}. Asi, f(x) es una suma convexa

de elementos de ¢(z) y aplicando la convexidad de este ltimo conjunto,
podemos concluir que f(z) € ¢(x), lo cual prueba que f es la seleccién
buscada. O

El segundo teorema que enunciaremos tiene la desventaja de que el do-
minio es metrizable y no paracompacto contrariamente al teorema 2.4.1, que
acabamos de demostrar. Sin embargo, este hecho nos permite ganar mucha
generalidad en cuando al rango y el comportamiento del portador.

Para el segundo teorema de seleccion haremos uso del teorema de Dugund-
ji, que enunciaremos a continuacion.

Teorema (Teorema de Dugundji). Sean X un espacio métrico y Y un
espacio lineal localmente convexo. Supongamos que A C X es un subconjunto
cerrado y f : A —'Y wuna funcion continua. Entonces f tiene una extension
continua; es decir, existe una funcion continua F' : X — Conv(f(A)) C Y
que hace el siguiente diagrama conmutativo:

oy
/1
//F
X

Para la demostracién de este teorema se puede consultar [4].

Teorema 2.4.2. Sea X un espacio métrico, Y un espacio localmente convexro
yo: X — C(Y) un portador i.s.c. Supongamos que para cada x € X, existe
una vecindad U, de x y un subespacio lineal y metrizable M, C Y tal que
para todo z € U, se cumpla que ¢p(z) C M,. Entonces ¢ admite una seleccion.

Demostracion. Para cada x € X, consideremos la vecindad U, como en las
hipétesis del teorema. Entonces {U,}.cx es una cubierta abierta para X.
Como X es paracompacto y haciendo uso de la proposicién 1.3.2 podemos
encontrar un refinamiento localmente finito, V = {V,, },c.4, tal que para cada
a € A, exista un punto z, € X con

Vo CVaCU,,.
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Asi, para cada a € A, consideremos el portador is.c. ¢l — 2Mza  Por
la descripcién de M, , podemos aplicar el teorema 2.1.1 y encontrar una
seleccion f, : Vo — M, CY, para Pl

Como V, es un subespacio cerrado del espacio métrico X, podemos
aplicar el teorema de Dugundji para encontrar una funciéon g, : X — Y
que extienda continuamente a f,.

Consideremos {p, }aca una particién de unidad subordinada a V' y defi-
namos f : X — Y de la siguiente manera

f(x) =) Pa(®)gal@).

acA

Por el lema 1.3.3, f es una funcién continua. Para terminar la demostracion,
falta verificar que f(z) € ¢(x), para cada x € X. Para esto, considermos
un punto arbitrario x € X. Entonces, existe un nimero finito de indices,
aq, ..., tal que para todo o # a; (con i =1,...,n), x ¢ V, y por lo tanto
Pa(z) = 0. Asi, podemos reescribir f(z) de la siguiente manera

F(£) = 3 pai(@)ga @)

Como Y pa(x) = D1 pa;(z) = 1, se sigue que f(x) es una suma convexa
acA
de los puntos g¢,,(x). Esto es

f(z) € Conv{ga, (), ... ga, ()}

Ahora notemos que =z € V,, y por lo tanto g¢,,(z) = fa,(x) € ¢(x). De
esta manera, podemos concluir que cada punto g,,(z) pertenece al conjunto
convexo ¢(x). Consecuentemente

f(x) € Conv{ga, (2), . - ga,(7)} C P(2),

como se queria demostrar. O



Capitulo 3

Contraejemplos

El propdsito de este capitulo es mostrar que algunas de las hipétesis de los
teoremas del capitulo anterior son esenciales. Para ello, nos gustaria hablar
un poco sobre el espacio [;(A) el cual ya ha sido brevemente introducido en
la demostracion del teorema 2.1.1, (b) = (a). Consideremos un conjunto A
arbitrario y definamos

h(4) = {y: A= RS Jy(a)| < oo},
acA
Para que la expresion Y |y(a)| < oo tenga sentido, necesitamos que y(a) = 0

acA
para toda a € A salvo una cantidad a lo méas numerable. Con la suma y

la multiplicacién por escalares reales, el conjunto [;(A) se convierte en un
espacio vectorial.

Ademaés podemos definir la funcién || - || : [;(A) — R dada por
lyll =Y ly(a)l,
acA
la cual define una norma en [1(A). Asi, el espacio (I;(A), || - ||) es un espacio

de Banach (ver [2]).

3.1. La completitud

El primer ejemplo que veremos nos mostrara que la completitud es una
condicion esencial en los teoremas 2.1.1 y 2.2.2, como lo veremos en el siguien-
te contraejemplo.

93
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Sea X = [0,1] y Z = QN [0,1]. Como Z es un conjunto numerable,
podemos suponer que los elementos de Z estan numerados de la siguiente
manera;

Z = {Zn}nGN'

Consideremos el siguiente subespacio de [;(2),
Y ={y € li(Z)|y(z) = 0 para todo z € Z salvo una cantidad finita}.
Sea C' el conjunto definido por
C ={y e€Yly(z) > 0 para toda z € Z},

y construyamos ¢ : X — 2 de la siguiente forma:

C, size X\ Z,
o(z) = 1 S
CN{yeYly(z) >}, siz=z,.

Primero verifiquemos que ¢ es i.s.c.. Sean x € X, y € ¢(x) y V una vecindad
arbitraria de y. En virtud de la proposicion 1.1.2, basta encontrar una vecin-
dad U de z tal que para toda 2’ € U, ¢(2') NV # (. Consideremos € > 0, tal
que

B(y,e) C V.

Entonces existe ng € N, tal que nio < €. Definamos U de la siguiente forma:
U=X\{z1,-,2n }

Veamos que U es la vecindad buscada. Sea ' € U. Si 2’ € X \ Z, entonces
¢(z") = C. Como y € C, es claro que y € ¢(z’). Consecuentemente, y €
o(2") NV, Por otro lado, si 2’ € Z, entonces x’ = z, para alguna n € N. Por
la definicién de U, n > ng. Consideremos y € Y, dada por

(2 = y(z)+% siz=z,
7 {y<z> i 2

Es claro que § € ¢(z'). Ademas

Iyl = 3" lo(z) — =) = <=

z2€Z
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Por lo tanto § € ¢(z")NB(y,e) C ¢(z")NV. De esta manera queda demostrado
que ¢ es i.s.c.

Ahora notemos que para cada r € X, ¢(x) es un conjunto cerrado.
Copiando algunos de los argumentos descritos en la demostracion del teo-
rema 2.1.1 (b) = (a), se verifica que C' es un subconjunto cerrado y convexo
y por lo tanto ¢(z) € F(Y) para todo x € X \ Z.

Nos faltaria demostrar que el conjunto

Gr =1y € Vly(z0) > 1)

es cerrado y convexo. Sea (Y, )nen Una sucesioén contenida en Gy. Supongamos
que (Yn)nen converge a un punto y € Y. Siy(z;) < ¢ podemos encontrar una
M € N tal que para toda n > M se cumpla que

1
== y(2) > e — vl

En este caso, tendriamos que

1

== () > lon(a) — y(z] = () — ylz) > 1 — y(a0)

k

Esta contradiccién nos garantiza que y(zx) > % y por lo tanto y € Gy. Asi, Gi
es un conjunto cerrado para cualquier k& € N. Entonces, six € Z, x = z, para
alguna n € N. Consecuentemente, ¢(z) = ¢(z,) = C NG, es la interseccién

de dos subconjuntos cerrados y por lo tanto es cerrado.
n
Ahora demostremos que G}, es convexo para cada k € N. Sea y = > \y;
i=1
una combinacion convexa de elementos de GG,. Entonces

n

Ademds, para cada 4, y;(z,) > . Asi,
3 —~ A\ 1 1
y(a) =D Awi(a) 2D T =7 N=1.
=1 i=1 i=1

Asi, podemos concluir que y € G}, y por lo tanto éste conjunto es convexo.
De esta manera, si x € Z, entonces x = z,, para algun natural n. Entonces
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o(z) = CNG, es la interseccién de dos subconjuntos convexos y por lo tanto
es convexo.

Sin embargo ¢(x) no es completo. Para ver esto, basta demostrar que C
no es completo. Consideremos la sucesion (y,)nen dada por

1 .
Sm  SIm <n,
yn(zm) =
0 en otro caso.

Notemos que

[e%¢) n—1
Hyn - yn—l” = Z |yn(zl) - yn—l(zi)| - Z
=1 =1

Asi, (y,) es una sucesién de Cauchy. El limite de esta sucesién, seria la funcién
definida por y(z,) = 2% Pero y no pertenece ni siquiera a Y, puesto que es
mayor que cero para toda z € Z. Asi, C' no es un conjunto completo. Este
hecho, nos trae una consecuencia importante: ¢ no posee ninguna seleccién.
Veamos porqué.

Supongamos que ¢ posee una seleccion f : X — Y. Notemos que para
cada z, € Z, y para cada y € ¢(z,), se tiene que ||y > |y(z,)| > +. Asi,

1

20 2

+1_1
on - on’

1 za)ll > 1f (zn)](z0) =

S|

Por la continuidad de f, existe una vecindad U, de z,, tal que si z € U,
entonces || f(z) — f(za)|| < . De este modo,

% >[I f(x) = F(z)ll 2 |[f (@)](z0) = [F(z0)](20)]-
Pero [f(2,)](z,) > <, por lo que
[f(2)](z,) >0, para toda z € U,. (3.1)

Como X es un espacio regular, para cada n € N, podemos encontrar una
vecindad V,, de z,, tal que

2n €V, CV, CU,.
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Construyamos inductivamente una subsucesion (z,, Jken que cumpla con la
siguiente propiedad:

k—1
Zne € [ Var \{Znss - 20 - (3.2)
i=1
Para £k = 1 tomemos n; = 1. Para £ = 2, podemos escoger un punto
Zny, € (ViNZ)\ {zn, }. Supongamos que existen puntos zy,, . .. z,,, los cuales

satisfacen (3.2). Entonces, por hipdtesis de induccién

k—1
2y € <ﬂ vm) NV,
=1

k
por lo que () Vj,, es un conjunto abierto no vacio y por tanto podemos en-
i=1
contrar un racional z,, ., que verifique (3.2).
Consecuentemente, {V, },en es una familia centrada de subconjuntos cer-

rados y como [0, 1] es compacto, existe un punto z tal que
Xo € ﬂ Vn

Por 3.1, [f(z0)](2zn,) > 0 para toda k € N. Pero esto es una contradiccién, ya
que sdlo existe un nimero finito de puntos z € Z, para los cuales [f(z0)](z) >
0. Asi, podemos concluir que ¢ no posee ninguna seleccién.

De este modo, podemos concluir que la completitud de los conjuntos ¢(x)
es una condicion esencial en el teorema 2.1.1.

3.2. La metrizabilidad del rango

En esta seccion presentaremos un ejemplo de un portador ¢ cuyo do-
minio es metrizable y su rango son los subconjuntos compactos y convexos
de un espacio lineal no metrizable, pero de manera que ¢ no admita seleccion
alguna.

El propésito serd mostrar lo esencial de la metrizabilidad del contrado-
minio en los teoremas de Michael.

Antes de construir nuestro ejemplo revisaremos algunos conceptos y re-
sultados de andlisis que nos seran de gran ayuda.
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Sea L un espacio lineal. Se dice que una funcion T : L — R es una
funcional si es una funcion lineal. Denotaremos por L* al conjunto de todas
las funcionales definidas en L. L* es un espacio vectorial que recibe el nombre
de espacio conjugado. Denotemos por I' al siguiente conjunto:

I ={T"YU)|T € L*, U es abierto en R}.

Sea w la topologia generada por I' como sub-base. Esta topologia recibe el
nombre de topologia débil o w-topologia y es la topologia mas débil que hace
continuas a todas las funcionales T' € L*.

Proposicién 3.2.1. Sea X es un espacio topoldgico y h : X — (L,w) una
funcion cualquiera a un espacio lineal provisto de la topologia débil. Entonces
h es continua si y solo si T oh : X — R es continua para todaT" € L*.

Demostracion. Evidentemente, si h es continua, para cualquier T € L*, la
composicion T o h es continua.

Supongamos que h es una funcién tal que T o h es continua para toda
T € L*. Consideremos G C L; un abierto sub-basico. Entonces G = T, (Uj)
para algtin abierto Uy C R y para alguna funcional Ty € L*. Entonces

h™H(G) = h™{(T5(Un)) = (Ty o h) "} (V).

Por la hipétesis del enunciado, Tyoh es continua. Asi, h1(G) = (Tyoh) 1 (U)
es abierto en X y por lo tanto h es una funciéon continua, como se queria
demostrar. O

Teorema 3.2.2. Sea (x,)nen una sucesion en un espacio topoldgico vectorial
L. Entonces (x,)nen converge a un punto xy en la topologia débil de L siy
sélo si la sucesion (T(xy,))nen converge a T(xg) en R, para toda T € L*.

Demostracion. Supongamos que existe un punto zg € L tal que la sucesién
(Zn)nen converge a xo. Sea T' € L*. Como la topologia débil hace continua a
la funcién T, podemos garantizar que (T'(x,,))nen converge a T'(zp).

Ahora supongamos que (T'(z,,))nen converge a T'(zg) para toda T' € L*.
Sea W una vecindad de zy en la topologia débil de L. Entonces existen
funciones 11, ...T) € L* y abiertos Uy, ... Uy de R, tales que

k
v €V =T, (U;) C W.

i=1
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Para cada i € {1,...,k}, existe un nimero natural N;, tal que para todo
n > N, se tiene que T;(z,) € U;. Consideremos

Entonces, si n > Ny se tiene que, T;(z,) € U; para toda i € {1,...,n}.
Consecuentemente,

x, € T; 1 (U;), paratodai€ {1,...,n}.

De este modo, podemos concluir que si n > Ny, entonces x,, € V C W. Por
lo tanto, (z,),en converge a xy como se queria demostrar. O

Cuando L es un espacio normado (con norma || - ||) diremos que una

sucesion (x,,)nen converge fuertemente a xg € L, si

lim ||z, — 20| = 0.

n—oo
Por otro lado, diremos que (,)neny converge débilmente a xg, si (Z,)nen
converge a xo en la topologia débil de L.

Es facil ver que la convergencia fuerte siempre implica la convergencia
débil. Aunque el reciproco no siempre es verdad, hay ciertos casos en los que
si ocurre.

Ahora estamos en condiciones de construir nuestro contraejemplo. Con-
sideremos

Y=L(N)={y= (.o )y €R, Y _ |yl < oo}
i=1

provisto de la topologia débil. Este espacio es un espacio lineal localmente
convexo y no metrizable, pero en el cual la convergencia débil si implica la
convergencia fuerte (ver [2]).

Llamaremos [, al espacio vectorial de las sucesiones acotadas, esto es

loo = {x = (21,29, ... )|existe M tal que x, < M, para todo n € N}.
En este caso, para cualquier T' € Y™*, existe un vector w € [, con la

propiedad de que

T(y) = anyn, para todo y € Y,

n=1
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donde w = (w1, wa,...) y y = (Y1,Y2,---)-
Sea aN la compactacion de Alexsandroff de los naturales y denotemos
por oo al residuo. Entonces aN es un espacio metrizable y cero dimensional.
Consideremos ¢ : aN :— 2Y el portador dado por

b(z) = {{y = (o un 1/2,0,0, IS Il €1/2) siz=n,
{0=1(0,0,...)}, sl z = 00.

Notemos que para todo z € aN, ¢(z) es convexo. En efecto, si z = oo,
es evidente que {0} es un conjunto convexo. Por otro lado, si z = n, y
y=>." ANy’ es una suma convexa de elementos de ¢(n), donde

yi:(yi,...,y;,l/Q,0,0,...)yy:(yl,...,yn,...),

entonces,
D= D M=) ) A= N) <) g =1
j=1 j=1 i=1 i=1 j=1 i=1 =1 i=1

Por otro lado, como la cordenada n + 1-ésima de cada y’ es 1/2, se tiene que
_Xm:)\, i _i/\l_l
Yn4+1 = cn Zyn—i-l - - z2 - 2

Asi, el punto y es de la forma y = (y1,y2 ... Yn, 1/2,0,0...) con > y; < 1/2,
j=1

y por lo tanto y € ¢(n).
Ademads ¢(n) es compacto. Para percatarnos de ello, notemos que el con-
junto

B, ={z e R"" |z = (21,...,7,,1/2), Z |z;| < 1/3},
i=1

es compacto por ser cerrado y acotado en R™!. Consideremos la funcién
h: B, — Y dada por
h((x1,..., 20, 1/2)) = (21,...,2T4,1/2,0,0...).

Notemos que la funcién h es continua. En efecto, si T' € Y*, entonces existe
w = (wy,ws,...) € ly, tal que

T((y1,y2,--.)) = anyn.
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De este modo, la funciéon T o h : B, — R esta dada por

n w,
h((ml,...xn,l/Z)):Zwixi + TH,
i=1

la cual es una funcién continua. En estas condiciones, podemos aplicar la
proposicion 3.2.1 y concluir que h es continua. Consecuentemente,

¢(n) = h(Bn),

es un subconjunto compacto, como queriamos demostrar.

Probemos que ¢ es un portador i.s.c.. Sea z € aN, y € ¢(z2),y V C Y una
vecindad de y en la topologia débil de Y. Por la proposicién 1.1.2, es suficiente
encontrar una vecindad U de z tal que para todo z € U, ¢(x) NV #£ .

Si z # oo, entonces y # 0, por lo que podemos encontrar una vecindad
dey, WCY, talque W CVy0¢W. Asi, el conjunto

U ={x € aN|p(x) "W # 0}

no contiene al punto co y por lo tanto es una vecindad abierta de z en aN.
De este modo, para todo x € U,

dx) NV £ 0.

Si z = 00, entonces V' es una vecindad de 0 en la topologia débil de Y.
Por esto, existe € > 0 y funcionales T7,...Ty € Y™, tales que

Sabemos que para cada Tj, existen un vector w; = (w},ws,...,) € s, tal
que

E(y) = Zw;yja Y= (y17y27 < ) € Y
j=1

Consideremos la funcién Q : Y — R¥ dada por

Q = Ai‘€=1Tz‘~



62 CAPITULO 3. CONTRAEJEMPLOS

Entonces @) es el producto diagonal de funciones continuas y por lo tanto @
también es continua. Sea C), el siguiente conjunto

Co={yeYly=(y, ...y 0,0...), > |yl <1/2}.
Es claro que Q(C,,) C Q(Cy,), si n < m. Ahora consideremos el conjunto
K= U Q(C,) C R
neN

K es un subconjunto cerrado del espacio euclideano R¥. Ademés, si

u = max {sup\u 1},
e{1,..

para cada y € C,,, se cumple que

L)l =1 _wiys| < D lwjysl < ulysl < 50 v =(u,pe,...) €Y.
j=1 j=1 Jj=1
k
Asi, si B = [][-u/2,u/2] C R* es evidente que Q(C,) C B para toda

=1
n € N. Por lo tanto o
K C B=B,

de donde podemos concluir que K es un subconjunto cerrado y acotado del
el espacio euclidiano R¥, y por lo tanto K es compacto. Consecuentemente,
existe nyg € N tal que para cada n > ng y para cada y € C,, existe yo € C,
que satisface la siguiente desigualdad

|Ti(y) — Ti(yo)| < e, paratodaie {l,...k}. (3.3)

Sea U = {n € N|n > ny} U {oc}. Entonces U es una vecindad de oo en aN.
Veamos que U es la vecindad buscada. Sea n € U. Consideremos el punto

y=1(0,...,0,1/2,0,0...) €Y,

donde 1/2 se encuentra en la n + 1-ésima coordenada. Entonces existe yy €
Cy, de manera que se satisface la desigualdad (3.3). Definamos § = y — yo.
Entonces ¢,,1 = 1/2; ademsés,

;g;; Y = :g:: yoz =~ 2
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Por lo tanto, § € ¢(n). Ademés, para cada i € {1,...,k}, se tiene que
ITi(0)| = |Ti(y = wo)| = ITi(y) — Ti(wo)| <&
Consecuentemente, § € T, '((—¢,¢)) para cada i € {1,...,k}. Por lo tanto
g€ WnNon) CVNon).

Asi, queda demostrado que ¢ es i.s.c..

Para concluir nuestro ejemplo, veamos que ¢ no admite ninguna seleccion.
Supongamos lo contrario, entonces existe f : aN — Y una funcién continua
tal que f(z) € ¢(z) para todo z € aN — Y.

Como la sucesién (n),en converge a 0o en aN, por la continuidad de f se
tiene que f(n) converge débilmente a f(co) = 0. Pero en Y la convergencia
débil implica la convergencia fuerte, por lo que (f(n)),en converge en norma
a 0. Esto es,

Tim |£(n)]| = 0.

Pero cada f(n) € ¢(n), de donde podemos observar que f(n) es de la forma
f(n)=(,...yr,1/2,0,0...), con z”: lyt| < 1/2.
i=1
Consecuentemente, para cada n € N, se cumple que
L ()]l = ilyfl +1/2>1/2.
i=1

Asi, lim ||f(n)|| > 1/2 > 0. Esta contradiccién nos permite concluir que ¢
n—oo

no admite ninguna seleccioén, y por lo tanto los teoremas 2.1.1, 2.2.2 y 2.3.2
son falso si les quitamos la hipétesis de que el rango sea metrizable.
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Capitulo 4

Aplicaciones

Como el titulo indica, en este capitulo expondremos algunas de las apli-
caciones de los teoremas de selecciones.

4.1. Teorema de Bartle-Graves

La primera aplicaciéon que veremos, es la demostracion del Teorema de
Bartle-Graves con ayuda del teorema 2.1.1 y del teorema de la funcién abierta
el cual expondremos en breve.

Diremos que un espacio topolégico X es un espacio de Baire siempre
y cuando se satisfaga la siguiente propiedad:

(1) Si {B,}nen es una familia numerable de subconjuntos cerrados de X tal
que |J B, tiene interior no vacio, entonces existe m € N tal que B,,

neN
tiene mterior no vacio.

Existen muchas equivalencias a la propiedad (1). Por ejemplo,

(2) Cualquier unién numerable de subconjuntos cerrados con interior vacio
tiene interior vacio.

(3) La interseccién numerable de subconjuntos abiertos y densos en X es
densa en X.

Hay muchos ejemplos de espacios de Baire, para conocer algunos conviene
enunciar el siguiente teorema.

65
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Teorema 4.1.1 (Teorema de la categoria de Baire). Todo espacio métri-
co completo es un espacio de Baire.

Para su demostracién, se puede consultar [8].

Como consecuencia de este importante teorema, tenemos que todos los
espacios de Banach son espacios de Baire. Este hecho jugara en papel funda-
mental en el teorema de la funcién abierta, como veremos a continuacion.

Teorema 4.1.2 (Teorema de la funcién abierta de Banach-Schauder).
Sean X y Y espacios de Banach. S1 T : X — Y es una funcion continua,
lineal y suprayectiva, entonces T es abierta.

Demostracion. Definamos

Dr(y) ={zeY| [ z=yll<r},

B, ={z € X| ||z| < a}.

Afirmacién 1: Existe a > 0 tal que

Dy(0) C

S

(B&)v

donde 0 denota el origen de Y.
Como T es una funcién suprayectiva, tenemos que

Y:Gﬂ&)

Ademads, como Y es de Banach, por el teorema 4.1.1, Y es un espacio de
Baire. En estas condiciones, podemos encontrar m € N tal que T'(B,,) tiene
interior no vacio.

Por otro lado, como T es lineal y B,, es convexo, se tiene que T'(B,,) es
convexo y por lo tanto T'(B,,) también lo es. Ademds, observemos que B,,
es un subconjunto simétrico, esto es, B,, = —B,,. Asi,

por lo que T(B,,) es un subconjunto simétrico y consecuentemente 7'(B,,)
también lo es.
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Escojamos y € Y y 3 > 0 tales que
Ds(y) C T(Bn).

(z+y) —y||< By por tanto

T(Bn)

Sea z € Y tal que || z ||< 5. Entonces ||
z+y e T(Bn).

—y [|[< B, por lo que

Anélogamente, || (y — z)
y—2z€T(By).

Aplicando la simetria de T'(B,, ), podemos concluir que z—y € T'(B,,). Ahora
bien, como T'(B,,) es convexo, tenemos que

zZ+y zZ—y
= € T'(Bn),
z 5 T3 (Bin)

demostrando asi que Ds(0) C T(B,,). Tomemos o = m/3. Entonces, si
y € D1(0), tenemos que

1Byl = Bllyll € Ds(0),

T (Bgsa). Consecuentemente, por la linealidad de
y por lo tanto

por lo que fy € T(B,,) =
la funcién T se tiene que y € T'(B,)

D1(0) C T(B.,).

Afirmacién 2: D;(0) C T(Ba,)- Seay € Y. Construiremos inductivamente
una sucecion (Y, )nen en 7'(B,), tal que para toda n € N, se cumpla que

ly = 2" Dy <27
k=1

Sea y € D;(0). Por la afirmacién 1, sabemos que y € T'(B,). Asi, podemos
asegurar que B(y, 1) NT(B,) # 0. En otras palabras, existe y; € T(Ba), tal
que || v —un |I< % Supongamos que yi,Ys,--.,Y, han sido construidas.

Entonces
| 2"(y 22 E=Dy ) 1< 1,
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por lo que 2"(y — Y r_, 2= =Yy, ) € D1(0) C T(B,). De esta manera, existe
Ynt1 € T(B,), tal que

C 1
2" (y — ZZ F D) = Yoir || 5
k=1
Pero
n n+1
128y =" 275 ) — g 1=l 27 = D 27 F Dy |,
k=1 k=1

por lo que el punto ¥, es el punto buscado, lo cual completa la construccion
por induccion.
Ahora bien, por la continuidad de la norma,

Jim [y~ 3270V, =]y~ lm 32 ¢y, |
k=1 k=1

Sin embargo,

Iy =) 27"y <27,
k=1

por lo que

Iy = lim 32y =y — 326Uy < lim 2 =0,
k=1 k=1

Asi, y = Y, 276y,
Para cada n € N, escojamos z,, € B, tal que T'(z,) = y,. Como || z, ||<

o, tenemos que
| 2-=Yg, |I< 2-Va

Y

y por el criterio de Waierstrass, la serie >~ | 92—z converge a un pun-
to que llamaremos x. Aplicando nuevamente la continuidad de la norma,
tenemos la siguiente desigualdad:

2l 35270 | 2, < 3270 V0 = 20,
n=1 n=1
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Como T es una funcién lineal,

n n

T(Y 2 ¢ V) = 2 T(@) = Y 2 ¢y,
k=1

k=1 k=1

Y como T es una funcién continua, tenemos que
y = lim Z 2~ k=g = T(1lim Z 2=y = T(x).

Pero & € By, por lo que y € T(Ba,), como se queria demostrar.

Afirmacién 3: T es una funcién abierta.
Sea U un subconjunto abierto y no vacio de X. Siy € T(U), existe z € U
ye>0,talque T'(z) =y y

{zeX|||z—z|| <e}CU.
De esta forma, B. C U — x, y por lo tanto
T(B.) CTWU —2)=TU) — T(x).
Aplicando la afirmacién 2, podemos asegurar que
D%(()) CT(B:) cTU)—-T(x).
Consecuentemente,
Di(()) +T(x) =Dc (T(x)) C T(U).

Asi, podemos ver que T'(z) es punto interior de T'(U) y por lo tanto T'(U) es
un conjunto abierto, como se queria demostrar. O

Corolario 4.1.3 (Teorema de Bartle-Graves). Sean X y Y espacios de
Banach, yT : Y — X una funcion continua, lineal y suprayectiva. Entonces,
podemos encontrar una funcion continua f: X — Y tal que

To f(x) ==z, para todo x € X.
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Demostracion. Definamos ¢ : X — 2¥ por
$z) =T ()

Como T es una funcién continua, ¢(z) es cerrado para todo x € X. Por otro
lado como T es una funcién lineal, ¢(x) es un subconjunto convexo para todo
r e X.

Por el teorema 4.1.2, la funcion T es abierta. Consecuentemente, si U C Y
es abierto en Y, entonces T'(U) es abierto en X. Sea

V ={x e X|p(x)NU # 0}.

Asi, x € T(U) siy s6lo si existe un punto y € U tal que T'(y) = x, lo cual
sucede si y solo si
T Y x)nU # 0.

De este modo, podemos concluir que V' = T'(U) es abierto en X, y por lo
tanto ¢ es i.s.c.. Como X es un espacio de Banach, X es paracompacto. Asi,
aplicando el teorema 2.1.1, podemos encontrar una selecién de ¢, f : X — Y.
Como f(x) € T7!(x), tenemos que T(f(z)) = z, por lo que f es la funcién
buscada. O

4.2. Caracterizacién de la paracompacidad

El enunciado del teorema 2.1.1 lleva consigo una caracterizacién de la
paracompacidad interesante. Ahora usaremos nuevamente este teorema para
dar otra caracterizacion de la paracompacidad: mostraremos que un espacio
es paracompacto si tiene suficientes subespacios cerrados paracompactos.

Sea X un espacio topoldgico. Diremos que una coleccion B de subcon-
juntos cerrados de X domina a X, si cubre a X y se cumple la siguiente
propiedad:

P1 : Un conjunto A C X es cerrado en X si existe una subcoleccién By C B
tal que

1. Ac U B,
BeB;

2. AN B es cerrado para todo B € B;.

Si B domina a X y By C B es una subcoleccién arbitraria, entonces las
siguientes dos propiedades son consecuencia de la definicion:
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Propiedad 1. |J B es cerrado.
BeB;

En efecto, si hacemos A = |J B, claramente B; cubre a A,y ANB =
BeB;
B es cerrado para todo B € B;. Luego, como B domina a X, por P1

podemos concluir que A es cerrado en X.

Propiedad 2. Si Y es un espacio topolégicoy f: |J B — Y es una fun-
BeB;

ci6én tal que f|p es continua para cada B € B; entonces f es continua.

Para ver esto, tomemos C' C Y un subconjunto cerrado. Entonces

o= rens=J rs©).

BeB, BeB;

Como f|5'(C) es cerrado para todo B € By, se sigue de P1 que f~1(C)
es cerrado, y por lo tanto, f es continua.

Ahora estamos en condiciones de enunciar y demostrar el teorema prin-
cipal de ésta seccién.

Teorema 4.2.1. Sea X un espacio topolégico. Entonces los siguientes dos
enunciados son equivalentes:

(a) X es paracompacto.
(b) X es dominado por una coleccion de subconjuntos paracompactos.

Demostracion. (a) = (b). Si X es un espacio paracompacto, entonces la
coleccién B = {X} domina a X y su unico elemento es un subconjunto
paracompacto.

(b) = (a). Sea B una coleccién de conjuntos paracompactos que domina
a X. Consideremos cualquier espacio de Banach Y y sea ¢ : X — C(Y)
cualquier portador i.s.c.. En virtud del teorema 2.1.1, para demostrar que X
es paracompacto basta demostrar que ¢ admite una seleccién.

Sea € la clase de todas las parejas (C, h), donde C C By h es una seleccién
para ¢| |j ¢. Diremos que (C,h) = (D, g) si

cec

CcDyyglyc=nh

cecC
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Es facil ver que < es una relacién de orden en €, por lo que (€, <) es un con-
junto parcialmente ordenado. Consideremos & = {(G,, ha)}aca una cadena
en € y demostremos que & tiene cota superior. Sea

H:Uga~

acA

Es claro que G, C H para todo « € A. Ahora definamos h: |J H — Y por
HeH

h(z) = ho(z) si z € G € G, paraalguna o € A.

Como & es un conjunto linealmente ordenado, la funcién h estd bien definida.
Ademéds, por la propiedad 2, h es continua. Asi, (H, ) es una cota superior
de &.

En estas condiciones podemos aplicar el Lema de Zorn para encontrar
un elemento maximal (Co, ko) de €. Para completar la demostracién, basta
demostrar que Cy = B. Supongamos que no, entonces existe un conjunto
B € B tal que B ¢ Cy. Consideremos el siguiente conjunto

B’:Bm(ﬂo).

CeCo

Entonces hy| g es una seleccién para ¢|g. Como B es paracompacto, podemos
aplicar el teorema 2.1.1 y la proposicién 1.1.4, para encontrar una seleccién
g de ¢|p tal que g|p = holp'.
Asi, podemos formar la familia C; = CoU{B} y la funciéon h, : |J C =Y
CceCy

definida por

ho(z), size |J C,

hl(l‘) — CECO
g(x), sizé€ B.

Evidentemente (Co, hg) = (C1, h1) pero (Ci, h1) £ (Co, ho). Como lo anterior

contradice el hecho de que (Cp, hy) es un elemento maximal de €, podemos
concluir que Cy = B, y por lo tanto hg es seleccion para ¢|ﬂBeBB = ¢. O

Un corolario importante de este teorema es el hecho de que todos los
complejos simpliciales son paracompactos. Antes de demostrarlo, recordemos
brevemente cémo esta constituido un complejo simplicial.
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Un conjunto de puntos de la forma

n=1

A" = {(Il,LEQ, Ce ,LIZ‘nJrl) S ]RnJrl’ ZT; Z 0, Yy Z‘T% = 1} C RnJrl
i=1

recibe el nombre de simplejo estandar (o en posicién estandar) de dimen-
sién n. El simplejo A™ puede ser considerado como un espacio topolégico si
se le asigna la topologfa inducida de R"*!.

Si S es un espacio homeomorfo a un simplejo estandar, lo llamaremos
simplemente, simplejo.

Diremos que X es un complejo simplicial si existe una coleccion {S, faea,
tal que

. X=U S..

acA

2. S, es un simplejo para todo a € A.

3. Para cualesquiera dos conjuntos S,,, Sa, € {Sa}aca se tiene que

Say N Say € {Sataca.

Hay varias formas de topologizar a un complejo simplicial. A nosotros nos
interesa la topologia débil o topologia CW, la cual esta constituida por
la siguiente coleccion

{U C X|UNS, es abierto en S, para todo o € A}.

Con esta topologia, un subconjunto A C X es cerrado en X si y solo si
ANS, es cerrado para todo o € A.

Corolario 4.2.2. Todo complejo simplicial provisto de la topologia CW es
un espacio paracompacto.

Demostracion. Sea X un complejo simplicial. Entonces existe una coleccién
S = {Sa}aca de simplejos, tales que X = UyeuSa, v de manera que la
interseccién de cualesquiera dos elementos de S pertenece a S.

Notemos que para todo S, € S, S es homeomorfo a un subconjunto de
algiun espacio euclidiano. De este modo, S, es metrizable y por lo tanto es
paracompacto.

Ademas, la topologia CW en X nos garantiza que la familia & domina
a X. Asi, podemos aplicar el teorema 4.2.1 y concluir que X es un espacio
paracompacto. ]
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4.3. El teorema de Extension de Dugundji

Esta seccién representa el motivo original de esta tesis: la demostracién
del teorema de extensién continua de Dugundji a partir de un teorema de
seleccion. Haciendo uso del teorema 2.1.1, probaremos dos teoremas de exten-
sion, uno de los cuales constituye un caso particular del teorema de Dugundji.
Después usaremos el teorema 2.4.1 para mostrar que es posible dar una de-
mostracion del teorema de Dugundji en su forma mas general a partir de un
teorema de seleccién.

Teorema 4.3.1. Sea X un espacio paracompacto yY un espacio de Banach.
Entonces Y € AE(X).

Demostracion. Sea A C X un subconjunto cerradoy f : A — Y una funcién
continua. Por el teorema 2.1.1, cualquier portador i.s.c. ¢ : X — C(Y') admite
una seleccion. Pero Y es de Banach, por lo que que Y € C(Y'). Ademas, C(Y)
contiene a todos los subconjuntos de un sélo punto. Asi, podemos aplicar la
proposicién 1.1.5 y concluir que Y € AE(X). O

Sea X un espacio topolégico y G C X un subconjunto abierto. Conside-
remos una cubierta abierta U = {U,},em de G. Se dice que U es una cu-
bierta canodnica de G si se satisfacen las siguientes dos condiciones:

1. U es localmente finita en G.

2. Para todo a € X \ G, y para cualquier vecindad abierta V' de a, existe
una vecindad W de a, con W C V, tal que si U, N W # 0, entonces
U.CcV.

Haremos uso del teorema de Stone, para demostrar la siguiente propiedad
de los espacios métricos.

Teorema 4.3.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Para cualquier subconjun-
to abierto G, existe una cubierta candnica U = {U,}em de G. Mds atin,
podemos encontrar puntos a, € X \ G, tal que para todo x € U,

d(z,a,) <2(x, X\ G).

El par ({U,},{a.})uem recibe el nombre de sistema de Dugundji.
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Demostracion. Si X = (G, cualquier cubierta localmente finita de X sera una
cubierta candnica. Supongamos entonces que

A=X\G#£0.

Para cada z € G, llamemos B, a la bola de centro en z y radio 1d(z, A).
Claramente B, C G; ademds, {B,},ec es una cubierta abierta de G, el
cual es un subespacio métrico. Por el teorema 1.4.4, podemos encontrar un
refinamiento localmente finito, U = {U, }.em, de {Bs }zca-

Demostremos que U es una cubierta canénica. Seaa € Ay V una vecindad
abierta de a. Como X es métrico, existe 6 > 0 tal que

B(a,0) C V.

Necesitamos encontrar una vecindad W de a, tal que si WNU, # (), entonces
U, C V. Propongamos W = B(a, 335)

Sea u € M tal que U,NW # 0y x € U,NW. Sabemos que existe y € G
tal que U, C B,. Aplicando la desigualdad del tridngulo, tenemos que

30 1
ﬂmwéﬂm®+ﬂ%w<gﬁqﬂAw

30 1
< —+-d .
Asi, podemos concluir que
46
d(a,y) < T

Por otro lado, si z € Uy, entonces z € B,. De este modo,

46 1
ﬂm@ﬁdwyﬂﬂww%<g+zﬂ%m

46 1 45 6
< —+-d — + - =0.
< 5+4 (y,a) < 5+5
Es decir, z € Bs(a) C V. En otras palabras, U, C V para todo U, tal que

U, NW #0.
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Para completar la prueba, debemos encontrar puntos a, € A, tal que
d(z,a,) < 2d(x,A) para todo x € U,. Sabemos que para cada pu € M, exite
un y, € G, tal que U, C B,,. Sea a, € A, cualquier punto que satisfaga la
siguiente desigualdad

5
d(au7yu> < Zd(Aayu)'
Tomemos x € U,. Por desigualdad del tridangulo, tenemos que
d(x, a,) < d(z,y,) + d(y,, a,)
1 5

= _d(A7 y#)‘

DO W

Por otro lado,

A(A ) < d(A ) + d(r, ) < d(A ) + 7d(A,3,).

Es decir, d(A,y,) < 3d(A,z). Uniendo estas dos desigualdades, obten-
emos que

d(r,0,) < Sd(Ay,) < 2

QO | W~

d(A,x) = 2d(A, z),
que es lo que se queria demostrar. |

Teorema 4.3.3. Sea X un espacio métrico y'Y un espacio topologico lineal,
localmente convexo y metrizable. Entonces Y € AFE(X).

Demostracion. Sea A C X un subconjunto cerradoy f : A — Y una funcién
continua. Por el teorema 4.3.2 podemos encontrar un sistema de Dugundji,
({U,}.{a.})uem, asociado a X \ A. Para cada x € X \ A, consideremos el
conjunto

Q(z) = {p € Mlz € Uy},

y definamos ¢ : X — C(Y) de la siguiente manera:

M@:{U@ﬂ i € 4,
Conv({f(a,)lu € Q@)}) sizeX\A
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Como {U,}.em es una cubierta localmente finita de X \ A, para cada
x € X \ A, el conjunto de indices Q(x) es un conjunto finito. Asi, por la
proposicién 1.2.1, ¢(z) es un subconjunto compacto de Y y por lo tanto es
completo. Ademds, se sigue de la definicién de ¢ que ¢(z) es convexo para
todo z € X.

Demostremos que ¢ es i.s.c.. Sea U C Y un subconjunto abierto. Llame-
mos V' al conjunto {z € X|¢(x) NU # 0} y veamos que V' es un conjunto
abierto. Consideremos z € V.

Caso 1. Siz € X \ A, definamos

W= () U.

peQ(x)

Asi W es una vecindad de z. Ademas, si y € W, entonces Q(z) C Q(y), por
lo que ¢(x) C ¢(y). Consecuentemente, como ¢(z) N U # ), tenemos que

o(y)NU #0.

Asiy € V y por lo tanto W C V.

Caso 2. Si oz € A, entonces ¢(x) = f(xr) € U. Como Y es localmente
convexo, existe una vecindad convexa O de f(z), contenida en U. Por otro
lado, como f es continua, podemos encontrar € > 0, tal que

f(B(z,e)NA) CO.

Como U es una cubierta canonica, existe una vecindad W de z, tal que si
U, NW # 0, entonces U, C B(z, 5). Observemos que

FWNA) C f(Blx,e)NA) CO.

Ahora consideremos y € W N (X \ A) y demostremos que a, € B(z,¢) para
todo p € Q(y). En efecto, si p € Q(y), entonces U, C B(z, §), por lo que

d(y,z) < %. (4.1)
Ademas, como x € A, tenemos que
dly,A) < = (4.2)
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Consecuentemente, las desigualdades (4.1) y (4.2), junto con la desigualdad
del tridngulo y el hecho de que ({U,},{a,})uem constituyen un sistema de
Dugundji nos brindan la siguiente desigualdad:

d(a, ) < d(a,,y) + d(y,x) < 2d(y, A) + 2 <22+ = ==,

Asi, para toda p € Q(y), a, € B(x,¢) N A. Como consecuencia

f(a,) € O paratoda pu e Q(y).

Pero O es un conjunto convexo, entonces

¢(y) = Conv{f(a,)ln € Qy)} COCU.

Por lo tanto, W es una vecindad de x contenida en V. De esta manera
podemos concluir que V' es abierto y por lo tanto, ¢ es i.s.c..

Como X es paracompacto, estamos en condiciones de aplicar el teore-
ma 2.1.1 para encontrar una seleccion I’ de ¢. Claramente F extiende a f,
por lo que Y € AE(X), como se queria demostrar.

L]

Ahora modificaremos la demostracién anterior, para dar una prueba del
teorema de Dugundji en el caso general.

Teorema 4.3.4. Si X es un espacio métrico y' Y un espacio vectorial local-
mente convezo, entonces Y € AE(X).

Demostracion. Sea A C X un subconjunto cerradoy f: A — Y una funcién
continua. Consideremos un sistema de Dugundji ({U,}, a,)uem para X \ A,
y definamos el portador ¢ : X \ A — 2¥ por

¢(z) = Conv({f(a,)|n € Q(x)}),

donde Q(z) es el conjunto de indices definido en la demostracién del teore-
ma 4.3.3. Como se demostrd en ese mismo teorema, ¢ es i.s.c. y ¢(z) € C(Y)
para todo z € X \ A.

Observemos que la cubierta {U,},em es localmente finita, por lo que
para cada = € X \ A, existe una vecindad U, y un conjunto de indices M, =
{p1, ..., o} tal que para todo z € U,, Q(z) C M,. Consecuentemente, para
todo z € U,, se cumple que

#(z) € Conv(M,).
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Ademads, como X \ A es métrico, por el teorema de Stone, también es para-
compacto. Asi, estamos en condiciones de aplicar el teorema 2.4.1 y obtener
una seleccién g de ¢.

Sea F': X — Y definida por

Flz) = f(z), s%xEA,
g(x), sizxe X\ A

Claramente F' extiende a f. Por lo que tnicamente nos faltaria demostrar
que F' es continua. Como g es continua en el abierto X \ A, es claro que F es
continua en ese conjunto. Demostremos la continuidad de F' en A. Para ello,
consideremos a € Ay U C Y una vecindad de F(a) = f(a). De este modo,
si elegimos W C X como en la demostracion del teorema 4.3.3, se tiene que

FW) cU.

Esta tdltima contencién nos garantiza que F' es continua y por lo tanto es la
extension buscada. O
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