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Capitulo

Introduccién

Las obras de arte expuestas en las galerias tienen que ser vigiladas debido
a su valor (en ocasiones invaluable). Para reducir los costos derivados de
la vigilancia, es necesario tener los menos guardias posibles de tal forma
que cada obra sea vigilada por al menos un guardia. Esto se conoce como
problemas de Galeria de Arte y fue propuesto por vez primera por Victor
Kleen en 1973, quien formulé la siguiente pregunta:

. Cuédntos guardias son suficientes para vigilar las obras de arte en una
galeria con n paredes?

Los problemas de galeria de arte, han sido de gran interés en geometria
computacional y combinatoria desde la aparicién del articulo de Chuvdtal
[Chv75] en 1975, en el cual Chuvdtal prueba que |n/3] guardias son siem-
pre suficientes para vigilar un poligono simple con n vértices. Después de la
aparicion de este articulo, diversas variaciones han aparecido en la literatura,
entre estas se encuentran, vigilar poligonos ortogonales, poligonos con hoyos,
usar guardias moviles, etcétera. Sin embargo, pocos resultados han sido ob-
tenidos en dimensiones mayores, entre los mas notables se encuentra vigilar
terrenos poliédricos.

Los problemas de galeria de arte son importantes en ciertas aplicaciones
en ciencias de la computacién, debido a que estos son fundamentalmente
problemas de visibilidad y la visibilidad es de suma importancia en muchas
aplicaciones computacionales. Algunas areas de aplicacién para visibilidad
incluyen: robética, planeacién de movimiento, visién computacional, graficas



por computadora, reconocimiento de patrones, comunicaciones, entre otras.
El vertiginoso desarrollo de la tecnologia computacional y los cada vez
mejores dispositivos de adquisicién de imagenes, han hecho que las image-
nes tridimensionales se vuelven cada vez mas populares en diversas areas,
como pueden ser: imagenes médicas, iméagenes satelitales, diseno asistido por
computadora, etcétera. Los poliedros ortogonales pueden ser buenas apro-
ximaciones a estructuras tridimensionales, por lo que su estudio es de gran
importancia en general para las ciencias e ingenieria de la computacion.

1.1. Objetivos

= Mostrar las principales técnicas empleadas en los

teoremas de galarias de arte.

= Probar el nimero necesario y ocasionalmente suficiente de guardias
para vigilar la superficie de cualquier poliedro ortogonal 3D usando
gquardias en vértices.

= Probar el ntimero necesario y ocasionalmente suficiente de guardias
para vigilar la superficie de cualquier poliedro ortogonal 3D usando
gquardias en aristas.

= Probar el nimero necesario y ocasionalmente suficiente de guardias pa-
ra vigilar el interior de cualquier poliedro ortogonal 3D usando guardias
en aristas.

= Probar el niimero necesario y ocasionalmente suficiente de guardias pa-
ra vigilar el exterior de cualquier poliedro ortogonal 3D usando guardias
en aristas.

1.2. Resultados obtenidos

= Prueba de que la superficie de cualquier poliedro ortogonal 3D con n

vértices puede ser vigilado con a lo més | ] guardias en los vértices del

poliedro. Esta cota no es justa, por lo que el problema queda abierto.
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= Algoritmo de O(nlogn) para colocar |%| guardias en los vértices de
un poliedro ortogonal 3D, de tal forma que la superficie del poliedro
quede vigilada.

= Prueba de que la superficie de cualquier poliedro ortogonal 3D con m

aristas puede ser vigilado con a lo méas || guardias colocados en las

aristas del poliedro. Para este problema se obtuvo la cota justa.

= Prueba de que el interior de cualquier poliedro ortogonal 3D con m
aristas puede ser vigilado con a lo mas || guardias colocados en las
aristas del poliedro. Esta cota no es justa, por lo que el problema queda
abierto.

= Prueba de que el exterior de cualquier poliedro ortogonal 3D con m
aristas puede ser vigilado con a lo mas || guardias colocados en las
aristas del poliedro. Esta cota no es justa, por lo que el problema queda
abierto.

1.3. Organizacion del trabajo

En la literatura, existen una gran cantidad de articulos sobre galerias
de arte, por lo que para este trabajo se hizo una pequena seleccién de los
articulos, de tal forma que se muestre algunas de las variaciones de problemas
de galeria de arte, asi como las herramientas bésicas para sus pruebas.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera:

En el capitulo 1, se presentan los conceptos basicos para el entendimien-
to de los problemas de galeria de arte. Para mayor profundidad se puede
consultar [BY98], [BM76] y [Lov79].

En el capitulo 2, se presentan algunos de los teoremas de galeria de arte
para poligonos generales, incluyendo el teorema clasico de Chuvdtal. El capitu-
lo se concluye con problemas abiertos para poligonos generales.

En el capitulo 3, se exponen algunos de los teoremas de galeria de ar-
te clasicos para poligonos ortogonales y se concluye con problemas atin no
resueltos para estas variantes.




En el capitulo 4, se presentan definiciones de los poliedros asi como los
teoremas para estrellar y truncar un poliedro convexo, esto es importante ya
que a partir de estos teoremas, es posible construir otros poliedros convexos,
ademas, se presentan los teoremas de galerias de arte mas importantes para
terrenos poliédricos. El capitulo se concluye con problemas abiertos en 3D.

En el capitulo 5, se presentan algunas propiedades de los poliedros orto-
gonales, asi como los resultados obtenidos para estas estructuras. El capitulo
se concluye con los problemas no resueltos en el presente trabajo.




Capitulo

Preliminares

2.1. Poligonos

Las definiciones presentadas en esta seccién pueden consultarse en libros
de greometria computacional, por ejemplo [BY98] o [dBvKOS97].

Definicién 2.1.1 Un poligono P es una secuencia ordenada de n puntos
V1, Vg, 0, Un, con n > 3, llamados vértices de P, junto con el conjunto de
lineas uniendo v; a v;iq parai=1,2,...n—1 y v, a vy, llamadas aristas de

P.

P es llamado poligono simple si ninguna pareja de aristas no consecuti-
vas se intersectan. Un poligono simple divide el plano en dos regiones, una
no acotada denominada la regién exterior y una acotada, llamada la region
interior. De aqui en adelante el término poligono serd usado para denotar a
un poligono simple junto con su interior.

Definicién 2.1.2 Un poligono P es convexo si para cualquier par de puntos
a,b € P, el segmento de linea ab estd totalmente contenido en P.

De la definicién anterior, se infiere que todos los angulos internos de los
vértices del poligono convexo son menores o iguales que 7.



Figura 2.1: Poligono simple con h hoyos.

Dado un poligono P y un conjunto de poligonos ajenos Py, P, .., P, con-
tenidos en el interior de P, el conjunto P — {P; U P, U ... U P,} es llamado
poligono con hoyos. En este caso decimos que P tiene h hoyos; ver figura 2.1.

Un poligono ortogonal' es un poligono con todas sus aristas paralelas al
eje X oY ver figura 2.2. Al recorrer la frontera de un poligono ortogonal
los lados alternan entre horizontales y verticales. Los poligonos ortogonales
son utiles para aproximar figuras geométricas, las cuales son presentados en
diversos problemas en la practica.

La definiciéon anterior es valida para poligonos en los cuales sus aristas
son paralelas a dos ejes ortogonales X' y Y.

Una arista vertical en un poligono ortogonal es una arista izquierda si la
region interna se encuentra a la derecha de esta, de otra forma es una arista
derecha.

Una arista horizontal en un poligono ortogonal es una arista superior si la
regiéon interna se encuentra por debajo, de otra forma es una arista inferior.

Llamamos a un vértice v de P convexo si el angulo interno formado por
sus dos aristas incidentes es menor o igual que 7, de otro modo v es llamado
concavo.

El siguiente teorema planteado por O’Rourke, muestra la relacién que
existe entre los vértices convexos y concavos de un poligono ortogonal.

ITambién llamado rectilineo o isotético.
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Arista superior

Arista izquierda

\

Vértice\(iéncavo

‘ﬁsta derecha

3

Arista inferior

Figura 2.2: Poligono ortogonal.

Teorema 2.1.1 Sea P un poligono ortogonal con n vértices, r de los cuales
n—4

son cdncavos, entonces r = 5=,

Prueba. Como P tiene n vértices, la suma de los angulos internos de P

es (n — 2)m. Note que todos los dngulos internos de P son de tamano 5 o 27,

dependiendo si los vértices son convexos o concavos respectivamente.
Si tenemos r vértices céncavos y n — r vértices convexos, entonces

3
(n—r)g +T77r = (n —2)m.

W~

Despejando r obtenemos r = #5=. 0

Un poligono ortogonal P se dice que esta en posicion general si ningin par
de vértices concavos pueden ser unidos por un segmento de linea horizontal
o vertical contenido en P.

Decimos que un poligono P esta particionado, si el interior del poligo-
no esta dividido en subpoligonos disjuntos. Si todos los subpoligonos son
tridngulos, decimos que P esta triangulado. Si todos los subpoligonos son
cuadrilateros, decimos que P esta cuadrilaterizado.

7



2.2. Graficas

Las definiciones presentadas en esta seccién pueden consultarse en [BM76].

Una grdfica G es un conjunto finito no vacio de elementos V', llamados
vértices, junto con un conjunto E de parejas de vértices distintos de G,
llamadas aristas. Dos vértices v y v de G son adyacentes si la pareja {u, v}
es un elemento de E. El grado de un vértice v de G (denotado por deg(v)),
es el niimero de vértices adyacentes a v.

Un camino de una grafica G = (V| E) es una secuencia de vértices dis-
tintos vy, vy, ..., v tal que {v;, v} € Eparal <i<k—1,con k> 1. Un
ciclo de G = (V, E) es un camino vy, vy, ..., U, V1.

Una gréfica G = (V, E) es llamada coneza si para cualquier par de vérti-
ces u y v de G, existe un camino u = vy, vy, ...,v = v empezando en u y
terminando en v, de otra forma G es llamada no conexa.

Una grafica es llamada drbol si esta es conexa y ademas no contiene ciclos.

Una grafica G es plana si estd puede ser dibujada en el plano y sus
aristas (representadas por curvas simples) no se intersectan entre si, excepto
posiblemente en sus puntos finales. Una gréafica plana G divide al plano en
regiones llamadas caras, la regiéon no acotada es llamada la cara exterior,
todas las otras regiones son llamadas caras interiores. El grado de una cara
es el nimero de aristas en su frontera.

La grafica dual G* = (V*, E*) de una gréfica plana G = (V, E) la defi-
nimos como sigue: Para cada cara f de G, V* contiene un vértice vy. Para
cada arista e en G, G* tiene una arista e* = (vy,,vy,) donde f; y fo son dos
caras de GG con e en su frontera comun. Llamamos a e* la arista dual de e; en
la figura 2.3, las lineas punteadas representan las aristas duales y sus puntos
finales representan los vértices de la gréafica dual.

Definimos la grafica dual G* = (V*, E*) de un poligono P particionado
como sigue: Los vértices de V* corresponden a cada particion de P, dos
vértices son adyacentes si existe una arista que separa las particiones. Note
que la cara exterior no es tomada en cuenta en esta definicion.

Una diagonal en una gréfica plana G = (V| E), es una arista conectando
dos vértices de G' y la cual no pertenece a E. Decimos que G esta triangu-
lada si no contiene diagonales internas. Una triangulacion de G es obtenida
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Figura 2.3: Grafica plana méxima y su gréafica dual.

agregando un conjunto de diagonales internas de tal forma que la grafica re-
sultante es plana y triangulada. Las caras internas de una grafica triangulada
son llamadas triangulos.

Definiciéon 2.2.1 Una grdfica plana mdxima es un grdfica plana conexa en
la cual cada cara es un tridngulo.

Una coloracion de los vértices de una grafica GG, es una asignacion de co-
lores a sus vértices de tal manera que dos vértices adyacentes reciben colores
diferentes. El nimero cromdtico k de una grafica G, es el menor entero k
para el cual existe una k-coloraciéon de G.

Una grafica G = (V, E) es bipartita si su conjunto de vértices puede ser
dividido en dos subconjuntos V; y Vs, tal que cualquier arista de G une a un
vértice de Vi con un vértice de V5. Note que G es bipartita si y sélo si esta
es 2-coloreable.

Un conjunto de aristas I es independiente si ningtin par de elementos en
I son adyacentes.




Un conjunto M de aristas independientes en una grafica G = (V, E) es
llamada un emparejamiento. Decimos que un emparejamiento es perfecto si
todo vértice de G esta emparejado. El tamano del emparejamiento M es la
cardinalidad de M.

Un emparejamiento M es llamado mdzimo, si para cualquier arista e ¢ M,
M U{e} no es un emparejamiento.

Un clan de una grifica G = (V, E'), es un subconjunto de vértices U de
V, tal que existe una arista en GG que une cualquier par de elementos de U.

Una cubierta por vértices de una grafica G = (V| E), es un subconjunto
de vértices U de V, tal que cada vértice v € V — U es adyacente a al menos
un vértice de U. Similarmente podemos definir cubiertas por aristas y caras.

2.3. Vigilando objetos geométricos

Definicién 2.3.1 [Chv75] Un punto x en un objeto geométrico P es vigilado
(iluminado) por un guardia (lampara) C si existe un punto y € C tal que el
segmento de linea xy no intersecta ningun obstdculo de P.

Note que un guardia C puede ser un objeto geométrico, es decir, un punto,
un segmento de linea, un arbol o un poligono.

Una coleccién H(P) de guardias de un objeto geométrico P wvigila o tlumi-
na P si cualquier punto p € P es vigilado por al menos un guardia h € H(P).

El término iluminar viene del hecho de que si ponemos una fuente de
luz en cada elemento de H(P) las cuales emite luz en cualquier direccién,
entonces P queda totalmente iluminado. En adelante, el término vigilar o
iluminar seran usados indistintamente.

Usualmente la clase de guardias usadas para vigilar un objeto geométrico
P son:

= Guardias en los vértices. Los guardias se localizan en vértices de P.
En adelante, cuando no se mencione lo contrario los guardias seran de
esta clase.

= Guardias en puntos. Los guardias pueden ser posicionados en cual-
quier punto dentro o en la frontera de P.

10
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Guardias en las aristas. Esta variante fue introducida por Toussaint
en 1981. La principal motivacion es permitirles a los guardias despla-
zarse sobre las aristas de P. En el contexto de iluminacién, esta puede
considerarse como una lampara fluorescente colocada en una arista de
P. En este caso la lampara se considera del tamano de la arista.

Guardias moviles. Esta variante fue introducida por O’Rourke en
1983, en esta versén, se permite que los guardias se desplazen sobre
segmentos de linea contenidos en P. Si s6lo se permite que los guardias
se desplazen sobre aristas y diagonales, estos son llamados guardias
diagonales.

Reflectores en vértices y puntos. Los reflectores fueron introduci-
dos por Urrutia en 1990. La principal motivacion es que los guardias o
dispositivos de vigilancia, tales como camaras, tienen un angulo de vi-
sibilidad limitado. Un reflector es una fuente de luz la cual ilumina con
un angulo restringido « y puede ser rotado sobre su dpice. El apice de
los reflectores puede localizarse en los vértices o en puntos de cualquier
parte de P.

Dado un objeto geométrico Py una coleccién de guardias H(P), definimos

el problema de las galerias de arte de la siguiente forma: ;Cuédl es la cardina-

lidad minima de H(P) tal que P queda totalmente vigilado? Se ha probado
para varios objetos geométricos, que este es un problema NP-completo. Por

lo que es preferible encontrar el nimero suficiente y ocasionalmente necesario
de guardias de tal forma que P quede vigilado.

Los principales objetos geométricos usados en la literatura son:

Poligonos generales.
Poligonos convexos.
Poligonos con hoyos.
Poligonos ortogonales.

Poligonos ortogonales convexos.

11



= Poligonos ortogonales con hoyos.
= Segmentos de linea.

= Terrenos poliédricos.

2.3.1. Vigilando graficas

La contraparte combinatoria del problema de vigilancia es el siguiente.
Dada una grafica GG asociada a un objeto geométrico P y una clase de guar-
dias C, definimos el problema combinatorio de galeria de arte de la siguiente
forma. ;Cudl es tamano de la cubierta minima de G usando guardias de clase
C? Se ha probado que este es un problema NP-completo, por lo que prefe-
rimos obtener el niimero ocasionalemente necesario y siempre suficientes de
guardias y de esta forma resolver el problema geométrico original.

Dado un poligono P y una triangulaciéon 7" de P. Definimos la grafica
GT(P) asociada a T' como sigue: el conjunto de vértices de GT'(P) esta for-
mado por los vértices de P. Dos vértices son adyacentes si estos estan conec-
tados por una arista en 1.

Decimos que una grafica triangulada G esta dominada por guardias, si
existe una coleccién de vértices C, tal que al menos un vértice de cada cara
triangular de G pertenece a C'.

El siguiente lema muestra como establecer la suficiencia para un poligono
P a partir de su grafica triangulada asociada.

Lema 2.3.1 Sean P un poligono, T una triangulacion arbitraria de P y
GT(P) la grdfica asociada o T. Si GT(P) es dominada por k guardias, en-
tonces P puede vigilarse con k guardias.

Prueba. Como GT'(P) esta dominada, cada tridngulo tiene al menos un
vértice que lo domina. Los mismos guardias correspondientes a los vértices
de P vigilan cada una de las regiones triangulares de 7', de esta forma P
queda totalmente vigilado. O

12



Capitulo

Galerias de arte poligonales

3.1. Introduccion

., Cudntos guardias necesitamos para vigilar una galeria de arte? Una ga-
leria de arte puede representarse por poligonos y el nimero de guardias
necesarios depende de la complejidad de este. En 1975, Chvdtal [Chv75|
mostré que | % | guardias son siempre suficientes para vigilar cualquier poligo-
no sin importar su complejidad. Una prueba mas simple fue obtenida por Fisk
[Fis78] en 1978, esta tltima es la presentada en este trabajo.

Antes de enunciar el teorema de Chuvdtal mostraremos que todo poligono

puede triangularse y esta triangulacion es 3-coloreable.

Teorema 3.1.1 [dBvKOS97] Cualquier poligono P con n vértices admite
una triangulacion y cualquier triangulacion consiste evactamente de n — 2
triangulos.

Prueba. Probaremos la primer parte del teorema inductivamente sobre
n. Cuando n = 3, el poligono es un triangulo y el teorema es trivialmente
cierto. Mostraremos que si P tiene mas de tres vértices, entonces siempre
existe una diagonal que divide al poligono en dos subpoligonos, por lo que
inductivamente se obtiene el resultado deseado.

Sea v el vértice mas a la izquierda de P y sean vy w los vértices de P
adyacentes a v. Si el segmento uw es una diagonal, entonces uw es la diagonal

13



Figura 3.1: Tlustracién del teorema 3.1.1. Existencia de la diagonal en un
poligono.

buscada. Supongamos que uw no es una diagonal, por lo que el triangulo uvw
contiene al menos un vértice del poligono. Tomemos el vértice x de P en el
interior de uvw mas alejado del segmento uw. Por construccion, el segmento
vz es la diagonal buscada; ver figura 3.1.

Para demostrar que una triangulacion consiste de exactamente n — 2
triangulos, considere cualquier diagonal arbitraria en alguna triangulacion
T de P. Esta diagonal corta el poligono P en dos subpoligonos con m; y
meo vértices respectivamente, cada vértice de P ocurre en alguno de los dos
subpoligonos, excepto para los vértices de la diagonal, los cuales ocurren en
ambos subpoligonos. Por lo que m; +my = n + 2. Inductivamente, cualquier
triangulacién de los subpoligonos consiste de m; —2 triangulos, lo que implica
que

(m1—2)+(mg—2)=n—2

O

Los algoritmos de triangulaciéon de poligonos han sido ampliamente estu-
diados. En 1978, Garey, Johnson, Preparata y Tarjan [GJPTT8| obtuvieron
el primer algoritmo que toma O(nlnn) pasos. Este resultado fue mejorado
por Tarjan y van Wyk [TW88] en 1988 a O(nlnlnn). En 1990, Chazelle

14
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obtuvo el primer algoritmo determinista lineal (un poco complicado).
Teorema 3.1.2 Un poligono simple puede triangularse en O(n).

La prueba sale del alcance de este trabajo. Los detalles pueden consultarse
en [Chadl].

El siguiente teorema muestra que cualquier poligono triangulado es 3-
coloreable.

Teorema 3.1.3 Sean P un poligono y T cualquier triangulacion de P. En-
tonces T' es 3-coloreable.

Prueba. Sea T* la grafica dual de T'. Como cualquier diagonal de T" divide
a T en dos, entonces T tiene que ser un arbol.

Note que un vértice de T correspondiente a una hoja de T™ tiene grado
dos.

Tomemos cualquier vértice v de T de grado dos, v siempre existe debido
a que T™ tiene al menos dos hojas por ser un arbol. Asignamos a v un color
valido, es facil ver que cualquier 3-coloracion de T"— v puede extenderse a
una 3-coloracion de T'; ver figura 3.2. 0J

Figura 3.2: Poligono triangulado, 3-coloreado y su grafica dual.
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3.2. Teorema de la galeria de arte de Chvatal

Teorema 3.2.1 (Chvétal) %] guardias son suficientes y ocasionalmente
necesarios para vigilar el interior de cualquier galeria de arte con n vértices.

Prueba. Sean P un poligono representando la galeria de arte y T una
triangulacion de P.

Asignamos una 3-coloracién a los vértices de T, esto divide el conjunto
de vértices de P en tres clases cromaticas Cy, Cy, C3. La cardinalidad de una
de estas clases, digamos C1, es a lo méds |3, colocamos en cada elemento
de C7 un guardia. Note que los vértices de cada triangulo reciben diferentes
colores, por lo que uno de ellos es de la clase cromética seleccionada, esto
asegura que el poligono P queda completamente vigilado.

Para mostrar que | %] guardias son ocasionalmente necesarios, considere
el poligono de peine con n = 3m vértices presentado en la figura 3.3. Cada

pico requiere de un guardia, por lo que requerimos de m guardias. U

e o o o

Figura 3.3: Poligono de peine con 3m vértices que requiere m guardias.

3.2.1. Algoritmo

= FEntrada: Poligono P.

= Salida: Posiciones de los guardias de tal forma que vigilen todo P.

1. Triangular P.

2. Asignamos una 3-coloracion a los vértices de T'.

16
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3. Poner un guardia en cada elemento de la clase cromatica de menor
cardinalidad.

Teorema 3.2.2 Una galeria de arte poligonal con n vértices, puede prote-

gerse en O(n) con a lo mds | 3| guardias.

Prueba. El algoritmo siempre termina correctamente debido al teorema
3.2.1, por lo que sélo hace falta probar que algoritmo toma O(n).

Triangular un poligono simple toma O(n) usando el algoritmo de Chaze-
lle [Cha91], colocar los guardias en la clase cromética de menor cardinalidad
también toma tiempo lineal, por lo que sélo hace falta mostrar que asignar
una 3-coloracién a 7' pude implementarse en O(n). De acuerdo al teorema
3.1.3, siempre existe al menos un vértice v de grados dos y una 3-coloracion
de T — v puede extenderse a una 3-coloracion en T'. Es facil ver que este
procedimiento toma tiempo lineal. O

El teorema 3.2.1 nos da el niimero suficiente y ocasionalmente necesa-
rio de guardias para vigilar cualquier poligono con n vértices, sin embargo,
muchos de los poligonos pueden vigilarse con menos de |%]. En 1979, Lee
y Lin|[LL86] probaron que el problema de encontrar el minimo ntimero de
guardias necesarios para vigilar un poligono es NP-completo.

Hasta este momento las galerias de arte se han considerado como una
construccién sin obstaculos (tales como pilares, paredes, etc.), en su interior.
Si permitimos que la galeria contenga obstaculos, entonces el poligono que
lo representa contendra hoyos, es decir, otros poligonos en la parte interior
del poligono principal y |%] guardias no son suficientes para vigilar todo

su interior. En 1984, Shermer [O’R87] mostré que cualquier poligono con

+1
5
pruebas independientes y totalmente diferentes fueron obtenidas para probar

que L%hj guardias en puntos son suficiente para vigilar cualquier galeria con

un hoyo puede vigilarse con | %= | guardias, la cota es justa. En 1991, dos

h hoyos, una prueba fue propuesta por Hoffman, Kaufman y Kriegel [HKK91]
y la otra por Sachs y Souvaine [BSS91]. Esta tltima es una generalizacion
de la prueba hecha por Shermer.

La estrategia principal de Sachs y Souwvaine es construir un canal C' que
une un hoyo a la cara exterior del poligono P, de tal forma que sélo un
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vértice adicional sea creado. Entonces eliminamos C, esto produce un nuevo
poligono P* con n + k vértices y h — k hoyos. La tinica parte del poligono
original no vigilada es el canal C'. Para asegurarse que el canal C' sea visto por
al menos un guardia, se asocia un triangulo ¢ con C' durante su construccion,
con la propiedad de que un guardia colocado arbitrariamente en ¢ pueda
ver todo el canal en el poligono original. Sin embargo, aunque los guardias
escogidos en la 3-coloracién son guardias en vértices de P", esos vértices no
necesariamente existen en P y el mismo guardia es un guardia en un punto
del poligono original; ver figura 3.4.

Canal

Figura 3.4: Poligono triangulado y 3-coloreado con un hoyo.

El problema de encontrar la cota justa en el niimero de guardias en los
vértices para vigilar un poligono con n vértices y h hoyos permanece abierto.

La mejor cota conocida es [*£2"] establecida por O’Rourke en [O'R87].
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3.3. Vigilando galerias con guardias moviles

Si permitimos que los guardias patrullen las galerias de arte sobre seg-
mentos de linea interiores fijos, entonces menos guardias son necesarios para
vigilar el poligono. Esta variante es conocida como guardias moviles y fue
propuesta por Toussaint y O’Rourke en una platica personal. El resultado
principal de esta seccién es debido a O’Rourke [O'R83]. El muestra que |7 |
guardias méviles son siempre suficientes y ocasionalmente necesarios para
vigilar un poligono.

Sean GP(T) una grafica asociada a una triangulaciéon T de un poligono
P y e una arista de P incidente a u y v. La contraccion de la arista e,
es una transformacién que altera GP(T) al eliminar los vértices u y v, y
reemplazarlos con un nuevo vértice x, de tal forma que este sea adyacente a
todos los vértices adyacentes de u y v; ver figura 3.5. Note que una contraccién

no es una transformacion de poligonos.

Lema 3.3.1 Sean P un poligono, T una triangulacion arbitraria de P, GT(P)
la grdfica asociada o T y GT(P') la grdfica resultante al contraer una arista
e de GT(P). Entonces GT(P') es la grdfica asociada a alguna triangulacion
T' de un poligono P’.

Prueba. Sea e la arista de P a contraer, ademds sean u y v los vértices de
P incidentes a e. Etiquetamos los vértices de P adyacentes a u en GT'(P) con
Yo = v, Y1, ..Yr en sentido contrario a las manecillas del reloj y los vértices de
P adyacentes a v en GT(P) con 2y = u, 21, .., en sentido de la manecillas
del reloj; ver figura 3.5. Note que y; = 21 es el apice del triangulo soportado
por e.

Introducimos un nuevo vértice x en el interior de e y conectamos los
vértices y; y z; a x con el siguiente procedimiento. Conectamos y; a x; esto
puede hacerse sin cruces de aristas debido a que y; es el apice del triangulo
en el cual z estd en la base y eliminamos la diagonal (u, y;). Conectamos ys a
x con la regién acotada por (z,y1,y2, u) y eliminamos la diagonal (u,ys), la
linea puede estar curveada pero ningin cruce es necesario. Continuamos de
esta manera hasta que las k diagonales estén conectadas con x. Aplicamos
el mismo procedimiento a los vértices z;. El resultado final es una grafica
triangulada plana GT'(P')'.
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24

Figura 3.5: Contraccién de la triangulacion de un poligono.

Aplicando a la grafica resultante el teorema de Fary [Gib79] (Para cual-
quier grafica plana dibujada en el plano con posiblemente lineas curveadas,
existe un homomorfismoen el plano en el cual la grdafica puede dibujarse de
tal forma que todas las lineas sean rectas), obtenemos un poligono P’ y una
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triangulacién 7" de P’, la cual tiene a GT'(P’)’ asociada a T". O

Lema 3.3.2 Supongamos que f(n) guardias diagonales son siempre suficien-
tes para vigilar un poligono P. Si un guardia es colocado en un vértice de P,
entonces f(n — 1) guardias diagonales adicionales son siempre suficientes
para vigilar P.

Prueba. Supongamos que tenemos vigilado P, sea u el vértice en el cual
es colocado un guardia, sea e la arista incidente a u y a algin vértice v de
P, sean T una triangulacién de P y GT(P) la gréfica asociada a T. Una
contraccién de la arista e, produce una gréafica GT'(P’)" con n — 1 vértices.
Por el lema 3.3.1, GT(P')" es la gréfica asociada a una triangulacién de un
poligono P’ la cual puede vigilarse con f(n — 1) guardias diagonales. Sea x el
vértice que reemplaza a u y v en P’. Supongamos que vigilamos P’ y ningtn
guardia es colocado en x, entonces las mismas ubicaciones de los guardias en
P’ vigilan P, debido a que el guardia colocado en u vigila el tridngulo t de
GT(P) no vigilado por los guardias de P’. Si vigilamos P’ y un guardia se usa
en x, entonces este guardia puede asignarse al vértice v de P, manteniendo
las posiciones de los guardias restantes. 0

Los siguientes tres lemas establecen el minimo ntmero de guardias dia-
gonales necesarios para vigilar un poligono con n <9 vértices.

Lema 3.3.3 Cualquier pentigono es dominado por unicamente un guardia
diagonal incidente a algun vértice seleccionado.

Prueba. Sea G cualquier triangulaciéon de un pentagono y sea 1 la etique-
ta del vértice seleccionado. Es facil ver que sélo existen 5 triangulaciones
distintas para un pentagono. En cualquier caso, un guardia diagonal inci-
dente a 1 es suficiente para dominar GG, debido a que sus vértices finales son
soporte para todos los triangulos en cualquier triangulacion; ver figura 3.6. [

Lema 3.3.4 Cualquier heptigono puede dominarse con un guardia diagonal.
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Figura 3.6: El pentdgono puede vigilarse con un guardia diagonal (arista
punteada) incidente al vértice 1.

Prueba. Sea G una triangulacién de un heptagono y sea d una diagonal
arbitraria. Etiquetamos los vértices del septagono en sentido de las manecillas
del reloj de 1 a 7 empezando en un vértice final de d. La diagonal d divide las
siete aristas en la frontera de G en cualquiera de los siguientes casos: 24+5=7
6 3+4="7. La particiéon 14+6=7 no es posible.

1. 245=7. Sea d = (1,3), entonces d soporta otro tridngulo ¢, ya sea
(1,3,4),(1,3,5),(1,3,6) o (1,3,7). Por simetria tinicamente dos de estos
casos son distintos.

a) t = (1,3,4). Entonces (1,4,5,6,7) es un pentdgono. Por el lema
3.3.3, este pentagono puede cubrirse con un guardia diagonal con
vértice final en 1. Este guardia domina la grafica entera; ver la
figura 3.7 izquierda.

b) 1b.t=(1,3,5). Escogemos la diagonal (1,5) para colocar el guar-
dia. Sin importar como se triangule el cuadrildtero (1,5,6,7), todo
G es dominado; ver la figura 3.7 derecha.

2. 345=7. Sea d = (1,4). Entonces ambas formas de triangular el cua-
drildtero (1, 2, 3, 4) nos llevan a situaciones equivalentes al caso 1.a. [J

Lema 3.3.5 Cualquier nondgono puede dominarse con dos guardias diago-
nales tal que uno de sus vértices incidentes coincide con un vértice seleccio-
nado.
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ot

2 1

Figura 3.7: El heptdgono sé6lo necesita un guardia diagonal.

Prueba. Sea G cualquier triangulacién de un nonagono, etiquetamos los
vértices del nonagono en sentido de las manecillas del reloj de 1 a 9. Sea 1 la
etiqueta del vértice seleccionado y sea d cualquier diagonal con uno de sus
puntos finales en 1. Esta diagonal divide las aristas de la frontera de G en
cualquiera de los siguientes casos: 2+7=9, 3+6=9 6 4+5=9.

1. 247=9.Sea d = (1, 3). La diagonal d soporta otro tridngulo ¢ cuyo épice
es cualquiera de 4,5,6,7,8 0 9. So6lo tres de estos casos son diferentes.

a) t=1(1,3,4). Dominamos el heptagono (1,4,5,6,7,8,9) con un guar-
dia por el lema 3.3.4 y usamos la diagonal (1,3) para el segundo
guardia; ver figura 3.8 izquierda.

b) t=(1,3,5) Dominamos el heptagono (1,3,5,6,7,8,9) con un guar-
dia por el lema 3.3.4 y usamos la diagonal (1,3) para el segundo
guardia; ver figura 3.8 centro.

¢) t=(1,3,6). Dominamos el hexdgono (1,2,3,4,5,6) con un guardia
por el lema 3.3.4 y por el lema 3.3.3 dominamos el pentagono

(1,6,7,8,9) con un guardia diagonal incidente al vértice 1; ver figura
3.8 derecha.

2. 346=9. Sea d = (1,4). Esto es equivalente al caso 1.a.

3. 445=9. Sea d = (1,6). Esto es equivalente al caso 1.c. O

El siguiente resultado establece la existencia de una diagonal, la cual
divide el poligono en dos subpoligonos, uno con 5, 6, 7 u 8 aristas.
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Figura 3.8: El nonagono puede dominarse con dos guardias diagonales.

Lema 3.3.6 Sean P un poligono con n > 10 vértices y T una triangulacion
arbitraria de P. Fxiste una diagonal d en T que divide a P en dos subpoligo-
nos, uno de las cuales tiene k =5,6,7 u 8 aristas.

Prueba. Escogemos una diagonal d de T' que divide a P en dos subpoligo-
nos, uno de estos con el minimo numero de aristas de P mayor o igual que
5. Sea k > 5 este numero. Etiquetamos los vértices 0,1,...n — 1 tal que d es
(0, k); ver figura 3.9. La diagonal d soporta un tridngulo el cual tiene como
apice a t, 0 < t < k. Como k es minimo, t < 4y k —t < 4. Considerando

ambas desigualdades, tenemos que k < 8. O
n—2
k+2 n—1
k+1
k 0
k-1 1
k—2 2

t

Figura 3.9: Existencia de la diagonal que divide a P en dos subpoligonos uno

con 5,6,7 u 8 aristas.

Los lemas anteriores nos permiten probar el resultado principal de esta

seccion.
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Teorema 3.3.1 |2| guardias diagonales son suficientes y ocasionalmente

4

necesarios para vigilar cualquier poligono P con n > 4 vértices.

Prueba. El teorema es cierto para n < 9 de acuerdo a los lemas 3.3.3,

3.3.4 y 3.3.5. Supongamos entonces que n > 10 y que el teorema es cierto

para todo n’ < n. El lema 3.3.6 garantiza la existencia de una diagonal la

cual divide P en dos subpoligonos P, vy P, donde P; contiene k =5,6,7 u 8

aristas més su diagonal. Diferentes caso pueden ocurrir:

1.

k =50 6. P, tiene a lo mas 7 aristas incluyendo la diagonal. Por

el lema 3.3.4, este puede vigilarse con un guardia diagonal. P, tiene

n —5+ 1 =mn —4 aristas incluyendo d, inductivamente puede vigilarse
n—4 n

con a lo mas |";=] = |[§] — 1 guardias, por lo que P puede vigilarse

con |§].

k =T7. P tiene 8 aristas incluyendo la diagonal. Etiquetamos los vérti-
ces de P; de 0 a 7 al recorrer en sentido de las manecillas del reloj el
poligono, empezando en el extremo derecho de la diagonal que divi-
de a P. La presencia de cualquier diagonal (0,6), (0,5), (1,7) o (2,7)
viola la minimalidad de k. Por lo que en cualquier triangulacién de
Py, el tridangulo ¢ que tiene como frontera a d es (0,3,7) o (0,4,7); es-
tos casos son equivalentes, por lo que tnicamente hace falta probar un
caso. Supongamos que t es (0,3,7). El cuadrilatero (0,1,2,3) tiene dos
triangulaciones distintas.

a) Ladiagonal (1,3) es incluida. Por el lema 3.3.3, vigilamos el pentdgo-
no (3,4,5,6,7) con un guardia diagonal incidente a 3. Este guar-

dia vigila todo P;. P, es vigilado inductivamente con L"‘TMJ <

| %] — 1 guardias diagonales, por lo que P puede vigilarse con |7 |

guardias diagonales.

b) La diagonal (0,2) es incluida. Sea Py = P, UTy; U T, donde T} =
(0,3,7) y T, = (0,2,3). El pentdgono (3,4,5,6,7) puede vigilar-
se con un guardia diagonal. P; es dominado con L%‘J guardias
diagonales, de tal dominacion, al menos un guardia diagonal tie-
ne un punto final en un vértice de To = (0,2, 3). Entonces tres

posibilidades pueden ocurrir; ver figura 3.10:
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3.

Figura 3.10: T3 se forma al agregar T} y 15 a Ps.

1) El vértice 0 es incidente a un guardia diagonal, entonces el
tridangulo (0, 1, 2) esta vigilado y no es necesario incluir més
guardias.

2) El vértice 2 es incidente a un guardia diagonal, andlogo al
caso anterior.

3) El vértice 3 es incidente a un guardia diagonal, el otro vértice
incidente tiene que ser 7, de lo contrario caemos en los ca-
sos anteriores. Remplazamos el guardia diagonal (3,7) por la
diagonal (0,7). Cada tridngulo previamente vigilado continta
siendo vigilado y el tridngulo (0, 1, 2) queda vigilado.

Inductivamente P puede vigilarse con | %] guardias diagonales.

k = 8. P, tiene 9 aristas incluyendo su diagonal. P, puede vigilarse
con 2 guardias diagonales por el lema 3.3.5, uno de ellos incidente al
vértice final v de la diagonal que divide a P. P, tiene n — 7 aristas.
Por el lema 3.3.2, el guardia en v permite que P, sea vigilado con
f(n—=7—-1) = f(n—8) guardias diagonales, donde f(n) = [%]. Por la

hipétesis inductiva tenemos que |%2| = |2| — 2 guardias diagonales

son suficientes para vigilar P, por lo que junto con los dos colocados

en P, tenemos que P puede vigilarse con | 7] guardias diagonales.
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Figura 3.11: poligono que necesita | %] guardias méviles.

Para mostrar que la cota es justa, considere el poligono mostrado en la
figura 3.11 con 4m vértices, es facil ver que este poligono necesita m guardias
diagonales para vigilarlo. O

3.4. Galerias de arte tradicionales no rectan-
gulares

Supongamos que tenemos una galeria de arte convexa subdividida en n
salas también convexas no rectangulares, las salas tienen una puerta que la
conectan a otra sala si estas comparten una pared. ; Cuantos guardias son su-
ficientes para vigilar una galeria con estas caracteristicas? El siguiente teore-
ma debido a Czyzowicz, Rivera-Campo, Santoro, Urrutia y Zaks [CRCST94]
muestra que L%”J guardias son siempre suficientes y ocasionalmente necesa-
rios para vigilar las n salas. Note que un guardia puede vigilar a lo mas dos
salas sin importar su niimero de vértices, por lo que el teorema se encuentra

en funcién del nimero de salas.

Teorema 3.4.1 Cualquier galeria de arte convexa T dividida en n salas
convexas puede vigilarse con a lo mds L%"J guardias.

Para la prueba del teorema 3.4.1, usamos el siguiente resultado, debido a
Nishizeki, cuya prueba puede consultarse en [Mis79].
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Teorema 3.4.2 Sea G una grdfica plana 3-coneza tal que el grado de cada
vértice es al menos 3. Entonces para todon > 14, G tiene un emparejamiento
n+4

de tamano al menos ["3=]. Para n < 14, G tiene un emparejamiento de

tamano |%].

Prueba de 3.4.1. Sea T™ la grafica dual de T en la cual los vértices de
T™ son las salas de T'. Dos vértices son adyacentes si comparten una pared;
ver figura 3.12. Dado que las salas de T son todas convexas, los vértices de
T son al menos de grado tres excepto posiblemente por los vértices en la
frontera de T, los cuales tienen grado mayor o igual a dos. Si agregamos un
vértice artificial a T adyacente a todos los vértices en la frontera, obtenemos
una grafica con todos sus vértices de grado mayor o igual a tres; es facil ver

que esta grafica es 3-conexa.

Figura 3.12: Galeria de arte subdividida en salas convexas y su grafica dual.

Aplicando el teorema 3.4.2 de Nishizeki a nuestra grafica aumentada con
n > 14, obtenemos un emparejamiento M de tamano al menos [”T*‘:ﬂ Cada
arista de M corresponde a dos salas adyacentes, las cuales pueden vigilarse
con un guardia. De esta forma tenemos vigiladas 2(”7“’1 salas de T, el resto

de las salas pueden vigilarse con un guardia por sala, por lo que T puede
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CAPITULO 3. GALERIAS DE ARTE POLIGONALES

vigilarse con

n—+5 n+o 2n — 2 2n
1)—2 = =|—1.
] (e [52]) - ] - 5]
Para mostrar que la cota es justa considere la figura 3.13, con 3m + 1
salas, las cuales requieren de 2m guardias para vigilarlas. 0

Figura 3.13: Galeria de arte subdividida en 3m + 1 salas convexas las cuales
requieren 2m guardias.

3.5. Iluminacion de poligonos con reflectores

3.5.1. Poligonos convexos

Supongamos que tenemos tres reflectores con angulos de iluminacion
a1, g, a3 tal que la suma de estos es 7. jPodemos posicionar estos tres re-
flectores restringiendonos a sélo un reflector por vértice de tal manera que
iluminen todo el interior de cualquier poligono convexo? El problema anterior
fue propuesto y resuelto por Urrutia en [Urr97].

Teorema 3.5.1 Dado un poligono convexo P y tres reflectores fi, fa, f3 con
angulo de iluminacion aq, as, ag respectivamente, tal que o + s + a3 =,
siempre es posible iluminar P posicionando los reflectores en evactamente
tres vértices diferentes.
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Prueba. Cuando P tiene sélo tres vértices el resultado es trivialmente
cierto. Supongamos que P tiene cuatro o mas vértices. Sin pérdida de gene-
ralidad supongamos que a; < ay < az. Es ficil ver que ap < 3. Note que
existe un vértice v de P cuyo angulo interno es mayor o igual a 7, debido
a que P tiene mas de tres vértices. Encontremos el triangulo 7' con angulos
internos «q, as, ag tal que el vértice de T' con angulo ay este colocado en el
vértice v y los otros vértices de T' colocados en dos puntos x, y en la frontera
de P. Colocamos el reflector fs con angulo as en v iluminando T

Dos casos pueden ocurrir:

1. Los puntos z y y son de la misma arista de P, sea e esta arista. Es
facil ver que los angulos formados por uvx y yvw donde u y w son los
vértices adyacentes de e, son de tamano menor o igual que a; y ag
respectivamente e iluminan todo P.

2. Los puntos x y y pertenecen a diferentes aristas de P. Sean e,, e, estas
aristas respectivamente. Considere el circulo C' que circunscribe a T
Al menos un vértice adyacente a las aristas e, y e, no estd contenido
en el interior de C'. Sean u y w esos vértices. Dos casos pueden ocurrir:

a) u = w. Considere las tagentes a C' en x y vy, es facil verificar que
el angulo o de P en w es a lo mas m — 2aws, el cual es menor o igual
que a3 = ™ — (a1 + az). Ponemos un reflector de tamano « en u.
De esta forma el poligono queda iluminado.

b) wu # w. Colocamos los reflectores f1 y f3 en los vértice u y w tal que
iluminen la regién determinada por uwvy y vwx respectivamente.
Como u y w no estan contenidos en el circulo C, los dngulos de
iluminacion son a lo mas a; y as respectivamente. Es facil ver que
P queda totalmente iluminado; ver figura 3.14.

4

Del teorema anterior sabemos que un poligono convexo P siempre puede
iluminarse con tres reflectores de tal forma que sus angulos sumen 7, por lo
que ahora nos preguntamos si la generalizacion a este problema es cierta, es
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Figura 3.14: Iluminacién de poligono convexo, u # w.

decir, dado un poligono convexo P con n vértices y un conjunto de k£ < n
reflectores tal que sus tamanos sumen 7. ;Podemos colocar los reflectores en
diferentes vértices y orientarlos de tal forma que iluminen todo P? O’Rourke,
Shermer y Stream [OSS95] probaron que la respuesta a esta pregunta es
negativa.

3.5.2. El problema de los dos reflectores

Supongamos ahora que queremos iluminar un poligono convexo P en
posicién circular general' con dos reflectores Fy y Fy. jPodemos siempre
encontrar los dpices y las orientaciones de los reflectores de tal forma que la
suma de sus tamanos sea minima e iluminen todo P? La respuesta a esta
pregunta es afirmativa y ademds estos pueden encontrarse en O(n?). Los
resultados de esta seccién son debidos a Estivill-Castro y Urrutia [ECU95].

Llamamos a Fy y Fy reflectores opuestos si las regiones iluminadas por
F1 y F, forman un cuadrilatero con todos sus vértices en la frontera de P. Si

1Con la restriccién de que cuatro vértices de P no caigan en la frontera de un mismo
circulo.
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el interior de las regiones iluminadas por los reflectores F; y F5 son ajenos,
llamamos a F} y Fy reflectores ajenos; ver figura 3.15.

X

F I

Y

Figura 3.15: Tipos de reflectores.

Dados dos puntos a y b en la frontera del poligono P. Definimos el inter-
valo (de vértices) (a,b) como el conjunto de vértices de P que encontramos
cuando nos movemos de a hacia b sobre la frontera de P en sentido de las
manecillas del reloj. Note que (a,b) # (b,a). En particular, si a y b no son
vértices, entonces (a,b) U (b,a) es el conjunto de vértices de P.

Lema 3.5.1 Sean Fy y F5 los reflectores de tamano minimo que iluminen el
interior de un poligono convexo P. Entonces los dpices de Fy y Fy se localizan
en los vértices de P.

Prueba. Supongamos que F y F3 son los reflectores de tamano 6ptimo.
Dos casos pueden ocurrir:

1. Fy y F; son reflectores opuestos con apices en ¢ y r tal que r no es un
vértice de P. Sean x, 7,1y, q los vértices de un cuadrilatero formado por
la interseccion de las areas iluminadas por £} y F.

Considere el circulo C(x,y,q) que pasa a través de x,y y un vértice ¢
de P tal que C' contiene todos los vértices en el intervalo (z,y) de P.
Note que el angulo zqy es menor que el angulo xry. Colocamos el apice
del reflector F3 en p tal que ilumine el tridngulo (z,q,y). El poligono
P queda iluminado y la suma de sus tamanos es menor que la de Fi y
F5, lo que contradice la suposicion; ver figura 3.16.
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Figura 3.16: Par de reflectores éptimos en los vértices.

2. Fi y F; son reflectores ajenos con apices en ¢ y r respectivamente tal
que r no es un vértice. Note que si deslizamos el apice de F, sobre la
frontera de P hacia el vértice mas alejado de ¢ el tamano de F5 decre-
ce, por lo que el tamano optimo lo alcanzamos en los vértices, lo que
contradice la suposicion. O

Por el lema 3.5.1 sabemos que los apices de los reflectores se encuentran
en los vértices de P. Supongamos ahora que tenemos dos vértices p y ¢ fijos
de P y queremos encontrar los tamanos éptimos de los reflectores opuestos
para esos apices de tal forma que iluminen todo P, el siguiente lema nos
muestra como encontrarlos.

Lema 3.5.2 Dados dos vértices p y q de P, podemos encontrar los tamanos
optimos de los reflectores opuestos en tiempo lineal.

Prueba. Queremos encontrar dos puntos x y y en la frontera de P tal que
la suma de los angulos o = xpy v # = xqy sea minimo. Considere los angulos
v =pxrqy o = qyp. Note que minimizar « + [ es equivalente a maximizar
v + J, sin embargo, maximizar v + 0 puede realizarse maximizando v y ¢
independientemente, por lo que sélo tenemos que encontrar para cada arista
e en la cadena de aristas de p a ¢ de P, el punto 7. en e que maximiza el
angulo pvq.

Sea e una arista en la cadena de p a ¢ en P, considere el circulo C' que
pasa a través de p, ¢ y es tangente a e. El punto tangente 7. es el angulo
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maximo para esa arista; esto nos toma tiempo constante por arista, por lo
tanto buscar el punto éptimo x nos toma tiempo lineal. El mismo procedi-
miento es usado para encontrar y. Un caso degenerado puede ocurrir cuando
e es adyacente a p,q o a ambos. Cuando e es adyacente a p tomamos x = p
y cuando e es s6lo adyacente a ¢ tomamos x = q. 0

Los dos lemas anteriores y el uso de fuerza bruta nos proporcionan un
algoritmo del O(n?) para encontrar los reflectores de tamano Gptimo y sus
dpices. Podemos reducir la complejidad de nuestro algoritmo a O(n?), al
introducir un criterio para disminuir el nimero de parejas de candidatos de
vértices de P a ser los apices de los reflectores éptimos. Considere el conjunto
D de todas las diagonales de P uniendo todos los pares de vértices de P con la
propiedad de que existe un circulo que pasa a través de los puntos extremos
de forma que contenga a todo P. Bajo la posicién circular general de P,
los elementos de D inducen una triangulaciéon T'(P) de P; ver figura 3.17.
Encontrar T'(P) y D toma tiempo lineal aplicando técnicas para calcular
diagramas de Voronoi en poligonos convexos [AGSS89].

Figura 3.17: Triangulacién de Voronoi en poligonos convexos.

Un subconjunto de tres vértices {u, v, w} de P se denomina una c-tripleta
si {u,v,w} son los vértices de algin tridngulo de T'(P). Dos c-tripletas
{u,v,w} y {u,v,x} son adyacentes si comparten 2 vértices, los otros dos
vértices son llamados vértices antipodales.
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Figura 3.18: No hay c-tripleta que lo separe.

Dados dos vértices p y ¢ de P, decimos que una c-tripleta {r,s,t} los
separa si p y ¢ son ambos diferentes de r, s y t y ademéas cuando caminamos
de p a q sobre la frontera de P en cualquier sentido, encontramos a r,s o t
antes de llegar a q.

Lema 3.5.3 S dos vértices p y q de un poligono P son dpices del par de
reflectores opuestos optimos, entonces no hay una c-tripleta que los separe.

Prueba. Supongamos que hay una c-tripleta que separa a p de q y que
hay un par de reflectores éptimos opuestos F; y Fy de P con apices en p y q.
Supongamos ademas que la luz de F; y F5 se intersectan en dos puntos z y
y en el interior de dos aristas de P. Considere el circulo C que pasa por z,y
y ¢ tal que contenga todos los vértices en el intervalo (z,y). Similarmente
para el circulo a través de y,p y x. Sin embargo, uno de estos circulos esta
forzado a interceptar el circulo a través de r, s y t al menos cuatro puntos, lo
cual es imposible. O

Corolario 3.5.1 Sean p y q los dpices del par de reflectores optimos. Enton-
ces p y q forman un par de vértices antipodales de dos c-tripletas adyacentes,
o hay un circulo a través de p y q conteniendo P.
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Aplicando el corolario y los lemas anteriores, tenemos un algoritmo que
toma O(n?) pasos para encontrar el par de reflectores éptimos.

Algoritmo

= Entrada: Poligono convexo P.

s Salida: Apices, orientacion y tamano optimo de los reflectores.

1. Encontrar T'(P) y todas las c-tripletas de P

2. Encontrar el conjunto S con los pares de vértices antipodas o adyacen-
tes en T'(P).

3. Para cada par de vértices p y ¢ en S, encontrar los reflectores opuestos
Optimos.

4. Para cada par de vértices p y ¢ de P, encontrar en tiempo constante
el par de reflectores ajenos éptimos F; y Fy con épices en p y ¢ que
iluminen P y minimizen la suma de los tamanos de F} y Fj.

Teorema 3.5.2 FEncontrar el par de reflectores optimos en cualquier poligo-
no convexo P con n vértices en posicién circular general toma O(n?).

Prueba. Verificar que el algoritmo siempre termina correctamente, se sigue
directamente del corolario 3.5.1 y los lemas 3.5.1, 3.5.2 y 3.5.3, por lo que
sélo hace falta probar que el algoritmo toma O(n?) pasos.

El paso 1 puede implementarse en tiempo lineal usando [AGSS89], el paso
2 toma O(n). En el paso 3, tenemos n — 2 tridngulos en T'(P), por lo que
son n — 2 vértices antipodales y 2n — 3 aristas en T'(P). Resolver cada uno
de ellos toma tiempo lineal, por lo que el paso 3 toma O(n?). En el paso 4,
necesitamos probar todos los pares de vértices p y ¢ de P. Sin embargo, para
cada par de vértices, hay exactamente dos reflectores ajenos, por lo que la
complejidad del paso 4 es O(n?). O
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3.6. Conclusiones

La prueba obtenida por Chudtal del teorema [Chv75] es un poco mas com-
plicada que la prueba de Fisk, sin embargo, esta expone algunas propiedades
intrinsecas de las triangulaciones de poligonos, las cuales no son evidentes
en la prueba de Fisk. Chvdtal empieza triangulando un poligono P, entonces
selecciona un subconjunto de vértices S con a lo mas ”T_?’ elementos de tal
forma que cada triangulo en la triangulacién tiene un vértice en S.

La mejor cota para el problema de vigilar poligonos con hoyos usando
guardias en vértices es [*£2"] obtenido por O’Rourke [O’R87]. No obstante,
se cree que esta cota no es justa, por lo que el problema atin contintia abierto.

Shermer hizo la siguiente conjetura:

Conjetura 3.6.1 Cualquier poligono conn vértices y h hoyos puede vigilarse

con | ™| guardias en vértices.

En 1981, Toussaint planted la pregunta del minimo niimero de guardias
en aristas requeridos para vigilar cualquier poligono con n vértices y propuso
la siguiente conjetura, la cual continta abierta:

Conjetura 3.6.2 Ezceplo por unos cuantos poligonos, | %] guardias en aris-
tas son siempre suficientes para vigilar cualquier poligono con n vértices.

En 1991, Shermer [She91] generalizo el problema de los guardias méviles.
El probé que |;5] guardias méviles, con rutas compuestas de k aristas o
diagonales, son suficientes para vigilar cualquier poligono con n vértices.

Usando n — 2 reflectores de tamafio 7, podemos iluminar un poligono no
convexo P con n vértices de la siguiente forma: Triangulamos el poligono
para obtener n — 2 triangulos. Para cada triangulo, colocamos un reflector
en el vértice con dngulo menor de Z. Esto garantiza que P queda iluminado.
Con esta regla de iluminacion, podemos poner méas de un reflector en un mis-
mo vértice. Por lo que podemos hacernos la siguiente pregunta: ;Es posible
iluminar cualquier poligono al colocar en cada vértice de P tnicamente un
reflector de tamano o < 77 O’Rourke y Xu [OX92] probaron sorprendente-

mente, que la respuesta a esta pregunta no es siempre afirmativa. La prueba
puede revisarse en [ECOUX95].
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Capitulo

Vigilando galerias de arte ortogonales

4.1. Vigilando poligonos ortogonales

Las galerias de arte son generalmente construcciones ortogonales, por lo
que estas pueden modelarse usando poligonos ortogonales, ; Cuantos guardias
necesitamos para vigilar un poligono ortogonal con n vértices? El teorema
de Chuwdtal 3.2.1 de la pagina 16 puede usarse para contestar esta pregunta,
sin embargo, este resultado puede mejorarse aprovechando la estructura par-
ticular de este tipo de poligonos. En 1983, Kahn, Klawa y Kleiman [KKK83]
probaron que |7 | guardias son siempre suficientes.

Primero probaremos que cualquier poligono ortogonal puede cuadrilate-

rizarse convexamente, la prueba es debido a Lubiw [Lub85].

Definicién 4.1.1 Una cuadrilaterizacion convezxa de un poligono ortogonal
P, es una particion de P en un conjunto de cuadrildteros convexos con inte-
riores ajenos, de tal forma que las aristas del cuadrilatero son aristas de P
o cuerdas de P.

Definicién 4.1.2 Un poligono 1-ortogonal P, es un poligono sin hoyos y con
una arista distinguida e, llamada la arista sesgada, mas aun P cumplen las
siguientes condiciones:

1. Tiene un numero par de aristas
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2. Las aristas alternan entre horizontal y vertical, excepto posiblemente
por e.

3T

3. Todos los dngulos internos son menores o iguales a = .

4. La nariz de la arista e no contiene vértices de P.

La nariz de la arista e de P es el triangulo interior 7" con un lado horizon-
tal, otro vertical y e como la hipotenusa; ver figura 4.1. La nariz es cerrada
del lado de la hipotenusa, abierta en los otros dos lados y no incluye las tres
esquinas. Si e es una arista horizontal o vertical, entonces la nariz es vacia.

f_

Nariz

Figura 4.1: Poligono 1-ortogonal y su nariz.

Teorema 4.1.1 Cualquier poligono 1-ortogonal es convexamente cuadrila-
terizable.

Prueba. Si P tiene cuatro aristas, entonces P tiene que ser convexo y el
teorema es parcialmente cierto. Probaremos que si P tiene mas de cuatro
aristas, entonces P siempre tiene un cuadrilatero ', que al eliminarlo divide
a P en subpoligonos 1-ortogonales mas pequenos. Inductivamente el resultado
se obtiene.

Las dos aristas incidentes a e deben ser ambas horizontales o verticales.
Asumamos sin pérdida de generalidad que el sesgo de e esta entre 0 y 5 por
lo que sus aristas incidentes son horizontales. Sea u y v los vértices incidentes
a e tal que u es el vértice con menor coordenada en y y sea w el tercer vértice

de T.
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Procedemos a encontrar los cuatro vértices de Q'. Los dos primeros vérti-
ces de @' son u y v. Sea € el segmento de linea semi-abierto uniendo v a w,
abierto en w. Deslizamos €’ a la derecha hasta pegar con un vértice de P. Si
¢/ alcanza una arista completa de P, entonces los vértices incidentes a esta
arista, junto con u y v son los vértices de @)’; ver figura 4.2. Supongamos que
¢/ pega en un unico vértice x de P; x es el tercer vértice de ()'.

v
e Tz
e
U ,,,,«,,«,;ii,‘,ijjfjif**”""' y
w

Figura 4.2: ¢’ alcanza toda una arista.

Considere ahora el segmento de linea semi-abierto f horizontal uniendo
u a la linea vertical ¢’ deslizada; f no contiene a wu, pero si al vértice de la
derecha. Deslizamos f hacia abajo hasta alcanzar un vértice (o mas) de P o
una arista horizontal g de P conteniendo todo f. En el primer caso, sea y el
punto mas a la derecha que alcanza f. El cuarto vértice de Q)" es y, el caso
se ilustra en la figura 4.3.

El tnico caso que hace falta revisar es cuando f alcanza una arista ¢ de
P. Esto sélo puede ocurrir si x es incidente a v. Considere el segmento de
linea vertical semi-abierto A" uniendo x a g, cerrada en la parte inferior y
abierta en la parte superior. Deslizamos A’ a la derecha hasta alcanzar un
vértice de P. Si alcanzamos mas de un vértice, escogemos a y como el menor
de estos puntos para ser el cuarto vértice de Q'; ver figura 4.4.

Q@ es convexo y () — P divide al poligono en a lo mas tres poligonos 1-
ortogonales. 0

Lema 4.1.1 Cualquier poligono ortogonal es convexamente cuadrilateriza-

ble.
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CAPITULO 4. VIGILANDO GALERIAS DE ARTE ORTOCONALES

Figura 4.4: f alcanza una arista g de P.

Prueba. Un poligono ortogonal es de hecho un poligono 1-ortogonal, la
definicion no prohibe que e sea paralelo a uno de los ejes X o Y. Escogemos
cualquier arista de P como e. O

Teorema 4.1.2 (Kahn, Klawa y Kleiman [KKK83]) Cualquier poligo-

no ortogonal con n vértices puede vigilarse con a lo mds | % | guardias.

Prueba. Sea P un poligono ortogonal y sea () una cuadrilaterizacién con-
vexa de P. Sea H la siguiente grafica: el conjunto de vertices de H esta
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formado por los vértices de ). El conjunto de aristas de H esta formado por
las arista de () y ademas dos diagonales a cada cuadrilatero ¢ € () conectando
sus vértices opuestos; ver figura 4.5.

2 4

3 !

Figura 4.5: Poligono ortogonal cuadrilaterizado, su gréafica H y 4 coloreado.

Asignamos una 4-coloracién a los vértices de H, esto divide al conjunto
de vértices de P en cuatro clases crométicas Cy, Cy, C3, Cy. La cardinalidad
de una de estas clases es a lo mas [ % ]. Note que cada cuadrildtero utiliza los
4 colores, esto asegura que la grafica queda totalmente vigilada al poner en
cada elemento de una de las clase cromaticas un guardia.

Por probar que H es 4-coloreable, consideremos la grafica dual Q* de
@. Note que al eliminar cualquier cuerda de @, dividimos la grafica dual
Q* en dos, por lo que @Q* es un arbol. Al eliminar de ) un cuadrilatero
correspondiente a una hoja de Q* produce una subgrafica H' de H, la cual
inductivamente se asume que es cuatro coloreable. Es facil ver que esta 4-
coloracién puede extenderse a una 4-coloracion de H.

n

Para mostrar que |% | guardias son ocasionalmente necesarios, considere

el poligono de peine ortogonal P, con n = 4m vértices presentado en la
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CAPITULO 4. VIGILANDO GALERIAS DE ARTE ORTOCONALES

figura 4.6. Para vigilar P, necesitamos m guardias. 0

Figura 4.6: Poligono ortogonal de peine con 4m vértices que requiere m guar-
dias.

Encontrar la cuadrilaterizacién de un poligono sin hoyos puede hacerse
en tiempo lineal usando como base el algoritmo de triangulacion propues-
to por Chazelle, sin embargo, cuadrilaterizar un poligono con hoyos, toma
O(nlogn). Lubiw [Lub85] probd que esta cota es justa al reducir el proble-
ma de ordenar n nimeros enteros, al problema de descomponer una regiéon
ortogonal con 4n + 4 vértices en cuadrilateros convexos.

Una prueba diferente al teorema 4.1.2 fue obtenida por Estivill-Castro y
Urrutia [ECU94]. Esta prueba se presenta a continuacién.

Un corte horizontal o vertical de un poligono ortogonal P, es la extension
interna de una arista horizontal o vertical de P en un vértice concavo hasta
dividir P. Un corte es llamado impar si este divide a P en dos subpoligonos
no vacios P; y P, con ny y ny vértices respectivamente, de tal forma que
ny+mng =n-+2ymn; onyesigual a 4k + 2 para alguna k£ > 1.

Si cualquier poligono ortogonal tiene un corte impar, entonces inducti-

n

vamente el poligono puede vigilarse con a lo méas |7 | guardias. Esto es, si

ny +ny <n+2,yn 0ng esigual a 4k + 2, entonces |5 ] 4 [22] < [§].
Clasificamos los vértices concavos de un poligono ortogonal P en 4 clases
de acuerdo al tipo de aristas incidentes, es decir, superior-izquierdo, superior-
derecho, inferior-izquierdo e inferior-derecho.
Prueba del teorema 4.1.2. Dividimos el conjunto de vértices céncavos en
dos conjuntos, S; = inferior-derecho U superior-izquierdo, y S = inferior-
izquierdo U superior-derecho. Como P tiene "7_4 vértices concavos, entonces
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la cardinalidad de alguno de ellos es a lo més |%]. Sin pérdida de generalidad
asumamos que S < |5 ]. Colocamos un guardia en cada elemento de S, si
el poligono queda completamente vigilado entonces no hay mas que probar.

Supongamos que existe un punto p no vigilado por S;. Considere [ el
segmento de linea horizontal més grande contenido en P de tal forma que [
pasa a través de p. Sea e y f las aristas de P conteniendo a los puntos finales
de [. Considere el rectangulo R mas grande conteniendo a [ y contenido en
P. Sea € y [’ las aristas de P que intersectan las aristas superior e inferior
de R respectivamente. Como p no es visible desde algin punto en S, e y €
se encuentran en el vértice superior-izquierdo de R. Similarmente f y f’ se
encuentran en el vértice inferior-derecho de R.

Sea q v ¢' los vértices superior-derecho e inferior-izquierdo de R respec-
tivamente. Si ¢ y ¢’ son vértices de P, entonces P = R y no hay nada mas

que probar. Supongamos que esto no ocurre, Dos casos pueden ocurrir:

1. qy ¢ no son vértices de P. En este caso podemos hacer dos cortes
horizontales que generan un rectdngulo contenido en R y conteniendo
[, uno de estos dos cortes horizontales tiene que ser un corte impar de
P; ver figura 4.7.

e e
z L
¥, ¥,
e T~ "t f e 17777 o f
p p

Figura 4.7: Caso 1.

2. Unicamente q es vértice de P. Dos casos puede ocurrir:
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CAPITULO 4. VIGILANDO GALERIAS DE ARTE ORTOCONALES

a)

b)

e y f' estan contenidos en una arista izquierda e inferior de R

respectivamente. Extendemos la arista horizontal de P incidente

al vértice inferior de e y la arista vertical incidente al punto final

izquierdo de f’ hasta alcanzarse, esto divide al poligono P en

dos subpoligonos P; y P, con n —4 y 6 vértices respectivamente,
n—4

Py pueden vigilarse inductivamente con |"7=] y un guardia es

suficiente para vigilar P,; ver figura 4.8.

6!

fl

Figura 4.8: Caso 2.a.

f'" contiene propiamente la arista inferior de R. Sea w el vértice
inferior de e. Considere el segmento de linea vertical j uniendo
w a un punto en la base de R. Deslizamos j hasta alcanzar una
arista vertical de P o esta alcance el vértice izquierdo incidente
a f’ o el vértice izquierdo de la arista horizontal ¢ incidente a w.
Cuando j alcanza el vértice izquierdo incidente a f’, este genera un
corte vertical impar de P; ver figura 4.9 izquierda, el cual divide
el poligono en dos subpoligonos P, y P, con n — 4 y 6 vértices
respectivamente. El caso en que alcanzamos el vértice izquierdo
de g es analogo.

Supongamos entonces que alcanzamos una arista vertical de P.
Sea r el vértice con mayor coordenada y; ver figura 4.9 derecha.
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Entonces podemos generar dos cortes de P en r, un corte horizon-
tal que divide al poligono P en dos subpoligonos P; y P, con m 'y
n —m+ 2 vértices respectivamente y el corte vertical que también
divide al poligono P en dos subpoligonos P y Pj con m + 2y
n —m vértices respectivamente. Uno de los cortes de P en r tiene
que ser impar.

Figura 4.9: Caso 2.b.

4.2. Vigilando galerias de arte ortogonales con
hoyos

En el capitulo anterior vimos que cuando un poligono contiene hoyos,
el nimero de guardias necesarios es mayor que en ausencia de estos. Hoff-
man [Hof90] probo sorprendentemente que si permitimos colocar guardias en
puntos, el nimero de guardias necesarios para vigilar cualquier poligono or-
togonal con hoyos es igual que vigilar cualquier poligono ortogonal sin hoyos,
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CAPITULO 4. VIGILANDO GALERIAS DE ARTE ORTOCONALES

es decir, || guardias en puntos son siempre suficientes para vigilar cual-
quier poligono ortogonal con A > 0 hoyos y n vértices. Sin embargo, si s6lo
permitimos que los guardias sean colocados en vértices, entonces el ntimero
de guardias necesario para vigilar un poligono ortogonal con hoyos es mayor.
O’Rourke [O’R87] obtuvo la cota “£2" al convertir un poligono ortogonal
con h hoyos y n vértices al agregarle h aristas (2h vértices), en un poligono
ortogonal sin hoyos con n + 2h vértices y al poligono resultante aplicarle el
teorema 4.1.2.

Shermer [O'R87] conjeturé que "+ guardias en vértices son siempre su-
ficientes para vigilar cualquier poligono ortogonal con n vértices y h hoyos;
ver figura 4.10. Hoffman y Kriegel [HK96] probaron que cuando h es grande,

B

3 vértices son siempre suficientes.

Figura 4.10: Familia de poligonos con 4+ 10h vértices y h hoyos que requiere
| 242 | guardias en vértices.

Teorema 4.2.1 (Hoffman y Kriegel [HK96]) Cualquier poligono orto-
gonal P con n vértices y h hoyos puede vigilarse con a lo mds | %] guardias
en vértices.

Para la prueba es necesario el siguiente teorema debido a Hoffman y
Kriegel [HK96].
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Teorema 4.2.2 Sea G una grdfica plana, 2-conexa y bipartita. Entonces
ezxiste una triangulacion de G tal que la grifica triangulada es 3-coloreable.

La prueba de este teorema se presenta en el capitulo 5, pagina 91.

Prueba del teorema 4.2.1. Cuadrilaterizamos convexamente el poligono P
y sus h hoyos, esto es posible de acuerdo al teorema 4.1.1, la grafica G aso-
ciada a la cuadrilaterizacion de P es plana, 2-conexa y bipartita. Aplicamos
a G el teorema 4.2.2, asignamos una 3-coloracién a los vértices y escogemos
la clase cromatica de menor tamano, la cual es de tamano menor o igual que

| 5]; ver figura 4.11. El poligono y sus hoyos quedan vigilados debido a que

los vértices de cada triangulo reciben diferentes colores. O
2 S 3
/// 3 7”"—\.\/
1 Sl |
3 4

Figura 4.11: Poligono con 2 hoyos, triangulado y 3-coloreado.

4.3. Vigilando galerias de arte ortogonales con
guardias modviles

Si permitimos que los guardias se muevan por el interior de la galeria de
arte ortogonal con n vértices, el nimero de guardias necesarios para vigilar-
la decrece dependiendo de la distancia del distrito que los guardias tienen
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permitido vigilar. Un distrito de distancia k pude representarse por un arbol
de tamano k embebido en el interior del poligono. Cuando k£ = 0 los guar-
dias se encuentran en los vértices o en puntos, y por el teorema 4.1.2, ||
guardias son siempre suficientes. El siguiente resultado debido a Grary, Hoff-
mann, Kriegel y Shermer [GHKS96] nos da una generalizacién del ntimero
de guardias moviles necesarios para vigilar cualquier poligono ortogonal.

La descomposicién rectangular de un poligono ortogonal P, es una par-
ticion de P en rectangulos al extender un cordén horizontal en cada vértice
céncavo por el interior del poligono. Si el poligono se encuentra en posicion
general, entonces el nimero de rectangulos en esta descomposicion es ”T_z, de
lo contrario el nimero de rectangulos es menor. Definimos una R-grdfica de
P, denotada por R, como una grafica plana donde cada vértice corresponde a
un rectangulo de la descomposicion rectangular de P y dos vértices u y v son
adyacentes si hay una cuerda que separe a sus rectangulos correspondientes.
Para cualquier par de rectangulos vecinos en una descomposicion rectangu-
lar de P hay una arista vertical del poligono la cual es vertical a ambos
rectangulos, esto los llamaremos rectangulos vecinos derechos o izquierdos
respectivamente. Definimos vecino superior e inferior de la manera natural.
En la figura 4.12, a es vecino superior de b.

Figura 4.12: Descomposicion ortogonal y su grafica R.

Para esta prueba, si n < k + 4, entonces | 2| toma el valor de uno en

vez de cero.
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Teorema 4.3.1 || guardias mdviles con un distrito de tamarnio k son

suficientes para vigilar cualquier poligono ortogonal con n vértices.

Para probar el teorema 4.3.1, es suficiente probar el teorema 4.3.2 para
un poligono P con n > 2k + 8 vértices y el lema 4.3.1.

Teorema 4.3.2 Cualquier poligono en posicion general puede dividirse en
LkLHJ poligonos ortogonales con a lo mds 2k + 6 vértices cada uno.

Lema 4.3.1 Cualquier poligono ortogonal P de a lo mds 2k + 6 vértices
puede vigilarse por un guardia movil con distrito de tamano k.

Prueba. Como P tiene a lo mas 2k + 6 vértices, podemos hacer una par-
ticién rectangular con a lo mds [#%5=2| = k + 2 rectdngulos. Considere la
R-grafica R de P, R es un arbol de tamano k + 2. Para vigilar todo P basta
cubrir R, el cual puede cubrirse con un subédrbol de R de tamano k. U

El término corte denota ya sea una cuerda de un rectangulo de una des-
composicion rectangular horizontal o vertical de P, o la unién de dos segmen-
tos de linea (uno vertical y otro horizontal), uniendo dos vértices concavos
en forma de L; ver figura 4.13.

Probaremos el teorema 4.3.2 inductivamente usando cortes para dividir
el poligono P. Un corte divide a P en dos subpoligonos ortogonales P, y P,
con ny y no vértices respectivamente, tal que n; + ny = n + 2, el cual es
llamado (n1, ng)-corte. Un corte es bueno si

MAIJ - M%J = MLHLJ

es decir, si el argumento inductivo puede aplicarse.

Lema 4.3.2 Sea n,nq,ny niumeros pares conn > 2k+8 yni+ns = n+2. Un
(ny,ng)-corte de un poligono P es bueno si una de las siguientes condiciones
es cierta.

2. my>k+4dyny>k+4yn Z0 6 1(mod k+4)
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CAPITULO 4. VIGILANDO GALERIAS DE ARTE ORTOCONALES

Figura 4.13: Corte en forma de L.

3 m>k+4dyny>k+4ynyZ0 6 1(mod k+4)
4. ny =ng = 1(mod k + 4)
Prueba. Caso 1:
n N2 2k + 8 n
=1+1= <
L«HJ " Lf+4J - {k+4J = Lf+4J
Casos 2, 3y 4: Sea «; el residuo de n;(mod k + 4). Entonces en todos los

casos tenemos ag + ap > 2. Mas atin, n; > k+4 y ny > k + 4 por hipdtesis
en 2y 3. En el caso 4 porque de otra forma n; o ny respectivamente seria 1.

De esta forma tenemos
L)+ i) = [+ [

=] < el

I

O
Del punto 2 y 3 del lema 4.3.2 tenemos:

Corolario 4.3.1 Sea n,ny,ny numeros pares conni+ng =n-+2, ny > k+4
yny —2 > k+4. Si un poligono con n vértices tiene un (ni,ns)-corte y
(ny + 2, ny — 2)-corte, entonces al menos uno de estos cortes es bueno.

Usualmente vamos a aplicar este corolario en una situaciéon donde la re-
gién entre los cortes es un rectangulo. A este par de cortes los llamaremos

cortes consecutivos.
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Prueba del teorema 4.3.2. Como P es un poligono sin hoyos, la grafica R de
n—2

2
eliminarlo, el tamano de cualquier componente conexo es a lo mds 5 = ”7_2.

Geométricamente dividimos a P en deg(v) + 1 partes, conformado por el

P esun arbol con r = vértices. Existe en R un vértice v tal que después de

rectdngulo v y los poligonos P, P, ..., Piegv) €ON My, N, ... Ngeg(n) Vertices
respectivamente. El ntimero de vértices de P; es a lo mas
r n+ 2

2 2= .
2+ 2

Como cada corte crea dos nuevos vértices, tenemos:

deg(v)

Z n; =n+ 2deg(v) — 4, (4.1)

=1

transformando esta igualdad:

—n; = —n+ Z nj + 4 — 2deg(v),

7€{1,2,..,deg(v)}\i

y combinandola con 2n; < n + 2 obtenemos:

n; < Z nj + 6 — 2deg(v), (4.2)

j€{1,2,..,deg(v)}\i

para cualquier i € {1,2,...,deg(v)}. De acuerdo al grado de v, tres casos
pueden ocurrir, v tiene 2, 3 o 4 vecinos.

1. deg(R) = 2. Asumamos sin pérdida de generalidad que n; < ny. Consi-
dere los dos cortes, (ny + 2, ng)-corte y (ny, ng + 2)-corte. Si ny > k+4,
entonces al menos uno de los cortes es bueno por el corolario 4.3.1. De
otra forma, si ny < k+4, entonces ny < n1+6—2-2 < k+4+2 < 2k+6
por la desigualdad 4.2. Asi, el (n; + 2, ns)-corte es bueno por el lema
4.3.2 (1).

2. deg(R) = 3. Asumamos sin pérdida de generalidad que Py, P, y Pj
encuentran a R en la vecindad superior izquierda, inferior izquierda y
superior derecha respectivamente. ny + ny +n3 = n+ 2 por la igualdad
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4.1y n; < nj+ny para cualquier permutacion (i, 7, k) por la desigualdad

4.2. Tenemos los siguientes cortes (1) (ny, ne+ns)-corte, (2)(ng, n1+ns)-
corte, (3) (ng,ny + ng)-corte y (4) (ng + 2,n1 + ny — 2)-corte el cual
es un corte en forma de L, este empieza verticalmente en el vértice

céncavo izquierdo inferior de P; baja hasta la arista horizontal de R o

su extension; ver figura 4.13. Varios casos pueden ocurrir.

a) ng > k+4.Sin;+ny—2 > k+4, entonces el tercer o el cuarto corte

es bueno por el corolario 4.3.1. De otra forma si ny+ns—2 < k+4,
entonces tenemos que ng < ny; +ny < k+6 <2k +6 y de aqui el
cuarto corte es bueno por el lema 4.3.2 (1).

b) n3 < k+ 4, una de la siguientes condiciones ocurren.

)

Sing < k44, entonces n1+ng < 2k+6y ny < ni+ng < 2k+6.
Por lo que el segundo corte es bueno por el lema 4.3.2 (1).

Si ny < k+ 4, entonces por analogia el primer corte es bueno.
Sini >k+4yny >k+4yn =0(mod k + 4), entonces
(n1+n3) Z0o0 1(mod k+4) y el segundo corte es bueno por
el lema 4.3.2 (3).

Sing >k+4ynyg >k+4ymny =0(mod k+ 4), entonces
(n2 +n3) # 0 o 1(mod k + 4) y el primer corte es bueno por
el lema 4.3.2 (3).

Sing >k+4yny>k+4yn; #0o0 1(mod k+4), entonces
el primer corte es bueno por el lema 4.3.2 (2).

Sing >k+4yny>k+4yny#Z0o0 1(mod k+4), entonces
el segundo corte es bueno por el lema 4.3.2 (2).

Sing >k+4yny >k+4yn =ng = 1(mod k+4)y
ng < k + 3, entonces el primer corte es bueno por el lema
432 (3).

¢) Supongamos que ningin caso anterior ocurre, esto significa que
ny =ng = 1(mod k+4) y ng =k + 3.

En cada posible configuracion encontramos ya sea un corte con

un subpoligono resultante de tamano k£ 4+ 7 o un par de cortes

consecutivos.
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Llamamos a dos vértices céncavos opuestos si estos son visibles

entre ellos y los rayos emanandos de las aristas incidentes a ellos

representan los cuatro ejes cardinales.

Note que en caso de dos vértices opuestos céncavos, asi como el

caso de dos vértices coéncavos ambos vecinos visibles a un tercer

vértice concavo, encontramos cortes consecutivos.

1)

El vértice c esta a la derecha del vértice b. Esta es la configu-
racion mostrada en la figura 4.14. Considere el vértice céncavo
d mas arriba por debajo de la linea horizontal que pasa por
¢ tal que d es visible por a y b. Si d existe, entonces por la
observacion anterior tenemos cortes consecutivos. Note que
en todos estos cortes, el subpoligono conteniendo Ps tiene ta-
mano > k + 5 y las partes restantes tienen también tamano
> k + 5, dado que cada uno contiene a P; completamente.
Basado en el corolario 4.3.1 al menos uno de los cortes es

bueno.
Py Py Py Py
__.a 2 N b
R R
”””””” [ e
Py Py

Figura 4.14: Caso 2.c.1.

El vértice ¢ esta a la izquierda del vértice a; ver figura 4.15.
Si ¢ ve al vecino superior de a, entonces conectamos ¢ con
este vecino (aun si es convexo) por un corte en forma de Ly
obtenemos un poligono conteniendo p3 de tamano k + 7. De
otra forma debe de existir un vértice céncavo en P el cual es
opuesto a c.
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CAPITULO 4. VIGILANDO GALERIAS DE ARTE ORTOCONALES

3) El vértice c esta a la derecha del vértice a y a la izquierda del
vértice b. Anédlogo al caso anterior intercambiando los roles de
ay c.

Figura 4.15: Caso 2.c.2.

3. deg(R) = 4. Asumamos sin pérdida de generalidad que P, y P se
encuentran a la izquierda y P; y P, a la derecha de R. Como

4
Zni =n+ 4,
i=1

al menos una de las subsumas n; + ny 0 n3 + ny es menor o igual que
n+d

5 -
un corte en forma de L tal que el poligono Pj del lado derecho del

Asumamos que esto ocurre para la suma nz + ny. Entonces hay

corte tiene ng 4+ ny — 2 vértice y consiste de Ps, Py y una porcion de R.
El analisis del caso 2 puede aplicarse, con P; tomando el lugar de P3. [

4.4. Problema de la prision

Supongamos que queremos vigilar una prision. Para evitar asaltos o fu-
gas es necesario vigilar su exterior y asi como el interior. Este problema es
conocido como el problema de la prision. ;Cuantos guardias son suficientes
para vigilar simultdneamente el interior y exterior de un poligono ortogonal
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simple? El siguiente teorema debido a Hoffman Kriegel [HK96] nos da el
nimero de guardias suficientes para el problema de la prisién en poligonos
ortogonales.

Teorema 4.4.1 L%L +2] guardias en los vértices son suficientes para proteger
el interior y exterior de un poligono ortogonal P con n vértices.

Prueba. Asumamos que el poligono P esta en posicion general. Construimos el
cierre ortoconvero C(P) de P, es decir, el conjunto de puntos mas pequeno
conteniendo P tal que la interseccién de C'(P) con cualquier segmento de
linea horizontal o vertical de P sea convexo; ver figura 4.16. La frontera
de C(P) divide la regién exterior de P en la regién exterior de C'(P) y la
regién conectando componentes de C'(P)\P los cuales son diferentes de la
region interior de P, estas regiones son llamadas bolsas. Las bolsas pueden
cuadrilaterizarse debido a que son poligonos ortogonales. La construccién
del cierre ortoconvexo requiere vértices adicionales, sin embargo, podemos
desplazar los vértices creados a una esquina del poligono vecino en la frontera
de C(P) evitando destruir la cuadrilaterizacién de las bolsas, de tal manera
que el poligono resultante C*(P) es también ortoconvexo.

Figura 4.16: Poligono ortogonal P y su cierre ortoconvexo C'(P).
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CAPITULO 4. VIGILANDO GALERIAS DE ARTE ORTOCONALES

Claramente C*(P) es acotado por cuatro aristas externas las cuales son
conectadas por escaleras monétonas. Asi el exterior de C*(P) puede cubrir-
se con cuatro medios planos definidos por las aristas externas y los conos
definidos por todos los vértices concavos en la escalera. Tales conos son exac-
tamente el conjunto de puntos en el exterior visible por algin vértice.

Sea G la siguiente grafica plana: El conjunto de vértices de G contiene
todos los vértices de P. Las aristas consisten de las aristas de P, las cuerdas
de los cuadrilateros y la aristas conteniendo pares de vértices consecutivos

de las esquinas convexas en la frontera de las escaleras en C*(P); ver figura
4.17.

Figura 4.17: Grafica plana asociada al cierre ortoconvexo C'(P) de P.

Agregamos ocho nuevos vértices para obtener una copia de cada arista ex-
trema como indica la figura 4.18. Finalmente, agregamos un vértice por cada
vértice convexo (sin contar los vértices extremos) en las ecaleras mondtonas
de la frontera de C*(P). Note que agregamos a lo mas un vértice por cada
dos vértices concavos. Esto nos permite reemplazar cada triangulo en la fron-
tera de GG, por un cuadrilatero en la nueva grafica G*. El nimero de vértices
adicionales insertados es acotado por L”‘TH + 8]. Por lo que el nimero total
de vértices de G* es a lo més |2 +5].
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Figura 4.18: Grafica C*(P) de P.

Aplicando el teorema 4.2.2, asignamos una 3-coloracién a los vértice de
G™ y escogemos la clase croméatica de menor cardinalidad, esta tiene tamano
alo mds |32 +2|. Los guardias pueden colocarse en vértices los cuales no son
vértices del poligono original P, es decir, se pueden escoger vértices nuevos
para posicionar guardias, sin embargo, esos guardias pueden desplazarse al
correspondiente vértice del poligono original. U

Teorema 4.4.2 L5”1_24h + 2| guardias en los vértices son suficientes para
proteger el interior y exterior de un poligono ortogonal P con n vértices y h

hoyos.

Prueba. Cuadrilaterizamos los hoyos Py, P,, ... P, y el interior de P. Ahora
podemos aplicar el resultado anterior.
P tiene a lo mas n—4h vértices y de aqui, el nimero de vértices adicionales

n—4h—12
=

por la construccién de G* es a lo més . De esta forma G* tiene a lo

més | + 5] vértices y una de la clases cromaticas tiene cardinalidad a
lo mas |24t 4 9| .
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CAPITULO 4. VIGILANDO GALERIAS DE ARTE ORTOCONALES

Teorema 4.4.3 L%J guardias en puntos son suficientes para proteger el

interior y exterior de un poligono ortogonal P con n vértices y h hoyos.

Prueba. Sea R el poligono ortogonal que engloba a P. Considere a R
junto con P como un poligono P’ el cual tiene a P como un hoyo. Cuadrila-
terizamos P’, P y los hoyos de P, la gréafica resultante tiene n + 4 vértices,
aplicamos el teorema 4.2.2 y seleccionamos la clase croméatica de menor car-

dinalidad. O

4.5. Vigilando galerias de arte tradicionales
con habitaciones

En el teorema de galeria de arte clasico, una galeria de arte es un poligono
simple en el plano. Desde un punto de vista mas realista, una galeria de arte es
una construccion rectangular subdividida en salas rectangulares. Asumamos
que cualquier par de salas adyacentes tiene una puerta conectandolas.

. Cuantos guardias necesitamos en una galeria de arte tradicional para vi-
gilar todos las habitaciones? Note que si ponemos un guardia en una puerta
conectando dos salas, este puede vigilar ambas salas a la vez y como ningtun
guardia puede vigilar mas de dos salas, entonces necesitamos al menos |[% |
guardias para vigilar una galeria de arte tradicional con n salas. El resulta-
do principal de esta seccién es debido a Czyzowicz, Rivera-Campo, Santoro
Urrutia y Zaks [CRCS'94].

Dada una grafica G y un subconjunto S de vértices de G, definimos
Odd(G — S) como el nimero de componente de G — S con un nimero impar
de vértices. El siguiente resultado debido a Tutte nos da las condiciones
necesarias y suficientes para la existencia de un emparejamiento perfecto. La

prueba puede consultarse en [Tut47]

Teorema 4.5.1 (Tutte, 1947). Una grdfica G tiene un emparejamiento per-
fecto si y solo si cada subconjunto S de V(G), Odd(G — S) < |S)|.

Teorema 4.5.2 Cualquier galeria de arte tradicional T con n salas puede

vigilarse con exactamente [§] guardias.
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Prueba. Sea T una galeria de arte tradicional con n salas (Ry, Ry, ..., R,) y
sea T™ la grafica dual de T, en la cual representamos el rectangulo R; de T por
el vértice v;, y dos vértices son adyacentes si sus rectangulos correspondientes
comparten un segmento de linea en su frontera comun; ver figura 4.19.

Figura 4.19: Galeria tradicional con habitaciones y su grafica dual.

Note que la frontera de los rectdangulos correspondientes a los vértices de
cualquier subgréfica conectada de T* forman un poligono ortogonal, posible-
mente con algunos hoyos ortogonales.

Mostraremos que si 7™ tiene un ntimero par de vértices, entonces T tiene
un emparejamiento perfecto M. Al colocar un guardia en cada puerta conec-
tando R; y R; correspondientes a cada arista {v;,v;} de T en M, vigilamos
todos los rectangulos de T'. El caso cuando 7™ tiene un ntmero impar de
vértices se obtiene dividiendo cualquier sala de T" en dos. En cualquier caso
la cardinalidad de M es a lo més [5].

Supongamos que T™ tiene un nimero par de vértices. Probaremos que
T™ satisface el teorema 4.5.1. Sea S cualquier subconjunto de vértices de T*
y k el nimero de componentes conexos de T* — S. Cada componente C; de
T* — S es representado por un subpoligono ortogonal P; de T'. Cada uno de
tales poligonos tiene al menos cuatro aristas y asi el niimero total de esquinas

generadas por los k componentes en T — S es al menos 4k.
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CAPITULO 4. VIGILANDO GALERIAS DE ARTE ORTOCONALES

Figura 4.20: Los componentes de G — S son poligonos ortogonales posible-
mente con hoyos.

La siguiente observacion es esencial para la prueba: Cuando un rectangulo
representado por un elemento de S es reemplazado, a lo més cuatro esquinas
van a desaparecer.

Una vez que todos los rectangulos en S son reemplazados, todos los pun-
tos esquina generados por los componentes de T* — S desaparecen, excepto
por los cuatro puntos esquina de 7. De esta forma, & < |S| 4+ 1. Es facil
verificar que cuando k = |S| + 1 al menos uno de los componentes de 7% — S
es par. O

4.6. Vigilando galerias de arte ortogonales con
reflectores

El siguiente resultado es debido a Abello, Estivill-Castro, Shermer y Urru-
tia [AECSU9S].
Considere la siguiente clasificacion de vértices:

= (' el conjunto de vértices superiores de las aristas izquierdas unién los
vértices izquierdos de las aristas superiores.
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= (5 el conjunto de vértices inferiores de las aristas izquierdas union los
vértices izquierdos de las aristas inferiores.

= (5 el conjunto de vértices superiores de las aristas derechas union los
vértices derechos de las aristas superiores.

= () el conjunto de vértices inferiores de las aristas derechas unién los
vértices derechos de las aristas inferiores.

Teorema 4.6.1 Cualquier poligono ortogonal P con n vértices puede ilumi-
3n—4

< | reflectores ortogonales en vértices.

narse con a lo mas |

Prueba. Primero probaremos que al colocar un reflector en cada elemen-
to de cualquiera de los conjunto descritos previamente, iluminan todo P.
Sin pérdida de generalidad tomemos el conjunto C. Colocamos un reflector
iluminando el area entre 37” y 2m.

Sea p cualquier punto en P. Considere el segmento de linea horizontal h
méas grande totalmente contenido en P y con punto final derecho en p; ver
figura 4.21. Sea e la arista vertical la cual contiene el punto final izquierdo
de h. Deslizamos h hacia arriba hasta alcanzar una arista superior de P o
el vértice superior x de e. En el segundo caso, existe un reflector en x que
ilumina p. Supongamos que h alcanza una arista superior f de P. Sea y el
vértice izquierdo de f, claramente y € C; por lo hay un reflector en y que
ilumina p.

Si usamos los cuatro conjuntos y colocamos reflectores en cada uno de sus
elementos, entonces colocaremos exactamente dos reflectores en cada vértice
céncavo y uno en cada vértice convexo. Si P tiene r vértices concavos, en-
tonces el nimero total m de reflectores usados por los cuatro conjuntos es
2r 4+ (n — r). Sabemos que r = %, por lo que
n—4 n+4 3n-—4

> T2 T 2

Claramente la cardinalidad de uno de los conjuntos es a lo mas

m=2r+(n—r)=2
In—4
.

Para mostrar que la cota es justa, considere la familia de poligonos de

la figura 4.22 con 12 + 8k vértices, es facil ver que esta familia requiere

3(12+7§k)_4 = 4 4 3k reflectores. O
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CAPITULO 4. VIGILANDO GALERIAS DE ARTE ORTOCONALES

Figura 4.21: Reflectores en el conjunto superior-izquierdo.

Figura 4.22: Familia de poligonos ortogonales con 12 + 8k vértices que re-
quieren 4 + 3k reflectores.

4.7. Conclusiones

En 1986, E. Gyory [Gy86] obtuvo otra prueba del teorema 4.1.2. Su prue-

ba descompone el poligono ortogonal en a lo més | 7§ | poligonos en forma de
L y cada uno de tales poligonos pueden vigilarse con un guardia.

La cota para el problema de vigilar poligonos ortogonales con hoyos usan-
do guardias en vértices no es justa, por lo que este problema atn sigue abierto,

Hoffman hizo la siguiente conjetura:
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Conjetura 4.7.1 L%"j guardias en vértices son siempre suficientes para vi-
gilar cualquier poligono ortogonal con hoyos.

Para el problema de los guardias moviles, Gyory, Hoffman, Kriegel y
Shermer [GHKS96|, probaron que la cota es justa cuando el tamano del
distrito k es par; ver figura 4.23. Més aun, ellos probaron que en presencia de
hoyos y usando guardias méviles con un distrito mayor o igual a 2, el niimero
de guardias suficiente decrece.

] [T} (S

Figura 4.23: Poligonos con | 2 | brazos en espiral: a) Cota justa para k = 4;

b) Cota justa para k = 6.

FEstivill-Castro y Urrutia [ECU95] probaron sorprendentemente que si

permitimos colocar reflectores en puntos, cualquier poligono ortogonal puede

iluminarse con a lo mas |4 | reflectores ortogonales, es decir, reflectores de

tamano g
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Capitulo

Vigilando objetos 3D

5.1. Poliedros

Un poliedro es un solido d-dimensional, el cual esta formado por una
coleccién finita de poligonos que son parte de algun plano. Los poliedros son
generalizaciones de los poligonos. En adelante, los poliedros seran tratados
3-dimensionales (3D).

Dado un poliedro P, denotamos el interior abierto por int(P), el exterior
abierto por ext(P) y la frontera por O(P). La frontera es considerada parte
del poliedro, es decir, P = 0(P) Uint(P). Una cara F' de un poliedro P es
un vértice, una arista o una cara (poligonal) de P.

La dimension de la cara f, denotada como dim(f), es 0 si f es un vértice,
1 si f es una arista y 2 si f es una cara. El subespacio lineal conteniendo f
es denotado por af f(f).

Dos caras f y g de un poliedro P son incidentes si una estd incluida en
la otra y si sus respectivas dimensiones defieren en uno. Dos vértices de un
poliedro son adyacentes si estos son incidentes a una arista comin. Dos caras
de un poliedro son adyacentes si estas son adyacentes a alguna arista comun.

Definicién 5.1.1 Una arista de un poliedro es concava si y solo si el angulo
interior entre las dos caras incidentes del poliedro es mayor que m, de otra
forma la arista es convexa.
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Definicién 5.1.2 Un poliedro es convexo si y solo si todas sus aristas son
cOnvexas.

Topolégicamente un poliedro es homomérfico a una esfera con asas. El
nimero de asas es llamado genero. Un poliedro homomorfico a una esfera
topolégica tiene genero 0. Un poliedro homomorfico a un toro topoldgico
tiene una asa y por lo tanto tiene genero 1. De forma mas general, un poliedro
de genero h tiene h asas. El siguiente teorema muestra la relacién que existe
entre los vértices, las aristas, las caras y el genero de un poliedro, la prueba
puede consultarse en [BY9S].

Teorema 5.1.1 (Relacion de Euler para poliedros) Si P es un poliedro con
n vértices, m aristas, f caras y genero h, entonces

n—m+ f=2-—2h.

Dado un poliedro convexo P, un punto v y un plano H de tal forma que
H Nint(P) = 0, decimos que v esta més cerca de H si v se encuentra en el
espacio abierto determinado por H el cual contiene int(P), y decimos que v
esta mas alld de H si v pertenece al espacio abierto determinado por H el
cual no contiene int(P). Dado un conjunto de puntos S € R3, CH(S) denota
el cierre convexo de los puntos.

Los siguiente teoremas los cuales se presentan sin demostracion, permi-
ten agregar o eliminar vértices de un poliedro convexo de tal forma que el
poliedro resultante contintia siendo convexo, estas operaciones son llamadas
truncamiento y estrellado respectivamente; las pruebas pueden consultarse
en [Bro81].

Teorema 5.1.2 Sea P un poliedro convezo en R®, V los vértice de P y H
un plano en R* con HNint(P) # 0 y HNV =0 y sea K uno de los dos
medios-espacios acotados por H. Entonces tenemos que:

1. El conjunto P' = K NP es un poliedro convero y H NP es una cara
de P’.

2. Si f esuna cara de P’ tal que KN f # (0, entonces f' = KN [ es una
cara de Py dim(f') = dim(f).
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3. Sea f' una cara de P'. Entonces [’ es una cara de dimension 2 de HN'P

o hay una tunica cara f de P tal que f'= KN f.

El truncamiento permite eliminar un vértice v de P de tal forma que el
poliedro resultante sea convexo y similar a P, excepto por las modificaciones
de las caras adyacentes a v y la nueva cara de dimensién 2 creada por el
truncamiento de v; ver figura 5.1.

Figura 5.1: Truncamiento de un poliedro.

Teorema 5.1.3 Sea P y P’ dos poliedros convexos en R® y v un vértice de
P yv ¢ P, tal que P' = CH(vUP), entonces

1. Una cara f de P es una cara de P’ si y solo si hay una cara f' de
dimension 2 de P tal que f C f' y v esta mds cerca de f'.

2. Si f es una cara de P entonces f' = CH(v U f) es una cara de P’ si
y solo si tanto v € af f(f) o v se encuentra en medio de dos caras de
dimension 2 de P conteniendo f.

Mas aun, cada cara de P’ es de uno y sélo uno de estos tipos.

De forma andloga al truncamientos, el estrellado permite agregar un vérti-
ce v a P, de tal forma que el poliedro resultante sea convexo y similar a P,
excepto por la modificaciones de las caras adyacentes a v y las nuevas caras
creadas por el estrellado.
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5.2. Terrenos poliédricos

Definimos un terreno T como una superficie poliédrica triangulada con n
vértices, V' = {vy, vy, ..., v, }. Cada vértice v; se especifica por tres nimeros
reales (x;,v;, 2;), estos valores representan las coordenadas cartesianas. La
altura del vértice v; esta dada por z;. Es conveniente asumir que z; no es
negativo de esta forma si el plano-zy es asociado con el nivel del mar, ningin
punto en el terreno esta por debajo del nivel de mar.

P = {p1,pa,...,pn} denota la proyeccién ortogonal de los puntos V' en
el plano-zy, el punto p; se especifica por los nimeros reales (z;,y;). Asumi-
mos que el conjunto P se encuentra en posicion general, es decir, tres puntos
cualesquiera no son colineales y cuatro puntos cualesquiera no son cocircu-
lares. De esta forma, la proyeccion de las aristas de la superficie poliédrica
en el plano-xy determina una triangulacién de P. Una triangulacion base de
un terreno poliedrico, es la grafica plana triangulada asociada a tal terreno.
Por consiguiente, podemos ver un terreno 1" como la grafica de una funcién
poliédrica z = F(z,y), definida sobre el cierre convexo de CH(P).

Dado que la proyeccion ortogonal de T" en el plano-zy es una subdivision
plana, entonces T tiene O(n) aristas y O(n) caras trianguladas.

Definicién 5.2.1 Un terreno poliédrico T es un terreno convexo si T es un
terreno y cada punto en T es también un punto en la frontera del cierre
convezo de los vértices de T.

5.3. Vigilando terrenos poliédricos con guar-
dias en los vértices

El problema de vigilar un terreno poliédrico fue estudiado por primera
vez por deFloriani, Falcidieno, Pienovi, Allen y Nagy [dFP*86]. Ellos pro-
baron que encontrar el minimo niimero de guardias puede resolverse usando
un algoritmo de conjunto cubierta. Cole y Sharir [CS89] probaron que el
problema es NP-completo. Goodchild y Lee [GL89] y Lee [Lee91] presentaron
algunas heuristicas para colocar los guardias en los vértices de un terreno. El

68



CAPITULO 5. VIGILANDO OBJETOS 3D

resultado principal de esta seccion es debido a Bose, Shermer, Toussaint y
Zhu [BSTZ97].

Dos puntos a, b en o por encima de T son visibles si el segmento de linea ab
no intersecta ningin punto estrictamente por debajo de T'. Dado un guardia
p en o sobre T', el subconjunto de puntos de 7' que son visibles desde p es
llamado la regién visible de T" desde p y es denotado por V R(T|p).

El problema de vigilar un terreno puede expresarse en su contraparte
combinatoria como el problema de vigilar la grafica triangulada asociada al
terreno. Un guardia en un vértice de la gréfica puede sélo vigilar sus caras
adyacentes y un guardia en una arista de la grafica puede sélo vigilar las ca-
ras adyacentes a los vértices incidentes a la arista. Una colocacion valida de
guardias en los vértices de la grafica asociada también es una colocacion vali-
da de guardias en los vértices del terreno poliédrico, dado que un guardia en
el terreno puede siempre ver los tridangulos adyacentes a este. Analégamente
para los guardias en las aristas. Por consiguiente, la suficiencia en el nimero
de guardias usados para vigilar una grafica plana triangulada es también la
suficiencia para el terreno poliédrico. La dificultad viene en probar el niimero
de guardias necesarios, debido a que un guardia en algin vértice del terreno
puede ver més que solo sus caras adyacentes. El nimero de guardias necesa-
rios se obtiene a partir de un terreno convexo, el cual tiene la propiedad de
que un guardia en un vértice puede sélo ver sus caras adyacentes.

5.3.1. Guardias necesarios

A continuacién mostramos como construir una familia de terrenos po-
liédricos, en la cual se establece el niimero de guardias ocasionalmente necesa-
rios para vigilarlos. Los siguientes resultados pueden consultarse en [BSTZ97].

Lema 5.3.1 La grdfica con siete vértices mostrada en la figura 5.2 necesita
al menos tres gquardias en los vértices. Ademds, si tres guardias son usados
para vigilarla, entonces al menos uno de los tres guardias esta en un vértice
exterior.

Prueba. Supongamos que dos vértices son suficientes. Uno de los cuatro
vértices interiores x,y, z,w, tuvo que escogerse para cubrir los triangulos
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Figura 5.2: Grafica de siete vértices.

interiores. Si el vértice central w es escogido, entonces los triangulos restantes
no pueden cubrirse con un guardia, debido a que los tridngulos A y B no
comparten vértices. Por tanto, uno de los tres vértices centrales medios x, y, z
tuvo que ser escogido. Sin pérdida de generalidad, supongamos que el vértice
x fue escogido, entonces los tridngulos no vigilados (A y sus tres triangulos
adyacentes) no son cubiertos por un sélo guardia.

Si los tres guardias estuvieran en vértices exteriores, entonces los triangu-
los centrales no estarian vigilados. Supongamos que al menos dos de los guar-
dias estan en vértices exteriores. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
esto son los dos inferiores. Tenemos que A y los tres tridngulos centrales di-
rectamente por debajo de A no se encuentran vigilados. Tales triangulos no
pueden vigilarse por tnicamente un vértice adicional. O

Usando la grafica en la figura 5.2, construimos una serie de subdivisiones
planas Si, Ss, ..., Sk, donde S es la grafica de la figura 5.2 y Sy 11 es obtenida
de Si de la siguiente manera: Sea Siy; la gréfica de la figura 5.2 con uno
de los triangulos centrales reemplazado por una copia de Sj. Sin pérdida de
generalidad tomemos el triangulo debajo de A a reemplazarse. El siguiente
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lema muestra la propiedad de Sj.

Lema 5.3.2 Sea Sy una grdfica triangulada con ny = 4k + 3 vértices, Sy
necesita al menos g, = 2k + 1 guardias y si esta es vigilada por exactamente
2k + 1 guardias, entonces al menos uno esta posicionado en la cara exterior.

Prueba. Por inducciéon sobre k.
= Base: k£ = 1 se obtiene por el lema 5.3.1.

= Hipdtesis inductiva: Para todo k < t,t > 1, S; es una grafica triangu-
lada con n;, = 4k + 3 vértices, Sy necesita g = 2k + 1 guardias y si
esta es vigilada por exactamente 2k + 1 guardias, entonces al menos
uno esta posicionado en la cara exterior.

= Paso inductivo: k = t+1. S;;1 es una grafica triangulada por construc-
cién y tiene ny +4 = (4t +3) + 4 = 4(t + 1) + 3 vértices. Sélo hace
falta probar que requiere de 2(t + 1) + 1 = 2t + 3 guardias y que si usa
exactamente 2t + 3 guardias, entonces sélo un guardia es posicionado
en un vértice exterior.

En Si,1, hay una copia de Sy, Por induccién esta copia de S; debe de
usar al menos 2t + 1 guardias. Consideramos los casos basados en el
numero de guardias que usa S;.

1. La copia de S; usa exactamente 2t + 1 guardias. Entonces la copia
de S; tiene a lo mas un guardia en uno de sus vértice exteriores,
4 casos pueden ocurrir:

a) Ningun guardia es colocado en el exterior de S;. Como S; esta
vigilado, dos guardias son suficiente para vigilar el resto de
Sir1. Tenemos que g1 = (26 +1)+2 = 2(t+1) + 1. Si
exactamente dos guardias son usados, entonces al menos uno
de ellos puede estar en la cara exterior de Sy, 1.

b) Un guardia es colocado en y; ver figura 5.2. Esta configuracién
requiere al menos 2 guardias. Si es vigilada con exactamente
dos guardias, entonces tenemos (2t + 1) + 2 = 2t + 3 guardias
totales y al menos uno es colocado en la cara exterior.
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¢) Un guardia es colocado en z. Anélogo al caso anterior.

d) Un guardia es colocado en w. Hay un anillo de seis tridngulos
que requieren dos guardias y a lo mas uno de esos guardias se
encuentra en la cara exterior.

2. La copia de S; usa exactamente 2t + 2 guardias. Entonces la copia
de S; puede tener guardias en los tres vértices exteriores, es decir,
y,w, z. De esta forma, se deja sin vigilar la cara B, por lo que
requerimos un guardia mas. Si s6lo un guardia més es usado con
un total de 2t 4+ 3 guardias, entonces sé6lo ese guardia puede estar
en el cara exterior.

3. La copia de S; usa mas de 2t + 2 guardias, entonces la hipdtesis
inductiva es cierta. 0

La gréafica con siete vértices de la figura 5.2 forma la base para la cons-
truccion de la cota inferior. Se mostrard como construir un terreno convexo
a partir de la grafica Sy para obtener el niimero necesario de guardias. Nos
referimos a esta construccién como la Construccion A.

Considere un tetraedro regular, con una cara horizontal f de dimensién
2 y un apice a; ver figura 5.3. El terreno convexo inicial es la superficie del
poliedro excepto la cara f. El primer paso es truncar el apice con un pla-
no horizontal. Hacer esto resulta en una cara triangular con b,c¢ y d como
se muestra en la figura 5.3. Los siguiente tres pasos involucran un trunca-
miento de esos tres vértices. El vértice b es truncado con el plano definido
por el vértice 1 y el punto medio de la arista bc y bd. Los otros dos vértices
son truncados de forma analoga. Finalmente, el vértice h es estrellado para
obtener la cara efg. Este proceso completa la construccion de un terreno
convexo con base a la grafica S;. Para construir una grafica basada en S,
simplemente construimos Sy en la cara efh.

Teorema 5.3.1 FEuxiste un terreno con n vértice, para cualquier n = 3mod 4
que requiere | 5] guardias en vértices.

Prueba. La contruccion del terreno, se sigue directamente del lema 5.3.2
y la construcciéon A. Para tal terreno, tenemos: g = 2k + 1y ny = 4k + 3
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2 3

Truncamiento del vértice a Truncamiento del vértice b

Truncamiento del vértice ¢ Truncamiento del vértice d

..

Estrellado del vértice h

Figura 5.3: Construccién del terreno a partir de la grafica de siete vértices.
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por lo que

5.3.2. Suficiencia

A continuacién vamos a establecer el nimero suficiente de guardias para
vigilar cualquier terreno poliédrico.

Teorema 5.3.2 [BSTZ97]. |5| guardias en vértices son suficientes y oca-
stonalmente necesarios para vigilar la superficie de un terreno arbitrario T
con n vértices.

Prueba. Sea T' la grafica plana triangulada proyectada en el plano-zy.
Asignamos una 4-coloracién a los vértices de T” con los colores 1,2,3 y 4, esto
siempre puede hacerse dado que T” es plana [AH77|. Por el principio de la
pichonera, entre los cuatro colores debe haber dos colores, digamos 1y 2, de
tal forma que no més de |4 | vértices tienen asignado estos colores. Coloca-
mos un guardia en cada elemento de las clases cromaticas 1 y 2. T" queda
totalmente vigilada debido a que en cada tridngulo debe de haber al menos
un vértice con el color 1 6 2. La necesidad se obtiene del teorema 5.3.1. [J

El problema de 4-coloracién es un problema NP-completo, por lo que no
existe un algoritmo polinomial que lo resuelva, Bose, Sheremer, Toussaint y
Zhu [BKL96] obtuvieron un algoritmo lineal basado en el teorema de la 5-
coloracion el cual coloca L%"j guardias en vértices para vigilar el terreno. Sin
embargo, Bose, Kirkpatrick y Li [BKL96] obtuvieron un algoritmo polino-
mial para colocar | %] guardias en vértices basada en una prueba alternativa,
la cual se presenta a continuacion.

Una k-coloracion K4-libre de una grafica (G, es una asignacion de uno de
los k colores a cada vértice de GG, de tal forma que no hay clanes monocromati-
cos de tamano d en GG. Con esta notacion una 2-coloracion es equivalente a
una 2-coloracién Ks-libre.
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Note que si las graficas planas méximas son 2-coloreables K3-libres, en-
tonces también las graficas planas son 2-coloreables K3-libre. Por lo que asu-
miremos para el resto de esta seccién que las graficas son planas maximas.

Teorema 5.3.3 Una 2-coloracion Ks-libre de una grdfica plana mdzima G,
determina un emparejamiento perfecto en su grdafica dual G*.

Prueba. Dada un 2-coloracién Kjs-libre de G con los colores 1 y 2 y la
grafica dual G* de G. Definimos un conjunto de aristas M* en G* como
sigue: Si los vértices finales de una arista e de G tienen asignado el mismo
color, entonces la correspondiente arista dual e* de G* es colocada en el
conjunto M*.

Para probar que el conjunto M* representa un emparejamiento perfecto
en G*, primero hay que probar que ningtn vértices en G* es adyacente a dos
aristas en M*. Supongamos que tal vértice vy existe, esto implicaria que la
correspondiente cara f en GG es monocromatica lo cual es una contradiccién.

Falta probar que cada vértice en G* es adyacente a al menos a una arista
en M*. Supongamos que el vértice vy de G* no es adyacente a ninguna arista
en M*. Sea f la cara correspondiente de G y sea a, b, ¢ los tres vértices de la
cara f en G; ver figura 5.4. La cara f no es monocromatica, sin embargo, dos
de los tres vértices deben asignarse el mismo color. Sin pérdida de generali-
dad, asumamos que a y b estan coloreados con el color 1. Por construccién
de M~, la arista dual ab debe estar en M*, contradiciendo el hecho que vy
no es adyacente a alguna arista en M*. 0

Lema 5.3.3 La grdafica dual G* de una grifica plana mdzrima G es 3-reqular
y sin puentes (no contiene aristas de corte).

Prueba. Como cada cara en G es un triangulo, cada vértice en G* tiene
grado tres.

Supongamos que G* tiene una arista de corte e*. Note que las caras ad-
yacentes a un vértice v de GG forman un ciclo en G*. Sea e la arista dual de
e* con puntos finales a y b de G. Las caras adyacentes de a forman un ciclo
C en G*, no obstante, e* esta en el ciclo C' contradiciendo el hecho de que
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Figura 5.4: Grafica plana méxima, su grafica dual y su emparejamiento (lineas
punteadas).

esta es una arista de corte; ver figura 5.4. U

El siguiente teorema es una consecuencia directa del teorema 5.3.3 y el
lema 5.3.3.

Teorema 5.3.4 Cada grdfica 3-reqular sin puentes tiene un emparejamiento
perfecto.

Teorema 5.3.5 Cualquier grdfica plana admite una 2-coloracion Ks-libre.

Prueba. Sea P una grafica plana. Si P no es maxima, agregamos aristas
hasta que esta sea maxima. Sea GG esta grafica maxima y G* su grafica dual.
Por el lema 5.3.3, G* tiene un emparejamiento perfecto. Sea M* el conjunto
representando las aristas del emparejamiento perfecto en G*, M las aristas
en GG que son duales a las aristas de M* y G’ la grafica G con la aristas M
eliminadas; ver figura 5.5. Como G es una grafica plana maxima, G’ es una
grafica plana donde cada cara es un cuadrilatero. Ademas, como el ciclo no
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Figura 5.5: 2-coloracion K3z-libre de una grafica plana maxima.

trivial mas pequeno en G’ es de longitud 4, G’ no contiene ciclos impares,
por lo que G’ es bipartita.

Sea Ry B dos conjuntos de vértices representando la biparticién de G'.
Como el conjunto de vértices de G y G’ es el mismo, esto forma una bi-
particién de G. Asignamos el color 1 a los vértices en R y 2 a los vértices
en B. Con esto hemos definido una coloracién de los vértices de G tal que
cualquiera par de vértices adyacentes via una arista no en M, tienen colores
distintos. Como cada cara de G tiene dos de tales aristas, concluimos que
ninguna cara de G es monocromatica, por lo que el conjunto R y B forman
un 2-coloracién Kjs-libre de G'y P. OJ

5.3.3. Algoritmo

Note que la grafica base G de un terreno poliédrico no necesariamente
es una grafica maxima plana, debido a que la cara exterior generalmente
no es un triangulo, sin embargo, podemos agregar las aristas faltantes para
transformar la gréfica base en una grafica maxima plana G’, debido a que la
colocacién de guardias en la gréafica aumentada G’ es también una colocacién
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valida en la gréfica original G. De este forma, asumiremos que la grafica base
es una grafica plana méxima.

Observacién 5.3.1 Sea R y B las dos clases cromadticas de una 2-coloracion
K3-libre de una grdfica base de un terreno poliédrico. Ambas R y B forman
un conjunto valido de guardias en vértices.

Basado en esta observacion, decimos que siempre existe un conjunto de
guardias de tamano a lo més [%]. Para encontrar un conjunto de guardias
en vértices, simplemente se necesita encontrar una 2-coloracion Kjs-libre de
la grafica base.

Algoritmo
» Entrada: Grafica base G con n vértices.

= Salida: Conjunto de guardias en vértices de tamafio a lo mas 7| tal
que vigilan completamente el terreno.

1. Obtener la grafica dual G* de G.
2. Encontrar el emparejamiento perfecto M* en G*.
3. Formar la grafica G’ al eliminar de G las aristas duales de M*.

4. Encontrar los dos conjuntos R y B formando una biparticion de la
grafica G'.

5. Colocar un guardia en la clase menor de R y B.

Teorema 5.3.6 FEncontrar un conjunto de guardias en vértices de tamano a
lo mds |5 tal que vigila la superficie de un terreno poliédrico con n vértices
toma O(n®?) pasos.

Prueba. Obtener la grafica dual G* de cualquier grafica G, toma tiempo
lineal usando algoritmos elementales de graficas [CLR90]. Es facil ver que los
pasos 3, 4 y 5 también pueden realizarse en tiempo lineal.

Encontrar un emparejamiento perfecto toma O(n%/?) pasos usando [MV80],
debido a que el nimero de vértices y aristas en G* es O(n). De esta forma,
la complejidad total del algoritmo es O(n?/?). O
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5.4. Vigilando terrenos poliédricos con guar-

dias en aristas

Al igual que en la seccién anterior el problema de vigilar un terreno po-
liédrico triangulado usando guardias en aristas puede probarse para el pro-
blema combinatorio. El resultado principal de esta seccion es debido a Fverett
y Rivera-Campo [ERCIT7].

5.4.1. Guardias necesarios

Considere la grafica de 6 vértices de la figura 5.6. Es facil ver que esta
grafica necesita al menos dos guardias en aristas para cubrirla.

C

q b

Figura 5.6: Grafica de 6 vértices que necesita 2 guardias en aristas.

Teorema 5.4.1 Hay una grdfica triangulada plana que mecesita al menos
4n—4

=5~ guardias en aristas para cubrirse.

Prueba. Tal grafica plana triangulada es derivada de un poligono convexo
triangulado arbitrario P con m vértices y m — 2 caras triangulares internas.
Ponemos una copia de la figura 5.6 en cada cara de P y otras m copias en
la cara exterior por cada arista en la frontera de P y triangulamos la caras
no trianguladas. En total agregamos m + (m — 2) = 2m — 2 de tales copias
a P. Supongamos que la triangulacién obtenida es T'(P) y este necesita g,

79



guardias en aristas. Como los guardias no puede compartirse entre copias de
la figura 5.6, T'(P) requiere de al menos g, = 2(2m —2) = 4m —4 guardias en
aristas y tenemos mp(py = m+6(2m —2) = 13m — 12 vértices. Sustituyendo
mrq(py por n, tenemos

_4n—4

Je = T3

O

Construiremos un terreno poliédrico convexo con base a la grafica de la
prueba del teorema 5.4.1. Refierase a la figura 5.7 para la construcciéon como

sigue.
2 2
[ ] 4 4
[ J
o0 6
3 8
. e 10 10
0 0
Conjunto de puntos iniciales Terreno inicial

s
. o9
-.- 10

0 11

Puntos adicionales para la fase 2 Terreno después de la fase 2

4’54 guardias

Figura 5.7: Construccién del terreno con n vértices que requiere
en aristas.
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Empezamos con un conjunto de n puntos en el plano-zy colocados de
la siguiente manera. Un punto etiquetado 0 es colocado en el origen. Sea C
un circulo de radio unitario en el plano-xy centrado en el origen. Los otros
n — 1 puntos (etiquetados 2, 4, 6, ..., 2(n-1)) los colocamos en el orden de
las manecillas del reloj en la frontera de C, pero contenidos en un cuarto del
circulo. Ahora elevamos algiin valor positivo € el punto 0 sobre el eje-Z y
obtenemos el cierre convexo de los puntos. El terreno inicial T consiste de
las caras del cierre convexo con excepcion de la base.

Continuamos la segunda fase de la construccién al expandir el terreno de
la siguiente manera. Para cada par consecutivo de puntos en la frontera del
cuarto de circulo, colocamos un punto en la frontera del circulo en el centro de
dos puntos continuos. Etiquetamos los puntos 3,5,7,...,2(n-1)-1. Colocamos
un poco a la izquierda del punto medio de la arista (0,2) el punto 1 y un poco
abajo de la arista (0,n) el punto 2n — 1. Deslizamos —% sobre el eje-Z todos
los puntos insertados en esta tltima fase y obtenemos el cierre convexo. El
terreno resultante 77 es el conjunto de caras del cierre convexo con excepcién
de la base.

Corolario 5.4.1 FEuxiste un terreno con n vértices, para cualquiern =1 mod 13
4dn—4
13

que requiere | *2==| gquardias en aristas.

5.4.2. Suficiencia

Los siguientes resultados son debido a Everret y Rivera-Campo [ERCIT].

Teorema 5.4.2 Cada grifica plana triangulada G con n vértices puede vi-

gilarse con | %] guardias en aristas.

Prueba. Sea {ci, ¢z, c3,c4} €l conjunto de cuatro colores usado en una 4-
coloracion de G y sea {V1, Vs, V3, Vy} el conjunto de vértices coloreados por
c1,02,c3 y ¢4. Note que debido a que G esta triangulada, cada cara con-
tiene tres vértices coloreados por tres distintos colores y consecuentemente
cualquier cara contiene al menos un vértice en V; o en V.

Para 1 < i < j <4, sea G;; la subgrafica de G inducida por los vértices
V;UVj y sea M;; un emparejamiento maximo en G;;. Un conjunto de guardias
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en aristas A;; de G puede construirse al tomar las aristas de M;; mas una
arista de G incidente a cada vértice en V; U V; que no esta en una arista de
M;;. El tamafio de A;; esta dado por |V;|+|V;| —|M;;|. Como cada vértice de
G pertenece a exactamente tres graficas GG;; y hay 6 posibles combinaciones
de i, j. El tamafio promedio de A;; es (3n— 3", ;s [Mi;|)/6. Si ocurre que
> i<icj<a|Mij| = n, entonces al menos un conjunto de guardias en aristas
Aj; tiene tamafio a lo més [ % .

Supongamos entonces que ), iy | M| < n. Considere los conjuntos
M12 U M34, M13 U M24 y M14 U M23. Estos COIlqultOS también constituyen
guardias en aristas de G. Probaremos que esto es cierto para el conjunto
M U Msy, el argumento para los otros conjuntos es similar. Supongamos
que hay una cara f que no contiene vértices en el conjunto de vértices de
My U M34. Como cada cara es coloreada con tres distintos colores, f debe
de tener una arista en la cual sus vértices incidentes estan coloreados con ¢;
y ¢ 0 una arista la cual sus vértices estan coloreados con c3 y ¢4; sin pérdida
de generalidad asumimos que los vértices incidentes estan coloreados con ¢,
y ¢o. Si esta arista no esta incluida en My, entonces al menos uno de los
vértices de esta arista debe de estar en alguna arista de My debido a que
el emparejamiento es maximo, lo cual contradice la suposicién de que f no
contiene vértices en el conjunto de vértices de Mo U Msy.

El tamano promedio del conjunto My U Msy, Mis U Moy v My U Mo
€8 Y 1cicjeq | Mijl/3 y como Y7 iy [Mij| < n, entonces al menos uno de

los conjuntos Mo UMsy, Mg UMy 0 MyyUMog tiene tamaiio a lo més | 5 ]. O

5.4.3. Algoritmo

Sea G la gréafica base de un terreno poliédrico. El algoritmo para colocar
guardias en aristas procede como sigue. El primer paso es obtener una 2-
coloracion K3s-libre de los vértice de G; ver seccién 5.3.3. Sean ¢y y ¢o las dos
clases cromaticas.

Sea M un emparejamiento maximo en la grafica inducida por los vértices
en la clase de color x. Aunque el emparejamiento M no provee un conjunto de
aristas que vigilen todo el terreno, si tomamos todas la aristas de M asi como
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todas las aristas con vértice final con color x no emparejado, entonces el
terreno queda completamente vigilado, dado que cada cara tiene al menos un
vértice con color x. Sea g(X) un conjunto de guardias en arista obtenido de la
forma anteriormente descrita. El tamano de g(z) esta dado por || —|M(z)|.

Note que |¢;] + |ca| = n, dado que tenemos sélo dos clases cromdticas. Sea
GS = M, UM,,.

Lema 5.4.1 FEl conjunto de arista en GS cubre G.

Prueba. Sea f una cara de G la cual no es vigilada por una arista en G'S.
Esto implica que ninguno de los tres vértices de f son adyacentes a alguna
arista en M., o M.,. Sin pérdida de generalidad, f tiene dos vértices colorea-
dos con c¢;. Esto contradice el hecho que M., es maximo. O

Note que tenemos tres conjuntos de guardias en aristas tales que vigilan
todo G: g(c1), g(c2) y GS.

Teorema 5.4.3 Dado un terreno poliédrico con n vértices, existe un con-
junto de aristas de tamano a lo mds | 5] tales que vigilan todo el terreno.

Prueba. Si el tamano de GS es a lo mds ||, entonces no hay mds que

probar. Supongamos entonces que el tamano de |GS| > [%].

lg(c)l +1g(ca)l = lea| + lea| = (1Mo, | + [ Mo, )

<n—|GS|
<n—[2]
<[]

27, uno de los dos con-
n

juntos tiene tamafio a lo méds | % ]. O

Como el tamano de |g(c1)| + |g(cz)| es a lo mas |

El algoritmo para encontrar el nimero de guardias en aristas para un
terreno es andlogo al algoritmo 5.3.3 de la pagina 78, por lo que la complejidad
esta dominado por el paso de obtener el emparejamiento maximo.

Teorema 5.4.4 Dado un terreno poliédrico con n vértices, O(n*?) pasos
son suficiente para encontrar un conjunto S de arista que vigilen el terreno,

donde |S| < |%].
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5.5. Conclusiones

A pesar de que muchas variaciones en problemas de galeria de arte han
sido estudiados, muy pocos resultados se han obtenido en 3-dimensiones.
Los principales resultados han sido en terrenos poliédricos los cuales fueron
presentados en este capitulo.

La cota para vigilar terrenos poliédricos usando guardias en aristas no es
justa, por lo que seria interesante obtener una prueba en la que la cota sea
justa.

Para el problema de iluminar el interior de un poliedro, Seidel [O’R87]
construyo un poliedro P con n vértices, donde n = 8(3k% + 1), el cual tiene
la siguientes propiedades.

= Aun si ponemos un guardia en cada vértice, el interior del poliedro P
no queda totalmente vigilado.

» Q(n*?) guardias en puntos son necesarios para vigilar P.

El problema de vigilar el interior de un poliedro con guardias en aristas
parece ser un problema mas sencillo de resolver. Si ponemos un guardia en
cada arista, entonces el poliedro queda totalmente vigilado. Basado en la
figura 5.8, Urrutia [Urr97] hizo la siguiente conjetura:

Conjetura 5.5.1 Cualquier poliedro 3D simple conectado con m aristas pue-
de vigilarse con a lo mds g +c guardias en aristas, donde c es una constante.
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A A

Figura 5.8: Poliedro con 6(k + 1) aristas que requiere k guardias en aristas.
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Capitulo

Vigilando poliedros ortogonales 3D

6.1. Poliedros ortogonales 3D

Un poliedro ortogonal tres-dimensional (3D), es un poliedro en tres di-
mensiones en el cual todas sus caras son paralelas a los ejes X, Y y Z.

Un plano-X es un plano que es perpendicular al eje-X'; de manera analoga
definimos el plano-Y y el plano-Z.

Una cara-X es una cara del poliedro ortogonal que es parte de un plano-
X ; de forma similar definimos una cara-Y y una cara-Z. El conjunto de todas
las caras-X lo denotamos como F, (F, y F, respectivamente).

Una arista-X es una arista del poliedro ortogonal que es paralela al eje-
X; de manera analoga definimos una arista-Y y una arista-Z. El conjunto
de todas las aristas-X lo denotamos como E, (E, y E, respectivamente).

6.1.1. Caracteristicas de un poliedro ortogonal

Teorema 6.1.1 El nimero de aristas en un poliedro ortogonal con n = |V|
vértices, es exactamente:

>_vev deg(v)

=

Prueba. Sumando el grado de todos los vértices contamos cada arista exac-

|E] =

tamente dos veces, una por cada punto final. Dividiendo entre dos obtenemos
el resultado deseado. 0
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Los vértices pueden caracterizarse por su grado y el tipo de aristas inci-
dentes, es decir, el nimero de aristas convexas (el dngulo interior entre sus
caras es igual a 7/2) o concavas (el dngulo interior entre sus caras es igual a
37/2). El siguiente cuadro muestra los tipos de vértices:

Tipo | Grado del vértice | Aristas convexas | Aristas céncavas
I 3 3 0
IT 3 2 1
11 3 1 2
v 3 0 3
\Y% 4 2 2
VI 6 3 3

Cuadro 6.1: Tipos de vértices.

VI

111 v

Figura 6.1: Tipos de vértices.

Lema 6.1.1 Si un poliedro ortogonal P no tiene vértices de tipo V, entonces
‘Ez‘ = |Ey‘ = |EZ|

Prueba. Cualquier vértice de tipo I, II, III y IV tiene una arista incidente
por cada eje X, Y y Z, de manera similar los vértices del tipo VI tienen dos
aristas incidentes por cada eje X, Y y Z. Por lo que cada vértice contribuye
la misma cantidad en el tamano de cada conjunto F,, E, y E.. 0

Cualquier poliedro ortogonal de genero cero, es decir, con todas sus caras
de dimensién 2 sin hoyos, con n = |V| vértices, m = |E| aristas y f = |F|
caras, cumple la relacién de Fuler 5.1.1 (pagina 66):
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n—m+ f=2.

Llamamos a un poliedro ortogonal P de genero cero, 3-simple, si todos
sus vértice son del tipo I, II, IIT o IV.
El nimero de caras de cualquier poliedro ortogonal 3-simple P con n
3n

vértices y m = 5 aristas, esta dado por la siguiente relacion:

3n
- — = 2.
n 2+f

Despejando f y resolviendo obtenemos:

n
f = 5 + 2a
o en términos de aristas al sustituir n obtenemos:

m
=— 42
f=35+

Lema 6.1.2 Sea P un poliedro ortogonal 3-simple. Sin pérdida de generali-
dad supongamos que |F;| < |F,| < |F}|, de otra forma rotamos P. Entonces

el 2]
e (1212

Prueba. Sea Py y P, dos poliedros ortogonales con n vértices, si |F,.(P1)] <
|F.(Ps)], entonces el promedio de aristas en las caras F,(Ps) es menor que
el promedio de aristas en las caras F,(P;), por lo que |F,(Py1)| > |F,(P2)| ¥
|F.(Py)| > |F.(P2)|, ya que cada cara es adyacente a al menos dos arista en
las caras F,(P;). De aqui, es suficiente probar tinicamente las cotas inferiores
y superiores para F, y F..

Para que un poliedro tenga volumen, el niimero minimo de caras para
cualquier plano es 2. Si [F,| = 2, entonces |F,| + |F.| = % y por lo tanto
|F.| = % debido a que el niimero de aristas-X es igual al ntimero de aristas-Y’
para cualquier poligono ortogonal.

Para la cota superior de F}, considere la siguiente relacion:

|Fy| + | Fy| + | FL] = % + 2.

Si |F,| ~ |F,| ~ |F.], entonces |F,| =2 +2=[2] y |[F,|=2+2=[2]0
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6.1.2. Poliedro Orto-pila

Los poliedros orto-pilas fueron propuesto por primera vez por Biedl y
compania en [BDDT98|. En este trabajo se agregé una restricciéon méas a
dichos poliedros la cual no aparece en el articulo original.

Una seccion de corte-X de un poliedro, es la interseccién del poliedro con
un plano-X, denotado por C,.

Definimos un poliedro orto-pila como un poliedro ortogonal tal que ca-
da seccién de corte-X y todas sus caras son poligonos ortogonales simple
conectados sin hoyos.

Como un plano-X es barrido por su coordenada X menor hasta su coor-
denada X mayor, las secciones de cruce de un poliedro orto-pila cambia en
un numero finito de valores de X. Denotamos estos valores por zp < 7 <
... < xp. Asi, para todos los valores x;_; < x, < x; la seccién de cruce-X con
coordenadas x, es la misma, estos son llamados secciones de corte C;. Por
definicién de poliedros orto-pila, C; es un poligono simple conectado. Defini-
mos Cy = Cjy1 = (). La i—ésima banda es la interseccién de la superficie del
poliedro orto-pila con la regién {(zq,y, 2) : ;-1 < To < T;}.

Lema 6.1.3 Todos los vértices de un poliedro orto-pila P, tienen grado 3.

Prueba. Supongamos que P tiene un vértice v de grado 6 (tipo VI). Sea f,
la cara X que pasa por v. Es facil ver que el vértice correspondiente a v en f,
tiene grado 4, por lo cual no es un poligono ortogonal simple, esto contradice
la definicién de orto-pila. De manera analoga podemos probar para vértices
de grado 4 (tipo V). O

Lema 6.1.4 El minimo numero de cortes-X de cualquier poliedro orto-pila
P, con m aristas, esta entre 2, |5]] y el mdrimo nimero de cortes-X esta

entre [[ ], [§]]

Prueba. Note que los poliedros orto-pila son una clase de poliedros con-
tenido en la clase de poliedros ortogonales 3-simples, por lo que la prueba se
obtiene directamente del lema 6.1.2. 0
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6.2. Vigilando la superficie de un poliedro or-
togonal con guardias en vértices

El siguiente problema fue propuesto por Urrutia [Urr05]. Supongamos que
queremos vigilar la superficie de una nave espacial con camaras, de tal forma
que estas solamente pueden vigilar el area visible de sus caras adyacentes.
,Cuantas camaras en vértices son necesarios para vigilar la superficie de
un poliedro ortogonal P con n vértices? Podemos responder la pregunta
aplicando a cada cara de P con m; vértices el teorema 4.1.2 y 4.2.1 de las
paginas 41 y 47 respectivamente dependiendo del caso. Supongamos que P
es 3-simple, de esta forma para una cara f; con m; vértices, requerimos de
| % | guardias. Cada vértice es repetido en 3 caras (X,Y y Z), por lo que el
nimero de guardias obtenidos de esta forma es a lomds 3, ,| %] guardias,
un problema con esta estrategia es que, varios guardias podrian colocarse en
vértices comunes.

Una segunda estrategia es usar el hecho de que un poliedro ortogonal
es bipartito, por lo que el poliedro puede 2-colorearse y en cada elemento
de alguna clase cromatica posicionar un guardia. De esta forma, requerimos
de exactamente |7 | guardias. ;Podemos mejorar esta cota? El siguiente re-
sultado muestra que |% | guardias en vértices son suficientes para vigilar la

3
superficie de cualquier poliedro ortogonal.

6.2.1. Suficiencia

Teorema 6.2.1 L%J guardias en vértices son suficientes para vigilar la su-
perficie de cualquier poliedro ortogonal P con n vértices.

Los siguientes resultados son necesarios para la prueba del teorema 6.2.1.

Definicién 6.2.1 Una grdfica plana par es una grafica plana con todos sus
vértices de grado par.

Lema 6.2.1 (Lovdsz [Lov79]) Las cara de cualquier grdfica plana par G
pueden asignarse una 2-coloracion de tal forma que dos caras que comparten
una arista tienen colores diferentes.
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Prueba. Sea f una cara acotada por las aristas eq, es, ..., €,,. Eliminamos
las aristas ey, €, ..., €, de G, la grafica resultante G’ es par debido a que el
grado de cada uno de los vértices de la frontera de f es reducido en 2 al
eliminar eq, es, ..., €,,. Inductivamente las caras de G’ son 2-coloreables. Las
caras de G’ son la union de la cara f y sus caras vecinas, asi como todos las
otras caras de G. Intercambiando el color de f pero manteniendo los colores
en todas las otras caras, obtenemos una 2-coloracion de las caras de G; ver
figura 6.2. O

Figura 6.2: Coloracion de las caras de graficas plana par.

Teorema 6.2.2 (Hoffman y Kriegel [HK96]) Sea G una grdfica plana,
2-coneza y bipartita. Entonces existe una triangulacion de G tal que la grdfica
triangulada es 3-coloreable.

La prueba de este teorema consiste de los dos lemas siguientes.

Lema 6.2.2 (Lovdsz [Lov79]) Toda grdfica plana par triangulada G es 3-
coloreable.

Prueba. Asignamos una 2-coloracién a las caras de G' con los colores 0 y 1
y orientamos las aristas de GG de tal forma que las caras de G correspondientes
al color 0 se encuentren a la derecha; ver figura 6.3. Sea C' cualquier circuito
dirigido. Contamos el ntimero de aristas en el interior de C' incluyendo las
aristas del circuito de dos formas distintas. Sea « el nimero de aristas de C
las cuales tienen la cara de color 0 incidentes por el lado derecho. Sea [ las
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caras con color 1 en el interior de C'y k las caras con color 0 en el interior
de C. Note que las caras con color 0 incluyen a las aristas del circuito. El
nimero de aristas en el interior de C', incluyendo las aristas del circuito son
a + 3l = 3k, por lo que el nimero de aristas iinicamente en el circuito C es

a =3k — 3l = 0( mod 3)

Figura 6.3: Grafica plana par triangulada.

Dado un vértice v con un color ¢(v) € [0,3] asignado, coloreamos los

vértices en el circuito C a distancia d de v con las siguiente regla:

c(v) +d( mod 3).

Esto garantiza una tres-coloracién de G. U

Lema 6.2.3 (Hoffman y Kriegel [HK96|) Sea G una grdfica plana, 2-
conexa y bipartita, entonces G tiene una triangulacion par.

Prueba. Como G es bipartita, todas sus caras son ciclos de tamano par.

Asumamos sin pérdida de generalidad que todas las caras de G son de ta-
mano 4, de otra forma, agregamos cuerdas hasta obtener caras de tamano
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4. Denotamos por ) al conjunto de todas las caras de G. Para cada cara
q € @, el conjunto de los cuatro vértices en la frontera del ciclo ¢ es denota-
do por V, y denotamos el conjunto de caras adyacente a un vértice v como
Q» = {¢ € Qv € V,}. Fijamos una 2-coloracién de G con los colores 0 y 1.

Para una cara g € @), definimos una 0-diagonal a la diagonal uniendo los
dos vértices con color 0 en V,. De manera andloga definimos una I-diagonal.
De esta forma, una triangulacion de G' no es mas que escoger en cada cara
una 0-diagonal o una 1-diagonal y agregarla a G.

Para cada cara ¢ € ) en una triangulacién 7', introducimos una variable
binaria z, de la siguiente forma:

S 1 si T contiene la 0-diagonal de g;
7 1 0 siT contiene la 1-diagonal de ¢.

La siguiente observacion es esencial para la prueba: Si ¢(v) es el color de un
vértice v € V, entonces el término z, + ¢(v)( mod 2) describe el incremento
del grado de v después de agregar la diagonal de ¢, la cual corresponde al
valor x,. Para el restante de esta prueba todas las sumas deben entenderse en
modulo 2. La existencia de un triangulacién par es equivalente a la condicién
de que el siguiente sistema de ecuaciones tenga al menos una solucion.

deg(v) + Z (g +c(v) =0 YoeV

quv

o equivalentemente

Z xy = deg(v) + |Qy|c(v) YoeV (6.1)

q€EQu

Note que si |[V| = n, entonces |Q] = n— 2, por la relacién de Fuler. Asi el
sistema, 6.1 esta sobre-determinado y tiene una matriz A de coeficientes de
nx(n—2). El sistema tiene solucién si y sélo si el rango de A es igual al rango
de la matriz aumentada A. Donde aumentada significa agregar a A un vector
columna de constantes al lado derecho.

El rango de una matriz es igual al nimero maximo de renglones indepen-
dientes, por lo que es suficiente probar que cualquier dependencia lineal en
un reglén de A implica una dependencia lineal del renglén correspondiente
en A. De esta forma, sélo tenemos que probar la siguiente afirmacion:
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Si para algtin conjunto de vértices U C V ocurre que > ;Do Tq = 0,
es decir, x, ocurre un nimero par de veces en las ecuaciones correspondientes
a los vértices de U, entonces:

> (deg(v) +|Quc(v)) = 0.

velU

Como z, puede solamente ocurrir en cuatro ecuaciones correspondientes
a vértices en V,, se deduce de la afirmacién que para cada ¢ € @), el nimero
[V,NUJ es 0, 2 6 4. Ast podemos subdividir ¢) de acuerdo a su cardinalidad
en Qo, Qa, y Q.

Ahora probaremos la afirmacion al probar que la suma $; = )
Y Yo =Y .cp |Qulc(v) son ambas cero.

deg(U)

vel

1. ¥y =) ,cpdeg(U). Como G es plana y 2-conexa, sabemos que el grado
de un vértice v es igual a la cardinalidad del conjunto @,. Usando este
hecho y cambiando el orden de la suma tenemos

S LIRS 9 ST Db DE TS P
vel velU qeQy qeQ veVyNU qeQ
Como ya se menciono, todos los sumandos son pares y por consiguiente

21:0.

2. Yy =,y |Qulc(v). Empezamos por cambiar el orden de los sumandos

Bp= 1Qule(v) = Y clw)=) D cv)

vel velU qeQy qeEQ veVyNU

Ahora dividimos la suma en subsumandos Qg, Q2 y Q4. Ademads, sub-
dividimos @), de acuerdo a si los dos vértices en V, N U caen en una
diagonal o en una arista de ¢. De esta forma tenemos:

2y = Z(IGQO ZUEVQOU C(U> + quQgiW ZUEVQOU C(U)—l—
quQg”Sm Zuevqu c(v) + ZqEQ4 ZvquﬂU c(v)

Obviamente el primer sumando es cero y puede borrarse. También po-
di .
demos borrar la suma sobre 5" dado que cualquier sumando de este
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tipo tiene ya sea la forma de 1+ 1 6 0+ 0. Finalmente, en la suma so-
bre ()4, cada sumando tiene la forma 14 04 1+ 0, por lo que también
borramos esta suma, de aqui tenemos:

o= ) Y )= Y (1+0)=]Q5""

qugrista 'UGanU qEQgrista

Sélo hace falta probar que |Q3"**| es par. Considere la subgrafica G’ de
G inducida por U. Remplazando cualquier arista en GG’ por un par de
aristas dirigidas y opuestas. El conjunto de aristas E,, es de cardinalidad
par. Recuede que una cara ¢ € () es Unicamente determinada por su
ciclo facil dirigido. Denotamos el conjunto de las cuatro aristas dirigidas
en el ciclo fécil por E,. Como |V,NU| es par, el ntimero |E,NE,| es 4 si
y s6losi g € Q4 01 siy sélosi Q3™ o cero de otra forma. Eliminamos
de E, todas las aristas dirigidas las cuales vienen de alguna Eq con
|E, N E,| = 4. Claramente, el conjunto obtenido de esta forma es de
cardinalidad par. Cada arista dirigida en este conjunto determina una

cara ¢ € Q475 y vice versa. O

Prueba del teorema 6.2.1. Sea G(P) la grafica resultante al cuadrilaterizar
convexamente todas las caras del poliedro ortogonal P, esto es posible por el
lema 4.1.1 de la pagina 40. La gréfica G(P) es bipartita y 2-conexa, aplicando
el teorema 6.2.3 de la pagina 92 la completamos a una triangulacién par
GT(P), tal que esta es 3-coloreable. Asignamos una 3-coloracién a los vértices
de GT(P) con los colores (0,1,2), claramente la cardinalidad de una de las
clases cromaticas, digamos la clase 0, es menor que | % |, colocamos un guardia
en cada elemento de la clase 0. La superficie queda vigilada debio a que los
vértices de cada tridngulo de P reciven colores diferentes. O

6.2.2. Guardias necesarios

Lema 6.2.4 FEl poliedro ortogonal mostrado en la figura 6.4 con 14 vértices
requiere 4 quardias para vigilarlo.

Prueba. Tal poliedro ortogonal requiere de al menos 3 guardias debido
a que hay tres caras en cualquiera de los planos X,Y o Z y al menos un
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X4

A

Figura 6.4: Poliedro ortogonal con 14 vértices que requiere 4 guardias.

guardia debe colocarse en cada una de ellas. Supongamos que tres guardias
son suficientes. Si colocamos un vértice en cada vértice del tipo IT (grado tres,
con dos aristas convexas y una céncava), entonces requerimos un guardia
mas para vigilar las caras no visibles en la figura. Sin pérdida de generalidad
supongamos que colocamos un guardia en el vértice v, este vigila la cara 77,
colocamos un guardia en el vértice u de tal forma que vigile la cara X;. De
esta forma la cara X, y Z3 no estan vigilada y un guardia no es suficiente
para vigilar ambas caras. 0

Ahora construiremos una familia de poliedros ortogonales P con n vértices
que requiere L%"J guardias para vigilar su superficie. Tomamos como base el
poligono ortogonal P de peine con 4k vértices mostrado en la figura 4.6 de
la pagina 43. Generamos un poliedro ortogonal P al estirar el poligono P.
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En cada pico de P, sustraemos un pequeno cubo en alguna de sus esquinas;
ver figura 6.5. El poliedro ortogonal resultante tiene 8k + 6k = 14k vértices
y requiere 4k guardias.

Figura 6.5: Familia de poliedros ortogonal con 14k vértices que requiere 4k
guardias.

6.2.3. Algoritmo

Hoffman y Kriegel [HK96] consiguieron un algoritmo que toma O(n?)
pasos para obtener una triangulacion par a partir de una grafica bipartita
2-conexa, sin embargo, ellos conjeturaron que la cota justa era O(n%/?). En
2004, Zhang y He [ZHO04] obtuvieron un algoritmo lineal a este problema, el
cual esta basado en una prueba alternativa de 6.2.3.

Algoritmo

s Entrada: Poliedro ortogonal P con n vértices.

= Salida: Conjunto de guardias en vértices de tamafio a lo mas | %] tal
que vigilan la superficie del poliedro.

97



1. Obtener la gréafica G(P) al cuadrilaterizar todas las caras de P.
2. Obtener una triangulacién par 7' de G(P).
3. Asignar una 3-coloracion de T

4. Colocar un guardia en cada elemento de la clase cromética menor.

Teorema 6.2.3 FEncontrar un conjunto de guardias en vértices de tamano
a lo mds | 5] que vigila la superficie de un poliedro ortogonal con n vértices

toma O(nlogn) pasos.

Prueba. Cuadrilaterizar todas las caras de P toma O(nlogn) usando el
algoritmo de Lubiw' [Lub85]. Obtener una triangulacién par T' de G(P) toma
tiempo lineal usando [ZHO04].

Tres colorear T' puede implementarse en tiempo lineal de la siguiente
forma: Obtenemos la grafica dual T de T y asignamos una 2-coloracion a
los vértices T™* con los colores (0, 1). Estos pasos toman tiempo lineal usando
técnicas elementales de algoritmos en gréaficas [CLR90]. Seleccionamos un
vértice v como raiz y le asignamos un color c¢(v) € [0,2]. Recorremos T a
partir de v, de tal forma que las caras con color 0 se encuentran siempre a
la derecha. Obtenemos una 3-coloraciéon de T al asignarle a cada vértice a
distancia d de v el color ¢(v) 4+ d( mod 3). Recorrer la grafica toma tiempo
lineal usando BFS o DFS [CLR90].

Claramente el cuarto paso toma tiempo lineal. De esta forma el algoritmo
toma O(nlogn) pasos y siempre termina con respuesta correcta debido al
teorema 6.2.1. O

6.3. Vigilando la superficie de un poliedro or-
togonal con guardias en aristas

El siguiente problema fue propuesto por Urrutia [Urr05]. Supongamos
ahora que las camaras pueden moverse sobre una arista y estas uinicamente

1La eleccién de este algoritmo para cuadrilaterizar es debido a que las caras del poliedro
ortogonal pueden contener hoyos.
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pueden vigilar las areas visibles de las caras adyacentes a sus puntos finales.
. Cuantos guardias hacen falta para vigilar la superficie de cualquier poliedro
ortogonal? El siguiente resultado muestra que una sexta parte del niimero de
aristas son suficientes y ocasionalmente necesarios.

Una cara derecha f; es una cara-X tal que el interior del poliedro or-
togonal esta a su izquierda. Una cara izquierda f;, la definimos de manera
andloga.

Una cara superior fs es una cara-Y tal que el interior del poliedro orto-
gonal esta en la parte inferior de esta. Una cara inferior f; la definimos de
manera analoga.

Una cara frontal f; es una cara-Z tal que el interior del poliedro ortogonal
esta en la parte trasera de esta. Una cara trasera f; la definimos de manera
andloga.

Una arista es superior ey si el interior de su cara incidente se encuentra
en la parte inferior, de manera analoga definimos una arista inferior e;, arista
derecha ey, arista izquierda e, arista frontal ey y arista trasera e;.
Teorema 6.3.1 || guardias en aristas son suficientes y ocasionalmente
necesarias para vigilar la superficie de cualquier poliedro ortogonal P con
m = |E| aristas.

Prueba. Considere las siguientes reglas de vigilancia:

= {(frne) U(fine)} ={(faner) U(fine)}
= {(frne)U(fined} ={(fine)U(faNe)}
= {(frne)U(feine)} ={(fiNe)U(fine)}
= {(frne)U(fine)} ={(fine) U(fiNe)}
» {(fsne)U(fined} ={(fine)U(faNe)}
= {(fsneg U(fine)} ={(fane)U(fine)}

Aseveramos que cada una de estas reglas vigila toda la superficie del
poliedro P. Las reglas son ajenas, por lo que claramente una de estas reglas

es de tamaiio a lo mas | .
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Probaremos que estas reglas vigilan la superficie del poliedro P. Es sufi-
ciente probar para una regla, digamos para {(fs Neq) U (fiNe)} = {(faN
es) U (fi Ne;)}, de manera similar pueden probarse las otras reglas. Tome-
mos cualquier punto ¢ en una cara superior f, considere el segmento de linea
h paralelo al eje-Z mas grande que pasa por ¢, totalmente contenido en f.
Deslizamos h hacia la derecha hasta alcanzar una arista derecha de f, por
definicién de la regla, esta arista tiene un guardia. Podemos probar de forma
analoga para las caras inferior, derechas e izquierda de P.

Sélo hace falta probar que las caras-Z estan totalmente vigiladas. Con-
sidere un punto p en una cara-Z g. Sea [ el segmento de linea horizontal
mas grande con punto final en p totalmente contenido en g, sea e la arista
derecha incidente al punto final de [ correspondiente a una cara derecha fy,
deslizamos [ hacia arriba hasta alcanzar el vértice final v de e o una arista
horizontal €' la cual corresponde a una cara superior f,. Tres casos pueden
ocurrir; ver figura 6.6:

Figura 6.6: Casos para la caras-Z del teorema 6.3.1.

1. Alcanzamos una arista horizontal y al vértice final v (convexo) de e. El
vértice v es el punto final de una arista derecha ey. Por definicion de la
regla, este vértice es el punto final de un guardia.

2. Alcanzamos un vértice final v (céncavo) de e. Como v es céncavo, la
cara correspondiente a la arista horizontal incidente a v es una cara
inferior f;. v corresponde al punto final de una arista izquierda e;, por
lo que este también es el punto final de un guardia.

3. Alcanzamos una arista horizontal €¢’. [ contiene a uno o mas vértices
céncavos. Sea v el vértice mas a la derecha, la arista vertical incidente
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a v corresponde a una cara trasera f;. v es el punto final de una arista
derecha eg4, por lo que este también es el punto final de un guardia.

Para probar la cota inferior, considere el cubo con 12 aristas, el cual
requiere 2 guardias, al sustraerle o agregarle un cubo en medio de una cara,
agregamos 12 aristas, esto hace un hoyo a una o dos caras. De esta forma
obtenemos un poliedro ortogonal con 12 + 12k aristas que requiere 2 + 2k
guardias; ver figura 6.7. 0J

Figura 6.7: Familia de poliedros ortogonal con 12k aristas que requiere
guardias.

My

6.4. Vigilando el interior de un poliedro or-
togonal con guardias en aristas

Vigilar el interior de un poliedro ortogonal usando guardias en vértices
no siempre es posible, aun si permitimos que cada vértice tenga un guardia,
sin embargo, vigilarlo usando guardias en aristas es un problema un poco
menos dificil de resolver. El siguiente teorema muestra que es suficiente una
sexta parte en el niimero de aristas.
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Teorema 6.4.1 || guardias en aristas son siempre suficientes para vigilar
el interior de cualquier poliedro ortogonal P con m = |E| aristas.

Prueba. Considere las reglas del teorema 6.3.1. Afirmamos que cualquiera
de estas reglas vigilan el interior del poliedro. Para probarlo, solamente hace
falta probar para una regla, las demas pueden probarse de manera analoga.

Probaremos para la regla {(fs Neq) U (fiNe)} = {(faNes) U (fiNe)}
Considere cualquier seccién de corte-Z, el resultado de este corte es uno a
méas poligonos ortogonales posiblemente con hoyos. Note que estos poligo-
nos puede considerarse como caras-Z del poliedro, por lo que, los mismos
argumentos usados en la prueba 6.3.1 pueden usarse para esta prueba. [l

6.5. Vigilando el exterior de un poliedro or-
togonal con guardias en aristas

Supongamos que ahora queremos vigilar la regién exterior de un poliedro
ortogonal P. El siguiente teorema muestra que una sexta parte del ntimero
de aristas es suficiente para resolver este problema:

Teorema 6.5.1 L%J gquardias en aristas son siempre suficientes para vigilar
el exterior de cualquier poliedro ortogonal P con m = |E| aristas.

Prueba. Considere otra vez las reglas del teorema 6.3.1. Aseveramos que
cualquiera de estas reglas vigilan la regién exterior del poliedro, de nuevo
solo hace falta probar para una regla, las otras pueden probarse de manera
similar.

Probaremos para la regla {(fs Neq) U (fiNe)} = {(faNes) U(fine)}
Sea p cualquier punto en la regién exterior. Note que el poliedro esta acotado
por dos planos-X, dos planos-Y y dos planos-Z. Si p esta mas alld de estos
planos, entonces este punto se encuentra vigilado debido a que los planos que
acotan tienen al menos una cara y por ende un guardia o el punto final de un
guardia. Sélo hace falta probar que cuando p se encuentra entre los planos
que acotan P, este se encuentra vigilado.

Sea C), la seccién de corte formada por un plano-Z que pasa a través de
p. Como p es un punto exterior, este se encuentra en la regién exterior del o

102



CAPITULO 6. VIGILANDO POLIEDROS ORTOGONALES 3D

los poligonos producidos por C),. Emanamos cuatro rayos de p, uno hacia el
eje-Y positivo (l,+), otro al eje-Y negativo (I,-), otro al eje-X positivo (,+)
y por tltimo al eje-X negativo (I,-). Al menos uno de estos rayos alcanza
una arista del corte C,,.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que el rayo [~ alcanza una arista
e, la cual corresponde a una cara superior fs. Deslizamos [~ hacia la derecha,
tres casos pueden ocurrir:

1. Alcanzamos el vértice final v de e (convexo), v corresponde al pun-
to final de una arista derecha de P, por lo que la arista contiene un
guardia.

2. Alcanzamos una arista vertical y al vértice final v de e (céncavo), otra
vez v corresponde al punto final de una arista derecha de P, por lo que
la arista contiene un guardia.

3. Alcanzamos unicamente una arista [’ vertical, esta corresponde a una
cara izquierda f; de P. Sea v el vértice mas abajo contenido en [,-. v
corresponde al punto final de una arista izquierda de P, por lo que la
arista contiene un guardia. 0

Corolario 6.5.1 L%J guardias en aristas son siempre suficientes y ocasio-
nalmente necesarios para vigilar el interior, exterior y la superficie de cual-
quier poliedro ortogonal P con m = |E| aristas.

6.6. Conclusiones

No se ha encontrado evidencia de que la cota en el nimero de guardias en
vértices necesarios para vigilar la superficie de cualquier poliedro ortogonal
sea justa, por lo que el problema de conseguir una prueba para la cota justa
queda abierto. En base a la figura 6.5, hago la siguiente conjetura:

Conjetura 6.6.1 L%”J guardias en vértices son suficientes y ocasionalmente
necesarios para vigilar la superficie de cualquier poliedro ortogonal con n
vértices.
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Note que el problema de vigilar un poligono ortogonal con hoyos usando
guardias en vértices puede reducirse al problema de vigilar la superficie de
un poliedro ortogonal con guardias en vértices, por lo que obtener una cota
justa para el problema de poliedros ortogonales implica una cota justa para
poligonos ortogonales con hoyos.

Para el problema de vigilar el interior de un poliedro ortogonal usando
guardias en aristas. Urrutia [Urr97] hizo la siguiente conjetura basado en la
figura 6.8:

Figura 6.8: Familia de poliedros ortogonal con 12k aristas que requiere k
guardias.

Conjetura 6.6.2 El interior de cualquier poliedro ortogonal con m aristas
puede vigilarse con a lo mds | {5] + ¢ guardias en aristas, con ¢ constante.

Por tltimo, para el problema de vigilar el exterior de un poliedro ortogonal
P, podemos emplear otra estrategia de la siguiente forma:
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Sea Q el hexaedro més pequeno que contiene al poliedro P, obtenemos
un nuevo poliedro ortogonal P’ al sustraerle a Q el poliedro P, es decir,
P’ = Q — P. Asi, unicamente hace falta vigilar el interior de P’. El nimero
de aristas agregados es a lo mas 12. Note que esta estrategia puede dejar
guardias en segmentos de linea, las cuales no corresponden a aristas de P.

De esta forma, obtener una cota justa para el problema de vigilar el
interior de un poliedro ortogonal, implica obtener una cota justa (o muy
aproximada) al problema de vigilar su regién exterior. De aqui, podemos
hacer la siguiente conjetura:

Conjetura 6.6.3 |15 | + ¢ guardias en segmentos de linea son suficientes y
ocasionalmente necesarios para vigilar la region exterior de cualquier poliedro
ortogonal con m = |E| aristas y ¢ constante.
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Capitulo

Conclusiones

En los capitulos 3, 4 y 5 se presentaron algunos teoremas de galerias de ar-
te considerados de interés para este trabajo. El interés radica principalmente
en las técnicas empleadas.

En la literatura existen una gran variedad de problemas de galerias de
arte, no obstante, varios problemas continuan abiertos hasta la fecha. En
[Urr97] se hace una recopilacién de las variantes existentes y los problemas
abiertos hasta 1997.

Con respecto a los resultados obtenidos en este trabajo tenemos que:

= La cota obtenida para el problema de vigilar la superficie de un poliedro
ortogonal 3D usando guardias en vértices no es juta, por lo que una
linea de investigacion es el problema de obtener la cota justa.

= El algoritmo de O(nlogn) obtenido para vigilar la superficie de cual-
quier poliedro ortogonal usando guardias en vértices es optimo. El al-
goritmo es valido aun para poliedros ortogonales de genero mayor o
igual que cero.

= El problema de encontrar el ntimero necesario y ocasionalmente su-
ficiente de guardias en aristas para vigilar la superficie de cualquier
poliedro ortogonal fue obtenido satisfactoriamente.

= El problema de vigilar el interior de un poliedro ortogonal 3D con m
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aristas usando guardias en aristas no es justo. Urrutia conjeturé que
| 5] guardias en aristas son suficientes.

Tomando ventaja de la relacién de FEuler, obtener la cota justa para
el intertor de poliedros ortopila puede ser un problema mas sencillo de
resolver. Otra linea de investigacién puede ser obtenida a partir de este
problema.

El problema de vigilar el ezterior de un poliedro ortogonal 3D con m
aristas, no es justo, sin embargo, si el problema de vigilar el interior de
un poliedro ortogonal 3D es resuelto, las técnicas empleadas podrian
ocuparse para el problema de vigilar el exterior.
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