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Introduccion

Una buena parte del desarrollo de las matematicas ha sido motivado por otra
bella ciencia: la fisica, en la bisqueda de la descripcién, comprensién y prediccién
de los fenémenos de nuestro universo.

Acerca de la mecanica cuantica

El problema que motivé el surgimiento de la teoria cuantica es el del cuerpo
negro que introdujo Kirchhoff por el ano de 1860. Se trata de un cuerpo ideal que
absorbe toda la energia que le llega y emite esa misma cantidad de energia por
unidad de tiempo, de modo que, a pesar de su nombre el cuerpo negro emite luz
cuando se calienta. El sol es un ejemplo de cuerpo negro. Uno de sus alumnos, Wien
encontré que las longitudes de onda de la radiacién electromagnética emitida se
distribuyen de manera que su intensidad presenta un pico en un valor intermedio
(figura 1).

Wien también dedujo con razonamiento termodindmico que la longitud de
onda en el pico de la curva varia inversamente con la temperatura, de tal modo
que cuando ésta aumenta, el color predominante se corre hacia el azul (ley de
desplazamiento de Wien).

Lord Rayleigh al igual que Wien supuso que en la cavidad del cuerpo negro
existe un conjunto de ondas electromagnéticas que ejercen presién sobre las paredes
de esa cavidad. Con éste modelo Rayleigh pudo explicar la forma de la curva para
frecuencias pequenas y Wien lo hizo para frecuencias grandes, ninguno de los dos
pudo obtener la forma completa de la curva. El calculo de Rayleigh predecia una
intensidad que siempre crecia con la frecuencia. En consecuencia, la energia total
radiada seria infinita: esto es lo que se llama una catastrofe ultravioleta y si se diera
un fenémeno asi la materia no podria ser estable. Planck emple6 un razonamiento
similar al de Rayleigh y obtuvo un resultado acorde con la ley de desplazamiento
de Wien y la catastrofe ultravioleta. Sin embargo, para eliminar esta catéstrofe
Planck postulé que el intercambio de energia se da en paquetes enteros a los que
llamé cuantos. Cada cuanto de energia estd dado por la férmula E = hw donde
w = 27y, v es la frecuencia de radiacién y h es una constante universal llamada
constante de Planck. Esta férmula es consistente con los resultados de Wien. En
1905 Albert Einstein desarrollé su teoria del efecto fotoeléctrico (emisién de cargas

)
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Figura 1: Distribucién de longitudes de onda de la radiacién electromagnética

por efecto de la radiacién). Einstein supuso que la luz se formaba de corpusculos
llamados fotones. Fué por este trabajo que Einstein recibié el premio Nobel en
1921.

Thomson y su discipulo Ernest Rutherford descubrieron respectivamente el
electron y el nicleo de los atomos. Asi propusieron un modelo para el atomo en
forma de sistema solar. Este modelo tiene dos desventajas, una es que el electrén al
moverse alrededor del niicleo perderia continuamente energia y finalmente caeria
al nucleo, y la teoria electromagnética de Maxwell predice que la nube electrénica
desapareceria, al desaparecer el atomo se deduciria que la materia es inestable. La
segunda desventaja es que aceptando las leyes de Newton y de Maxwell, cuando el
electron radia y pierde su energia mecanica se va moviendo cada vez mas despacio,
por ello emitirfa radiacién electromagnética de todas las frecuencias y no luz con un
espectro discreto. Para explicar la existencia de los espectros discretos atomicos,
Bohr propuso en 1911 el primer modelo de 4tomo en el que habia ciertos niveles de
energia en los cuales el electrén estaba en una drbita estable (sin emitir radiacién
como nos dice la electrodindmica cldsica). El electrén no puede pasar por niveles
intermedios de energia a estos en los cuales la Orbita es estable y para pasar de
un nivel a otro se da lo que se llama un salto cuantico. Dentro de este marco
conceptual, Bohr afirmé que la mecanica clasica no funciona dentro del dtomo,
sino que éste solo puede existir en un conjunto discreto de estados estacionarios
con ciertos niveles de energia. Cuando un electrén se encuentra en uno de ellos,
no puede emitir ni absorber radiacién. Estos procesos se dan cuando el atomo
pasa de uno de estos estados estacionarios a otros. Como Rayleigh y Thomson no
aceptaron el modelo de Bohr, él se fue a trabajar con Rutherford a Manchester,
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Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887) | Willy Eisenschitz Wien (1889 1974)
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Third Baron Rayleigh (1842 - 1919) Max Planck (1858 - 1947)

Figura 2: Los precursores de la teoria cuantica
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Louis de Broglie (1892 - 1987) | Joseph John Thomson (1856 - 1940)

Figura 3: Los precursores de la teoria cudntica

Inglaterra. En 1913 Bohr completé un nuevo esquema atémico que es consistente
con las ideas cuanticas de Planck y Einstein. Con este modelo Bohr pudo explicar
la serie de Balmer y predecir lo que ocurriria al bombardear atomos con electrones
de baja energia y esto le di6 a su modelo un fuerte impulso.

En 1924, Luis de Broglie planteé la necesidad de asignar a las particulas pro-
piedades de onda bajo ciertas condiciones. Una motivacién de esta idea proviene
de un criterio de simetria, ya que al estudiar el efecto fotoeléctrico y el efecto
de Compton nos damos cuenta de que debemos asignar propiedades corpuscula-
res a la radiacion electromagnética. Segin De Broglie, cada particula bajo ciertas
condiciones se comporta como una onda. Bohr propuso su Principio de Comple-
mentariedad en el que se entiende que el fenémeno depende del sistema de obser-
vacién y finalmente la realidad no es mas que el resultado de todos los sistemas
de observacién. Este principio ha suscitado mucha polémica en cuanto a que si
la realidad es realmente el resultado de todos los sistemas de observacién o algo
mas. El electrén por lo tanto tiene un comportamiento dual de onda y corpusculo.
Al comportarse el electrén como una onda, es imposible asignarle una posicién.
Esta idea se conoce con el nombre de Principio de Incertidumbre de Heisenberg.
El electron se comporta unas veces como particula y otras como onda y el obser-
varlo afecta su comportamiento. El principio de incertidumbre de Heisenberg dice
que no se puede conocer el momento lineal y la posiciéon de un electrén al mismo
tiempo es decir que éstas no son observables compatibles. Dicho de otro modo, el
electrén y las particulas cuanticas no poseen al mismo tiempo las propiedades de
momento y posicion.

El formalismo matematico para la mecdnica cudntica son las algebras de ope-
radores acotados en un espacio de Hilbert.
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Niels Bohr (1885 - 1962) | Ernest Rutherford (1871 - 1937)

Figura 4: Los precursores de la teoria cudntica

Albert Einstein (1879 - 1955) | Werner Heisenberg (1902 - 1976)

Figura 5: Los precursores de la teoria cudntica
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Acerca de la teoria de la relatividad

Einstein propuso dos teorias de relatividad, la teoria especial de la relatividad
y la teoria general de la relatividad. La teoria especial de la relatividad propuesta
en 1915, se basa en el principio de que la velocidad de la luz es constante y
como consecuencia la geometria del tiempo y el espacio no pueden ser absolutos,
lo tnico absoluto es la constante de la velocidad de la luz (c=300,000 km/seg
aproximadamente). La consecuencia de este principio es que tiempo y espacio no
son independientes y hay una geometria del espacio-tiempo que va dependiendo de
la cantidad de materia. La teoria general de la relatividad es una geometrizacién de
la gravedad y establece que la gravedad es lo mismo que el movimiento acelerado.
La gravitaciéon nos va dando una curvatura en cada punto del espacio-tiempo,
esta curvatura va definiendo las curvas geodésicas que son las curvas que siguen
las particulas. En particular tenemos el ejemplo de las érbitas de los planetas
que siguen en realidad una espiral eliptica en el espacio-tiempo pero nosotros
percibimos la proyeccién de este movimiento en el espacio tridimensional como una
elipse. El formalismo matematico para la teoria de la relatividad es la geometria
diferencial.

Acerca de la teoria unificada del campo

La mecéanica cuédntica y la teoria de la relatividad son las dos grandes teorias
del siglo XX, la mecanica cuantica en cuanto al universo en escalas pequenas y la
relatividad en cuanto al estudio del macrocosmos. Por ello el gran reto a partir de
entonces para la comunidad cientifica ha sido encontrar una teoria universal que
sea consistente con ambas teorias.

La idea de Einstein era descubrir que tanto la relatividad como la mecéanica
cudntica eran casos particulares de una teoria mas grande cuya herramienta prin-
cipal tenfa que ser la geometria. El sueno de Einstein era entender todas las fuerzas
(fuerza nuclear fuerte, fuerza nuclear débil, fuerza electromagnética y fuerza gravi-
tacional)como propiedades geométricas del espacio-tiempo. Lo que se propone con
la Geometria Diferencial No Conmutativa es extender nuestro concepto de geo-
metria para lo cual deberemos dar un paso crucial que es prescindir de la nocién
de punto, que si lo meditamos un poco, es en realidad algo muy artificial.

Hasta hoy no se ha encontrado una teoria que tenga como casos particulares
la teoria cuantica cuando se mira el universo en escalas muy pequenas, y la rela-
tividad cuando observamos el macrocosmos. La gravitacion se puede pensar como
una geometrizacion del espacio - tiempo, la idea de Einstein era que una teoria
unificada debia descubrir la geometria del espacio - tiempo, partiendo de esta idea
el universo podria describirse en términos de pura geometria, ésta es una idea
muy bella y si buscamos en esta direccion la geometria diferencial no conmutativa
parece ser un buen camino, ya que amplia nuestra visién del concepto de espacio
unificando la geometria con los conceptos de fisica cuéntica. Al mismo tiempo
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obtenemos una forma mucho maés sencilla de estudiar los espacios prescindiendo
del concepto de punto. Einstein pasé gran parte de la tdltima etapa de su vida
tratando de integrar la teoria cudntica y la relatividad como él mismo lo afirmd,
pero no obtuvo resultados satisfactorios, ésto sin duda deja ver que no se trata de
un problema sencillo, es quizd el problema mas importante para los fisicos de la
actualidad.

Resulta muy interesante que combinando las constantes universales A, v y c,
que son la constante de Planck, la constante de gravitacion y la velocidad de la
luz respectivamente, se obtiene una unidad de longitud:

{= h—z ~ 107 %cm.
c

Este orden de longitud es tan pequena en comparacion con el nicleo de un dtomo
como el nicleo es pequeno con respecto al Distrito Federal por poner un ejemplo.

Planck se dié cuenta de que las 3 constantes universales se podian combinar
para obtener esta unidad de longitud, y esto le hizo pensar que algo no trivial
debia suceder en el universo visto en esta escala de longitud. Sin embargo, hasta
ahora solo se ha podido especular con respecto del comportamiento de la materia
a escalas incluso mucho mas grandes que ésta.

Sobre las algebras C*

Las algebras C* fueron introducidas en 1943 bajo el nombre de anillos com-
pletamente regulares por Gelfand y Naimark en el articulo “On the embedding
of normed rings into the ring of operators in Hilbert space” (Mat. SB. 12 (1943),
301-306). En este articulo mostraron que cualquier algebra C* se puede ver como
una subalgebra de operadores en un espacio de Hilbert. La teoria de algebras de
operadores a su vez fue desarrollada en los afios 30’s por Von Neumann y Murray
en una serie de articulos, sin embargo tuvieron que pasar 20 anos para que se
empezaran a utilizar en fisica, especificamente en mecanica cuantica y en teoria
unificada del campo.

Con las algebras C* surge la posibilidad de desarrollar una nueva geometria
que promete ser consistente con fenémenos cudnticos como el principio de incerti-
dumbre y el principio de complementaridad. Asi pues el concepto central de este
trabajo es el de dlgebra C*, siempre que esta estructura es conmutativa es posible
asociarla con un espacio topoldgico localmente compacto de Hausdorft.

Es importante mencionar que el espacio de tres dimensiones que percibimos
y en el que se ha convenido trabajar desde el punto de vista fisico y matematico
cumple intuitivamente (y suponiendo que se compone de puntos) las condiciones
topolégicas de un espacio de Hausdorff localmente compacto que son las siguientes:
1. Cada punto del espacio tiene una vecindad contenida en un compacto, 2. Dados
dos puntos x y y, existe una vecindad V, de z, y una vecindad Vj, de y que
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Figura 6: Autores de la teoria de Algebras C*

no tienen puntos en comun. Para estudiar fenémenos locales se puede suponer
adicionalmente que el espacio es compacto, lo que en el algebra C* asociada tiene
la implicaciéon no trivial de que exista una unidad, es decir, un elemento 1 que
cumple la = al = a para cualquier a en el dlgebra C*. Actualmente la condicién
de ser espacio Hausdorff estd incluida en la definicién de espacios compactos y
localmente compactos.

Los espacios topolégicos compactos, tienen asociada en forma natural un alge-
bra C* que se compone de todas las funciones continuas que van del espacio a
los nimeros complejos. Y en esta dlgebra C* se encuentra una traduccién de las
caracteristicas geométricas y topoldgicas del espacio en ciertas clases de elementos
v homomorfismos. La traduccién es fiel en el sentido de ser en algunos aspectos
una relacion biunivoca y consistente con las estructuras algebraica y geométrica,
por mencionar algunas de estas asociaciones, tenemos la conexidad del espacio
con los proyectores que son ciertos elementos de un algebra C*, las simetrias con
los automorfismos del dlgebra C* y los puntos del espacio con unos homomorfis-
mos especiales llamados caracteres. Todo esto se puede decir mas sucintamente
utilizando el lenguaje de categorias ya que existe en realidad un funtor contra-
variante que va de la categoria de los espacios topoldgicos localmente compactos
en la categoria de las algebras C* conmutativas, y la propuesta de la geometria
no conmutativa es extender este funtor también a las algebras C* no conmutati-
vas quedando asociadas con espacios a los que llamaremos cudnticos, los cuales se
explorardn en términos de la informacién algebraica que tenemos de ellos.

Una de las cosas maés notables que suceden en los espacios cuanticos es la
desaparicién de la nociéon de punto del espacio, nos daremos cuenta de que esta
nocién es un concepto artificial del cual dependen sin embargo otros conceptos
importantes como es el caso de la dimensién.
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Asi es como surge la posibilidad de una geometria sin puntos que se puede
desarrollar en el dlgebra C*, para esto se introduce un calculo funcional continuo
que es una extension del calculo funcional de Riesz en el dlgebra de los operadores
acotados en un espacio de Hilbert.

El tema de las dlgebras C* y grupos cuanticos compactos ofrece una interaccién
muy rica entre distintas ramas de las matematicas, muchas de las veces se estudian
de forma aislada las distintas herramientas en las que se basa esta teoria, perdiendo
muy facilmente la esencia e interpretacion fisica que ha motivado su desarrollo y
formalizacion.

La geometria no conmutativa también propone el experimento matematico de
romper la conmutatividad del dlgebra C* de funciones continuas asociada a los
espacios clasicos conocidos, y obtener como consecuencia un espacio cuantico, a
este proceso lo llamamos cuantizacién del espacio, para lo que hay que romper
la conmutatividad de una forma adecuada para obtener de nuevo un algebra C*
que se pueda estudiar por medio de representaciones, a continuacién se explora el
espacio cuantico obtenido por medio de los elementos algebraicos ya conocidos en
el caso conmutativo. Hay que decir que no todos los espacios cudnticos se pueden
obtener de esta manera, ejemplos de estos espacios se pueden encontrar en [18]. En
el presente trabajo se analiza la cuantizacion del toro bidimensional y del grupo
de Lie matricial SU(2) que geométricamente es la esfera 3 dimensional.

Un tema de la geometria que estd cobrando mucha importancia en la fisica son
los grupos de Lie. Por medio de la geometria no conmutativa también se puede
formular el concepto de grupo de Lie cuantico. La teoria de grupos cudnticos
estd dotada de una simetria muy especial, contrariamente a lo que se podria esperar
de ellos por estar construidos con algebras C* no conmutativas. Mediante un
formalismo diagramadtico introducido en [18], se demuestran una serie de relaciones
completamente simétricas, para el producto, coproducto, counidad y coinverso.

Estructura de la tesis

En este trabajo se definen las dlgebras C*, y se dan un conjunto de definiciones
previas a su construccién. Lo primero que se hace notar es que si X es un espa-
cio topoldgico compacto, entonces el conjunto C(X) de las funciones continuas
que van de X en C forman un algebra C* conmutativa y unital y el teorema de
Gelfand-Naimark garantiza que cualquier algebra C* conmutativa se comporta co-
mo C'(X) para algin espacio topoldgico compacto X, es decir que ambas dlgebras
estan relacionadas por medio de un isomorfismo consistente con la estructura C*.
Cuando el espacio es localmente compacto el dlgebra C* no tiene una unidad.

Las caracteristicas geométricas y topoldgicas del espacio X como son las si-
metrias, puntos, los subconjuntos cerrados, abiertos (en particular los subcon-
juntos simultdneamente abiertos y cerrados) por mencionar algunos, tienen una
traduccién algebraica dentro de C'(X) a ciertos objetos algebraicos, por ejemplo,
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los caracteres se corresponden con los puntos de X, los proyectores con los subcon-
juntos simultdneamente abiertos y cerrados de X, etc. La traducciéon de algunas
de estas caracteristicas es fiel en el sentido de que esta asociacién es una relacion
biunivoca. Se describen algunas de estas asociaciones en la seccién “Distintas cla-
ses de elementos en un dlgebra C* ”. Otras clases de elementos son los elementos
normales y hermitianos del dlgebra que permiten construir un calculo funcional
continuo dentro del algebra C* y reformular el concepto de norma en términos
puramente algebraicos.

El siguiente paso es la extension o generalizacién de estos conceptos geométri-
cos cuando el algebra C* es no conmutativa, en cuyo caso seguimos en la hipétesis
de tener asociado un espacio asociado a ella, y cuyas caracteristicas geométricas y
topolégicas quedaran definidos por sus correspondientes objetos en el dlgebra. Una
de las cosas més notables que suceden entonces es la desapariciéon del concepto
de punto. Un espacio obtenido de esta manera es llamado un espacio cuantico.
Los espacios cudnticos son una generalizacién de los espacios cldsicos que a su vez
quedan caracterizados por las dlgebras C* conmutativas.

A continuacién se introduce la C*-algebra B(H) que consta de los operadores
acotados definidos en un espacio de Hilbert H, se analizan y caracterizan distintas
clases de elementos en B(H) y se hace notar que cuando dim(H) < oo, el dlgebra
B(H) es isomorfa a la C*-dlgebra M,,(C) y es un algebra C* simple. Cuando H
es de dimensién infinita, B(H) sélo tiene un ideal C* no trivial que es K(H) el
conjunto de los operadores compactos definidos en H.

El teorema de Gelfand y Naimark garantiza que cualquier adlgebra C* se puede
ver como subdalgebra de B(H) para algtin espacio de Hilbert H.

La herramienta fundamental para pasar de cualquier dlgebra C* a B(H), son
las representaciones, ellas constituyen el puente de la teoria de dlgebras C* con la
mecanica cuantica, cuya herramienta fundamental son las algebras de operadores
acotados en un espacio de Hilbert. Por medio de las representaciones tenemos
a nuestra disposicién los resultados de la teoria de operadores en espacios de
Hilbert, en particular es util encontrar representaciones irreducibles. Se introduce
el concepto de estado, que se encuentra muy ligado al concepto de medida de
probabilidad en los espacios clasicos y que junto con las representaciones proveé de
una herramienta para representar candnicamente un algebra C* preservando el
comportamiento esencial de cada algebra C* por medio de la terna de Gelfand-
Naimark-Segal. El conjunto de los estados tiene una estructura geométrica convexa
que permite clasificarlos en estados puros y mezclados, los estados puros estan
siempre conectados en la terna de Gelfand-Naimark-Segal con las representaciones
irreducibles, esta parte termina con la construcciéon de la envolvente universal
C* de un algebra *, que es un algebra C* en la que el dlgebra * con que se ha
comenzado es densa. No cualquier algebra * tiene una envolvente C*, debe cumplir
ciertas condiciones, a saber: 1. Deben existir representaciones del algebra * en un
espacio de Hilbert. 2. Para cada elemento del algebra debe existir al menos una
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representacién que no lo anule. 3. El conjunto de las normas de los operadores
obtenidos por medio de las representaciones debe ser acotado. Si se cumplen estas
condiciones se puede garantizar la existencia de una tinica envolvente universal C*
médulo isomorfismos para el dlgebra * inicial.

Ya que tenemos este desarrollo fundamental de la teoria, presentamos un ejem-
plo de cuantizacion de una variedad clasica bidimensional que es el toro y que
cumple con ser un espacio topolégico compacto, partiendo de un &dlgebra * ge-
nerada por dos generadores y tres relaciones, una de las cuales corresponde a la
conmutatividad entre los generadores moédulo un parametro complejo z de médulo
1, a continuacién consideramos la envolvente universal C* de esta algebra y anali-
zamos las caracteristicas geométricas y topoldgicas de la nueva variedad, es decir,
averiguamos quienes son los caracteres (puntos), simetrias (automorfismos). Las
propiedades del toro cudtico se distinguen segin sea el parametro complejo z ra-
cional o irracional. Se buscan los ideales C* para conocer el comportamiento de las
partes del toro cuantico que también se investigan por medio de los proyectores,
y se encuentra que a partir de cualquier proyector se puede obtener una infini-
dad mas de proyectores ortogonales que inducen una particiéon del toro cuantico
que se fibra en el conjunto triddico de Cantor, en el caso irracional. Se hace una
clasificacién de sus representaciones irreducibles.

En la segunda parte de este trabajo se introduce el concepto de grupo de Lie
cuantico, para esto hace falta dotar a nuestro espacio cuantico de estructura de
grupo de Lie, pero de modo que no se tenga que recurrir al concepto de punto,
primero introducimos el mapeo de coproducto como dual del mapeo de producto
en el grupo de Lie, y despues buscamos las condiciones que debe cumplir para que
tenga las propiedades duales a las propiedades del producto en el grupo de Lie, esto
se logra a partir de una condicion llamada de regularidad, atin con esta formulacion
de grupo cudntico no podremos evitar la existencia de un punto en el espacio
cuantico que va a ser precisamente el elemento neutro del grupo. Después debemos
tomar en cuenta otros dos mapeos que son la inclusién del elemento neutro en el
grupo y el mapeo que lleva cada elemento a su inverso, estos mapeos tiene un
homomorfismo dual en el dlgebra C* correspondiente y estos homomorfismos se
llaman counidad y coinverso respectivamente. Las propiedades de estos mapeos
duales se deducen por medio del funtor. De nuevo, en el caso conmutativo, tenemos
un grupo de Lie clasico.

La notacién estandar con la que se formula la accién del coproducto se com-
plica con mucha facilidad y por eso se presentan dos alternativas de manipulacion
algebraica, una de ellas es la notacién por indices y la otra es diagramatica y
completamente simétrica en el sentido de que si una propiedad esta representada
por un diagrama, las propiedades representadas por las reflexiones del diagrama
también se cumplen.

Los grupos matriciales clasicos funcionan como motivacién para los grupos
cuanticos matriciales aunque no necesariamente un grupo cuantico matricial pro-
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viene de uno clasico. Consideramos como entradas de la matriz, generadores abs-
tractos de un algebra C*, cuyas relaciones generadoras quedan determinadas por el
grupo matricial. Se construye y analiza con todo detalle el grupo SU(2) cuéntico.



Capitulo 1

Algebras C*

1.1. Conceptos preliminares

En este trabajo se considerardan solamente algebras sobre el campo C.

Definicion 1 Un dlgebra A es un C-espacio vectorial dotado de un producto alge-
braico para el cual dados a,b,c € A y a € C se cumplen las siguientes propiedades:

1. (ab)c = a(be) Asociatividad

2. alb+c)=ab+ac Distributividad izquierda
3. (a+b)ec=ac+bc Distributividad derecha
4. (aa)b= alab)

Definicion 2 Un dlgebra A es unital si existe un elemento 1 en el dlgebra con la
propiedad
la=al=a

para todo a € A.

Definicion 3 Decimos que V' es un espacio vectorial normado si existe una fun-
cion ||| : V. — R que cumple:

1. |la|]| > 0 para todo a € A Positividad de la norma

2. |la|]| =0 si y solo sia=0 Positividad estricta

3. le+b| <|all + [0 Desigualdad del tridngulo
4. || Xal| = |M|[|a]l, » € C Homogeneidad de la norma

Definicién 4 Decimos que A es un dlgebra normada si existe una funcion |||| :
A — RT que cumple las mismas propiedades de un espacio vectorial normado,
es decir la positividad, desigualdad del tridngulo y homogeneidad de la norma, y
ademds la desigualdad multiplicativa

[labll < {lall[6]]-

17
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Definicion 5 Un espacio vectorial normado V' es completo si cada sucesion de
Cauchy en V' converge a un elemento de V. Estos espacios se llaman espacios de
Banach

Definiciéon 6 Un dlgebra de Banach, es un dlgebra normada y completa con la
norma del dlgebra.

La norma induce una topologia que se denomina topologia uniforme.

Cuando el dlgebra A no tiene unidad, el dlgebra con unidad A = A x C incluye
a A como subélgebra, donde las operaciones y la norma estdn dadas por!

= (z,0) + (4, 0) = (z +y, 0+ §)
» Az, a) = (A\z, \a)
= (z,0)(y, B) = (zy + Bz + ay, aff)
= (2, )| = [zl + [
Definicion 7 Un dlgebra x es un dlgebra dotada con un operador * que cumple,

1. (a")*=a Involutividad
2. (ab)* =b*a* Antimultiplicatividad
3. (aa+b)* =wa" +b* Antilinealidad.

Definiciéon 8 Un dlgebra C* es un dlgebra x de Banach A que cumple la condicidn
C’*
2
la”all = lla]".
La condicion C* asegura que en un algebra C* la involuciéon preserva la norma
y sea por lo tanto continua. Los elementos de un algebra C* siempre cumplen la

igualdad
lall = fla™[],

ya que utilizando la desigualdad multiplicativa
la*all = fla|* < [la*|l|a]
de modo que

lall < fla™]]

'En lugar de pedir que se cumpla la desigualdad multiplicativa de la norma, se pide que las
multiplicaciones izquierdas x — xy y derechas x — yx sean continuas, ya que con esta hipdtesis
se garantiza la existencia de una norma equivalente que satisface la desigualdad multiplicativa.
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en particular
la®|| < lla™*|| = [la]
y por lo tanto
lall = lla®].

Definicion 9 Un subconjunto B de un dlgebra A se dice una subdlgebra de A si
es un subespacio vectorial de A cerrado bajo el producto algebraico.

Definiciéon 10 Una subdlgebra * es una subdlgebra cerrada bajo la involucion .

Definicion 11 Un subconjunto J de un dlgebra A es un ideal izquierdo de A si
para cada a € A y j € J el producto aj permanece dentro de J. Un ideal derecho
se define en forma semejante y un ideal bilateral es un ideal tanto izquierdo como
derecho.

Definiciéon 12 Un homomorfismo entre dos dlgebras A y B es una funcion @ :
A — B que cumple

1. (aa+b) = a®(a) + ®(b)

2. ®(ab) = ®(a)®(b)

Los homomorfismos inyectivos se llaman usualmente monomorfismos, los suprayec-
tivos son llamados epimorfismos, y los que son biyectivos, isomorfismos. Cuando
A = B los isomorfismos se llaman automorfismos.

Una propiedad de los ideales es que si ¢ : A — B es un homomorfismo, y
J <1 B entonces al tomar pullback ¢~1(J) < A.

Definicion 13 Un homomorfismo * es un homomorfismo que preserva la involu-
cion es decir que ®(a*) = ®*(a).

Ejemplos de algebras C* son:

1. El conjunto de las funciones continuas definidas en un espacio topoldgico
compacto con valores en los nimeros complejos.

2. El conjunto de operadores acotados en un espacio de Hilbert.
3. Las matrices de n x n con coeficientes complejos.

Cada uno de estos ejemplos se analiza con detalle un poco més adelante.
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1.2. Completacién de un algebra a un algebra C*

Supongamos que A es un algebra asociativa compleja, dotada de una norma
Il que cumple la condicién C*; para que A sea un dlgebra C* solo le falta cumplir
la condicién de Banach.

Cualquier espacio normado V se puede completar a un espacio de Banach V,
de modo que V sea denso en V. Para construir V consideramos el conjunto V¢ de
todas las sucesiones de Cauchy en V. Dadas x,,y, € V¢ establecemos la relacién
de equivalencia:

Tp ~ Yp S lim Hxn - yn” =0.
n—0o0

Se define V como Vir/ ~ donde cada v € V queda asociado a la sucesién cons-
tante (v,v,v,...) € Vo cuya clase de equivalencia es un elemento de V. Como un
algebra normada es en particular un espacio vectorial normado, podemos conside-
rar su completacién a un algebra de Banach, y si se tiene un operador involutivo
* con el que se cumple la condicién C*, su completacién es ya un algebra C*.

1.3. Construyendo subalgebras C*
Antes que nada, una definicién que nos ahorrard notacién.

Definicién 14 Para cualquier elemento a € A se define C*(a) como la subdlgebra
C* de A generada por a.

Una manera de construir subdlgebras C* de una C*-dlgebra A es tomar un
subconjunto cualquiera S C A y considerar

S*={s":s5€ S}

T=SuUSs*

b= {Z Bit,...ikti1,...ikta € T}.

El conjunto B tiene a todas las posibles expresiones algebraicas que se pueden
formar con los elementos de .S y S*. La cerradura de B, es una subélgebra C* de
A. En particular, el dlgebra C*(a) es la cerradura del conjunto que se obtiene al
tomar todas las posibles expresiones algebraicas que se pueden formar con a y a*.
Por expresiones algebraicas se entienden todos los monomios o palabras posibles
de a y a* y sus combinaciones lineales. El dlgebra C*(a) es conmutativa si y solo
si a es normal (aa® = a*a).
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1.4. Teorema de Gelfand-Naimark

El teorema de Gelfand-Naimark es un resultado central en el que se basara este
trabajo, basicamente establece que cualquier algebra C* conmutativa puede verse
como el algebra C* que consta de las funciones continuas con valores en C definidas
en un espacio topolégico localmente compacto, cuando el dlgebra C* ademés tiene
una unidad, este espacio topoldgico es compacto. A continuacién se detalla la
estructura de esta importante algebra C*.

Consideremos un espacio topolégico compacto X, sea C'(X) el espacio de las
funciones continuas f : X — C. En particular cualquier funcién constante es
una funcién continua, de modo que C(X) siempre es no vacio. Ademéas dados
z,y € X, existe una funcién f tal que f(x) # f(y), es decir, hay suficientes
funciones continuas, esto nos permite distinguir los puntos de X.

El espacio vectorial complejo C(X) tiene estructura de édlgebra C*. Con el
producto usual de funciones complejas

como producto algebraico es un dlgebra asociativa, compleja, unital
(1(x) =1 es la unidad) y conmutativa.

La operacién * estd dada por la operacién de conjugacién compleja

Con la norma

I£]l = max | f(z)]

es un algebra de Banach.
En C(X) se cumple la propiedad C*,

£ £l = £ = NP = £

Teorema 1 (Teorema cldsico de Gelfand-Naimark) Para cada dlgebra C*
unital y conmutativa A existe (mddulo homeomorfismos) un inico espacio topoldgi-
co compacto X tal que A es isomorfo a C(X).

Si A no es un dlgebra unital, la condicién para el espacio X es que sea local-
mente compacto. En el presente trabajo trataremos con algebras unitales, aunque
inevitablemente algunas de sus subdlgebras no serdn unitales. Reservaremos las
letras A y B para denotar algebras C* a menos que se especifique otra cosa.
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1.5. Caracteres

En esta seccion se ilustrara el modo de recuperar el espacio X a partir de la C*
-algebra C(X) por medio de los caracteres, sin embargo el concepto de caracter
se introduce para cualquier dlgebra C* aunque no sea conmutativa.

Definicién 15 Un caracter es un funcional lineal no cero k : A — C que cumple

1. k(fg) = r(f)r(g)

2. k(f*) = K(f).

Se puede probar que los caracteres son exactamente los homomorfismos uni-
tales que van de A en C.

En el caso conmutativo, los caracteres permiten recuperar el espacio del si-
guiente modo, sea xg € X fijo y considérese el caracter kg : C(X) — C como
ko(f) = f(xo) para f € C(X), entonces kg estd Gnicamente determinado por z
y a su vez cada caracter k(f) = f(x) determina de forma tinica un z € X, por eso
podemos identificar a cada caracter con un punto del espacio X.

La propuesta de la geometria no conmutativa es extender el concepto de espacio
en el caso de que tengamos un algebra C* no conmutativa. Para este fin, supon-
dremos que ya tenemos un espacio cuyas caracteristicas topoldgicas y geométricas
quedaran definidas a partir del algebra C*, claro que ya no estamos hablando de
un espacio formado de puntos como los espacios que conocemos, porque si en par-
ticular no existen caracteres en el dlgebra, nuestro espacio no tendra puntos. Cada
caracteristica topolégica y geométrica de estos espacios que llamaremos cudnticos,
estard definido en analogia al caso conmutativo por medio del dlgebra C'*. También
podemos partir de un espacio clasico y alterar la conmutatividad de su dlgebra C*
de funciones continuas de manera que se pueda volver a obtener un algebra C*
que sea no conmutativa. Luego podemos estudiar en qué cambian las propiedades
topolégicas y geométricas del espacio cudntico obtenido, a este procedimiento lo
llamamos cuantizacién de un espacio clasico. El espacio que obtengamos serd un
espacio o una variedad en un sentido mas amplio.

1.6. Distintas clases de elementos en un algebra C*

Las distintas clases de elementos que se describen a continuacion definiran as-
pectos geométricos y topoldgicos del espacio asociado al dlgebra C*, otras veces
por sus propiedades algebraicas juegan un papel importante en esta teoria. Pri-
mero enumeramos algunas de estas clases y después discutimos en detalle cémo
comprometen ciertas propiedades en el espacio. Para esto hacemos analogia con el
caso conmutativo. Dicho de otro modo, definiremos ciertos conceptos geométricos
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en el espacio cuantico, justo como los objetos algebraicos correspondientes en el
caso conmutativo.

1. Elementos normales. Un elemento a es normal si
a*a = aa”
en este caso C*(a) la subdlgebra C* generada por a es conmutativa y por el
teorema de Gelfand-Naimark se puede ver como C(X) para algin espacio
topoldgico compacto X.
2. Elementos hermitianos. Un elemento a es hermitiano si
a=a".
Los elementos hermitianos se identifican con variables fisicas, algebraicamen-

te son un caso particular de elementos normales. Cualquier elemento a del
algebra C™* se puede escribir como a = x + iy con = y y hermitianos, donde

a+a*
x:
2
_a—a*
Y=

a*a =2 +y* +i(zy — yx)

de donde
a*a + aa* = 2(x? + ?).

El elemento a es normal si y solo si [z,y] = 0. En general [z,y] = 2y — yz
se llama el conmutador de x y y. En mecdnica cuantica la relacién [x,y] = 0
dice que = y y como observables? son mutuamente compatibles, es decir,
existe un experimento cuantico en el que se puede medir a z y y. Por medio
de los elementos hermitianos se introduce el concepto de positividad y se
establece un orden parcial en el algebra.

3. Elementos invertibles. Un elemento a es invertible si existe a~! € A tal
que

Los elementos invertibles forman un grupo que se denota por GL(A).

2Las observables son las variables que se pueden medir en un experimento.
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4. Elementos unitarios. El elemento a es unitario si cumple

Los elementos unitarios forman el grupo U(A) subgrupo de GL(A). Los
automorfismos de A también forman un grupo y existe un homomorfismo
candnico que relaciona los elementos unitarios con algunos automorfismos de
A. A su vez los automorfismos del algebra A cuando es conmutativa estan en
correspondencia biunivoca con el grupo de simetrias® del espacio asociado X
como veremos mas adelante, y nosotros extendemos esta asociacion cuando
A es no conmutativa.

5. Proyectores. El elemento p € A es un proyector si cumple

Estos elementos se relacionan con los subconjuntos simultaneamente abiertos
y cerrados del espacio asociado en el caso conmutativo, por lo que nos dan
informacién sobre la conexidad de dicho espacio.

1.7. Algebras C* conmutativas

Si Ay B son algebras C* conmutativas, por el teorema de Gelfand-Naimark
existen espacios compactos X y Y, tales que A es isomorfa a C(X) y B lo es a
C(Y), de modo que el siguiente andlisis se hace directamente en estos espacios.

Si® : X — Y es un mapeo continuo, induce un homomorfismo * unital de C(Y)
a C(X). En el siguiente diagrama se ilustra que cada funcién g € C(Y) induce
por medio de ® una funcién en f € C(X), con f(z) = g(®(x)), a esto llamamos
pull back. Las funciones en C'(X) asi obtenidas toman los mismos valores en las
fibras de @, es decir, son constantes sobre estas fibras, cuando ® es suprayectiva
tenemos una fibracién de ¥ en X.

C——=C
1
X 2.y

Proposicién 2 El mapeo F = Fg : B — A (pull back) es un homomorfismo x
unital y ademds,

1. El mapeo ® es inyectivo si y solo si F' es suprayectiva.

3Las simetrias que nos interesa estudiar en el caso de los espacios topolégicos compactos son
los homeomorfismos.
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2. El mapeo ® es suprayectivo si y solo si F' es inyectiva.

Demostracién  Supongamos primero que ® es un homeomorfismo entre X y
Im(®) C Y, por lo que Im(®P) es un compacto y se puede interpretar a ® como la
inclusiéon de X en Y. La restriccién F¢|Im(¢,) es suprayectiva ya que cada funcion
en C(X) viene de la composiciéon ® seguida de una funcién en C(Y) donde

f(z) = g(®(z)) para cada € X. Supongamos ahora que F' es suprayectiva pero
que ® no es inyectiva, entonces existen x1,x9 € X, x1 # x2, tales que

O(z1) = P(z2), al aplicar Fp se halla que z1 ¢ Im(®) o 22 ¢ Im(®) por lo
que F no puede ser suprayectiva, es decir, existe una funcién h € C(X) tal que
h(z1) # h(z2) que no tiene una preimagen en C(Y) por medio de Fg lo que
contradice nuestra hipdtesis, por lo tanto ® es inyectiva.

Figura 1.1: Fibracién de espacios

Proposicién 3 Para todo a € A, a=! € C*(a).

Demostracién  Supongamos primero que a es normal, entonces se tienen las
relaciones de conmutacion

aa® = a*a, aa"! =a"la, a*(a™H* = (a7Y)*a*
de las que se obtienen nuevas relaciones de conmutacién:
a a*=a"a ", ata*) = (@) ta

Considérense S = {a,a"'} y B la subalgebra C* generada por S. Con las nuevas
relaciones de conmutacién B resulta ser un algebra C* conmutativa. Por el teorema
de Gelfand-Naimark existen dos espacios topoldogicos compactos X y Y tales que
C*(a) es isomorfo a C(X) y B es isomorfo a C(Y), de modo que se tiene una
inclusién de C(X) en C(Y) y una fibracién de Y en X. Pero si a € C*(a) por
ser una funcién constante sobre las fibras, entonces también debe serlo 1/a, por
lo tanto =t € C*(a).
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En el caso en que a no es normal, construimos el elemento hermitiano
b=a"a
que ademas es invertible por ser producto de elementos invertibles, entonces C*(b) C
C*(a), (a*a)~! € C*(b). Como (a*a)~ta* = a~! se concluye que a=t € C*(a).

1.8. Operadores acotados en un espacio de Hilbert

Sea H un espacio de Hilbert y B(H) el espacio de los operadores acotados en
H, B(H) resulta ser un élgebra C* .

Definicién 16 Un operador a € B(H) es acotado si cumple

aip
lavll " o aw) < oo

al| = sup =
lel Wl =y

donde S(H) es el conjunto de los vectores de norma 1.

El producto algebraico se introduce en B(H) por medio de la composicién de
operadores, con el que resulta ser un algebra asociativa, compleja y unital.

El operador * : B(H) — B(H) que asigna a cada a € B(H) su operador
adjunto a*, es una involucién en B(H). La relacién entre un operador a y su
adjunto a* se define por:

(a, ) = (¢, a"p)

donde 1, ¢ € H. Otras formas equivalentes de calcular la norma de un operador
a son las siguientes:

(a1, o)
lal| = sup = sup [(a, )|
e A o T TR

Proposicién 4 En B(H) se cumple la propiedad C* .

Demostracion
|a*all = sup [{a*a,@)| = sup [(a¥),ap)]
P pES(H) wpeS(H)
> sup [{ap,ap)| = sup [lag|* = |lal®
pES(H) pES(H)
de donde

la*all > lal|?



1.8. OPERADORES ACOTADOS EN UN ESPACIO DE HILBERT 27

pero como hemos demostrado que ||a|| = ||a*||, se tiene
la*a]| < llalllla*|| = llal®
por la desigualdad multiplicativa de la norma, de modo que
la*al| < [lal?

y por lo tanto

la*all = [lall?,

se cumple la propiedad C*.
|

Si dim H = n, todos los operadores son acotados y por medio de una base
ortonormal B = {ey,...,e,} se pueden hacer las identificaciones H con C" y
B(H) con M, (C). Se tiene el caso trivial conmutativo cuando n = 1, en el cual
M;(C) = C; y como C es un dlgebra C* conmutativa, queda identificado con
C(X), donde X consta de un solo punto. Para n > 1 el dlgebra C* obtenida es no
conmutativa. El operador adjunto * se traduce en lenguaje de matrices al operador
que manda cada B € M,,(C) en su matriz adjunta B*.

Cuando H es de dimensién finita, la C*-dlgebra A = B(H) es isomorfa a
M, (C) para n = dim H. Si Det[At — a] = 0, a es no invertible y su espectro
o(a) (el conjunto de los valores complejos A tales que el operador A1 — a es no
invertible) consta exactamente de los valores propios de [a] (la matriz asociada
con el elemento a) por lo que card[o(a)] < n, pero por el teorema fundamental del
algebra, o(a) # 0.

Suponiendo que A = B(H)y B C A es una subélgebra C* , hay una “fibracién”
del espacio asociado a A en el espacio asociado a B, encontrar subdlgebras de A
equivale a encontrar fibraciones.

La C*-algebra B(H) es un ejemplo sumamente importante gracias al siguiente
teorema.

Teorema 5 Teorema de Gelfand y Naimark. Cualquier dlgebra C* se puede ver
como subdlgebra de B(H) para algin espacio de Hilbert H.

La demostracién de este teorema se expone mas adelante, ya que se necesita
desarrollar antes la teoria de representaciones de algebras C* y estados, con esta
demostracién finaliza la seccion referente al concepto de estado.
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1.9. Espectro de los elementos de un algebra C*

Antes de continuar con la descripcién de los tipos de elementos y homomor-
fismos més importantes en un dlgebra C* debemos introducir un concepto impor-
tante que nos ayudara en su estudio que es el espectro.

Si |ja|| < 1, 1 — a es invertible, ya que

=l+a+a*+a®+... (1.1)

1—a

estd bien definido gracias a que la siguiente serie converge:

D EELER i 2
k=0 k=0

esto ultimo es consecuencia de la desigualdad del triangulo y la desigualdad multi-
plicativa de la norma. Como la serie (1.2) converge esto quiere decir que Y2, ak
es de Cauchy y por lo tanto converge a algin elemento de A que define a 1/(1—a)
por eso esta bien definido.

Proposicién 6 El conjunto GL(A) de los elementos invertibles en A es abierto.

Demostracién  Sea b invertible, entonces b+ a = b(1 +b"ta). Si ||b~lal < 1 el
elemento 1 + b~'a es invertible, pero entonces b + a también es invertible por ser
producto de elementos invertibles, entonces la bola de radio 1/[/b~1| con centro
en b estd contenida en el conjunto de los elementos invertibles, y por lo tanto el
conjunto de los elementos invertibles en A es abierto.

De aqui en adelante escribiremos simplemente A — a en lugar de A1 — a.

Definicion 17 Dada una C*-dlgebra A, considérese A € C. Se define el conjunto
resolvente de a como

pla) ={A € C: X\ —a es invertible}.

Si ||a|| < 1, el elemento 1 — a es invertible y reescribiendo A — a = A(1 — a/\) se
ve que si |A| > ||a]| el elemento A — a es invertible.

Proposicién 7 Para todo a € A, el conjunto p(a) es abierto.
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Sea

definida por

A—a

esta funcién se llama funcion resolvente asociada al elemento a, y estd bien definida
solo en el conjuto p(a). La funcién resolvente es una funcién holomorfa en un
sentido generalizado [9], definida en un conjunto abierto de C y que toma valores
en un espacio de Banach que en este caso es la C*-algebra A.

Demostracion  Para mostrar que es holomorfa basta exhibir su desarrollo de
Taylor [3].

Dado A € p(a)

)\—a:()\—Ao)+()\o—a):(Ao—a)<1—i\\o_)\>
0o—a

= (Ao —a)(1 = (Ao = MTa (X))
El desarrollo de Taylor de la funcién resolvente I';(\) alrededor de Ay es
Fa(d) = > (h = VT (ho)
k>0

con radio de convergencia 1/||T'y(Xo)]l-

Proposicién 8 El conjunto p(a) no cubre todo C, es decir, C\ p(a) # 0.

Demostracién  Supdngase que p(a) = C, entonces cuando A9 — oo se ve in-
mediatamente que ||[T'(\)|| — 0, pero esto quiere decir que I';(A) es una funcién
acotada, y por el teorema de Liouville* tendria que ser constante, lo cual es falso
ya que muestra una dependencia evidente de A, por lo tanto C\ p(a) # 0.

|
Definicién 18 El conjunto o(a) = C\ p(a) se llama el espectro de a.

El conjunto o(a) ademds de ser no vacio, es cerrado por ser complemento de un
abierto y también es acotado ya que si ||a|| < |A|, entonces A\ — a es invertible. De
éstas dos tltimas propiedades se deduce que para cada a € A, el conjunto o(a) es
compacto.

4Teorema de Liouville. Si la funcién f es holomorfa y acotada entonces es constante.
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Definicién 19 Se define el radio espectral de un elemento a € A como
r(a) = inf{r € RT : r es el radio de un circulo en C que contiene a o(a)}.
Obsérvese que para todo a € A se cumple r(a) < [|a|| y cuando a es hermitiano

r(a) = [lall.
Propiedades del espectro.

3. o(z4+a)=z+o0(a) Propiedad de traslacién del espectro
Obsérvese que las propiedades 1 y 2 son equivalentes.
Proposicion 9 Dados a,b € A
o(ab) U{0} = o(ba) U{0} Va,be A (1.3)

Demostracién La prueba se basa en la siguiente igualdad algebraica

()\—ab)(1+a b> =\ (1.4)

A —ba

yaquesi A # 0y A—ba # 0 entonces A ¢ o(ba), pero de la ecuacién (1.4), se sigue
que A\ — ab es invertible y

A—ab) ' =1+a b,

A—ba
por lo tanto A\ ¢ o(ab) y se cumple (1.3).
|

Ejemplo  Aqui se presenta una aplicacién del espectro en el caso més sencillo
posible en mecanica cuantica del movimiento en una dimensién de una particula,
donde p es el operador momento y & la posiciéon de la particula, donde p y & satis-
facen la relacién fundamental de conmutacion, suponiendo que podemos realizar
estas relaciones con operadores acotados, tendriamos lo siguiente,

h. . O (AP
[p,2] = =1 siy solo si p& = — + &p
i i

A A

7(p3) = +o(2p)
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entonces o (&p) es invariante bajo traslaciones por /i, lo que quiere decir que Z y p
no son operadores acotados simultaneamente, porque de serlo el espectro tendria
que ser acotado. Se puede hacer una reformulacion de la mecdnica cuantica en
términos de operadores acotados, en particular se pueden considerar los operadores
unitarios

b= 6'Ltp

donde t y s son escalares reales. Estos operadores encierran también la informacion
fisica de & y g, y cumplen la relacién de conmutacion

b = 200 (1.5)

donde z es un numero complejo de médulo 1. Los operadores @ y v junto con
las condiciones de unitaridad de @ y © y la relacién (1.5) generan un algebra no
conmutativa que corresponde al toro cudntico, el cual se analiza con todo detalle
casi al final de este trabajo como un ejemplo en el cual se aplica la teoria que se
desarrolla en el presente trabajo.

1.9.1. Los caracteres y el espectro

Contando con la definicién de espectro se pueden analizar atin mas los carac-
teres. En un élgebra C* unital y conmutativa A, siempre existe un isomorfismo
entre o(A) y el conjunto de los homomorfismos no triviales de A en C. Cada ele-
mento de o(A) pertenece a la bola unitaria del espacio dual de A (el espacio de
los funcionales lineales de A en C) y o(A) U {0} es un subespacio cerrado en la
topologia débil x de A* que consta de los funcionales k que cumplen:

k(zy) = k(z)k(y),

por lo tanto o(A) tiene estructura de espacio compacto con la topologia débil
%, estos homomorfismos &k son precisamente los caracteres de A. El isomorfismo
estd dado por la transformada de Gelfand en A. Luego, el espacio compacto es
X =0(A)y C(X)=C(c(A)), pero esto también se puede ver del siguiente modo,
para cada f € C(X) (que se corresponde de forma tnica con algin a € A) la
ecuacion A — f = 0 determina los valores para los cuales A\ — f no es invertible.
De modo que o(a) = f(X) es un compacto por ser f continua y X compacto. Al
espacio asociado a un algebra C* conmutativa se le llama o A.
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1.10. Calculo funcional

Esta seccion tiene el objetivo de construir un calculo funcional que reproduz-
ca el calculo sobre las funciones continuas, y asi poder trabajar todo el tiempo
con el algebra sin tener que pasar cada vez a C'(X); especificamente trabajaremos
subalgebras C* generadas por elementos normales ya que estas subdlgebras son
siempre conmutativas y tienen asociado un espacio topolégico localmente compac-
to al que se llama también espectro de la subdlgebra. Para desarrollar el calculo
funcional debemos recordar las siguientes propiedades de los elementos normales:

= La suma de elementos normales que conmutan entre si, es un elemento nor-
mal.

= El producto de elementos normales que conmutan entre si, es un elemento
normal.

= Un multiplo complejo de un elemento normal es también un elemento nor-
mal.

Teorema 10 Teorema espectral. Dado el polinomio

p(A) = ag+ oA+ oM + ..+ ap\?
para a € A se define el polinomio

pla) = ap + a1a + asa® + ...+ apa®

y siempre se cumple,

Demostracién Esta es una prueba interesante para operadores normales. Se
factoriza p(A) como el producto de k factores lineales, y se utiliza el hecho de
que el producto de elementos que conmutan entre si, son invertibles si y solo si
su producto es invertible, esto se ve més facilmente haciendo la identificacién de
B con algin espacio topolégico C(X), donde B es el dlgebra C* conmutativa
generada por los elementos que conmutan entre si. Si {f1,..., fn} C C(X), el
producto fi--- f, =0 siysolosi f; =0 para alguna i € {1,...,n}.

Si a es normal y los coeficientes de p son nimeros reales, p(a) es normal.

Gracias al teorema espectral se puede definir un cédlculo funcional continuo para
elementos normales. Si f es cualquier funcién continua definida en o(a) entonces
por medio de la transformada de Gelfand T'(f) es un elemento en el dlgebra C*
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que se puede tomar como f(a), de este modo adquieren sentido las expresiones e?,
sen(a), |a|, V1 + a?, etc., que son funciones muy importantes en andlisis complejo.

Una funcién f se dice real si su espectro es un subconjunto de R, se dice
unitaria si su espectro estd contenido en el circulo unitario de C y positiva si su
espectro es un subconjunto de R™.

Proposicién 11 Si a es hermitiano entonces o(a) C R.

1.10.1. Elementos positivos

Dado a € A las siguientes propiedades son equivalentes:
1. a es hermitiano y o(a) C R"

2. a = b® para algin b hermitiano

@

a=a"y |t—al <t para cualquier ¢ > |all

W

. a=a"y |t —al <t paraalgint >0

Sia € A satisface las condiciones anteriores se dice un elemento positivo (en simbo-
los a > 0). Por medio de los elementos positivos se puede ordenar parcialmente a
A definiendo la relacién a < b siempre que b — a > 0.

Proposicién 12 Propiedad de sandwich. Si 0 < a < b entonces c*ac < c*be para
cada c € A y |lal| < 0]

Cuando se trata de un algebra de operadores acotados en un espacio de Hilbert,
los elementos positivos son aquellos operadores que cumplen (az, x) > 0 para todo
reH.

1.10.2. La norma esta determinada por la estructura algebraica

Si a es un elemento normal entonces
r(a) = [lal|. (1.6)

Si @ no es normal consideramos el elemento normal b = a*a, de modo que
r(b) = r(a*a) = ||a*a|| = ||a||* y por lo tanto,

lla|| = v/r(a*a). (1.7)

Las ecuaciones (1.6) y (1.7) nos dicen que la norma estd completamente deter-
minada por la estructura algebraica ya que la funcién raiz cuadrada se define por
medio del calculo funcional en términos de elementos del algebra.
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Una consecuencia de (1.7) es que los isomorfismos involutivos entre dlgebras C*
son isometrias. Entonces las isometrias y homomorfismos de algebras C* coinciden
y dada un algebra involutiva no necesariamente existe una norma que la dote de
una estructura C* | pero en caso de que exista es Unica. La siguiente proposicién
también es una consecuencia de que la norma estd determinada por la estructura
algebraica.

Proposicion 13 Dadas dos C*-dlgebras A y B, si F': A — B es un homomor-
fismo, entonces F' es un mapeo continuo.

Demostracién Si A — a es invertible en A entonces F(A — a) es invertible en
B, es decir existe (A — F(a))™!, esto quiere decir que si A € p(a) entonces

A€ p(F(a)),ysiA € o(F(a)) entonces A € o(a), en otras palabras o(F(a)) C o(a)
y esto implica que r(F(a)) < r(a). Si a es normal ||F(a)| < |lal| y si no es
normal, el elemento normal b = a*a cumple [|[F(a*a)| < |la*al|. De modo que
| F*(a)F(a)|| < |la||? y finalmente podemos concluir que [|[Fa)|? < ||a|?> por lo
que ||F(a)|| < |la]|. Por lo tanto F' es continua.

En particular, cuando F': A — A es un automorfismo, es un mapeo isométrico,
es decir ||[F'(a)| = |la].

1.11. Proyectores

Definicion 20 Sea A un dlgebra C*, decimos que p € A es un proyector si cumple

Los proyectores son otra clase de elementos en un algebra C*, cuando ésta es con-
mutativa, corresponden geométricamente a conjuntos simultdneamente abiertos y
cerrados en el espacio asociado X. Estos conjuntos dan informacién acerca de la
conexidad del espacio, cuando la topologia del espacio se genera a partir de estos
conjuntos el espacio se dice totalmente disconexo. Recordemos que dos subcon-
juntos £y X \ E de X son simultdneamente abiertos y cerrados si y solo si la
funcién

f: X —{0,1}

f(x):{l s% reF

definida por

0 si z¢FE
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es continua. En este caso la funcién f también cumple que f? = f = f*, la
primera igualdad nos dice que f es idempotente. En el caso cldsico (conmutativo)
la segunda igualdad siempre se cumple.

En un dlgebra C* no conmutativa seguiremos interpretando estos elementos
como subconjuntos simultdneamente abiertos y cerrados en el espacio cuantico
asociado. En mecdanica cuantica, dado un proyector no trivial p = p? = p*, los
valores que toma su espectro o(p) = {0, 1} se pueden interpretar como tener o no,
cierta propiedad.

Sea X un espacio compacto y C'(X) el espacio de las funciones continuas defi-
nidas en X con valores en C; si X es conexo, no existen proyectores no triviales en
C(X), pero se pueden considerar otras funciones que correspondan a subconjuntos
arbitrarios. Considérese el conjunto

Moo(X) = {f : f es medible y esencialmente acotada sobre X}.

Identificando f con g si f = g fuera de un conjunto de medida cero, se obtiene
una relacién de equivalencia en M, (X).

Definiciéon 21 Una funcion f es esencialmente acotada cuando es acotada, fuera
de un conjunto de medida cero.

Por medio de la norma del supremo esencial, y con el producto usual de fun-
ciones M. (X) se convierte en un algebra C* conmutativa y se tiene la inclusién

C(X) = Moo (X).

A nivel de espacios la inclusiéon corresponde a una suprayeccién. Aplicando
el teorema de Gelfand-Naimark se puede identificar a Mo (X) con algun espacio
X, asf que tenemos una fibracién de X en X, como los conjuntos medibles en X
corresponden a conjuntos simultdneamente abiertos y cerrados en X,

Muo(X) = C(X)

la topologia de X se puede generar a partir de los conjuntos simultdneamente
abiertos y cerrados, por lo tanto es totalmente disconexo.

1.12. Automorfismos y elementos unitarios

El estudio de los automorfismos de un dlgebra C* es relevante porque en el
caso conmutativo la traduccion algebraica de las simetrias del espacio son los
automorfismos, y por lo tanto ellos representaran a las simetrias en nuestros es-
pacios cuanticos. Esto es porque en un espacio topoldgico compacto las simetrias
son los homeomorfismos del espacio en si mismo, y estos tienen como traduccion
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al dlgebra C* homomorfismos biyectivos por ser biyectivos los homeomorfismos,
asi es como quedan asociados a los automorfismos del algebra C* y un poco mas
adelante se demostrara que todos los automorfismos en el caso de las dlgebras de
operadores acotados estan determinados por los elementos unitarios, en este caso
las simetrias se encuentran traducidas en el grupo de los elementos unitarios U(A)
y como consecuencia existen més simetrias en el caso no conmutativo que en el
caso conmutativo.

Si A = M,,(C) entonces U(A) = U(n) es el conjunto de las matrices unitarias
en M, (C). Dado a hermitiano, |la]| < 1, sea u = a + iv1 — a?, donde V1 — a? se
define por medio del calculo funcional continuo. Recordando que si a es normal
entonces a = a* si y solo si o(a) C R, se infiere que a es unitario si y solo si
o(a) C U(A).

Cualquier elemento hermitiano a cuya norma sea menor o igual que 1 se puede
descomponer como suma de elementos unitarios. Haciendo

u=a-+iv1— a2, es facil ver que

U+ u*
2

De modo que cualquier elemento hermitiano, multiplicado por un escalar adecua-
do se puede escribir como suma de elementos unitarios, y por lo tanto cualquier
elemento del algebra C* se puede escribir como combinacién lineal de a lo mas cua-
tro elementos unitarios. En este sentido los elementos hermitianos y los elementos
unitarios generan a A.

Los elementos unitarios se relacionan con ciertos automorfismos mediante la
existencia de un homomorfismo canénico K : U(A) — Aut(A) que actia del
siguiente modo:

» K se define como K(u) : a — uau™.

» K es homomorfismo ya que ab — uabu® = (uau*)(ubu*).
» De igual modo, a* — wa*u* = (uau™)*.

» Se cumple, K(u)~! = K(u*).

» Dados u, v, se cumple K (uv) = K(u)K (v).

Estos mapeos se llaman automorfismos internos y claramente solo tiene sentido
hablar de ellos cuando el algebra es no conmutativa, en general no son los tinicos
automorfismos en el algebra C*. En los espacios clasicos solo se tienen las simetrias
que no provienen de los elementos unitarios ya que la conjugaciéon por cualquier
elemento unitario resulta ser la identidad. En el caso de mecénica cuantica estandar
se generan todas las simetrias por medio de los elementos unitarios ya que se
trabaja con algebras C* de operadores acotados en un espacio de Hilbert.
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1.13. Notacion de Dirac

A lo largo de este trabajo se utilizard en diversas ocasiones el formalismo de
Dirac, por lo que es necesario introducir la notaciéon de Dirac de algunos conceptos
en la teorfa de espacios vectoriales de dimensién finita. Sea V un espacio unitario®
con producto escalar (p[i)) sobre C de dimensién n, la notacién de Dirac para un
vector Y € V., ¢ # 0 es:

¥ =)

o bien coordenada a coordenada ©

|¢1a¢27 te 7¢n>

Si V* es el espacio dual de V' la notacién de Dirac para v € V* es

(1.

Cada vector ¢ € V induce un funcional lineal que se denotara por (| definido
por

(W] Jw) = (Plw)

con w € V. Por el teorema de representacion de Riesz, para cada funcional lineal
7 existe un tnico vector 1, € V' tal que v(¢) = (¢4|¢) para todo ¢ € V.

Por medio de una base ortonormal (e1,es,...e,) en V se puede establecer un
isomorfismo de V' con C™ en donde se tiene el producto escalar

=1

Por medio de cualquier isomorfismo ® : V' — C" se puede inducir un nuevo
producto escalar en V' como

(Y1, 92)v = (2(¥1), P(¢2))cn-

De esta manera cualquier espacio vectorial V' se convierte en un espacio unitario.
Dada cualquier transformacién lineal T': V' — V el producto escalar

(¢01, T(t2))

queda representado por el “bracket”:

(1T |92).

5Un espacio unitario es un espacio vectorial complejo dotado de un producto escalar.
SHay distintas posibilidades para las coordenadas, que pueden ser desde coordenadas eucli-
dianas y no euclidianas hasta valores en los niveles de energia de un dtomo.
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Finalmente, la forma sesquilineal dada por el producto tensorial se escribira co-
mo

|91) (2]

y se puede ver como una transformacién lineal del modo siguiente:

1) (P2l (3)) = [¥1)(2|es3).

1.14. Proyectores en B(H)

Si p € B(H) es un proyector, es decir, si p? = p = p*, entonces Im(p) es un
subespacio fijo para p y Ker(p) es el ortocomplemento de Im(p), de tal modo que
H = Im(p) @ Ker(p). Si los proyectores p y ¢ son tales que ¢ = 1 — p entonces
Im(p) = Ker(1 — p), Im(1 — p) = Ker(p) y se dicen ortogonales.

Figura 1.2: Proyectores ortogonales

Los subconjuntos cerrados del espacio asociado se interpretan como ideales
bilaterales C* cerrados (en particular son subdlgebras C*) y como hemos visto en
el caso conmutativo hay otra forma de encontrar subconjuntos simultaneamente
abiertos y cerrados por medio de los proyectores. Como podemos observar algunos
aspectos geométricos encuentran varias formas de traduccién dentro de la geo-
metria no conmutativa. Esto también nos revela de algiin modo que la geometria
no conmutativa nos ofrece mayor riqueza que la geometria clésica.

Las propiedades geométricas de un espacio de Hilbert H tienen una traduccién
algebraica en términos de los proyectores.

Definicién 22 Se dice que Py, P, € B(H) son ortogonales si
PP=0=PRP

Geométricamente dos proyectores ortogonales tienen respectivamente subes-
pacios fijos ortogonales entre si, como se ilustra en el dibujo anterior.
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Proposicién 14 Dados los proyectores P y @, su producto PQ) es un proyector
sty solo si PQ = QP.

Demostraciéon
PQ = (PQ)* = PQPQ = (PQ)" = Q"P* = QP

1.15. Operadores compactos y operadores de rango fi-
nito

Cualquier automorfismo en la C*-algebra B(H) preserva la estructura alge-
braica, en otras palabras preserva cada propiedad algebraica. En particular los
automorfismos llevan operadores compactos en operadores compactos, y operado-
res de rango finito en operadores de rango finito, ya que tanto la propiedad de ser
operador compacto como la de ser operador de rango finito se pueden formular
en términos algebraicos. Los automorfismos también mandan los proyectores en
proyectores.

Por ejemplo, los proyectores son una clase particular de operadores acotados,
y se puede hacer una distincién entre ellos, en el sentido de que algunos proyectan
sobre espacios mas grandes que otros.

Si p y ¢ son proyectores tales que Im(q) C Im(p), este hecho se traduce alge-
braicamente como

pPg=4qp =gq.

Otro ejemplo es el de los proyectores minimos.

Definicion 23 Se llaman proyectores minimos aquellos proyectores que tienen
como imagen un subespacio de dimension 1.

Aqui se utiliza la notacién de Dirac para representar al proyector minimo p,

W Wl=p, (¥l =1

Proposicion 15 El producto de dos proyectores minimos es una diada.

Demostracion

p=V)W  a= )¢l
[0) (llp) (el = (W, ) [P) (¢l (1.8)
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En el miembro izquierdo de la ecuacién (1.8) queda un producto escalar en
medio y del lado derecho una diada seguida de un producto escalar. Asi pues los
proyectores minimos se pueden escribir en términos de diadas y esto quiere decir
bajo los automorfismos las diadas se transforman en diadas y las combinaciones
lineales de diadas se transforman en combinaciones lineales de diadas. Todas las
combinaciones lineales de la forma

> lz)l,

son operadores de rango finito.

Al tomar la cerradura del conjunto Fin(H) de los operadores de rango finito,
se obtiene el conjunto de los operadores compactos que se denota por K (H). De
modo que los automorfismos transforman el dlgebra de los operadores compactos
en si misma.

Definicion 24 Un conjunto se dice precompacto cuando su cerradura es un com-
pacto.

Definicion 25 Un operador acotado, se dice compacto si transforma conjuntos
acotados en conjuntos precompactos.

Si H tiene dimensién finita, todos los operadores acotados son compactos. Los
operadores compactos forman un ideal bilateral C* dentro de B(H).

1.16. Automorfismos y operadores unitarios en B(H)

Ahora vamos a ver que cada automorfismo en B(H) estd determinado por un
elemento unitario, para ello consideremos una diada |x)(y| con z variable y y fijo
que puede reescribirse en la forma |u(z))(z| donde u : H — H es un automorfismo
y z € H es fijo. Al calcular la suma

[z1) (Yl + |w2) (Y] = |21 + 22) (Y]
se obtiene que u debe ser lineal
u(zy + x2) = u(z1) + u(z2)
y también biyectivo por ser automorfismo.
Proposicion 16 La transformacion u: H — H preserva el producto escalar.

Demostracion

(1) )" (J22) ) = () (=) () (=])
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donde T es un automorfismo, pero

* T
(lz ) yD)* = ly)(w1lz2) (y] = (@1]2)|2) (]
donde podemos observar que

)yl = 12) (2],

ahora calculamos del lado derecho

(lu(z1))(z])" = (w(z1)|u(z2))]2){z]

asi hemos llegado a que

(u(a1)u(z2))]2)(2] = (21]22)|2) (2]

por lo tanto u es unitario (preserva el producto escalar).

Entonces dado cualquier automorfismo 1T°

T(l)(y]) = ullz)(yl)u"

Como esto se cumple para las diadas entonces se cumple para las combinaciones
lineales de diadas que son operadores de rango finito, y por lo tanto se ha demos-
trado que cada automorfismo de operadores compactos estd determinado por un
operador unitario.

Si tenemos otro operador arbitrario a € B(H ). Podemos considerar el producto
ak donde k es un operador compacto, y como los operadores compactos forman un
ideal bilateral ax € K(H) y al aplicar un automorfismo 7" acabamos de mostrar
que

T(ak) = uaku™

pero
T(ak) =T(a)T (k) = T(a)uku*

entonces
varku® = T'(a)uku®

podemos cancelar v*, de modo que

uak = T(a)uk
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ahora bien, si dos operadores cumplen la igualdad anterior para cualquier operador
compacto x entonces deben ser iguales entre si, por lo que

ua =T(a)u
esto es
T(a) = uau™.

Por lo tanto se puede escribir cualquier automorfismo de B(H) en términos de
operadores unitarios. En particular si el operador unitario u tiene la propiedad

uau® = a para todo a € B(H)

entonces u es de la forma zI con |z| = 1, es decir, es un operador escalar, y estos
operadores escalares forman el kernel del homomorfismo canénico K Finalmente
se concluye que

Aut[B(H)|=U(B(H))/U(1).
Como consecuencia, en el caso de dimension finita los automorfismos de ma-
trices estan determinados por las matrices unitarias.

1.17. Ideales C* y algebras cociente

1.17.1. Unidades aproximadas

Debido a que las dlgebras C* no se escapan de tener subalgebras C* no unitales,
como es el caso de B(H), se tiene la necesidad de definir las unidades aproximadas,
que en tales casos juegan el papel de la unidad.

Definicién 26 Sea A un sistema ordenado de indices y J un ideal derecho. Una
unidad aprozimada es una familia ordenada de elementos {Ey} C J cona € Ay
cada elemento cumple

1. E,<Eg si a<p
2.0<E,<1
3. lim ||a — Eqal] = lm||(1 — Ey)al| =0  para todo a € J.

Cada ideal izquierdo o derecho tiene al menos una unidad aproximada que se
construye al tomar

A = {Conjuntos finitos no vacios en J},

Z aa® 1

card + Z aa” card + Z aa”

aco acw
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si o C 8 entonces E, < Eg. Quedamos que a y 3 eran subconjuntos finitos en el
ideal. El denominador es una expresién mondtona, conforme aumenta a, el término
E aa® crece y por lo tanto E, se acerca a 1.

acx

Proposicién 17 Sia y b son invertibles y 0 < a < b entonces 1/a > 1/b.

Demostracién Como 0 < a < b implica c*ac < ¢*be para todo ¢ € A, hacemos
¢ = 1/v/b para obtener (1/vb)a(1/v/b) < 1. A la derecha de la igualdad tenemos
una constante, esto quiere decir que o((1/v/b)a(1/v/b)) C [0,1]. Estamos de nuevo
en el contexto Gelfand - Naimark, el espectro toma valores dentro del intervalo
[0, 1] tenemos funciones sobre el espectro, entonces tomando inversos se obtiene

Vba Wb > 1,

aplicando una vez mds la propiedad de sandwich con ¢ = 1/ Vb se deduce que
-1 -1
at>b" .

Esto demuestra que {Eq }aea es una hipersucesién monétona. Y hemos tene-
mos garantizado la existencia de unidades aproximadas. Una consecuencia impor-
tante es que cada ideal bilateral cerrado es necesariamente hermitiano.

1.17.2. Algebras cociente

La idea principal de esta seccién obtener a partir de un algebra C* dada, otras
algebras C* factorizando por ideales C*.

Definicion 27 Un ideal C* es un ideal bilateral, no trivial, cerrado.

En el caso conmutativo los ideales C* se corresponden biunivocamente con los
subconjuntos cerrados del espacio asociado X, ya que si K C X es cerrado, y por
lo tanto compacto, se define Jx como el conjunto de las funciones f € C'(X) tales
que f(z) = 0 para todo z € K,y Jx es un ideal C*, ya que es un ideal cerrado
invariante bajo el operador *, es decir J = J*, y para cada ideal J existe un unico
conjunto cerrado K C X que lo reproduce, es decir que Jxg = J.

El siguiente resultado se cumple también para algebras C* no conmutativas.

Proposicién 18 Sea J un ideal C* en la C*-dlgebra A, entonces J* = J.
Demostracion Consideremos una unidad aproximada E,, en el ideal J y a € J

entonces limy|la—aFE,|| = 0 pero entonces lim,||a*—a*E,| = 0, pero a*E,, € J,
y como a* estd arbitrariamente cerca del ideal, se tiene a* € J porque .J es cerrado.
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Al factorizar la C*-algebra A por J (un ideal C*), se obtiene un algebra * de
Banach A/J. Y la expresion general para la norma de cualquier [a] € A/J queda
como

=1 f ]
l[a]ll = fof fla+ j]

o bien
la]ll = lm [la — Eqal
donde E, es una unidad aproximada en A/J. También se puede ver que la norma

en A/J cumple la propiedad C*, ya que

llalll* = lim [|la — Eqall* = lim [[(a — Es)(a — Ea)*|| < lim |lac” — Esaa”|| =

Ifaa™ ]Il < [[{a][l[lTa™]II,

por lo que
Hall* < [[fallal "],

pero
lim sup la — Eaall = limsup | — Eaall < inf al| = |[a]]
(e} o

donde @ = a + j. Sin embargo siempre se tiene,

lim inf ||(I - EaaH > ||[a]||a
oY

por lo tanto
limsup ||a — B4l = h'mainf la — Eul| = ||[a]l|-
(03

La conclusién es que A/J es un algebra C*.

Teorema 19 Teorema de factorizacion de homomorfismos entre dlgebras C*. Sean
A y B dlgebras C* unitales y ¢ : A — B un monomorfismo, entonces ¢ es una
isometria entre A y ¢(A), es decir

lo(a)|| = |la|| para todo a € A.

Demostracién De la proposicién (13), por ser homomorfismo ¢ es continua.

Suponiendo que A = C(X) y B = C(Y) son élgebras C* conmutativas, entonces
por la proposicién (2) a nivel de espacios se tiene una fibraciéon de B en A y &
es pullback. Entonces las imagenes de funciones sobre X son las funciones sobre
Y constantes sobre las fibras, al tomar la norma de una de estas funciones que es
el méximo de los valores absolutos que toma la funcién, vemos que a lo largo de
las fibras estos valores son constantes. Ahora bien, si A y B son no conmutativas,
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tomamos a arbitrario y consideramos el elemento hermitiano a*a, que genera un
dlgebra C* conmutativa, sean A’ = C*(a*a) y B’ = C*(®(a*a)) que también es
una subalgebra C* conmutativa de B. Se obtiene el monomorfismo restringido
¢: A" — B’ entonces

[p(a”a)]| = [[a”al
pero
l¢(a*a)ll = [l¢(a)*d(a)]| = ll¢(a)||?
y
la*al| = ||a]|*.
Por lo tanto
[o(a)[| = [lall

Esto tiene como consecuencia que la imagen de A a través de ¢ es completa
en la norma de B, de modo que ¢(A) es una subédlgebra C* siempre que ¢ sea un
monomorfismo.

Si ¢ es un homomorfismo no inyectivo, considerando el ideal J = Ker(¢), y
factorizando A por J, se construye el homomorfismo inyectivo

<Z~>:A/J—>B,

A4
ol 4l
B _—— B
entonces ¢ es monomorfismo, es isometria y Im(¢) = Im(¢) es una subslgebra C*
dentro de B.
1.17.3. Algebra de Calkin
Teorema 20 Teorema de Calkin. El unico ideal C* no trivial de B(H) es K(H).

Demostracién Sea H un espacio de Hilbert separable, si dim B(H) es infinita,
al menos existe un ideal no trivial que es precisamente K (H), por lo que es legitimo
considerar un ideal no trivial J < B(H) y sea a # 0 € J, entonces

|301><802|a’|(703><(104| € Ja P1,$2,P3, P4 € Ha

esta expresion se puede manipular para mostrar que todas las diadas estan en J
y por lo tanto también los operadores de rango finito lo estdn, Fin(H) C J, sin
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embargo Fin(H) # J ya que Fin(H) no es cerrado, de hecho Fin(H) = K(H) C J,
de donde se concluye que K (H) es el minimo ideal C* no trivial en B(H).

Sea a € B(H) y consideremos su descomposicién polar a = u|a|, cuando a es
invertible u es un elemento unitario y |a| = v/a*a, cuando @ no es invertible u es
una isometria parcial u : |a|i) — at) considerando el subespacio generado por los
vectores ai):

llal|1* = (lale, |aly) = (¥, |a*Y) = (¢, a"ay) = (e, ay)) = [lav)||?

y definiendo u en el ortocomplemento de este subespacio como 0.

Observemos que a € J implica |a| € J, ya que a*a € J y Va*a € J por ser
J un ideal cerrado. Pero a no puede ser invertible si estd en un ideal no trivial,
porque entonces sucederia que aa™! =1 € J, lo cual implicaria que J = B(H).

Entonces suponiendo que a no es invertible, 0 € o(a). Si a ademds es normal
podemos considerar un calculo funcional continuo, y todas las posibles funciones
continuas valuadas en a, pero estas funciones no pueden ser funciones escalares
porque saldrian del ideal, solo pueden ser expresiones algebraicas con a y sus
limites, esto quiere decir que para dada f : o(a) — C tendriamos que f(0) =0, de
modo que f(a) € J. Si a no es un operador compacto, es decir si J es un ideal mas
grande que K(H), entonces su médulo |a| es un operador positivo no compacto
en J.

Entonces se puede construir una funcién continua en la parte positiva de o(a)
tal que f(0) = 0 y parte del espectro donde la funcién f es constante digamos 1
corresponde a un subespacio propio de dimensién infinita K C H. La caracteristica
de los operadores compactos es que no permiten tomar una parte del espectro
estrictamente positiva que corresponda a un subespacio espectral de dimension
infinita, la infinidad estd toda contenida en el cero.

Figura 1.3: f(a) € J

Consideremos esa funcién y observemos que como H es separable este subes-
pacio de dimensién infinita K es tal que existe una isometria parcial de H en este
espacio, sea V : H — H la isometria parcial, al tomar el operador V*f(a)V, se
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ve inmediatamente que es en realidad el operador escalar ¢l pero como f(a) € J
se tiene que cl = V*f(a)V € J, por lo tanto J = B(H) lo que contradice nuestra
hipotesis de que J era un ideal no trivial, y esto demuestra que el tinico ideal C*
no trivial de B(H) es K(H).

Si H es de dimensién finita, B(H ) no tiene ideales no triviales porque Fin(H) =
K(H) = B(H), en particular B(H) es isomorfo a M,(C), y concluimos que
M,,(C) es un élgebra C* simple para todo n € N.

Definicién 28 Se define el dlgebra de Calkin como Cal(H) = B(H)/K(H)

El algebra de Calkin es un dlgebra simple, en otras palabras, no tiene ideales no
triviales.

También podemos observar que el espacio cudntico asociado a B(H) cuando
H es de dimensién infinita, no tiene puntos, ya que los ideales en el caso conmuta-
tivo se corresponderian biunivocamente con los subconjuntos cerrados del espacio
asociado X, y los puntos deberian ser traducidos por ideales maximales, que resul-
tarian ser de codimensién 1, hecho que se puede ver a partir de la sucesién corta
exacta’ que inducirfa un caracter x : B(H) — C,

0 — Ker(k) = B(H) - C—0

donde
C = B(H)/Ker(k)

sin embargo aqui no tenemos ideales con tal caracteristica porque el unico ideal
no trivial es K (H), y por lo tanto no se tienen “puntos”.

Esta es una oportunidad de mencionar el efecto “tenedor” que tiene la in-
terpretacion de los distintos entes algebraicos una C*-algebra como propiedades
de un espacio cudntico. Si se consideran los proyectores en B(H) que ya hemos
dicho que corresponden a subconjuntos simultdaneamente abiertos y cerrados, por
ser en particular cerrados cumplen una condicién geométrica mas fuerte que los
ideales C*, y en B(H) tenemos una infinidad de proyectores cuando H es de di-
mension mayor o igual que 2, lo que nos lleva a interpretar que el espacio de que
es totalmente disconexo.

"Si Sy T son dos mapeos lineales tales que Im(S) = Ker(T), el par (S, T) se dice exacto. Una
sucesién exacta es una sucesiéon de mapeos lineales en la que cada par de mapeos adyacentes es
exacto.
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Operadores de Fredholm

Los operadores de Fredholm fueron introducidos por I. Fredholm en el estu-
dio de ecuaciones integrales, estos operadores estan ligeramente desviados de ser
isomorfismos, y esta desviacién se puede formalizar en términos de su kernel y
su imagen. Suponiendo que X y Y son subespacios de H y existen V C X y
W C Y de tal modo que X = Ker(a) ® Vy Y = Im(a) ® W, entonces Y/Im(a)
es isomorfo a Wy a : V — Im(a) es un isomorfismo, la medida de desviacién de
a de ser un isomorfismo tiene que ver con los nimeros dim(Ker(a)) y dim(W),
los operadores de Fredholm son aquellos para los cuales estos dos ntmeros son
finitos. En particular cualquier operador invertible es un operador de Fredholm.
A continuacién presentamos otras definiciones para los operadores de Fredholm.
Sea [a] € Cal(H) invertible, entonces [a][b] = 1 — [b][a]. Esto quiere decir que los
elementos invertibles en Cal(H) vienen de operadores en B(H) invertibles médulo
operadores compactos.

Definicién 29 El operador a € B(H) es de Fredholm si existe b € B(H) tal que
ab—1 y ba — 1 son operadores compactos.

Una definicién equivalente es la siguiente.

Definicién 30 El operador a es de Fredholm si su proyeccion en Cal(H) es un
elemento invertible, es decir si [a] = a+ K(H) es invertible en Cal(H).

Una definicién equivalente y mas geométrica es la siguiente.

Definicién 31 El operador a € B(H) es de Fredholm si

dim Ker(a) < oo
Im(a) = Im(a)
Im(a)t = Ker(a*) tiene dimension finita
Los operadores de Fredholm son operadores invertibles en Cal(H), y forman
el grupo GL[Cal(H)] que se obtiene factorizando los operadores de Fredholm por
operadores compactos. Se puede demostrar que si a es de Fredholm si y solo si a*

es de Fredholm.
Para cualquier operador existe un niimero importante que es el indice.

Definicion 32 Se define el indice de a como
ind(a) = dim Ker(a) — dim(Y/Im(a))

Se puede demostrar que ind(a) = dim Ker(a) — dim Ker(a*). El indice tal como se
ha definido resulta ser un isomorfismo entre GL[Cal(H)] y Z.
Algunas propiedades importantes del indice son
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ind(a*) = —ind(a)
) =

» ind(ab) = ind(a) + ind(b)

Si ind(a) = ind(b) entonces [a] y [b] viven en la misma componente conexa
J

de GL[Cal(H

La proyeccién canénica 7 : B(H) — Cal(H) cumple
7{GL[B(H)]} = ind~*(0).

Ejemplo
Sea H = (5(N), y {e1,e2,...} una base de H. Definimos el operador de shift
u: H — H como
u(e1) = eit1
Obsérvese que
u*(ei+1) = €; u*(e1) =0
Podemos observar que el operador u es casi unitario Ker(u*) = €1, y no es un

operador normal:
uw'u =1, wu® =1—leg)(e1]

Tenemos el algebra C* no conmutativa C*(u) = A. Ahora vamos a ver que
K(H) C A, para dicho propésito se representard a u por medio de la matriz infinita
cuyas entradas son todas cero y debajo de la diagonal principal valen 1,

00 0 0
10 0 0
|01 0 0 |
00 1

en general
w71 — wu®) (u) ey - e

Sea J el ideal C* generado por el operador 1 —uwu*. Intuitivamente considerando el
algebra cociente asociada, se pide la conmutatividad de u y u*. Se tiene la sucesién
corta exacta,

0—-J—-A—A/J—0

Por lo tanto A/J es un dlgebra conmutativa que se puede interpretar como el
espacio topolégico compacto o ([u]), como u es unitario, o([u]) es parte del circulo
unitario en el plano complejo.

Proposicién 21 El espectro de [u] es todo el circulo unitario en C.
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Demostracién Sea z € C, |z| = 1, si se define T, : H — H como T.e; = z'e;,
donde |T,e;| = 1, se puede ver que T,u = zuT, lo que nos dice que T y u conmutan
médulo z, pero entonces T,ul; = zu, este es un automorfismo de A, y el ideal
J se proyecta de tal modo que el automorfismo se preserva en la factor dlgebra
proyecta a:

p:A— A ¢(a) = TyaT; o(J)=J

por lo tanto B ~
¢ AN — AT o([u]) = 2[u]

ya que ¢(u) = zu.
Por ser ¢ un automorfismo el espectro es el mismo multiplicado por z y como z
es arbitrario o([u]) es todo el circulo.

|
Las combinaciones lineales de los elementos de la forma u?~!(1 — uu*)(u*)*~! :
er — e; viven dentro del ideal J. Al considerar los limites de estas matrices se
cubre a todo K(H), es decir K(H) = J y se obtiene la sucesién corta exacta a la
que se llama extensién de Toepliz:

0— K(H)— A—C[U®1)] — 0.



Capitulo 2

Representaciones y Estados

2.1. Teoria de representaciones

Una representacion es un homomorfismo D : A — B(H), donde A es un algebra
C* y B(H) es el algebra C* de operadores acotados en un espacio de Hilbert. Si
A no es unital se pide adicionalmente la condicién

{E:mwwmeAWGH}:H

Un ejemplo de algebra C* no unital es A = K(H) cuando dim H = co. En este
caso, la inyeccién canénica D : K(H) — B(H) es una representacién no unital.

Definicién 33 Sea S € H, S # 0, si {d_D(a)p:a € Ajp € S} = H decimos
que S es un conjunto ciclico para la representacion D. Si S consta de un solo
elemento 1, se dice que v es un vector ciclico para D.

Definicion 34 Se dice que D es una representacion ciclica si existe un vector
ciclico en H.

Consideremos un subespacio de Hilbert K C H, al ser de Hilbert K es cerrado y
podemos descomponer a H como la suma directa

H=KoK~*
Definicién 35 Si D(a)K C K decimos que K es invariante bajo D.
Proposicién 22 FEl subespacio K es invariante si y solo si K+ es invariante.

Definicion 36 Decimos que la representacion D es reducible en K si K es un
subespacio invariante no trivial bajo D.

o1
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En este caso se pueden considerar
D(a)g: K - K
Dk : A — B(K)

y también
Dy :A— B(KL).

Decimos que una representacién D es irreducible si no es reducible, en otras pa-
labras, si no existe un subespacio no trivial K C H invariante bajo D.

Para cualesquiera dos representaciones

D1 A — B(Hl)
D2 A — B(HQ)

se puede considerar su suma

D:Dl@DQAHB(H) donde H = H; & Hy

p@=("3" pia )

En particular si D es reducible sobre K se tiene D = D @ D1

En notacién matricial

2.2. Operadores de Intercambio

Definicion 37 Sean D1, Ds dos representaciones

D, : A— B(H;)
Dy : A— B(H3)

un operador T : Hi — Hy se dice de intercambio si cumple
1. T e B(Hl, Hg)
2. TDi(a) = Da(a)T para todo a € A.

Es sencillo verificar que los operadores de intercambio forman un espacio de Ba-
nach en B(Hi, Hs), lo que permite tomar limites y seguir obteniendo operadores
de intercambio.
Denotaremos por Mor(D1, D) al espacio de los operadores de intercambio entre
las representaciones D; y Dy (la razén de esta notacién es que a este espacio
también se se le llama conjunto de morfismos entre las representaciones).

Los elementos del conjunto Mor(Dy, D2) se llaman operadores de intercambio
entre Dy y Dy y Mor(D1, D2) se denomina también conjunto de morfismos entre
las representaciones D1 y Do.
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Proposicion 23
MOI‘(Dl, Dg)* = MOI‘(DQ, Dl)

Demostracién Sean a € A un elemento cualquiera y 7' € Mor(Dz, D;), enton-
ces
TDi(a) = Dy(a)T

en particular
TD1 (CL*) = Dg(a*)T

aplicando * se obtiene
Dy(a)T* = T*Ds(a)

Proposicién 24 Si T € Mor(D1,Ds) y S € Mor(D2, D3), entonces
ST € Mor(D1, D3) de modo que se tiene un mapeo lineal de
Mor(Dy, D2) x Mor(Ds, D3) en Mor(D1, D3).

Para una sola representacién D, se puede considerar Mor(D, D), donde
T € Mor(D, D) si TD(a) = D(a)T.

Proposicién 25 Mor(D, D) es una subdlgebra C* de B(H).

Podemos considerar una categoria cuyos objetos son las representaciones y los
morfismos son los operadores de intercambio entre dichas representaciones. Para
A dada, esta categoria se denomina Rep(A).

Definicién 38 Sea T' € Mor(D1, D3) una isometria continua y lineal, si es bi-
yectiva y unitaria, se dice que las representaciones D1 y Do son equivalentes y
escribimos Dy ~ Do.

2.3. Estados

La maquinaria que nos ayudara a construir las representaciones es el concepto
de estado.

Definicion 39 Un estado es un funcional lineal p : A — C normalizado, es decir,
que p(1) =1, y positivo, es decir que p(A™) C [0,00).

Obsérvese que si B C A es una subélgebra C* y p : A — C un estado, la
restriccién de p a B sigue siendo un estado.

En el caso conmutativo los estados corresponden a medidas de probabilidad
sobre espacios clésicos. Cuando A = C'(X), a partir de cualquier medida de proba-
bilidad se puede construir la integral de Lebesgue, al integrar sobre las funciones
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continuas tenemos un funcional lineal positivo y normalizado. Por el teorema de
Riesz cualquier funcional lineal se puede representar de forma tnica por una me-
dida de probabilidad definida sobre un o-campo de conjuntos de Baire!.

Las siguientes propiedades se cumplen para cualquier estado p.

1. |p(a*b)|? < p(a*a)p(b*b) Desigualdad de Cauchy-Schwarz
2. Sia=a* a=a4 —a_, entonces p(a) = play) — p(a—).
3. La propiedad anterior implica p(a) € R para todo a hermitiano.

. De la propiedad anterior se deduce p(a*) = p(a)

W

Proposicion 26 Dado un estado p,
(a,b) = p(a”d)
es un semiproducto escalar, lo que le da a A una estructura de espacio preunitario®.
Demostracién Dadosa,be A, yteR
0 < (a+th,a+tb) = (a,a) + t*(b,b) + t{a,b) + t{(b, a)

entonces
p(a*a) + t2p(b*b) + 2tRe(p(a*b)) > 0.

Para cualquier parametro real ¢ esta desigualdad representa una parabola que
esta por arriba del eje X y solo tiene posibilidad de cumplirse cuando el discrimi-
nante es menor que cero para que no existan soluciones reales, entonces

4[Re(p(a*b))]* — 4p(a”a)p(b*b) < 0,

multiplicando por ab para que p(a*b) = s € R para quitar la notaciéon Re(p(a*b))
basta multiplicar p(a*b) por un nimero complejo de médulo 1 adecuado para que
sea real y asi se obtiene lo que se queria demostrar.

[ |
Proposicion 27 Cada estado p es un mapeo continuo, y

p(a)l < all.

'Un sigma campo de Baire es la minima o-lgebra con la cual en un espacio topolégico las
funciones continuas son medibles, en general esta o-algebra es mas pequenia que la de Borel, y en
el caso de los espacios métricos ambas o-dlgebras coinciden.

2Un espacio preunitario es un espacio vectorial dotado de un semiproducto escalar.
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Demostracion  Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz paraay b =1 se
obtiene

p(a)|* < pla*a),

pero
a*a < |af?

ésta ultima es una desigualdad entre elementos del dlgebra C*, ya que ||a*a|| =
llal|?. Estamos utilizando calculo funcional. Aplicando p que preserva el orden por
ser positivo

|p(a)|* < p(a”a) < ||a]?,

por lo tanto
p(a)] < lall,

p es un funcional continuo.

Proposiciéon 28 La desigualdad
[p(a”ba)| < [[b]|p(a”a)
se cumple para todo a,b € A.

Demostracién  Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
|p(a*ba)|? < p(a*a)p(a*b*ba) < p(a*a)|b]*p(a*a)

la dltima desigualdad es consecuencia de que b*b < ||b||? y aplicando la propiedad
de sandwich a*b*ba < ||b||?a*a.

|
Proposiciéon 29 Sip: A — C es un funcional continuo tal que
1. |p(a)] < [|a]
2. p(1)=1
entonces p es un estado.

Demostracién  Unicamente hay que demostrar que p > 0, pero esto es equiva-
lente a demostrar que p(a) € R si a es hermitiano como veremos a continuacién.
Sea p(a) = a+if con ay B en R, sea v € R y consideremos a + iy € A, entonces
tomando en cuenta que ||b|| = /[|b*0]|,

|p(a) +iy| < a+iv] = V(@ —iv)(a +iv)]]
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= Va2 + 22 = Vllal® + 72,

por otro lado
1B+ < |p(a) +iv] < V/al? + 72

entonces
(B4+7)? < llal* ++?

B2 +267 +79° < [laf® +
3%+ 267 < |la|>.
Como 7 se eligié arbitrariamente, la Unica posibilidad es que
B =0,

esto demuestra que p(a) € R. Un corolario de este resultado es que

Para mostrar que p es positivo considérese a*a, entonces

*

a*a
1—-—— €A,
lall?
por la continuidad de p se cumple la desigualdad

a*a a*a
(=) | < !
‘ la|| |all

ya que
|a”al
0< <1,
lall?
utilizando la linealidad de p,
a*a
()
‘ lall?
‘1 p(a*g) <1,
lal

de donde p(a*a) > 0 asi que p es positivo y por lo tanto es un estado.
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Para cualquier dlgebra C* tenemos la inclusién C < A por medio del mapeo
z — 21, de este modo se puede ver el plano complejo como un subespacio de
Banach de A, y si se define p : C1 — C como p(z1) = z, facilmente vemos que
llpll = 1, p es un funcional definido en el subespacio C1, pero por el teorema de
Hann-Banach® se puede extender a todo A sin incrementar la norma, de modo
que p cumple las hipétesis del teorema apenas demostrado y por lo tanto es un
estado. Esto nos demuestra que para cada algebra C* existen estados.

2.4. Semiproductos escalares a partir de estados
Sea p: A — C un estado, nos interesa ahora retomar el semiproducto escalar

(a,b) = p(a"d)

con el propésito de construir a partir de él un producto escalar. Por lo pronto
contamos con las siguientes propiedades:

1. El producto {a, b) es una forma sesquilineal (lineal en el segundo argumento).
(a,ab+ c) = ala,b) + (a,c)

2. Es positivo (aunque no estrictamente positivo).

(a,a) >0

3. Exhibe simetria hermitiana.

(a,b) = (b,a)
Con el objeto de obtener la positividad estricta se toma el conjunto
I,={ac A:(a,a) =0}
El conjunto I, es un subespacio lineal de A ya que dados a,bc I,y A € C
(a+b,a+b) = (a,b) + (b,a)
por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene
[{a.b)* < (a,a)(b,0) =0

de donde
|{a,b)[> = 0.

3Teorema de Hann-Banach. Si X y YV son ambos espacios de Banach, X C Y,y f: X - C
es un funcional continuo, entonces existe f : Y — C continua tal que f|x : X — C, flx = fy

11l = 1171
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Proposicién 30 I, es un ideal izquierdo, es decir, para todo a € A,
al, C 1,.

Demostracién  Sea b € I,, entonces
(ab,ab) = p(b*a*ab) > 0
ya que b*a*ab es positivo, por otro lado como a < b = c*ac < ¢*bc se deduce
p(b*a*ab) < |lal*p(b*b) =0,
por lo tanto I, es un ideal izquierdo.

Factorizando A por I, obtenemos el espacio A/I, con un producto escalar dado
por

([a], [b]) = p(a”b)

que es estrictamente positivo, sin embargo A/I, es un espacio unitario no nece-

sariamente completo. Al tomar su completacién H, = A/I, se obtiene un espacio
de Hilbert. A continuacién se estudiara como se relaciona la estructura C* de A
con este espacio, para esto se introducird una representacién especial.

Sea D, : A — A/I, dada por
Dy(a)[b] = [ab].
La representacién D, proyecta en A/, la accién del ideal I, en A.

Proposicién 31 El operador D, es lineal y continuo.

Demostracion

|Dp()b]]|* = (Dy(a)[b], D,(a)[b]) = ([ab], [ab])
= p(b*a*ab) < ||a|*p(b"b) = |la]|* ([b], [b])
la?[61])*

por lo tanto
IDp(a)[B]l] < lall]|[0]]

pero H[b]H es constante, por lo que D, es un operador acotado y se extiende de
forma tnica y continua a todo H,, de modo que D, queda definido de A a B(H,).
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Propiedades de D,,.

1. Es lineal
2. Es homomorfismo
3. Es homomorfismo *

4. Es unital
D,(1) = 1.

Se ha demostrado que D, es una representacién de la C*-algebra A, en el espacio
de Hilbert H,. Se tiene un vector distinguido v, € H, que es precisamente

o=, il =1.

Considerando D,(a)y, = D,(a)[1] = [a], es evidente que D, genera todo el
espacio cociente A/I, por lo que 9, es un vector ciclico para la representacién D,.
Este vector ciclico a su vez induce el estado p de la siguiente manera:

pla) = (¥p, Dp(a)p) = ([1], [al)-

La construccion (v, D,, H,) a partir de un estado p se llama la terna de Gelfand-
Naimark-Segal. A cada estado p se asocia un espacio de Hilbert H,, un vector
distinguido unitario 1, y una representacién D, de A sobre H,, con la propiedad
de que 9, es un vector ciclico que reproduce mediante promedios cudnticos el
estado inicial p.

2.5. Representaciones equivalentes y cosas relaciona-
das
En esta parte veremos como la representaciéon de Gelfand-Naimark-Segal se
relaciona con cualquier otra representacion de A.
Sean D y D3 dos representaciones
D1 A — B(Hl)
Dy : A — B(Hj)
y consideremos T' € Mor(D1, D3). Si T : H; — Hs es una isometria (continua y

lineal), entonces Im7T es invariante bajo Do de modo que T(D1(a)) es una repre-
sentacién reducida de Ds(a) y Dol ~ Ds.
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Cuando existe una isometria continua y lineal T : H; — Ho, se dice que D es
una subrepresentacién de Dy y recordemos que si T' es ademds biyectiva tenemos
Dy ~ Ds.

Con esta relacién de equivalencia se puede restar importancia a la estructura
de Hilbert para poner mas atencién al modo de pasar de una representacién a
otra.

Recordemos que una representacion irreducible es aquella que no tiene subes-
pacios invariantes no triviales.

Proposicién 32 La representacion D es irreducible si y solo si Mor(D, D) = CI.

Demostracién
Para esta demostracion utilizaremos el siguiente resultado auxiliar.

Proposicién 33 Si K es un subespacio invariante de D entonces Px € Mor(D, D),
donde Py es el proyector ortogonal.

Tenemos que PxD(a) = D(a)Pk para todo a € A, pero entonces Px = A\
para algin nimero complejo A, de donde A = 0 o A\ = 1. Por lo tanto K es un
subespacio trivial.

Sea T' € Mor(D, D), sin pérdida de generalidad se puede suponer que T es
hermitiano. La siguiente relacién se cumple:

Como T es normal (por ser hermitiano) se puede tomar su descomposicién
espectral, existe un operador que conmuta con cada proyector espectral de T'. Si
P es un proyector en la descomposicién espectral de T,

PD(a) = D(a)P

pero como D es irreducible solo puede proyectar a subespacios triviales, es decir,
P = 0,1, por lo que cada proyector espectral de la representacion D es 0 o 1,
por lo tanto el operador T es un operador escalar. Por lo tanto Cada operador
hermitiano es un operador escalar.

Sea D : A — B(H) una representacién , un vector unitario ¢» € H, el estado
definido por p(a) = (¢, D(a)v) y la terna de Gelfand-Naimark-Segal (H,,1,, D),
se puede afirmar que D, es una subrepresentaciéon de D, para demostrarlo basta
tomar T': H, — H, de tal modo que T : [a] — D(a), entonces T es lineal, y es
un mapeo isométrico ya que

T[] = (D(a)e, D(a)y) = (), D(a*a)y) = p(a”a) = ||[a]||",
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por lo tanto,
[ Tlal]} = [[lal]]-

Falta ver que T' € Mor(D,, D), pero evaluando en [b] € A/I, tenemos,
TD,(a)[b] = T'[ab] = D(ab)y = D(a)D(b)y) = D(a)T'[b].

En conclusién, si 1 es ciclico, entonces H), se identifica con H, D, y D son
equivalentes. Si se tiene un vector ciclico la representacion asociada a este vector
es equivalente a la representacion de Gelfand-Naimark-Segal asociada al estado p
que induce el vector ©. En este sentido, el estudio de representaciones de algebras
C* se reduce al estudio de representaciones de Gelfand-Naimark-Segal , y por lo
tanto al estudio del espacio S(A) de los estados de A, que tiene una estructura
geométrical.

Mas sucintamente, sea D : A — B(H) una representacién tal que ) € H es
un vector ciclico para la representacién D. Entonces podemos construir el estado
pla) = (¥, D(a)y) y el operador de intercambio T : H, — H, T € Mor(D,, D)
que es isométrico y que lleva 1), en 9, lo que permite ver a H, como subespacio de
H, y la representacién D se reduce en este subespacio D(H),). La representacién
reducida es igual a D,. En el caso en que D sea una representacion ciclica el mapeo
T es una biyeccién unitaria y las representaciones D, y D son equivalentes.

2.6. Estructura convexa de S(A)

El espacio S(A) estd contenido en el espacio dual de A, y es un conjunto
convexo, es decir que dados dos estados p1 y p2 € S(A), las combinaciones convexas
tp1 + (1 —t)pa con t € [0,1] también son estados. En general las combinaciones
convexas son sumas de la forma

n

n
ZTiPi, r; >0, Zrizl, pi € S(A).
1

1

Hemos dicho antes que los estados representan medidas de probabilidad sobre un
espacio cuantico, en el sentido que proporciona la extensiéon del teorema clasico
de Riesz.

El conjunto S(A) también es un conjunto compacto, se tiene la topologia débil
* que se construye del siguiente modo.

Para cada a € A se define ¢, : A* — C, donde ¢, : f — f(a). La topologia
débil * es la minima topologia con la que los mapeos (¢4)qe4 son continuos.

Proposicién 34 El conjunto S(A) es compacto en la topologia débil x.

4Cada representacién se pude descomponer como suma ortogonal de representaciones ciclicas.
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Demostracién A grandes rasgos la demostracién consiste en observar que
4 [S(A)] C Dy, es algo acotado ya que si a es hermitiano

lp(a)]| < lall,

a partir de la familia de funciones {®,} se puede construir el producto directo
O =T11P, : S(A) ~ [IesC

pero
D[S(A)] C HaeaDyjq) (0)

de donde ®[S(A)] es cerrado y II,c4 es compacto por ser producto de espacios
compactos, por lo tanto ®[S(A)] es compacto.

Como S(A) es convexo y compacto, se puede utilizar el teorema de Krein
Milman.

Teorema 35 Teorema de Krein Milman. Si E es convexo y compacto en un espa-
cto vectorial topoldgico localmente convexo y completo, entonces E es la cerradura
del casco convexo de sus elementos extremales.

S(E) = Co{Ext[S(E)]}.
Definicion 40 FEl casco convexo de un conjunto T es el conjunto

Co(T) = { Todas las combinaciones convezas de elementos de T'}

Definicion 41 Los elementos extremales de T son aquellos que no se pueden
escribir como combinaciones convexas de otros elementos en T.

Ejemplo  En un intervalo acotado los elementos extremales son los extremos
del intervalo, en un circulo seria la circunferencia que define su frontera, una
recta no tiene elementos extremales (y falla en ser un conjunto compacto). En
un triangulo los elementos extremales son los vértices, si se trata de un triangulo
equilatero entonces cualquier punto dentro del tridngulo se puede escribir por sus
coordenadas baricéntricas.

<

En conclusién como S(A) es compacto y convexo tenemos que S(A) = Co{Ext[S(A)]}.
A los elementos extremales de S(A) se les llama estados puros.
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2.7. Estados puros en M, (C)

Sea A = M,,(C) considérense los estados S(A), donde cada p € S(A) es un
funcional lineal positivo y normalizado p : A — C. Tomando el producto escalar
canénico definido por la traza de matrices

(a,b) = Tr(a™d),
por el teorema de representacién de Riesz p se puede representar como

p(a) = Tr(Ra) (2.1)
donde R es una matriz adecuada, pero ademds se cumple que

() (¥l) = 0

por la positividad de p, y por otro lado

p(|)(¢]) = Te(R[¢)(4]) = (Y[RY),

esto quiere decir que R es una matriz positiva, y viceversa, siempre que se pueda
representar un funcional lineal p como en la ecuacién (2.1) con R matriz positiva,
se trata de un funcional positivo, de modo que p > 0 si y solo si R > 0 (sus
eigenvalores son positivos) y p(1) = 1 si y solo si Tr(R) = 1. De manera que los
estados estan en correspondencia biunivoca con las matrices positivas de traza 1,
que también reciben el nombre de matrices estadisticas, y esta correspondencia
preserva la estructura convexa, ya que las combinaciones convexas de estados se
transforman en combinaciones convexas por linealidad de la traza en la ecuacion
(2.1). Entonces
S(M,,(C)) = {Matrices estadisticas}

moédulo la identificacién en (2.1). Para encontrar los elementos extremales de
M,,(C) observemos que una matriz estadistica se puede diagonalizar por medio
de una base de vectores propios

w1 0
wo
R ~
0 Wn,
donde wi,ws,...,w, son todos positivos por la positividad de R, y

i:wi =1=Tr(R)
1
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Entonces R también se puede escribir como

0 0

n t.
=1 ..
0 0
donde 1 estd en el lugar 7¢. Esta es una combinacién convexa de matrices estadisti-
cas. Si R corresponde a un estado puro p, no pueden aparecer combinaciones con-
vexas no triviales como en la expresién (2.2), entonces en dicha expresién en caso
de que p es un estado puro, solo puede aparecer uno de los términos de la suma.

De modo que si R representa un estado puro, entonces R es un proyector a un
espacio unidimensional

o)Wl el |yl =1 (2.3)

y viceversa, se puede demostrar que si R se puede escribir como en la ecuacion
(2.3), entonces es representante de un estado puro. Y este hecho también justifica
la terminologia ya que en mecénica cuantica los estados puros son operadores
estadisticos que corresponden a proyectores a espacios unidimensionales. Fue Segal
quien introdujo la generalizaciéon del concepto de estado en un édlgebra C*.

La (2n — 1)-esfera unitaria es invariante bajo los productos por nimeros com-
plejos de médulo 1. Al factorizar por esta relacién de equivalencia obtenemos una
fibracién de la (2n—1)-esfera en donde quedan asociados los estados puros biunivo-
camente con las érbitas generadas por multiplicacién por nimeros complejos de
médulo 1 en la (2n — 1)-esfera. Aqui tenemos una estructura de haz fibrado prin-
cipal con grupo estructural U(1), donde el espacio base corresponde a los estados
puros, que geométricamente también se puede ver como el espacio de todos los
subespacios unidimensionales de C", y como tal es un espacio proyectivo. Tenemos
un espacio proyectivo asociado a un espacio complejo, lo que nos da una variedad
compleja de dimensién n — 1.

Estudiemos un poco la geometria de esta esfera que es una variedad rieman-
niana. Consideremos T} (52"~ 1) y subespacio de 1 dimensién real que es el espa-
cio tangente a cada fibra circular y llamémosle V,(S?"~!). Ahora consideremos
su ortocomplemento Vi (S2"~1) < Ty (S?"~1), ahora se observa que al calcu-
lar la diferencial de la proyeccién en cada punto = se tiene dII, : V;-(S?n~1) =
T, [CP(n —1)].

Tenemos en la esfera una métrica que induce también una métrica en el espacio
base por medio de esta biyeccién. Gracias a la accién isométrica del grupo U(1)
en la esfera la métrica no depende del representante que se tome.

Por otro lado el ortocomplemento al espacio tangente a un punto ¢ es tam-
bién el ortocomplemento al espacio de tangente de toda la 6rbita de ¢ que es
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o W -

Figura 2.1: Estados en la 2n — 1 esfera

candnicamente identificable con el ortocomplemento de ¢ visto como subespacio
de C™. Tenemos pues que es un subespacio complejo de C™ que tiene estructura
euclidiana, compleja y simpléctica como parte imaginaria de producto escalar. La
parte real del producto escalar es la estructura riemanniana (métrica real).

Estas tres estructuras, compleja, simpléctica y riemanniana en este espacio
complejo proyectivo, se pueden unificar en una estructura llamada de Kéahler [26].

Ejemplo  Queremos estudiar el conjunto S[M,,(C)] cuando n = 2, entonces
debemos encontrar a las matrices R positivas con traza 1. En este caso M, (C)
tiene dimensién 4. Tenemos una base canénica formada con la matriz Id y las
matrices de Pauli [23],

(01 (0 =i (10
1= \10) 27\ o) 7?70 -1

(que se usan en el formalismo de spin en mecénica cudntica). Obsérvese que las
matrices de Pauli tienen traza 0 y la matriz Id tiene traza 2. De modo que siempre
se puede escribir

1
R25[1d+x01+y02+203] x,y,z €R

por ser una matriz hermitiana de traza 1. Las condiciones para z,y y z vienen
de que R es hermitiana. Pero para que sea positiva todavia debe cumplir una
condicién mas con relacién a su espectro, que debe ser un subconjunto de RY,
y por lo tanto R debe tener valores propios reales positivos. Como la traza es
1, si el Det[R] > 0 entonces todos los valores propios son positivos, por lo tanto
Det[R] > 0 es una condicién equivalente para la positividad en matrices de traza
1.
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R:( 1+§ x—iy)
z+iy 1—=z

Det[R]=1—a2% —4? —22 >0

La condicion

nos dice que (x,y, z) siempre es un elemento de la bola de radio 1 en el espacio
R? que como conjunto convexo representa el espacio de estados en My(C), y los
puntos extremales de esta bola que forman la esfera de radio 1, representan a
los estados puros. Y como hemos visto antes, el espacio complejo proyectivo de
dimensiéon compleja 1 es la 2-esfera real.

<&

2.8. Estados mezclados

Los estados que no son puros se llaman estados mezclados. Recordemos que
los estados son una extension de los promedios cuanticos. En el caso clasico tener
estados puros significa tener un punto en el espacio fase es decir tener total certe-
za del comportamiento del espacio fase en ese punto. Si tenemos por ejemplo dos
estados puros (dos puntos del espacio fase) podemos crear un nuevo estado como
combinacién convexa de los dos anteriores donde los coeficientes suman 1 con esto
estamos dando cierta probabilidad a cada uno de los estados puros, y esto que
obtenemos es la suma de las probabilidades de ambos estados lo que ya no puede
ser un punto del espacio fase, pero si es lo que se llama un estado estadistico del
sistema, y todas las combinaciones finitas que se obtengan de este modo asi co-
mo sus limites también son estados estadisticos (en el sentido fisico), esta es la
interpretacion fisica del teorema de Krein Milman. En el caso cudntico tenemos la
posibilidad de seguir interpretando los estados puros como puntos del espacio.

Definicién 42 Decimos que un estado p domina a otro estado p' si existe a > 1
tal que p' < ap.

Esto se puede escribir de manera equivalente como

1 1
p=—p +(1—=)p"
(6% (6%

ya que py p' son estados y por lo tanto son normalizados. Entonces un estado
puede dominar a otro estado siempre y cuando se pueda escribir como mezcla de
otros dos estados.

Con respecto a la construccién Gelfand-Naimark-Segal , podremos hallar un
vinculo entre estados puros y representaciones irreducibles, a partir de este con-
cepto de dominacién de estados.
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Supdngase que p' < ap. Considérese la forma sesquilineal

o' (a*b) a,be A.

Al aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz en esta forma, hallamos que
|0/ (a*b)|? < p'(a*a)p' (b*D) < a®p(a*a)p(b*D).
Utilizando ahora el producto escalar en H),
o?p(a*a)p(b*b) = a?[[a] 2| 6] (2.4)

Esto quiere decir que se puede introducir el operador acotado S : H, — H,

#(ab) = ([al, STb]) (2.5)
esto se debe a la desigualdad (2.4) y a la dominacién de p.
Proposicién 36 El operador S es positivo
Demostracién Al considerar a = b en la ecuacién (2.5), se obtiene

0 < p'(a"a) = ([al, S[a])

y por lo tanto es positivo.

Existen dos maneras de introducir positividad de un operador en un algebra
C*, una es que su espectro sea un subconjunto de los reales positivos y la otra es
que

(z,S(x)) >0 paratodo z € H,

esto se cumple para x € A/I,, pero se extiende de forma natural a todo H,,.

Proposicién 37 El operador S es un operador de intercambio para D,, es decir

S € Mor(D,, D,).
Demostracion
p'(a”cb) = ([a], S([cb])) = ([al, S(Dp(c)[b]))
= p'l(c"a)"b] = ([c"a], S[b]) = (Dp(c")[al, S[b])
= (Dyle]*[a], S[b]) = ([a], Dp(c)S[b])
Hemos llegado a que para dos elementos arbitrarios [a], [b] se cumple la igualdad
([a], S(Dy(c)[b])) = ([al, Dy(c)S[b])

por lo tanto
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Entonces S conmuta con todos los operadores de la representacién de Gelfand-Naimark-Segal
, esto es consecuencia directa de la definicién de S.
Como S > 0 podemos tomar la raiz cuadrada T = /S, y entonces

p'(a*b) = ([a], T?[]) = (Dp(a)wp7T2Dﬂ(b>¢p) = (¢p)T2D0(a*b)¢p)

El producto estd dado por ([a],[b]) = p(a*b), donde p(a) = (¢,|Dy(a)|pp). La
dltima igualdad se debe a que T también conmuta con todos los operadores de la
representacion. Haciendo ¢ = a™b obtenemos

p'(c) = (o, T*Dy(c)tp) = (¢, Dplc)p)

donde ¢ = T1,. Esto nos dice que el estado dominado p’ se puede escribir en
términos de la representacion de Gelfand-Naimark-Segal como promedio cuantico
por un vector ¢ dado por ¢ = T%),, donde T' conmuta con cada operador de la
representacién de Gelfand-Naimark-Segal .

Tanto T' como S conmutan con todos los operadores D, y todos los operadores
en esta algebra (el conmutante de D,(A)) estan determinados por su valor en el
vector ciclico v, por ejemplo,

Tla] =TD,(a)y, = Dy(a)T,,

como estos vectores [a] forman un subconjunto denso en todas partes dentro de
H,, entonces T' estd completamente determinado por su accién en v,,.

Esta construcciéon se puede revertir, si ahora comenzamos con un conjunto
de operadores T, éstos deben cumplir las siguientes condiciones para llegar a la
equivalencia del proceso, es decir, construir a partir de ellos el estado p':

«» T':H,— H,
= T>0
= T'e Mor(D,, D,)

=Ty, ell=1

donde p'(a) = (¢, Dy(a)g). Esto nos da una biyeccién entre los operadores T que
cumplen estas condiciones y los estados p’ dominados por p.

Teorema 38 La representacion D, es irreducible si y solo si p es un estado puro.
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Demostracién Tenemos una correspondencia entre estados dominados y ope-
radores positivos en Mor(D,, D,) médulo dilataciones por la norma de ¢. Como
hemos visto los operadores de intercambio de las representaciones irreducibles for-
man un algebra trivial, es decir D, es irreducible si y solo si Mor(D,, D,) = Cl1, es
decir que los operadores positivos son operadores positivos escalares, esto quiere
decir que p no puede ser un estado dominante cuando D, es irreducible, es decir,
es un estado puro.

De este modo los estados puros permiten clasificar todas las representaciones
irreducibles.

Proposicién 39 Una representacion D : A — B(H) es irreducible si y solo si
cada vector no cero de H es un vector ciclico.

Demostracién  Suponiendo que D es irreducible tomemos un vector unitario
1 € H, consideremos el estado p inducido por

pla) = (¢, D(a)y)

Aplicando la construccién de Gelfand-Naimark-Segal , sabemos que D y D, se
relacionan por medio del operador

T:H,— H, TeMor(D, D)

De modo que H, es invariante para D pero por ser D irreducible entonces
H, = H y por lo tanto T" es en realidad una equivalencia entre representaciones
tal que 1" : 9, — 1 y como 9, es un vector ciclico, también debe serlo 1. Por lo
tanto i es ciclico para D irreducible.

Ahora bien, suponiendo que cualquier vector no cero en H es ciclico, si D no
fuera irreducible, entonces existiria un subespacio propio K C H invariante bajo
D, es decir que cumple D(a)(K) = K. Sea ¢ € K, ¢ # 0, entonces el subespacio
generado por D(a)y debe estar contenido en K, pero entonces 1) no puede ser un
vector ciclico, lo cual contradice la hipotesis, y por lo tanto D es una representacion
irreducible.

Hemos visto pues que si ||¢|| = 1y D es irreducible, se establece una equiva-
lencia entre D y D, mediante el operador unitario 7. Definiendo el estado p como
lo hemos ya establecido a partir de 1 obtenemos que debe ser un estado puro,
ahora podemos decir que revertimos la construccién anterior de llegar de estados
puros a representaciones irreducibles.
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Resumiendo un poco, para ¢ € H, ||[¢| = 1, si p(a) = (¢, D(a)y) define un
estado distinto para cada .

Tener dos estados puros distintos no necesariamente implica que sus repre-
sentaciones irreducibles asociadas sean inequivalentes entre si. De hecho podemos
considerar el conjunto Ext[S(A)] en el que se puede establecer una relacién de
equivalencia. Diremos que dos estados puros p; y p2 son equivalentes si sus repre-
sentaciones irreducibles asociadas D,, y D, son equivalentes.

El espacio de las clases dadas por esta relacién de equivalencia, o bien el factor
espacio inducido por esta relaciéon nos da una clasificacién de las representacio-
nes irreducibles, y en la mayoria de los casos se tiene una particiéon ergddica o
dicho en términos de geometria diferencial una foliacién ergédica, es decir que este
espacio no se puede escribir como la unién disjunta de conjuntos que contengan
completamente una clase.

En tal caso la consecuencia es que no se puede utilizar teoria de la medida
en tal espacio ya que los Unicos conjuntos medibles resultan ser negligibles o el
total, lo que también impide utilizar cualquier herramienta cldsica de analisis. Sin
embargo se puede asociar un dlgebra C* no conmutativa A, y estudiarlo a partir
de esta.

2.9. Estados y medidas de probabilidad
Sea p un estado y a = a* una variable hermitiana, consideremos
3p(a) = v/pla— p(a)?] = /p(a?) — p(a)?

la dispersién de a respecto a p. Nos interesa estudiar el caso en que la dispersién
es cero. Sea

Calculando p(a?)

p(a®) = (o, Dp(a)ihy) = pla)* + [I€]1*

obtenemos que 6,(a) = ||£]|.
Por lo tanto d,(a) = 0 cuando la matriz D,(a) toma la forma

o=(72)

De modo que 9, es vector propio para D,(a).

Dp(a)¢p = p(a)d)p-
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Suponiendo que todas las dispersiones en un estado son cero, es decir que d,(a) =0
para cada variable hermitiana a = a*, tendriamos que se anulan para cualquier
elemento de A, ya que siempre se puede escribir un elemento en términos de
elementos hermitianos. Entonces

Dp(ab)wp = p(ab)¢p

D,(a)D,y(b), = p(a)p(b)i,

lo que nos dice que p es un homomorfismo de A en C, y por lo tanto es un caracter
que representa un punto del espacio cudntico asociado. Como D,(a)y, = p(a)i,,
y 1, es un vector ciclico para H),, entonces dim(H,) = 1.

En resumen, p es un caracter si y solo si dim(H,) = 1.

Ahora nos interesa estudiar las clases de equivalencia de representaciones irre-
ducibles asociadas a estados puros. Para esto consideremos el espacio de los estados
puros y la relacién de equivalencia siguiente, diremos que dos estados estan en rela-
cioén si inducen representaciones equivalentes. Esto nos permite estudiar el espacio
de representaciones irreducibles en términos de los estados.

Sea D : A — B(H) una representacién irreducible, y supongamos que D, ~
D ~ D,, donde py p’ son estados puros. Entonces p y p’ inducen dos vectores 1),
y w; en H, de tal modo que a lo largo de una fibra va variando el vector ciclico,
puede suceder que un estado puro tenga mas de un vector ciclico asociado. Sean
¥, ¢ € H que nos dan el mismo estado p. Para ver como se relacionan podemos
considerar los operadores unitarios de intercambio u y v entre las representaciones
Dy D, y considerar la composicién uv~! € Mor(D, D) que transforma el vector
@ en el vector ¢

€l

H — H
pero como D es irreducible el morfismo uv~! debe ser un operador escalar es decir
uv~! = 21 para algin |z| = 1 (por la unitaridad de u y v), de modo que 1) = z¢p, es

decir, generan el mismo subespacio. En la esfera unitaria S(H) podemos considerar
como antes la relaciéon de equivalencia: dos vectores unitarios ¥ y ¢ estdn en
relacion si 1) = z para algin z € U(1) como vimos esta relacién parte S(H) en
clases de equivalencia. Al considerar cada clase en la esfera unitaria S(H), cada
fibra es un circulo.

Esta relacion de equivalencia también induce una relacién de equivalencia en el
conjunto de las representaciones irreducibles. Esto es porque cada representacion
irreducible se puede obtener a partir de un estado puro y cada estado puro se

puede obtener por medio de un vector unitario. La relacién en S(H) induce una
relacion en Ext(S(A)).



72 CAPITULO 2. REPRESENTACIONES Y ESTADOS

El interés de estudiar las clases de equivalencia de representaciones irreduci-
bles surge de que en el caso conmutativo el espacio base nos da exactamente el
conjunto de los caracteres. De modo que tenemos otra posible interpretaciion de
los puntos dentro del formalismo de algebras C*. Sin embargo para algebras C*
no conmutativas el espacio base por lo general no tiene subconjuntos medibles no
triviales.

Si se quisiera utilizar esta interpretacién para puntos tendriamos casos como
A = M, (C) o bien cuando A = K(H) con H es separable y de dimensién infi-
nita. Queremos resaltar son casos que se pueden encontrar en el formalismo de
mecanica cudntica y en lo cuales el espacio base consta de un solo punto. Tener
espacios formados de un solo punto es tener una geometria muy pobre que no ser-
virfa por ejemplo para estudiar transicion de fases, ya que para esto se necesitan
forzosamente mas puntos.

Vamos a analizar ahora el caso en que un estado es un caracter, para esto
consideremos la terna (Hp, D,,1,). Hemos demostrado que d,(a) = 0 para cada a
hermitiano es equivalente a que D,(a)y, = p(a)i,, si se cumple cualquiera de las
condiciones anteriores p es un caracter.

Vamos a demostrar que es multiplicativo:

Dp(ab)¢p = p(ab)%

pero
Dp(ab)y = Dy(a)Dy(b)y, = Dp(a)(p(b)1p) = pla)p(b)i,

por lo tanto quitando v, obtenemos

p(ab) = p(a)p(b).

Estos caracteres también se pueden construir por medio de una factorizacién
candnica. Los caracteres cumplen las siguientes propiedades:

» p(ab—ba) =0
» p{c(ab—ba)d} =0

Los caracteres deben anularse en todos los posibles elementos de la forma c(ab —
ba)d, y en la cerradura del subespacio generado por los mismos como consecuencia
de la continuidad, dicho espacio es un ideal bilateral, es el minimo ideal bilateral
que contiene todos los conmutadores y se llama conmutante de A, lo denotaremos
por com(A). Cuando A es conmutativa com(A) = {0}. Si A es no conmutativa
puede suceder que com(A) = A, este caso es el llamado cuantico estandar.

Si A no estd en ninguno de estos dos casos tenemos un ideal no trivial bilateral
y A/com(A) es un dlgebra C* conmutativa identificable con C(2) para algun
espacio topoldgico compacto €2 dando lugar a la sucesién corta exacta:

0—com(A) —A—C(Q)—0
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Ext[S(A)]
[
P
5 D, ~ D,
I
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Figura 2.2: Puntos, estados puros y representaciones inequivalentes.

Los puntos de 2 son los caracteres de A/com(A), pero como cada caracter se anula
en el ideal com(A) entonces es también un caracter de A. Entonces los puntos de
Q2 son carateres de A, se puede pensar A/com(A) como la parte clésica de A.

Si A es conmutativa consideremos una representacion irreducible
D : A— B(H), entonces Mor(D, D) = C1, pero para cada a,b € A

entonces D(b) € Mor(D, D), de modo que D(b) = al para algin o € C todos los
operadores de la representacién son escalares, entonces dim H = 1 (H es el espacio
que representa D).

Analicemos los caracteres en el caso conmutativo a partir de las representa-
ciones irreducibles, sea D : A — B(H) una representacién irreducible, entonces
se cumple D(a)D(b) = D(b)D(a) para todo a,b € A por ser A conmutativa. Pero
como D es irreducible Mor(D, D) = C1, de modo que D solo me da operadores
escalares, la unica forma de que esto pueda suceder es que dim H = 1. Como las
representaciones irreducibles se generan por medio de los estados puros, entonces
los estados puros son los caracteres.

Entonces en el caso conmutativo tenemos:
{Puntos de X} < {Clases de representaciones irreducibles inequivalentes}

Como cada una de las representaciones irreducibles va a un espacio unidimensional,
en la figura 2.2 se ve que cada una de las fibras es un punto del espacio X ya que
cada CP(H) se fibra en un punto por ser H de dimensién 1.

Por el teorema de Krein Milman

S(A) = Co{Ext[S(A)]} = {Medidas de probabilidad en X}
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donde
Ext[S(A)] = {Puntos z € X}.

A cada z € X asignamos una medida §,, x < §,, de modo que,
Co{Ext[S(A)]} = { 3 tida, St = 1,t: > 0}.
i=1

aqui ya se tienen casi todas las medidas de probabilidad, las que faltan se pueden
construir tomando limites de éstas.

Ahora queremos responder a la pregunta de si existen suficientes representa-
ciones irreducibles de un dlgebra C*, esto es equivalente a cuestionarse si existen
suficientes estados puros. Para responder esta pregunta necesitaremos primero la
siguiente proposicion.

Proposiciéon 40 Sean A y B dlgebras C* con A — B y consideremos p: A — C
un estado puro, entonces existe p : B — C un estado puro que extiende a p, es
decir, pla = p.

Demostracién Sabemos que un estado siempre se puede extender pero no
sabemos si los estados puros se extienden como estados puros. Recordemos que un
funcional f : B — C es un estado si y solo si |f(a)| < |la|| y f(1) =1, al aplicar el
teorema de Hann-Banach obtenemos que existe su extensién.

Sea ¥, = {p € S(B) : pla = p}. Ya sabemos que X, # (), y también sabemos
que es un conjunto convexo, ya que las combinaciones convexas de estados que
extienden a p también lo extienden. El conjunto X, es cerrado en la topologia débil
%, y por estar contenido en el compacto S(B) es un conjunto compacto. Aplicando
a X, el teorema de Krein Milman

5, = Co{Ext[S,]}

En particular existen elementos extremales, y al tomar un elemento extremal par-
ticular p, € X,, vamos a demostrar que p, es un estado puro.
Supongamos que p, es un estado mezclado, entonces

px =1tp1+ (1 —t)p2 con t € [0,1].

Esta expresién se cumple en todo B y en particular se cumple en A, y su restriccién
en A,

p=t(pila) + (1 —t)(p2|a)

es un estado puro por hipédtesis, por lo que debe suceder que pi|a = p2|la = p,
entonces p1, p2 € 2.

Pero p, es un elemento extremal de XJ,, por lo tanto p, = p1 = p2 ¥y psx €s un
estado puro.



2.9. ESTADOS Y MEDIDAS DE PROBABILIDAD 75

Teorema 41 Para cada elemento a € A existe una representacion D € Rep(A)
irreducible con la propiedad de que || D(a)|| = ||al|

Demostracién Sea a € A y consideremos el dlgebra C* generada por a*a, que
es un dlgebra conmutativa. El espectro de a*a es un subconjunto de R, y todos
los elementos de C*(a*a) se pueden ver como mapeos continuos sobre el espectro
de a*a, en particular a*a queda representado por el mapeo idéntico.
Sea w € o(a*a) un punto extremal derecho, entonces w interpretado como
caracter cumple
w(a*a) = ||a*a| = [lal|?

Aplicando el teorema de la extension de estados puros que se acaba de demostrar,
tenemos que existe @ : A — C, un estado puro que es la extensién de w, y
D : A — B(Hg) es irreducible.

@(a*a) = a|* = (s, Da(a"a)s) =
= (Dz(a)¥s, Do(a)s) = | D(a)ve|”
de modo que |la|]| = ||Dg(a)s]|, y entonces
[1Ds(a)]| = llal
|

Teorema 42 Teorema de Gelfand y Naimark. Sea A un dlgebra C*, entonces
existe un espacio de Hilbert H tal que A — B(H).

Demostracién  Tomemos Ext[S(A)], y las clases de equivalencia de represen-
taciones irreducibles, cada una de estas fibras es un espacio complejo proyectivo,
tenemos el espacio base X y vamos a construir una seccién de esta proyeccion
asociando a cada elemento de la base un estado y mediante este estado una repre-
sentacion irreducible de la clase correspondiente.

Sea T esta seccion, y vamos a considerar la suma directa de las representaciones
de Gelfand - Naimark - Segal asociadas a los estados puros de esta seccidn,

@
D=>"D,
PET

ésta es una representacién que actia en la suma directa de espacios de Hilbert H
donde actia cada representacién D,, en general este espacio no es separable,

b
H=> H,

pPET
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X

— 9 —9 0 — 0 9

Figura 2.3: Seccién

Por construccién [|D(a)|| = sup,e, || Dy(a)||. Para cada a y p se cumple ||D,(a)| <
|la||, pero acabamos de demostrar que siempre existe una representacion irreducible
tal que ||D(a)|| = ||a||, y por lo tanto ||D(a)|| = ||a|| para todo a € A. Entonces D
es un mapeo isométrico, y una representacion fiel, es decir

D: A< B(H).

2.10. Envolvente (" de un algebra

Sea A un algebra *, en esta seccién veremos cuando es posible asociarle canéni-
camente un algebra C*.

Consideremos una representaciéon D : A — B(H), que como ya sabemos es un
homomorfismo * que preserva las operaciones algebraicas

D(a+ \b) = D(a) + AD(b)
D(ab) = D(a)D(b)
D(a*) = (D(a))".

Para cada una de estas representaciones se puede considerar una seminorma
en A dada por
Pp(a) = || D(a)ll,

es una seminorma porque no necesariamente resulta ser estrictamente positiva, sin
embargo esta seminorma cumple la desigualdad multiplicativa

[1Pp(ab)|| < [|Pp(a) [l Pp(b)]]
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y la propiedad C*

1Pp(a*a)|| = | Pp(a)].

Todo esto sucede siempre y cuando existan representaciones, y de hecho no
siempre existen para un algebra *, de modo que si para un dlgebra * no existen
representaciones, ésta no es una buena candidata para convertirse en un algebra
C*. Otras veces puede suceder que existen representaciones pero que anulen siem-
pre algin elemento no cero del algebra, situacion que es igualmente indeseable.
Debemos excluir estos casos y para ello consideraremos seminormas que sean de
la forma Pp, es decir, que vengan siempre de una representacién, y pediremos la
condicién de que para cada a # 0 en A exista siempre una de estas seminormas
con la propiedad de que Pp(a) # 0.

Falta garantizar que el sistema de seminormas Pp define una verdadera norma
en A. Para esto basta pedir supp Pp(a) < oo para todo a € A lo que restringe
aun mas el conjunto de algebras * candidatas a convertirse en algebras C*.

Si A cumple estas tres condiciones, se puede definir la norma dentro de A
como ||a|| = supp Pp(a). Por construccién, esta norma cumple la propiedad C*.
Lo unico que falta es ver que A es completa con esta norma, y en caso de que no
lo sea consideramos su completacién como se expone en las primeras secciones. Al
algebra C* obtenida por este procedimiento se le llama envolvente universal C*
del algebra A.

Sea A la envolvente universal C* de A, esta dlgebra poseé una propiedad muy
importante que consiste en que si D : A — B(H) es una representacién, entonces
hay una tnica extensién D para D a todo A por continuidad.

A ——5 A
| n)
B(H) —— B(H)

Como cualquier dlgebra C* se puede ver como subalgebra de B(H ) para algin
espacio de Hilbert H (teorema de Gelfand), y también si tenemos un homomor-
fismo ¢ : A — B donde B es un &lgebra C* existe una tnica extensién ¢ de ¢ a
la envolvente C* de A, de tal modo que el siguiente diagrama conmuta:

A" A
of 3
B——B

Esta es la propiedad universal de la envolvente C*. A continuacién veremos
algunos ejemplos a partir de conjuntos de generadores y relaciones entre los ge-
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neradores para construir con esto un algebra *, luego veremos si se cumplen las
condiciones para que exista su envolvente C*.

Ejemplo

Consideremos un generador « y el algebra * A generada por « con la relacién
~vv* = 4*~ = 1. La relacién nos dice que ~ es normal y unitario, por lo que A es
un algebra conmutativa y por lo tanto su envolvente C* (en caso de existir) debe
estar asociada a un espacio cldsico, y se puede intuir que este espacio es el circulo
unitario. Para verlo con toda claridad averiguemos quienes son los caracteres en
esta algebra.

Sea k : A — C un caracter, lo podemos de hecho considerar en A por la
propiedad universal de A, ya que queda unicamente determinado s : A — C. En
abstracto lo que sabemos es que x es un homomorfismo * (es decir, k(a*) = k(a))
que esta determinado siempre por el valor que toma en ~ por ser - el tinico genera-
dor. Como consecuencia de la relacién con que se genera A, vemos que |y(a)| = 1,
y es la tnica restricciéon que aparece, de modo que hay una correspondencia bi-
univoca entre caracteres y los valores que toman en +, esta es la razén de que el
espacio asociado sea el circulo unitario en C.

<&

Ejemplo  Supongamos que se tienen 3 generadores x,¥, z, v las siguientes
relaciones,
x=uza" y=1vy" z=2z" 22 +y? 422 =1,

considérese también el siguiente bloque de relaciones,
Ty = yx Tz =21 zYy = yz.

El dlgebra C* generada por estos generadores y las 7 relaciones es conmutativa,
las tres variables son hermitianas. Las variables hermitianas son variables reales
entonces podemos verlas como coordenadas y las relaciones entre ellas como las
constricciones de la variedad. El espacio clasico asociado es una esfera en R3.

Si quitamos el segundo bloque de relaciones, quitamos la condicién de conmuta-
tividad del algebra, y de hecho debemos comprobar que se cumplen las condiciones
para que exista su envolvente C*.

La condicién de que exista una cota superior para ||[D(a)|| donde a es una
expresion algebraica en términos de z, y y z se puede ver a partir de que exista una
cota superior para ||D(x)|, || D(y)|l y [[D(z)| como consecuencia de la desigualdad
del tridngulo y de la desigualdad multiplicativa existirda para la seminorma.

Como los generadores son elementos hermitianos, la cuarta relaciéon nos dice
que su cuadrado es un elemento positivo menor o igual que 1.

x2§1 y2§1 22§1
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por consecuencia también sucede que

D3(z) <1 D?(y) <1 D3(z) <1

lo que nos da
ID*@)| <1 Dyl <1 D)l < 1.

Si se considera el grupo SO(3) de las rotaciones en R3, este grupo preserva los
generadores y es el grupo de simetrias de la esfera en el caso clasico (considerando
el segundo bloque de relaciones). Al considerar la envolvente universal de A este
grupo se debe extender a los automorfismos de A que corresponden a las simetrias
de la esfera cuantizada.

Considerar el segundo bloque de relaciones es equivalente a factorizar el lgebra
por su conmutante, y lo que se obtiene es efectivamente una esfera clasica. Se tiene
entonces la siguiente sucesion corta exacta.

0 — com(A) — A — C(S?) — 0.

De modo que a nivel de espacios S? se ve como subvariedad de la variedad
cuantica asociada a A.

Siempre se puede ver qué variedad clasica se obtiene al factorizar el algebra
por su conmutante.

<&

Ejemplo  Ahora cosideramos un dlgebra C* a partir de dos generadores x, v,
junto con las relaciones

i(ry —yr)=1 z==x y=y

Al buscar representaciones, vemos que no pueden existir, ya que se demostré en
el ejemplo de la seccién referente al espectro que esta relacion no se puede repre-
sentar por operadores acotados®.

<

Ejemplo  Sea x un generador y la relacién x*x = 0. Como cualquier norma que
se considere anula x, no podemos construir su envolvente C*.

<

5Sin embargo la relacién se puede representar por operadores no acotados, y tiene una impor-
tancia prima para mecanica cuantica.
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Ejemplo  Sean x,y generadores con la siguiente relacién

'r —y*y=0 'xr = zx* vy = yy*

Se obtiene un &algebra * no conmutativa. Si z,y € C entonces se obtiene la
restricciéon |z|? — |y|? = 0, pero es una restriccién que se puede visualizar en el
plano euclidiano como un par de rectas de pendiente +1 que por lo tanto no
son acotadas y se puede ver que las normas no van a tener una cota superior,
y geométricamente quiere decir que en realidad no estamos trabajando con un
espacio compacto, el hecho de quitar la condicién del supremo de las normas
equivale a admitir espacios no compactos.

<



Capitulo 3

Toro cuantico

3.1. Generadores y relaciones del toro cuantico

El toro cudntico es un ejemplo de cuantizacién de una variedad compacta
2-dimensional, la variedad que se cuantiza es el toro. En este ejemplo se veran
ilustradas las ideas que hemos venido desarrollando con las algebras C* a lo largo
de este trabajo y se analizardn los contrastes que van apareciendo entre la va-
riedad clasica y la cuantica. En el caso conmutativo este analisis corresponderia
exactamente a hacer “geometria algebraica” sobre el toro y después “topologia”.
Lo primero que hacemos para cuantizar el toro es romper la conmutatividad.

Consideremos el algebra x A definida por medio de dos generadores u y v y
las relaciones

w* =yt
’U* — ,U—l
VU = 2UV

para algiin nimero complejo z de médulo 1.

Un poco més adelante verificaremos que A tiene una envolvente universal C*,
para esto es preciso hacer algunas observaciones antes. Supongamos por ahora
que A es la envolvente universal C* del dlgebra A. La ultima relacion se puede
reescribir como:

z1 = vuv™u*.

Esta relacién también nos revela por qué z debe tener modulo 1 ya que aqui vemos
que es un elemento unitario por ser producto de elementos unitarios.

Si z = 1 el dlgebra A es conmutativa, y para cualquier otro z complejo de
modulo 1, la consecuencia de intercambiar el orden de v y v en cualquier expresion
algebraica serd la aparicién de alguna potencia de z. Dicho de otro modo, el dlgebra

81
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A es casi conmutativa salvo por la aparicién de potencias de z al intercambiar u
con v. Cualquier a € A se puede escribir como una suma finita de la forma

a= E Crmu V™,

donde los coeficientes ¢y, son las potencias de z. De modo que tenemos una
base de A con elementos de la forma u"v™, donde n y m son dos cualesquiera
numeros enteros, y por lo tanto es de dimensién infinita. Los generadores u y v
son independientes, y si z = 1, tenemos dos copias de un algebra conmutativa con
un solo generador que corresponden cada una a un circulo, asi que el algebra A
corresponde en este caso al producto cartesiano de dos circulos, es decir, al toro
clasico.

= i
Fah o g

= Sﬂ%" F,
B

i o ok

: AAN)
AN
YN 7

Figura 3.1: Toro clasico

En la figura u y v son coordenadas complejas de médulo 1. El toro clédsico
se proyecta a dos circulos. Algebraicamente la relacién reciproca corresponde a
la inclusion de algebras, la generada por u y la generada por v en la C*-algebra
A. Si z # 1 las proyecciones son las mismas, sin embargo el objeto completo ha
cambiado, y esto es precisamente lo que se quiere estudiar, se ilustra en la figura
3.2. Para ello recurriremos a la analogia que se ha establecido con los espacios
asociados a las algebras C* conmutativas. En particular podemos preguntarnos
qué sucede con los puntos del toro clasico al quitar la conmutatividad, para averi-
guar la respuesta busquemos los caracteres en A. En caso de existir los caracteres
deben satisfacer

k(uv) = Zk(vu)

entonces

pero como v y v son unitarios
|k(u)] = [K(v)] =1

entonces tanto x(u) como x(v) son distintos de cero, y cancelando k(u) y k(v)
se obtiene 1 = Z, pero jz era distinto de 1! Por lo tanto no hay caracteres en
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A, el toro cuantico no tiene puntos. Es un objeto completamente cudntico que se
proyecta en dos espacios clasicos. Corresponde a un haz “trivial” sobre el circulo,
y la fibra es igualmente U(1), vale la pena hacer esta observacién porque uno
de los principales problemas de la geometria cldsica es clasificar haces fibrados.
Aqui tenemos un ejemplo de haz cudntico con base y fibra clasica [19].

Figura 3.2: Toro cuantico sin puntos que se proyecta en dos circulos.

3.2. Simetrias

A pesar de que el toro cudntico no tiene puntos preserva las simetrias del toro
que consisten en rotaciones con cualquier argumento en cualquiera de sus dos
direcciones. En los nimeros complejos las rotaciones corresponden a multiplicar
por un nimero complejo de médulo 1. Entonces para cada elemento de U (1) xU (1),
es decir para cada pareja («a, ) con « y  nimeros complejos de médulo 1, se
tiene una simetria del toro (de hecho es un difeomorfismo). Las simetrias estdn en
correspondencia biunivoca con los automorfismos de A que a su vez se extienden
de forma natural a su envolvente C*.

El mapeo T es un homomorfismo de grupos. Dada la pareja («, 3), el homo-
morfismo T{, g) se define a partir de los generadores u y v como

T:U(1)xU(1) — Aut(A)

T(aﬁ)(u) = au Tia,8) (v) = Bv.

Solo hay que verificar que las relaciones que definen A se cumplen con T'(u) y
T'(v), lo cual es evidente.

Por lo tanto el toro clasico y el toro cudntico tienen las mismas simetrias de
traslacién sobre el toro.
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A continuacién se introducird una representacién fiel de A en un espacio de
Hilbert H. Sea H = [*(Z x Z) (sucesiones cuadrdticamente sumables) y e;;, con
i,j € Z, la base candnica de H. Definimos D : A — B(H) por medio de los
generadores como

D(u)eij = e(ir1,5) D(v)e;j; = zie(mﬂ).

Asi que se tiene una red discreta cuyos vértices estan dados por parejas de
nimeros enteros, y D como se ve en la figura 3.5.

I €i,741

rL+
t Eig 1,5

Figura 3.3: Red discreta

Primeramente D(u) y D(v) son unitarios. Ademads, la relacién
D(v)D(u) = zD(u)D(v) se cumple, se puede extender D a un homomorfismo
« del algebra A a B(H) y después por continuidad también a D : A — B(H).
Consideremos un valor promedio cudntico en el origen a partir de la representacion
D: A — B(H). Sea [ : A — C un estado definido por [a = (eg, D(a)en),

entonces

/u"vm = 5n,05m,0

donde 4§, es la delta de Kronecker, se cumple al aplicar [ u™v™ en el vector (0,0),
ya que u lo recorre sobre la red horizontalmente y v lo hace verticalmente, después,
al tomar el producto escalar se anula excepto en el caso en n = m = 0. Se puede
facilmente concluir que f es una traza ya que

/@:/m

Llamaremos a | la traza canénica en el dlgebra A del toro cudntico. Esta traza
es una funcién muy importante ya que permite demostrar algunas propiedades
interesantes y sutiles. Otra manera de obtener la misma traza es considerar todas
las posibles traslaciones a lo largo del toro

T:U(1) xU(1) - Aut(A) — Aut(A)
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Thp € AutA
To5(u) = au
To5(v) = Po.

Sea a un elemento de la base y considérese la integral

//Taﬂ(a)(;:gf

en el sentido clasico. Se puede ver que

[ [ ([ 5

Esto es consecuencia de que ambas partes de la igualdad son lineales y continuas en
a, entonces basta verificar que se cumple en los monomios, es decir, para a = u™v™.
Al cumplirse la ecuacién (3.1) por linealidad para a € A, se cumple también para
todo a € A. Se verifica simplemente sustituyendo a por u"v™.

Esta féormula permite demostrar que la representacién D es fiel. De la formula
obtenida se ve que si a > 0 entonces [a > 0.

Supongamos que D no es fiel, es decir que D(a) = 0 para algin a # 0, entonces
[ aa* = (ego, D(aa*)ego) = 0 lo que necesariamente implica a*a = 0 y por lo tanto
a = 0, pero esto es una contradiccién. Por lo tanto D es una representacién fiel.

Se concluye que toda envolvente universal C* es realizada por operadores que
actian en este espacio de Hilbert que consiste de las sucesiones cuadraticamente
sumables.

En general un vector v se dice separador si D(a)y = 0 implica a = 0. Aho-
ra vamos a demostrar que los vectores e;; son separadores. Esto en particular
dice que D es una representacién fiel. Suponiendo que D(a)egy = 0 entonces
D*(a)D(a)egy = 0 entonces [ a*a = 0 eso quiere decir que a = 0.

Cada e;; se puede generar a partir de egg definiendo

€ij = D(uivj)eoo.

Suponiendo que
D(a)eij =0

entonces
D(au'v?)epy = 0,

entonces au'v? = 0 pero como u’ y v/ son unitarios, multiplicando por sus inversos
se obtiene que a = 0. Hemos visto entonces que los e;; son vectores separadores.
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3.3. Propiedades geométricas del toro cuantico.

Consideremos de nuevo las simetrias de traslacién del toro y observemos que
se pueden ver también como simetrias internas. Si por ejemplo consideramos la
conjugacién por el generador v:

a— vav®,
los generadores se mapean del siguiente modo:
U — 2 v .

Esta conjugacién es un caso particular del automorfismo de T, g cuando « es z
y B es 1, es decir, T, 1, de modo similar se ve que si consideramos la conjugacién
a — u*au, entonces tenemos u — u, y v — 2v, se trata del automorfismo T .,
pero los automorfismos internos (conjugaciones) forman un grupo, de modo que
todas las expresiones algebraicas con 717, y T.; son automorfismos internos, o
sea el conjunto {szTil} con i, j € Z genera el subgrupo de los automorfismos
internos que son traslaciones a lo largo del toro.

3.4. Simetrias en el caso racional

Decimos que z es racional cuando es raiz de 1. Si 2¢ = 1y d es el minimo niimero
natural con esta propiedad, entonces las potencias de z en el circulo unitario de
C se ven como en la figura 3.4.

Figura 3.4: Potencias de z en el circulo unitario

Obsérvese que para cada par de indices ¢ y j existe una transformaciéon dis-
tinta en {7, g}, tenemos en total d? transformaciones de simetria en el toro que
provienen de los automorfismos internos arriba mencionados. Estas traslaciones
forman una red en el toro que se ilustra en la figura ?7.
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Figura 3.5: Red sobre el toro

3.5. Simetrias en el caso irracional
Decimos que z es irracional si z no es una raiz de 1, entonces se puede escribir

2z =¢e?™ con § € [0,1]\ Q, en la figura 3.6 se esboza como se ven las potencias de
z en el circulo unitario.

e il

Figura 3.6: Las potencias de z son un conjunto denso en el circulo unitario.

De este modo se obtienen casi todas las transformaciones T, g, ya que cuales-
quiera a y (8 se pueden aproximar por potencias de z.

3.6. El centro como base clasica para una fibracion
cuantica candnica

El centro Z(A) de un dlgebra A, se compone de los elementos a € A tales que
ab = ba para todo b € A, pero en este caso es suficiente, considerar los elementos
que conmutan con los generadores u y v, es decir que au = ua y av = va; esto se
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puede reescribir del modo siguiente:
uau® = a

vav* = a.

Estas dltimas expresiones nos dicen que los elementos del centro son fijos bajo
cualquier automorfismo interno, y entonces para cualquier elemento unitario w,
se cumple waw* = a, en particular cualquiera de las transfomaciones en {7 .1}
dejan fijos a los elementos del centro.

3.7. El centro en el caso racional

En el caso racional tenemos un grupo de transformaciones que es el grupo
ciclico de orden d que es Zg X Z4. En geometria clasica se tiene un grupo clasico
y las érbitas de la accién del grupo; nos interesan funciones que son invariantes
bajo la accién del grupo pero éstas son las funciones que toman los mismos valores
sobre las Orbitas, por eso es equivalente tomar las funciones en el espacio base.

El concepto de accién libre se formula en términos de puntos, en una accién
libre por definicién el estabilizador de cada punto es trivial. Aqui no tenemos
puntos pero hay un modo de formular accion libre que no detallaremos en este
trabajo pero se puede revisar en [19]. Tener una accién libre es tener un haz
principal. En este caso tenemos un haz principal cuyo grupo estructural es clasico,
los puntos fijos de la accion forman el centro. El toro se ve como un haz con fibras
discretas.

Tenemos la accién de un grupo finito de automorfismos, y se puede construir
un proyector de grupo, en un grupo finito compacto que se puede llevar a bloques
irreducibles. Esto dltimo tampoco se trata en este trabajo, pero aqui lo que nos
interesa es destilar el bloque invariante. Este bloque se obtiene por medio de un
proyector 7 definido como,

d—1
1
m(a) = & > T i(a). (3.2)
k,l=0
El proyector 7 tiene las siguientes propiedades,

[ ] 7'('2:7'['

= Kl mapeo 7 es un mapeo positivo entre algebras C*.

a>0— m(a) >0.
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» El mapeo 7 es bilineal sobre Z(A), es decir
m(abc) = am(b)c

donde b es cualquier elemento de A y a,c € Z(A).

Figura 3.7: Proyeccién de A sobre su centro por 7.

Geométricamente se trata de un proyector. El mapeo 7 proyecta toda el dlgebra
A en su centro. Cualquier a € A\ A, se puede aproximar por una sucesién de
elementos {a,} C A, de tal modo que

lim a,, = a.

Por otro lado el mapeo 7 es continuo, por lo tanto al aplicarlo a la ecuacién anterior
se obtiene
m(a) = lim(ay,),

pero para cada n € N, tenemos que 7(a,) € A, entonces Z(A) = Z(A), (esto no
siempre se cumple en un algebra C*).

Ahora es preciso conocer el centro de A. Al actuar con los automorfismos 7« 1
sobre todos los elementos de A se obtiene

Tzk’zl (unvm) — an—i—lmunvm

queremos que al aplicar 7 definido en la ecuacién (3.2) se obtenga lo mismo, y la
unica posibilidad para que esto funcione es que ambos m y n sean multiplos de d,
de lo contrario la suma se hace cero.

Como d divide a n y a m, el centro de A consta de los elementos de la forma

Z(A) = Z cu®Fodl,

k€7
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,_n"-lb

zb =%b

Figura 3.8: Orbitas de la accién del grupo ciclico Zg.

El centro es un toro cldsico como vamos a ver, ya que tomar las coordenadas u?

y v% en lugar de u y v, equivale a no distinguir entre elementos de la érbita de la
accién del grupo ciclico Zg.

Tomamos una 6rbita en cada circulo, y al elevar a la potencia d cualquiera de
las coordenadas candnicas u o v, obtenemos la misma 6rbita, entonces tomamos
el factor espacio que resulta de no distinguir entre elementos de la érbita lo que
obtenemos es de nuevo un circulo, como en la figura 3.9.

{e,z¢, 2%c..2% ¢}
{b, zb, 2%b...291b}

En la figura 3.8 se ilustra que el centro del toro es el producto de dos circulos
en cada uno de los cuales se ha tomado una orbita. Es claro que el espacio clasico
asociado a Z(A) es un toro, que es la base de un haz cudntico fibrado que es el toro
cuantico. Es un ejemplo de un haz cuantico con fibra clasica y grupo estructural
clésico que es Zg X Z4. Un pequenio cambio en este nimero z origina que las fibras
cambien drasticamente, para cada d tenemos otra fibra, y se sigue obteniendo un
toro como base de Z(A).

Regresando al mapeo m, en realidad es “integracién vertical” sobre las fibras.
Este procedimiento se puede llevar a cabo siempre que un grupo compacto actia
sobre un espacio cudntico, el caso clasico seran sumas de la acciéon dividido por
el nimero de elementos del grupo (cuando es finito) y cuando éste es infinito se
utiliza la medida de Haar!.

'En grupo topoldgico compacto existe una tinica medida de Haar invariante bajo traslaciones
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Figura 3.9: El circulo como factor espacio.

3.8. El centro en el caso irracional

Cuando z es irracional, hemos dicho que cualquiera de las transformaciones
T4, se puede aproximar por las transformaciones T ,i, simplemente aproxima-
remos o y (3 con las potencias de z. Si a € Z(A), debe cumplirse a = Tx ,1(a),
entonces para k y [ apropiados y tomando limites, concluimos que T, g(a) = a
para todo oy € U(1). Ahora integrando,

o= /Taﬁ(a)gjgf - </ a> 1 (3.3)

Llegamos a esto suponiendo que a estaba en el centro, por lo tanto
Z(A) =C1,

lo que es una situacion cualitativamente distinta al caso racional. En la figura 3.10
se ilustra la proyeccién de A sobre su centro.

Desde el punto de vista fisico las propiedades del centro corresponden a propie-
dades clasicas de un sistema, que puede ser cudntico. Tener una propiedad clésica
quiere decir que la propiedad se manifiesta en todos los experimentos, siempre
se puede saber que valor tiene cierta variable del centro. Un ejemplo es cuando
algunas moléculas son puestas en cierto entorno con otras moléculas. En general
no se puede decir que es un sistema libre, ya que siempre existe interaccién con el
entorno (incluyendo fluctuaciones cuénticas del vacio), esta interaccién hace que el
algebra que se utiliza tenga un centro no trivial. Concretamente, ciertas moléculas

izquierdas (y derechas) [27]. Este resultado se extiende a grupos cuédnticos compactos.
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AN

Figura 3.10: Proyeccién de A sobre su centro.

organicas pueden tener orientacién izquierda o derecha y nunca se observa su-
perposicién de estas propiedades, en este caso tendiamos un centro con al menos
dos puntos [28]. En el caso del toro cuantico podemos imaginar un sistema fisico,
cuyas variables estan dadas por u y v junto con las relaciones de conmutacion
y unitaridad. El complejo z se puede interpretar como magnitud de campos co-
mo el electromagnético, u otros campos en el cual estd inmerso el sistema. Como
hemos analizado, estas pequenisimas perturbaciones de los campos pueden cam-
biar drasticamente el comportamiento del sistema, aunque experimentalmente no
estamos en capacidad de medir perturbaciones tan finas.

3.9. Subconjuntos cerrados del toro cuantico

Hemos mencionado en la parte de ideales y factor algebras que los ideales C*
también se pueden interpretar como partes del espacio en el caso clasico, ya que
estan en correspondencia biunivoca con los subconjuntos cerrados de X. Cualquier
K C X cerrado (y por lo tanto compacto) queda caracterizado por el ideal C*

Ix ={fe€eA: flx =0}

y cualquier otro ideal C* en el caso conmutativo es de esta forma. Esta correspon-
dencia permite extrapolar el concepto de conjunto cerrado en el caso cuantico, y
por lo tanto también la idea de region como complemento de un conjunto cerrado.
Queremos estudiar ahora cuales son las regiones del toro, comenzando por el caso
irracional.
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3.10. Ideales (" en el caso irracional

Suponiendo que z es irracional, consideremos J C A un ideal C* no cero. Por
definicién J es invariante por todos los automorfismos internos, es decir,

wJw* C J para todo w € U(A),

en particular es invariante por las transformaciones {T,x .1} y entonces para cual-
b

quiera de las transformaciones Ty, g también resulta ser invariante por ser cerrado.

Si a € J entonces a*a € J, integrando sobre a*a,

. dads
/Ta7ﬁ(a G)%g

tampoco salimos de J, pero por la ecuacién (3.3), también tenemos

[Tuatera2 ([ o).

y suponiendo que a # 0 (estamos suponiendo que J es un ideal no trivial) obte-
nemos que 1 € J por lo tanto J = A. Se trata de un algebra C* simple, no tiene
ideales C* no triviales. Esto quiere decir que el toro cuantico irracional no tiene
“partes”.

3.11. Estados en el caso irracional
Analicemos en el caso irracional la traza [ u"v™ = 8, 00,0 donde

[av=[ta

encontramos que a diferencia del caso racional, en el caso irracional este estado-
traza es unico en A. Para demostrar que es tnico supongamos que existe otra

* * *

por la relacion de conmutacién entre v y u, como z es irracional z™" # 1 y la
lnica posibilidad es que

*
traza / que cumple

*
/ V"™ = 6,00m,0

por lo tanto f* = [ |4, v al extender esta traza por continuidad se tiene f* = /.
Este estado es pues un invariante algebraico, y cada automorfismo preserva este
estado-traza,
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3.12. Clasificacion de representaciones irreducibles

Consideremos D : A — B(H) una representacién irreducible, evidentemente
debe respetar las relaciones del dlgebra, es decir D(u) y D(v) deben ser operadores
unitarios y,

D(v)D(u) = zD(u)D(v). (3.4)

3.12.1. Con vectores propios

Supongamos que D(v) tiene al menos un vector propio D(v)y) = A con |A\| =1
(por la unitaridad de D(v))y ||¢|| = 1. Aplicando la ecuacién (3.4) al vector ¢ del
lado izquierdo obtenemos

D(v)D(u)t = 2D(u) D(v) = D(v)[D(u)y] = AzD(w)¥

lo que nos dice que D(u)1 también es vector propio para el operador D(v) con valor
propio asociado Az, donde ||D(u)®| = 1. Continuando con este procedimiento

encontramos que
L2720 2700 20 220 L)

son todos valores propios que pertenecen al espectro discreto del operador D(v), y
vuelven a abrir dos posibilidades segin sea z racional o irracional. En cualquiera de
los dos casos al menos tenemos dos valores distintos que son 22\ y 2\ y los vectores
propios correspondientes a valores propios distintos son vectores ortogonales.

El conjunto de los vectores propios

{., D7 (W, &, D(u)ip, D*(w), ...}

genera un subespacio invariante bajo la representaciéon D.

3.12.2. Representaciones irreducibles en el caso racional

En el caso racional (z¢ = 1) tenemos que Z(A) son todas las combinaciones
lineales de elementos de la forma u*¥!? que actian como operadores escalares
bajo la representacién irreducible D, y todos ellos se pueden escribir en términos
de u? y v? que son las coordenadas horizontales y verticales del toro base del
toro cuantico, entonces u? y v% se reducen en operadores escalares. Consideremos
operadores que representan elementos arbitrarios del algebra A = {>_ ¢yppu™v™},
si m o n son multiplos de d la representaciéon D se reduce a un niimero complejo,
esto quiere decir que se tienen a lo mas d? operadores linealmente independientes,

{uPv?:p,q=0,...,d—1}.

Entonces dim D(A) < d?, por lo que tenemos un dlgebra C* de dimensién finita
D(A) que actia de manera irreducible en un espacio de Hilbert, y por lo tanto es
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un algebra C* isomorfa a M,,(C), pero esto también implica que dim H = d, ya
que tenemos el conjunto ciclico de vectores propios:

{¥, D(u)y, ..., DT (u)y}

cuyos valores propios son:
(N2, .., 297,

pero como la representacién es irreducible estos vectores propios forman una base
de H.

Para estudiar el comportamiento de los operadores que obtenemos por esta
representacién consideremos pul = D(u?) y v1 = D(w?), |u| = |v| = 1, py v
quedan determinados de forma tnica por la representacion D, de modo que si
tenemos otra representacion irreducible con un par distinto a p y v, entonces no
puede ser equivalente a D. Adn no sabemos si hay dos representaciones irreducibles
no equivalentes con p = v. Considerando la base de vectores propios, y sus valores
propios D se escribe como

zZA
D(v) =

0 291\

La matriz correspondiente al elemento v¢ debe ser una matriz escalar con v en
la diagonal, esto quiere decir que todos estos niimeros son raices de grado d del
nimero complejo. La matriz corrrespondiente a u es

0 %

10
1

1 0

Para cualesquiera u, v € U(1), queda completamente construida la representacion.
Asi que hemos logrado clasificar todas las posibles representaciones irreducibles
en el toro cuantico racional.

A partir de una imagen de haz también se pueden clasificar las representaciones
irreducibles.

Dado un punto en el espacio asociado a Z(A), su caracter correspondiente
k: Z(A) — C estd determinado de forma tnica por sus valores en los generadores
de Z(A), que son u? y v®. Consideremos de nuevo la proyeccién 7 y la composicién

AL Z(A) 5 C
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que es un estado p = km. Consideremos la terna de Gelfand-Naimark-Segal aso-
ciada a este estado. Podemos llamar

k(ud) = p, k(vd) =v

donde todas las posibles parejas (u, v) cubren el toro, 7 aniquila todos los posibles
monomios u™v"™ donde al menos uno de los nimeros naturales m y n no es divisible
por d. Ahora construimos el espacio de Hilbert H, = A/I,. Este espacio tiene
dimensién finita y toma la forma

H, = lim{[v"v?] : p,q=0,...,d -1} (3.5)

entonces dim H, = d?. Los representantes de estos vectores forman una base or-
tonormal de H),.
La representacién de Gelfand-Naimark-Segal actida en el espacio H, por la
multiplicacién izquierda.
D,(a)[b] = [ab]

Al tomar cualquier elemento en A, uno puede aplicar la representacién, y lue-
go descomponer internamente el producto en términos de los generadores para
expresarlo como en (3.5) y se observa que

Dp(ud) = pl Dp(vd) =vl

esto quiere decir que la dimensién de esta representacion es d?, ya vimos que estas
parejas (u,v) determinan una representacion irreducible, sin embargo habiamos
analizado que la dimensién de los espacios imagen de las representaciones irredu-
cibles era d, por lo tanto se infiere que ésta no es una representacién irreducible,
y se concluye que p no es un estado puro. Y en este espacio H, se puede repetir
la construccién de subespacios invariantes, de tal modo que esta representacién es
suma de d copias de la representacién candnica irreducible a la que llamaremos

A

Vs

Apv @By @ ... 0 A =D,

d veces

donde D, es la representacion de Gelfand-Naimark-Segal que actia sobre

C'eCle..eC'=H,

d  veces

Tomando el vector

donde 1 es cualquier raiz d-ésima de v. Al aplicar la representacion de Gelfand-Naimark-Segal
se obtiene
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=l o]+ o)+ o) =
0

ya que el representante de v¢ es v. Ahora podemos repetir toda la construccién,
tenemos un vector propio asociado al valor propio vy, utilizando ahora el operador
D(u), constuimos el conjunto {1, D(u)1, ..., D(u)? 14} que es una base ortonor-
mal de un espacio de dimensién d donde se reduce la representacion D. Variando
vy por todas las raices de grado d de v, tenemos d bases en cuyos subespacios
generados se reduce la representacién D. Lo que se quiere enfatizar aqui es que
D no es una representaciéon irreducible es una suma de una sola representacién
irreducible, a estas representaciones se les llama multiples-irreducibles.

De modo que los puntos de la base (toro cldsico) clasifican todas las represen-
taciones ya que cada punto induce un estado A en la parte cldsica y al integrar
homogeneamente sobre la fibra se obtienen todas las posibles representaciones
multiples irreducibles.

3.12.3. Representaciones irreducibles en el caso irracional

Con vectores propios

Si z es irracional, supongamos que el operador D(v) tiene un vector propio 1,
||| = 1, D(v)y = Ap. Entonces al aplicar sucesivamente D(v), se obtiene una
base ortonormal infinita de un subespacio de H invariante para D:

{...D7*w)p, ..., D7 (w)p, b, D(w)ip, ..., D*(u)p, .. .}

La representacién D se reduce en este subespacio. El operador D(u) actia como
un operador de traslacién y el operador D(v) genera la siguiente 6rbita:

TS0 VNPt VNN V5 W0 W

lo que también es una 6rbita de la accién del grupo Z sobre U(1), que geométri-
camente se ve como la figura 3.6 rotada por el argumento de .

Esta 6rbita forma un conjunto denso en todas partes en el circulo, el vector
con el que se empieza a construir la érbita resulta irrelevante, lo importante es la
6rbita misma que es una caracteristica intrinseca del operador D(v) en cuanto a
que nos da un espectro discreto. Utilizando la representacién en matrices tenemos

N\

—

>

_ O
_= O
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Como no se cierra el ciclo no aparece otro parametro como en el caso racio-
nal. La representacién estd completamente determinada por la orbita, entonces el
espacio de los médulos, es decir, el espacio de los puntos que enumeran las re-
presentaciones es en este caso el espacio de las érbitas del circulo bajo la acciéon
del grupo Z que es U(1)/Z. Distintos puntos de U(1)/Z corresponden a distintas
representaciones irreducibles, pero ain no sabemos si son todas, ya que se supuso
al principio de este analisis que D tenia un vector propio .

Vale la pena observar que la accién del grupo Z sobre U(1) cumple las condi-
ciones para ser una accion ergédica. Una accién o fibracién es ergdodica cuando al
intentar tomar un subconjunto medible dentro del espacio de las clases resulta que
el espacio base solo tiene partes negligibles o bien, cuyos complementos son negligi-
bles, el espacio es como una entidad entera e irrompible. Si se acepta el axioma de
eleccion se pueden hipotéticamente tomar subconjuntos con otras caracteristicas.
El costo es que salimos del contexto de las funciones medibles, apoyandonos en el
axioma de eleccién solo nos queda hacer matematicas no constructivistas que no
resultan muy utiles.

Dados dos puntos en el espacio base, corresponden como hemos dicho, a dos
representaciones irreducibles, que no se podran distinguir de algiin otro modo, no
se puede construir un concepto de distancia alli, ni siquiera es un espacio de Haus-
dorff, de modo que cualquier posibilidad de accesarla por métodos experimentales
clasicos se puede excluir.

3.12.4. Sin vectores propios

Ahora supongamos que no existen vectores propios para D(v), entonces su
espectro es continuo. Aqui se pueden utilizar vectores propios generalizados, en
lugar de la descomposicién espectral, se puede hacer la descomposicién continua
espectral generalizada en términos de las funciones generalizadas de Dirac.

Consideramos los vectores generalizados asociados a ciertos puntos en el circu-
lo. Sucede que si A es un punto en el circulo que tiene un vector propio generalizado
asociado, entonces también Az lo tiene, de este modo se forma una érbita densa
en todas partes dentro del circulo ya que se tiene otra vez una accién ergddica, y
esto se cumple para cada nimero complejo de médulo 1. Lo que se obtiene es el
espacio H = (2[U(1)], dada v € £2[U(1)], tenemos que

[D()¢](w) = wip(w)

donde w es un ntmero complejo de médulo 1, lo que nos da una funcién delta de
Dirac. La posibilidad para D(u) es

[D(u)y](w) = Mp(z~'w)

Asi definida. D es una representacién del toro cuantico:

[D(v)D(w)ih(w)] = w[D(w)i(w)] = Awip(z™'w) (3.6)
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[D(u)D(v)¢)(w) = M(D(0)1)(z " w) = Az wip(2 7 w) (3.7)

por definicién, lo que implica:
D(v)D(u) = zD(u)D(v).

La base canénica de £2[U(1)] est4 formada por los {w*]. El modo en que actiian
los operadores D(u) y D(v) sobre esta base es

D(u)w® = Az7F¥ D(v)w® = WF

Vemos que actian casi igual que en caso en que teniamos vectores propios, solo que
con los papeles de D(u) y D(v) intercambiados. Ahora D(u) tiene valores propios
y D(v) se comporta como un operador de traslacién. Se observa una dualidad entre
el espectro discreto y el espectro continuo, es decir, cuando D(u) tiene espectro
discreto, D(v) tiene espectro continuo, y viceversa. En conclusion la clasificacién de
representaciones irreducibles es igual que en el caso anterior salvo por los papeles
que juegan D(v) y D(u) respectivamente, y éstas son todas las representaciones
irreducibles.

Resumiendo, hemos demostrado que en el caso irracional A es simple, en cada
representacion tenemos que A es isomorfa a D(A).

Consideremos ahora la parametrizacién z = €>™ con # € (0,1). En el ca-
so irracional @ es irracional. Para remarcar la dependencia en 0 del dlgebra A,
escribiremos Ay en lugar de A.

A partir de u y v se puede considerar otra pareja de generadores para A,
derivando sus relaciones de conmutacion de las relaciones entre v y v, por ejemplo,

La relacién de conmutacién entre los nuevos generadores es
uPviu™o" = 2" uPy"

mqg—pn Det|[7] VU

=z vu =z

lo que se resume como,
o = 2P g

(1)

que corresponde al cambio de generadores. Ahora bien, si Det[r] = 1 tenemos
la misma relacién de conmutacién que con u y v, y si Det[r] = —1 es la misma
relacién con los papeles de u y v intercambiados. Por lo tanto el grupo SL(2,7Z)
actua en el algebra Ay de tal modo que

SL(2,Z) < Aut(Ag).

donde 7 es la matriz
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3.13. Proyectores

Recordemos que la interpretacion geométrica de los proyectores en el caso clasi-
co son funciones continuas que corresponden a subconjuntos abiertos y cerrados
al mismo tiempo. Queremos averiguar si existen estas “partes” no triviales para
el toro cuantico.

Sea p? = p = p* un proyector. Supongamos primero que p € Ay, entonces p se
puede escribir como una combinacién finita

p= Z Cpmuv™.
n,m

Pongamos atencion en los monomios en los cuales la potencia de u es maxima
y reescribimos

p= Z dkukfk(v).

Al elevar al cuadrado obtenemos para u el exponente no trivial 2k, pero esto
que obtenemos no puede ser igual a p, porque habiamos supuesto que k era el
exponente de valor absoluto méximo. Por lo tanto no hay proyectores en Ay, vy de
aqui podriamos concluir equivocadamente que no los hay tampoco en Ay ya que
el toro cudntico es casi el producto de dos circulos que son dos espacios conexos,
y la intuicién geométrica nos dice que deberia ser un espacio conexo.

3.13.1. Construccion de proyectores en Ay

Al contrario de lo que nos dice la intuicién geométrica, veremos que el toro
cuantico tiene muchas “partes” y ahora vamos a construir muchos proyectores.
Los proyectores y las involuciones hermitianas son equivalentes en el sentido de
que si tenemos una involucion se puede construir a partir de ella un proyector, y
viceversa. Asi que construiremos una involucién hermitiana J, J? = 1, J* = J.
Y a partir de ella definiremos el proyector p = (1 + J)/2. La involucién J tiene
dos subespacios propios con valores propios 1 y —1. Consideremos las funciones
fig : [0,1] — [—1,1], estamos identificando el circulo unitario con el intervalo
[0,1), 0 <6 < 1. Las graficas aproximadas de f y g se muestran a continuacién:

La funcién f cumple:

» f(e/2)=0= f(0+¢€/2)
= fO)=f(0+e)=—-1
» f(x) =1 paratodo x € e, 0]

» Es impar en los intervalos [0, €] y [0, 0 + €] con respecto de los puntos medios
de ambos intervalos respectivamente.
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1—

Figura 3.11: f:[0,1] — [—1,1]

La funcién g cumple:
= 9(0) = g(e) = g(0) = g(0 +¢€) =0
< g(e/2) = g6+ ¢/2) = 1

» Es par en los intervalos [0, €] y [0,0 + €] con respecto a las rectas x = €/2
y © = 0 + €/2 respectivamente, y en los puntos no especificados se harén
algunos ajustes que mencionaremos mas adelante.

Todo esta en el circulo, aplicamos rotaciones por un angulo 6, g se obtiene
de g rodeando por 6, en la grafica que tenemos esto se traduce a trasladar g una
longitud # hacia la derecha. Recordando el célculo funcional continuo que se puede
aplicar a los elementos normales del algebra C*, vamos a actuar al elemento u por
f v g del modo siguiente:

fw) +g(w)v +vig(u) = J.
Se cumple que J es hermitiano porque f y ¢ son funciones reales,
g(u)v = (v g(u))".
Solo falta verificar que J es involucién, considerando su cuadrado,
2= 2+ ¢+ ot (wo + f(u)g(u)v
+g(u)vf(u) + f(u)o*g(u) +v*g(u) f(u) + [g(uw)v]® + [v*g(w)]?,  (3.8)

pero para cualquier funcién v se cumple

v () =4 (u) (3.9)
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Figura 3.12: g : [0,1] — [—1,1]

yva que ambos lados de la igualdad son automorfismos del dlgebra de funciones
C[U(1)], para ver que son iguales basta checar la igualdad en el generador u, y
tenemos

viuv = zZu

justamente lo que se obtiene al rotar por 6.
Queremos reducir la ecuacion (3.8) a

J? = f2(u) + g2 (u) + [ ()] =1 (3.10)

Al tomar el cuadrado de f obtenemos aproximadamente la grafica que se ve en la
figura 3.13.

1—

™
T
-

Figura 3.13: f2:[0,1] — [-1,1]



3.13. PROYECTORES 103

el ajuste de g en los demds puntos consiste en definirla en los puntos restantes de
modo que la suma en (3.10) sea 1, es claro que esto siempre se puede hacer.

Ahora veremos como todos los demés términos de la suma en verdad desapa-
recen, primero vemos que,

%

(9(“)“)2 = g(u)vg(u)v =v 9 (u)g(u)v =0

esto se obtiene multiplicando por v*, y de esto ya tenemos

(9(u)v)? = (v*g(u))® =0
ahora bien,

5%

fw)g(u)v + gu)of(u) = g(w)[f(u)+ f (u)]v =0

m
esto se obtiene también multiplicando por v* y porque [f(u)+ f (u)] = 0.
De modo que estas relaciones y sus conjugados se hacen cero y por lo tanto, J? = 1.

Ya tenemos un proyector
J+1

2
Este proyector estd fuera del alcance de la “geometria algebraica”. Si quere-
mos conocer la “medida” de la componente que corresponde geométricamente al
proyector p solo tenemos que calcular f P,

foteif
[ 7= [ s+ [lop+vgw)

— [sw =5+ 5l0-c—a-6-a)=0.

De 0 a € y de 6 a 6 + € integra cero. Este razonamiento se puede hacer con
los nuevos generadores uv™ y encontramos muchos otros proyectores cuya parte
representada tendrd medida nmf (médulo Z). Obsérvese que este conjunto es
denso en el intervalo (0,1) en el caso irracional.
Se puede demostrar que cualquier proyector tiene medida dentro del conjunto
antes mencionado. Como sabemos, dos proyectores p y ¢ son equivalentes cuando
p = u*u, ¢ = uu* donde u es una isometria parcial [25], es decir cuando se
puede transformar uno a otro por medio de una isometria parcial. En este caso se
puede mostrar que son equivalentes si y solo si [p = [¢. En el caso clésico dos
proyectores son equivalentes solo cuando coinciden.

Entonces acabamos de mostrar que el conjunto {Z + 6Z} es una invariante
algebraica ya que demostramos que | es el tinico estado-traza. Si consideramos
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otro dngulo que nos diera un conjunto distinto a {Z + 0Z}, esto querria decir que
el dlgebra obtenida no es isomorfa con la primera.

Ahora queremos ver cuando se obtienen algebras isomorfas, para esto conside-
remos 6,60 € (0,1) N (R \ Q), supongamos que

0,0)N{Z+0Z} = (0,1)N{Z + 0'Z},

entonces 0 = p+qf’' y 0 = k + 10, entonces § = p + q(k + 10), pero como 6 es

irracional entonces gl =1 porloqueg=Il=10q¢=1=—1.
Sig=1 entonces p=0y 0 =6y tenemos la misma dlgebra.
Sig = —1entonces p =1 por lo que § = 1—6’, y este segundo caso corresponde

a cambiar los papeles de los generadores, ya que 0 — 1 — 6 se traduce a z — Z.
Recordemos que el pardmetro irracional 6 es el 4ngulo tal que z = €27,
Obsérvese que si escribimos

p=f'(u) + 4 (wv+vg'(u), (3.11)

entonces ¢ = g/2y f' = (1+f)/2 yaque p = (1+J)/2. Consideremos en lugar de
los generadores u y v, los generadores u” y v™, entonces la relacién de conmutacion
para los nuevos generadores es

el 4ngulo 0 se transforma en el dngulo n26, sin embargo nos interesa tomar ntime-
ros en el intervalo (0,1) asi que tomaremos n20 médulo Z . Considerar enteros
negativos es equivalente a considerar el proyector 1 — p en lugar de p, en cuyo caso
tendriamos 1 — f’ en lugar de f/, —v en lugar de v y 1 — 0 en lugar de 6 para que
1 — p pueda escribirse como en la ecuacién (3.11).

Figura 3.14: f'y ¢
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La longitud del soporte es ahora 1 — (6 — ¢€). El toro cudntico se puede “des-
componer” en mas componentes (dadas por proyectores), ya que para cualquier
proyector p tenemos una descomposicion del espacio cuantico en los subespacios
a que proyectan p y su proyector ortogonal 1 — p, pero ademds siempre se pueden
encontrar dos nimeros reales my,mg € (0,1)N{Z+0'Z}, tales que [ p = my+my
y por lo tanto dos proyectores p; y ps tales que [p1 = myy [p2 = ma, ya que
para todos los proyectores existe alguno equivalente de los que hemos construido.
Asi que estos dos proyectores se pueden escribir como:

p1 = fi(u) + g1 (u)o” + 0" g (u)
P2 = fo(u) + g5 (u)o® + v* gh(u),
y para que sean ortogonales deben cumplir pips = pop1 = 0.
Entonces tenemos que p; + p2 es también un proyector y f (p1+p2) = f p, de

modo que p; + p2 ~ p, pero esto quiere decir que podemos pasar de p; + ps a p
por medio de una isometria parcial,

~~g=p1+m

Figura 3.15: Isometria parcial

upru” + upau”™ = uqu = p,
donde upiu* = g1 y upsu* = go.

Aplicando el mismo argumento podemos seguir dividiendo y en el limite ob-
tenemos una subdlgebra conmutativa formada por los proyectores obtenidos de
este modo. Esta subdlgebra corresponde a un espacio clésico extremadamente dis-
conexo. Este espacio es nada menos que en el conjunto triddico de Cantor. El
procedimiento que se hizo al descomponer los proyectores como suma de dos pro-
yectores ortogonales es equivalente al modo en que se obtiene el conjunto triddico
de Cantor. A su vez el conjunto de Cantor se puede identificar con el conjunto
[0, 1]N, que es como un cristal infinito, ya que para cada nimero natural n se puede
proyectar a un hipercubo de dimensién n.



Capitulo 4

Grupos cuanticos compactos

4.1. Recordando grupos clasicos matriciales

En esta parte recordaremos los grupos de Lie matriciales. El grupo general
lineal de matrices de n x n con coeficientes complejos se denota por GL(n,C),
cada matriz en GL(2,C) representa una transformacién lineal invertible de C? en
C2. El grupo especial lineal SL(2,C) es un subgrupo de GL(2,C) cuyos elementos
son matrices de determinante uno.

Otro subgrupo importante de GL(2,C), es el de las matrices unitarias U(2)
que cumplen

AA*=A"A=1

donde A = (a;5) y A* = (aj;). El grupo clasico SU(2) es la interseccién de los
subgrupos U(2) y SL(2,C). Todos estos grupos caen dentro del marco conceptual
de grupos de Lie.

Recordemos que un grupo de Lie es un grupo con estructura de variedad dife-
renciable en el cual la operacién de producto y la funcién que manda cada elemento
a su inverso son suaves.

El determinante es un mapeo continuo y suave, de modo que el conjunto de
las matrices con determinante distinto de cero es abierto en el espacio euclidiano
de todas las matrices por ser la imagen inversa del abierto
C\ {0}. En SL(2,C) la condicién algebraica del determinante disminuye una di-
mensién a la variedad.

En general el grupo GL(n,C) tiene dimensién compleja n?, por lo que tiene
2n? dimensiones reales, SU(n) tiene dimensién n? — 1.

107
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4.2. SU(2) Clasico

Considérese la matriz
_(a B
g = )
con a, 3,7,6 € C.

Para caracterizar las matrices de SU(2) debemos encontrar las restricciones
para «, 3,7 y 4. Utilizando el hecho de que la matriz g es unitaria, y que Det[g] =
ad — 3 =1, se obtienen las condiciones

= f=aof
] ﬂ = —’y*
de modo que la matriz g es de la forma
_(a = 2 2 _ _
g= (2 L) dondelaP+ b = Detly) = 1

El grupo SU(2) es difeomorfo a una esfera 3 - dimensional.

Variando los pardmetros . y 7 se obtienen todos los elementos de SU(2), que
son matrices que se pueden pensar como elementos abstractos que viven en la esfera
de dimensién 3, y que cada uno de ellos tiene asociadas dos funciones continuas,

a(g) : SU(2) = C
7(9):SU(2) = C

de manera que la C*-algebra A estd generada por las dos funciones a y 7,
CSUQ2)] = C%(a, 7).

Después de este breve repaso estamos listos para la generalizacién cudntica de
los grupos matriciales.

4.3. Grupos cuanticos matriciales

Definicién 43 Un grupo cudntico matricial es una terna (A,U, ®) donde A es
un dlgebra C*, U es una matriz unitaria en My (A) = M,(C)® A cuyas entradas
general el dlgebra A,

A= {Zchgfj)1u§:;k’ w— (171 ijk)},

que es densa en todas partes dentro de A, y ®: A — AR A es un homomorfismo
C* que cumple

n
@(uij) = Z Uik @ Uy -
k=1



4.3. GRUPOS CUANTICOS MATRICIALES 109

Se puede demostrar que el coproducto ® es coasociativo,

(@ @Td)P(usg) = > uip @ up @ wyy = (1d © ) (ujy),
k,l=1

como los homomorfismos (® ® Id)®(u;;) y (Id ® ®)®(u;;) coinciden en los genera-
dores, coinciden en todo A.

Los puntos del grupo son los caracteres del dlgebra, cada caracter estd com-
pletamente determinado por sus valores en los generadores. Sea x : A — C un
caracter, entonces la férmula

Kij = K (Uij)
nos proporciona una identificacién de los caracteres y ciertas matrices en particu-
lar. El producto entre dos caracteres ¢ y ¢ tiene traduccion a lenguaje matricial
y la encontraremos por medio de la definiciéon del coproducto:

(p-¥)(a) = (p@P)P(a)
(- ¥)ij = (0 ¥)(uij) = (¢ @ ) P(us5)

=) (@) (u @ ug;j)
k=

= (i) (ury)
P

—_

de modo que (utilizando notacién por indices),
n n

> o(uin)p(urs) =Y pirthi; = (- 1)ij-
= k=1

k=1

Se ha llegado al producto comtin de matrices, el producto del grupo es el producto
usual de matrices.

Si u es unitario en A entonces ®(u) es unitario en AQ A yaquesi f : A — B es
un homomorfismo entonces Id® f : M,,(A) — M,,(B) donde M,,(4) = M, (C)®
Ay My(B) = M,(C)® B es un homomorfismo y como tal preserva la estructura
algebraica por lo que ® lleva elementos unitarios en elementos unitarios.

Cuando n = 1 tenemos escalares en lugar de matrices con coeficientes en A,
de modo que

u=1 U= Ui
O(u) =P(u1) =u1 Quig =u®u

segun la férmula del coproducto.
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Tenemos un algebra C* generada por un solo elemento unitario u, esta algebra
se corresponde con el circulo U(1). Esto se puede ver a través de los caracteres ya
que si k es un caracter £ < k(u;;) y el producto entre caracteres es el producto
entre matrices que en este caso son escalares complejos.

En este trabajo no se estudian en detalle todos los grupos cuanticos matriciales,
sin embargo analizaremos el caso en que n = 2 para matrices con determinante 1,
es el grupo SU(2) cuantico.

4.4. SU(2) cuantico

Considérese la matriz

v=(2 M) aned welLi\(o)

El algebra A se define por medio de los generadores @ y v y las relaciones que
induce la unitaridad de la matriz U,

vt — [ © —,u*v o} o _ 10 '
¥ o« —uy « 0 1
donde U* es la matriz transpuesta conjugada de U.
Entonces
= aot + Pyt =1
"oyt = pyta
Yot = paty
s Y+ afa=1

Vemos que la peniltima relacién se obtiene conjugando la segunda. De la segunda
relacion de unitaridad

U*U:<—a/w 7Oz><3 ot >:<(1) (1)>
se obtienen las relaciones
s dfa+ 7'y =1
s —a*uy* +ay=0 dedonde ~*a* = pa*y*
» —pya+ay=0 dedonde oay=pya

s 12y +aat =1,
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Estas relaciones no son todas independientes. Se observa que vv* = vy*v, asi que
~ es un elemento normal.

En resumen, el grupo cudntico compacto matricial SU(2) tiene estructura in-
terna de dlgebra C* con dos generadores o y [, y las relaciones:

1. aa* + p2y*y =1 = a*a + ¥y
2.y ="y
3. ay = wya, ay* = py*a.

Las relaciones deben preservarse bajo la accién del coproducto, y bastaria
verificarlo en los generadores. Sin embargo como ® es homomorfismo * preserva
la unitaridad y las relaciones. Recordemos la definicién del coproducto:

P A—-ARA

n
O (uyj) = Z Uik & Uy
k=1

Si quisieramos comprobar directamente en los generadores que las relaciones se
cumplen, la expresién explicita de & quedaria como

Q) =u1 @uir +u2 @uar = a®@a — py* @7
() =a"®@a" —py @y

P(v)=r7®a+a" @y
() =" ®@a"+a®"".

Se ve también haciendo un cédlculo directo que ® actia como homomorfismo.

Tenemos 3 casos para p esencialmente distintos,

1. p=1
2. |pul € (0,1)
3. u=-—1

En el primer caso, podemos observar en las relaciones que la C*-algebra A es
conmutativa y se obtiene el grupo SU(2) clasico:

a —F
,y a* b))
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como hemos visto.

En el caso |u| € (0,1) el dlgebra A ya no es conmutativa, y buscaremos repre-
sentaciones irreducibles (suponiendo que existen representaciones).

Sea D : A — B(H) una representacién, entonces D(a) y D(v) satisfacen las
relaciones del dlgebra. De la primera relacién

ad” + pPyyt =1=a"a+ "y

se deduce que los operadores positivos D(aa™) y D(v7*) estdn mayorados por el
operador idéntico 1,
D@ <1, [P <1,

esto nos garantiza que la norma es acotada.

Se hacen estas observaciones para garantizar la existencia de la envolvente
universal C* de A ya que de este modo podemos tomar el supremo de las normas.

Primero vamos a suponer que D(7) tiene un vector propio ¢ de tal modo
que D(v)1Y = cp. Entonces utilizamos la relacién ay = pya, si a esta igual-
dad le aplicamos la representacién D y aplicamos esto en el vector ¥ obtenemos
cD(a)y = uD(v)D(a)y lo que nos dice que también D(«) es vector propio pa-
ra D(v) con valor propio ¢/u. Por medio del producto interior podemos calcular
ID(a)], ya que:

ID(a)¢|? = (¥, D(a*a)p) = (4, (1 = D(v*7))¥)

porque afa =1 —~*y.
De modo que

ID()l* = %2 = ID(w* = (1 = le) ][]

Por lo tanto || D(a)|| = /1 — |¢|?. Con esto estamos encontrando una restric-
cién para el complejo ¢, su médulo no puede ser mayor que 1.

Por medio de aplicaciones sucesivas de D(«) en la ecuacién anterior se obtiene
la siguiente sucesién de vectores propios para D(7y):

{¥, D(a)y, D*(a)y, ...}

y sus valores propios son:
{e,c/p,c/p?, ...}

Observemos que al dividir entre las potencias de p se estan obteniendo valores
propios cada vez mas grandes, lo que no puede suceder si estamos suponiendo que
D(7y) es un operador acotado en un espacio de Hilbert. Como en realidad nosotros
estamos buscando un espacio de Hilbert en donde exista una representacion irre-
ducible de nuestra algebra C*, podemos cortar esta sucesién de vectores propios
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para generar el espacio de Hilbert que nos conviene y lo haremos en la potencia
k de p tal que ¢/ pko = 1. Al parecer podemos tomar a ¢ de modo que se cumpla
esta hipotesis, hasta ahora nada nos lo impide solo tiene que tener médulo menor
o igual a 1 y de hecho tomar esta hipétesis implicaria que ¢ fuera un nimero real.
Entonces podemos reescalar todo para que ¢ = 1.

Si calculamos ahora || D(a*)1|| de la misma manera que lo hicimos para D(«)y
obtenemos que [|D(a*)il| = /1 — w2[eP||y ]l

Ahora conjugando la relacién ay* = py*a obtenemos ya* = pa*y. Si se aplica
D a la dltima ecuacién y esto se aplica a su vez en el vector 1, obtenemos que
D(a*)1 también es vector propio para D(+y) con valor propio asociado cy. También
podemos aplicar sucesivamente D(a*) en esta ecuacién y obtenemos la sucesién
de vectores propios:

{D(a*y, D*(a*)y,.. .}

Sus valores propios son:

{ep,cu?, ...}
Pero a diferencia de la otra sucesién de valores propios, no tenemos ningun pro-
blema con estos niimeros, asi que todos los vectores propios hallados a partir de
D(a*) pueden vivir en nuestro espacio de Hilbert.

Si consideramos el espacio H como el espacio generado por estos vectores
propios con el producto interior que hace que este conjunto de vectores sea una
base ortogonal, la representacién D es irreducible.

Otro modo de hacerlo es a partir del operador D(y*v). Utilizando la relacién
aa* =1 — p?yy*. Y partiendo igualmente de que D()y = 9 (ya considerando
que ¢ = 1).

De lo anterior podemos ver que:

y recordando el resultado general
o(ab) U{0} = o(ba) U {0},

obtenemos

o (D(a)D(a”)) U{0} = o (D(a”)D(e)) U{0}

y de las relaciones,
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se obtiene la ecuacién

o (1’D(v)D(v*)) U{1} = o (D(v*)D(v)) U {1},

al multiplicar por u? se contrae el espectro ya que || < 1. Se ve que necesariamente
1 € o D~~*. Tterando la aplicaciéon de D se puede ver que

o(yy*) = {12 ut,.. .}, u{0}

el cero queda incluido por ser cerrado el espectro.

Noétese que estamos suponiendo implicitamente que o(D(v)D(v*)) # {0}.

Un espectro discreto se corresponde con los valores propios de una matriz,
esto significa que para cada w € o(yy*) existe un subespacio H, C H en el
que el operador yy* actia trivialmente, es decir, D(v)D (") = wi para cada
1 € H,. Como queremos encontrar representaciones irreducibles, debemos volver
a la relacién

a(yy*) = 1w (1*)e
y su conjugada
o (7)) = vy e

Al aplicar D en la primera expresién se obtiene
wD(a)¥ = @D (yy" ){D ()i},
de la segunda expresién se obtiene
wD(a) = 2Dy ){D(a* )y}

esto quiere decir que
D(a): Hy — H, /2

D(a*): H, — H,ye.

| | | | |
0 e ”!i ,u'l ,(.'?‘ 1

Figura 4.1: Valores propios de D(«)
Las aplicaciones D(«) y D(a*) se mueven en direcciones opuestas, son casi

inversas una de la otra, excepto por un escalar que se puede calcular del siguiente
modo; si ¢ € H,, el producto

(¥, D(a)* D(a)y)) = [D(a)]|* = (1 = w)l|v[*
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KT T T e T e

Hﬂu H#"‘ hr“: H,y 0
Do)

Figura 4.2: Subespacios invariantes para D(a) y D(a*)

permite construir un sistema de vectores ortonormales, tomando las aplicaciones
sucesivas de D(a) sobre 1) y normalizando,

{60,61,...}, er € HH%

D(a)er = /1 — p2key_q,

de modo que /1 — pu2* es el escalar que se buscaba. De manera similar la relacién
conjugada nos da

1D (a)*y[|* = (1 — pPw)|l]*.
de donde

D(a*)ek_l =+v1- ,u%ek.

En cada uno de los espacios H, la representacién D(vy), D(v*) : H — H, se
reduce. Como D(7) es un operador normal, se puede tomar su descomposicién
espectral.

£y
D{a™)
- g - 3 e
1
N = B >
| 1 |
g L L
L | 2 «

Dia)

Figura 4.3: Cémo actia la representaciéon D

La figura 4.3 pretende ilustrar el subespacio invariante donde se reduce D(«), al
tomar la suma de todos esos subespacios se obtiene un subespacio invariante donde
se reducen D(v) y D(y*) y cada uno de esos subespacios debe tener dimensién 1
para que D sea una representacién irreducible.
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Ahora se analizard cémo actian los operadores D(vy) y D(v*).
D(7)er, = AppFey

D(y*)e, = Appi’ex

donde A\ es en cada caso una constante compleja de médulo 1, y se ve que es la
Unica forma de tener un sistema irreducible.

Como no se afecta el factor fase, el factor fase A es Uinico para el sistema de
vectores asi que la expresién anterior no depende de k. Ahora podemos proceder
a la inversa definir la representacién D segun las condiciones que hemos obtenido
y queda garantizado que las relaciones de A se cumplen,

D(y)e, = M\iFey, D(a)er =

Geométricamente o y 7 corresponden a proyecciones de la 3-esfera en dos
planos complejos. Al restringirse a la proyeccién en «y, como A es fijo (es el factor
fase) el médulo de esta coordenada estd dado por |u|*. Si nos imaginamos una
particula dentro de la esfera cuantica, la coordenada de esta particula no puede
tomar cualquier valor, sino que queda restringido su médulo por los circulos de la
figura 4.4. Cada circulo representa la distancia |u|*.

Figura 4.4: Niveles de energia

Si D(y) = 0 las relaciones se reducen a
D(a)D(a”) = 1= D(a”)D(a),

se puede hacer la descomposicién espectral para encontrar las representaciones
irreducibles, excepto cuando dim H = 1, en cuyo caso D actia como un operador
escalar. Pero las representaciones unidimensionales son caracteres, y como no hay
otras restricciones D(a) € U(1), el grupo U(1) es la parte clasica de SU(2).
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Figura 4.5: Esfera cuantica

En la figura 4.5 se ven dos coordenadas complejas, si una de ellas se anula,
obtenemos el circulo U(1) como interseccién de uno de los planos complejos y la
esfera unitaria.

La esfera de dimensién 3 queda asociada con el haz de Hopf. La esfera se fibra
sobre la 2-esfera y las fibras son circulos. Para obtener el haz de Hopf clasico
se toma el espacio del haz principal cuyo grupo estructural es U(1) (matrices
diagonales), y se actia por la multiplicacién derecha

SU(2) x U(1) — SU(2)

La parte invariante que son las orbitas de la accién, forman el espacio base.

Se obtiene S2. Tenemos a nivel de espacios la inclusién U(1) < SU(2), y a nivel
de dlgebras la proyeccién del dlgebra correspondiente a SU(2) a la correspondiente
a U(1). Esto mismo obtenemos al factorizar las relaciones por v = 0. Es como
tomar un solo generador unitario z,

0:g—g®g

i(z) =2® z,

més detalladamente, la inclusién de U(1) en SU(2) corresponde a la proyeccién

Ahora vamos a considerar el mapeo F' : A — A ® g, dual del mapeo que va de
SU(2) x U(1) a SU(2), como F = (Id ® 7)®. Evaluando en los generadores,

Fla)=a®z
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acclon de JT.'_I: 1 :I

Figura 4.6: Accién de U(1) y fibracién sobre S?

Fla'y=a"® 2"
Fy)=v®2
Fiy) =7 @7,

El espacio base serd una proyeccion del espacio total del haz. A nivel de alge-
bras, esto quiere decir que el dlgebra se ve como una inyeccién, una imagen inyecti-
va dentro del algebra del haz y consiste de todas las funciones que son constantes
a lo largo de las fibras, esto quiere decir que son invariantes bajo la accién del
grupo. Ser invariante bajo esta accién quiere decir a su vez que al tensorizar del
lado derecho, solo debe aparecer 1, entonces tenemos que F'(a) = a ® 1 para cada

a en la subdlgebra B que corresponde al espacio base, de tal modo que B — A,
donde

B={F(a)=a®1, ac A}

Para saber quienes son los elementos de B debemos observar qué sucede al mover
de lugar los generadores en los monomios. Siempre se pueden pasar de un lado
los « y de otro los 7y, y cualquier expresion algebraica queda como producto de
potencias de a, a*, v y v*. Podemos escribir a*y™(y*)" donde k > 0, m > 0y
n > 0. Extenderemos la notacién ofy™(v*)" con k € Z, m,n > 0 con la convencién
de que of = (Oz*)*’lc para k < 0. Se puede demostrar que estos elementos son
linealmente independientes y forman una base para A.
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Al actuar por F' en los elementos de la base se obtiene,
Plaby™(y")") = afy(y* @ 24+

para que el monomio esté en B necesitamos que k 4+ m — n sea cero, y esto solo se
obtendra en los siguientes casos de combinaciones algebraicas,

p=7"7 E=ay" & =na,

esto quiere decir que p y £ generan el espacio base (considerando la estructura x),
que corresponde a una “esfera”.
El dlgebra B se puede expresar en términos de las siguientes simples relaciones

entre p y &,

=p=p
= &p = p?pg
1
= {p= ?Pf*
n §6° = p2p(1 - pp)
= E=p—p?

A su vez estas relaciones determinan exactamente el algebra B, pero reescribiendo

2
£ = pPp(1 — p?p) = i — <; - u2p> :

1 1 2
5*520—0224—<2—P> )

se hace evidente que se trata de una “esfera 2-dimensional”, tenemos dos coorde-
nadas ortogonales de una esfera con centro en 1/2 y radio 1/2, una coordenada
compleja y una real.

Sip=1o0u=—1 tenemos como base un objeto clasico, pero si p € (—1,1) \
{0}, al buscar caracteres x se obtienen las relaciones correspondientes y llegamos
a que k(§) =0 o k(p) =0, por lo tanto existe un solo caracter k.

Tenemos una esfera con un solo punto y todo lo deméas completamente cudntico,
esta esfera es base de un haz cuyo grupo estructural es U(1) y el espacio total es
SU(2) cuéntico, para construir el haz del que esta esfera es fibra tendriamos que
pegar las fibras pero este punto debe pegarse con los puntos correspondientes de
las otras esferas por simetria, obteniendo algo como en la figura 4.8.

En el caso clasico SU(2) es geométricamente la esfera S®, lo que acabamos de
ver es una generalizacién cuantica del haz de Hopf.
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T

Figura 4.7: El espacio no homogeneo

La esfera de dimension 3 se fibra sobre la esfera de dimension 2 y las fibras son

circulos, el grupo estructural es U(1).

CASO pi= —1

Si p = —1 tenemos como base una esfera cldsica, pero SU(2) es un objeto
cuantico, de modo que tenemos un ejemplo interesante de un haz cuédntico con

base y fibra clasica.
Hemos visto que las representaciones irreducibles se escriben todas como

D:A— B(H)

D(a)ey = mek—l
D(a*)ex—1 = /1 — pPey,
D(7)e, = MFer_1
D(y")ex—1 = MiFe

donde {ej} es una base de H y cuando k = 0, tenemos que e;_1 = 0, el complejo A
tiene médulo 1. Con esto clasificamos todas las representaciones irreducibles para

el dlgebra A, en particular se ve que todas son de dimension finita.

Caso = —1
En el caso g = —1 buscamos el centro Z(.A). Para encontrarlo consideremos
de nuevo los monomios aFy™(v*)" y veamos bajo qué condiciones conmutan con
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Figura 4.8: El circulo se proyecta en un punto en el espacio base

los generadores, en el caso de a vemos que la condicién es que m + n sea par, y
para v obtenemos que k debe ser par.

Segun el lema de Schur, cualquier operador que conmuta con una representa-
ci6én irreducible, debe ser un operador escalar. Sea D : Z(A) — B(H) una repre-
sentacién irreducible, entonces el operador D(a) es un caracter de A multiplicado
por el operador identidad, a estos elementos se les llama caracteres centrales.

Los monomios que no estan en el centro siempre se pueden descomponer de
modo que una parte queda en el centro, lo que muestra que tenemos muchos
operadores escalares, y los operadores que no son escalares son béasicamente de
la forma D(a), D(a*), D(7), D(v*) y D(a®~®). Entonces la dimensién del
espacio generado por los operadores fuera del centro es finita, la imagen de la
representacion D es una subalgebra de dimensién finita que actia irreduciblemente
en el espacio de Hilbert H, lo que nos permite concluir que H es de dimensién
finita.

Ahora averiguaremos cudl es la dimension, si dim D = 1 la representacién es
un caracter, y tenemos la subdlgebra generada por las relaciones,

NONCIRENONE

ad” = a*a
k%
YY=77
aa® =1—7%,
pero al tomar los valores de los caracteres sobre los generadores, de la primera
relacién se infiere que « 0 v es cero lo que quiere decir que tenemos un caracter

k: A — C, k(a) € U(1) que corresponde al circulo ecuatorial en el haz de Hopf,
o bien k() € U(1) lo que nos da un circulo ecuatorial en S®.
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Estos son todos los puntos de nuestra esfera cuantica, forman dos circulos
disjuntos, como grupo es U(1) x Zy clésico.

Si la dimensién de D es mayor que 1, todos los operadores asociados a a y -y
se pueden diagonalizar, suponiendo que D(v)1) = vy obtenemos D(v)[D(a)y] =
—AD ()1, tenemos dos vectores propios que generan dos subespacios ortogonales
siempre y cuando A # 0.

Ahora || D(a)y|| = /(D(a)y, D(a)y) = /1 — |A]2]|#||, para esto A debe cum-
plir 0 < |A| < 1, porque si A = 0 se anularia D(v)1 y entonces tendriamos otro
subespacio que se anularia, que por lo tanto seria invariante y ahi se reduciria D.

Al escribir en notacién matricial los operadores D(7) y D(«), suponiendo que
||| = 1 y normalizando D(«)t) tenemos,

D('y)=<8 _0A>

D) = VI=IE (] 1)

donde f es un complejo de médulo 1. Vemos que dim D = 2 y éstas son todas las
representaciones irreducibles.

Figura 4.9: Proyeccién

Dentro de este contexto, es interesante mencionar que aparece el grupo clasico
SO(3) dentro de SU(2) cudntico. La reflexién corresponde a la accién de f, bajo
esta accién todos los generadores adquieren un signo (—) y el dlgebra A asociada
a SO(3), sera el algebra de los monomios que no cambian bajo esta reflexién, de
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modo que estos monomios son productos pares de generadores de Ag. En el caso
cudntico Ay — Ay la estructura de grupo proyectada de SU(2) a SO(3) se refleja
en el hecho de que ®(Ag) — Ay ® A.

4.5. Mas detalles sobre grupos cuanticos compactos

Ahora vamos a platicar en mas detalles sobre las propiedades geométricas in-
corporadas en el concepto de grupo cudntico. En un grupo clésico, el producto es
una aplicaciéon suave de G x G — G y se hace corresponder a G una C*-algebra
A, el espacio producto G x G se corresponderd con A® A, donde ® denotara para
nosotros el producto tensorial C* que es una completacién del producto tensorial
algebraico usual y se detallarda a continuacién. La traduccién en A del producto
en G como aplicacién suave debe ser un homomorfismo *, que denotaremos por
d: A — A® A, que dualiza el producto en la C*-dlgebra A ya que es el homomor-
fismo inducido a nivel de las algebras C* por el producto. Nosotros procederemos
a la inversa, es decir consideramos primero un algebra C* y una accién de un
grupo de Lie en esta dlgebra, suponiendo que ya tenemos esto buscaremos las con-
diciones y los homomorfismos que deben existir en el dlgebra C*, esto lo hacemos
para no recurrir explicitamente al grupo sino mas bien encontrar la traduccién de
su estructura en el algebra C*.

A partir de dos C*-algebras A y B se puede construir un algebra * por medio
del producto tensorial algebraico

A®a1gB:{Za®b:a€A,b€B},

donde
(a®@b)*=a"®0b",
(a®b)(c®d) =ac® bd.
También hay que recordar que siempre existe una aplicacién bilineal fija v : A x
B — A ®a; B de tal modo que si E es cualquier espacio lineal y f:AxB—FE
es una aplicacion bilineal existe una tnica aplicacion lineal f : A ®qg B — FE, tal
que f = fuv y el siguiente diagrama conmuta, y a ® b = v(a,b) para cada a € A,

b € B, esta es la propiedad universal del producto tensorial que se representa en
el siguiente diagrama.

AxB —1 . E

g H

A®ug B —1— E
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El dlgebra A = A®y1, B es un algebra *. Por el teorema de Gelfand y Naimark,
A — B(H;) y B — B(Hj) para espacios de Hilbert H; y Hs adecuados, se forma
el producto Hi; ® Hs y se realiza la inclusion

A= A®alg B — B(Hl ®H2),

al tomar la cerradura de A se obtiene un algebra C* que se denotard por A ® B,
el producto tensorial C* de las dlgebras A y B,

Para demostrar que la construccién es independiente de las realizaciones A —
B(H:) y B — B(H>) hay que ver que la norma es la misma. Si ¢ € A ®y); B se

demuestra que
2 _ (p @ ¥)(d*c*cd)
el = s { (v @ v)dd) }

donde ¢ y 1 son estados en A y B respectivamente y d € A ®,1; B, de modo que
la expresién para ||c|| es independiente de las realizaciones.

Se dualiza la propiedad asociativa del producto entre los elementos del grupo
en el coproducto y se restringe al producto tensorial algebraico, esto queda bien
ilustrado en el siguiente diagrama.

GxGxG 2, gxq@

-xIdl l
GxG — G
Cuyo diagrama dual se ve como sigue.

A A A 222 A9 A

<I>®AT @T
)
A A — A
Cualquier homomorfismo que satisface este diagrama conmutativo se dice coaso-
ciativo.

La ecuacion que describe la coasociatividad es
(P®I1d)? = (Id® ¢)P

el coproducto también puede representarse por medio del diagrama
en el cual las entradas y salidas representan objetos y los dibujos entre ellos a
morfismos [19]. El diagrama correspondiente a la coasociatividad se ve como sigue,
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A

A®A

Figura 4.10: Coproducto

A

Figura 4.11: Coasociatividad del coproducto

Sim: A® A — A es la operacién de producto en el dlgebra, m(a ® b) = ab,
cada x € Z(A) cumple ® : z +— (z,z), de modo que a nivel de grupos tenemos
P : Gza) = Gza) X Gz(a)- El diagrama correspondiente a la asociatividad se ve

como en la figura 4.12.

Figura 4.12: Asociatividad del producto

Para tener una estructura de grupo se pide siempre la existencia de un elemen-
to neutro y los inversos de cada elemento del grupo, sin embargo aqui tenemos
el problema conceptual de que los espacios cuanticos carecen en general de pun-
tos. Una solucién para este problema es pedir la condicién de que los mapeos
(y,z) — (yz,x) y (y,z) — (y,yx) que tenemos en la versién clésica y que que-
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dan representados en los siguientes diagramas, sean biyectivos, ya que en el caso
conmutativo esto es equivalente a tener la estructura de grupo.

Figura 4.13: Condicién de regularidad

Un grupo cuantico se define como un espacio cuantico, dotado de un homo-
morfismo *

P:A—-ARA

que cumplen tanto la coasociatividad como la condiciéon de regularidad cuanti-
ca.
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