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Capitulo 1

Introduccion

La economia matematica es uno de los muchos campos en los que las
herramientas analiticas desarrolladas en las matematicas sirven para llevar
lo que se dice en lenguaje natural a otro lenguaje en el que la precisién, la
formalidad y la 1égica ponen al descubierto el nivel de certeza que posee una
teoria determinada: el marxismo es un ejemplo particular de una teoria que
fue escrita en su totalidad en lenguaje natural y que después, con la ayuda
de diversas ramas de la matematica, se formalizé para mostrar sus alcances
en términos cientificos, lo que dio paso al nacimiento del llamado marzismo
analitico.

Indudablemente, la obra de Karl Marx es un parte aguas en la historia
de la teoria econdmica. Sus aportaciones para definir con toda precisién ca-
da uno de los elementos que constituyen al capitalismo y el manejo de estos
elementos para poner de manifiesto la naturaleza explotadora de dicho sis-
tema, marcaron un nuevo rumbo que llevd, incluso, a enormes movimientos
sociales en diversos paises del orbe.

Asi, es natural que una teoria que cobré una importancia de enormes
proporciones haya sido puesta bajo la lupa del analisis cientifico, ya por sus
defensores, ya por aquellos que estaban en una posicién antdgonica a la que
manifestaba el marxismo.

Muchos han sido los autores que han dedicado sus obras al marxismo
analitico, entre los que destacan Morishima, Abraham-Frois y Roemer. Es
la obra de éste tltimo la que sirve de fundamento para el desarrrollo del pre-
sente trabajo. Muy en particular, se ha tomado el texto titulado “Analytical
Marxism” como obra de andlisis, y de ella se desprende toda la investigacion
que constituye éste texto.

En este punto, vale la pena revisar una breve biografia del autor en



cuestién. John E. Roemer nacié en 1945, en Washington D.C., E.U. Estu-
di6 matematicas en Harvard y obtuvo su doctorado en economia en Berkeley.
Ha escrito una cantidad importante de libros, ademas de que ha colaborado
como editor en diversas publicaciones econémicas y politicas. Actualmente
es profesor en ciencia politica y econémica en la Universidad de Yale. Como
ya se ha dicho, gran parte de su trabajo estd directamente enfocado en la
economia marxista.

Considerando lo anterior, es posible que una pregunta natural que se po-
dria formular el lector sea la siguiente: ;porque, de entre una bibliografia tan
amplia, se ha escogido precisamente a “Analytical Marxism” como objeto
de estudio? La respuesta es la que sigue: se trata de una obra que, aunque
incluye un alto grado de dificultad para ser comprendida, es muy comple-
ta y extiende de manera considerable todo el analisis que se habia hecho
previamente en torno a la economia marxista.

Ahora bien, es justo el grado de complejidad de la obra lo que motiva este
trabajo. Para un estudiante de economia es fundamental un buen manejo
de los argumentos matemaéticos incluidos en una determinada exposicién. Si
no se cuenta con esa facilidad, entonces un texto determinado, ain cuando
esté directamente relacionado con el area de estudio, puede resultar, por
lo menos, dificil de comprender. Asi, se ha tomado el primer capitulo del
texto ya citado y se ha hecho un anélisis detallado, dandole una estructura
matematica y formal mas amplia que la contenida en la obra original, llenan-
do aquellos espacios en donde varios conceptos y demostraciones se dan por
sentados y, ademds, brindando algunas aportaciones y correciones a la obra.

Este es un breve sumario de lo que se encontrara en este trabajo: en
el primer capitulo, se establecen los antecedentes del modelo de Roemer, a
saber, el modelo insumo-producto de Leontief. En el segundo capitulo se de-
fine el modelo con el que trabaja Marx y su teoria de los valores-trabajo; se
establecen algunos conceptos trascendentes, como el de tasa de explotacion,
tasa de ganancia media y vector de precios; adicionalmente, se demuestran
algunos teoremas, entre los que se encuentra el conocido Teorema Funda-
mental Marxista. En el capitulo 3, en el que se presenta propiamente el
modelo de Roemer, se define el concepto de solucién reproducible, el cual
implica la introducciéon de las nociones factibilidad y reproducibilidad. El
cuarto capiitulo trata una generalizacion del modelo definido en el tercer
capitulo, a saber, el caso del modelo de competencia imperfecta. El ultimo
capitulo, el nimero 5, aborda una nueva generalizacién del modelo, pero esta
vez en el sentido temporal, es decir, se analiza brevemente el modelo dinami-
co. Finalmente se incluye un apéndice con algunos resultados relevantes para
la comprensiéon de éste trabajo.
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Para concluir, se debe hacer notar que se busco preservar el caracter
histérico del modelo, por lo que en la parte inicial de este trabajo se recurrié a
la inclusion de citas textuales relacionadas con “El Capital”. Ademds, en aras
de la claridad, se hicieron tantas definiciones como se considerd necesario vy,
también por claridad, se incluyeron algunos ejemplos y gréficos.

Se espera que el presente trabajo sea de utilidad, principalmente, para
los estudiantes de matemadticas, actuaria y economia.



Capitulo 2

El modelo insumo-producto
de Leontief

El modelo de Roemer es un modelo econémico lineal, y se basa en el
modelo insumo-producto de Leontief. Por ello se hard una breve exposicién
de dicho modelo.

Hipotesis iniciales:
1) La economia estd formada por n sectores;

2) Cada sector produce una y sélo una mercancia (no existe produccién
conjunta);

3) La produccién total de cada sector se realiza en un sélo periodo de
tiempo, p. €j. un ano;

4) No hay evolucién en las técnicas de produccién, es decir, cada sector
produce de una sola forma;

5) La relacién entre insumos y productos es lineal;
6) Hay equilibrio econémico entre la oferta y la demanda;

Sean:
x;= la produccién total del bien 4, medida en unidades fisicas, p. €j. millones
de barriles de petroleo, millones de toneladas de maiz, miles de megawatts-
hora, etc. con i € n!

La produccién total x; se distribuye entre los n sectores para funcionar
como insumo. Si después de dicha distribuciéon queda un excedente, es posible

Vease la seccién 8.1 del apéndice para conocer la notacién.
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usarlo para la exportacion, gasto de gobierno, inversion, etc. En consecuencia
es posible plantear la siguiente ecuacién:

T = Ti1 + T+ ...+ Tin + fi (2.1)

donde x;; es una fraccién de la produccién total de x; que se vende al
sector j para que éste a su vez lo use como insumo de su produccién total y
fj representa el excedente.

Nota 1 Observemos que, en principio, z; = 0. Sin embargo, si en la ecuacidn
2.1, x; = 0 para algun i € T debemos de considerar dos casos: en el primero
z;j =0V j € n. En éste caso tenemos una economia en la que el i-ésimo
bien no se usa como insumo para producir ninguna de las otras mercancias,
como es el caso de los bienes de lujo. En el sequndo caso, en el que x;; # 0
al menos para algin j € T, estariamos hablando de que el sector i le
compra insumos al menos a uno de los otros sectores y al final del perio-
do no produce nada, lo cual no es viable economicamente; en consecuencia,
solo consideramos el caso en el que x; > 0. Por otro lado, y considerando
lo anterior, z;; =2 0; si x;; = 0 significa que lo que produce el sector i no
es usado como insumo para producir la mercancia j. Finalmente f; 2 0; si
fi = 0 significa que toda la produccion del sector i fue utilizada integramente
durante el proceso de produccion.

Asi, podemos escribir el balance de las ventas de cada sector a todos lo
demads y sus excedentes de la siguiente manera:

1 = xu+Tiet...+xm+fi
Ty = Toi+To+...+ T+ fo
(2.2)

Por la hipdtesis de linealidad tenemos que la fraccién de la produccién
del sector i que es vendida al sector j es proporcional a la produccién total
del sector j. Matematicamente, significa que Vi, j € @ 3 a;; = 0 constante
tal que

Tij = AjjT4 (23)

Sustituyendo 2.3 en 2.2 tenemos que:

r1 = anwi+apre+...+ape, + fi
To = a2x1 + axnr2+ ...+ axpt, + fo

. (2.4)
Ty = apix1 + apax2 ++a'rm$n+fn



Podemos escribir el sistema de ecuaciones 2.4 de manera matricial como
sigue:

T ailr a2 - Qip z1 h
z2 azr G2 -+ Qg2p Z2 f2
- : Do : : + . (2.5)
Tn Gpl Am2 - Anpn Tn fn
Si hacemos
31 ailr  aiz - Qg bit
X T2 A- asr azy - a2y yF— p)
Tn anpl Gm2 - dnn fn
entonces escribimos 2.5 de la siguiente manera?:
X=AX+F (2.6)

A estas ecuaciones se les conoce como ecuaciones de balance fisico,
pues se expresan en unidades fisicas y ademds constituyen un equilibrio
econdémico entre la oferta y la demanda, lo que es congruente con la hipétesis
6. Esto ultimo se puede visualizar de la siguiente manera:

oferta = X = AX + F = demanda

Se puede observar que la demanda estd compuesta de dos sumandos: el
primer sumando, el vector AX, representa la demanda intermedia, o lo que
es lo mismo, los insumos que requieren todos y cada uno de los sectores
para generar su produccion total; el segundo sumando, es el vector F' que
representa los excedentes en la produccion.

Nota 2 De las observaciones hechas en la Nota 1 se deduce que X > 0,
AZ0y F=0.

Resumimos todo lo anterior mediante las siguentes definiciones:

2Vease la seccién 8.1 del apéndice para informacién relativa a la operacién con vectores
y matrices
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Definicién. 1 Sea

a11 a2 -+ Qln

a21 a2 -+ G2p
A p—

nl Am2 - Qnp

la matriz cuadrada de orden n, no negativa, cuyos coeficientes a;; represen-
tan la proporcion del bien i para producir una unidad del bien j.

Esta matriz es conocida como matriz tecnolégica (6 matriz de coe-
ficientes técnicos 6 matriz de insumos unitarios) y representa, desde
el punto de vista econémico, el conjunto de proporciones de intercambio que
ocurren en una economia durante el periodo de produccién dado.

Las unidades fisicas de cada componente a;; son

unidades fisicas de la mercancia i u;

- — — = Vi,j €n
unidades fisicas de la mercancia j  u;
T
x2 iy
Definicién. 2 Sea X = . el vector columna en R™, positivo, cuyas
Tn

componentes x; representan la cantidad total producida de la i-ésima mer-
cancia en un periodo de tiempo (un ano, por ejemplo).

A éste vector se le denomina vector de producciénes totales (6 vec-
tor de produccidnes brutas).

Las unidades fisicas de cada componente del mencionado vector son,
precisamente, las unidades fisicas de la i-ésima mercancia, o sea u;.

h

f2 .
Definicién. 3 Sea F = . el vector columna en R™, no negativo,

fn
cuyas componentes f; representan la demanda final de la i-ésima mercancia.

Al vector F' se le conoce como vector de demanda final.
Las unidades fisicas de cada componente de dicho vector estan definidas
de la misma manera que las del vector X, es decir, u;.



Definicién. 4 Sea AX el vector columna en R™, semipositivo, cuyas com-
ponentes representan los insumos necesarios para la produccion de la i-ésima
mercancia.

A éste vector se le conoce como vector de demanda intermedia.

Al igual que para los vectores X y F, las unidades fisicas de AX son wu;.

De la ecuacién 2.6 podemos despejar X. Haremos esto paso por paso,
con la idea de explicar detalladamente algunos aspectos. Por 2.6, tenemos
que

X = AX+F
S~ X-AX = F (2.7)

Esta nueva ecuacion significa que si a la produccion total se le restan
los insumos totales lo que queda son precisamente las demandas finales. Si
factorizamos X en 2.7 nos queda

(I-A)X=F (2.8)
De ello se deriva la siguiente:

Definicién. 5 La matriz I — A es una matriz de n x n, no negativa y a la
cual denotaremos con B, es decir, B = I — A. Esta matriz posee la siguiente
caracteristica:

bij=0, Vi#j € ny
bi; >0, Vi € 7.

Tal matriz es conocida como matriz de Leontief. De esta manera, 2.8
se reescribiria como sigue:
BX =F (2.9)

Por tltimo, supongamos que la matriz A es productiva e irreducible?;
dado que se cumplen las condiciones del Teorema 20, por el inciso iii) se
tiene que 3 B~! > 0, de tal suerte que se puede despejar X:

X=B"'F (2.10)

Esta ecuacién motiva una nueva definicién:

3Veanse las secciones 8.2 y 8.3 para conocer estas definiciones.
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Definicién. 6 B~! es una matriz de n z n, semipositiva, y que desde el
punto de vista econdomico representa las proporciones de intercambio de mer-
cancias que deben ocurrir para que, dada una demanda final, se obtenga la
produccion que satisface dicha demanda.

A la matriz B! se le conoce como matriz inversa de Leontief.

Nota 3 Es importante destacar que de la hipdtesis de que A es una matriz
productiva e irreducible no sélo se deriva la existencia de B™', sino que
ademds se puede garantizar que, en efecto, X > 0 y entonces la solucion
tiene sentido economico. Semejante afirmacion se prueba en el teorema 20,
inciso ii).

Por ultimo, debemos mencionar que el modelo insumo-producto de Leon-
tief se divide en dos tipos:

abierto, si F > 0;
cerrado, si F =0.

Tlustraremos todo lo anterior mediante el siguiente ejemplo de un modelo
abierto:

Ejemplo. Supongase que existe una economia compuesta tinicamente por
dos sectores: el primero produce trigo y el segundo produce leche. La pro-
duccién total de trigo es igual a 100 kilogramos (los cuales estaran denotados
por kg.) y para producir esta cantidad es necesario utilizar 30 kg. de trigo
y 50 litros de leche (los cuales estaran denotados por lt.); por otro lado, la
produccién total de leche es igual a 80 lt., y para producirlos se requiere
insumir 10 kg. de trigo y 20 lt. de leche. Esta informacién puede agruparse
en el siguiente cuadro de transacciones interindustriales:

Cuadro 2.1: Economia de dos sectores

trigo | leche | produccién total
trigo | 30 10 100
leche | 50 20 80

Nétese que de la produccién total de trigo (100 kg.) sélo se utilizan 40
kg. como insumos; andlogamente, de la produccién total de leche, sélo se
requieren 70 1t. como insumos. Las cantidades restantes de trigo y leche
(60 kg. y 10 lt., respectivamente) quedaran agrupadas bajo el concepto de



Cuadro 2.2: Tabla detallada
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trigo | leche | demanda intermedia | demanda final | produccién total
trigo | 30 10 40 60 100
leche | 50 20 70 10 80

demanda final. Dado lo anterior, el cuadro 2.1 se reformularia y daria por
resultado el cuadro 2.2

Observese que, de acuerdo con los datos del cuadro 2.1, los coeficientes
a;; serian

~ 30kg. ) _ 10kg. kg.
UL T0kg, 03 3 M2 = g = 01259,
501t. lt. 201t.
= — = 0'57 N = —— = 0.250
“ = 100kg. kg. "7 80
o en forma matricial 0.3 0'125% entonces, se puede verificar que
054 0250 |V » Se puede v q
en efecto
100kg. \ 0.3 0.1255% 100kg. \ [ 60kg.
801t. 0.5,% 0.250 801t. - 101t.

100kg.
801t.

[ 40kg. _ 60kg.
701t N 101t.
[
Con base en el ejemplo anterior, seria natural pensar que cuando tenemos
un modelo abierto las componentes de la matriz A cumplen que 0 < a;; <
n
1y, ademds, ) a;; < 1, es decir, la suma de los elementos de cualquier

columna de lal nllatriz A es menor a la unidad. En general, no ocurre asi y
lo ilustramos con la ayuda del siguiente:

Ejemplo. Consideremos la informacién del ejemplo anterior, sélo que
ahora la produccién total de trigo es igual a 40 kilogramos y para producir
dicha cantidad son necesarios 20 kg. de trigo y 50 litros de leche; el resto
de la informacién permanece igual. Asi, se tendria el siguiente cuadro de
transacciones interindustriales:
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Cuadro 2.3: Economia de dos sectores (modificada)

trigo | leche | produccion total
trigo | 20 10 40
leche | 50 20 80

De manera andloga a como si hizo en el primer ejemplo, calculamos los
nuevos coeficientes con la informacion contenida en la tabla 2.3:

20kg. 10kg. kg.
= — = 0.5 . _ —— = 0.125
M Y0kg. CM2 TR0 It.
501t. lt. 201t.
=7 =195 = ——=20.250
= Y0kg. kg. "7 800

1.25,%_ 0.250

La nueva matriz A resulta muy interesante. Formamos la matriz

(1 0)_ 0.5 0.1255%¢ \ 05 —0.125%
“\o 1 1.25% 0.250 | 4.25% 0.750

Segtin lo expuesto en la seccién 8.3 del apéndice?, se tiene el siguiente
resultado: B es de diagonal dominante < A es productiva < A tiene su
raiz de Frobenius menor que la unidad. Primeramente, hay que obsevar que
aunque la matriz B no es de diagonal dominante el sentido de Hadamard,

. 0.5 0.125%
o en forma matricial It.

sf es de diagonal dominante ®; basta con considerar la matriz D:( g (1) )

y entonces:

pa_ (30 0.5 —0.125% \ 15 —0.375%:
“\o0 1 —1.25% 0.750 | — \ —1.25{ 0.750
Ademas, se cumple la productividad, pues
40kg. \ _ B 0.5 0.1255% 40kg. \ _ [ 30kg.
< 801t. ) =X >AX= ( 1.25% 0250 goit. ) — \  70it.

4Veanse los teoremas 19 y 20
Veanse las definiciones 34 y 35
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Finalmente, se verifica que la raiz de Frobenius de A es igual a 0.789578,
que es menor que la unidad. '

{Cual es entonces la relacién entre la suma de los coeficientes de cualquiera
de las columnas de la matriz A y su productividad? La respuesta es la si-
guiente: si Vi € 7 la suma de los coeficientes de la columna A’ es menor
que la unidad, entonces la matriz es productiva. La prueba formal de esta
afirmacién se obtiene de aplicar los teoremas® 17 y 20.

Hasta aqui los elementos del modelo insumo-producto. Todos ellos serviran
para plantear el sistema de valores-trabajo propuesto por Marx, segiin Roe-
mer, el cual se describe en el siguiente capitulo.

5Ver las secciones 8.2 y 8.3 del apéndice.



Capitulo 3

El modelo de Marx

Antes que otra cosa, se deben considerar los supuestos que van a regir
al modelo.

Hipdtesis para el modelo de Marz. A las 6 hipétesis iniciales se les agre-
gan las siguientes:

7) El trabajo es el tnico factor de produccién primario;
8) El trabajo s6lo se aplica una vez durante el periodo;

Teniendo en cuenta estos supuestos, se planteardn algunas definiciones.

Si L es la cantidad total de trabajo (medida en unidades de tiempo) que

requiere la economia para producir X, tenemos entonces que L se divide de
la siguiente manera:

L=lL1+lL+ --+1, (3.1)

donde cada [; representa la cantidad total de trabajo necesaria para
producir la mercancia 1.

Nuevamente, la hipétesis de linealidad entre insumos y productos (6) nos
lleva a definir los siguientes coeficientes:

donde w; es la cantidad de trabajo directo que se usa en la produccion del
1-ésimo bien.
Asi, si sustituimos 3.2 en 3.1 tenemos que:

L =wiz1 +weza + - +wpxy, (3.3)

14
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Se puede escribir 3.3 de manera vectorial como se muestra a continuacién:

r1

L=(ui,.ywa) | (3.4)

Tn

y si hacemos W = (wy,...,wy,) v X queda como se definié anteriormente,
entonces 3.4 quedaria como sigue:

L=WX (3.5)
De lo anterior se desprende la siguiente:

Definicién. 7 Sea W = (wi,ws,...,wy) el vector renglon en R™, positi-
vo, cuyos coeficientes w; representan la cantidad de trabajo directo que es
necesario insumir para producir una unidad de la i-ésima mercancia.

A éste vector se le conoce como vector de coeficientes de trabajo
directo.

Las unidades fisicas de cada componente de dicho vector, si denotamos
con ur las unidades de tiempo, son

unidades de tiempo _ur

unidades fisicas de la mercancia i  u;

En este punto es importante hacer una aclaraciéon. Las unidades ur no
son precisamente unidades de tiempo tal y como se manejan en la fisica.
Maés especificamente, se trata de unidades de tiempo de trabajo, es decir, es
el tiempo durante el cual los trabajadores aplican su fuerza de trabajo para
la produccién de las diversas mercancias. En los sucesivo, ur denotard pre-
cisamente estas unidades de tiempo de trabajo.

Ahora bien, para continuar la construccién del modelo de valores-trabajo,
es preciso recordar algunos conceptos. Primero que nada, hay que observar
que, de acuerdo con Marx [9]

“Unicamente el trabajo es la verdadera base, la sustancia del
valor (de cambio).”

o en otras palabras [9]

“Valor (de cambio) es el trabajo social de los productores mate-
rializado en mercancias”
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Entonces se deduce que para cada mercancia su valor de cambio es-
tard dado por la cantidad de trabajo que se ha invertido en ella; es por ello
que a los valores de cambio también se les conoce como valores-trabajo.
Por su puesto, habrd que dar por hecho que todo el trabajo es de la misma
naturaleza.

Ahora bien, la cantidad de trabajo existente en una mercancia esté for-
mada por dos elementos: el trabajo directo para elaborarla, por un lado, y
el trabajo cristalizado en los insumos que se utilizan en su produccién, por
el otro. En tales condiciones, se puede establecer la siguiente ecuacién:

A=At + X2+ .o+ din +wi (3.6)

donde \;; es una fraccién del trabajo total A; contenido en la i-ésima mer-
cancia como trabajo indirecto y w; es la cantidad de trabajo directo para
producir la i-ésima mercancia.

Nota 4 Observemos que, en principio, A; = 0. Sin embargo, si \; = 0
entonces estariamos hablando de que a pesar de que se han invertido horas
de trabajo en insumos y/o trabajo directo, el valor-trabajo de esta mercancia
seria 0 horas de trabajo por unidad fisica, lo cual es una clara contradiccion;
ast, solo consideramos el caso en el que A\; > 0. En otras palabras, no existen
valores-trabajo nulos.

En consecuencia, y de manera andloga a como lo hicimos con las ecua-
ciones 2.2, se establece lo siguiente:

M = MitAe+ ..o+ A Fuwn
A = Xop+ Ao+ ...+ Aoy +wo
(3.7)
A = At A2+ A Hwy
Y considerando nuevamente la hipdtesis de linealidad, vemos que
Aij = aijAi; Vi, j € (3.8)
Si sustituimos 3.8 en 3.7 obtenemos
A1 = anA t+aA2 + ..+ aAy +wy
)\2 = (IglAl + CLQQ)\Q + ...+ agn)\n + wo
. (3.9)

A = GpiAl + aparo + ...+ appAn + Wy
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Utilizamos la notacién matricial para reescribir el sistema 3.9 y nos queda
como sigue:

T
a1 a2 - Qlp
az1 a2 -+ A2p
<>\17/\2"~-7/\n):()\17)\2>'~-7)\n) . . .. . +(w15w2)"'7wn)
anl Am2 " 0nn
(3.10)
Si denotamos por A = (A1, Ag, ..., A,) y utilizamos las definiciones pre-

vias de A y W, entonces tenemos que es posible ver a 3.10 como sigue:
A=AAT + W (3.11)
De 3.11 se deriva una nueva

Definicién. 8 Sea A = (A1, A2, ..., A\y) el vector renglén en R™, positivo,
cuyas componentes \; representan el valor-trabajo total de la i-ésima mer-
cancia, que no es otra cosa que la suma de trabajo indirecto mas el trabajo
directo invertido en su elaboracion.

A este vector lo llamamos vector de valores-trabajo.
Las unidades fisicas de cada componente de este vector son, igual que en
el caso de W,

unidades de tiempo

ur . _
- — — =—Vi En
unidades fisicas de la mercancia i  u;

De manera similar a como se hizo en pérrafos anteriores (y manteniendo
el supuesto de que A es productiva e irreducible), podemos despejar A de la
ecuacion 3.11:

A = AM+W
=A-ANA = W
=ANI-A) = W
=AB = W
=A = WB™! (3.12)
Es momento de definir uno de los conceptos mds importantes en este

capitulo, a saber, el de tasa de explotacién. Para ello, es preciso establecer
previamente algunas definiciones.
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Primero que nada, hay que notar que para reproducir la fuerza de tra-
bajo, los trabajadores requieren satisfacer ciertas necesidades de consumo.
Dichos requerimientos quedan plasmados a continuacion:

dy
2
Definicién. 9 Sea D = . el vector columna en R™, semipositivo,
dn,
cuyas entradas d; representan la cantidad de la mercancia i que requiere el
trabajador para reproducir la fuerza de trabajo.

A este vector le llamamos vector de canasta de consumo.

Las unidades fisicas de la i-ésima componente de este vector son las
mismas que las de los vectores X y F previamente definidos, es decir, u;.

Es momento de hacer un pequenio paréntesis para recordar algunas defini-
ciones que nos serviran mas adelante. Comenzamos mencionando lo referente
a la divisién del capital. Siguiendo nuevamente a Marx [9]:

“Para poner en claro la naturaleza del capital y el mecanismo de
la explotacion capitalista reviste de gran importancia la divisién
del capital en constante y variable.”

Asi, se tiene que [9]:

“...La parte del capital, que se invierte en medios de produc-
cién...y que no cambia de magnitud en el proceso de produccion,
se llama capital constante.”

Por otra parte, se tiene que [9]:

“La parte del capital que se gasta en la compra de fuerza de
trabajo y que crece en el proceso de produccién debido a que los
obreros crean la plusvalia, se denomina capital variable.”

Finalmente, es importante mencionar que [9]:

“La plusvalia es...el resultado de la explotacién de la clase obrera
por los capitalistas.”

Regresemos al anélisis formal. De las definiciones 8 y 9, tenemos que el
valor de la fuerza de trabajo correspondiente a una jornada laboral seria
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AD. A AD también se le conoce como trabajo socialmente necesario
6 capital variable!.
Establecemos dos definiciones adicionales:

Definicién. 10 Sea T la duracion de la jornada laboral, medida en unidades
de tiempo up. Dicha duracion estd determinada por la lucha de clases en un
momento historico dado.

Definicién. 11 El trabajo excedente se define como la diferencia entre la
jornada laboral y el trabajo socialmente mecesario. Se puede expresar como
stgue:

T —AD (3.13)

Al trabajo excedente también se le conoce como plusvalor.

Nota 5 Observemos que, en general, T — AD es un niumero real que puede
ser positivo, cero ¢ negativo. Sin embargo, el caso que aqui interesa es aquel
en el que T > AD y en consecuencia T — AD > 0. Salvo que se diga lo
contrario, este supuesto prevalecerd el resto del capitulo.

Ahora es posible establecer una comparacion entre el trabajo excedente
y el trabajo socialmente necesario. Para ello, consideremos el cociente:

_ trabajo excedente

= 3.14
trabajo necesario ( )

Si expresamos en notacion matemaética 3.14, podemos plantear, final-
mente, la siguiente:

Definicién. 12 La tasa de explotacion se define como sigue:

_ T—AD

T 7AD

(3.15)
A la tasa de explotacién también se le denomina tasa de valor exce-
dente. Ademds, se trata de un nimero real, es decir, no se expresa en
unidades fisicas
Veamos cémo puede variar la tasa de explotacién bajo diferentes circuns-
tancias. Se prueba el siguiente:

LObservemos que el producto AD estd bien definido y da como resultado un nimero
real positivo. Ademds, dicho nimero real queda expresado en unidades de tiempo (de
trabajo).
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Teorema 1 Considerando la definicion de la tasa de explotacion establecida
en 3.15, se tiene que:

i) siT>T =e>¢€ si AyD son fijos.

i) siD>D'=e<e siAyT son fijos.

iii) si A >N =e<e siT y D son fijos®.
Demostracion.

i) Por hip6tesis, T' > T7,

= T—AD>T —AD
—~ = T-AD _ T'-AD _

AD AD ¢
ii) Por hipétesis, D > D/,

= AD > AD'

= —AD < —AD’

= T-AD<T-AD" (a)

y, por otro lado, si
AD > AD'
1 1
= ip <xp ()

dado que las desigualdades (a) y (b) se dan entre nimeros positivos,
al multiplicar dichas expresiones se obtiene el resultado:

_T—AD<T—AD’_
~ AD AD'

/
€

e

iii) La demostracién es totalmente andloga a la anterior.

2Este dltimo caso merece especial mencién. Estrictamente hablando, no debiera in-
cluirse en la demostracién del teorema, pues contradice la hipdtesis (4), ya que si el vector

A cambia, necesariamente implica un cambio en la manera de producir algin bien, es
decir, un cambio en la tecnologia.
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g

Veamos la interpretacion econémica del Teorema 1. Si la jornada laboral
se ve incrementada, entonces la tasa de explotacién aumenta. Contraria-
mente, si por ejemplo la canasta de consumo del trabajador aumenta en tan
s6lo uno de sus componentes, y el resto de los elementos de la ecuacion se
dejan fijos, entonces la tasa de explotacién disminuye. Clarifiquemos esto un
poco mas con un ejemplo.

FEjemplo. Vamos a basarnos en el ejemplo del capitulo 1, en el que
una economia sélo produce trigo y leche. Supongamos que para obtener
la produccién total se requiere de una jornada laboral semanal de 40 horas.
Ademés, supongamos que para que el trabajador labore dicha jornada, se
requiere satisfacer una canasta de consumo que consta de 4 kilogramos de
trigo y 2 litros de leche. Finalmente, supongase que los valores-trabajo son
los siguientes: una hora de trabajo por cada kilogramo de trigo y cuatro
horas de trabajo por cada litro de leche. De manera vectorial, lo anterior
quedaria expresado como sigue: T' = 40h., D = ( 4275 > y A= (1%,4%)
Efectuando las operaciones, tenemos que

T—-AD
AD

4kg.
h. 4 h. g
ion.— afs ot (92

4kg.
h. 4h. g
(1/w’4w)< 21t. )

40h. — 12h.

12h.
28h.

12h.
= 2.333

Ahora supongamos que la jornada laboral aumenta de 40 a 48 horas (por
ejemplo, si se trabajaban 5 dias a la semana ahora se trabajan 6). Entonces
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T" = 48h. y en consecuencia

, T —AD
AD
4kg.

h. h.
TIES

4kg.

h. 4h. g

(1@’4”-)( 21t. )
~ 36h.

- 12h.

= 3

Consideremos ahora el caso en el que lo que varia no es la jornada laboral,
sino la canasta de consumo del trabajador. Pensemos que su demanda de

unidades de trigo aumenta de 4 a 6. Esto implicarfa que D’ = ( 6212“? ) y

por lo tanto

)

Regresemos a la ecuacién 3.15. Como ya vimos, esta ecuacién representa
la tasa de explotaciéon por jornada laboral. Mediante unas sencillas opera-
ciones, podemos transformar dicha expresion en otra que puede resultar un
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poco mas conveniente para el anélisis posterior. Consideremos:

T — AD
AD
H(T — AD)
7(AD)
— LAD
+AD
1—-A(AD)

= ——I (3.16)

A(+D)
Hagamos D= %D, de donde se tiene lo siguiente:
dy

~ da
Definicién. 13 Sea D = . = ) el vector columna en R",

o

dTL 7
T dn,
. ., d _ 7 . .
semipositivo, cuyas componentes 7+ = d; representan la cantidad de la i-
ésima mercancia que consume el trabajador por hora trabajada.

A este vector le llamamos vector de canasta de consumo por hora
trabajada.
A diferencia del vector D, que estd expresado en unidades fisicas de la
mercancia i, la i-ésima componente del vector D estd expresada como sigue:
unidades fisicas de la mercancia i U; .

=—Vien
unidades de tiempo ur

Sustituyamos D en 3.16:

1-A(3D)
A(#D)

1—AD

N (3.17)

Y entonces obtenemos una variante de la tasa de explotacion:

Definicién. 14 La expresion 3.17 representa la tasa de explotacién por
hora trabajada.
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Mediante algunas operaciones elementales con la ecuacion 3.17 se ob-
tiene: (14 e)AD = 1. Si sustituimos esta expresién en 3.11 se obtiene:

A = AA+W
= AM+W()
= A+W(1+e)AD
= AA+ W(AD)+eW (AD) (3.18)

Ahora bien, si se multiplica la ecuacién 3.18 por el vector de produccién X,
quedas:

AX = AAX + (WX)(AD) 4+ e(WX)(AD) (3.19)
en donde
AX = el valor de la produccién total,
AAX = ¢ = el valor del capital constante total (medios de produccién
totales),

(WX) (Al~)~) = v = el valor del capital variable total (fuerza de trabajo total),

e(WX)(AD) = s = el valor de la plusvalia total;
Con la ayuda de estos elementos, se presenta la siguiente:

Definicién. 15 Se define la tasa de gananacia media, denotada por r,
como el nimero real determinado por el cociente:
e(WX)(AD) s

"TWX)(AD) + AAX  ctu (3.20)

En este punto es importante hacer una pausa para analizar con un poco
mas de detalle el concepto recién introducido. Primero que nada, es inmedia-
to ver que esta tasa de ganancia estd expresada en términos de los valores-
trabajo. En segundo lugar, hay que hacer notar que Marx, al establecer
dicha tasas, da por hecho que es la misma para todos los sectores. Esto en
principio no es del todo cierto: concretamente, la diferencia en las tasas de
ganancia estara determinada por la composicién organica del capital en cada
sector. Pero suponer que la tasa es uniforme en el sistema de valores-trabajo
de Marx queda justificado bajo el siguiente argumento, ofrecido por [7, pag.
159] en el que cita a Sweezy:

“En efecto, los capitalistas se moveran en busca de la tasa de
ganancia mas alta posible, hasta que ninguno pueda mejorar su
situacion por un nuevo moviemiento, un estado de cosas que sélo
se alcanzara cuando la tasa de ganancia sea la misma en todas
las industrias”
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Se pueden econtrar ejemplos muy ilustrativos de lo anterior en [7, pag.
156 y 157]

Veamos ahora otra manera de expresar la tasa de ganancia media. Antes,
establezcamos la siguiente:

Definicién. 16 Se define la ,composicion orgdnica media del capital como
AAX
e (3.21)
(WX)(AD) v

Asi, si en la ecuacién 3.20 dividimos numerador y denominador por
(WX)(AD), lo cual es posible hacer ya que (WX)(AD) # 0, se tiene como

resultado
e

Ttk

Una vez que se ha definido la tasa de ganancia media, es posible es-

tablecer una primera definicion de precios de produccién de equilibrio, en

términos, por supuesto, de los valores-trabajo. Asi, dichos precios de equi-
librio quedan determinados por la siguiente ecuacién:

P =(1+7)AA+W(AD)) (3.23)

(3.22)

Lo anterior motiva la siguiente:

Definicién. 17 Sea P = (p1,p2,...,Dn), €l vector renglon en R", positivo,
cuyas componentes p; representan los precios unitarios de produccion de la
i-ésima mercancia en términos de los valores-trabajo.

Tal vector es conocido como vector de precios de produccién (6 vec-
tor de precios de equilibrio).

Por la manera en que estdn determinados dichos precios de produccion,
tenemos que las unidades fisicas de éste vector son:

unidades de tiempo

ur . _
- — — =—Vi Een
unidades fisicas de la mercancia i  w;

De acuerdo con el pensamiento marxista, esta forma de expresar los

precios de produccion cumple con las siguientes propiedades:

(a) La suma de las ganacias es necesariamente igual a la suma de las
plusvalias. Esto resulta de tomar la ecuaciéon 3.23 y multiplicarla por
el vector X para obtener el precio de la produccion total, es decir,

PX = (1+7)[AA+W(AD)X
= (1+7)[AAX + (WX)(AD)]
= [AAX + (WX)(AD)] 4+ r[AAX + (WX)(AD)] (3.24)
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El segundo sumando del lado derecho de la ecuacion 3.24 es la ganancia
media total® la cual indicaremos por la letra 7, es decir, 7 = r[AAX +
W X (AD)] Ahora bien, si se considera la ecuacién 3.20, w puede ser
reexpresada de la siguiente manera:

m = r[AAX + (WX)(AD)]

= e(WX)(AD) = s

con lo que la afirmaciéon queda probada. Es importante resaltar el
siguiente comentario de Abraham-Frois [1, pag. 21 y 22]:

“Por supuesto, habra una diferencia entre el valor excedente
creado en cada sector y la ganancia total de cada sector, da-
do que la norma para la distribucién del valor excedente es
diferente de la norma para la creacién del valor excedente.
Mas precisamente, la ganancia sera mayor que el valor exce-
dente en aquellos sectores en donde la composicion organica
del capital sea mayor que la (composicién ogédnica) prome-
dio...”

En otras palabras, lo anterior quiere decir que la forma en la que se
crea el valor excedente en cada sector es distinta de la forma en la
que éste se distribuye en cada sector, y que dicha diferencia depende
directamente de la composicién organica del capital de cada sector.

Dos aspectos importantes de esta afirmacién son: primero, que existe
una imprecisién en los conceptos, pues habria que aclarar que las can-
tidades que se estan comparando no son la tasa de ganancia y el valor
excedente, sino la masa de ganancia (la cual queda bien definida un
poco mas adelante) y el valor excedente; segundo, que Abraham-Frois
no prueba formalmente dicha afirmacién. En las siguientes lineas, se
presenta una demostracion formal, aunque antes se precisaran algunos
elementos.

3En rigor, esta cantidad vendria a ser la masa de ganancia total. Como el concepto de

masa de ganancia se define més adelante, por el momento conservaremos este término.
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De la ecuacion 3.18, se tiene que para el i-ésimo sector se cumple la
siguiente igualdad:

N = AA; + wiAD + ew;ADV i € 7

en donde

A; = el valor de cambio de la i-ésima mercancia.

AA; = ¢; = el valor del capital constante del i-ésimo sector,
wiAﬁNZ v; = el valor del capital variable del ¢-ésimo sector,
ew;AD = s; = el valor de la plusvalia del i-ésimo sector.

De manera muy similar a como lo hicimos en la definicién 16, tenemos
que

Definicién. 18 La composicion orgdnica del capital del i-ésimo sector
estd dada por

ki =

AA; P
=S viem (3.25)
w;AD (%

Evidentemente, esto tultimo genera un nuevo vector, que aunque no
se utilizard durante el resto de éste trabajo, debemos mencionarlo a
efecto de preservar la formalidad:

k1
k

2
Definicién. 19 Sea K = . el vector en R™, positivo, cuya i-
ky,
éstma componente representa la composicion orgdnica del capital del
i-ésimo sector

Finalmente, consideremos esta:

Definicién. 20 La masa de ganancia del i-ésimo sector, Vi € n, se
define como:

e(WX)(AD)
(WX)(AD) + AAX

(AA; +w;AD)
(3.26)

gi =r(citv) = T‘(AAi—FwiAﬁ) =

Entonces, tomando en consideracién las definiciones 16, 18, 20 y la de
s;, se enuncia y demuestra el siguiente:
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Teorema 2 Sea una economia con tasa de explotacion e > 0. Si k; >

k (respectivamente =, <), entonces g; > s; (respectivamente =, <), es
decir, _
e(WX)(AD)

(WX)(AD) + AAX

(respectivamente =, < ).

(AA; + w;AD) > ew;AD

Demostracion. Se demostrard la desigualdad “ > 7, las otras dos rela-
ciones se demuestran de manera idéntica. Por hipdtesis, k; > k,
AA; AAX
= = > —————=_
w;AD (WX)(AD)
AA; AAX
= =+1 > — X+
w;AD (WX)(AD)
At wiAD AAX 4+ (WX)(AD)
w;AD (WX)(AD)

. rx )(@)
(WX)(AD)
AAX + (WX)(AD)

(A4; + w;AD) > AAX 4+ (WX)(AD)

(AA; + w;AD) > w;AD

si multiplicamos esta tltima desigualdad por e > 0, resulta

e(WX)(AD)
AAX + (WX)(AD)

(AA; + w;AD) > ew;AD

O

La suma de los precios de producciéon de las mercancias es igual a
la suma de sus valores-trabajo. Para verificar esto, consideramos la
ecuacién 3.24, y como el inciso anterior ha quedado demostrado, se
tiene que:

PX

[AAX + (WX)(AD)] + r[AAX + (WX)(AD)]
[AA+ W (AD)X +r[AAX + (WX)(AD)]
= [AA+W(AD)]X + e(WX)(AD)
[AA+ W (AD) + eW (AD)) X

AX
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Algebraicamente, la formulacién de los precios de produccién en la ecuacion
3.23 no presentan ninguna inconsistencia. Sin embargo, desde el punto de
vista légico, si son inconsistentes, pues mientras que de un lado de la igualdad
se manejan precios de produccion, en el otro lado se manejan valores-trabajo.
Se encuetra una buena explicacién de dicha inconsitencia en [7, pag. 166]:

“El origen de esta contradicciéon estd en que, por un lado, el
capital constante estd expresado en precios de producciéon y, por
otro lado, el mismo capital constante, comprado por los sectores,
es decir visto desde el angulo de insumo, es expresado en val-
or...Dicho de otra manera, el error consiste en que en el esquema,
de la transformacién las mercancias producidas son evaluadas a
su precio de produccion, y las mercancias utilizadas en la pro-
duccién son evaluadas a su valor”

Es justo en esta falta de coherencia en donde los detractores de Marx apo-
yan su debate. En este punto, Abraham-Frois recurre a la aportaciéon de Von
Bortkiewicz, quien establece el siguiente sistema de precios:

P=(1+R)[PA+wWW] (3.27)

en donde

R = la tasa de ganancia, que por hipdtesis es uniforme.

P = el vector de precios de produccion,

A = la matriz de coeficientes técnicos (definida como antes),

W = el vector de coeficientes de trabajo directo (definido como antes),

w = la tasa de salario, definida como la cantidad de dinero que le per-
mite al trabajador comprar su canasta de consumo; obviamente, dicha tasa

. n
estd expresada en precios de produccién, es decir, w = PD(= ) p;d;)
i=1

Aqui es importante destacar que aunque r y R denotan la tasa de ganan-
cia, la primera se refiere el sistema de precios propuesto por Marx y la segun-
da es la que corresponde al sistema de precios propuesto por Bortkiewicz. El
cambio de notacién estd bien justificado, pues a pesar de que las dos son tasas
de ganancia, no representan el mismo concepto. Mientras que la primera tasa
de ganancia, la cual se aplica a cada uno de los sectores, estd determinada
por la ecuacién 3.20, expresada en valores trabajo, la tasa de ganancia en la
ecuacion 3.27 se halla expresada en precios de produccién, y para el i-ésimo
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sector inicialmente estda dada por la siguiente ecuacion:

Di — (Z aijpi + ww;)
R; = = (3.28)

n
(X aijpi +ww;)
=1

Con algunas operaciones basicas, se tiene el siguiente resultado:

n n
pi = (Z aijpi + ww;) + Ri(z aijpi + ww;)
=1 i=1

=>p; = (1 + R’)(Z aijp; + ww;) (3.29)
i=1

Dado que estamos suponiendo que la tasa de ganancia es uniforme en todos
los sectores, eso implica que R = R; V¢ € 7, por lo que 3.29 queda como
sigue:

n
pi =1+ R)(D_ aiypi +ww;) (3.30)

i=1
y cuando consideramos 3.30V ¢ € 7, obtenemos 3.27. De manera aritmética,
es posble ver que, calculando los precios de produccién en uno y otro sistema,
se llegan a resultados diferentes. En [2, pag. 66-98] y [7, pag. 167-174] se
pueden econtrar ejemplos desrrollados y una explicacién un poco méas amplia
de lo mencionado en estas lineas. Para finalizar, es muy importante resaltar
el hecho de que, tanto Marx como Bortkiewicz, asumen de manera implicita
que se ha dado un proceso mediante el cual, a pesar de iniciar con tasas de
ganancia diferentes en cada sector, por medio de el libre flujo de los capitales
de unos sectores a otros se alcanza una tasa uniforme para todos los sectores.
Ahora bien, este ultimo sistema es l6gicamente consistente, ademéas de
que tambien lo es matematicamente, ya que se trata de un sistema con n
ecuaciones y n incégnitas, pues cualquiera de las mercancias puede escogerse
como numerario. La correccion propuesta por Bortkiewicz presenta, segin

Abraham-Frois, 3 consecuencias importantes:

1) Los bienes de lujo no influyen en la determinacién de la tasa de ganan-
cia. Esto se puede mostrar con un sencillo.

Ejemplo. Supongase un economia constituida tinicamente por tres sec-
tores: el primero produce bienes de produccién, el segundo bienes
salario y el tercero bienes de lujo; adicionalmente se supone que los
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trabajadores sélo consumen bienes del segundo sector, por lo que la
tasa de salario estaria dada por w = pads. Asi, se tendria lo siguien-
air a2 a13

te: P = (p1,p2,p3), A = a1 axp az |, W = (wi,w,w3) y
0 0 0
entonces
P = (1+R[PA+uwW]| <&
p1 = (1+ R)[p1ain + p2(widz + az21)] (3.31)
p2 = (14 R)[prai2 + p2(wadz + a22)] (3.32)
ps = (14 R)[pia13 + p2(wsda + az3)] (3.33)

Es claro que basta tomar las ecuaciones 3.31 y 3.32 para determinar
los precios de produccién y la tasa de ganancia, pues el precio de los
bienes de lujo resulta ser una combinacion lineal de los otros dos y de
la tasa de ganancia. ®

En otras palabras, los bienes de lujo no participan en la determinacion
de la tasa de ganancia ni de los precios de los otros bienes, aunque
estos ultimos, junto con la tasa de ganancia, si determinan a aquellos.

Una vez que se acepta el sistema de precios propuesto por Bortkiewicz,
las propiedades mencionadas con anterioridad, relativas al la igual-
dad entre la suma de las ganancias y la suma de las plusvalias (a),
por un lado, y a la igualdad entre la suma de los precios y la suma
de los valores (b), por el otro, carecen de sentido, pues como afirma
Abraham-Frois [1, pag. 27], “no son conmensurables”. Sin embargo,
el propio Abraham-Frois propone normalizar el sistema de precios de
tres maneras distintas de tal suerte que, en efecto, las igualdades se
vuelvan conmensurables.

i) Hagase p; = \;. Aunque esta manera de normalizar es la primera
que propone Abraham-Frois, es la que menos analiza. En princi-
pio, no especifica si dicha igualdad es valida para todos los sec-
tores o para algiino en particular, aunque este tltimo caso care-
ceria de sentido practico. Suponiendo lo primero, se tendria, como
veremos mas adelante, que las relaciones (a) y (b) se cumplen de
manera simultdanea.

ii) Hagase PX = AX. Tal como lo afirma Abraham-Frois, esto seria
equivalente a aceptar la propiedad (b) como hipétesis, con lo que
restaria probar la otra igualdad. A continuacién, se hard ver que,
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en general, esto no ocurre. Retomamos la ecuacion 3.19, la cual
indica que:

AX = AAX 4+ (WX)(AD)+ e(WX)(AD)
= e(WX)(AD) = AX —AAX — (WX)(AD)
= AX — AAX — (AD)(WX)
= AX —AA+DW)X (3.34)

Antes de continuar, hagamos una pequena pausa para detallar
el segundo sumando del lado derecho de la ecuacién 3.34. Como
sabemos, A, A y X ya han sido definidos. Pero el objeto DW es
de reciente aparicién. Asi, consideremos una nueva:

Definicién. 21 Sea l~)W, la matriz de n x n, positiva, cuyos co-
eficientes representan la cantidad de la mercancia i que es preciso
consumir para reproducir la cantidad de trabagjo j.

Econdémicamente, la j-ésima columna de ésta matriz representa
las cantidades de cada una de las mercancias que se requieren
consumir para obtener la cantidad de trabajo directo necesario
para conseguir una unidad de la j-ésima mercancia.

Una vez hecho lo anterior, planteamos la siguiente:

Definicién. 22 Sea A* = A+ DW. Esta matriz, llamada socio-
tecnoldgica, estd formada por la suma de la matriz de coeficientes
técnicos previamente definida y la matriz de la definicion 21.

Maés interesante es su significado econémico: se trata de una ma-
triz que podria llamarse “de insumos globales” pues incluye tanto
los insumos materiales como los que corresponden a la fuerza de
trabajo. Ahora bien, si reemplazamos A* en la expresién 3.34, se
obtiene que la ecuacion de la plusvalia total esta dada por

e(WX)(AD) = AX — AA*X (3.35)

Por otra parte, del sistema de precios dado por la ecuaciéon 3.27,
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se obtiene lo siguiente

P = (1+R)(PA+uwW)
= (1+R)(PA+ PDW)
= (1+R)P(A+DW)
= (1+R)PA*

- PX = (14 R)PA*X

= PA"X + RPA*X
lo que implica que la expresién para la ganancia total es

RPA*X = PX — PA*X (3.36)

Ahora bien, ain considerando la hipétesis inicial, la cual indica
que PX = AX, las ecuaciones 3.35 y 3.36 no necesariamente
mantienen una relacion de igualdad, pues, en general, AA*X #
PA*X. Para hacer ver esto ultimo, considerese el siguiente:

Ejemplo.
0 01 O
Sean P = (2,4,1), A = (2,2,2), A* = 0 0 02 |],X-=
03 0 O
3
2 | Evidentemente, se cumple la hipétesis, pues
4

PX=6+8+4=18=6+4+8=AX

sin embargo, por un lado se tiene que

0 01 0 3
AA*X = (2,22) 0 0 02 2
03 0 0 4
3
= (0.6,0.2,0.4) | 2
4
= 18+04+1.6

= 3.8
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y por otro lado, haciendo operaciones analogas, se obtiene

0 01 0 3
PA*X = (2,4,1)| 0 0 02 2
03 0 0 4
3
= (0.3,0.2,0.8) [ 2
4
= 09+04+32

= 45

)

Con ello queda probado que, en general, las expresiones no son
iguales. Ahora bien, en este inciso se ha supuesto vilida la relacién
(b) v se ha demostrado que la relacién (a) no se cumple. A con-
tinuacién se muestra que el caso inverso tampoco ocurre.

Hagase P(I — A*)X = A(I — A*) X Es claro que esta condicién de
normalizacién equivale a que se cumpla la condicién (a), es decir,
que la suma de las plusvalias sea igual a la suma de las ganancias,
pues

RPA*X = PX - PA*X

= P(I-AYX
= AU - ANX
= AX — AA*X
= ¢(WX)(AD)

Ahora bien, la condicién (b), equivalente a que PX = AX, no
necesariamente se cumple, como se puede ver con el siguiente:

0 02 O
Ejemplo. Sean P = (6,1,2), A = (3,1,4), A* = 0 0 04
0.1 O 0

)
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1
X = 2 |. Entonces, efectuando las operaciones se tiene que:
1
1 -02 0 1
P(I-A"X = (6,1,2) 0 1 —0.4 2
-0.1 0 1 1
0.6
= (6,1,2) 1.6
0.9
=7
0.6
= (3,1,4) 1.6
0.9
1 -02 0 1
= (3,1,4) 0 1 —0.4 2
-0.1 0 1 1
= AI-ANHX
es decir, se cumple la hipdtesis, pero debe observarse que, por un
lado,
1
PX =(6,1,2)| 2 | =10
1
y por otro lado
1
AX =314 2 | =9
1
lo que demuestra lo dicho anteriormente. [

Del analisis anterior, se desprenden dos conclusiones importantes. La
primera es que, ya sea que se utilicen las condiciones de normalizacién
ii) 6 iii), no es posible que se cumplan, de manera simultanea las rela-
ciones anteriormente mencionadas, a saber (a) y (b). Asi, pareceria que
la solucién es tomar la condicién de normalizacién i), pues con esta
alternativa claramente ambas desigualdades se cumplen simultanea-
mente; pero esta presenta un problema que, de hecho, comparte con las
dos restantes: las unidades fisicas no son comparables. Esto es porque,
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de un lado, se tienen unidades monetarias, y del otro, unidades de
tiempo. Es importante resaltar éste hecho, el cual pasa desapercibido
para Abraham-Frois, pues ésta inconsistencia es exactamente la mis-
ma que Von Bortkiewicz pretende corregir con el sistema de precios
que propone. En otras palabras: los métodos de normalizacién no
resultan efectivos para volver conmensurables las igualdades,
por lo que siguen careciendo de sentido légico.

3) Dado que el nuevo sistema de precios esté determinado por la ecuacién
P = (1+ R)PA*, resulta inmediato ver que el sistema de precios de
produccién es independiente del sistema de valores trabajo. Esto im-
plica, en principio, un problema teorico para el sistema marxista, pues
para Marx el problema de la transformacién presenta un mecanismo
que parte de la teoria del valor hacia la tasa de ganancia, y de este pun-
to llega a los precios de produccién. Sin embargo, y como se ha podido
observar, tanto los precios de producciéon como la tasa de ganancia
pueden ser determinados de manera simultanea, con lo que las teorias
incluidas en los tomos I y III parecieran no tener relacién.

Hasta éste punto llegan las consideraciones derivadas del nuevo sistema
de precios. En relacién con la ltima, es cierto que, aunque no existe ningun
procedimiento l6gico-matemadtico (algoritmo) que permita pasar del espacio
de los valores trabajo al de los precios de produccién (o vicevesa), existe
una conexién que relaciona ambos espacios. Dicha conexién es conocida
como Teorema Fundamental Marxista, el cual se enuncia y demuestra a
continuacion.

Antes de proceder a la demostraciéon del teorema, se debe senalar que
se disponia, en principio, de dos versiones de dicha demostracion: la que
presenta Abraham-Frois y la de Roemer; ambas versiones son muy parecidas
y, de hecho, ambas contienen algunas imprecisiones formales. Sin embargo,
la segunda ofrece un mejor desarrollo logico y es la que, una vez que se ha
corregido, se incluye en éste trabajo.

Teorema 3 (Fundamental Marxista) Sea A* = A+ DW, como se defi-
nio previamente. Supongase que A* es irreducible. Entonces la tasa de ganan-
cia R>0&e>0

Demostracién. Considerese el sistema P = (1 + R)P(A+ DW)
=P = (1+R)PA"
= ——P = PA"
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Asi, se tiene que ﬁ es un valor propio de A*. Ahora bien, en general,
este valor propio no es un ntimero real®. Sin embargo, dado que A* es irre-
ducible, por el Teorema de Perron-Frobenius® existe una tnica R tal que

1

el valor propio Lp esun numero real y estrictamente positivo; asociado a

éste valor propio, existe un tinico vector propio (por la izquierda) P > 0 que
resuelve la ecuacion en cuestién. Del mismo modo, existe un vector propio
por la derecha X > 0 que cumple

X=(1+R(A+DW)X (3.37)

En cuanto al valor propio, hay que notar que aunque HLJT? > 0, R no

necesariamente lo es, pues

1
—— > 0
1+R
s14+R > 0
&R > -1

Las siguientes lineas demuestran que R >0« e > 0. Por un lado,
multipliquese la ecuacién 3.37 por la izquierda por el vector A, con lo que
se obtiene

~

AX = (1+R)AA+DW)X
(1+ R)(AAX + (AD)(WX)) (3.38)

Por otro lado, manipulando la ecuacién 3.17 se tiene que

1—AD
e = —_—
AD
=eAD = 1—AD
=eAD+AD = 1
= AD(14e) = 1
~ 1
AD = 3.39
= 1+e ( )

4Aquf es en donde Roemer presenta una imprecisién. El comienza su demostracién
diciendo “Sea (m, P) el tnico par que satisface P = (1 + m)P(A + DW)” En realidad,
como A* es de orden n > 2, existen n pares (valores y vectores propios) que satisfacen
el sistema. Las siguientes lineas de la demostracién aclaran de manera apropiada dicha
imprecisiéon

5Vease la seccién 8.2 del apéndice
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Al sustituir la 1ltima igualdad en 3.38 se tiene que

1

T (WX)) (3.40)

AX = (14 R)(AAX +

Dado que tanto A como X son estrictamente positivos, entonces ambos
lados de la ecuacién 3.40 son estrictamente positivos, y asi dicha igualdad
se puede reescribir de la siguiente manera

- AX
1+R= i = (3.41)
(AA+ W)X

Si se considera, por una parte, la forma en que estd definido A por la
ecuacién 3.11 y, por otra parte, la ecuacién 3.41, se puede observar que

R >0
- 1 ~
S AX > (AMA+ W)X
1+e
1 N
S (AM+W)X > (AA+ W)X
1+e
1
sSW o o>
1+e
Sl+e > 1
Se > 0

O

Ha quedado demostrado el vinculo existente entre los espacios de los

valores trabajo y los precios de produccién. Pero en éste punto, es necesario

retomar el estudio que realiza Roemer relativo al modelo que hasta el mo-

mento se ha presentado en nuestro trabajo. Dicho analisis tendra lugar en
el siguiente capitulo.



Capitulo 4

El modelo de Roemer

Después de establecer las caracteristicas del modelo econémico, ademas
de probar el Teorema Fundamental Marxista, Roemer indica que [12, pag.
17]:

“En un modelo como el que se ha descrito, se asume de manera
simple que un equilibrio marxista es aquel en el que un sistema
de precios iguala la tasa de ganancia en todos los sectores.”

Sin embargo, como apunta el propio Roemer, esta formulaciéon del modelo
presenta ciertos problemas; por un lado, el relacionado con el comportamien-
to (econdmico) de los sectores involucrados y, por otro lado, el problema
relativo a los niveles de producion de los sectores que integran la economia.
Ambos problemas se abordan a continuacién.

En lo que respecta a la primera cuestién, Roemer afirma que [12, pag.
17]:

“El concepto de equilibrio, en economia, es usualmente el si-
guiente: consiste en un estadio en el cual, si todos los agentes
siguen sus reglas de comportamiento, el resultado consecuente
es socialmente consistente”

y continda [12, pag. 17]:

“En el sistema capitalista (como en los demés), los capitalistas
buscan maximizar sus gananacias. Asi, se deberia derivar el vec-
tor de precios de tasa de ganancia uniforme (TGU) como una
consecuencia de la maximizacién de ganancias por parte de los
capitalistas.”

39
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En cuanto al segundo problema, Roemer apunta: [12, pag. 18]:

“Para una nocién de equilibrio general, quisieramos no sélo es-
pecificar los precios, sino tambien cuales son los niveles de pro-
duccién.”

y agrega que [12, pag. 18]:

“...una teoria del equilibrio debe proporcionar una descripcién
de los niveles de produccién, aun si los precios resultan ser inde-
pendientes de tales niveles.”

En breves palabras, las problematicas arriba planteadas se refieren a dos
conceptos importantes: factibilidad y reproducibilidad. ; Cémo resuelve Roe-
mer las situaciones planteadas anteriormente? En primer lugar, se analiza
la factibilidad. Supongamos que existen N capitalistas ' y el v-ésimo posee
una dotacion inicial de 0¥ mercancias producidas; lo anterior da lugar a la
siguiente:

14

wy

UJV

s . 2
Definicién. 23 Se define como 2V = ) el vector columna en R",

v
wn
semipositivo, cuyas componentes w; representan la cantidad de la i-ésima

mercancia que posee el v-ésimo capitalista como dotacion inicial.

Este vector es llamado vector de patrimonios 6 vector de dota-
ciones iniciales

Las unidades fisicas de la i-ésima componente de éste vector son, al igual
que en los vectores X, F' y D, unidades fisicas de la mercancia .

La introduccién de este nuevo elemento, el vector ¥, genera una conse-
cuencia importante: si se tiene un vector de precios dado P, cada capitalista
estard restringido en su nivel de actividad por el valor de su capital expre-
sado en precios de produccién, es decir, por P2”. Ademés de lo anterior,
deben considerarse las siguientes

Hipdtesis (de factibilidad):

f-1) Los trabajadores no tienen dotacién de mercancias producidas; sélo
cuentan con su fuerza de trabajo;

!Para este capitulo no existe ninguna restriccién al respecto de como es N en relacién
con n. En la siguiente seccién, en donde se analiza el modelo de competencia imperfecta,
necesariamente se tiene que N < n
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f-2) La produccion toma tiempo; se ingresan insumos un dia y se obtienen
productos al dia siguiente;

f-3) No hay mercado de crédito, por lo que se tiene que pagar por los
insumos al momento de adquirirlos;

Una vez que se han establecido las hipdtesis, comezamos a estructurar
el modelo buscado.

Para lograr el objetivo, debemos tener claro que la idea principal es
que el v-ésimo capitalista comienza con su capital 0¥, con el cual busca
incrementar su riqueza por medio de la tasa de ganancia mas alta, tomando
en cuenta, por supuesto, la restriccién en los niveles de producciéon que le
impone el precio de su capital incial.

Denotemos ahora el vector de producciones del v-ésimo capitalista por
X". Entonces, segun el sistema de precios determinado por la ecuacién 3.27,
tenemos que el precio de la produccon total de dicho capitalista seria:

PX"=(1+ R)(PA+wW)X" (4.1)
Y por consiguiente:

PX" = (PA+wW)X"+ R(PA+wW)X"
= R(PA+wW)X" = PX"—(PA+wW)X"”
= R(PA+wW)X¥ = [P—(PA+wW)X" (4.2)

De manera que, por un lado, tenemos que el v-ésimo capitalista busca
maximizar la cantidad expresada en el lado derecho de la ecuacion 4.2. Por
otro lado, ya hemos dicho que el susodicho capitalista producird cada bien en
la medida que se lo permita su capital incial. Esto ultimo se puede expresar
en notacion matematica como sigue:

[P — (PA+wW)] X" < PQY (4.3)

Roemer resume todo lo anterior mediante el planteamiento del siguiente
programa lineal:

Dado un vector de precios P,

max|[P — (PA+ W)|X"

sa.(PA+W)X” < PQ"  (PL)

con XV >0

En éste punto, merece la pena hacer una aclaraciéon importante. Si el
lector se detiene un instante para observar el programa lineal, notard que
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existe un vector W en lugar del vector W que se habia venido manejando
con antelacién. La diferencia estiba en que cada vector maneja unidades
fisicas diferentes, lo cual queda justificado por dos argumentos. En primer
lugar, y como ya se indicé previamente, Roemer inicia su trabajo utilizando
el sistema de precios propuesto por Von Bortkiewicz, indicado en la ecuacién
3.27. En segundo lugar, y considerando dicha ecuacién, Roemer usa como
hipétesis que el salario esta normalizado a la unidad, es decir, que w =
n

Pﬁ(: > pid;) = 1 En otras palabras, con dicha hipdtesis, los valores de
i=1

los vectores Wy W son los mismos entrada por entrada, pero las unidades
fisicas son distintas, pues mientras que las del vector W son las que especifica
su definicién, las del vector W son las mismas que las del vector PA, con lo
cual el sistema es completamente consistente a este respecto 2,

Hecha la aclaracién anterior, regresemos al programa lineal (PL). Lla-
memos AY(P) al conjunto de vectores solucién de dicho programa lineal.
Ahora bien, en éste modelo econémico, dado un vector de precios P, podria
ocurrir que las elecciones de produccion hechas por cada uno de los diversos
capitalistas no sean factibles en conjunto. Dicho de otra manera, se debe
garantizar, para que un vector P sea considerado un vector de precios de
equilibrio, que los niveles de produccion de los capitalistas sean globalmente
factibles. Ese hecho puede quedar bien identificado por medio de la siguiente:

N
Definicién. 24 Sea Q = Y QY. Ademds, si para cada v, X" € A”(P), sea

v=1
N
X = > X". Entonces se dice que X es globalmente factible si
v=1
AX+DWX)<Q (4.4)

La interpretacion de la desigualdad 4.4 es la siguiente: los insumos inter-
medios totales, mas los bienes salario totales para los trabajadores emplea-
dos, no deben exceder los insumos totales disponibles.

Los parrafos anteriores han tratado la cuestion relativa a la factibilidad.
Toca ahora el turno al problema de la reproducibilidad. De manera similar
a lo hecho anteriormente, primero que nada establecemos las siguientes:

Hipdtesis(de reproducibilidad):

r-1) Soélo los trabajadores empleados consumen bienes salario;

2 Aqui Roemer presenta otra imprecisién, pues maneja de manera indistinta los vectores

Wy W.
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r-2) Los capitalistas no consumen bienes;
r-3) Todos las existencias que no se utilizan son almacenadas;

Cuando hablamos de reproducibilidad, lo que se quiere decir es que el
modelo econémico debe garantizar que puede reproducirse a si mismo, o en
palabras de Roemer [12, pag. 19]:

“...debe crear las insitituciones y la ideologia que le permita con-
tinuar existiendo.”

En términos més practicos (econémicamente hablando), Roemer establece
[12, pag. 19]:

“... el simple prerrequisito econémico de que la economia no deba
operar en forma tal que el stock (de un bien) necesario tienda
hacia cero, en cuyo caso la produccion posterior seria imposible.”

Para Roemer existe una manera simple de asegurarse que dicho prerre-
quisito se cumpla: pedir que el vector de existencias al principio del siguiente
periodo sea, componente a componente, mayor o igual que el vector de ex-
istencias del periodo actual. Hagamos un planteamiento de lo anterior en
notacién matemaética: supongamos que las existencias, o mas precisamente,
las dotaciones iniciales de un periodo determinado, estan dadas por ); en-
tonces las existencias totales del siguiente periodo estaran dadas por

Qi1 =Y —[AX +D(WX)] + X (4.5)

en donde X es el mismo vector que se defini6 en el capitulo anterior.
Considerando todos los elementos mencionados, es posible establecer la
condicién de reproducibilidad como sigue 3

Qi1 > U
= O - [AX+DWX)]+X > O
=X > AX+D(WX) (4.6)

Se han determinado, entonces, las condiciones de factibilidad y repro-
ducibilidad que se requerian para establecer con mas precision la nocién de
equilibrio, la cual se enuncia a continuacion:

3En su trabajo, Roemer establece la condicién de reproducibilidad como “mayor” y no
como “mayor 6 igual”. Sin embargo, cuando escribe la desigualdad usa el simbolo “=”.
En este trabajo se ha hecho la correccién para evitar confusiones al lector.
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Definicién. 25 Un vector de precios P es una solucion reproducible (S.R.)
para una economia (A, W;D; Q' Q2 ... Q) si

(a) Yv,3X" € AY(P) tal que (mazximizacion de ganancias)
N -

(b)) X => X" yAX +DWX) L X (reproducibilidad)
v=1

(¢c) PD =1 (salario normalizado a la unidad)
N -

(d) Q=S 0 y AX + DIWX) < Q (factibilidad)
v=1

De acuerdo con Roemer, aunque esta definicién provee una idea de equi-
librio més especifica, no termina por ser del todo completa. En efecto, y
como él senala [12, pag. 20]:

“Se podria pedir una descripciéon ampliada de la conducta de
los trabajadores (empleados). En el presente modelo,...siempre
estan requiriendo el mismo vector D. Ademds, uno se podria
preguntar qué consumen los capitalistas y qué pasa con aquellos
trabajadores que estdn desempleados...”

El propio Roemer analizara esas situaciones en capitulos posteriores de
su trabajo.

Mientras tanto, conviene seguir analizando el modelo hasta ahora descri-
to. La definicién establece las condiciones que se han de satisfacer para que
un vector de precios de equilibrio P sea considerado una S.R. Sin embargo,
no se ha indicado hasta el momento si siempre existe dicha S.R. Roemer se
pregunta [12, pag. 19]:

“;Existird un conjunto de elecciones (de niveles de produccién)
que sean individualmente éptimas para los capitalistas, de tal
forma que sean globalmente factibles y que la economia sea re-
producible?”

Roemer responde a esta pregunta mediante la mencién y demostracion
de un teorema. Sin ambargo, por claridad, en este trabajo demostraremos
primero un resultado util. Sea C* el conjunto definido como sigue:

C*={Q e R}|3X =0 que cumple con A*X =Qy X = A*X}
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Es importante resaltar el sentido econémico de dicho conjunto: se trata
del conjunto de todos los vectores de dotaciones iniciales tales que existe
un vector de producciones totales que cumplen, por un lado, que el vec-
tor de demandas intermedias es igual a dicho vector de dotaciones iniciales
y, por el otro, que hacen que dichas producciénes totales sean mayores o
iguales que las demandas intermedias, es decir, que hacen que la economia
sea reproducible. Ahora bien, Roemer afirma que este conjunto describe un
cono convexo cerrado y no vacio, aunque no demuestra las tres primeras
caracteristicas. Asi, para formalizar lo anterior, procedemos de la siguiente
manera;

Teorema 4 C* es un cono convexo cerrado y no vacio.
Demostracion.

a) Se demostrard que en efecto C* es un cono. Para ello, es necesario
demostrar que si Q € C* ya 2 0€ R = af2 € C*. Sea Q € C* =
3X = 0 que cumple con A*X = Qy X 2 A*X. Seaa >20€ Ry
consideremos af2, lo cual implica que af) = aA*X. Hagamos ' = af)
y X' = aX. Esto da como resultado:

Q= A*X' (4.7)

lo cual significa que se cumple con la primera condicién de pertenencia
de C*, pues X’ 2 0. Ademds, como « = 0, se tiene que:

X =2 A*X
=aX 2 ad*X
=X > AX

cumpliendo con la segunda condicién de pertenencia de C*, que junto
con la expresion 4.7, demuestra que C* efectivamente es un cono.

b) Ahora tenemos que demostrar que el cono que genera C* es convexo.
En otras palabras, hay que probar que:

V1,0 eC*=a1+60 €C*, cona,20ya+F=1

Sean 21,9 € C*. Entonces, por definicion,

E|X1 26 ‘ A*Xl :Ql Yy Xl 2 A*Xl
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y también
E|X2 2 6 | A*Xg = Q2 y Xg z A*Xg

Hagamos af2; = Q) y Qs = Qf. Por el inciso anterior, tenemos que
Q) y Q) estdn en C* Asi, consideremos la suma de Q) y Qf, lo que
origina:

1+ Q= A" X + A* X))
con aX; = X{y X2 = X}, Si hacemos Q) + Q) = Q3 y X|+ X}, = X3,
se tiene que:

THQ, = ATX| + A*X)

=0 +0), = AYX]+X5)

Por otro lado, y considerando las hipétesis, se tiene que:

X1+ X, =2 A X+ A*X)
= X1+ X, = AYX]+ X))

De 4.8 y 4.9, se sigue que Q] + Q) = Q3 € C*, lo que significa que C*
es Un cono Convexo.

Debemos demostrar ahora la cerradura de C*. Para ello, recurrire-
mos a la caracterizacion de la cerradura de un conjunto basada en las
sucesiones. En otras palabras, se tiene que C* es cerrado si y sélo si

V{Qn}CC*| lim Qn=0=0QecC*
m—0o0

Supongamos que tenemos la sucesién {2,,} C C*, de donde se des-
prende que

VmeNIX, 20| A Xy =Qny X 2 A" X,

Tomando limites se tiene que

lm A*X,, = lim Q, =0
m—0o0 m—0o0
= A*(lim X,) = Q
m—0o0
= 3X | lim X, = X
m—0o0

= A'X = Q (4.10)
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Anélogamente, tomando limites en la desigualdad se tiene que:

lim X,, = lim A*X,

m—00 m—00
= lim X,, =2 A*(lim X,,)
m—oo m—0o0

y por lo dicho en las lineas anteriores 3X | lim X, = X, entonces
m—0o0

X = A*X (4.11)

De 4.10 y 4.11 se obtiene el resultado requerido.

d) Finalmente, vamos a probar que C* es no vacio. Esto resulta inmediato
si observamos que 2 = 0 € C*; basta hacer X = 0 para obtener el
resultado buscado.

O

Con lo anterior ha quedado demostrado el Teorema 4. Pero antes de con-
tinuar, vale la pena hacer una pausa para plantear una discusién importante,
relacionada con el inciso d) del teorema recien demostrado. Para demostrar
que C* es no vacio, Roemer afirma que la expresion X* = (1 + 7)A*X*
corresponde a una trayectoria de crecimiento balanceado. Primero que nada,
se debe decir que Roemer estd trabajando, al menos durante esta seccion,
con un modelo estético, y las trayectorias de crecimiento balanceado estan
definidas para los modelos dindmicos, de donde se sigue que existe una im-
precisiéon conceptual. En segundo lugar, y suponiendo que se hicieran los
ajustes necesarios para adaptar la expresion al modelo dindmico, la expre-
sién en cuestién si corresponderia a una trayectoria de crecimiento balancea-
do, pero para un modelo en el que el trabajo es un bien y no un factor de
produccién primario, lo cual contradice una de las hipdtesis iniciales. Final-
mente, hay que decir que, de acuerdo con Takayama [14, pag. 399], y con
las dos consideraciones hechas con anterioridad, no sélo se podria garantizar
la existencia de la trayectoria de crecimiento balanceado, sino que ademas
esta seria unica, por el simple hecho de que la matriz A* se ha supuesto
irreducible.

A continuacién, presentamos el resultado del que hablamos en lineas
anteriores. El planteamiento del teorema en cuestién y su respectiva de-
mostracion presentan algunas imprecisiones, las cuales se senalan oportu-
namente, ademas de que se efectiian las respectivas correcciones. Roemer
establece el teorema como sigue [12, pag. 20]:
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“Sea el modelo dado [A, W, 5] con A productiva e irreducible y
la tasa de explotacién e > 0. Sea (P, X', X2,..., X"™) una S.R.

N
no trivial (i.e. >, X = X # 0). Entonces el vector de precios P

v=
es el vector de TGU (tasa de ganancia uniforme). Ademds una
S.R. existe si y s6lo si 2 € C*, en donde C* es un cono convexo
particular en R", el cual contiene la trayectoria de crecimiento
balanceado del modelo.”

El planteamiento merece una observacion. Aparentemente hay un error
en los requerimientos de productividad e irreducibilidad, el cual obliga a
analizar dos casos:

i)

ii)

Supongamos que, en efecto, se pide que sea la matriz A la que debe
ser productiva e irreducible. Aunque la irreducibilidad de la matriz A
y el hecho de que W D sea una matriz semipositiva garantizan que A*
es irreducible, no se puede hacer la misma deduccién con reespecto a
la reproducibilidad. Esta aclaracién tiene lugar, pues los argumentos
que se usan en la demostracién son precisamente la productividad y
la irreducibilidad de A* y no la de A.

Supongamos que hay un error tipografico (o de redaccién) y que la
hipotesis es que es A* la matriz que debe ser productiva e irreducible.
En este caso, hay que hacer notar que, bajo esa hipétesis, la condicién
de que e > 0 es redundante o inecesaria, pues por el inciso v) del
Teorema 20 y por el Teorema Fundamental Marxista, A* es productiva

1 =y ~
@A(A)<1(:>1 §<1<:>1+R>1(:)R>0<:>e>0
+

En otras palabras, si A* es productiva y H%? es la raiz de Frobenius de
A* entonces e > 0, por lo que no es necesario pedirlo como hipétesis.

Asi, de acuerdo a lo mencionado con anterioridad, un planteamiento méas
acertado seria el siguiente:

Teorema 5 Sea el modelo dado [A, W, D] con A* irreducible y e > 0. Sea
(P, X', X2 ...,X") una S.R. Entonces

i) el vector de precios P es justamente el vector de TGU (tasa de ganan-

cia uniforme).
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it) una S.R. 3 < Q € C*, en donde C* es el cono definido con anterio-
ridad.

En cuanto a la demostracion, se hara el analisis de cada inciso por sep-
arado. Asi, la demostracién que hace Roemer de lo que seria el inciso ) es
la siguiente [12, pags. 20 y 21]:

“Sea X # 0 el vector de actividades agregadas asociado a la S.R.
Por definicién de S.R., X > A*X. Recuerdese que A* = A+ DW
es la matriz aumentada de coeficientes de insumos. Nétese que
por el Teorema Marxista Fundamental, se tiene que e > 0 implica
que A* es una matriz productiva, esto es, el valor propio de
Frobenius de A*, H—Lﬁ’ es menor que la unidad. Se sigue del
teorema de Frobenius que (I — A*)7! existe y es una matriz
positiva, porque A* es irreducible. Nétese también que como X #
0, de hecho tenemos que X > A*X; pues si X = A*X, entonces
el valor propio de Frobenius de A* serfa igual a la unidad, lo
cual no ocurre. Pero X > A*X implica que (I — A*)X > 0;
como (I — A*)™1 > 0, esto implica que X > 0. Esto es, en una
S.R. (No trivial) debe haber actividad en todos los sectores.

Al maximizar ganancias, dados los precios P, los capitalistas o-
peraran sélo aquellos procesos que generen la maxima tasa de
ganancia, y operaran con dichos procesos en cualquier combi-
nacién convexa al limite de sus restricciones de capital (por li-
nealidad). Esto se puede ver revisando el programa lineal. Asf,
para que todos los procesos operen es necesario que el vector de
precios P genere la misma tasa de gananacia en todos los sec-
tores. Por el Teorema de Perron-Frobenius, hay un inico vector
posible, salvo por un multiplo escalar el cual esta determinado
por la definicion de S.R. Entonces, hay a lo mas un vector de
precios viable, P*, en donde P* = (1 + R)P*A*”

Hasta aqui la demostracién de Roemer. Evidentemente, si tomamos en
cuenta las observaciones que se le han hecho al planteamiento, es natural
que la demostracién que hace el autor nos parezca erronea. Primero que
nada, es importante observar que del hecho de que se tenga una S.R. no
trivial no es inmediato que X > 0. Para llegar a esa conclusién, Roemer
usa la hipétesis de que A* es productiva e irreducible. En segundo lugar,
es claro que si se toma a A* con dichas caracteristicas no es necesario de-
mostrar que X es un vector estrictamente positivo, pues por el Teorema
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20, se garantiza la existencia (y de hecho también la unicidad) de dicho
vector; independientemente de que estemos hablando de una S.R. Asi, en
realidad se tiene que se trata de dos resultados independientes, de ahi que
la demostracién que hace Roemer es fallida. En realidad, lo que se puede
decir es que, en una S.R. con A* es productiva e irreducible, existe un tnico
vector de producciones totales en el que debe haber actividad en todos los
sectores de la economia. Para finalizar, la condicién de que e > 0 le da una
interpretacién econdmica concreta al Teorema en cuestion: si se tiene una
S.R. (con A* irreducible) y una tasa de explotacién positiva, entonces existe
un unico vector de producciones estrictamente positivo.

Pasando al segundo parrafo de la demostracién, se tiene una situacion
muy parecida: Roemer no da una demostracién formal, sino méas bien da ar-
gumentos econémicos. En realidad, tampoco hace falta dicha demostracion
formal. Basta con considerar que, por dlgebra lineal, asi como existe un vec-
tor propio X>0 por la derecha, también existe un vector propio por la
izquierda P> 0, el cual puede ser considerado como un vector de precios de
equilibrio, y como el valor propio asociado a dicho vector es tinico y positi-
vo, la tasa de ganancia es uniforme en todos los sectores. En todo caso, la
“demostracién” de Roemer mas bien representa la interpretaciéon econémica
del resultado matematico. Esto da por concluida la demostracion del inciso

).

Es momento de pasar a probar el inciso ii). A diferencia del inciso ante-
rior, en este caso no se incluird la cita textual con la demostracién que hace
Roemer, pero se senalara, punto por punto, aquellas partes en las que aquel
incurrié en errores o impresiciones. Comenzaremos probando la necesidad:

=) Supongamos que existe una solucién reproducible. Por linealidad, cada
capitalista gastara la totalidad de su patrimonio inicial si pretende
maximizar ganancias, de donde se tiene que:

Vv PPA*XY = P*Q)Y

lo que tomando la respectivas sumas sobre v en ambos lados de la
igualdad implica que:
P*A*X = P*Q

Por definicién de SR, A*X < Q. Considerando estas dos ultimas situa-
ciones, y si ademés se toma en cuenta que P* > 0, se tiene que:

A*X =Q
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También por definicién de SR se tiene que X > A*X*. De todo esto
se sigue que €2 € C*

<) Supongamos que 2 € C*. Entonces existe X' tal que M X' =Qy X' =
MX'. Con esto se cumplen las condiciones (b) y (d) de una S.R. Resta
probar (a) y (b). Consideremos, por el inciso anterior, al inico vector
de precios P*, que como sabemos, es el que genera Tasas de Ganancia
Uniforme. En este caso, cualquier eleccién de producciones que haga
el v-ésimo capitalista que agote todas sus dotaciones iniciales sera una

N
eleccién que maximiza ganancias. Asi, si hacemos A(P*) = Y AY(P),
v=1

tenemos que:
AP ={X > 6| P*MX' = P*Q}

Evidentemente, cualquier X se puede escribir como una combinacién
lineal de los X” En particular, X’ € A(P*). Y entonces se cumple
la condicién (a). Y de hecho, para que ello ocurra, necesariamente (c)
debe ocurrir, pues ello permite factorizar el vector P* en la restriccién
del programa lineal. Asi, se tienen todas las condicones de una S.R.

Hasta aqui se ha analizado un modelo en el que se ha supuesto, im-
plicitamente, que todos los capitalistas tienen acceso total e irrestricto a la
tecnologfa. Antes de proceder a analizar el modelo en el que esto no ocurre,
se debe insistir en que hasta el momento, y como lo indica el mismo Roemer
[12, pag. 22]

“... el concepto de equilibrio es estatico...”.

Mi4s adelante, en el capitulo 5 de este trabajo, se analizard con cierto detalle
el modelo dindmico.



Capitulo 5

Roemer y su modelo de
competencia imperfecta.

Antes de continuar con el presente trabajo es necesario realizar una dis-
tincién importante. Los modelos de equilibrio econémico pueden clasificarse
en dos tipos: los de competencia perfecta y los de competencia imperfecta.
En los primeros, todos los participantes tienen acceso a la misma informacién
y en consecuencia no existe ningun tipo de ventaja para nadie. Contraria-
mente, en los modelos de competencia imperfecta cada participante tiene
acceso sélo a cierta cantidad de informacién, la cual puede o no compartir
con otro participante, ya sea de manera parcial o total.

Como es facil ver, en los capitulos anteriores se ha trabajado con el
modelo de competencia perfecta, pues se ha supuesto que todos los capi-
talistas tienen acceso a todos los sectores. Sin embargo, en este capitulo se
trabajard con el modelo de competencia imperfecta.

Asi, ademads de las hipétesis que hemos venido manejando, considerare-
mos las siguientes:

Hipdtesis de competencia imperfecta:

9) Cada capitalista puede ingresar sélo a una parte de la tecnologia com-
pleta; en otras palabras, para éste modelo los capitalistas sélo pueden
operar en algunos sectores;

10) Cada sector de la economia es operado por, al menos, uno de los ca-
pitalistas;

La primera hipotesis recien introducida tiene como consecuencia, como
veremos mas adelante, que no necesariamente se generan las mismas tasas
de ganancia en todos los sectores.

52
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Ahora bien, es posible que haya sectores a los cuales varios capitalistas
tengan acceso de manera simultdnea. Especifiquemos lo anterior por medio
de la siguiente definicién:

Definicién. 26 Denotamos con S, al subconjunto de m, i.e. S, C m, el cual
estd formado por los subindices de los sectores a los cuales tiene acceso el v-
ésimo capitalista. Alternativamente, se puede ver a S, como la informacion
disponible para el v-ésimo capitalista.

Consideramos las SR como antes; sin embargo, tenemos que observar que
existe una diferencia y es que el programa (lineal) para el v-ésimo capitalista,
para el cual el conjunto A”(P) es la coleccién de vectores de produccién que
representan las soluciones que maximizan las ganancias, estd mas restringido
que antes, pues por la hip6tesis (9) ahora el capitalista en cuestién sélo tiene
acceso a algunas de las columnas de la tecnologia [A, W, IN)] En este punto,
un pregunta natural seria ;cémo son los vectores de precios de produccion
que determinan a las soluciones reproducibles? Por el inciso i) del Teorema
5, los precios P de TGU serdn una SR; pero en general, segin Roemer,
habra otros vectores de precios de equilibrio.

En efecto, Roemer apunta [12, pag. 23]:

“El hecho, quiza sorpresivo, es que hay, en general, una infinidad
de vectores de precios de equilibrio para este modelo econémico.”

Probaremos esta afirmacién formalmente un poco maés adelante. Antes
es preciso comentar que en esta parte Roemer introduce el término grado
de monopolio y senala que utiliza la defincién proporcionada por Kalecki
en [8]. No obstante, dicha defincién involucra elementos que no estan rela-
cionados de manera directa con esta investigacion; asi, para efectos practicos
entenderemos por grado de monopolio la libertad que tiene un determinado
capitalista para determinar la tasa de ganancia para su conjunto .S, .

Considerando lo anterior, Roemer insiste en el punto [12, pag. 23]:

“...podemos asegurar tajantemente lo siguiente: a cada una de
las infinitas distribuciones de grados de monopolio entre los N
capitalistas, le corresponde un vector de precios de equilibrio.”

Procedemos a establecer de manera formal lo que hemos dicho con ante-
rioridad, comenzando por el caso més simple. Supongamos que los conjuntos
S1,...,5n, los cuales representan los sectores a los que tienen acceso los ca-
pitalistas, son ajenos dos a dos, es decir,
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SiNnS;=0,VijeN (5.1)

Por otro lado, por la hipétesis 10), se tiene que:

N
Us. =n (5.2)

Por simplicidad, mantendremos el supuesto de que A* es irreducible.
Por lo tanto, como se vio en el Teorema 5, en una S.R. (no trivial) existe un
vector de producciones totales en el que hay actividad en todos los sectores
de la economia.

Ahora consideremos la siguiente:

Definicién. 27 El precio unitario de produccion del i-ésimo sector estd de-
terminado por la siguiente igualdad:

pi=(1+ Ri)PAi* en donde A™ = A" + 5(W)Z (5.3)

De la expresién 5.3 es necesario resaltar el nimero R;, que viene a repre-
sentar la tasa de ganancia en el i-ésimo sector asociada al vector de precios
particular P; ademés A y A’ son las i-ésimas columnas de las matrices A*
y A, respectivamente.

Con lo anterior podemos enunciar y demostrar el siguiente:

Teorema 6 Supongamos que S, NS, =0, V v,u € N. P es un vector de
precios asociado a una solucion reproducible’ <

Vv € N, sii,j€S,= R =R, (5.4)
Demostracion.
=) La necesidad se sigue inmediatamente del inciso i) del teorema 5.

<) Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que para alguna v se
tiene que R; # R; para algunas i,j € S,. Entonces ese capitalista
operaria solo en el sector de maxima tasa de ganancia disponible en su
conjunto S,. Dado que, por hipétesis, S, NS, =0, ¥V v, € N, ningin
otro capitalista podria operar en alguno de los sectores que el v-ésimo
capitalista dejara de operar, por lo que existe la posibilidad de que

'En la parte correspondiente del texto original, Romer introduce el término “vector
de precios reproducible” para designar a este vector. Aqui se ha cambiado para evitar
confusiones al lector.
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ocurra que el vector de producciones totales X pudiera tener algunas
de sus componentes nulas, es decir, podria darse el caso de que, para
alguna i € 7 x; = 0, lo que viola? la positividad del vector X.

O
Ahora bien, es posible probar que se pueden especificar las tasas de
ganancia® para tener cualesquiera proporciones deseadas entre los S, . . ., Sy,

asi como un vector de precios que provoca que esas tasas de ganacia existan.

Teorema 7 Sean di,...,d, numeros positivos tales que
i) min{d;} =1
i) maz{d;} <1+ R

en donde H% es la raiz de Frobenius de la matriz A*. Entonces existe un

unico vector de precios P > 0 que genera las tasas de ganancia positivas R;
(cada R; se corresponde con el i-ésimo sector) y dichas tasas de ganancia

son tales que
.. _ 14+R 4
Vi, jeEn, —— = —
J 1+R;, d,
Demostracion. Sea D la matriz diagonal formada con los nimeros d;. Por el
Teorema 14, A*D es irreducible?. Por otro lado, se prueba la siguiente:

Afirmacion. 1 A*D es una matriz productiva.

Demostracién. Sea P el vector propio (de precios de produccién) asociado a
la raiz de Frobenius de A*, lo cual implica que

P =(1+ R)PA*

Si consideramos, por una parte, el resultado® del Teorema 13, y por otra,
que max {d;} <1+ R, se deduce que

PD !> PA*

y en consecuencia
P> PA*D
2En su trabajo, Roemer indica que lo que se viola es la condicién de reproducibilidad
establecida en la definicién 25, situacién que no necesariamente ocurre, atin si X > 0
3 Andlogamente a la nota anterior, aqui se deja el término “tasa de ganancia” en lugar
del de “factor de ganancia”, que Roemer incluye en su trabajo original.

4Vease la seccin 8.1 del Apéndice
5Idem
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mostrando la productividad de A*D ~ O
Asi, existAe un unico vector de precios unitarios P y un nimero real
positivo 1 + R tal que R L
P=(1+R)PA*D
y entonces o
p=d;(1+ R)PA™ (5.5)

Entonces, dada la definicién 27, se tiene que el precio de produccién del
i-ésimo sector estd dado por

pi = (1+ R;)PA™ (5.6)

Cuando comparamos 5.5 y 5.6 obtenemos:

|+ R = dy(1+ R) (5.7)
y entonces

1+R _ d(+D)

147, 4(1+R)

1+ T, _ &

1+1’%A\j 4

Ademas, por la ecuacién 5.7, ]/%\Z >0Vi € m,porqued; =21y R>0.
O

Lo anterior ha probado el resultado. Sin embargo, Roemer también de-
muestra la unicidad del vector de precios de equilibrio. En realidad no hace
falta tal demostracién, pues al considerar la raiz de Frobenius de la matriz
A*D, el vector asociado a ella es 1inico.

En este punto, Roemer hace la siguiente anotacién [12, pag. 25]:

“Nota: de la prueba del teorema se puede observar que la condi-
ci6n maz{d;} < 1+ R es sélo una condicién suficiente para
mantener el resultado del teorema. En general, maz{d;} puede
ser mayor que 1 + R y el resultado atin puede mantenerse.”

La afirmacién es falsa. Si se considera la posibilidad de que max{d;} =
1 + R, entonces esto afecta directamente los coeficientes de D~!, haciendo
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que se pierda la productividad de A*D y en consecuencia no se obtendria el
resultado buscado.

Para continuar, tenemos que una aplicacién directa del Teorema 7 al caso
que se estd analizando, es decir, cuando S, NS, =0, Vv, u € N, muestra
que, dada una distribucién cualquiera de grados de monopolio (di,...,dyN)
entre los diferentes capitalistas, existe un tinico vector de precios de equilibrio
que permite dicha distribucién. Para ello, basta con asignar cada d, a cada
Sy.

Es momento de generalizar lo que se ha dicho hasta el momento al re-
specto del modelo de competencia imperfecta, lo cual implica considerar
el caso donde S, y S, pueden traslaparse. Pero primero debe definirse un
concepto importante para mostrar dicha generalizacién, a saber, el de in-
dexacién admisible. Se desea asignar a los capitalistas de 1 a N en forma tal
que un capitalista con indice v nunca tenga acceso a algtin sector al cual el
capitalista con indice v + 1 tiene acceso. Formalmente, lo anterior se puede
expresar de la forma siguiente:

Definicién. 28 Consideremos los N capitalistas en cuestion. Tenemos una
indexacion admisible si, cuando se forman los conjuntos Ty como sigue

T = S
T Sy — 51
T3 = S3— (51 U SQ)

T = S—J5i

i<k

v = Sv—J &
<N

dichos conjuntos tienen la siguiente propiedad: para algin entero1 <7 < N,
Th#0 sik<TyTp=0sik>r.

Observemos que V i,5 € N,T;N T; = (. En otras palabras, una in-
dexacién admisible también define una particiéon de los n sectores.

Con el fin de clarificar la definicién anterior, consideremos el caso en el
que N = 3 y representemoslo de manera grafica, como aparece en la figura
5.1.
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Figura 5.1: Indexacién de tres capitalistas. La zona blanca corresponde a
T1, la zona gris a Ty y la zona negra a Ty

En este punto, y considerando la definicién 28, resulta que para cualquier
particién Si,..., Sy de las actividades, se tiene que hay al menos una in-
dexacién admisible para los capitalistas. Consideremos el siguiente caso es-
pecial: supongamos que cada capitalista tiene acceso a un sector al cual
ningin otro capitalista tiene acceso, en cuyo caso cualquier indexacién de
los capitalistas es admisible, pues es claro que T, = S — |J S; # 0V k € N;

i<k
notemos que lo anterior es equivalente a que k =7 =N .<E1 caso en que los
conjuntos S, son ajenos dos a dos es un caso particular de éste caso especial;
o dicho de otra forma: T, = S Vk=1,2,...,N.

Es momento de establecer un resultado, muy similar al Teorema 6, pero
en cierta medida més general, pues este se refiere al caso que hemos esta-
do tratando en los ultimos parrafos, a saber, cuando los conjuntos S, se
traslapan.

Teorema 8 Consideremos el modelo de competencia imperfecta en donde
el v-ésimo capitalista tiene acceso solo a los sectores de su subconjunto S,,.

Sea 0 = {i1,i2,...,iN} cualquier indexacion admisible de capitalistas. Sea
jjij = Sij - U Slk
k<j

Consideremos los 19 conjuntos no vacios Tj;, obtenidos a partir de la

definicion de indezacion admisible. Sean dy < dy < ... < dr, numeros tales
que
i) dp =1

i) dy, <1+ R
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en donde 1-%2 es la raiz de Frobenius de la matriz A*. Entonces existe un
unico vector de precios unitarios P > 0 que genera los grados de monopolio

dj para el ij-ésimo capitalista al que le corresponde el conjunto no vacio T;; .

Demostracion. La necesidad resulta ser una aplicacién directa del Teorema
7. O

Como en el Teorema 5, la existencia de una S.R. correspondiente a P
esta sujeta al requerimiento de que las dotaciones iniciales agregadas inicales
estén dentro del cono que se definié en dicho Teorema.

Para redondear el resultado anterior, hay que hacer notar que en el
enunciado del Teorema 8, por una cuestién de claridad, no se ha especificado
cual serfa el grado de monopolio que obtiene el v-ésimo capitalista dada
una indexacién cualquiera 6. El procedimiento para decidir se describe a
continuacion: insértese el subconjunto S, del v-ésimo capitalista dentro de
la cadena original T1,..., Ty, y encuéntrese en que momento deja de tener
acceso a nueva informacion. En otras palabras, definimos los conjuntos

TV = S,
Ty = S, -5

v = S.-Js

i<k

De lo anterior, se tiene que para algun k = 7, T} = (). Sea k, el mayor
entero para el cual T}/ # (). Entonces el v-ésimo capitalista sustentard el
grado de monopolio dj en el equilibrio.

Una interpretacién economica del teorema 8 merece ser mencionada, y
seria la siguiente: cualquier particién arbitraria de informacién puede generar
un vector de precios unitarios de equilibrio que provee rendimientos diferen-
ciales para la informacién especial poseida por cada uno de los diferentes
capitalistas.

Cabe entonces una pregunta natural: ;qué tan especial es la informacién
poseida por un capitalista en particular? Eso puede estimarse por cuan alto
es su indice en alguna indexacién admisible. Veamos el siguiente:

Ejemplo. Vamos a suponer, por claridad, que el conjunto S, del v-ésimo
capitalista estd estrictamente contenido en el resto de los S),: entonces siem-
pre estara entre los indices més bajos en cualquier indexaciéon admisible, y
su grado de monopolio serd minimo. La figura 5.2 ilustra lo anterior. [

De hecho, se tiene el siguiente:
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Figura 5.2: Indexacién de cuatro capitalistas en la que Sy estd contenido en
los demas S;. La nomenclatura de colores es la misma que en la figura 5.1

Corolario 1 Sean los conjuntos S1, ..., Sn, tales que S, C S, Vu € N, pu#
v. Entonces el v-€simo capitalista obtiene el menor grado de monopolio.

Demostracion. Resulta inmediata del teorema 8 y de la definicién de dife-
rencia de conjuntos. O
Consideremos ahora el caso opuesto, es decir, el caso en el que un ca-
pitalista tiene acceso a un sector al cual ningin otro tiene acceso; entonces
existe una indexacién admisible en la cual su indice serd el mas alto vy,
en consecuencia, hay un vector de precios unitarios de equilibrio para el
cual dicho capitalista posee el grado de monopolio més alto. (Notemos, sin
embargo, que podria haber indexaciones admisibles en la cuales tenga un
indice bajo). Este ltimo punto puede sintetizarse claramente como sigue:

Teorema 9 Sea un particion Si,...,Sn tal que cada capitalista posea ac-
ceso a un sector que no es asequible para ningin otro capitalista, esto es,
US: # {1,...,n}, donde J es cualquier subconjunto propio de {1,...,N}.
J

Entonces hay un vector de precios reproducible que asigna el mdzimo grado
de monopolio a cualquier capitalista dado.

Otra consecuencia inmediata del Teorema 8 es que, una vez que se ha
obtenido una distribucién de los grados de monopolio asociada a una in-
dexacién admisible, la ordinalidad de los grados de monopolio queda deter-
minada.

Asi, se tiene una determinacion jerarquica de los grados de monopolio:
en otras palabras, hay cotas superiores e inferiores ubicadas en el rango
ordinal de un capitalista en los grados de monopolio basados en la cantidad
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de informacién que posee -ésta idea se resume por sus posibles posiciones en
asignaciones admisibles.

Lo que ha sido tratado en esta seccion ha sido para proveer una base para
un posterior modelo de conducta oligopdlica en el modelo lineal Marxista. Se
ha visto, primero, que cualquier particion que incluya accesos restringidos
en una tecnologia lineal de Leontief puede mantener una SR; pero, adem4s,
hay un gran rango de soluciones reproducibles. Cual SR puede obtenerse
depende directamente de la distribucién de los grados de monopolio



Capitulo 6

Roemer y su modelo
dinamico.

En el capitulo anterior se realizé una generalizacién del modelo lineal en
el sentido de la cantidad de informacién a la que tenian acceso los capitalis-
tas; sin embargo, aun considerando la variacién ya mencionada, el modelo
era estatico, es decir, no se tomé en consideracion el transcurso del tiempo
antes o después del proceso de produccion.

De lo anterior se deduce que existe otra manera de generalizar el modelo
descrito en el capitulo 3, a saber, la consideracion del caso dindmico, en el
que el tiempo juega un papel importante en el comportamiento del modelo.

Consideramos los supuestos utilizados en el capitulo 3, ademas de lo
siguiente.

Hipdtesis del modelo dindmico:

11) Es un modelo de competencia perfecta, es decir, que todo los capita-
listas tienen acceso a toda la tecnologia.

10) Se considera el tiempo transcurrido entre un periodo de produccién
y el siguiente. Se hace la distincién entre el periodo presente con el
subindice “t”, mientras que aquellos objetos relacionados con el perio-
do siguiente se distinguiran con el subindice “t+1”

Ahora bien, recordemos que por el inciso i) del Teorema 5 una solucién
reproducible existe si y s6lo si las dotaciones iniciales €) se encuentran dentro
de un cierto cono C*, el cual se definié6 oportunamente!. Supongamos que
Q2 € C* y que, en consecuencia, una S.R. prevalece. Tenemos entonces que, si

Ver pagina 44.
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denotamos las dotaciones inciales del periodo presente con €2, al principio
del siguiente periodo habrd nuevas dotaciones iniciales 2,41, como conse-
cuencia inmediata del dltimo periodo de produccién. La pregunta entonces
serfa: jestard €241 € C*?7 O dicho de otra manera: jlas S.R. se preservan
atin en un modelo dindmico? Responderemos a esta pregunta mas adelante.

Primeramente vamos a establecer una nocién de equilibrio mas débil que
la de solucién reproducible. En este caso, a los capitalistas no les preocupa si
un equilibrio es reproducible o no; ellos simplemente maximizan ganancias.
Esto motiva la siguiente definicién:

Definicién. 29 Un equilibrio competitivo (E.C.) con respecto al conjunto
de dotaciones iniciales {Q,...,Qn} es un par (P, X) tal que:

(a) X € A(P) = g:lA”(P)

(b) PD =1
(¢) AX + (WX)D < Q o equivalentemente A*X < Q

En otras palabras, un E.C. que también es reproducible es una S.R.
Incluso si Q ¢ C* el equilibrio competitivo existe. Probemos esta iltima
aseveracion con el siguiente resultado:

Teorema 10 Para cualesquiera {Q*, ..., QN}, existe un equilibrio compe-
titivo.

Demostracion. Sea S = {P|PD = 1} el simplejo.(Se asume que D > O,
de tal suerte que S es un simplejo). Construyase la correspondencia z(P) =

{A*X-Q|X = > X", con XV € AY(P)}. Se puede verificar facilmente que
=1

py
z(P) satisface las condiciones del Teorema 15; entonces, existen los vectores
P y X tales que A*X —Q <0y X € A(P) y en consecuencia, se cumplen
las condiciones de un E.C. O

Ahora bien, tenemos que, por las hipétesis especificadas al principio de
éste capitulo, las dotaciones iniciales para el proximo periodo serdan

Q(t—i—l) = Q(t) —A'X+X

es decir, las dotaciones previas mas las producciones netas X — A*X.
Antes de continuar, es preciso que consideremos la siguiente:
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Definicién. 30 Decimos que la i-ésima mercancia se encuentra en cantidad
excedente en un E.C. siw; > [A*X]; coni € 7.

Hecho lo anterior, procedemos a enunciar y demostrar el teorema que se
menciona a continuacién:

Teorema 11 Sea (P, X) un E.C. para la tecnologia {A, W, 5}, para la cual
se asume que e > 0. Si PQ > 0, entonces (P, X) genera ganancias totales
positivas.

Demostracion. Supongase que con (P, X') habia ganancias totales nulas. En-
tonces cada capitalista tiene ganancias nulas. Como P} > 0

N
=P> Q" > 0
v=1

=P 4+ PO+ 4+ POY > 0
= PQ > Opa.v € N
Este capitalista operaria en una actividad de tasa de ganancia positiva,

si la hubiera, pero por hipotesis todas la actividades deberan tener tasas de
ganancia no positivas, de donde

P<PA* (6.1)

Consideremos ahora X*, el vector propio columna de A*. Se sabe, por
el teorema de Perron-Frobenius y tomando en cuenta el supuesto de que
e > 0, que A*X* < X*; por los mismos argumentos, tenemos que en la
expresién 6.1 P = PA* es imposible, pues A* tiene asociado un tnico vector
positivo por la izquierda, y éste estd asociado al valor propio H%TB < 1. En
consecuencia, se debe reescribir la expresién 6.1 como sigue:

P < PA* (6.2)
Post-multiplicando ésta tltima expresién por X* se obtiene
PX* < PA*X* (6.3)

Pero R
X*=(1+RA* X" (6.4)

por lo que si sustituimos el valor de X* en el lado izquierdo de la desigualdad
6.3, entonces tenemos que en realidad

PX* > PA*X* >0 (6.5)
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Esto contradice la suposicién inicial, pues se tiene que las ganancias
totales PX* > 0. O
Vayamos ahora al anélisis de otro resultado:

Teorema 12 Supongamos que el i-ésimo bien se encuentra en cantidad
excedente en un E.C., entonces

i) ese bien es gratuito, es decir, siw; > [A*X]; = pi=0

ii) ese bien no se produce, es decir, si w; > [A*X]; = x; =0

Demostracion.

i) Consideremos al capitalista con dotaciones iniciales Q”. Sea (P, X) un
E.C. Por hipdtesis tenemos que P{) > 0 y en consecuencia, por el
teorema 11, hay ganancias totales positivas; entonces debe existir un
proceso de tasa de ganancia positiva, por lo que el v-ésimo capitalista
puede operar precisamente ese proceso y obtener ganancias positivas.
Por linealidad, el v-ésimo capitalista operard al limite de su restriccién
de capital. Esto es, escogera un vector de niveles de produccion X" tal
que

PA* XY = PQY (6.6)

Entonces, sumando sobre X" y sobre 2" respectivamente, se tiene que:
PA*XY = PQY

N N
= Z A* XY = Z PO
v=1 v=1

N N
:>PA*ZX” = PZQ”
v=1 v=1
= PA*X = P{ (6.7)

o bien

P(A*X —Q)=0 (6.8)

Consideremos ahora la i-ésima componente de los vectores que consti-
tuyen la igualdad 6.8, de donde se tiene que:
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Por hipdtesis tenemos que

w; > [A*X]l
=0 > [A*X]i—wi (610)

Sustituyendo 6.10 en 6.9, tenemos como consecuencia que p; = 0, lo
que prueba el resultado.

ii) Como consecuencia directa de i), tenemos que la tasa de ganancia
de un bien cuyo precio unitario de produccién es cero debe ser no
positiva. Como por el teorema anterior sabemos que hay procesos de
tasa de ganancia positiva, entonces los capitalistas solo operardan en
los procesos de tasa de ganancia positiva y, por tanto, los sectores que
producen bienes con tasa de ganancia no positiva no seran operados,
por lo que x; = 0.

O

Usando el teorema 12, es posible construir un clasificacién completa de

los E.C. para el caso en que A* es una matriz cuadrada e irreducible de

orden 2. Sea A* irreducible de 2 x 2, y sean a1 y ag los vectores (posi-

tivos) de insumos requeridos para operar el primer y el segundo procesos,
respectivamente, en niveles unitarios:

aq

ay = A*(?)

Consideremos el ortante positivo en R?, y establezcamos la siguiente:

I
N
*
R
O =
SN—

Definicién. 31 Sean los vectores a; para i = 1,2, como se ha definido
previamente. Entonces consideremos el cono A10OAs, formado por las com-
binaciones lineales de dichos vectores a;;. Llamaremos a éste conjunto cono
de requerimientos factibles de insumos

Ahora bien, cualquier vector de producciones totales X generard reque-
rimientos de insumos que caen dentro del cono A;OAs. Ahora supongamos
que el vector de dotaciones iniciales €2 se ubica a la derecha de A10As.
Entonces por el inciso b) de la defincién de E.C., éste debe tener sus requer-
imientos de insumos A*X dentro del rectangulo CQDOQO, al sureste de €2, i.e.
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A*X € CQDQO; pero de manera simultanea tenemos que A*X € A10As,
lo cual se traduce en que A*X € CQDO N A10A,, de donde se sigue que
el bien 1 se encuentra en cantidad excedente en un equilibrio competitivo.
Por el teorema 12, tenemos que p; = 0 = x1. Entonces, sélo se operard el
proceso 2, y este proceso se operara al limite de las restricciones de capital
de cada capitalista.

Pasemos ahora al tratamiento del modelo dindmico; para ello, debe reem-
plazarse el modelo discreto aqui expuesto por un modelo continuo. No pre-
sentaremos en este trabajo la construccién del modelo con detalles rigurosos,
pero la idea general es la que se plantea a continuacién: tomemos a {2 no
como el stock de insumos iniciales que ha representado hasta éste momento,
sino como un stock de capital generador de capital de servicios durante un
largo nimero de periodos. En cada periodo, la dotacién inicial de capital
global, €2, se ve ajustada por el producto neto X — M X, en el sentido en
que lo hemos discutido previamente, es decir,:

Qt+1 =0 — A*[Xt] + X¢, cont € NU {0} (611)

En los péarrafos anteriores hemos encontrado que si €); se encuentra a la
derecha del cono A10As, entonces se obtiene un vector de producciones X;
que tiene la siguiente propiedad:

[z1]: =0 (6.12)
y
[x2] >0 (6.13)
Ademds, tenemos que A*[X;] > 0, 6 lo que es lo mismo
{A*[Xy]}1 >0 (6.14)
y
{A*[X¢]}2 >0 (6.15)
Y finalmente, por la productividad de A* tenemos que
[z1]e > {A"[X ()] 1 (6.16)
y
[za]e > {AT[X ()] }2 (6.17)

Asi, de las ecuaciones 6.11, 6.12 y 6.14, se sigue que

[Q]e41 < [Q]e (6.18)
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mientras que de las ecuaciones 6.11 y 6.17 obtenemos lo siguiente

[Qa]t4+1 > [Q2]: (6.19)

Damos entonces una interpretacién de lo que se ha dicho en las ultimas
lineas: si el vector de dotaciones iniciales del periodo actual se encuentra
fuera del cono de requerimientos factibles de insumos, entonces el vector de
dotaciones iniciales del préximo periodo se “mueve” hacia el cono A10As.
Para mayor claridad, vease la interpretacién geométrica que se hace en la
figura 6.1.

Figura 6.1: Modelo dindamico con dotaciones iniciales fuera del cono de fac-
tibilidad

Se puede llevar este andlisis para otras posiciones del vector de dotaciones
iniciales, lo cual genera el diagrama de fase de la figura 6.2.

Figura 6.2: El caso general en que ) cae en cualquier lugar fuera del cono
A10A,

Consideremos ahora la figura 6.3. En ella, X* es la trayectoria de crec-
imiento balanceado del modelo. Por otra parte, BiOBs es el cono C*,
definido en el capitulo 3, en el cual existen las soluciones reproducibles.
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A10A;5 es el cono previamente definido. Entonces, de acuerdo con Roemer,
dependiendo del comportamiento de €2, tenemos cuatro casos a considerar:

i) Cuando € coincide precisamente con la trayectoria de crecimiento bal-
anceado. En tales circunstancias es justo ahi en donde se tiene un

E.C.

2) Cuando 2 cae en cualquier otro lado dentro del cono A;OA;. En tal
caso, el vector de dotaciones inicales €2, conforme pasa el tiempo, se
mueve de la trayectoria de crecimiento balanceado hacia las cotas del
cono.

3) Cuando € cae inicialmente afuera del cono, entonces se mueve hacia
el cono.

4) Q € B10OB; siy sélo si las dotaciones de ambos bienes se incrementan
durante ese periodo.

Figura 6.3: El caso general en que €2 cae en cualquier lugar fuera del cono
A10A,

De lo anterior se desprende la siguente conclusion: la dindamica es in-
estable, es decir, (2,41 no converge a ningun valor dentro de B;OBs.
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Conclusiones

Es momento de exponer los resultados generados a partir del anélisis de
la obra de Roemer. Para ello, hagamos una distincién entre las conclusiones
relativas a la formalidad y las que son relativas al contenido.

En primer lugar se debe decir que el modelo de Roemer estd fuertemente
apoyado en dos trabajos previos: el modelo insumo-producto de Leontief, por
un lado, y la teoria de los valores-trabajo, desarrollada fundamentalmente
por Morishima. En cuanto a lo primero, la correcta definicién de cada uno
de los elementos del modelo es basica, porque de ello depende que dicho in-
sumo pueda ser llevado al dlgebra lineal, facilitando el manejo analitico del
tema. En cuanto a lo segundo, hay que remarcar que dicha teoria es la parte
medular del proceso de transformacién de la teoria marxista del lenguaje
natural al leguaje matematico: es aqui en donde se definen, matematica-
mente, conceptos como tasa de explotacion, tasa de ganancia y otros. Como
resultado principal de estos dos puntos, se tiene el Teorema Marxista Fun-
damental, el cual no representa propiamente la solucion al problema de la
transformacién, pero si un “pasaje” entre el espacio de los valores-trabajo
y el de los precios de produccién. Sin embargo, no es el objetivo de Roemer
trabajar con el sistema de los valores-trabajo: la mencién de éste sistema al
principio de su obra es, al parcer, solamente de caracter hstérico. Roemer
estd mas interesado en los precios de produccion y en la teoria del equilibrio
econdmico.

Para el desarrollo de su modelo de equilibrio econémico, Roemer conside-
ra dos hipdtesis analiticas fundamentales: la productividad e irreducibilidad
de la matriz A*. De hecho, cuando define el concepto de solucién repro-
ducible, una de las ideas que caracterizan a este vector de precios es que
la matriz A* es productiva en un sentido “débil”. En lo que respecta a la
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irreducibilidad de la ya citada matriz, se debe hacer notar que es de vital
importancia, pues gracias a ella es posible aplicar, en una buena cantidad
de las demostraciones, el teorema de Perrén-Frobenius.

Cuando se analiza el modelo de competencia imperfecta, el trabajo de
Roemer nos lleva a una demostraciéon formal de que la cantidad de informa-
cién a la que tiene acceso un capitalista dado, determina la tasa de ganancia
que puede alcanzar de una manera directamente proporcional a dicho acceso
a la tecnologia de produccién. El buen manejo de una teoria elemental de
conjuntos fue bésico para comprender completamente esta seccién.

Por otro lado, y en relacion a la breve exposicion del modelo dindmico
que hace Roemer, es muy importante resaltar que la dindmica del modelo en
general no resulta estable, pues depende fuertemente de la posicion inicial
del vector de dotaciones iniciales.

En lo tocante a la precisién del trabajo de Roemer debemos decir que, si
bien plantea algunas definiciones y enuncia y demuestra teoremas, lemas y
corolarios, su trabajo da por sentadas varias hipdtesis, situacion que genera
el notable nivel de dificultad de la obra. En primer lugar, se da por supuesto,
por citar sélo un ejemplo, que se esta tratando con el sistema de precios
propuesto por Von Bortkiewicz. Ademéas, Roemer no contempla un andlisis
dimensional de las ecuaciones, lo cual resulta necesario para verificar la con-
sistencia de las mismas. Por otro lado, y de cierta manera un tanto contrario
a lo que se ha dicho en las lineas previas, existen otros pasajes en los que,
al momento de enunuciar los teoremas se piden condiciones redundantes, y
al momento de demostrar otros, se cae en pruebas inecesarias. Finalmente,
existen ocasiones en las que se enuncia un resultado con palabras, cuando
en realidad podria darsele forma de teoerema e incluir la demostracién que,
la mayoria de las veces, resulta no muy dificil de deducir. Ahora bien, todo
lo anterior parece tener una explicacién, y es que, dado que se trata de un
texto dirigido principalmente al ptblico relacionado con el drea econdémica,
el autor sacrificé un poco de formalidad y preciséon en aras de no presentar
un trabajo con lenguaje muy técnico; no obstante, para que su objetivo se
cumpla, el lector debe contar con un nivel de especializacion relativamente
alto en cuanto a la teoria econémica y la herramienta matemaética utilizada
se refiere, pues para un estudiante recién iniciado en el drea de la economia
(v atn de las mateméticas) puede facilmente extraviarse en la obra. Jus-
tamente el objetivo de éste trabajo ha sido clarificar, tanto como ha sido
posible, una parte del trabajo de Roemer.

Es momento de hablar del contenido. A este respecto, es justo decir que
el trabajo del autor representa un planteamiento muy completo en lo que se
refiere a la teoria del equilibrio econémico. Lo anterior se afirma por lo si-
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guiente. En general, no es dificil encontrar bibliografia que trate del modelo
insumo-producto de Leontief, que aborde el ya célebre “problema de la trans-
formacién” (relativo a la incompatibilidad entre el sistema de valoes-trabajo
y el sistema de precios), o que se refiera a modelos de competencia imper-
fecta o dindmicos. No obstante, Roemer ha conjuntado, apenas en un sélo
capitulo de su obra, todas estas ideas y variaciones del modelo econémico
lineal. Ahora bien, para lograr lo anterior, Roemer recurre al uso de diver-
sas areas, entre las que se pueden citar el algebra lineal, principalmente,
pero también la programacién lineal, la microeconomia e incluso, aunque en
menor medida, la teoria de correspondencias.

Por 1ltimo, es conveniente mencionar que, si bien en principio resul-
ta complicado entender la obra en cuestion, por las razones expuestas con
anterioridad, la riqueza de conocimientos que se puede adquirir al leerla es
enorme, pues el proceso de comprensiéon de la obra lleva al lector a internarse
en algunas areas del conocimiento, tal vez conocidas, 6 tal vez totalmente
ajenas a él.

En ese sentido, el presente trabajo muy bien puede tomarse como punto
de partida para realizar una investigacién muchisimo mas extensa y profun-
da, la cual consistiria en el andlisis de todos y cada uno de los capitulos
restantes de la obra “Analytical Marxism”. De hecho, es muy probable que
dicha investigacién pudiese derivar en una especie de proyecto en el cual
se pueda contextualizar, de manera didéctica, el estudio de diversas ramas
de las matématicas, ademdas de que con ello los estudiantes de economia
matematica (y dreas afines) encontrarfan la posibilidad de apreciar, desde
un punto de vista muy diferente al usual, una teoria econémica que por si so-
la ya es bastante interesante, pero que a la luz de las herramientas anéliticas
adecuadas puede revelar una faceta sensiblemente atrayente.



Capitulo 8

Apéndice

8.1. Notacion y algunos resultados ttiles.

Primero que nada, debemos notar que se estd trabajando con elementos
en R". En consecuencia, definiremos el siguiente conjunto de indices: Sea

n=1{1,2,...,n}

Por otro lado, durante el desarrollo de este trabajo se considera la exis-
tencia de N capitalistas que operan los diferentes sectores de la economia.
De esto se desprende el siguiente conjunto de indices: Sea

N={1,2...,N}

A continuacion se definen las relaciones entre vectores. Sean dos vectores
X y Y en R". Se dice que

a) X 2Y siz 2y Vi
b) X >Y six; 2 y; y para alguna ¢ se cumple que x; > y;.
c) X >Y six; >y; Vi

Lo mismo sucede para las matrices. Sean A y B dos matrices en M,,.,. Se
dice que

a) A 2 B si Qg5 z bij V’L,j
b) A > B sia;j 2 bjj y para alguna i, j se cumple que a;; > b;j.

C) A> Bsi Qij >bi]‘ Vi, .

73
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Definicién. 32 Se dice que una matriz N es diagonal si sélo los elementos
de la diagonal son no nulos.

Teorema 13 Sea N una matriz diagonal con componentes n;; > 0. En-
tonces N~1 es también una matriz diagonal, y las componentes de su dia-
gonal son precisamente ni

17

nii 0 0
Nag -+ 0
Demostracion. Sean N= . con ny; > 0. Consideremos
0 0 S
7%11 0O --- 0
0o L
la matriz N definida como sigue: N= 22 . Hagamos el
0 0o .- %
producto
niy 0 -+ 0 nin 0O --- 0 1 0
NT 0 ng -+ 0 0 = - 0 01 0
0 0 - npn 0 o .- 1 00 --- 1

Nnn

Anélogamente, se tiene que NN = I. De esto se concluye que N = N~ !y
entonces se obtiene el resultado buscado. (]

Definicién. 33 Se dice que una matriz A de orden 2 o superior es irre-
ducible si no existe una permutacion I1 tal que Ay = ITAII™! = ( AOH iu )
22

con A1 y Asg matrices cuadradas.

Teorema 14 Si M es una matriz irreducible y N es una matriz diagonal
tal que n;; > 0, entonces M N también es irreducible.

Demostracién. Considerese M;, la i-ésima columna de la matriz M. Al mo-
mento de efectuar el producto M N, se tiene que la i-ésima columna de la
matriz M N, es de la forma M;n;;. Como n;; > 0 las componentes nulas de
la matriz M son exactamente los mismos en la matriz M N, por lo que M N
también es irreducible. O
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Teorema 15 Sea z(p) : S — T una correspondencia superiormente semi-
continua del simplejo S a un conjunto compacto T'. Sea z(p) cerrada y con-
vexa para todo p y pz(p) < O Entonces 3p € z(p) tal que Z < O'.

Notas importantes:

= Aunque arriba se consideraron las matrices en M., en este trabajo
todas la matrices a que se hace referencia son cuadradas, es decir, las
matrices en realidad pertenecen a M,,.,.

= En realidad, los vectores son un caso particular de las matrices. Es por
eso que las definiciones de las relaciones son muy parecidas.

8.2. El Teorema de Frobenius.

A continuacién se enuncia y demuestra un resultado muy importante en
la realizacién de este trabajo?.

Teorema 16 Sea A > 0, una matiz cuadrada irreducible de orden n. En-
tonces:

1. A tiene una valor propio r > 0 tal que
2. ar se le puede asociar vector propio Xo > 0;
3. si v es cualquier otro valor propio de A, entonces |a| < r;
4. r se incrementa si cualquier elemento de A se incrementa;
5. r es una raiz caracteristica simple.

Demostracion.

l.a Sea X > 0. Entonces AX > 0, pues de lo contrario A tendria una

columna con todos sus elementos iguales a cero, lo cual violaria la
irreducibilidad de A.

_ n
1.b Sea S={X € R"| X >0y > x;} el simplejo en R™. Definimos la
i=1

transformacién T'(X) = ﬁAX en donde p(X) > 0 y estd determi-

nado de tal forma que T(X) € S (por l.a , se garantiza la existencia

!Para la demostracién de este teorema vease [3, pag. 106].
2Esta seccién fue tomada de [4, pag. 598 y 599].
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de p para todo X € S). Claramente, T(X) es una transformacién
continua de S en S. Entonces, por el teorema del punto fijo de Brow-
er’, existe un Xg € S que cumple con Xg = T(Xg) = mAXO.
Hagamos r = p(Xp), con lo que se obtiene el resultado.

. Supongamos que despues de aplicar una permutacién apropiada 11, se

tiene que )/(:0 = ( g

la matriz A. Se tiene entonces que AH)A(O = 7“)?0 o lo que es lo mismo

() (5)-(7)

lo cual implica que Apé = 0; como & > 0, entonces A = 0, lo cual es
una clara contradiccion, pues se viola la irreducibilidad de A. Por lo
tanto, Xo > 0.

), con ¢ > 0. Apliquemos la misma particién II a

Supongamos que 0 < B < A Considerese AT. AT es irreducible y en
consecuencia, por los incisos anteriores, tiene un valor propior; >0y
asociado a dicho valor existe un vector propio X; > 0 tal que AT X =
r1X1. Ademds, Y = BY. Tomando valores absolutos y usando la
desigualdad del triangulo, obtenemos lo siguiente:

(i) |B|Y* £ BY* < AY*. Entonces

(i) |BIX{Y* < XTAY* = X]Y*
Dado que X7 > 0, X7Y* >0, por lo cual |3| < r1. Haciendo B = A se
obtiene || < r;. En particular, r < 7, y dado que, por un argumento

andlogo r1 < r, se tiene que r; = r. Regresando a la comparacién entre
Ay B y suponiendo que || = r, de (i) y (ii) se tiene que:

rY*=BY" = AY™

De rY* = AY™, por el inciso (ii) se concluye que Y* > 0. Como
BY* = AY*, y ademés B < A, entonces B = A.

Si B es una submatriz principal de A y 8 es un valor propio de B,
entonces (3 < r. Esto se sigue porque, dadas las hipétesis, 3 es también

0 0
Dado que A es irreducible, entonces B < Ap, para una permutacion
adecuada II, y por tanto, por (3-4), 5 < r.

un valor propio de la matriz cuadrada de orden n B = ( B0 )

3Vease la demostracién de este resultado en [14].
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5.b r es una raiz simple de ®(t) = det(t/ — A) = 0. ®'(r) es la suma de los
menores principales de orden (n—1) del det(rI — A). Sea A; una de las
submatrices principales de orden (n — 1) de A. Por (5.a), det(t] — A;)
no puede anularse para t = r, donde det(rl — 4;) >0y ®'(r) > 0.

O

Teorema 17 Sea A > 0, una matiz cuadrada irreducible de orden n y sea
r la raiz de Freobenius. Entonces

n n
mlnE a; S r = mfcixg a;j
(2 (2

j=1 7j=1

Sélo se cumplen las dos igualdades de manera simultdnea. (El mismo resul-
tado se sigue para las columnas.)

IA

Demostracion. La demostracion se sigue inmediatamente del inciso (4.) del
teorema anterior. Para el caso de la igualdad, basta con aumentar (resp.

disminuir) algunos elementos de A hasta hacer todas y cada una de las
n n

sumas de los renglones igual a max ) a;; (resp. min ) a;;). O
(2 ;— 1 ;—
j=1 j=1

8.3. Teoria de matrices productivas

A continuacién se proporciona un poco de la teoria de las matrices pro-
ducivas, la cual sirve de base para el desarrollo de este trabajo. Considerese
lo siguiente:

Definicién. 34 Sea By,m. Decimos que B es de diagonal dominante en el
m

sentido de Hadamard siVj € m |by| > ) |bij]
i#£]

Definicién. 35 Sea Byjpm. Decimos que B es de diagonal dominante <

3 D, una matriz diagonal tal que d;; > 0 y que DB es de diagonal dominante
en el sentido de Hadamard. En otras palabras, B es de diagonal dominante

dy 0 - 0
0 doyy --- 0
< 3 D= . L con di; > 0 y tal que
0 0 - dy,
diy 0 --- 0 bir bz -+ b dibi1 dibio
0 dyp --- O bar b2 -+ boy daba1  dabao
DB = ) . ) . ) ) = ) )

0 0 dnn bnl bn2 bnn dnbnl dnan

dib1p,
dabay,

dnb'rm
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m
|djbisl > > |diibijl

i#
m

= |djlibg| > Y Idual byl
i#i

= djjlbjil > D diilbi]
i#

Teorema 18 Sea B,zm. Si B es de diagonal dominante, entonces B es no

singular.

Demostracion. Supongamos que B es singular. Por hipdtesis, B es de dia-
gonal dominante, lo que significa que 3 D, una matriz diagonal cuyos d;; >
0Vi e my tal DB es de diagonal dominante en el sentido de Hadamard.

Observese que

|DB| = |D|[B| = |D|0 =0

pues supusimos que B es singular. En consecuencia, DB = F es singular.
Ahora bien, como E es singular, 3 X # 0 tal que XE = 0. Dicho de otra

forma 3 X # 0 tal que

€11 €12

€21 €22
(xia €T, - 7xn)

€nl  €Em2

m m m
= (E Ti€i1, E Ti€i2, "+, E Ti€im)
i=1 i=1 i=1

m
= Z Ti€ij
=1
m
= Tje;; + Z Tieij
i#£]

= Tj€jj

€in
€2n

:(070a 70)
Enn
= (0,0,---,0)
=0 Vjem
=0 Vjem

m
= —ineij Vj e m(Sl)
i#]
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Sacando valores absolutos y aplicando la desigualdad del tridngulo, de la
ecuacion 8.1 se obtiene:

m
lwilless] = lzjejsl = | = wieq
i#]

m
= Y wiey]

7]

m
< ) wieis]
i

m

= ) lwilles

i#]
m

= lzjlles] =) lwilless]
i#]

Sea j C m, el conjunto de indices tales que |x;| = |z;|Vi € m cuando j € j
Asi, se tendria que:

m m
willessl <> lailles] D lzslleyl e
ij i

m
= |zjlles;] =Y sl jej
i#

m

=lejl = > eyl je€]
i

Esto es una contradiccién, pues teniamos que £ = DB es de diagonal do-
minante en el sentido de Hadamard, .". B es no singular. O
Teorema 19 Sea B y tal que
B=b;>0
bij é 0
Entonces B es de diagonal dominante < ¥ C >0 3'X > 0 tal que BX = C

Demostracion.
=] Como B es de diagonal dominante, por el teorema anterior B es no
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singular y, por tanto, el sistema BX = C tiene solucién unica X. Para hacer
ver que X > 0, supongamos que existe un subconjunto de indices () # j € m
tales que z; S 0sij€jyx; >0sij¢j . Entonces

m
Zbijxj = ¢>0 Vi€ 5
=1

m m
= Zbijxj + Zbijxj = >0 Vi€ 3 (82)

i€ji i¢i
Como por hipétesis B es de diagonal dominante, 3D, una matriz diagonal
tal que d;; > 0V ¢ € m que hace que DB sea de diagonal dominante en el

sentido de Hadamard. Entonces, si se multiplica la ecuacién (2) por d;; y se
efectiia la doble suma, se tiene que

m m m m m
Z Z duwaj + Z Z d”b”l'] = Z diici >0 (83)

i€j j¢j i€j jej i€j

La demostracién se basa en el andlisis del lado izquierdo de la igualdad,

el cual se efectia a continuacién. Por una parte, observese que el primer

sumando es no positivo, pues como j ¢ j = xzj > 0y bjj < 0; notese que, en

este sumando, las entradas b;; de la matriz B nunca pueden estar, pues los

indices j e i estan en subconjuntos ajenos. Por otra parte, por hipétesis B
m

es de diagonal dominante, lo que significa que dj;|bj;| > > dii|bi;| V j € m,
i#]

en particular para j € j Como bj; > 0y b;; < 0, entonces

0<— Y dibij+djbj; = djjby (8.4)

i£5;5€5 Jj€j

y como j € j, entonces z; < 0, y si se multiplica por esta cantidad y se
efectiia la doble suma en el término del lado derecho de la ecuacién (4) da

como resultado
m m

E E d“bZ],’EJ <0

i€j JET
es decir, el segundo sumando del lado izquierdo de la ecuacién (3) es no
positivo. Asi, se tiene que la suma de dos nitimeros no positivos da como
resultado un nimero estrictamente positivo, lo cual es una clara contradic-
cion.
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<] Por hipétesis, se tiene que V C' > 0 3! X > 0 tal que BX = C, es decir,
Zbijszci > 0 Viem
=1
m
ébma:r&—mexj > 0 Viem
i#]
= bjx; > Z(—bij)xj > 0 Viem
i7j
=byx; > 0 Viem

y como X >0, sea dy; =x; >0 Vi€ m,y entonces

m m
diilbii| = wibii > Y dig(—bij) = diilbij] (8.5)
i#j i#]

m
o sea dii|bi| > Y diilbij| Vi € m, .. BT es de diagonal dominante. Repi-

i#£]
tiendo todo el proceso sobre BT, se tiene que (BT)” = B es también de
diagonal dominante. O

Corolario 2 Sea Bp,m ¥y tal que

B=b;>0
bij =0

entonces B es de diagonal dominante < BT lo es.

Demostracion. La demostracion, de hecho, se encuentra dentro de la sufi-
ciencia del teorema anterior. O

Teorema 20 Sea A >0 y tal que

Se cumplen las siguientes equivalencias:

i) A es productiva, i.e., 3 X >0 tal que X > AX = X —AX > 0=
(I-A)X>0=BX>0
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i) VC >03! X >0 talque BX =C

iii) B es no singular y B~ >0

w) La serie Y. AF = B~!
k=0

v)/)\\<1

Demostracion.

CAPITULO 8. APENDICE

i) = ii)] Por hipétesis, 3 X > 0 tal que BX > 0

m
Z bijxj >
=1

m
= bjir; + Z bij;vj >
i#£]
m
= b”:cz > Z(_bij)xj
i#]
= bjxr; >

v

0

0

0

Viem

Viem

Viem

Viem

dado que X > 0, hagase d;; = z; >0 Vi € m, y entonces

diilba| = wibis > Y aj(=bij) = Y dyjlbis|

i£]

i

= BT es de diagonal dominante, y por el Corolario 1 B también lo es, y
por el Teorema 19,V C >0 3! X > 0 tal que BX = C

i1) = 1i1)] Dada la hipétesis, por el Teorema 19 se tiene que B es de diagonal
dominante, y por el Teorema 18, B es no singular. Resta probar que B~! > 0.
Se sabe que V C > 0 3! X > 0 tal que BX = C. Como B es no singular,
dB~! y por tanto X = B~'C, V C de donde se tiene que B~ >0

i1i) = iv)] Antes de comenzar esta demostracion, se establece la siguiente:

Definicién. 36 Sea Puzm Y Qmam- Se dice que la matriz P converge a la
matriz QQ si se da la convergencia entrada por entrada, es decir, P — Q si

Dij — qij Vi, jEM

Se tiene, por definicién, que

k=0 k=0
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n
SeaT,= > AF =T+ A+ A%+ ...+ A", entonces
k=0

T,-B = (I+A+A* ...+ A")(I - A)
= T+A+A2+ 4 A") — (A+ A% 4.+ AT

= I- A"
=T, B < I
=T, < B (8.6)

pues por hipétesis IB~!. La tltima desigualdad significa que 7, esta acota-
da superiormente. Ademas, esta sucesion es creciente. Esto es porque, por
hipétesis, A > 0 y en consecuencia A* >0V k € N. Asi

T+A+ A2+ A+ A" Y neN

T+ A+A* 4. 4 A"

<
=T, <

De las ecuaciones 8.6 y 8.7, se tiene que la serie T}, es convergente (entrada
por entrada), es decir,
Jlim T,=T

n—oo

Resta verificar que la serie converge a B~!. Considerese

T,-B = I—A""
= lim (T}, - B) lim (I — A"

n—oo

=T-B = I— lim A" (8.8)

n—oo

Basta probar que lim,, .o, A"*! = 0. En efecto, considerese

n+1 n
Toy1—To = Y A4y A
k=0 k=0
— Ak+1
= lm (T —T,) = lim A"

Pero 1imy, 00 (111 — T,) = 0, pues se tiene que como T;, converge, entonces
T,,+1 también converge, y ambas convergen (entrada por entrada) al mismo
limite T', por tanto

lim A" =0 (8.9)

n—oo
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Asi, si se sustituye 8.9 en 8.8, se obtiene

T-B = I— lim A"

— -0
= T
=T = B!

Por lo tanto 31im,,_. T, = B~' o, dicho de otra forma, > Ak = B~1
k=0

iv) = v)]* Supongase que X es un valor propio de A y X el vector propio
correspondiente. Entonces

T+A+A2+ )X =[14+A+A2 4 ]X

Dado que Z AF es convergente, debe serlo tambien la serie de valores pro-

pios de A Pero del analisis complejo, se sabe que la condicion para que
ocurra tal convergencia es que |)\| <1, lo cual prueba el resultado.
v = ] Por hipotesis, A tiene un valor propio X < 1. Sea X > 0 el vec-
tor propio asociado a dicho valor, el cual existe por el teorema de Perron
Frobenius. Ahora bien, como X es valor propio de A, se tiene que:

AX =)
= A

>y )

<
<

<) P

lo que prueba el resultado. O

4Se transcribe la demostracion incluida en [6]
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