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ñia, por los consejos, por la amistad. A Miguel, el complicado hermano

académico que tuve y que agradezco mucho haber tenido y a el que le auguro
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Resumen

En este trabajo consideraremos un estudio completo de una clase de ecuacio-

nes de Schrödinger con potencial y con nolinealidades no locales. Este tipo

de ecuaciones tienen aplicaciones en la f́ısica mesoscópica y en modelos de

estructura molecular. Estudiaremos con detalle el problema de Cauchy i.e.

el problema de valores iniciales de este tipo de ecuaciones. En particular,

estudiaremos la existencia y unicidad de soluciones locales asi como globales,

la dependencia continua en los datos iniciales y el problema de regularidad.

Para este tipo de problema no consideraremos restricciones en el crecimiento

de la parte positiva del potencial.

También vamos a considerar el estudio del problema de dispersión en el

caso en el que nuestros potenciales decrecen en el infinito. Construiremos

entonces un operador de dispersión y mas aún daremos un método para

la reconstrucción única del potencial a partir de considerar el ĺımite para

amplitudes pequeñas del operador de dispersión. En el caso particular del

capacitor cuántico, será posible recuperar todos los parámetros f́ısicos que

caracterizan al sistema.



Caṕıtulo 1

Introducción

Las ecuaciones que Schrödinger con potencial y con no linearidades no

locales concentradas en una región espećıfica del espacio son utilizadas para

modelar algunos interesantes problemas f́ısicos, en particular en problemas

de f́ısica mesoscópica. En [13], [12], [23], [22], [24]se introduce una ecuación

de Schrödinger para modelar un capacitor cuántico. Haciendo varias consi-

deraciones la ecuación a la que se llega, para describir el sistema, es:

i! ∂

∂t
u(x, t) =

[
− !

2m

∂2

∂x2
+ V (x) + α Q[u]χ[b,c]

]
u(x, t) , (1.1)

donde x, t ∈ R, ! es la constante de Planck, m masa del electrón, α es e2

C (e

es la carga del electrón y C define la capacidad del condensador), Q[u] es la

carga total del condensador:

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

Q[u] =

∫ c

b

|u(x, t)|2dx , (1.2)

y V (x) es el potencial exterior de la doble barrera V (x) = V0(χ[a,b]+χ[c,d]), a <

b < c < d (para A ⊂ R, χA es la función caracteŕıstica de A).

En [13], [23] los autores dan la descripción del sistema f́ısico que des-

cribe la ecuación (1.1): este consiste en una nube de electrones moviéndose

dentro de una doble barrera potencial electrónica. La región confinada entre

estas barreras actua como un condensador (capacitor) cuya enerǵıa cambia

en función a la carga electrónica atrapada adentro. Los autores del art́ıculo

justifican la localización de la interacción por la existencia de estados de re-

sonancia que permiten el confinamiento de la part́ıcula en un tiempo largo

dentro de la doble barrera y con ello se garantiza la acumulación de car-

ga. En [13] los autores trabajan con la ecuación mediante una consideración

adiabática que permite ver al modelo como un sistema de ecuaciones ordina-

rias y se presentan simulaciones numéricas.

En el caso que nosotros vamos a considerar tomaremos una generalización

de (1.1) a saber:

i! ∂

∂t
u(x, t) =

[
− ∂2

∂x2
+ V (x) + λ(V1(x)u, u)V2(x)

]
u(x, t) , (1.3)

donde !2

2m = 1, (·, ·) es el producto interior en L2 y λ es una constante

compleja. Consideraremos además que V, Vi ∈ Z, i = 1, 2 (la determinación
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de las Z estará dada dependiendo del caso en el que estemos trabajando). La

ecuación (1.1) se recupera de (1.3) considerando V (x) = V0(χ[a,b]+χ[c,d]), a <

b < c < d; V1 = V2 = χ[b,c] ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞ y λ = α.

En el caso en el que V es una doble barrera, V1 = V2 son potenciales reales

y λ ∈ R la ecuación ha sido bien estudiada como modelo de estructuras

moleculares (por ejemplo: moléculas piramidales). Se puede consultar por

ejemplo [7], [6], [11], [10], [29], [28], [27].

En el trabajo que se presenta a continuación se estudia de forma detallada

a la ecuación (1.3). La forma en como se presenta es la siguiente:

En la primera parte se abordará el estudio del problema de Cauchy

de (1.3) para una clase de potenciales V cuya parte positiva puede di-

verger al infinito. Se considerará primero el problema de existencia y

unicidad de soluciones locales y también el de dependencia continua

para datos iniciales en L2 =: H0, H1
Q y en H2

Q. (Estos últimos dos es-

pacios serán definidos en la sección 2) Más aún se resolverá el problema

de regularidad de las soluciones y el de globalización de las soluciones

locales.

En una segunda parte se desarrollará el estudio del problema de dis-

persión directo e inverso de (1.3) esto es: se resuelve el problema de

existencia y unicidad de las soluciones de (1.3) que cumplen un com-

portamiento asintótico espećıfico y dado que con ello se garantiza la

existencia del operador de dispersión (no lineal) se da un método para
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reconstruir, a partir de él, el potencial y la constante de acoplamiento

λ.

Todos los resultados originales contenidos en esta tesis fueron publicados

en el art́ıculo de Sandoval-Romero y Weder [30].



Caṕıtulo 2

Motivación del problema

Antes de entrar de lleno al problema matemático vamos a ahondar, en

esta sección, en torno a las aplicaciones de nuestra clase de ecuaciones (1.3).

2.1. La motivación f́ısica

Una descripción completa de esta motivación puede ser hallada en [13].

La interacción entre electrones puede jugar un papel crucial en las pro-

piedades de transporte eléctrico en sistemas mesoscópicos. Como un ejemplo

consideremos una nube de electrones moviéndose a lo largo de una estruc-

tura heterogenea de doble barrera en donde la región del espacio confinada

dentro de las barreras actua como un capacitor (condensador) cuya enerǵıa

cambia de acuerdo a la carga electrónica confinada adentro. La localización

de la interacción se encuentra justificada por la existencia de un estado de

5



CAPÍTULO 2. MOTIVACIÓN DEL PROBLEMA 6

resonancia que permite un tiempo (largo) de viaje de los electrones a lo largo

de la doble barrera y por tanto permite la acumulación de carga.

La evolución del sistema puede ser escrita en términos del operador anti-

conmutativo asociado a la nube electrónica:

i! ∂

∂t
Ψ̂ =

[
− !2

2m
∆ + V (x) +

∫
e2

ε|#r − #r′|
Ψ̂†(#r′, t)Ψ̂(#r′, t)d#r′

]
Ψ̂(#r, t), (2.1)

donde V (x) = V0(χ[a,b] + χ[c,d]), con a < b < c < d ∈ R, depende solo de

la coordenada x ortogonal a las interfaces. En [13] se asume un desacopla-

miento entre los grados de libertad paralelos y ortogonales a las interfaces y

se establece una descripción aproximada en términos de la ecuación de Har-

tree para una función de onda de una part́ıcula que depende solamente de

la coordenada ortogonal. En un sentido mas preciso, esto quiere decir que se

factoriza el campo principal de una part́ıcula de la siguiente forma:

Ψ̂(#r, t) ≡ 〈Ψ̂(#r, t)〉 & u(x, t)φ(y, z)e
i
! E‖t, (2.2)

en donde 〈. . . 〉 es el valor de expectación del estado del sistema de n cuerpos

al tiempo t. φ(y, z) es la solución de la ecuación de Schrödinger para una

part́ıcula libre en el plano paralelo a las interfaces (yz) y normalizada a

uno. Solo se considera el término de interacción efectivo adentro de la doble

barrera [b, c] y se aproxima mediante la expresión:
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∫
e2

ε|#r − #r′|
|u(x′, t)|2|φ(y′, z′)|2d#r′ & αQ[u]χ[b,c]. (2.3)

la constante α es e2

C donde C es la constante que queda como resultado de

integrar en el plano yz y de tomar el promedio del potencial en el ancho de las

paredes de la doble barrera. Dimensionalmente hablando C es la capacidad

de la doble barrera. Por otro lado,

Q[u] =

∫ c

b

|u(x, t)|2dx (2.4)

es la carga adimesional atrapada en [b, c] al tiempo t. Con todas las conside-

raciones hechas anteriormente concluimos que (2.2) queda como,

i! ∂

∂t
u(x, t) =

[
− !

2m

∂2

∂x2
+ V (x) + α Q[u]χ[b,c]

]
u(x, t) , (2.5)

dicha ecuación describe la dinámica del capacitor. Se debe dar una condición

inicial, u(x, 0). En el caso del art́ıculo de [13] la condición que se da es la

de suponer que u(x, 0) es un paquete de onda Gaussiano moviendose en la

dirección de la doble barrera y originalmente colocado lejos de la barrera

[b, c], esto es Q & 0 en t = 0.

Debemos de notar que (2.5) tiene dos cantidades que se conservan, a

saber:
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i) El número de part́ıculas

N =

∫ ∞

−∞
u(x, t)u(x, t)d x, (2.6)

ii) La enerǵıa del sistema

E =

∫ ∞

−∞
u(x, t)

[
− !2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

]
u(x, t)d x +

1

2
αQ[u]2. (2.7)

La principal caracteŕıstica de la ecuación (2.5) es que la nolinealidad esta

concentrada solo en la región donde el estado resonante del sistema esta loca-

lizado. Este tipo de ecuaciones nolineales es el prototipo de ciertas ecuaciones

no lineales que son utilizadas para modelar varias situaciones f́ısicas comunes

en la f́ısica mesoscópica.

En [13] se muestra que conforme se de la evolución de las soluciones en

intervalos de tiempo finito es posible usar una teoŕıa adiabática que simplifica

enormemente el problema. De esta forma es posible reformular el problema

en términos de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias describiendo

la evolución en regiones nolineales, acoplado (débilmente) a un sistema de

ecuaciones de Schrödinger estándar de describe la propagación en las regiones

lineales. De esta forma los autores de [13] se centran en dar simulaciones

numéricas pero sin resolver el problema análitico.
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2.2. La motivación qúımica

Ahora hablaremos de otro caso particular de nuestra clase de ecuaciones

(1.3) que tiene aplicaciónes en modelos de estructura molecular. Para una

descripción completa se pueden consultar [7], [6], [11], [10], [29], [28], [27].

Consideremos la siguiente ecuación de Schrödinger no lineal dependiente

del tiempo,

i! ∂

∂t
ψ = − !2

2m
∆ψ + V (x)ψ + ε|ψ|2ψ ε ∈ R, (2.8)

donde ∆ =
∑d

i=1
∂2

∂x2
i
, d ≥ 1 y V es una doble barrera potencial. Esta ecuación

ha tomado relevancia pues ha sido propuesta como modelo de moléculas

chirales [28].

El término chiral esta esociado a un objeto que no puede superponerse

a su imagen especular. La imagen especular de un objeto (bidimensional o

tridimensional) es la imagen virtual formada por la reflexión de la imagen

original en un espejo plano; se trata de una figura virtual del tamaño de

la original. Matemáticamente hablando se trata de una transformación que

lo que hace es cambiar el signo de uno de los ejes coordenados. Debemos

mencionar, además, que la imagen especular de un objeto es la misma no

importando la orientación del espejo pues en la definición de imagen espe-

cular se considera que dos imagenes especulares son equivalentes si existe

una transformación afin que lleve a una en la otra. En qúımica este término

esta relacionado con estructuras moleculares y el estudio relacionado a este
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Figura 2.1: Los enantiometros del bromoclorofluorometano. La figura a la
derecha es la imagen original (la molécula del bromoclorofluorometano) y la
figura a la izquierda es la imagen especular de la original.

fenómeno es un área muy activa.

Una molécula es chiral cuando no puede ser superpuesta con respecto a su

imagen especular. (por superposición se entiende que la imagen original no

puede transformarse en la especular únicamente mediante rotaciones y trans-

laciones) (Ver figura 2.1). Cuando se tiene las imágen original y la especular

de la molécula decimos que tenemos los enantiometros de la molécula. La

propiedad de chilaridad en las moléculas es de suma importancia pues tiene

aplicaciones del esteroqúımica, qúımica orgánica e inorgánica, f́ısica qúımica

y en bioqúımica.

El término de chilaridad se refiere a no poder superponer imágenes es-

peculares y se distingue de aquellas imagénes especulares que si pueden ser

superpuestas (e.g. la letra “A”). El ejemplo más común y sencillo de imagénes

especulares que no se pueden superponer son nuestras manos izquierda y de-

recha: no importa como sean orientadas una con respecto a la otra no es
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posible alinear la mano derecha con la izquierda.

Es la simetŕıa de una molécula (o de cualquier otro objeto) lo que deter-

mina si es chiral o no. Una figura es achiral (no chiral) si y sólo si la figura

es invariante bajo una isometŕıa que invierte la orientación. (En geometŕıa

Euclidiana una isometŕıa se puede escribir como v → Av+b, donde A es una

matriz ortogonal de determinante ±1 y b es un vector en el espacio corres-

pondiente. Si el determinante de A es −1 decimos que la isometŕıa invierte

orientación y si el determinante es +1 entonces decimos que la orientación se

preserva.)

Regresando al problema (2.8), en [28] considerando el ĺımite semiclásico,

asumiendo d = 1 y otras generalidades la doble barrera potencial, se obtiene

el comportamiento asintótico de la solución ψ con una estimación precisa

del error. También en dicho trabajo el autor demuestra que el fenómeno

pulsante entre las dos barreras de un estado inicialmente compuesto por los

dos eigenestados mas bajos desaparece conforme la nolinealidad incrementa.

Un estudio similar al que se desarrolló en [28] se puede encontrar en [10]

en el que la parte no lineal esta dada por ε(ψ, ψ)hψ y h es una función impar

dada. De forma expĺıcita la ecuación de Schrödinger que se estudia es la

siguiente:

i! ∂

∂t
ψ = − !2

2m
∆ψ + V (x)ψ + ε(ψ, hψ)hψ ε ∈ R. (2.9)

Debemos notar que nuestra clase de ecuaciones de Schrödinger (1.3) tiene
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como caso part́ıcular el tipo de nolinealidades considerados en (2.9) con la

diferencia de que este trabajo se ha dedicado enteramente ha estudiar las

soluciones anaĺıticas del problema.



Caṕıtulo 3

Problema de Cauchy para

potenciales localmente

acotados. Problema de

Regularidad y Problema de

soluciones globales.

En esta sección abarcaremos el estudio de (1.3) y resolveremos el problema

de existencia y unicidad de soluciones además de el de dependencia continua

con respecto al valor inicial; pero aún mas consideraremos el problema de

regularidad de las soluciones y el de globalización de las soluciones locales.

13
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Consideremos la ecuación de Schrödinger no lineal con potencial (1.3),

con condiciones iniciales,

i
∂

∂t
u(x, t) = − d2

dx2
u(x, t) + V (x)u(x, t) + (V1(x)u, u)V2(x)u,

con u(x, 0) = φ ,

(3.1)

a donde hemos incorporado la constante λ en V2 pues en esta sección λ no

es relevante. El potencial V (x) es independiente del tiempo; consideraremos

potenciales del siguiente tipo:

V := V3 + V4 con Vj ∈ L1
loc(R) , j = 3, 4, V3 ≥ 0, (3.2)

sup
x∈R

∫ x+1

x

|V4(y)| dy < ∞ . (3.3)

Designaremos Q :=
√

V3 y a D(Q) como el dominio en L2 del operador

de multiplicación Q.

La ecuación (3.3) implica que (V4, ·) es una forma cuadrática relativamen-

te acotada respecto a H0 con cota relativa cero de este modo,

|(V4φ,φ)| ≤ ε‖φ′‖2
L2 + Kε‖φ‖2

L2 . (3.4)

Para la demostración de este resultado se utiliza primero lo siguiente:
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para cualquier φ ∈ H1, n ∈ Z y para toda x, y ∈ [n, n + 1] se tiene que,

|φ(x)|2 − |φ(y)|2 =

∫ y

x

(φ(z)φ(z))′d z = 2 Re

∫ y

x

φ(z)φ′(z)d z ≤

∫ y

x

2|φ(z)||φ′(z)|d z ≤ δ

∫ n+1

n

|φ′(z)|2d z +
1

δ

∫ n+1

n

|φ(z)|2d z,

(En donde aplicamos la desigualdad 2ab ≤ δa2 + 1
δ b

2). Por el teorema del

valor medio podemos escojer una y ∈ [n, n + 1] tal que,

|φ(y)|2 ≤
∫ n+1

n

|φ(z)|2d z,

de este modo,

|φ(x)|2 ≤ δ

∫ n+1

n

|φ′(z)|2d z + (1 +
1

δ
)

∫ n+1

n

|φ(z)|2d z.

Multiplicando por |V4(x)|2, integrando (sobre x) de n a n+1 y considerando

que supx∈R
∫ x+1

x |V4(y)|d y = C se tiene que:

∫ n+1

n

|V4(x)||φ(x)|2d x ≤ Cδ

∫ n+1

n

|φ′(z)|2d z + C(1 +
1

δ
)

∫ n+1

n

|φ(z)|2d z.

Tomando δ lo suficientemente pequeña para que Cδ = ε y dado que la recta

real es la unión de intervalos de longitud 1, si consideramos la suma sobre

todo Z obtendremos el resultado.

Sabemos que la forma cuadrática,
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h(ψ, ϕ) := (
d

dx
ψ,

d

dx
ϕ) + (V ψ, ϕ) , (3.5)

con dominio D(h) = H1 ∩D(Q), 1 es cerrada y acotada por debajo.

En efecto, sea {φn} una sucesión en el dominio de h, Dom(h), {φn} es

de Cauchy en la norma ‖ · ‖2
+1 := h(·, ·) + (M + 1)‖ · ‖2, en donde M es la

cota inferior dada por la condición de acotamiento de la forma cuadrática (el

hecho de que la forma sea semiacotada es una consecuencia de la definición

y de que V4 cumple (3.4)). Dado que {φn} es de Cauchy en la norma ‖ · ‖+1

entonces {φn} es de Cauchy en la norma H1 y además {
√

V3φn} también es

de Cauchy en la norma L2. Con estos resultados y con (3.4)) se tiene que h

es cerrada.

Dado que en [25] tenemos el siguiente teorema:

Teorema Si h es una forma cuadrática semiacotada y cerrada, entonces h

es la forma cuadrática de un único operador autoadjunto.

Denotamos entonces por H al operador (acotado por debajo y autoadjunto)

asociado a la forma cuadrática h. De forma que,

Hφ = H0φ + V φ, para φ ∈ D(H) := {φ ∈ D(h) : H0φ + V φ ∈ L2} . (3.6)

Consideremos N > 0 tal que H + N > 1 y denotemos,

1 Denotaremos por Wj,k, j = 1, 2, . . . , 1 ≤ k ≤ ∞ al espacio de Sobolev [1] de todas
las funciones en Lk tales que todas sus derivadas de orden menor o igual a j pertenecen a
Lk. Por Hj , j = 1, 2, . . . denotaremos al espacio de Sobolev Wj,2.
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D := ∩∞m=−∞D((H + N)m) .

Definiremos, para cualquier s ∈ R, a Hs
Q como la completación de D en la

norma ‖(H +N)
s
2 ·‖L2 . Entonces H0

Q = L2, H1
Q = D(

√
H + N), H2

Q = D(H).

El hecho de que H0
Q = L2, es consecuencia de que L2 es un espacio com-

pleto y de que D es denso en L2 bajo la norma en L2. Esto último se demues-

tra de la siguiente forma: para cualquier x ∈ L2 consideremos la sucesión

xn = χ[−n,n](H + N)x. Notemos que xn ∈ D dado que
∫

λ2nd(E(λ)xn, xn) =
∫ n

−n λ2nd(E(λ)x, x) ≤ Cn2n‖x‖2
L2 < ∞ ∀n. Finalmente podemos concluir que

xn → x en L2 como una consecuencia del teorema de convergencia dominada

de Lebesgue en L2.

Por otro lado H1
Q = D(

√
H + N) pues (D(

√
H + N), ‖

√
H + N · ‖L2) es

completo ya que, si consideramos una sucesión de Cauchy φn en la norma

‖
√

H + N‖L2 entonces φn será una sucesión de Cauchy en L2 (pues
√

H + N

es un operador positivo). Dado que L2 es un espacio completo la sucesión

convergerá en L2. Finalmente, dado que
√

H + N es un operador cerrado en

L2 entonces existirá φ ∈ D(
√

H + N) tal que
√

H + Nφn →
√

H + Nφ en

L2.

El hecho de que D sea denso en D(
√

H + N) es consecuencia de que

para todo x ∈ D(
√

H + N) podemos exhibir una sucesión xn tal que xn →

x en la norma ‖
√

H + N‖L2 . La sucesión que se exhibe es la misma que

en el caso anterior i.e. xn = χ[−n,n](H + N)x; notemos que dicha sucesión
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converge en la norma deseada puesto que para toda x ∈ D((H+N)
s
2 ) tenemos

que (H + N)
s
2 (x − xn) = λ

s
2 χ[−n,n]c(H + N)x por lo que ‖(H + N)

s
2 (x −

xn)‖2
L2 =

∫
λsχ[−n,n]c(λ)d(E(λ)x, x) que converge a cero otra vez con un

argumento de convergencia dominada (dado que χ[−n,n]c|λ|s ≤ |λ|s y dado

que
∫

λsd(E(λ)x, x) < ∞).

El último caso, H2
Q = D(H), se puede fácilmente demostrar en función

de los resultados anteriores.

En los casos de H1
Q y H2

Q consideremos las normas equivalentes,

‖v‖H1
Q

∼= máx
[
‖v‖H1 , ‖Qv‖L2

]
, (3.7)

‖v‖H2
Q

∼= máx
[
‖v‖H1

Q
, ‖(− d2

dx2
+ V )v‖L2

]
. (3.8)

En el caso en el que V3 = 0, (V, ·) es una forma cuadrática relativamente

acotada respecto a H0 con cota relativa cero. Notemos además que en este

caso H1
Q = H1. De este modo las soluciones H1

Q son simplemente soluciones

H1.

Debemos notar que si,

sup
x∈R

∫ x+1

x

|V (x)|2 dx < ∞ , (3.9)
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se sigue de (3.4), ‖V φ‖2
L2 = (V 2φ, φ) y de (φ′, φ′) ≤ ‖H0φ′‖2 + ‖φ‖2 que V es

relativamente acotado con respecto a H0 con cota relativa cero: esto es, para

cualquier ε > 0 existe una constante Kε tal que,

‖V φ‖2
L2 ≤ ε‖H0φ‖2

L2 + Kε‖φ‖2
L2 (3.10)

por lo que H2
Q = H2 ([15],[25] Vol. II) y de esta forma las soluciones H2

Q son

soluciones H2.

Para aclarar el punto H2
Q = H2, debemos de recordar las siguientes defi-

niciones y el siguiente resultado fundamental.

Definición Sean A y B dos operadores lineales densamente definidos en un

espacio de Hilbert X. Supongamos que:

D(A) ⊂ D(B),

Para alguna a y b en R y para toda φ en D(A)

‖Bφ‖ ≤ a‖Aφ‖+ b‖φ‖,

entonces B se dice que es A-acotado. Al ı́nfimo de las a que cumplen con la

propiedad se le llama cota relativa de B con respecto a A. Si la cota relativa

es cero, decimos que B es infinitesimalmente pequeño con respecto a A y

escribimos B << A.

Algunas veces es conveniente reemplazar la segunda condición de nuestra

definición por:
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Para alguna ã y b̃ en R y para toda φ en D(A)

‖Bφ‖2 ≤ ã2‖Aφ‖2 + b̃2‖φ‖2.

Teorema (El teorema de Kato-Rellich) Supongamos que A es autoad-

junto, B simétrico y B es A-acotado con cota relativa a < 1. Entonces A+B

es autoadjunto en D(A) y esencialmente autoadjunto en cualquier núcleo

(“core”) de A. Más aún si A es acotado por debajo por M entonces A + B

es también acotado por debajo por la cota M −máx{ b
1−a , a|M |+ b} donde a

y b estan dadas por la definición de A-acotado.

Para obtener nuestro resultado simplemente hay que hacer notar que por

(3.10) V es H0-acotado y que se puede aplicar el Teorema de Kato-Rellich.

Definamos al intervalo I como sigue: I := [0, T ], si T < ∞ e I := [0,∞),

si T = ∞. Se sigue de cálculo funcional para operadores autoadjuntos que H

es un operador acotado de Hs
Q a Hs−2

Q , que además e−itH es un grupo unitario

fuertemente continuo en Hs
Q, (s ∈ R) y que e−itH es un operador acotado de

Hs
Q a C(I,Hs

Q) ∩ C1(I,Hs−2
Q ) con,

i
∂

∂t
e−itHφ = He−itHφ = e−itHHφ . (3.11)

Para demostrar esto último notemos lo siguiente: por el teorema espectral

tenemos que:
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e−itHφ =

∫
−eitλdE(λ)φ, (3.12)

y que

Hφ =

∫
λdE(λ)φ. (3.13)

Notemos que Hφ ∈ Hs−2
Q pues,

‖Hφ‖2
Hs−2

Q
=

∫
(1 + λ2)s−2λ2d(E(λ)φ, φ) ≤

∫
(1 + λ2)sd(E(λ)φ,φ) = ‖φ‖Hs

Q
< ∞,

(3.14)

ya que φ ∈ Hs
Q.

Finalmente observemos que,

‖ie
−i(t+h)Hφ− e−itHφ

h
− e−itHHφ‖Hs−2

Q
=

∫
|ie

−ihλ − 1

h
− λ|2(1 + λ2)s−2d(E(λ)φ,φ).

(3.15)

Dado que,

ĺım
h→0

i
e−ihλ − 1

h
− λ = 0, (3.16)

y dado que

|ie
−ihλ − 1

h
| = |1

h

∫ hλ

0

e−isds| ≤ |λ|, (3.17)
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entonces tenemos que,

|ie
−ihλ − 1

h
− λ|2(1 + λ2)s−2 ≤ (1 + λ2)s. (3.18)

De este modo podemos considerar el teorema de convergencia dominada en

(3.15) para aśı obtener que,

ĺım
h→0

‖ie
−i(t+h)Hφ− e−itHφ

h
− e−itHHφ‖Hs−2

Q
= 0. (3.19)

Supongamos que V1, V2 ∈ L∞. Diremos que u es solución en L2 de (3.1)

si u ∈ C(I, L2) ∩ C1(I,H−2
Q ) y si satiface (3.1).

Multiplicando ambos lados de (3.1) (evaluados en τ) por e−itH e integran-

do (en τ) de 0 a t tendremos que,

u(t) = e−itHφ +
1

i
G(F (u)) , con F (u) = (V1u, u)V2u, (3.20)

donde hemos definido,

G(u) :=

∫ t

0

e−i(t−τ)Hu(τ) dt. (3.21)

Por otro lado, si F (u) ∈ L∞loc(I,Hs
Q) entonces G(F ) ∈ C(I,Hs

Q)∩C1(I,Hs−2
Q )

y

i
∂

∂t
GF = HGF + F . (3.22)
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De ese modo si u ∈ C(I, L2) es solución de (3.20) entonces se sigue que u ∈

C1(I,H−2) por lo que u es solución de (3.1) (tomando la derivada de ambos

lados de (3.20)) y de este modo las ecuaciones (3.1),(3.20) son equivalentes.

En lo que sigue, vamos a trabajar con la ecuación (3.20).

3.1. Problema local de Cauchy. Soluciones L2

Definimos los siguientes espacios: N := C(I, L2) y N j := C(I,Hj
Q). De-

notaremos también por XR (para cualquier espacio de Banach X ) a la bola

unitaria con centro en el origen y radio R.

Teorema 3.1. [30] Asumamos que V cumple (3.2),(3.3) y que V1, V2 ∈ L∞.

Entonces, para cualquier φ ∈ L2 existe una 0 < T < ∞ tal que (3.1) tiene

una única solución u ∈ C(I, L2) con u(x, 0) = φ. T depende sólo de ‖φ‖L2.

Demostración. Defina:

Φ(u) = e−itHφ− iGF (u) . (3.23)

Dado que

F (u)−F (v) = (V1u, u)V2(u− v) + [(V1(u− v), u)− (V1v, v− u)]V2v. (3.24)

Y considerando u, v ∈ NR se tiene que,
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‖F (u)− F (v)‖N ≤ ‖V1‖L∞‖V2‖L∞(‖u‖N + ‖v‖N )2‖u− v‖N ≤2CR2‖u− v‖N ,

(3.25)

para toda u, v ∈ NR; de este modo como e−itH es unitario en L2, se tiene

que,

‖Φ(u)‖N ≤ ‖φ‖L2 + CT‖u‖3
N ≤ ‖φ‖L2 + CTR3 , (3.26)

es decir, Φ manda NR en NR tomando R,T tales que ‖φ‖L2 + CTR3 ≤ R.

Además se tiene que,

‖Φ(u)− Φ(v)‖N ≤ 2CTR2‖u− v‖N , para u, v ∈ NR , (3.27)

por lo que Φ es una contracción en NR (Si se toma α = 2CTR2 < 1). De

este modo, por el teorema de contracción [25], Φ tiene un único punto fijo,

u, que es solución de (3.1) en NR.

Supongamos que existe otra solución v ∈ N . Por el argumento anterior

tenemos que u(t) = v(t) para t ∈ [0, T0] para algún T0 ≤ T . Iterando este

argumento podemos concluir que v(t) = u(t), 0 ≤ t ≤ T .

Comentario 3.2. [30] Sea Tm el tiempo de existencia maximal para que una

solución u de (3.1) pueda ser extendida a una solución u ∈ C(Tm, L2) con

u(0) = φ. Entonces si Tm es finito debe de pasar que ĺımt↑Tm ‖u‖L2 = ∞.
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En otras palabras, la solución debe existir para todo tiempo a menos de que

la norma en L2 explote para un tiempo finito. Para probar este resultado

supongamos que ‖u‖L2 permanece acotada conforme t ↑ Tm. Entonces por el

Teorema 3.1 podemos extender la solución de manera continua para Tm + ε

para alguna ε > 0, contradiciendo la definicion de Tm.

Como consecuencia del Teorema 3.1 podemos demostrar que (3.1) tiene

una única solución en N con u(x, 0) = φ. Supongamos que existen dos solu-

ciones u1, u2 de (3.1) en C(I, L2) entonces por el Teorema 3.1 u1(t) = u2(t)

para t ∈ [0, T0] 0 < T0 < T . Sea Tm el tiempo de existencia máximo para el

cual esto sucede i.e u1(t) = u2(t) t ∈ [0, Tm). Si consideramos que T < ∞

entonces T = Tm pues de otro modo si suponemos que Tm < T y como las

soluciones son continuas se tendŕıa que, u1(t) = u2(t) t ∈ [0, Tm + ε) con

ε > 0; con lo que se contradice la definición de Tm. Ahora si, Tm = T se

puede extender por continuidad la propiedad y entonces u1(T ) = u2(T ). (En

el caso en que T = ∞ el razonamiento es igual.)

Teorema 3.3. [30] Supongamos que V cumple (3.2), (3.3) y que V1, V2 ∈

L∞. Entonces, la solución (3.1), u ∈ C([0, T ], L2) 0 < T < ∞, con u(0) = φ

dada por el Teorema 3.1 depende continuamente en el valor inicial φ . De

manera precisa, si φn → φ en L2 entonces, para n es suficientemente grande,

la soluciones un ∈ C([0, T ], L2) de (3.1) con un(x, 0) = φn existen para

t ∈ [0, T ] y además un → u en C([0, T ], L2).

Demostración. Probaremos la versión local. Definamos las siguientes trans-
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formaciones:

Φn(u) = e−itHφn + GF (u) con u ∈ N (T0) := C([0, T0], L2). Debido a la

acción de e−itH en L2 tenemos que e−itHφn → e−itHφ in N (T0). Dado que

‖φ‖L2 + CT0R3 ≤ R se cumple para las Φn, entonces, con la misma R y

la misma T0 podemos demostrar que las Φn son contracciones en NR con

radio de contracción uniforme ρ < 1 y por tanto cada Φn tiene un punto fijo

un ∈ NR los cuales existen en el intervalo común [0, T0]. Entonces es fácil ver

que un → u ∈ N (T0) pues, un − u = Φn(un) − Φn(u) + Φn(u) − Φ(u) y por

tanto:

‖un−u : N (T0)‖ = ‖Φn(un)−Φ(u) : N (T0)‖ ≤ ρ‖un−u : N (T0)‖+‖φn−φ‖L2 .

Dado que ‖φn − φ‖L2 → 0 si n →∞ entonces, un → u en N (T0).

Para extender la solución de [0, T0] a [0, T ] notemos que la longitud del

intervalo de existencia depende directamente de ‖φ‖L2 = ‖u(x, 0)‖L2 . Ahora

dado que u(x, t) ∈ N entonces ‖u(t)‖L2 ≤ M, ∀t ∈ [0, T ]. De este modo

la longitud del intervalo [0, T0] estara determinada por la M que es unifor-

me para toda t ∈ [0, T ]. Aśı las cosas, podemos avanzar paso a paso para

construir la solución hasta alcanzar la T deseada (se puede dar también un

argumento de compacidad).
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3.2. Problema local de Cauchy. SolucionesH1
Q

Teorema 3.4. [30] Asumamos que V cumple (3.2),(3.3), que V1 satisface la

estimación (3.3) y que V2 ∈ W1,∞. Entonces, para cualquier φ ∈ H1
Q existe

una 0 < T < ∞ tal que (3.1) tiene una única solución u ∈ C(I,H1
Q) con

u(x, 0) = φ. T depende sólo de ‖φ‖H1
Q
.

Demostración. Como V1 satisface (3.3) de (3.4) se tiene que:

|(V1φ,φ)| ≤ C‖φ‖2
H1

Q
, ∀φ ∈ H1

Q. (3.28)

Definimos Φ como en (3.23), dado que V2 ∈W1,∞ se tiene que,

‖Φ(u)‖N 1 ≤ ‖φ‖H1
Q

+ CT‖u‖3
N 1 , (3.29)

‖Φ(u)− Φ(v)‖N 1 ≤ CT (‖u‖2
N 1 + ‖v‖2

N 1)‖u− v‖N 1 . (3.30)

Considerando R, T tales que ‖φ‖H1
Q
+CTR3 ≤ R y definiendo α := 2CTR2 <

1 en consecuencia de (3.29), (3.30) se tiene que Φ es una contracción en N 1
R

con radio de contracción α. Entonces, el único punto fijo u es una solución

de (3.20).

Comentario 3.5. [30] Como en el caso anterior se puede demostrar que la

solución en H1
Q existe para todo tiempo t > 0, a menos que la norma H1

Q

de dicha solución explote en un tiempo finito y que (3.1) tiene a lo mas una

solución en C(I,H1
Q).
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Teorema 3.6. [30] Asumamos que V cumple (3.2),(3.3), que V1 satisface la

estimación (3.3) y que V2 ∈ W1,∞. Entonces, la solución u ∈ C([0, T ],H1
Q),

0 < T < ∞ de (3.1) con u(x, 0) = φ dada por el Teorema 3.4 depende

continuamente en el dato inicial φ. De manera precisa, si φn → φ en H1
Q

entonces, para n es suficientemente grande, la soluciones un ∈ C([0, T ],H1
Q)

de (3.1) con un(x, 0) = φn existen para t ∈ [0, T ] y además un → u en

C([0, T ],H1
Q).

Demostración. La prueba es análoga a la del Teorema 3.3 considerando que

la versión local se demuestra ahora en el espacio C([0, T0],H1
Q).

3.3. Problema local de Cauchy. SolucionesH2
Q

Teorema 3.7. [30] Asumamos que V cumple (3.2),(3.3), que V1 satisface

la estimación (3.3) y que V2 ∈ W2,∞. Entonces, para cada φ ∈ H2
Q, existe

0 < T < ∞ tal que (3.1) tiene una única solución u ∈ C(I,H2
Q) con u(0) = φ.

T depende solo de ‖φ‖H2
Q
,

Demostración. Como V2 ∈W2,∞ se tiene para alguna constante C que,

‖V2φ‖H2
Q
≤ C‖φ‖H2

Q
, ∀φ ∈ H2

Q. (3.31)
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Tomando Φ como en (3.23), se tiene que,

‖Φ(u)‖N 2 ≤ ‖φ‖H2
Q

+ CT‖u‖3
N 2 , (3.32)

‖Φ(u)− Φ(v)‖N 2 ≤ CT (‖u‖2
N 2 + ‖v‖2

N 2)‖u− v‖N 2 . (3.33)

Considerando R, T tales que ‖φ‖H2
Q
+CTR3 ≤ R y definiendo α := 2CTR2 <

1, es consecuencia de (3.32), (3.33) que Φ es una contracción en N 2
R con radio

de contracción α. Entonces el único punto fijo, u, es una solución de (3.20).

Comentario 3.8. [30] Como en el caso anterior se puede demostrar que la

solución en H2
Q existe para todo tiempo t > 0, a menos que la norma H2

Q

de dicha solución explote en un tiempo finito y que (3.1) tiene a lo mas una

solución en C(I,H2
Q).

Teorema 3.9. [30] Asumamos que V cumple (3.2),(3.3), que V1 satisface la

estimación (3.3) y que V2 ∈ W2,∞. Entonces la solución u ∈ C([0, T ],H2
Q),

0 < T < ∞ de (3.1) dada por el Teorema 3.7 depende continuamente en

el dato inicial φ. De manera precisa, si φn → φ en H2
Q entonces, para n

es suficientemente grande, la soluciones un ∈ C([0, T ],H2
Q) de (3.1) con

un(x, 0) = φn existen para t ∈ [0, T ] y además un → u en C([0, T ],H2
Q).

Demostración. La prueba es análoga a la del Teorema 3.3 considerando que

la versión local se demuestra ahora en el espacio C([0, T0],H2
Q).
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3.4. Regularidad

Probaremos que es imposible que la solución en H1
Q (H2

Q) explote antes

de que la solución en L2 (H1
Q) lo haga.

Teorema 3.10. (Regularidad en L2 − H1
Q) [30] Asumamos que V cumple

(3.2),(3.3), que V1 ∈ L∞ y que V2 ∈W1,∞. Entonces, si u ∈ C([0, T ], L2), 0 <

T < ∞ es solución de (3.1) con u(0) = φ ∈ H1
Q, tenemos que u ∈ C([0, T ],H1

Q).

Demostración. Por el Teorema 3.4 existe una 0 < T0 ≤ T tal que u ∈

C([0, T0],H1
Q). Denotemos por v(t) :=

√
H + Nu(t), 0 ≤ t ≤ T0. Multipli-

cando ambos lados de (3.20) por
√

H + N obtendremos que,

v(t) = e−itH(
√

H + N)φ +
1

i
G(V1u, u)[(H + N)

1
2 V2(H + N)−

1
2 ]v. (3.34)

Notemos que como V2 ∈W1,∞, [(H + N)
1
2 V2(H + N)−

1
2 ] es un operador aco-

tado de L2. En efecto, notemos que si V2 ∈ W1,∞ entonces V2 : Dom((H +

N)
1
2 ) → Dom((H + N)

1
2 ) es un operador bien definido puesto que si φ ∈

Dom((H+N)
1
2 ) entonces φ ∈ H1 y Qφ ∈ L2. Dado que ‖V2φ‖L2 ≤ ‖V2‖L∞‖φ‖L2

y que ‖∂(V2φ)‖ ≤ C‖V2‖W1,∞‖φ‖H1 sólo resta demostrar que QV2φ ∈ L2 pe-

ro ello es fácil ya que ‖QV2φ‖L2 ≤ ‖V2‖L∞‖Qφ‖L2 < ∞. Con estas últimas

demostraciones hemos también demostrado que el operador V2 : Dom((H +

N)
1
2 ) → Dom((H + N)

1
2 ) es un operador acotado. El que los operadores

(H + N)−
1
2 : L2 → Dom((H + N)

1
2 ) y (H + N)

1
2 : Dom((H + N)

1
2 ) → L2

sean acotados es fácil de demostrar.
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La ecuación (3.34) es lineal con respecto a v y ahora u esta fija en N .

Resolviendo esta ecuación en un intervalo [T0, T0 +∆] con ∆ suficientemente

pequeña se prueba que v ∈ L2 para T0 ≤ t ≤ qT0 + ∆. Nótese que el tamaño

de ∆ depende únicamente de ‖u‖N . Repitiendo el mismo argumento de paso

en paso, que se mencionó en el Teorema 3.3, se prueba que v ∈ C([0, T ], L2])

y por tanto u ∈ C([0, T ],H1
Q).

Teorema 3.11. (Regularidad H1
Q − H2

Q) [30] Asumamos que V cumple

(3.2),(3.3), que V1 cumple (3.9) y que V2 ∈ W2,∞. Si u ∈ C([0, T ],H1
Q) es

una solución de (3.1) con u(0) = φ ∈ H2
Q, tenemos que u ∈ C([0, T0],H2

Q).

Demostración. Por el Teorema 3.7 existe una 0 < T0 ≤ T tal que u ∈

C([0, T0],H2
Q). Tomando la derivada de u con respecto a t en (3.20) y deno-

tando por v := ∂u
∂t , 0 ≤ t ≤ T0 obtendremos que,

iv(t) = e−itH [Hφ + Fφ] + G(2[Re(v, V1u)]V2u + (V1u, u)V2v). (3.35)

Resolviendo la ecuación (3.35) real-lineal con respecto a v y tomando u

fija en N 1 en un intervalo [T0, T0 + ∆] con ∆ suficientemente pequeña se

prueba que v ∈ L2 para T0 ≤ t ≤ T0 + ∆. Dado que V1 cumple (3.9) se tiene

que ‖V1u(t)‖2
L2 = (V 2

1 u, u) ≤ C‖u‖2
N 1 de este modo, el tamaño de ∆ depende

únicamente de ‖u‖N 1 . Repitiendo el argumento de paso a paso, se prueba

que v ∈ C([0, T ], L2]) y por tanto u ∈ C([0, T ],H2
Q).
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3.5. Soluciones Globales

Probaremos primero que existe conservación de la norma en L2.

Lema 3.12. [30] Asumamos que V cumple (3.2),(3.3), que V1 ∈ L∞, que

V2 ∈ W1,∞ y que V1, V2 son a valores reales. Entonces la norma L2 de la

solución de (3.1) dada por el Teorema 3.1 y la norma L2 de la solución H1
Q

dada por el Teorema 3.4 son constantes.

Demostración. Probaremos primero el Lema para la solución u ∈ C([0, T ],H1
Q).

De (3.20) u ∈ C1([0, T ],H−1
Q ) y entonces, por (3.1), se tiene que,

1

2

d

dt
‖u(t)‖L2 = Re(

du

dt
(t), u(t)) = Re

1

i
[(Hu, u) + (V1u, u)(V2u, u)] = 0,

(3.36)

y por tanto ‖u(t)‖L2 = ‖u(0)‖L2 . El resultado para soluciones u ∈ C([0, T ], L2)

se sigue de aproximar φ en la norma L2 mediante φn ∈ H1
Q y aplicando el

Teorema 3.3.

Teorema 3.13. [30] Asumamos que V cumple (3.2),(3.3), que V1 ∈ L∞, que

V2 ∈W1,∞ y que además V1, V2 son a valores reales. Entonces la solución en

L2, u(t) de (3.1) dada por el Teorema 3.1 existe para todo tiempo y ‖u(t)‖L2 =

‖u(0)‖L2 , t ∈ [0,∞).

Demostración. El teorema se sigue del Comentario 3.2 L2 y del Lema 3.12.
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Para u ∈ C(I,H1
Q) definimos la enerǵıa para todo tiempo como sigue:

E(u(t)) := (u′(t), u′(t))+(V u(t), u(t))+
1

2
(V1u(t), u(t))(V2u(t), u(t)) . (3.37)

Donde denotamos u′(x, t) = ux(x, t).

Lema 3.14. [30] Asumamos que V cumple (3.2),(3.3), que V1 = λV2 para

algún real λ, V2 ∈W2,∞ y que V2 es a valores reales. Entonces la enerǵıa de

la solución H1
Q de (3.1) dada por el Teorema 3.4 y la enerǵıa de la solución

H2
Q de (3.1) dada por el Teorema 3.7 son constantes en el tiempo.

Demostración. Probaremos primero el Lema para soluciones en H2
Q. Se sigue

de (3.20) u ∈ C1([0, T ], L2). Dado que H2
Q = D(H) se puede reescribir a la

enerǵıa como sigue (usando además integración por partes):

E(u(t)) := (u(t), Hu(t)) +
λ

2
(V2u(t), u(t))2 . (3.38)

Se sigue entonces que,

d

dt
E(u(t)) = 2 Re[(u̇(t), Hu(t)) + λ(V2u(t), u(t))(V2u̇(t), u(t))] =

2 Re
1

i
[‖Hu‖1

L2 + λ(V2u(t), u(t))[(V2u(t), Hu(t)) + (Hu(t), V2u(t))]] = 0,

(3.39)

en donde hemos denotado u̇(x, t) = ut(x, t). Este cálculo se hace mas obvio

con la siguiente consideración: vamos a calcular expĺıcitamente d
dt(u

′(t), u′(t)),
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d

dt
(u′(t), u′(t)) =

ĺım
h→0

1

h
[u′(t + h)− u′(t), u′(t + h)) + (u′(t), u′(t + h)− u(t))] =

2 Re
( ∂

∂t
u(t), u′′(t)

)
(3.40)

en donde hemos integrado por partes antes de considerar el ĺımite h → 0.

El resultado para soluciones u ∈ C([0, T ],H1
Q) se sigue de aproximar φ

en la norma H1
Q mediante φn ∈ H2

Q y aplicando el Teorema 3.6.

Teorema 3.15. [30] Asumamos que V cumple (3.2),(3.3), que V1 = λV2 para

algún real λ, V2 ∈ W2,∞ y que V2 es a valores reales. Entonces la solución

H1
Q de (3.1) dada por el Teorema 3.4 y la solución H2

Q de (3.1) dada por

el Teorema 3.7 existen para todo tiempo y la norma L2 y la enerǵıa de las

soluciones son constantes en el tiempo.

Demostración. Primero consideremos la solución u ∈ C(I,H1
Q). Por los Le-

mas 3.12 y 3.14 se tiene que,

(u′(t), u′(t)) + (V0u(t), u(t)) + N(u(t), u(t)) ≤

E(u(0)) + N‖u(0)‖2
L2 +

|λ|
2
‖V2‖2

L∞‖u(0)‖4
L2 .

(3.41)

De este modo por el Comentario 3.5, la u esta definida para todo tiempo y

la norma L2 y la enerǵıa son constantes. El resultado para soluciones H2
Q es

consecuencia de la regularidad de las soluciones H1
Q-H2

Q, Teorema 3.11.



Caṕıtulo 4

Problema de dispersión directo

e inverso

Definamos (para q > 1) r := 4q
2q−1 , p = q+1

q−1 los siguientes espacios de

Banach,

M := CB(R, Lp+1) ∩ Lr(R, Lp+1) , (4.1)

donde CB(R, Lp+1)es el espacio de funciones continuas y acotadas de R a

Lp+1 y Lr(R, Lp+1) =: L(P ) (donde P := ( 1
p+1 ,

1
r )), equipados con la norma,

‖ · ‖M = sup
{
‖ · ‖CB(R,Lp+1), ‖ · ‖L(P )

}
. (4.2)

Definamos, para cualquier γ ∈ R, a L1
γ como el espacio de Banach de

todas las funciones medibles, complejo-valuadas, φ, definidas en R tales que,

35



CAPÍTULO 4. PROBLEMA DE DISPERSIÓN 36

‖φ‖L1
γ

:=

∫
|φ(x)|(1 + |x|)γ dx < ∞. (4.3)

Si V ∈ L1
1 entonces el operador τ := d2

dx2 +V es esencialmente auto-adjunto

en el siguiente dominio,

D(τ) := {φ ∈ L2
C : φ y

d

dx
φ son absolutamente continuas y τφ ∈ L2} (4.4)

donde L2
C denota el espacio de todas las funciones L2 con soporte compacto.

Denotaremos por H a la realización autoadjunta de τ y designaremos por H0

a la realización autoadjunta de − d2

dx2 cuyo dominio es el espacio de Sobolev

H2. Los operadores de onda estan dados por,

W± := s− ĺım
t→±∞

eitHe−itH0 . (4.5)

Es un resultado conocido [31] que el ĺımite de estos operadores existe en la

topoloǵıa fuerte de L2 y que el rango de los operadores de onda es el espacio

de continuidad absoluta de H, Hac.

Los operadores de onda adjuntos estan dados por,

W∗
± := s− ĺım

t→±∞
eitH0e−itHPac, (4.6)

donde Pac es la proyección en el espacio Hac. Definamos ahora, para cuales-
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quiera dos soluciones u, v de la ecuación de Schrödinger estacionaria:

− d2

dx2
u + V u = k2, u k ∈ C, (4.7)

el Wronskiano, denotado por [u, v], como,

[u, v] :=
( d

dx
u
)
v − u

( d

dx
v
)
. (4.8)

Denotemos por fj(x, k), j=1,2 Im k ≥ 0 a las soluciones de Jost de (4.7) que

satisfacen f1(x, k) ∼ eikx, x →∞ , f2(x, k) ∼ e−ikx, x → −∞ . Decimos que

el potencial V es genérico si [f1(x, 0), f2(x, 0)] 2= 0 y decimos que el potencial

es excepcional si [f1(x, 0), f2(x, 0)] = 0. Notemos que el potencial trivial

V = 0 es excepcional. Para . = 0,1, · · · , denotaremos por V (') := d"

dx" V (x).

Notemos que V (0) = V .

Consideremos el siguiente resultado de [44],

Teorema Supongamos que V ∈ L1
γ, donde en el caso genérico γ > 3/2

y en el excepcional γ > 5/2 y para algún j = 1, 2, · · · , V (') ∈ L1 para

. = 1, 2, · · · j−1. Entonces los operadores de onda W± y W∗
±, originalmente

definidos en Wj,p ∩L2, 1 ≤ p ≤ ∞, tienen extensiones a operadores acotados

definidos en Wj,p. Más aún existen constantes Cp, 1 < p < ∞ tales que:

‖W±f‖j,p ≤ Cp‖f‖j,p; ‖W∗
±f‖j,p ≤ Cp‖f‖j,p,

f ∈Wj,p ∩ L2, 1 < p < ∞.
(4.9)
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Además, si V es excepcional y a := ĺımx→−∞ f1(x, 0) = 1 entonces, W±,

W∗
± tienen extensiones a operadores acotados definidos en Wj,1 y a operado-

res acotados definidos en Wj,∞, y existen constantes C1 y C∞ tales que (4.9)

se cumple para p = 1 y para p = ∞.

Lo que podemos concluir de este resultado es que los operadores de onda

W±, W∗
± son continuos en los espacios Wj,p, j = 0, 1 y 1 < p < ∞.

Por el Teorema 3 en la pagina 135 de [32]:

‖F(1 + q2)
j
2 (Ff)(q)‖Lp (4.10)

es una norma equivalente a la norma de Wj,p, j = 0, 1, 1 < p < ∞. En (4.10)

F denota la transformada de Fourier.

Definimos a Lp
α(R) como el conjunto de todas las funciones f ∈ Lp(R)

que pueden ser escritas de la forma f = (I −∆)−
α
2 g, para alguna g ∈ Lp(R).

El teorema dice explicitamente:

Supongamos que j es un entero positivo y que 1 < p < ∞. Entonces,

Lp
j = Wj,p, (4.11)

en el sentido que f ∈ Lp
j si y solo si f ∈Wj,p y que las normas de los espacios

son equivalentes.

Si H no tiene eigenvalores entonces los operadores de onda son unitarios

en L2, pues en este caso Hac(H) = L2.
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De las relaciones de intercambio:

(I + H)
j
2 = W±(I + H0)

j
2W∗

±, (4.12)

y de (4.10) se tiene que la norma,

‖(I + H)
j
2 f‖Lp , (4.13)

define una norma equivalente a la norma en Wj,p, j = 0, 1, 1 < p < ∞. Para

ilustrar este resultado de equivalencia de normas vamos a dar una demostra-

ción sencilla en el caso p = 2.

Por la definición de Wj,2, se tiene que:

‖f‖2
Wj,2

=
∑

|α|≤j

‖D|α|f‖2
L2 =

∑

|α|≤j

‖(ik)|α|f̂(k)‖2
L2

donde f̂(k) es la transformada de Fourier de f(x), definida en L2.

Tenemos que:

∫

|k|≤1

|ik|2|α||f̂(k)|2dk ≤
∫

|k|≤1

|f̂(k)|2dk.

Por otra parte:

∫

|k|≥1

|ik|2|α||f̂(k)|2dk ≤
∫

|k|≥1

(1 + |k|2)j|f̂(k)|2dk,

con |α| ≤ j. Entonces,
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∫
|ik|2|α||f̂(k)|2dk ≤ ‖(1 + |k|2)

j
2 f̂(k)‖2

L2 , |α| ≤ j.

De este modo se tiene que:

‖f‖2
Wj,2

‖ =
∑

|α|≤j

‖|β||α|f̂(k)‖2
L2 ≤ C‖(1 + |k|2)

j
2 f̂‖2

L2 .

Dado que ‖f‖L2 = ‖f̂‖L2 = ‖f̌‖L2 se concluye entonces que:

‖f‖2
Wj,2

≤ C‖F−1(1 + |k|2)
j
2Ff(k)‖2

L2 .

Ahora, para probar que:

‖F−1(1 + |k|2)
j
2Ff‖L2 ≤ C‖f‖Wj,2 ,

debemos observar que:

‖F−1(1 + |k|2)
j
2Ff‖2

L2 = ‖(1 + |k|2)
j
2Ff‖2

L2 =

∫
(1 + |k|2)j|f̂ |2dk.

Tomando dos casos (|k| ≤ 1 y |k| ≥ 1) se tiene que:

(i) |k| ≤ 1

(1 + |k|2)j ≤ 2j,
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y por lo tanto:

∫

|k|≤1

(1 + |k|2)j|f̂ |2d k ≤
∫

|k|≤1

2j|f̂ |2dk.

(ii) |k| ≥ 1

(1 + |k|2)j ≤ 2jk2j,

y por lo tanto:

∫

|k|≥1

(1 + |k|)j|f̂ |2dk ≤
∫

|k|≥1

2jk2j|f̂ |2dk.

De esta manera concluiremos que:

‖F−1(1 + k2)
j
2Ff‖2

L2 ≤
∫

|k|≤1

2j|f̂ |2dk +

∫

|k|≥1

2jk2j|f̂ |2dk.

De esta manera hemos demostrado que,

‖F−1(1 + |k|2)
j
2Ff‖L2 ≤ C‖f‖Wj,2 ,

por lo que la equivalencia de normas está establecida para el caso en que

p = 2.

Finalmente, dentro de los resultados preliminares de este caṕıtulo men-

cionaremos uno fundamental que es conocido como la estimación Lp − Lp′ .

Empezaremos con una discusión al respecto.

Consideremos la ecuación de Schrödinger siguiente:
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i
∂

∂t
u(x, t) = − d2

dx2
u(x, t), u(x, 0) = f(x), (4.14)

la solución a este problema esta dada por e−itH0 . Supongamos que α ∈ C y

que Re α > 0 entonces e−k2α ∈ L2(R) ∩ Lp(R) y por tanto

(e−iH0αφ)(x) =
( 1

4πα

) 1
2

∫
e
−|x−y|2

4α φ(y)dy , (4.15)

dado que e−H0α = F−1e−k2αF y dado que F−1(e−k2α) = (2α)−
1
2 e−

x2

4α . Su-

pongamos que φ ∈ L1 ∩ L2. Dado que e−i(t−iε)H0φ → eitH0φ en L2 conforme

ε ↓ 0 podemos hallar una subsucesión que converge puntualmente en casi

todo punto. De este modo,

(e−itH0φ)(x) = ĺım
ε↓0

(e−i(t−iε)H0φ)(x) =

ĺım
ε↓0

(
4πi(t− iε)

)− 1
2

∫
e
−|x−y|2
4i(t−iε) φ(y)dy =

(
4πit

)− 1
2

∫
e

i|x−y|2
4t φ(y)dy,

(4.16)

en donde, en el último paso aplicamos el teorema de convergencia dominada

de Lebesgue. Para φ ∈ L2 se utiliza el argumento de definir la función (me-

diante funciones caracteŕısticas) solo en bolas de radio R y centradas en el

origen y con ello se obtiene,

(e−itH0φ)(x) = s− ĺım(4πit)−
1
2

∫
e

i|x−y|2
4t φ(y)dy , (4.17)
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donde s − ĺım significa ĺımite en la norma L2. Dado que e−itH0 es unitario

en L2(R), ‖e−itH0φ‖L2 = ‖φ‖L2 y dado que si φ ∈ L1 ∩ L2 se sigue de (4.17)

que ‖e−itH0φ‖L∞ ≤ (4πt)−
1
2‖φ‖L1 . Entonces considerando que 2 ≤ p′ ≤ ∞ y

que 1
p + 1

p′ = 1 podemos aplicar el teorema de Riesz-Thorin [25] y extender a

e−itH0 en una transformación de Lp a Lp′ que cumple la siguiente estimación,

‖e−itH0φ‖Lp′ ≤ t−( 1
p−

1
2 )‖φ‖Lp , t > 0,

1

p
+

1

p′
= 1, 1 ≤ p ≤ ∞. (4.18)

Este último resultado es la estimación Lp − Lp′ . Las consideraciones si-

guientes fueron tomadas de [38]. La estimación Lp − Lp′ es interesante pues

expresa la naturaleza dispersiva de las ecuación de Schrödinger. Esta expre-

sión da un significado cuantitativo de la propagación del paquete de onda

bajo la evolución libre del sistema e−itH0φ. En las aplicaciones prácticas, la

nolinealidad, F, de la ecuación de Schrödinger no lineal general, denotada por

siglas como ESNL, (considerar (1.3) con una nolinealidad general es decir,

F ) se toma como una potencia suficientemente grande de u. Este tipo de

nolinealidades hacen que las soluciones de la ESNL (con V=0) sean grandes

donde ya lo son. Por otro lado, la propagación de la ecuación lineal asociada

(4.14) evita que la solución sea demasiado grande siempre que los datos ini-

ciales sean lo suficientemente pequeños. Es en el balance de estos dos tipos

de comportamiento lo que explica la teoŕıa de dispersión para amplitudes

pequeñas. Eventualmente, la propagación evita que la solución explote en un
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tiempo finito y para tiempos largos la evolución es dominada por la parte

lineal, en el sentido de que la solución es asintótica a las solución de (4.14).

En el caso en el que se pretende generalizar este tipo de estimaciones

para ecuaciones de Schrödinger con potencial V 2= 0 se debe proceder con

cuidado pues en general e−itH no cumple con una relación análoga a (4.17);

considere por ejemplo que H = −∆+V tiene un eigenvalor λ con eigenvector

ψ. Entonces la solución de la ecuación de Schrödinger lineal,

i
∂

∂t
u(x, ) = −(∆ + V )u(x, t), u(x, 0) = f(x), (4.19)

con f = ψ estará dada por u(x, t) = e−iλtψ que se trata de una onda estacio-

naria. Es por ello que se esperará que haya es Lp−Lp′ para H si restringimos

los estados iniciales al subespacio de continuidad de H, Hc (recordemos que

este espacio es el complemento ortogonal en L2 de la cerradura del conjunto

generado por todas las combinaciones lineales de eigenvectores de H).

De este modo en [38] se demuestra la siguiente estimación Lp − Lp′ que

será fundamental para la demostración de nuestros resultados.

Teorema (La estimación Lp−Lp′) [38] Supongamos que V ∈ L1
γ, donde en el

caso genérico γ > 3/2 y en el excepcional γ > 5/2. Entonces para 1 ≤ p ≤ 2

y 1
p + 1

p′ = 1,

‖e−itHPc‖B(Lp,Lp′ ) ≤ C
1

|t|
1
p−

1
2

t > 0, (4.20)

en donde hemos denotado por Pc al proyector sobre el espacio de con-

tinuidad de H, Hc y donde para cualesquiera dos espacios de Banach X, Y
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hemos denotado por B(X, Y ) al espacio de Banach de todos los operadores

lineales acotados de X en Y . En el caso en el que X = Y simplemente lo

denotaremos por B(X). Cabe destacar que en nuestro caso Pc = Pac.

Como consecuencia de este último teorema tenemos la siguiente estima-

ción “W1,p −W1,p′” ,

‖e−itH‖B(W1,p,W1,p′ ) ≤ C
1

|t|
1
p−

1
2

t > 0. (4.21)

para 1 ≤ p ≤ 2 y 1
p + 1

p′ = 1.

4.1. Solución del problema de dispersión di-

recto. Construcción del operador de dis-

persión.

En el siguiente teorema se resuelve el problema de dispersión directo de

la ecuación (1.3).

Teorema 4.1. [30] Supongamos que V ∈ L1
γ donde, en el caso genérico γ > 3

2

y en el caso exceptional γ > 5
2 . Supongamos que H no tiene eingenvalores

negativos, y que Vi ∈ Lq i = 1, 2 para q, 1 < q < 3
2 . Entonces existe δ > 0 tal

que ∀φ− ∈ H1 ∩L1+ 1
p con ‖φ−‖H1 + ‖φ−‖

L
1+ 1

p
≤ δ existe una única solución

u(x, t) de (1.3) con u ∈M ∩ CB(R, L2)y
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ĺım
t→−∞

‖u(t)− e−itHφ−‖L2 = 0 , (4.22)

más aún, existe una única φ+ ∈ L2 tal que,

ĺım
t→+∞

‖u(t)− e−itHφ+‖L2 = 0 . (4.23)

El operador de dispersión SNL : φ− ↪→ φ+ es inyectivo en L2 y

‖(SNL − I)(φ−)‖L2 = O(‖φ−‖H1 + ‖φ−‖
L

1+ 1
p
)3 . (4.24)

‖u(t)− e−itHφ±‖M = O(‖e−itHφ±‖3
M) . (4.25)

Demostración. Definamos F (u) := λ(V1(x)u, u)V2u. Entonces, u ∈ C(R, L2)∩

M es solución de (1.3) con ĺımt→−∞ ‖u(t)−e−itHφ‖L2 = 0 para algún φ ∈ H1

si y sólo si u es solución de la ecuación integral

u(t) = e−itHφ +
1

i

∫ t

−∞
e−i(t−τ)HF (x, u(τ)) dτ . (4.26)

Esto pues,

iuτ = Hu + F (u), ⇔

ie−i(t−τ)Huτ = e−i(t−τ)H(Hu + F (u(τ))) ⇔
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i

∫ t

−∞
e−i(t−τ)Huτdτ =

∫ t

−∞
e−i(t−τ)HHudτ +

∫ t

−∞
e−i(t−τ)HF (u(τ))dτ ⇔

∫ t

−∞
e−i(t−τ)Huτdτ =

1

i

∫ t

−∞
e−i(t−τ)HHudτ +

1

i

∫ t

−∞
e−i(t−τ)HF (u(τ))dτ ⇔

∫ t

−∞
∂τ (e

−i(t−τ)Hu)dτ − i

∫ t

−∞
e−i(t−τ)HHudτ =

1

i

∫ t

−∞
e−i(t−τ)HHudτ +

1

i

∫ t

−∞
e−i(t−τ)HF (u(τ))dτ ⇔

u(t)− e−itHφ =
1

i

∫ t

−∞
e−i(t−τ)HF (u(τ))dτ,

dado que se tiene la condición asintótica ĺımt→−∞ ‖u(t)− e−itHφ‖L2 = 0 para

algún φ ∈ H1.

Vamos a probar que la integral del lado derecho de (4.26) converge en L2

y en M. Para u ∈M denotemos,

Pu(t) :=
1

i

∫ t

−∞
e−i(t−τ)HF (x, u(τ)) dτ . (4.27)

Primero probaremos la convergencia en M. Considerando la definición

de la norma en M (4.2) vamos a acotar primero la norma de P en Lp+1,
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‖Pu(t)‖Lp+1 =‖1

i

∫ t

−∞
e−i(t−τ)HF (x, u(τ)) dτ‖Lp+1 ≤

∫ t

−∞
‖e−i(t−τ)HF (x, u(τ))‖Lp+1dτ ≤

C

∫ t

−∞

1

|t− τ |d‖F (x, u(τ))‖
L

p+1
p

dτ,

(4.28)

en donde en la última desigualdad hemos aplicado la la estimación Lp −Lp′ ,

antes mencionada y que es probada en [38], considerando p′ = p + 1 y d =

1
2

p−1
p+1 . Por otro lado, dado que F (x, u(τ)) = (V1(x)u, u)V2(x)u(x, τ) entonces,

‖F (x, u(τ))‖
L

p+1
p
≤|(V1(x)u, u)|‖V2(x)u(x, τ)‖

L
p+1

p
≤

‖V1(x)u(x, τ)‖Lp1‖u(x, t)‖Lp+1‖V2(x)‖Lq2‖u(x, t)‖Lp+1 ≤

‖V1(x)‖Lq1‖V2(x)‖Lq2‖u(x, t)‖3
Lp+1

(4.29)

donde 1
p1

+ 1
p+1 = 1, 1

q2
+ 1

p+1 = p
p+1 ,

1
p1

= 1
q1

+ 1
p+1 por lo que q1 = q2 = p+1

p−1 .

Por las condiciones de la estimación Lp − Lp′ tenemos que p > 5; como la

función f(p) = p+1
p−1 es decreciente (su derivada es f ′(p) = − 2

(p−1)2 ≤ 0.)

entonces f(p) < f(5) = 3
2 por lo que 1 < q1 = q2 < 3

2 . De este modo hemos

llegado a la siguiente desigualdad,

‖Pu(t)‖Lp+1 ≤ C

∫ t

−∞

1

|t− τ |d‖u(τ)‖3
Lp+1dτ. (4.30)
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Notemos que:

‖
∫ t

−∞

1

|t− τ |d‖u(τ)‖3
Lp+1dτ‖Lr ≤ C‖u : L(P )‖3. (4.31)

Esto es debido a que estamos aplicando la desigualdad generalizada de Young:

Consideremos el espacio de medida (R, λ), donde λ es la medida de Lebesgue.

Sean f ,g funciones medibles y consideremos que 1 < p, q, r < ∞ con 1
p + 1

q =

1 + 1
r entonces,

‖f ∗ g‖Lr ≤ Cpq‖f‖Lp‖g‖q,w, (4.32)

donde estamos definiendo ‖g‖q,w := supt{tqµ{x/|g(x)| > t}}. Dado que en

este caso estamos considerando que f(τ) = ‖u(·, τ)‖3
Lp+1 y que g(τ) = 1

|τ |d

con p = r
3 y q = 1

d con 3
r + d = 1 + 1

r (p, q son números mayores que 1 pues

r > 3) por lo que:

‖f‖Lp = ‖u : L(P )‖3, (4.33)

y por otro lado, tenemos que ‖g‖q,w = 2 de modo que,

‖
∫ t

−∞

1

|t− τ |d‖u(τ)‖3
Lp+1dτ‖Lr ≤ C‖u : L(P )‖3, ∀t ∈ R, (4.34)

y (4.31) esta demostrada. Por (4.30) y (4.31),
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‖Pu : L(P )‖ ≤ C‖u : L(P )‖3, (4.35)

Por otra parte, partiremos la integral de (4.30) como sigue,

∫ t

−∞

1

|t− τ |d‖u(τ)‖3
Lp+1dτ ≤

∫

(−∞,t]∩[t−1,t]

1

|t− τ |d‖u(τ)‖3
Lp+1dτ+

∫

(−∞,t]∼[t−1,t]

1

|t− τ |d‖u(τ)‖3
Lp+1dτ.

(4.36)

Acotando el primer término

∫

(−∞,t]∩[t−1,t]

1

|t− τ |d‖u(τ)‖3
Lp+1dτ ≤

‖u‖3
M

∫

(−∞,t]∩[t−1,t]

1

|t− τ |d dτ ≤

C‖u‖3
M .

(4.37)

Acotando el segundo término,

∫

(−∞,t]∼[t−1,t]

1

|t− τ |d‖u(τ)‖3
Lp+1dτ ≤

C
( ∫

(−∞,t]∼[t−1,t]

1

|t− τ |dα
dτ

) 1
α
( ∫

(−∞,t]∼[t−1,t]

‖u(τ)‖3β
Lp+1dτ

) 1
β

(4.38)

con 1
α + 1

β = 1. Para nuestra connveniencia tomemos β = r
3 . Dado que



CAPÍTULO 4. PROBLEMA DE DISPERSIÓN 51

queremos que la primera integral del lado derecho de (4.38) sea finita tenemos

que garantizar que dα > 1; pero como α = r
r−3 y como 1+ 1

r = d+ 3
r entonces,

dα = 1 + 1
r−3 > 1 y por tanto,

( ∫

(−∞,t]∼[t−1,t]

1

|t− τ |dα
dτ

) 1
α

< ∞, (4.39)

con lo que,

∫

(−∞,t]∼[t−1,t]

1

|t− τ |d‖u(τ)‖3
Lp+1dτ ≤ C‖u‖3

M. (4.40)

De este modo,

‖Pu(t)‖Lp+1 ≤ C‖u‖3
M, ∀t ∈ R, (4.41)

concluyendo que,

‖Pu‖CB(R,Lp+1) ≤ C‖u‖3
M. (4.42)

Entonces, de (4.35) y de (4.42) tenemos que,

‖Pu‖M ≤ C‖u‖3
M . (4.43)

Esto prueba la convergencia en M. La convergencia en L2 es consecuencia

de,
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‖Pu(τ)‖2
L2 =

(
Pu(τ),Pu(τ ′)

)

L2
=

( ∫ t

−∞
e−i(t−τ)HF (x, u(τ))dτ,

∫ t

−∞
e−i(t−τ ′)HF (x, u(τ ′))dτ ′

)
=

∫ t

−∞
dτ

(
F (x, u(τ)),

∫ t

−∞
e−i(τ−τ ′)HF (x, u(τ ′))dτ ′

)
=

∫ t

−∞
dτ

(
F (x, u(τ)),

∫ τ

−∞
e−i(τ−τ ′)HF (x, u(τ ′))dτ ′

)
+

∫ t

−∞
dτ

(
F (x, u(τ)),

∫ t

τ

e−i(τ−τ ′)HF (x, u(τ ′))dτ ′
)

=

∫ t

−∞
dτ ′

(
F (x, u(τ)),

∫ τ ′

−∞
e−i(τ−τ ′)HF (x, u(τ ′))dτ

)
+

∫ t

−∞
dτ

(
F (x, u(τ)),P(u(τ))

)
=

∫ t

−∞
dτ ′

( ∫ τ ′

−∞
e−i(τ ′−τ)HF (x, u(τ))dτ, F (x, u(τ ′))

)
+

∫ t

−∞
dτ

(
F (x, u(τ)),P(u(τ))

)
+

∫ t

−∞
dτ ′

(
P(u(τ ′)), F (x, u(τ ′))

)
+

∫ t

−∞
dτ

(
F (x, u(τ)),P(u(τ))

)
=

2 Re

∫ t

−∞
(Fu(τ),Pu(τ)) dτ ≤ C

∫ t

−∞
‖F (u(τ))‖

L
p+1

p
‖Pu(τ)‖Lp+1dτ

≤ C

∫ t

−∞

(
‖u(τ)‖3

Lp+1

∫ τ

−∞

1

|τ − ρ|d‖F (u(ρ))‖
L

p+1
p

dρ
)
dτ ≤

∫ t

−∞

(
‖u(τ)‖3

Lp+1dτ

∫ τ

−∞

1

|τ − ρ|d‖u(ρ)‖3
Lp+1 dρ

)
dτ ≤

C‖u‖3
M

( ∫ t

−∞
‖u(τ)‖

3r
r−1

Lp+1dτ
) r−1

r ≤ C‖u‖3
M‖u‖4−r

M

[ ∫ t

−∞
‖u(τ)‖r

p+1 dτ
] r−1

r

≤ C‖u‖6
M .

(4.44)
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Dado que e−itH es un grupo unitario el L2 que conmuta con
√

I + H

tenemos que e−itH es un operador acotado deH1 a CB(R,H1). Por el teorema

de encaje de Sobolev [1] y por interpolación,H1 esta continuamente encajado

en Lp+1 y de este modo e−itH es un operador acotado de H1 a CB(R, Lp+1).

Por otro lado, como consecuencia de la estimación Lp − Lp′ , e−itH ∈

B(H1 ∩ L1+ 1
p , Lr(R, Lp+1)). (Con r y p como se definieron en un principio

de la sección.) Combinando todos los resultados se tiene entonces que ∀φ ∈

H1 ∩ L1+ 1
p ,

‖e−itHφ‖M ≤ C̃(‖φ‖H1 + ‖φ‖
L

1+ 1
p
) . (4.45)

Daremos con detalle la demostración de que ∀φ ∈ H1 ∩ L1+ 1
p , e−itHφ ∈

Lr(R, Lp+1). Tenemos que considerar lo siguiente:

‖e−itHφ‖L(P ) ≤ ‖e−itHφχ[−1,1]‖L(P ) + ‖e−itHφχR∼[−1,1]‖L(P ).

Dado que:

‖e−itHφχ[−1,1]‖r
L(P ) =

∫
χ[−1,1]‖e−itHφ‖r

Lp+1d t

y que H1 esta encajado continuamente en Lp+1 (por el teorema de encaje de

Sobolev [1] ) se tendrá que:

‖e−itHφχ[−1,1]‖L(P ) ≤ C‖φ‖H1 .
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Por otro lado, para 1 ≤ q ≤ 3
2 y para p = q+1

q−1 y r = 4(p+1)
p+3 se tiene la

estimación Lp − Lp′ i.e:

‖e−itHφ‖Lp+1 ≤ C

|t|d‖φ‖L
1+ 1

p
,

por lo que:

‖e−itHφχR∼[−1,1]‖r
L(P ) ≤

∫
χR∼[−1,1]

1

|t|dr
‖φ‖r

L
1+ 1

p
dt ≤ C‖φ‖r

L
1+ 1

p
,

ya que en este caso rd > 1 (pues p > 5 y d = p−1
2(p+1)) concluyendo aśı que,

‖e−itHφχR∼[−1,1]‖L(P ) ≤ ‖φ‖
L

1+ 1
p

.

Combinando los resultados se obtiene que ∀φ ∈ H1 ∩ L1+ 1
p , e−itHφ ∈

Lr(R, Lp+1).

Demostraremos primero la unicidad de la solución. Consideremos dos

soluciones u, v de (1.3) que satisfacen (4.22). Tenemos que,

u(t)− v(t) = Pu(t)−Pv(t) . (4.46)

Denotemos uT := χ(−∞,T ](t)u(t), donde χ(−∞,T ](t) es la función carac-

teŕıstica en (−∞, T ], T ∈ R y vT estará definida de forma análoga. De este

modo,
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‖uT (t)− vT (t)‖p+1 ≤
∫ t

−∞

∥∥∥e−i(t−τ)H
(
F (uT )− F (vT )

)∥∥∥
p+1

dτ ≤
∫ t

−∞

1

|t− τ |d‖F (uT )− F (vT )‖ p+1
p

dτ.

(4.47)

Ahora como,

F (uT )− F (vT ) =

(V1uT , uT )V2(uT − vT ) + [(V1(uT − vT ), uT )− (V1vT , vt − uT )]V2vT ,
(4.48)

entonces,

‖F (uT (t))− F (vT (t))‖ p+1
p

=

‖(V1u(t)T , uT (t))V2(uT (t)− vT (t))‖ p+1
p

+

‖(V1(uT (t)− vT (t)), uT (t))V2vT (t)‖ p+1
p

+

‖(V1vT (t), vT (t)− uT (t))V2vT (t)‖ p+1
p

.

(4.49)

Acotando el primer término del lado derecho,

‖(V1uT (t), uT (t))V2(uT (t)− vT (t))‖ p+1
p
≤

‖V1‖q1‖V2‖q2‖uT (t)‖2
p+1‖uT (t)− vT (t)‖p+1, ∀t ∈ R,

(4.50)
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el segundo,

‖(V1(uT (t)− vT (t)), uT (t))V2uT (t)‖ p+1
p
≤

‖V1‖q1‖V2‖q2‖uT (t)‖p+1‖vT (t)‖p+1‖uT (t)− vT (t)‖p+1, ∀t ∈ R,

(4.51)

y el tercero,

‖(V1vT (t), vT (t)− uT (t))V2vT (t)‖ p+1
p
≤

‖V1‖q1‖V2‖q2‖vT (t)‖2
p+1‖uT (t)− vT (t)‖p+1, ∀t ∈ R,

(4.52)

con q1 = q2 = p+1
p−1 . Si acotamos a las normas ‖ · ‖p+1 mediante normas

‖· : L(P )‖ entonces lo que podemos concluir que,

‖uT (t)− vT (t)‖p+1 ≤

C

∫ t

−∞

1

|t− τ |d
(
‖uT : L(P )‖2 + ‖uT : L(P )‖‖vT : L(P )‖+ ‖vT : L(P )‖2

)

‖uT (t)− vT (t)‖p+1dτ ≤ CT‖uT − vT : L(P )‖

(4.53)

en donde a la última desigualdad le hemos aplicado: la desigualdad gene-

ralizada de Young, el hecho de que para toda k > k′ > 0 tenemos que

‖uT : L(P )‖k ≤ CT‖uT : L(P )‖k′ con ‖uT : L(P )‖k → 0 si t → −∞ y

además que ĺımt→−∞

(
‖uT : L(P )‖2 +‖vT : L(P )‖2

)
= 0. Entonces podemos

hacer CT > 0 tan pequeña como nos convenga y de este modo,
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‖uT − vT : L(P )‖ ≤ 1

2
‖uT − vT : L(P )‖ , (4.54)

para T suficientemente negativa. Se sigue entonces que u(t) = v(t) para

t ≤ T . El resultado del Teorema 3.1 implica entonces que, u = v.

La unicidad de φ+ se sigue de lo siguiente; dado que,

0 = ĺım
t→∞

‖u(t)− e−itHφ+‖L2 = ĺım
t→∞

‖eitHu(t)− φ+‖L2 , (4.55)

entonces si existe φ̂+ tal que,

0 = ĺım
t→∞

‖u(t)− e−itH φ̂+‖L2 (4.56)

se tendŕıa

‖φ+ − φ̂+‖L2 =‖ − (eitHu(t)− φ+) + eitHu(t)− φ̂+‖L2 ≤

‖eitHu(t)− φ+‖L2 + ‖eitHu(t)− φ̂+‖L2 → 0

si t →∞,

(4.57)

por lo que φ+ = φ̂+.

De (4.26)(4.45) se tiene que,

‖u‖M ≤ ‖e−itHφ−‖M+‖Pu(t)‖M ≤ C[‖φ−‖H1 +‖φ−‖
L

1+ 1
p
+‖u‖3

M]. (4.58)
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Denotemos: MR := {u ∈ M|‖u‖M ≤ R,R > 0} y tomemos R tal que

C(2R)2 ≤ 1
2 donde C se toma como en (4.43) y δ > 0 tal que C̃δ ≤ R

2 ,

con C̃ como en (4.45). Con estas condiciones se puede probar que T (u) :=

e−itHφ−Pu define una contracción de MR a MR para todo φ− ∈ H1∩L1+ 1
p

con ‖φ−‖H1 + ‖φ−‖
L

1+ 1
p
≤ δ. El teorema de contracción implica que T tiene

un punto fijo en MR. Este punto fijo es solución de (1.3), más aún,

‖u‖M ≤ ‖e−itHφ−‖M +
1

2
‖u(t)‖M , (4.59)

por lo que,

‖u‖M ≤ 2‖e−itHφ−‖M , (4.60)

entonces,

‖u‖M ≤ C̃(‖φ−‖H1 + ‖φ−‖
L

1+ 1
p
) . (4.61)

De este modo obtenemos,

‖u− e−itHφ−‖M = ‖P(u)‖M ≤ C‖|u‖3
M ≤ C[‖φ−‖H1 + ‖φ−‖

L
1+ 1

p
]3 . (4.62)

Como otro resultado, dado que u converge en L2 y dado que
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‖u‖L2 ≤ ‖e−itHφ−‖L2 + ‖P(u)‖L2 ≤ C[‖φ−‖L2 + ‖|u‖3
M] , (4.63)

tenemos que u ∈ CB(R, L2). La continuidad de la función en L2 es una

consecuencia de que P(u) ∈ L2 dado que si definimos,

v(t) :=
1

i

∫ t

−∞
eiτHF (u(τ)))dτ ,

entonces,

‖u(t1)− u(t2)‖2
L2 = ‖v(t1)− v(t2)‖2

L2 =

‖
∫ t2

t1

eiτHF (u(τ))dτ‖2
L2 =

( ∫ t2

t1

eiτHF (u(τ))dτ,

∫ t2

t1

eiτ ′HF (u(τ ′))dτ ′
)

=

∫ t2

t1

dτ
(
F (u(τ)),

∫ t2

t1

e−i(τ−τ ′)HF (u(τ ′))dτ ′
)

=

∫ t2

t1

dτ
(
F (u(τ)),

∫ τ

t1

e−i(τ−τ ′)HF (u(τ ′))dτ ′
)
+

∫ t2

t1

dτ
(
F (u(τ)),

∫ t2

τ

e−i(τ−τ ′)HF (u(τ ′))dτ ′
)
.

Si definimos ahora:

Pt1u(τ) :=

∫ τ

t1

e−i(τ−τ ′)HF (u(τ ′))dτ ′ ,
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entonces,

‖u(t1)− u(t2)‖2
L2 =

∫ t2

t1

dτ
(
F (u(τ)),Pt1u(τ)

)
+

∫ t2

t1

dτ
( ∫ t2

τ

e−i(τ ′−τ)HF (u(τ))dτ ′, F (u(τ ′))
)

=

=

∫ t2

t1

dτ
(
F (u(τ)),Pt1u(τ)

)
+

∫ t2

t1

dτ ′
( ∫ τ ′

t1

e−i(τ ′−τ)HF (u(τ))dτ, F (u(τ ′))
)

=

2 Re

∫ t2

t1

(F (u),Pt1u)dτ → 0

si t1 → t2.

La ecuación (4.25) para φ− se sigue de lo siguiente:

‖u(t)− e−itHφ−‖M ≤ C‖u‖3
M ≤ C(‖e−itHφ−‖3

M) , (4.64)

como consecuencia de las ecuaciones (4.26), (4.43) y (4.60). Definamos φ+

como,

φ+ := φ− +
1

i

∫ ∞

−∞
eiτHF (x, u(τ)) dτ . (4.65)

Haciendo un cálculo análogo al de(4.41) se concluye que φ+ esta en Lp+1

y haciendo un cálculo análogo al de (4.44) se prueba que φ+ esta en L2. De
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esta forma obtenemos que,

‖φ+ − φ−‖L2 ≤ ‖u‖3
M ≤ C‖e−itHφ‖3

M ≤ C̃(‖φ‖H1 + ‖φ‖
L

1+ 1
p
)3 , (4.66)

como consecuencia de (4.45) por lo que (4.24) queda demostrada pues hemos

considerado SNLφ− = φ+.

Usando (4.26) y (4.65) podemos escribir a u como,

u(t) = e−itHφ+ −
1

i

∫ ∞

t

e−i(t−τ)HF (x, u(τ)) dτ , (4.67)

y entonces podemos probar la condición asintótica de nuestra solución para

tiempos grandes ((4.23) con φ+) como en (4.44) simplemente haciendo un

cambio en los ĺımites de integración.

Estimando como en la prueba del resultado (4.43) obtenemos que:

‖
∫ ∞

t

e−i(t−τ)HF (x, u(τ)) dτ‖L2 ≤ C‖u‖3
M , (4.68)

Multiplicando ambos lados de (4.65) y voviendo a estimar como en (4.43)

también tenemos que e−itHφ+ ∈M. Notemos entonces que:
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‖u‖M ≤‖e−itHφ+‖M + ‖1

i

∫ ∞

t

e−i(t−τ)HF (x, u(τ)) dτ‖M ≤

‖e−itHφ+‖M + ‖u(t)‖3
M ≤

‖e−itHφ+‖M +
1

2
‖u(t)‖M ,

(4.69)

por lo que,

‖u‖M ≤ 2‖e−itHφ+‖M (4.70)

de modo que podemos concluir,

‖u(t)− e−itHφ+‖M ≤‖1

i

∫ ∞

t

e−i(t−τ)HF (x, u(τ)) dτ‖M ≤

C‖u‖3
M ≤ C(‖e−itHφ+‖3

M) ,

(4.71)

y con ello queda demostrada la estimación (4.25), para φ+.

Para probar que SNL : φ− ↪→ φ es inyectivo notemos que si φ+ =

SNLφ− = 0 se sigue de (4.67) que,

u(t) = −1

i

∫ ∞

t

e−i(t−τ)HF (x, u(τ)) dτ . (4.72)

Denotamos uT := χ(T,∞](t)u(t) y como en (4.54) se tiene que,

‖uT (t); L(P )‖ ≤ 1

2
‖uT (t); L(P )‖ , (4.73)

para T suficientemente positiva, entonces u(t) = 0∀t ≥ T . Dado que u ∈
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C(R, L2) y es única lo podemos concluir para toda t. Si tomamos la definición

de u como en (4.26) obtendremos que φ− = 0.

4.2. Solución del problema inverso

Para la reconstrucción del potencial V vamos a definir el siguiente ope-

rador S.

S := W∗
+SNLW− . (4.74)

La justificación del por que estamos considerando este operador y no sim-

plemente SNL es la siguiente. En la Figura 1 estamos mostrando esquemáti-

camente las dinámicas de un sistema de dispersión no lineal (linea verde),

sistema de dispersión lineal (ĺınea morada) y un sistema libre (ĺıneas azules).

De nuestras condiciones asintóticas (4.25) podemos notar que el operador de

dispersión SNL esta asociando estados asintóticos remotos φ−, en el sistema

lineal, con estados futuros φ+ también en el sistema de dispersión lineal; de

ah́ı que la diferencia en las dinámicas sea sólo el comportamiento no lineal y

que por ello no sea posible recuperar, de SNL, el potencial, V . El problema

de soluciona si en lugar de tomar sólo el operador de dispersión no lineal,

SNL, consideremos la composición de él con los operadores de onda clásicos

W±. La composición que se propone tiene justificación de la definición de los
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operadores de onda W− y W∗
+ tal y como lo muestra la Figura 1. De esta

forma, con este nuevo operador, llamado S, será posible recuperar toda la

información del sistema pues estamos comparando la dinámica del sistema

de dispersión no lineal con un sistema libre.
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IÓ

N
65

e!i t H Φ!

e!i t H0 Ψ! Ψ!

Ψ$

W!

W$Φ!

Ψ$
W$

Φ$

S L

S NL
u!x
,t"

e!
i t
H Φ
$

e!
i t
H 0
Ψ $

Figura 4.1: Dinámica de un sistema de dispersión no lineal, lineal y libre.
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En el siguiente resultado, reconstruiremos el operador de dispersión de la

ecuación de Schrödinger lineal ((1.3) con V = 0), SL, de S.

Teorema 4.2. [30] Supongamos que las hipótesis del Teorema 4.1 están da-

das. Entonces, para cada φ ∈ H1 ∩ L1+ 1
p tenemos que,

d

dε
S(εφ)

∣∣
ε=0

= SL(φ) , (4.75)

donde la derivada de (4.75) existe en la topoloǵıa fuerte de L2.

Demostración. Dado que S(0) = 0, pues SNL(0) = 0, y dado que los opera-

dores de onda W± son acotados en H1. Es suficiente probar que

s− ĺım
ε→0

1

ε
(SNL(εψ)− εψ) = 0 , (4.76)

pues,

d

dε
S(εφ) |ε=0= SLφ ⇔

s− ĺım
ε→0

W ∗
+SNLW−(εφ)− S(0)

ε
−W ∗

+W−φ = 0 ⇔

s− ĺım
ε→0

W ∗
+SNLW−(εφ)− εW ∗

+W−φ

ε
= 0 ⇔

s− ĺım
ε→0

W ∗
+[

SNLW−(εφ)−W−φε

ε
] = 0 ⇔

s− ĺım
ε→0

[
SNLW−(εφ)−W−εφ

ε
] = 0 ⇔

s− ĺım
ε→0

[
SNL(εψ)− εψ

ε
] = 0,

(4.77)

donde W−φ = ψ y donde hemos denotado εψ = φ−, de modo que (4.76) es,
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s− ĺım
ε→0

[
φ+ − φ−

ε
] = 0 , (4.78)

pero como,

‖φ+ − φ−‖L2 ≤ C‖u‖3
M ≤ C‖e−itHφ−‖3

M ≤

≤ C(‖φ−‖H1 + ‖φ−‖
L

1+ 1
p
)3 ≤ Cε3(‖ψ‖H1 + ‖ψ‖

L
1+ 1

p
)3 → 0 ,

(4.79)

si ε → 0.

Ahora reconstruiremos V de S.

Corolario 4.3. [30] Bajo las condiciones del Teorema 4.1 S determina de

manera uńıvoca a V .

Demostración. Como consecuencia del Teorema 4.2, S determina SL. De SL

se pueden obtener los coeficientes de reflección para dispersión de Schrödinger

lineal [21]. Como H no tiene estados acotados podemos reconstruir V de uno

de los coeficientes de reflección usando métodos estandar. Ver [3], [5], [19],

[20].

Finalmente reconstruiremos F de SNL.

Teorema 4.4. [30] Bajo las hipótesis del Teorema 4.1 tenemos que, para

cada φ ∈ H1 ∩ L1+ 1
p .
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i(SNL − I)(εφ, φ) =

ε3λ

∫ +∞

−∞
(V1e

−itHφ, e−itHφ)(V2e
−itHφ, e−itHφ)dt + O(ε5) .

(4.80)

Demostración. Como consecuencia del teorema de contracción se tiene que:

u(x, t) = e−itHεφ + v(t) , (4.81)

donde,

v(t) =
∞∑

j=1

Pj(e−itHεφ) . (4.82)

Notemos que,

‖v(t)‖M =‖
∞∑

j=1

Pj(e−itHεφ)‖M ≤
∞∑

j=1

‖Pj(e−itHεφ)‖M ≤

∞∑

j=1

ε3j‖Pj(e−itHφ)‖M ≤
∞∑

j=1

C3jε3j‖e−itHφ‖M ≤

∞∑

j=1

C3jε3j(‖φ‖H1 + ‖φ‖Lp+1)3j ≤

(Cε(‖φ‖H1 + ‖φ‖Lp+1))3
∞∑

j=1

(Cε(‖φ‖H1 + ‖φ‖Lp+1))3j−1 ≤

(Cε(‖φ‖H1 + ‖φ‖Lp+1))3
∞∑

j=0

(Cε(‖φ‖H1 + ‖φ‖Lp+1))3j ,

(4.83)
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entonces si escojemos ε lo suficientemente pequeño para que |Cε(‖φ‖H1 +

‖φ‖Lp+1)| < 1 tendremos que,

∞∑

j=0

(Cε(‖φ‖H1 + ‖φ‖Lp+1))3j < ∞ , (4.84)

y por tanto ‖v(t)‖M ≤ C̃ε3.

Ahora calculemos
∫ −∞
∞ (V1u, u)(V2u, e−itHφ)dt . Dado que,

∫ ∞

−∞
(V1u, u)(V2u, e−itHφ)dt =

∫ ∞

−∞
(V1(e

−itHεφ + v(t)), e−itHεφ + v(t))(V2(e
−itHεφ + v(t)), e−itHφ)dt ≤

∫ ∞

−∞
(V1e

−itHεφ, e−itHεφ)(V2e
−itHεφ, e−itHφ)dt+

∫ ∞

−∞
(V1v(t), e−itHεφ)(V2e

−itHεφ, e−itHφ)dt+

∫ ∞

−∞
(V1e

−itHεφ, v(t))(V2e
−itHεφ, e−itHφ)dt+

∫ ∞

−∞
(V1v(t), v(t))(V2e

−itHεφ, e−itHφ)dt+

∫ ∞

−∞
(V1e

−itHεφ, e−itHεφ)(V2v(t), e−itHφ)dt+

∫ ∞

−∞
(V1v(t), e−itHεφ)(V2v(t), e−itHφ)dt+

∫ ∞

−∞
(V1e

−itHεφ, v(t))(V2v(t), e−itHφ)dt+

∫ ∞

−∞
(V1v(t), v(t))(V2e

−itHεφ, e−itHφ)dt.

(4.85)
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Vamos a empezar acotando los primeros dos términos para ejemplificar el

proceso y a continuación generalizaremos el razonamiento para el resto de

los términos.

Como,

∫ ∞

−∞
(V1e

−itHεφ, e−itHεφ)(V2e
−itHεφ, e−itHφ)dt ≤

ε3‖V1‖Lq‖V2‖Lq

∫ ∞

−∞
‖e−itHφ‖2

Lp+1‖e−itHφ‖2
Lp+1dt ≤

CV1,V2ε
3
( ∫ ∞

−∞
‖e−itHφ‖2r̂

Lp+1dt
) 1

r̂
( ∫ ∞

−∞
‖e−itHφ‖2r̃

Lp+1dt
) 1

r̃
,

(4.86)

donde CV1,V2 = ‖V1‖Lq‖V2‖Lq y 1
r̂ + 1

r̃ = 1. Consideremos r̂ = r
2

∫ ∞

−∞
(V1e

−itHεφ, e−itHεφ)(V2e
−itHεφ, e−itHφ)dt ≤

CV1,V2ε
3‖e−itHφ‖2

L(P )

( ∫ ∞

−∞
‖e−itHφ‖2r̃

Lp+1dt
) 1

r̃ ≤

CV1,V2ε
3‖e−itHφ‖2

L(P )

( ∫ ∞

−∞
‖e−itHφ‖

2r
r−2−r

Lp+1 ‖e−itHφ‖r
Lp+1dt

) r−2
r ≤

CV1,V2ε
3‖e−itHφ‖2

M‖e−itHφ‖( 2r
r−2−r) r−2

r

M

( ∫ ∞

−∞
‖e−itHφ‖r

Lp+1dt
) r−2

r

CV1,V2ε
3‖e−itHφ‖2

M‖e−itHφ‖( 2r
r−2−r) r−2

r

M ‖e−itHφ‖r−2
L(P ) ≤

CV1,V2ε
3‖e−itHφ‖4

M ≤ CV1,V2ε
3(‖φ‖H1 + ‖φ‖Lp+1)4 < ∞ .

(4.87)

Ahora consideremos el siguiente término,
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∫ ∞

−∞
(V1v(t), e−itHεφ)(V2e

−itHεφ, e−itHφ)dt. (4.88)

Dado que,

∫ ∞

−∞
(V1v(t), e−itHεφ)(V2e

−itHεφ, e−itHφ)dt ≤

CV1,V2ε
2

∫ ∞

−∞
‖v(t)‖Lp+1‖e−itHφ‖3

Lp+1dt ≤

CV1,V2ε
2
( ∫ ∞

−∞
‖v(t)‖r̂

Lp+1dt
) 1

r̂
( ∫ ∞

−∞
‖e−itHφ‖3r̃

Lp+1dt
) 1

r̃

(4.89)

con 1
r̂ + 1

r̃ = 1. Considerando ahora que r̂ = r tendremos entonces que,

∫ ∞

−∞
(V1v(t), e−itHεφ)(V2e

−itHεφ, e−itHφ)dt ≤

CV1,V2ε
2‖v‖M

( ∫ ∞

−∞
‖e−itHφ‖

3r
r−1

Lp+1dt
) r−1

r ≤

CV1,V2ε
2‖v‖M‖e−itHφ‖( 3r

r−1−r) r−1
r

M ‖e−itHφ‖r−1
M ≤

CV1,V2ε
2‖v‖M‖e−itHφ‖3

M ≤ ĈV1,V2ε
5(‖φ‖H1 + ‖φ‖Lp+1)3 < ∞ .

(4.90)

Notemos que los términos tercero y quinto del lado derecho de (4.85) ten-

drán es análogas, mientras que los términos cuarto, sexto, séptimo y octavo

tendrán (con argumentos similares) es del tipo,

ĈV1,V2ε
7(‖φ‖H1 + ‖φ‖Lp+1)3 < ∞ .
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Dado que todos los términos del lado derecho de (4.85) tienen es con

potencias de ε mayores a 3 y son finitos, entonces al tomar,

ĺım
ε→0

1

iε3

∫ ∞

−∞
(V1u, u)(V2u, e−itHφ)dt ,

sólo sobrevive el primer término y de este modo,

ĺım
ε→0

λ

iε3

∫ ∞

−∞
(V1u, u)(V2u, e−itHφ)dt =

λ

∫ ∞

−∞
(V1e

−itHφ, e−itHφ)(V2e
−itHφ, e−itHφ)dt.

(4.91)

Corolario 4.5. [30] Supongamos que las condiciones del Teorema 4.1 estan

dadas y que V1, V2 son a valores reales que no son identicamente cero. Asu-

mamos que V1 = V2 o que Vj, j = 1, 2. no cambian de signo y que además

V1V2 2= 0 en un conjunto de medida positiva. Entonces el operador de disper-

sión S y Vj, j = 1, 2. determinan de forma única a λ.

Demostración. De (4.80) se tiene que,

λ = ĺım
ε→0

1

ε3

i(SNL − I)(εφ), φ))∫∞
−∞(V1e−itHφ, e−itHφ)(V2e−itHφ, e−itHφ) dt

. (4.92)

Por el Corolario 4.3 V es conocido y entonces H := H0 + V es conocido.

Por otro lado W± y S determinan de forma única a SNL. De este modo el la-
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do derecho de la ecuación (4.92) es determinado por nuestros datos. Notemos

que, bajo las condiciones impuestas, siempre es posible encontrar una φ ∈ H1

tal que el denominador del lado derecho de la ecuación (4.92) no es cero. Pues-

to que si suponemos que V1 = V2 o que V1V2 no cambian de signo y que V1V2 2=

0 en un conjunto de medida positiva entonces siempre es posible exhibir una

φ 2= 0 tal que
∫∞
−∞(V1e−itHφ, e−itHφ)(V2e−itHφ, e−itHφ) dt 2= 0 (notemos que

en t = 0 siempre existe una φ ∈ H1 ∩ Lp+1, tal que (V1φ,φ)(V2φ, φ) 2= 0).

En el caso particular de la ecuación del capacitor cuántico (2.5) se pue-

den recuperar todos los parámetros f́ısicos de el mismo dado dado que de

S es posible recuperar V y de esta forma se obtiene V0. De hecho podemos

considerar una generalización del potencial V de (2.5), que es la siguiente:

V (x) = [β1χ[a,b](x) + β2χ[c,d](x)]], (4.93)

donde β1, β2 ∈ R. Entonces β1, β2, a, b y d se ueden reconstruir uńıvocamente.

Además, por el Cololario 4.5 podemos reconstruir uńıvocamente a λ.
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