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Introduccion

Sonada dindmicamente,
la noche es una fuerza lenta.
GASTON BACHELARD

Me gustaria describir un campo, en el que se ha hecho poco, pero
en el que en principio se pueden hacer muchas cosas. Este campo no
es exactamente igual a otros en tanto que no nos va a decir mucho de
la fisica fundamental (es decir, “;De qué estdn hechas las particulas
extranas?”), pero es mds parecido a la fisica de estado sélido en el
sentido de que podria decirnos muchas cosas de gran interés acerca
del extrano fenémeno que ocurre en situaciones complejas. Mds aun,
un punto que es mas importante es que tendria un nimero enorme
de aplicaciones técnicas.

De lo que quiero hablar es del problema de manipular y controlar
cosas en una pequena escala.

Con estas palabras, Richard P. Feynman [6] comenz6 en 1959 el estudio en uno
de los campos de la ciencia més explorados en la actualidad: el campo de los
sistemas en pequenas escalas.

En los ultimos 20 anos, hemos atestiguado una revolucién en la miniatu-
rizacién de componentes electrénicos. Ahora, tenemos el potencial de realizar
semejante revolucion con muchos componentes mecanicos. Conforme encojemos
diferentes aparatos, las propiedades fundamentales cambian dependiendo de la
escala, aumentando el desempeno de estos pequenos sistemas.

Existen muchas razones para desarrollar sistemas electromecénicos de
pequena escala. Sistemas con dimensiones pequenas ofrecen menores tiempos de
respuesta y mayor exactitud. Son mas sutiles al realizar tareas ya que tienen poca
masa y utilizan fuerzas puequenas. Se requiere poco material para fabricarlos,
lo que disminuye su costo de manera significativa y permite que sean fabricados
con materiales més costosos, mejorando su desempeno. Otra ventaja es que su
almacenamiento es muy barato.

Antes de producir estos sistemas, es muy importante conocer el compor-
tamiento que puedan llegar a desarrollar, por lo que es fundamental elaborar
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modelos matematicos que describan su funcionamiento, para asi optimizar el
diseno del sistema real.

Las fuerzas aplicadas a dichos sistemas son de particular interés. No es
factible ni deseable intentar reproducir modos de locomocién que funcionan en
escalas macroscdpicas. Por ejemplo, las fuerzas magnéticas, que son comunmente
usadas como medios de operacion en el mundo macroscopico, escalan muy
pobremente en el mundo microscépico, decreciendo por un factor de diez mil
cuando las dimensiones lineales del sistema son reducidas por un factor de
diez [26]. Este reescalamiento hace a las fuerzas magnéticas esencialmente
inutiles a peqgenas escalas. En la escala de los micrones, los investigadores
han propuesto una variedad de nuevos modelos de locomocion basados en
fuerzas térmicas, bioldgicas y electrostaticas. Cada una de estas fuerzas escala de
manera favorable conforme las dimensiones lineales del sistema son disminuidas.
El ejemplo candnico estudiado en esta tesis, es la utilizaciéon de fuerzas
electrostéticas para la operacién de sistemas microelectromecénicos (MEMS por
sus siglas en inglés). En general [26], las fuerzas electrostaticas decrecen sélo en
un factor de cien cuando las dimensiones lineales del sistema decrecen en un
factor de diez. Con un aumento pequeno en la intensidad del campo eléctrico,
es posible obtener un escalamiento uno a uno entre la fuerza y las dimensiones
lineales.

Este escalamiento favorable fue explotado por primera vez hace casi
cincuenta anos por Nathanson [16]. En su articulo, él y sus colegas describieron
la construccién, experimentaciéon y modelaciéon de un transistor de compuerta
resonante (TCR) de dimensiones milimétricas como el que se muestra en la
figura 1.

Voltaje de
Polarizacién=V,

Compuerta

Si ""
Se
Voltaje de
Salida
VoltaJe de
Entrada || ‘

Figura 1: Modelo simplificado de un TCR

Haciendo un andlisis de fuerzas, Nathanson encontré que el punto de
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equilibrio é. de la placa movil estd dado por la ecuacion

1 egAV2
505731) — K (do — dc) =0,

donde ¢ es la permitividad del vacio, K es la constante de restitucién del resorte
y 0o es la distancia entre las placas en ausencia del voltaje de polarizacién V.

De la ecuacion de balance de fuerzas, podemos deducir que el sistema tiene
dos tipos de comportamiento. Por un lado, para valores pequenos del voltaje de
polarizacién, la fuerza mecéanica compensa a la fuerza electrostética y el sistema
alcanza una configuracién estable. Por otro lado, se observa claramente que
cuando el voltaje de polarizacion es mayor que cierto valor critico, el resorte es
incapaz de mantener el equilibrio y el sistema deja de ser estable, resultando en
el contacto entre las placas. Dicha inestabilidad fue descrita por el autor como
“inestabilidad de contacto”.

Por otro lado, en una coincidencia histérica, el investrigador britdnico
G.I. Taylor, realizé en 1968 un estudio similar [25] al de Nathanson. Taylor
estaba interesado en la deflexién electrostatica de peliculas de jabon y su
modelo coincidia con el de Nathanson en el sentido en que la distancia de
separacion entre las peliculas es muy pequena en comparacién con su area.
Sorprendentemente, Taylor encontré en su modelo una inestabilidad muy similar
a la descrita por Nathanson.

Los trabajos de Taylor y Nathanson han servido de modelos a lo largo de los
afos para elaborar diferentes tipos de MEMS, entre ellos destacan acelerémetros,
microbombas, transductores, etc. Es por ello que ha surgido la necesidad de
entender de manera detallada la fisica de estos sistemas.

En esta tesis, se hace un estudio minucioso de una configuracién muy similar
a la de Taylor, sélo que en vez de una pelicula de jabén hacemos uso de una
membrana elastica.

En el primer capitulo, se hace una breve exposicion de la teoria electrostatica,
concluyendo con la expresiéon de la presién generada por un campo eléctrico
sobre una membrana. También se hace un pequeno desarrollo de la teoria
mecénica de los medios continuos, que culmina en la deduccion de la ecuacion
de Navier de la elasticidad lineal.

En el segundo capitulo, haciendo uso de los resultados anteriormente
mencionados, encontramos la ecuacién gobernante de una membrana eldstica
bajo la accién de un campo eléctrico, siendo esta una ecuacién semilineal de tipo
difusivo con un parametro A, que representa la relaciéon entre las dimensiones
del sistema y las fuerzas eléctrica y mecanica que actiian sobre el mismo.

En el tercer capitulo estudiamos el problema estacionario, que es modelado
por una ecuacion eliptica semilineal. Para ello, hacemos uso del principio
del maximo para ecuaciones elipticas y el método de soluciones superiores e
inferiores. Probamos la existencia de al menos una solucién para el caso general,
asi como la no existencia cuando el parametro A es mayor que cierto valor critico.
Ademsds, estudiamos con detalle los casos en que la membrana tiene geometria
de banda y de disco. En el primer caso, encontramos que hay una, dos o ninguna
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solucion al problema estacionario, mientras que en el segundo puede haber una
infinidad de soluciones.

En el cuarto capitulo se realiza el estudio de la dindmica del sistema,
que estd representada por una ecuacién parabdlica semilineal. De nuevo,
utilizando el principio del maximo para ecuaciones parabdlicas, deducimos
algunas propiedades de dicha ecuacién. Mostramos en general que, para
cualquier valor de A menor a un valor critico A*, el sistema opera de manera
estable. Haciendo un andlisis de estabilidad lineal, encontramos en los casos
particulares de la banda y el disco las soluciones estables. Ademds, probamos
que si A > \*, el sistema se vuelve inestable y la membrana hace contacto con
la placa.

Por dltimo, damos una representacién asintética de la forma que adquiere
la membrana cerca del contacto.

Finalmente, en el dltimo capitulo se presentan las conclusiones obtenidas
de este estudio, asi como algunos de los caminos a abordar en futuras
investigaciones.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo comprende un breve desarrollo de las teorias electrostatica y
mecanica, a fin de justificar la deduccién del modelo que serd estudiado en
capitulos posteriores.

1.1. Consideraciones electrostaticas

En esta seccién se presentardn algunos resultados importantes de la teoria
electromagnética, que posteriormente van a ser usados para deducir el modelo
de un sistema electromecdnico de pequena escala. Se incluye una elemental
deduccién de la ley de Gauss a partir de la ley de Coulomb, asi como la manera
natural en que se introduce el potencial escalar electrostatico y sus respectivas
ecuaciones. Se muestran las condiciones que debe cumplir un campo al atravesar
una distribucién de carga y se muestra la energia asociada a un campo eléctrico.
Por 1ltimo, usando argumentos energéticos se resuelve el problema de la presiéon
electrostatica actuando sobre una superficie.

1.1.1. El Campo Eléctrico

Si consideramos una distribucién de carga continua en el espacio, la ley de
Coulomb establece que

donde E es el campo eléctrico, €2 representa el volumen que ocupa la distribucién
de carga y p(y) la densidad de carga volumétrica. En el caso de una distribucién
discreta de n cargas ¢; en los puntos x;

1 & qi(x — x;)

E = .
) = Tres 2= =]
=1
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Si aplicamos la divergencia a la ecuacién (1.1) tendremos que

VE= e /// <||X —_;’H?’)dy (12

xX—-y 1 >
=—VvV|(—], 1.3
3y~ Y (|xy|| (1.3

la ecuacién (1.2) se vuelve

VE= i /// 2 () -y

donde A es el Laplaciano con respecto a x. Esta integral presenta problemas
x

cuando x =y, por lo que consideremos la distribucién de carga en €2 como se
muestra en la figura 1.1. En este caso Q. = Q\ B, donde B, es la bola de centro
en x =Yy y radio e.

w08 (sp) = [ ors (g )
*//" =

B

y siendo

Qe

Figura 1.1: Distribuciéon de carga en el volumen 2.

Para x #y

1
A () =0, por lo que
= \x—vyll
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prees /// & (g v =t /// A (g )

Ya que
1 1
A =A ;
o x=yll v lx=vl

podemos usar el primer teorema de Green

/// 3 (fer ) // o (1) 15

y dado que

3( 1 > _ 3<1> _
% =¥/ ey = or\r),—. €

/// Mgy = s [ o

Ix yll=e
Tomando el cambio de variables y = x + en donde ||| =1
dy = // X + en)dsS,,
=) K
lImll=1

y tomando el limite cuando € — 0

/// (nx—yn) // dSy = —dmp(x).

[Inll=1

Sustituyendo en (1.4) tenemos que

1
VE=—p (1.5)
€0

que es la Ley de Gauss en su forma diferencial.

1.1.2. El Potencial Electrostatico

La ecuacién (1.3) nos permite escribir la ley de Coulomb como

B = | 4o /Q// wpy ) (16)
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Por ser E un campo vectorial gradiente, se tiene que VXE = 0. Ademss,
siendo mas sencillo trabajar con una ecuacién que con tres, podemos introducir
la funcién ® definida por

o) = /// ekt 1o

E=-Vo. (1.8)

que cumple

A ® se le conoce como el potencial escalar.
Dada la ley de Gauss (1.5), es facil notar que el potencial ® satisface la
ecuacién de Poisson

1
—A® = —p, (1.9)
€0

donde p(x) es una distribucién continua de carga en el espacio. En el caso de
ausencia de carga (p = 0), la ecuacién (1.9) se vuelve

A® =0 (1.10)

que es la conocida ecuacién de Laplace.

1.1.3. Distribucion superficial de cargas

Uno de los problemas més comunes en la electrostatica es la determinacion
del campo eléctrico o del potencial debido a una distribucién dada de cargas.
Consideremos la ley de Gauss como estd en (1.5). Integrando sobre una regién
), el teorema de la divergencia nos dice que

4/Eoﬁd5—610/9///0(§’)dy,

donde 71 es la normal exterior unitaria de ).

Sea una superficie 92 con normal exterior unitaria 7 con densidad de carga
superficial o(x) y campos eléctricos E; y E2 en cada cara, como se muestra en
la figura 1.2(a). Usando la ley de Gauss

ZSZ/E.ﬁdSzll/(Ez—El).ﬁ,dS:6104/0()(”57

de esta manera

(B; —Ey) =2,
€0

Al atravesar la superficie, la componente normal del campo eléctrico tiene
una discontinuidad de %
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~
n

AN

E,
-
't
(a) Discontinuidad en la componente (b) Contorno utilizado para determinar
normal del campo eléctrico, a través de la continuidad de la componente tangen-
una capa superficial de carga cial del campo eléctrico

Figura 1.2: Condiciones de frontera.

Consideremos ahora un punto a sobre la superfice. Construimos un rectangu-
lo cuyos vértices son a — enn, a + da — en, a+ da + et y a + en, donde & es
pequeno y sea C la trayectoria formada por el perimetro de ese rectangulo como
se muestra en la figura 1.2(b). Dada la ecuacién (1.8), V x E = 0. Asi, usando

el teorema de Stokes,
//VxE-ﬁdS:%E-Tds,
29 c

de esta manera, cuando ¢ tiende a 0

aten a a—en
?{E~Tds:1im / E1~Tds+/ E2~Tds+/ Es - Tds
A =0 a a—en a+da—en

atda—en a+da a+daten
a+da atdaten a+ten

a+da
:/ (:El—:EQ)rI‘dS:O7
a

por lo que el campo E es continuo sobre el plano de tangencia.
En el caso de una superficie, la expresién para el potencial en cualquier punto
del espacio puede ser obtenida de (1.7) remplazando pdy por cdS:

_ 1 o(y)
0= b 4/ PR

Para distribuciones de carga volumétricas o superficiales, el potencial es
continuo. Con cargas puntuales, lineas de carga o capas dipolares, esta
afirmacion ya no es correcta.
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En la actualidad, se pueden fabricar peliculas con un grosor de hasta 3nm,
por lo que otro problema de interés es determinar el potencial debido a una
capa dipolar. Una capa dipolar puede ser imaginada como dos superficies,
la primera superficie ¥ con una distribucién de carga o(y) y muy cerca de
ella, otra superficie ¥/ = {y + d(y)n(y) : y € £} a una distancia d(y) con una
distribucién de carga igual pero de signo opuesto, como se muestra en la figura
1.3(a). La distribucién de capa dipolar de fuerza D(y) se forma permitiendo que
Y’ se acerque infinitesimalmente a ¥ mientras que la distribucién de carga o(y)
se vuelve infinita, de tal manera que el producto de la densidad de carga o(y)
y la separacién local d(y) se acerque al limite D(y):

d(lyigoa(Y)d(Y) = D(y). (1.11)

S

(a) Proceso limite involucrado para crear (b) Geometria de la capa dipolar.
una capa dipolar.

Figura 1.3: Capa dipolar.

La direcciéon del momento dipolar de la capa, de la carga negativa a la carga
positiva, es normal a la superficie 3.

Para encontrar el potencial debido a este arreglo, tomemos 7 la normal
unitaria de ¥ dirigida hacia afuera de ¥/, como se muestra en la figura 1.3(b),
el potencial debido a las dos superficies es

1 a(y) 1 a(y) )
209 = ey // EET // =y + a1

Para d pequefia, podemos expandir ||x —y +fd(y)||~! en su serie de Taylor con
respecto a 'y

1 1 1
— = ﬁd~v<>+od2.
K=y tadl <= ACET ARG

De esta manera encontramos que el potencial se vuelve

20 = o [[ oty () ds + ol
h
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y tomando el limite (1.11)

®) = Tres //D M=

Esta ecuacién tiene una interpretacién simple. Ademas,

1
ﬁ.v( )dS:_costSQ:_dA’
v \[[x -l [x =yl

donde A es el elemento de angulo sélido subtendido en el punto de observacién
por el elemento de drea dS, como se indica en la figura 1.4. Notemos que dA tiene
signo positivo si § es un angulo agudo, es decir, cuando el punto de observacién
ve el lado interior de la capa dipolar. El potencial puede entonces escribirse

o d(x) = —4;60 //D(y)dA
b

Para un momento dipolar superficial constante D, el potencial es sélo el producto
del momento y el angulo sélido subtendido al punto de observacién de la
superficie, sin importar la forma de ésta.

Figura 1.4: Angulo solido subtendido en el punto de observacién por el elemento
de éarea dS.

1.1.4. Potencial Electrostatico completo

Consideremos el teorema de la divergencia

// V-Adx:/ A -ndS.
Q o9

Supongamos que A = ¢V donde ¢ y 1) son potenciales escalares arbitrarios.

e [[] v @vwiy = [[wvo)-aas
Q o0

V- (¢VY) = ¢A¢ + Vo - Vi

dado que
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31/1
OV R = oot
n’
donde 9/0n es la derivada en la direccién normal (exterior) de la superficie 9€2.
Si sustituimos estas dos ecuaciones en el teorema de la divergencia, obtenemos

// ¢A¢///Qv¢.v¢+//¢gids (1.12)
Q 19]9)

que es la primera identidad de Green. Si ahora escribimos (1.12) con ¢ y @
mtercalados y luego se la restamos a (1.12) obtenemos la segunda identidad de

T ffesvvsone [ () am

A esta ecuacién tambien se le conoce como el teorema de Green.

Usando este teorema, la ecuacién diferencial de Poisson puede ser convertida
en una ecuacioén integral si escogemos alguna v particular. Asi, sea ¥ = R el
potencial escalar donde R =[x —y||~", x es el punto de observacién y y es la
variable de integracién y sea ¢ = ® el potencial escalar de (1.9). En la seccién
1.1.1 se probd rigurosamente que

por lo que si @ es solucién de (1.9), la ecuacién (1.13) se vuelve

/Q// [—471"1)(3’)5()(_}’) + pegg] dy = 8/9/ [%i (;) _ ;gﬂ is.

Si el punto x se encuentra encerrado por 0f2, obtenemos:

e ][ ()]s o

Esta ecuacién es la representacion integral de la solucién de la ecuacion de
Poisson.

Si x se encuentra fuera de la superficie 052, entonces el término izquierdo
de la ecuacién (1.14) es cero. Ademds, podemos interpretar de una manera
consistente que la densidad superficial de carga o y la capa dipolar D estan
dadas por

_ 0%
7 = @ on
D = —EO(I).

Es importante recalcar que si la superficie 92 tiende a infinito y el campo
eléctrico en 9 cae més rapido que R~1, el término superficial de (1.14) se anula
y el potencial se reduce a la expresién dada en (1.7).
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1.1.5. Energia Potencial Electrostatica, Capacitancia

El potencial escalar tiene una interpretacion fisica muy clara cuando considera-
mos el trabajo hecho sobre una carga prueba ¢ al ser transportada de un punto
a a otro b en la presencia de un campo eléctrico E(x). La fuerza actuando sobre
la carga en cualquier punto es

F = ¢E,

de tal forma que el trabajo realizado al moverla del punto a al punto b es

b b
W:—/ F-Tds:—q/ E-Tds,
a a

donde T el el vector tangente a la trayectoria como se mueve la carga del punto
a al punto b. El signo menos es debido a que se tiene que hacer un trabajo sobre
la carga en oposicién al campo eléctrico. Utilizando la ecuacién (1.8), el trabajo
se escribe como

b b
W =g V<I>~Tds:q/ d® = q(Pp — Pa)
a a

que nos dice que la cantidad g® puede ser interpretada como la energia potencial
de la carga prueba en el campo eléctrico. Si una carga g¢; es traida desde el
infinito a un punto x; en una region del espacio donde los campos eléctricos
estédn descritos por el potencial escalar ® (pedimos que éste sea 0 en el infinito),
el trabajo hecho sobre la carga estda dado por

El potencial ® puede ser visto como el producido por un arreglo de (n — 1)
cargas ¢; en las posiciones x;. De esta manera

La energia potencial total de las cargas interactuando es entonces

_4iq5
47TEO ZZ l[%i — x|

=1 j<t

Una manera mas simétrica de escribir esta ecuacién es

1 4i4;
W= ,
87T€0 ; ||X2 — Xj”
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donde los términos ¢ = j son omitidos.
Para una distribucion de carga continua, la energia potencial toma la forma

s U2 ) i
W= [[[ rxie00ax.

Una manera alternativa de ver el potencial electrostatico es con el campo
eléctrico. Si utilizamos la ecuacién de Poisson (1.9), podemos escribir el potencial

como
W= 7%0///<I>A<I>dx.

Usando la identidad de Green (1.12)

w3 [[[1Iverrax=5 [[[ g ax

donde la integracién es sobre todo el espacio. En esta ecuacién, toda la
dependencia explicita de las cargas desaparece, y la energia se expresa en
términos de la integral del cuadrado del campo eléctrico en todo el espacio. De
esta manera, podemos pensar alternativamente que la energia es almacenada en
el campo eléctrico que rodea las distribuciones de carga. Ademés, de manera
natural podemos definir la densidad de energia w como

W =

o mejor dicho

€0
wi= B (1.15)

Para un sistema de n conductores, cada uno con potencial V; y carga total @;,
la energia potencial electrostatica puede ser expresada en términos del potencial
y de ciertas cantidades geométricas llamadas coeficientes de capacidad. Para una
configuracion dada de conductores, la dependecia funcional del potencial con las
cargas es lineal, por lo que el potencial puede se escribe como

n
V;,' :ZPUQ} (Z: 1,2,...771),
j=1

donde p;; depende de la geometria de los conductores. Estas n ecuaciénes pueden
ser invertidas para encontrar la carga en el i-ésimo conductor en términos de

los potenciales:
n

Qi =) CyV;. (1.16)
j=1
Los coeficientes C;; son llamados capacidades o capacitancias, mientras que los
coeficientes Cjj;, i # j, son llamados coeficientes de induccién. De esta manera,
la capacitancia de un conductor es la carga total en el conductor cuando es
mantenido a potencial unitario y todos los demas a potencial cero.
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1.2. Consideraciones mecanicas

En esta seccién se hace un breve repaso de la teoria de los medios continuos.
Usando argumentos empiricos se deduce la ley de Hooke. Se muestra el tensor de
esfuerzos y su relacién con el tensor de deformacion. Se plantean las ecuaciones
de movimiento de un cuerpo eléstico y se deducen las ecuaciones de Navier de la
elasticidad lineal. Por ltimo, se encuentra la energia de un cuerpo deformado.

1.2.1. Ley de Hooke

El comportamiento eldstico de un sélido es determinado eventualmente por su
estructura molecular, que no es considerada en la mecanica de medios continuos.
Asi, para establecer leyes para la teoria eldstica, se requieren experimentos. En
este caso debemos distinguir entre los enunciados basados en experimentos que
no han sido derivados de manera légica, y en las consecuencias puramente légicas
de esas leyes.

Las ecuaciones fundamentales que gobiernan el comportamiento eléstico de
sélidos isotropos pueden ser deducidas de dos hechos experimentales:

(i) La extensién 6l de una barra eldstica de longitud [ es proporcional a la
fuerza de tensién F' (que se asume es pequena) aplicada a los extremos de
la barra: F' ~ §l.

(ii) Durante el estiramiento la barra se contrae en la direccién transversal, esta
contraccién relativa es proporcional a la extensién longitudinal relativa
0h/h ~ 61/1, donde h es la dimensién transversal caracteristica de la barra
(Fig. 1.5(a)).

El hecho experimental (i) es la ley de Hooke expresando la linealidad de la
relacién esfuerzo-deformacion.

Establezcamos ahora la relacion entre la fuerza de tensién F' y la longitud de
la barra [. Para ello pensemos en dos barras, cada una de longitud /, conectadas
por sus extremos (Fig. 1.5(b)). Al aplicar la fuerza de tensién F' a los extremos de
la barra compuesta, cada barra estara sujeta a la misma fuerza F' y tendrd una
extension dl. La extension de la barra compuesta sera de 26l. Como resultado,
la fuerza F' es proporcional a la longitud de la barra.

Consideremos ahora que las dos barras estan unidas por su eje transversal,
es decir, la distancia h es duplicada. Al aplicar una fuerza F' al extremo de cada
barra, la extensiéon sera 6l como en el caso de una sola barra, pero ahora la
fuerza total sobre la barra serd 2F'. Asi, si el drea S en donde se aplica la fuerza
es duplicada, la extensién de la barra sera la misma al aplicar el doble de la
fuerza.

De esta manera, la relacion entre la fuerza F, la longitud [ y el area
transversal S de la barra puede ser escrita en la forma

— K-, (1.17)

r ol
S l
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Esta es la ley de Hooke, donde la constante K es conocida como el médulo de
Young. La cantidad F'/S es conocida como el esfuerzo y a la extensién relativa
e = 601/l se le llama deformacién o elongacién. A los esfuerzos normales a la
frontera de un sélido se les conoce como tensiones o compresiones, mientras que
a los esfuerzos tangenciales se les conoce como esfuerzos de corte o cortantes.

De acuerdo con el hecho experimental (ii), podemos introducir la constante
v para relacionar las deformaciones longitudinales y transversales por

Sh/h = —véll. (1.18)

A v se le conoce como la razén de Poisson. El signo menos es debido a lo
observado en el laboratorio para la mayoria de los cuerpos.

La ley de Hooke y la relacién (1.18) son la base de la teorfa de elasticidad
lineal para cuerpos isétropos. Sus leyes se siguen de estos hechos como la
mecédnica clasica sigue de las leyes de Newton y la electrodindmica de las
ecuaciones de Maxwell.

F F F F
. h —— ] ——
(a) Barra rectangular sujeta a una (b) Una barra compuesta sujeta a una
fuerza de tensién F'. fuerza de tensién F'.

Figura 1.5: Ley de Hooke.

1.2.2. Esfuerzo

Consideremos un material continuo B ocupando un volumen en el espacio V' en
algun tiempo (Fig. 1.2.2). Imaginemos una superficie cerrada S dentro de B.
Para expresar la interaccién entre el material dentro y fuera de S, dividamosla

AF

X, v
AS

S

/ X,

X3

Figura 1.6: Principio de esfuerzo.

en dos clases: la primera debido a las fuerzas de accién a distancia o fuerzas
de cuerpo tales como la gravitacién y la fuerza electromagnética; y la segunda
debido a la accién a través de la superficie S, llamada fuerza de superficie.
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Para expresar esta fuerza consideremos un pequeno elemento de superficie AS
en nuestra superficie imaginaria S. Dibujemos en un punto de AS un vector
unitario ¥ normal a AS con direccién hacia el exterior de S y llamemos al
lado hacia el que este vector apunta el lado positivo. Consideremos la parte del
material que se encuentra en el lado positivo de S, esta parte ejerce una fuerza
AF en la parte que se encuentra del lado negativo de la normal. Supongamos
que conforme AS tiende a cero, la razén AF/AS tiende a un limite definido
dF/dS, y que el momento de la fuerza actuando en la superficie AS alrededor
de cualquier punto dentro del area desaparece en el limite. El vector limite se
escribe como

v dF
T=—
ds’
donde el superindice v denota la direccién de la normal & a la superficie AS.

Al vector T se le llama traccién o vector de esfuerzo y representa la fuerza por
unidad de area actuando en la superficie.

La hipétesis de que hay un vector de esfuerzo definido para cualquier
superficie cerrada en el interior de un material continuo es conocida como el
principio de esfuerzo de Fuler y Cauchy. Este principio estd bien aceptado y
parece satisfacer la mayoria de las necesidades de la mecanica de continuos. Sin
embargo, esta declaracion no es méas que una hipdtesis basica.

Consideremos el caso especial donde la superficie ASg, k& = 1,2,3, es

paralela a uno de los planos coordenados. Denotemos al vector de esfuerzo
k E k k
actuando en ASy por T, con tres componentes T7, To, T3 sobre las direcciones

de los ejes coordenados 1, T2, 3 respectivamente; el indice inferior denota las
componentes de la fuerza y el simbolo & indica la normal (eje xy) a la superficie
sobre la cual la fuerza actua. En éste caso,

k k k
Ty = Tg1, Ty = Tka, T3 = Tp3.

Si arreglamos los componentes de la traccién en la superficie ASy, k = 1,2, 3,
en una matriz cuadrada, obtenemos

Esfuerzos
Superficie normal a z Ti1 T2 T3,
Superficie normal a x2 Tol T2 Te3,
Superficie normal a 3 T31 T32  T33.

Esto se ilustra en la figura 1.2.2. Las componentes 7q1, 792, 733 son los esfuerzos
normales y las componentes restantes 712, T3, etc. son los esfuerzos de corte.

1.2.3. El Tensor de Deformacion

Las particulas de un cuerpo pueden asociarse a puntos en el espacio y por
lo tanto cada particula del cuerpo estd representada por sus coordenadas con
respecto a una base fija. Cuando el cuerpo se deforma, cada particula asume una
nueva posicion, que estd descrita por un nuevo conjunto de coordenadas. Por
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T3

T32
Ty T

23
T13
T T2

T

X3 Tn

Xz
Xi

Figura 1.7: Componentes del Esfurezo.

ejemplo, una particula p localizada originalmente en el lugar con coordenadas
(a1,a2,a3) es desplazada al lugar q con coordenadas (x1,z2,23) cuando el
cuerpo se deforma. Entonces el vector pq es llamado el vector de desplazamiento
de la particula. Las componentes del vector de desplazamiento son

xr1p — ai, T2 — a2, xr3 — asg.

Si el desplazamiento es conocido para cada particula del cuerpo, podemos
construir el cuerpo deformado a partir del original. Asi, una deformacién
puede ser descrita por el campo de los desplazamientos. Sean (ai,as,as) las
coordenadas de cualquier particula en la configuraciéon original del cuerpo, y
sean (x1,x2,x3) las coordenadas de ese punto cuando es deformado. Entonces
la deformacién del cuerpo se conoce si x1,x2,x3 son funciones conocidas de
ai,ao,0as:

z; = x;(a1, as,a3).

Este es un mapeo de (ai,a9,a3) a (z1,z2,z3). En la mecanica de medios
continuos, se asume que las deformaciones son continuas y uno a uno, por lo
que existe un mapeo inverso.

El movimiento rigido de un cuerpo no induce esfuerzos, por lo que los
desplazamientos por si mismos no estan relacionados con el esfuerzo. Para
relacionarlos, debemos considerar los estiramientos y distorsiones del cuerpo.

Consideremos un elemento de recta infinitesimal conectando un punto
p(a1,az,as) a un punto vecino p’(a; + day,as + das,asz + daz). El cuadrado
de la distancia dsy de pp’ en la configuracién original esta dada por

ds§ = dai + daj + da3.

Cuando p y p’ se deforman a los puntos q(z1, 2, z3) y Q' (z1 +dw1, T2 +dTo, T3+
dzx3), el cuadrado de la distancia del nuevo elemento qq’ es

ds* = da? + da3 + doi.
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Siendo que
d.’bi = %daj, dai = %d.’ﬂj

8aj 81‘]'
Introduciendo la delta de Kronecker, podemos escribir

dsg = 6”2;? gﬁj dxidz,,,

ox; Ox;
2 _ 5 2Ty
ds® = 0y D0, 9., dajda,,.

De esta manera, la diferencia entre los cuadrados puede ser escrita como

d32 _ d5(2) = (6(1'3 C{;za % — 51]) daidaj,
i J

O~

Jda,, Oa
ds? — ds? = <5Z—j R axf) da;da;.

Definimos los tensores de deformacién

1 0 Oxp
B, = - S
* 2 <5aﬁ Oa; Oa; 6”)’
1 Oay Oag
@ o= (‘*J“fsaﬂaxiaxj)-

El tensor de deformacién F;; se conoce como el tensor de deformacién de
Green, mientras que e;; es el tensor de deformaciéon de Cauchy para defor-
maciones infinitesimales y de Almansi para deformaciones finitas. Claramente
Eij = E]z Y €ij = €44

Si consideramos el desplazamiento u, = =, — ao, podemos reducir los
tensores F; v €;; a una forma més simple

E.. = 1 auj+%+aua%
. 2 aai 8aj 8ai aCLj ’
1[0u; Ou;  Oun Oug
ey = = + — —1.
2 8581 3xj (9331 8xj

Si el desplazamiento es muy pequeno, podemos despreciar los cuadrados y
productos de las derivadas, entonces e;; se reduce al tensor de deformacién
infinitesimal de Cauchy,

”_1 8uj+8uz
079 0z, T 0x;)

En este caso, la distincién entre las coordenadas Eulerianas y Lagrangianas
desaparece.

Para interpretar las componentes del tensor de deformaciéon de Cauchy, sean
Z,Y, 2z un conjunto de coordenadas rectangulares. Consideremos un segmento de
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recta de longitud dx paralelo al eje x. El cambio del cuadrado de la distancia
de este elemento debido a una deformacién es

ds® — dsj = 2, (dx)?.

Asi,
2¢,,(dr)?
ds — dsg = M
ds + dS()
Pero en este caso ds = dx y dsg difiere de ds por una pequena cantidad de
segundo orden si asumimos que las componentes de e;; son infinitesimales. Asi
ds — dsg

= €zx
ds ’

por lo que e, representa la extension o el cambio de longitud relativa de un
vector paralelo al eje x.

Para la componente ez, consideremos un rectdngulo pequeno en el cuerpo
con lados dz, dy. La suma Ouy /0y + Oua/Jx representa el cambio en el dngulo
2Oy que era originalmente un angulo recto.

Relacién esfuerzo-deformacién. Tensor de Elasticidad

Extendiendo la ley de Hooke para sélidos elasticos, podemos establecer la
relacion entre el tensor de esfuerzos con el tensor de deformacién. Siempre
que el sdlido obedezca la ley de Hooke, el tensor de esfuerzo serd linealmente
proporcional al tensor de deformacion. Es decir,

Tij = Cijki€kt,

donde Cjj1; es el tensor de elasticidad y es un tensor de rango 4, por lo que tiene
81 elementos. Siendo 7;; = 7;;, se debe cumplir que Cjjx; = Cjix;. Més atin, como
erl = ek siempre podremos simetrizar las constantes Cjjx; con repecto a k y !
sin alterar la suma. Asi,

1
§(Cijkz + Cijik)ert = Clipent,

donde Cl{jkl = szﬂk. De esta manera, el tensor de elasticidad tiene a lo méas 36
componentes independientes.

Para la mayoria de los sélidos elédsticos, el nimero de constantes indepen-
dientes es mucho menor que 36. La reduccion se debe a las simetrias del material.

La mayor reduccién en el niimero de constantes elasticas se obtiene cuando el
material es isétropo, es decir, cuando las propiedades del material son idénticas
en todas direcciones. Mas precisamente, un material es isétropo si el arreglo
de nimeros Cjj;y; tiene exactamente los mismos valores numéricos sin importar
como esté orientado el material. Se puede probar [10], que para un material
isotropo, solo hay dos constantes que caracterizan al material. La ley de Hooke
en este caso es

Tij =

Tij = )\e,m@-j + 2,U/eij' (119)

Las constantes A y u son conocidas como constantes de Lamé.
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1.2.4. Ecuaciones de movimiento de un medio continuo

Sea el sistema coordenado x1,7s9,x3 un sistema inercial de referencia.
Denotemos por B(t) a la regién ocupada por el material al tiempo ¢. Sea r
el vector de posicién de una particula con respecto al origen del sistema de
coordenadas, p la densidad de masa del material y V el vector de velocidad de
la particula que estd localizada en (x1, 22, 23) con un volumen dv y masa pdv.
La integral del momento lineal (pdv)V de todas las particulas en el dominio
B(t)

P = Vpdv
B(t)
se define como el momento lineal del cuerpo en la configuracién B(t), y sea la
integral del momento angular de las particulas alrededor del origen r x V pdwv,
sobre el dominio B(t),
H= r X Vpdv,

B(t)
se define como el momento angular del cuerpo. La ley de Newton para medios
continuos establecida por Euler dice que la razén de cambio del momento lineal
con respecto al tiempo es igual a la fuerza total F actuando sobre el cuerpo, es
decir, )

P=F,
y que la razén de cambio del momento angular con respecto al tiempo es igual
a la torca total £ aplicada alrededor del origen,

H=L.

Para especificar las fuerzas de cuerpo, consideremos un volumen acotado
por una superficie cerrada arbitraria S. Se asume que la fuerza resultante es
representable en forma de integral de volumen sobre el dominio B encerrado
por S,

Xdw.
B(t)
El vector X, con componentes X1, X2, X3 es conocido como el vector de fuerzas
por unidad de volumen.

La fuerza superficial actuando en una superficie imaginaria en el interior del
cuerpo es el vector de esfuerzo mencionado anteriormente. De acuerdo con esto,
la fuerza total actuando sobre el material que ocupa la regiéon B interior a la
superficie cerrada S es

F_ Tds + Xdv,
5(b) B(t)

v
donde T es el vector de esfuerzo actuando en dS cuya normal exterior es v. De
manera similar, la torca alrededor del origen esta dada por la expresién

L:?{ rx’i‘dS+/ r x Xdo.
s() B(1)
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Combinando estas ecuaciones obtenemos las ecuaciones de movimiento

v D
TdS + Xdv = — Vpdv, (1.20)
S(1) B() Dt [
v D
74 rx TdS —|—/ rxXdv = — r X Vpdv. (1.21)
S(t) B(t) Dt Jp)

Una tercera ecuacién surge al considerar la conservacién de la masa a lo
largo del tiempo. La masa contenida en un dominio B al tiempo ¢ es

m(t) = / pdv,
B(#)

donde p = p(x,t) es la densidad de masa del continuo en el punto x. La
conservacién de masa requiere que Dm/Dt = 0. Usando el hecho de que

= Adv = ZZ AT aw, 1.22
Dt B(t) B(t) Dt 8£Ej ( )

donde A(x,t) es una funcién continuamente diferenciable y V; = Jz,/0t,
podemos calcular la derivada con respecto al tiempo de la masa

D D av;
— pdv = / < P +p ) dv =0,
Dt Jp B(t) 3751

por lo que podemos establecer la ecuacion de continuidad

Dp ov;
. 1.2
+ &Tj =0 (1.23)

Cauchy logré establecer que si se conocen los esfuerzos 7;;, podemos escribir
el vector de esfuerzo actuando en cualquier superficie con normal unitaria
exterlor U cuyas componentes son v1, Vs, 3. Este vector de esfuerzo se denota

por T con componentes T1, Tg, T3 dadas por la férmula de Cauchy,
14

Ti = VjTji, (124)

donde estamos usando la convencién de Einstein de suma sobre el indice
repetido. Para probar este resultado, consideremos el tetraedro infinitesimal
formado por tres superficies paralelas a los planos coordenados y una normal al
vector unitario ¥ (Fig. 1.2.4). Sea dS el drea de la superficie normal a . Asf, el
drea de las otras tres superficies es

dS; = dScos(P,x1)
= 11dS = area de la superficie paralela al plano xyx3,

dSs = wvudS = area de la superficie paralela al plano xzx,

dS3 = wv3dS = area de la superficie paralela al plano zixs,
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Figura 1.8: Tracciones superficiales en un tetraedro.

y el volumen del tetraedro es dv = %hdS , donde h es la altura del vértice P
medida desde la superficie dS. Las fuerzas en el sentido positivo de x1, actuando
en las tres direcciones coordenadas puede ser escrita como

(=711 + €1)dSh, (=721 + €2)dS5, (=731 + €3)dSs,

donde 711, 721, 731 son los esfuerzos en el vértice P opuestos a dS'y las cantidades
€1, €2, €3 son introducidas debido a que las tracciones acttian en puntos diferentes
de P. Si asumimos que el campo de esfuerzos es continuo, entonces estas
cantidades son infinitesimales. Por otro lado, la fuerza actuando en el tridngulo

normal a © tiene una componente (TVH +€)dS actuando en la direccién positiva
de el eje z1, la fuerza de cuerpo tiene una componente (X; + € )dv y la
razén de cambio del momento lineal tiene una componente ledv, donde V;
es la componente de la velocidad en la direccién x;. La primera ecuacién de
movimiento es

(—7'11 + Gl)ds + (—T21 + Eg)ds + (—T31 + Eg)dS
v 1 1 .
+ (Ty +€)dS + gh(X1 +€)dS = ghpvldS.

Dividiendo entre dS y tomando el limite cuando h — 0, obtenemos
14

Ty = T1v1 + To1V2 + T31V3,

que es la primera componente de la ecuacién (1.24). Las demés componentes se
encuentran de manera analoga.

Si sustituimos el vector de esfuerzos por (1.24) en (1.20), podemos usar el
teorema de la divergencia. De esta manera

8Tji ) D
+ X; )dv=— Vipdv. 1.25
/B(t) (3%' Dt Jp) (1:29)

Ademsds, dado que (a x b); = e;jxa;b, donde a, b son vectores arbitrarios y
eiji es el simbolo de Levi-Civita, la ecuacién (1.21) se puede escribir como

v D
% €ijkT;j T, dS +/ eijkIijdU = Ft/ eijkxjvkpdv,
S(T) B(t) B(t)
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v
al sustituir Ty = 711, podemos utilizar de nuevo el teorema de la divergencia
y obtener

1o} D
——(€ikTiTik +ei'kx~Xk} dv = —/ €iikxiVipduv. 1.26
[ [ s + Di o (1.26)

Usando la ecuacién (1.22), el lado derecho de las ecuaciones (1.25) y (1.26)
puede ser escrito como

D D ov;
— V; pdv / < Vi Vi >dv
Dt Sy - AACREGO s

D

D av;
= ikt Viepd i Vi i Vi d
Dt ey “HTH /Bm (Dt(e]’“pxj o)+ eunpr Vg ) -

Las ecuaciones (1.25) y (1.26) son validas para cualquier cuerpo B(t), por
lo que

D aV; O0Tj;
Vi V,—L = 2+ X, 1.27
S+ S~ S0y (127
D 19)% 0
Di (e”kpa:JVk) + eljkpxjvkﬁ l = %(eijkxjnw + €12 Xk (1.28)

Usando la regla de la cadena, el lado izquierdo de (1.25) se vuelve

D oV dp  9pVj aVv; _8VZ—
DY) Vg = V(aﬁa%)”(at Jaxj>'

La cantidad en el primer paréntesis se anula de acuerdo con la ecuacion
de continuidad (1.23), mientras que la segunda es la aceleracién DV;/Dt.
Asi obtenemos la ecuacién Euleriana de movimiento

DV; - aTji
p Dt o 6:)5j

+ X, (1.29)

Si ahora desarrollamos el lado derecho de la ecuacién (1.28) obtenemos que

D oV, D 19)%
E(eijkpxjvk) + eijkpijk% = €¢jk1‘jE(PVk) + eijkpﬂijkaTCl
Sustituyendo en (1.28) y usando 0O, (eijxz;Tik) = €ijx®;0z, (Tik) + €ijkTik

tenemos
D oV, om
€ijkT; E(ka) + pvk(’)ixi - 67926 = Xi| = €ijkTjk-

Usando la ecuacién (1.27), la suma en el paréntesis es igual a cero, por lo que
€CijkTjk = 0. Asi
Tij = Tjis

lo que nos dice que el tensor de esfuerzos es simétrico.
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Las ecuaciones de movimiento de un medio is6tropo

Derivando con respecto a z; la relacién de esfuerzo deformacién para cuerpos
isétropos (1.19), obtenemos
871-]- 8

Gy~ D, N0 )

Para deformaciones pequenas

86i7; o 8ekk - aZUk
or;  Ox; Ox;0xy’
aeij - 1 82’11,1' 82’LLJ‘
Or; 2| 0z Omdx; |
Por lo que
Otk 0%u; 0%uy,
or, H oz} (A +n) Ox;0xy,

Utilizando la ecuacién Euleriana (1.29), la ecuacién de desplazamiento para
medios isétropos se escribe como

821141’ - 821@ + (>\+ ) (92’U,k
o = Foa? W or0y,

+ X, (1.30)

A este conjunto de ecuaciones se les conoce como las ecuaciones de Navier de la
elasticidad lineal.

1.2.5. La energia de un cuerpo deformado

Para deformar un cuerpo elastico se debe aplicar un trabajo. Si asumimos que
el cuerpo se deforma cuasi-estaticamente, es decir, lo suficientemente lento para
que el cuerpo permanezca en equilibrio mecanico y termodinamico, podemos
calcular este trabajo. Consideremos nuevamente el cuerpo B como en la seccién

1%
1.2.2. Supongamos que al aplicar un esfuerzo T el cuerpo se desplaza un poco.
Denotemos al incremento en el desplazamiento u; como du,. El trabajo serd § A =
/. s TikVk6u;dS. Aplicando el teorema de divergencia obtenemos

0 OTik Ou;
0A = —— (0w )dv = du;d 1.0 ——dv.
/Baxk(Tk u;)dv /Baxk u v+/BTk R v

Para un proceso cuasiestatico y en ausencia de fuerzas externas, la ecuacién
(1.29) nos dice que la primera integral del lado derecho es cero. En la segunda
integral tenemos, dada la simetria del tensor 7;,

Oui \ 1 /0u; Ouy o
Tzk6 <8$k> - Tzk:(S |:2 (6$k + 8172 >:| - Tzkdezk'
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Si la deformacién es puramente adiabdtica o puramente isotérmica, entonces
dw = Tjde;, es la diferencial de energia contenida en el sélido. La funcién
w(e;r) es la funcién de energfa de deformacion o la funcién de energfa eldstica.
Podemos entonces escribir el tensor de esfuerzo como

ow

k= = 1.31
Tik aeik (3)

De acuerdo con la ley de Hooke generalizada, 7;; es una funcion lineal de e;g,
por lo que w(e;x ) debe ser una funcién cuadratica homogénea de los componentes
del tensor de deformacion:

1

w = ECikﬂeikejl. (132)



Capitulo 2

El Modelo de Gotas
Coalescentes:
Microcapacitores

2.1. Ecuacion de una membrana elastica

Consideremos una membrana como se muestra en la figura 2.1. Si asumimos que
la membrana sélo se puede desviar en la direccién z, el vector de desplazamiento
se puede escribir como

0

0 1. (2.1)
U

<L
I

Suponiendo ademés que la membrana es muy delgada, podemos pensar que U

. >

Figura 2.1: Una membrana delgada elastica.

es una funcién que depende tnicamente de z,y y ¢, es decir U = U(z, y,t). Asi,
la ecuacién de Navier (1.30) para la membrana se reduce a una sola ecuacién
para U,

0*U

pw =TAU +p(x7y7t)7
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donde p es la densidad de masa, T es la tensién a la que estd sujeta, A es el
operador Laplaciano y p(x,y,t) es la presién ejercida sobre la membrana en la
direccién z. Si ademaés consideramos que la membrana se encuentra en un medio
con coeficiente de viscosidad a, tenemos

0%U ou
— — —TAU = t). 2.2
Pom Ty, p(z,y,t) (2.2)
El problema estd completamente determinado si conocemos la configuracion
inicial de la membrana U(z,y,0) = f(x,y), as{ como su velocidad U(z,y,0) =

g(x,y).

2.2. Gotas coalescentes. Modelo de Taylor

Consideremos el problema de dos gotas de liquido vecinas a diferentes poten-
ciales. Las gotas, cada una de radio Ry, se encuentran suspendidas en dos
anillos conductores coaxiales de radio a separados a una distancia 2h que es
muy pequena comparada con a, de tal manera que

h<<a<<R0.

La geometria del problema se muestra en la figura 2.2. La posicién inicial de
la porcién de las gotas que se encuentra entre los anillos se representa por una
linea punteada que es parte de una esfera de radio Ry. Los puntos A, By C, D
representan a los anillos.

Figura 2.2: Porciones de dos gotas suspendidas en dos anillos cuyas secciones
estin en A, B y C, D respectivamente.

Los anillos se mantienen a una diferencia de potencial &V y la configuracion
de la porcién de las gotas distorsionadas bajo la influencia del potencial es
representada por las curvas que unen a AB y CD. Tomando coordenadas
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cilindricas (r,z) con Z = 0 en el punto medio entre los anillos, la ecuacién
de equlibrio es
d*zZ n 1dZ (r,2)
— +-—— | =p(rz
T\ar? Trar PAT %),

donde Z es el desplazamiento de la superficie de la gota, p es la presién sobre
la superficie y -y es la tensién superficial de la interfase. En este caso, la presion
sobre las gotas se debe a la diferencia de potencial y la presién interna de las
gotas. La presién electrostatica p, va a ser igual a la densidad de energia debido
al campo. De esta manera, usando la ecuacién (1.15) tendremos que

€0
po= 29| (23)
donde ® es tal que
Ad = 0, (2.4)

y €p es la permitividad eléctrica del vacio. Tomando las variables adimensionales

/__ E !/ y I _ E — g
r = a7 Yy = a7 z = h,’ w - ‘/s
y sustituyendo en (2.3)-(2.5) tenemos
_ Vieo [1P (0%, oY 1o 9 o
b= |5 (G + (59) + G52 (2.6
h? (0% 9% 0%
a2 (83;’2 8y’2> + 922 0, (2.7)

@'y, Z/h) = 1.

Escribiendo el potencial como 1 = g + %1/’1 + O(Z—z) y h < a, las ecuaciones
(2.6) y (2.7) a primer orden son:

‘/8260 (9’(?0 2
no= 5 (5 (29
Y
82/20 = 0. (2.9)

Dado que ¥(2',y’,0) = 0, la solucién de (2.9) es 1» = hz’'/Z. Sustituyendo en
(2.8)

Ve

Pv = 972

Asumimos que el campo distorsionard a las gotas de manera tal que no

afecte su forma y volumen lo suficiente para alterar su presion interna p;. Esta

(2.10)
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dx

v dy y dy
- ~~
p
F\ a0 rdy
v dy dé
y dy
(a) Curva rectangular sobre una burbuja. (b) Equilibrio de fuerzas actuando sobre
la burbuja.

presién debe estar balanceada por la tensién superficial. Para calcular la tension
superficial, consideremos C una curva rectangular pequena de lados dx y dy
dibujada en la superficie de la gota como se muestra en 2.3(a). En el plano
xz, la fuerza estd dada por ydy en cada lado (Fig. 2.3(b)). Dado que estas
fuerzas son tangentes a la superfice, tendran una resultante ydydf normal a la
superficie, pero df = dz/R; donde R; es el radio de curvatura de la superficie en
el plano xz. De manera similar, para los otros lados del rectangulo, las fuerza es
~vdxdy/Rs. La fuerza total resultante es normal a la superficie y vale ydzdy/ Ry +
~vdxdy/Rs. En el caso de las gotas, Ry = Ry = Ry por lo que

_ 2
Pz*RO-

La ecuacién de equilibrio para la superficie de la gota es

(d2Z 1dZ> 2y V2
5 “yN_ 2

a rdr T Ry 272

Esta ecuacién fue deducida y estudiada por primera vez por G.I. Taylor [25] y
ha sentado las bases de cualquier estudio de sistemas similares, como el que se
mostrard a continuacion.

2.3. Ecuacion de un microcapacitor

Para modelar el comportamiento de un microcapacitor, consideremos el sistema,
mostrado en la figura 2.3. El potencial electrostatico satisface

AD =0, (2.11)

d(z',y',—1) =0 xe[-L/2,L)2] Y € [~w/2,w/2], (2.12)
O,y U") =V x e [-L/2,L/2] Y € [~w/2,w/2], (2.13)
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z

Frontera Libre
Frontera
Fija Membrana
Eldstica

- Frontera
| Frontera Libre Fija

1

Placa Rigida _—
L

Figura 2.3: Geometria del sistema.

donde U’ (z’,y’,t') es el desplazamiento desde 2z’ = 0 de la membrana y V; es el
voltaje aplicado.

Si combinamos (2.2) con (1.15), la dindmica del sistema va a estar descrita
por

2

/ 0 / / €0 2
p(’)t’QU +a6't’U TAU = 2 IV~ (2.14)
Aqui p es la densidad superficial de masa, a es el coeficiente de viscosidad del
medio, T es la tension en la membrana y €y es la constante de permitividad
elécctrica en el vacio. Asumimos que la membrana estd fija en la frontera, esto
es

U'=0 en la frontera. (2.15)

Para simplificar el problema, podemos introducir variables adimensionales y
reescribir las ecuaciones (2.11)-(2.15) de manera adimensional. Definimos

vV=>0/V,, U=U'Jl, z=12'/L, y=9y/w, z=2)] (2.16)

y sustituimos en las ecuaciones (2.11)-(2.15). De esta manera

0% 0% 0%
2 (Y ¥ 27 ¥ R
0 (6952 tg 8y2> 022 0 (2.17)
w(m7ya_1> 207 MRS [_1/271/2]? ye [_1/27 1/2]7 (218>
w(x7y7 U) =1, T e [_1/27 1/2]7 Yy e [_1/27 1/2]7 (219)
02U ou T V2[00 5 o 5 0, OU .,
Popz T gy~ ﬁAU— e {6 (%) +0%g (a—y) +(E) . (2.20)
U =0 en la frontera. (2.21)

Aqui § =1/L es la razén entre la dimensién de la membrana y su separacién de
la placa y g = L/w es la razén entre las dimensiones de la membrana misma.
Asumimos que g% = O(1). Por tltimo, si tomamos el cambio de variables en el
tiempo t = (T'/aL?)t', la ecuacién (2.20) se vuelve
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,0?U U - o (O | 0P s oy
O W av=alr (G Qo)+ O] e

donde € = /pT/aL y A = eV2L?/2TI3. Aqui, € es el factor de calidad Q
del sistema, que a grandes rangos nos dice el nimero de oscilaciones de éste
antes de ser atenuado, y A caracteriza las magnitudes relativas entre las fuerzas
electrostaticas y mecanicas en el problema. Fisicamente, A > 0.
Igual que antes, escribimos el potencial ¢ = 1y + d1; + O(6?) y dado que
la geometria del microcapacitor es tal que | <« L, podemos aproximar (2.17) y
(2.22) por
2
0*Y —0

= 2.2
9.2 (2.23)
9*U  oU ov\?
2 [ _ (¥
€ o + 5 AU A (32) . (2.24)
Dado que /(/)(xvyv _1) = 0 y /(/)(xvyv U) = ]-7
142
w(q%yaz)*l_"_U
Sustituyendo en (2.24)
0?U  oU A
2 AU=—— 2.2
“or T AU Ty (2.25)

La ecuacién (2.25) junto con la condicién de frontera (2.21) y las condiciones
iniciales apropiadas, constituyen un modelo reducido de deflexiones elasticas en
un sistema electrostatico-elastico como el mostrado en la figura 2.4.

Membrana Eléstica
Frontera Fija a Potencial V

T

X
Placa Fija Aterrizada

L

Figura 2.4: Estructura electrostatica idealizada.

2.3.1. El limite viscoso

Si las fuerzas resultantes de la viscosidad o el forzamiento dominan sobre
las fuerzas internas, se pueden realizar mas simplificaciones sobre el modelo
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bésico. En particular, en el limite viscoso el pardmetro ¢ < 1. Mientras que
este no es el caso para todos los sistemas, aparatos como microvalvulas o
microcapacitores pueden operar en este régimen. De hecho, el diseno exitoso
de dichos sistemas requiere una ) baja. Los microcapacitores cuyos extremos
oscilan indefinidamente después de la aplicacién de un voltaje dado son de poca
utilidad. Haciendo tender € a cero en la equacién (2.25) obtenemos

ou A

5 AU = A+0)° (2.26)
La ecuacién (2.26) es parabdlica de tipo reaccién-difusiéon. Ecuaciones similares
se encuentran en la teoria de combustion, calentamiento de microondas,
dindmica de poblaciones y peliculas delgadas. En el resto de esta tesis
restringiremos nuestra atencion al estudio de la ecuacién (2.26) y analizaremos
el comportamiento de aparatos que son modelados por esta ecuacién. Asumimos
que las condiciones de frontera estan dadas por (2.21) e imponemos la condicién
inicial

U(z,y,0) =0. (2.27)

Esta condicién inicial asume que el sistema comienza en reposo y que el voltaje
se aplica al tiempo t = 0.

2.4. Extension del modelo basico

En las secciones anteriores se asumié sin ningiin cuestionamiento que el voltaje
V, sobre la membrana se mantiene constante ain cuando ésta se deforma. Una
extensién natural del modelo seria eliminar esta suposicién. Consideremos el
potencial electrostdtico como en (2.11); sabemos que el voltaje en la membrana
depende de su desplazamiento, por lo que podemos cambiar la condicién (2.13)
por

(I)($/7y/7 U/) = Vvsf(Ul%

donde f(U’) es una funcién adimensional que registra la dependencia del voltaje
con el desplazamiento. Al tomar el cambio de variables (2.16),

Y(z,y,U) = f(U). (2.28)

Cuando nuestro sistema se encuentra en un circuito, la caida de potencial
V a través del sistema depende de los deméas elementos del circuito y su
configuracién. Consideremos el circuito mostrado en la figura 2.5. Las leyes de
Kirchoff nos dicen que la carga que pasa por los capacitores debe ser la misma.
Usando la ecuacién (1.16),

1 1 c+C

c Oy c  Cy c Cy
Siendo V = ¢/C,
Vs

V= 1+C/Cy

(2.29)
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|7
Al

Sistema

I
I

Capacitor Fijo

Figura 2.5: Esquema de un circuito de control basico.

Este es el esquema de control propuesto por Seeger [23]. La tnica componente
adicional es el capacitor fijo. Esto significa que el circuito actiia como un divisor
de voltaje y ejerce una influencia estabilizadora en el sistema. La capacitancia del
sistema se incrementa conforme la membrana se aproxima a la placa, haciendo
que V disminuya, reduciendo la fuerza electrostatica y estabilizando el sistema.
Podemos usar la ecuacién (2.29) para definir f para este circuito como

1

f(U):m~

Para calcular la capacitancia del sistema, necesitamos conocer el potencial
para el caso f(U) = 1, as{ usando la ecuacién (1.16) y que la densidad de carga

o = €0V /0n,
_ 87(1) ’o ’ g
C’—//az,(x7y70)da:dy.
Q

Tomando el cambio de variables (2.16),

L
= eow // (x,y,0)dxdy

Qx*

donde 2* es el dominio transformado. Siendo que | < L, egwL/l = Cy es la

capacitancia del sistema sin deformar. Si resolvemos (2.23) con la condicién
(2.28)

_ fU)(A+2)

?ﬁ(l” Y, Z) - (1 + U)2 .

Por consiguente,
1

VX[ woen

donde x = Cy/C}. De esta manera, la ecuacién

fU) =

2
A
8U+8U AU = —

ded
ot? ot (1+U)2(1 +Xff 1+§(€nn) )2

representa una extensién del modelo.
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Otra correcién es considerar que la membrana eldstica tiene propiedades
dieléctricas. Las variaciones espaciales en éstas propiedades introducen el
término g(x,y) a esta ecuacién que modifica localmente la fuerza de Coulomb.
La funcién g(z,y) = G(I Jj e conoce como perfil de permitividad, estd definida
en términos de la permitividad dieléctrica e(z,y) de la membrana y satisface
0 < g(z,y) < 1. Procediendo de manera similar, se encuentra que la ecuacuén

que describe el comportamiento de la membrana es

2
6U+3U AU = — Ag(x,y)

ot? ot 1+U)2(1+ Xff 1+d§?2n> )2’

Detalles de la deduccién de este modelo pueden ser encontrados en [13].
Existen varios trabajos que contemplan estas modificaciones. En [21],
podemos encontrar un estudio detallado de la ecuacién con control capacitivo,
mientras que en [13] y [18] se estudia el problema de la membrana con un perfil
de permitividad no constante.
En esta tesis, nos concentraremos en estudiar el modelo bésico representado
por las ecuacion (2.26) con condicién de frontera (2.21) y condicién inicial (2.27).



Capitulo 3

El Problema Estacionario

En este capitulo se analizara la existencia de soluciones clasicas para la ecuacion
(2.26) cuando ésta no depende del tiempo. En este caso estudiaremos el problema
estacionario

Au — % =0 en 2,
(14 w) (3.1)
u=>0 en 0f),

donde u = u(x) y x € R2 Posteriormente, se analizardn a detalle los casos en
que €2 es una banda elastica y 2 es un disco.

Para poder determinar la existencia de soluciones de la ecuacién (3.1), nos
basaremos en la construccién de sucesiones mondtonas.

3.1. Principio del maximo para ecuaciones elipti-
cas

Supongamos que la funcién v tiene un méaximo local en un punto interior de
2 C R2. Sabemos por el clculo multivariable que en ese punto

0 0
Qg Ou_y
8:51 i)
ue
v 0%u <0 0%y <0
oz = 0z3 — 7

Asi, en un maximo local la desigualdad Au < 0 se debe mantener. Este sencillo
razonamiento nos permite concluir que si una funcién u satisface Au > 0 en
cada punto del dominio €2, entonces v no puede alcanzar un maximo en un punto
interior de Q. Més atin, supongamos que by (z1,x2) y ba(z1,22) son funciones
acotadas definidas en €, si u satisface la desigualdad estricta

ou ou

A bi=— +bo=— >0
ut 18£L‘1+ 28$2>
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en {2, entonces u no puede alcanzar su maximo en cualquier punto interior.

Usando argumentos similares, podemos establecer diferentes principios del
maximo para operadores elipticos. En nuestro estudio nos restringiremos al
operador Lu := —Au + cu y Q C R?, pero los resultados que se muestran a
continuacién son validos para cualquier operador eliptico en R™.

3.1.1. Principio débil del maximo

Supondremos que 2 C R? es abierto, acotado y conexo para el resto de la
seccién.

Teorema 3.1 (Principio débil del méaximo). Sea u € C?(Q)NC(Q) yc >0 en
Q0.

(i) Si Lu <0, entonces

méxu < maxu’. (3.2)

Q o0

(i) Del mismo modo, si Lu > 0 en Q entonces

minu > —mixu", (3.3)
a 89

donde ut (z) := max(u,0) y u~ := —min(u,0).
En particualr, si Lu = 0 en €, entonces

méx |u| = méx |ul.
Q aQ
Nota. Una funcién que satisfaga la hipétesis de (i) con u > 0 en la frontera
es llamada solucion inferior o subsolucion de Lu. Anédlogamente, si una funcién

satisface la hipétesis de (ii) con w < 0 en la frontera se llama solucién superior
o supersolucién de Lu. O

Prueba. Sea V :={(z,y) € Q|u(z,y) > 0}. Supongamos que V # (}, entonces
Ku=Lu—cu<—-cu<0 enV.

Supongamos ahora que tenemos la desigualdad estricta Ku < 0 en V, y que
existe un punto (zg,yo) € V con

u(xo,yo) = Max u.
%

En este punto se cumple que
V’LL(CC(),yo) =0 Yy DQU’('I(%yO) < Oa

donde D?u < 0 significa que la matriz Hessiana es negativa definida en (zq, yo).
Asi, en el punto (o, yo)
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Por lo que en (xo, yo)
Ku=—-Au>0.

que es una contradiccion.
En el caso general en que Ku < 0, tomemos

ut = u(a,y) + e (z,y) €V,
donde A > 0y e > 0. Asi,

Ku® = Ku+ eK(e?)
< —eX?eM <.

Usando esta desigualdad, podemos concluir que maxy u® = maxgy u®. Si € — 0

maxu = maxu = rrézézxuf

\74 oV

Queda entonces probado el enunciado (i) en el caso en que V # . De otra
manera, u < 0 en todo  y (3.2) se cumple.

El enunciado (ii) se prueba de manera similar, al aplicar el enunciado (i) a
—u, ya que (—u)t =u". O

3.1.2. Principio fuerte del maximo

A continuacién se demostrard que una subsolucién v no puede alcanzar su
maximo en un punto interior de una regién conexa, a menos que sea constante.
A esta afirmacion se le conoce como el principio fuerte del maximo.

Lema 3.1 (Lema de Hopf). Sea u € C*(Q)NCY(Q) y c=0 en Q. Supongamos
ademds que Lu < 0 en Q y que existe un punto (z°,y°) € 9 tal que

u(2°,y°) > u(z,y) para todo (z,y) € Q.

Finalmente, supongamos que 2 satisface la condicion de la bola interior en
(2°,9%); esto es, que existe una bola B C Q con (2°,4°) € dB.

(i) Entonces
ou

5('1‘072’/0) > 07

donde v es la normal unitaria exterior a B en (z°,y°).
(ii) Sic >0 en, la misma conclusion se mantiene siempre que u(x®,y%) > 0.

Prueba. Supongamos que ¢ > 0y que B = B°(0,r) para algin r > 0. Definimos

(@, y) = e AEH) oM () € B(0,7)



36 El Problema Estacionario

para A > 0. En este caso,

Lv=—-Av+cv = e ) [N (2 + %) + 4)]
T A U
<

e—A(xz-i-y?) [—4)\2(.’E2 +y2) +4)\+C:| )
Tomemos ahora la regién anular dada por R := B(0,7) \ B(0,7/2). En R

Lv < e @40 [_4n%? L ax+¢] <0

sid >3+ /14 [c]lor?.
Dado que u(z?,y") > u(z,y) para toda (z,y) € €, existe una constante € lo
suficientemente pequena para que

uw(z%,9%) > u(x,y) + ev(z,y) (z,y) € 0B(0,1/2).

De hecho, esta desigualdad es vélida en B(0,7) para e suficientemente pequeiia,
pues v es acotada en B(0,r).
Dado que Lv < 0 tenemos que

L(u+ev —u(z®,y%)) < —cu(z®,4°) <0 en R,

ademas,
u+ev —u(2®,4°) <0 en OR.

En vista del principio débil del maximo, u + ev — u(z®,y°) < 0 en R. Pero
u(xov y()) + 6'1)(.%07 yO) - ’LL(.’E07 yO) = 07 asi

ou

5 (m07y0) > 0.

(=°,9°) + 6%

Consecuentemente,

Ou v € a2
a(xo,yo) > —ea(wo,yo) = —;Vv(xo,yo) (2%, 4%) = 2)ere AT S0,

lo que prueba el lema. O

Teorema 3.2 (Principio fuerte del méximo). Sea Q conezo, u € C*(Q)NC(Q)
yc>0 en .

(i) Si Lu <0 en Q y u alcanza un mdzimo no negativo en un punto interior
de Q, entonces u es constante en 2.

(ii) Andlogamente, si Lu > 0 en  y u alcanza un minimo no positivo en un
punto interior de ), entonces u es una constante en €.
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Prueba. (i) Sea M := méxgu >0y C = {(z,y) € Qu(z,y) = M}. Siu# M,
sea V := {(x,y) € Qu(x,y) < M}. Sea € > 0 tal que B.((x°,4°)) C Q, donde
(2°,9%) € C N Q, que por hipdtesis es no vacfa. Entonces cualquier (£,7) €
B.((z%,4°)) cumple que dist((£,1),C) < dist((£,n),09). Sea B la bola més
grande con centro en (£,7) y cuyo interior esté contenido en V. Existe un punto
(2°,9%) € C tal que (2°,9y") € OB. El conjunto V satisface la propiedad de la
bola interior en (2, y°), por lo que el Lema de Hopf (ii) implica que %(wo, YY) >
0. Pero esto es una contradiccién ya que u alcanza su méximo en (z°,4°) € Q,
donde Vu(z?,y") = 0.

La prueba de (ii) se sigue al aplicar (i) a —u. O

El principio fuerte del méximo nos permite derivar el siguiente lema, que
juega un papel fundamental en el estudio de los problemas elipticos no lineales.

Lema 3.2. Supongamos que Q2 C R? es abierto, v € C%(Q), y ¢ € L®(Q).
Ademas,
—Av+cv >0 en(
v >0 en§

yvZO0.

(i) Si (z°,9°) € 99, v(x°,9°) = 0, y Q satisface la condicién de la bola
interior en (29, y°), entonces

v
5(1‘0, yo) <0.

(i) Mds ain, v >0 en Q.

Az

Prueba. Sea w := e~ v, donde A > 0. Entonces v = e*w y asf

v > Av = N0 + 20w, + e Aw.

Por lo tanto,
—Aw — 20w, > (N2 —c)w >0 en

i A > lef] 2.

Consecuentemente, w satisface la desigualdad (3.3) y el principio fuerte del
maximo implica que w > 0 en 2. De hecho, dado que v > 0 en ), se tiene que
w > 0 en  y por lo tanto en 9.

Usando el Lema de Hopf, %—f(zo, yY) < 0. Pero

ow
ov

a0 OV
(CEO»yO) = v,w(ijyO) . V(‘Tovyo) =e€ A %(‘(E(J?yo)?

ya que v(2°,4%) = 0. El enunciado (i) queda demostrado y el enunciado (ii) es
consecuencia de que w > 0 en . L]
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3.2. El método de soluciones superiores e infe-
riores

Consideremos la ecuaciéon diferencial parcial eliptica

Au—Af(u) =0 en
(3.4)
u=0 en 0N,
donde f(u) = ﬁ Si ademds suponemos que —a < u(z) en Q con a < 1,
f(u) satisface la condicién de Lipshitz

[flur) — flu2)| <cluy —us| para —a<t<wus <wuy; <4 (3.5)

con ¢ =2/(1—a)*

Para desarrollar un esquema de iteracién monétona para el problema (3.4)
es necesario escoger una iteracion inicial adecuada. Esta funcién puede ser una
solucién superior o una solucién inferior definida de la siguiente manera:

Definicién 3.1. Una funcién @ € C%(Q) es llamada solucidn superior de (3.4)

st
At —Af(a) <0 enQ

(3.6)
>0 endf.

De manera similar, @ € C%*(Q) es llamada solucién inferior si satisface las
desigualdades inversas a (3.6).

En esta definicién, asumimos que la derivada normal exterior 0u/0v existe
en cada punto z € 9. Es claro que cada solucién de (3.4) es tanto solucién
superior como inferior del problema. Al par de soluciones superiores e inferiores
se le dice ordenado si @ > 4 en Q. Para un par de soluciones superior e inferior
@ y 4 denotamos (1, 4) al sector de todas las funciones u € C() tales que
G < u < @ en €. De esta manera, para cada u(® ¢ C?(Q) dada, podemos
construir una sucesion {u(k)} generada por el proceso de iteracién

Au®) = \f(u*=D) en Q
(3.7)
u®) =0 en 9Q.

Las sucesiones correspondientes a las iteraciones iniciales ©(? = @ y u(®) = 4
son de especial interés. Denotaremos a estas sucesiones por {@®} y {u(®}
respectivamente y nos referiremos a ellas como sucesiones superior e inferior.

Construyamos primero una sucesién superior. Para esto, notemos que o = 0
en () es una solucién superior de (3.4). En este caso,

AT =X en Q
(3.8)
M =0 en 6Q.
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Siendo que ésta es una ecuacién eliptica lineal, sabemos que T(") existe, es tnica
y u) € C?*(Q) . De esta manera, f(@")) € C?(Q) siempre que @) > —1.
Remplazando @™ por @?, el mismo argumento muestra que @® estd bien
definida y es C?(f2). Si continuamos este argumento, podemos concluir que la
sucesién superior esta bien definida.

Si encontramos una solucién inferior, el razonamiento andlogo nos permi-
tird establecer una sucesién inferior que esté bien definida. Para ello, sea @
solucién de Ad =1 en Q y @ = 0 en 9. Por el principio del maximo, 4 < 0 en
Q.

Sea m := inf {G(z)|z € Q} y o := —5--. Si A < a/4, entonces

A

Aat) — Atoa?

> o —4) >0, (3.9)

por lo que 4 es una solucién inferior si A < a/4. Utilizando el mismo esquema,
podemos construir la sucesién inferior {u(*)}.

Lema 3.3. Las sucesiones superiores e inferiores cumplen

4 <u® <o) <ght) <75 <G en Q (3.10)

para cada k. Mas ain, para cada k, ©'®) yu® son soluciones superior e inferior
ordenadas.

Prueba. Sea w =u® —aM =4 —aM. Por (3.6) y (3.7)
Aw=Aa—Af(a) <0
w=14>0 en ON.

De acuerdo con el Lema 3.2, w > 0, lo que muestra que u(!
argumento similar usando la solucién inferior prueba que (%)
w =71 — ™. Por (3.7) y la monotonia de f(u),

Aw® = 2 f@M) —AfuM) <0

y dado que w® = 0 en 99, el Lema 3.2 implica que w? > 0. De esta manera
hemos mostrado que u(® < u® <z <7 en Q. Supongamos por induccién
que

w0 < ) <75® < k-1 on Q.

Por (3.5) y (3.7) la funcién w® = a®) — 7(*=1) satisface la relacién
Aw® = Af@*=) = Af@®) <o

y la condicién de frontera w®) = 0. De nuevo el Lema 3.2 implica que w®) > 0,
lo que nos dice que 7**tY < 7*), Un argumento similar nos lleva a la relacién
w) < gDy oD < 7+ La propiedad (3.10) sigue del principio de
induccién.
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Para mostrar que @*) y u(¥) son soluciones superior e inferior ordenadas
observamos del proceso de iteracién (3.7) que

AT =A@ty = A [ @) - @) + ar@®).

Siendo que 7*) < @*~1) la monotonicidad de f(u) implica que
AT — f@®) <o

con ©® = 0 en la frontera, por lo que @*) es una solucién superior. Un
argumento similar muestra que u(*) es una solucién inferior. Asi queda probado
que T* y u® son soluciones superior e inferior ordenadas. O

Nota. Este lema sigue siendo vdlido atn cuando f(u) no cumple con la
propiedad de monotonicidad, siempre y cuando sea Holder continua. Para ello
basta considerar el problema

Au+cu=cu+ Af(u) en

u=0 en 0N

con ¢ una constante positiva adecuada.
La funcién F(u) = cu + f(u) tiene la monotonicidad requerida y el lema se
mantiene. O

El Lema 3.3 implica que los limites

lm 7™ (z) =a(z) y lim o™ (z) = u(x)
k—oo k—o0
existen puntualmente y satisfacen la relacién & < u < @ en Q. El siguiente
teorema muestra que dichos limites son soluciones de (3.4).

Teorema 3.3. Sean 4, 4 soluciones ordenadas superior e inferior. Entonces
{@™} converge mondtonamente por arriba a una solucion @ y {u®} converge
mondtonamente por abajo a una solucion u.Mds ain, 4 <u<u< U en ) y si
u* es alguna otra solucién en (G, ) entonces u < u* <.

Prueba. Denotemos por u®) a cualquiera de las soluciones ©*) 6 u®. La
solucién integral del problema (3.7) puede ser expresada por

u®) (x) = / / Gl y)M (D) (y)dy, (3.11)
Q

donde G(x;y) es la funcién de Green correspondiente al dominio . La
continuidad y monoticidad de f(u) implica que f(u*®)) converge a f(u) cuando
u® — u. Si dejamos que k — oo en (3.11) y aplicamos el teorema de la
convergencia dominada, el limite satisface la ecuacién integral

u(x) = // G(x;y)Af(u)(y)dy.
Q
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Un argumento de regularidad [17], muestra que u es una solucién cldsica del
problema (3.4). Esto prueba el primer resultado del teorema, asi como u < .
Por ultimo, si u* es otra solucién de (3.4) en (@, ), considerando (&, u*) y
(u*, ) como dos pares de soluciones ordenadas superiores e inferiores, el Lema
3.3 muestra que v* < uw < auyu < u < u, respectivamente. Esto prueba la
relacion u < u* <@ y el teorema queda probado. O

Notemos que si ademds f(ug) < f(u1) para @ < ug < uy < 4, este teorema
junto con el Lema 3.2 nos garantizaria la unicidad de la solucién en (@, ).

l

Nota. En el caso de que Q@ = {z € R| — 3

€s

<z< é}, la funcién de Green

f(a:—&-*)(y—é) siz <y

G(z,y) =
1( +£)(x—£) sty <
) 2 Y

En el caso en que Q = {z € R?| ||z|| < r}, la funcién de Green correspondiente
estd dada por

1 lz—yl r .
G(z,y) = — log (_ con § = 4or2. O
27 = =gl llyl I

La existencia de soluciones negativas para la ecuacién (3.1) puede ser
asegurada por el principio del maximo ya que @ = 0 es una solucién superior.
De hecho, podemos asegurar lo siguiente:

Teorema 3.4. Eziste Ao tal que (3.4) tiene al menos una solucion us en (i, 0)
donde G estd dada por (3.9).

Prueba. La existencia de ug es consecuencia del Teorema 3.3 y la eleccién de
Ao estd dada por la construccién de la solucién inferior 4 en (3.9). Ahora bien,
dado que la primera iteracién @) correspondiente a @®) = 0 es gobernada
por la ecuacién lineal (3.8), el Lema 3.2 implica que uM) < 0. En vista de que
us < T, uy <0, lo que concluye la prueba. O

Corolario 3.1. Si Q) es una banda de longitud L, existen soluciones estaciona-
rias para A < L2,

(z? — Lx) podemos escoger a = O

Prueba. Siendo u(x) = 77

1
2

Corolario 3.2. Si Q) es un disco de radio R, existen soluciones estacionarias
para A < %R‘Q.

Prueba. Se sigue de que en este caso, i(z,y) = +(2? + y*> — R?) y que podemos
escojer a = R72. O
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Existe un considerable interés por conocer el comportamiento del sistema
modelado por (3.4) cuando variamos el pardmetro A, pues éste controla las
caracteristicas fisicas del sistema. Usando el método de soluciones superiores e
inferiores, es posible mostrar que existen soluciones negativas al problema (3.4)
para ) en un intervalo determinado de RT y que no existen soluciones negativas
fuera de este intervalo. El conjunto de valores de A para los que existen soluciones
negativas es conocido como el espectro del problema.

Denotamos A* como la minima cota superior del espectro y por u(x; A) a la
solucién correspondiente de (3.4). Nuestro objetivo es derivar algunos estimados
para el espectro de (3.4) y algunas propiedades de monotonicidad de u(x; A) con
respecto a A. Es necesario aclarar que A < 0 no tiene ningun significado fisico,
por lo que nos limitaremos a estudiar el caso en que A > 0.

Lema 3.4. Cada X en el espectro de (3.4) es positiva y si Ay > 0 pertenece al
espectro, todo el intervalo (0, \1] pertenece al espectro.

Prueba. Asumamos por contradiccién que u(x; A) < 0 para alguna A < 0y toda
x € . Dado que f(u) > 0, Af(u) <0y porlo tanto Au<0en Qyu=0en
09. Por el Teorema 3.1 u > 0 y esto es una contradiccién. Ahora, si A\; estd en
el espectro y u = u(x; A1) es la solucién correspondiente de (3.4), entonces para
cada A € (0, \]

A1 A
Auy = > en €.
T4 w)? T (T4 w)?
Dado que u; = 0 en 02, esta desigualdad muestra que u; es una solucién

superior de (3.4) para 0 < A < A;. Més atn, el Teorema 3.4 garantiza la
existencia de una solucién negativa u(x; ) tal que u(z;A) < u(x; ;). Esto
prueba que el intervalo completo (0, \1] estd contenido en el espectro. O

Teorema 3.5. FExiste A\, tal que hay al menos una solucion estacionaria para
A < A y ninguna para A > \*.

Prueba. La primera parte del teorema se debe al Lema 3.4. Necesitamos probar
que \, es finito. Para ello, sea p el primer valor del Laplaciano con condiciones
de Dirichlet y sea ug una solucién positiva correspondiente a p, entonces

A
O—//quu— T u dx / Auglu 1—|—u) ]dx

—Mo// 1+ (14u)? — io]dx. (3.12)

SiA>— %uo, entonces el lado derecho de la ecuacién es negativo, lo que muestra
que no hay soluciones estacionarias para tales valores de A O

Hemos probado en esta seccién que el problema (3.1) tiene al menos una
solucién. Para ello hemos construido la solucién superior @ y la inferior 4. Hemos
probado que dichas soluciones son decrecientes con respecto al pardametro A\ y
que si encontramos al menos una A; para la cual (3.1) tiene solucién, entonces
(3.1) tiene solucién para toda A € (0, Aq].
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3.3. La banda elastica

A continuacion se estudiard el caso en que 2 es una banda eldstica. Para esto,
supondremos que la banda sélo se encuentra sujeta a lo largo del eje y y que su
desplazamiento depende tinicamente de la posicién en el eje x, esto es u = u(x).
En este caso, las ecuaciones (3.1) se escriben como

2
Fu_ Ay s
o(23) =0

De manera inmediata se ve que las ecuaciones (3.13) son invariantes bajo la
transformacién ¢ — —z por lo que la solucién es par, es decir u(z) = u(—=z).
Siendo que la segunda derivada de u es positiva, la solucién es céncava hacia
arriba o mas claramente, convexa. Combinando estos dos resultados podemos
decir que u(0) < u(x) < u(1/2) y establecer el siguiente teorema:

Teorema 3.6. Cualquier solucién suave u € C%*[—1/2,1/2] de las ecuaciones
(3.13) satisface

(i) u(z) = u(—2)
(i) u(x) es convera
(i3) u(0) < wu(z) <0 para toda x € [—1/2,1/2].

Con este teorema, podemos construir soluciones implicitas de la ecuacién
(3.13). Para ello multipliquemos la ecuacién diferencial por u'(x). Es claro que

Ld (de)* d (A
2dx \ dx de \1+u)
Al integrar esta relaciéon obtenemos
1(du\> A
— _ _— = E
2 (dm) * 14+u 0

donde FEj es la energia inicial del sistema.
Dado que u(z) es convexa, u'(z) > 0 en 0 < z < 1/2, por lo que

d 1 1
x , O<x <.

%: A 2
V2\/Eo - 25

Integrando,

1 /“(9”) Vity,
V2E Y+y

)
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donde v =1 — A\/Ey. Tomando el cambio de variables y = 1’1

1,,,72 bl
( 1) \/ij% 2772 d
x=(vy— =T _dn.
K (22"

Usando fracciones parciales e integrando

—1 u+1—X\/Eqg
e \/(1+u)(u+1—)\/E0) N Atanh ™!y /A R LC

2E, Eov/2E,

Siendo w(z) una funcién par, C = 0. Usando las condiciones de frontera,
podemos obtener el valor de Ey. Asi,

-1 U+1—>\/E0
\/<1+u><u+1—A/Eo>+“anh Vo itu

= [I/"
11—\ E, N Atanh™' \/1—X/E, 1
2F, Eo\2E, )

Por lo tanto, si existen Ey € RT y u € C?[—1/2,1/2] tales que el sistema
(3.14) tiene solucién, u(z) es solucién de (3.13).

Dificilmente podremos obtener infomacién de estas ecuaciones. Sélo por
métodos numéricos podremos encontrar tales Ey y u(z). Para poder determinar
la existencia de dicha solucién, asi como su unicidad, es necesario proceder de
manera distinta.

Tomemos el cambio de variables £ = v Az. En este caso,

2
Cu_ 1 o (CVA2VA2),

A (14 u)? (3.15)

u(£vA/2) = 0.

Teorema 3.7. Existe una constante C* tal que la ecuacion (3.15) tiene cero,
una o dos soluciones si VA/2 > C*, C* = /A2 6 /A2 < C* respectivamente.

Prueba. En el plano fase de u, v = u/, las curvas integrales satisfacen la ecuacién

= EO7

donde Ej la energia inicial.
Una curva integral que empiece en (u,0) con —1 < @ < 0 alcanzara al eje v
en el punto (0,7). De esta manera

2

]
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u'(x)

-1 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0
u(x)

Figura 3.1: Plano fase de la ecuacién (3.15).

Las ecuaciones para las curvas integrales toman la forma

2
v=14/0%+ —
1+u

que estan bien definidas para u > — 22fv Podemos usar esta ecuacién para

— U.
definir el tiempo de recorrido del punto (i, 0) al punto (0,7) como el mapeo T'
dado por
0
d
T(?) = / 7“2
R

Ademss, siv — 0, w — 0y T'— 0, mientras que si v — +oo, u — —1y T — 0.
Tomando el cambio de variables u = Ssinf con = 55y a = 72, tenemos que

0 s
T(x) va / Vit Fsing cos 0df

2+« —7/2 \/m

0
= va / V/1+ Bsinfv/1 — sin d
—m/2

24+«

Y 1 1 a 1
= 2—|—a+ CENSEE {tanh ﬁ—l—log\/;(l—i-ﬂ)}.

Usando esta expresiéon, podemos derivar con respecto a « y calcular numérica-
mente el punto critico de T', obteniendo asi que o* = 1,2698263. De esta manera
C* =T(a*) =0,5916114 y finalmente A* = 1,400016. O
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Al observar el plano fase mostrado en la figura 3.3, podemos concluir que,
para valores pequenos de A, una de las soluciones es de pequena amplitud y
muy suave, mientras que la otra es de amplitud muy grande y sufre un cambio
abrupto (aunque continuo) en la derivada cerca de x = 0.

1 . . .
-0.5 0.25 0 0.25 0.5

Figura 3.2: Desplazamiento de la membrana para varios valores de A.

Para estudiar la bifurcacién, consideremos el cambio de variables u(z) =
—1 4+ pw(vx). Con la nueva variable w, podemos reemplazar el problema de
valores a la frontera (3.13) por el problema de valores iniciales

Pw_ 1
dz? — w?’
w(0) = 1, (3.16)
w'(0) =0,
donde
1 A

e e

De esta manera, el diagrama de bifurcacién de (3.13) estd dado por la gréfica
de A contra ||uflec = —u(0). Asf,

2
N

w(v/2)?
(3.17)
1

[tfloo =1 = ——2=

w(v/2)



3.4 El disco elastico 47

Figura 3.3: Solucién de la ecuacién (3.16).

Podemos integrar (3.16) y usar el resultado para obtener el diagrama de
bifurcacién completo para el problema.

Vw+yw—1
Vw—yVw—1

Observemos que si w — 1, v — 0. Por lo que en ese caso, A = 0y ||uflcc — 0.
Cuando w — oo también lo hace v, ya que

V2r = Jw(w — 1) + élog (3.18)

2
V2y ~ log?w +w+ O(w™).

De este modo A ~ 2 +O(-% logw). En este caso, [|ul|c — 1y A — 0. Asf, debe
existir un doblez en el diagrama y la bifurcacién es supercritica. Este diagrama
nos muestra de manera clara lo que habia sido establecido previamente en el
Teorema 3.7. Para A < A* existen dos soluciones representadas por cada rama.
Para A = A\* estas dos soluciones son la misma, mientras que para A > A* no
hay soluciones.

Hemos probado de manera rigurosa que este simple modelo de banda bajo
un campo eléctrico contiene un doblez en su espacio de soluciones. Este doblez
es el responsable de la existencia de un voltaje critico después del cual no existe
ninguna solucién estacionaria.

3.4. El disco elastico

Cuando el dominio € tiene la forma de un disco, podemos obtener un
esquema completo de las soluciones. Probaremos a continuacién que en este
caso, todas las soluciones tienen simetria radial.
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(ulloo

1.5

A

Figura 3.4: Diagrama de bifurcacién cuando ) es una banda.
Lema 3.5. Sea Q el disco unitario y u € C*(Q) solucién de (3.4). Entonces
para cada punto (z°,y°) € 00N {y > 0}
uy(2°,4°) > 0,
u es estrictamente creciente como funcién de y cerca de (x°,y°).
Prueba. Dado que f(0) =1
0=Au—Af(u) =Au— Af(u) = Af(0) + Af(0) < Au + cu,

donde c(x) := )\fol f'(su(z))ds. De acuerdo con el Lema 3.2, 2%(2°,1%) > 0.
Siendo que Vu es paralelo a v en 99 y que v, > 0 entonces u,(z°,y°) > 0. O

Para probar el siguiente teorema, vamos a usar la siguiente notacién:
(i) Sea 0 < o < 1. Definimos la recta
R, :={z € R*|y=a}.

(ii) By ={(z,y) € Qa<y <1}

Teorema 3.8 (Gidas-Ni-Nirenberg). Sea Q el disco unitario y u € C?*(Q)
solucion de (3.4). Entonces u es radial, esto es

w(@) =w(r) (r=va>+y?)

para alguna funcién creciente v : [0,1] — (—o0,0].
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Eq
o 20y }
o

Figura 3.5: R, y E,

Prueba. Primero observemos que si tomamos el cambio de variables x = Ps
donde P es una matriz de rotaciéon. En ese caso,

2 2 2 2
% = cos 9%—}-811’1 9%_281n90080858t’
82 82 (92 2
92 = sin 9ﬁ+cos 9ﬁ+251n900898 i

donde 0 es el dangulo de rotacién. Asi,

A u=Af(u)= A u—Af(u)=

(z,y) (s,t)

La ecuacién (3.4) es invariante bajo rotaciones.
Consideremos para cada 0 < a < 1. Si (x,y) € E,. Si a < 1, la desigualdad

u(z,y) > u(x,2a —y)
es vélida de acuerdo con el Lema 3.5, siempre que 2a — y > 0. Sea
ap = Inf{0 < o < lu(z,y) > u(z,2u —y) VYV tal que o < p < 1},

Supongamos que «g > 0. Tomemos la funcién w(z) := u(z,y) — u(z, 200 — y)
con(z,y) € Eq,-

—Aw = A[f(u(z,y)) — f(u(z, 200 — y))] = —cw en E,,,

para c(z) := )\fo (su(z,2ap — y) + (1 — s)u(z,y))ds. Siendo que w > 0 en
E.,, dedu(nmos por el Lema 3.2 w > 0 en E,,, wy > 0 en R,,. Asi

u(z, 200 — y) < u(z,y) en E,,,

uy >0 en Ry, NQ.

Usando estas desigualdades y el Lema 3.5 concluimos que

u(z, 2[a0 — €] — y) < u(x,y) en E,,_. para toda 0 < e < g,
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si €¢ es lo suficientemente pequena. Esta afirmacion contradice nuestra eleccién
de ag si ag > 0.

Dado que ag = 0, u(z, —y) < u(z,y) para toda (z,y) € QN {y > 0}. Un
argumento similar nos muestra que en Q N {y < 0}, u(z,y) < u(x,—y) para
toda (z,y) € QN {y < 0}. Por lo tanto, u es simétrica con respecto a la recta
Ry y uy =0 en Ro.

Este argumento se aplica después de cualquier rotacién de coordenadas y el
teorema queda probado. O

Nota. El Lema 3.5 y el Teorema de Gidas-Ni-Niremberg son validos para R™.
Las demostraciones son anédlogas a las mostradas en esta seccién. O

Aplicando este Teorema al problema (3.1) para € el disco unitario, es
equivalente a resolver la ecuacién diferencial ordinaria

0%u  10u A

oz Trar araz 0 el
w(1) = 0 (3.19)
w'(0) =0

Del mismo modo que en la banda, hagamos el cambio de variable u(r) =
-1+ aw(yr), donde

1 A 1
“Tul) PP’
y w satisface el problema de valores iniciales
dw  ldw 1
dr?  rdr  w?’
w(0) = 1, (3.20)
w'(0) =0
Tomando A = %,:)3 V [ufleo = —u(0) =1 — ﬁ, el diagrama de bifurcacién

queda parametrizado por 7 y w. Si resolvemos numéricamente las ecuaciones
(3.20), obtenemos la figura 3.7.

Podemos estudiar analiticamente las ecuaciones para w(r) y asi tener una
mejor comprensién de lo que pasa cuando r — oco. Para ello tomemos el cambio
de variables 1 = log(r) y w(r) = 72/3v(n). Sustituyendo en (3.20) obtenemos la
ecuacion auténoma

d’v  4dv 4 1

a3y et T T
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Figura 3.6: Solucién de la ecuacién (3.20).

Si reescribimos esta ecuacién como el sistema

d
wo _p
dn
(3.21)
dh 4h 4 n 1
e PO I
dn 3 9 v2’

éste tiene un punto critico en v = (%)1/ ® h=0. Al linealizar alrededor de este
punto y tomar el cambio de variable m = v — (%) 1/3, el sistema se vuelve

5()-(1 )(5)-

3 3

y el punto critico es una espiral estable. Usando la funcién de Lyapunov

2., 1 K2 [9\'® 2 /9\%3
F(V>:9“2+v+z‘(4> +9(4>

obtenemos
ar _
dn
Es claro que F(0,(9/4)'/3) = F(vo) = 0. Sea D un disco con centro en vo; la

funcién F debe alcanzar un minimo M > 0en dD.Sea W :={v € D°|F < M }.
La region W es una vecindad de vy més pequena que D.

4
VVV:—ghQSO
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Figura 3.7: Diagrama de bifurcacién cuando €2 es un disco.

Supongamos que v(n) € W. Dado que F(v(n)) es una funcién decreciente,
F < M para n > 19, por lo que la solucién v(n) € W¥n > ng.

Consideremos ahora una sucesién creciente {7, }72 . La compacidad de W
nos garantiza que existe una subsucesion {n,,} tal que lim,, .o v(n,;) existe.
Asi, la sucesién F(vy;) tiene limite y la sucesién de las diferencias

F(vn,.,) = F(vn,) =0 si nj — oo.

Por el Teorema del Valor Medio, existe un niimero s,; € [1)n;,Mn;,,] tal que

7F(V(3’ﬂj)) = F(an+1) - F(an)'

Podemos extraer una subsucesion s, tal que que v(sn].i) converge a algin
punto ve,. Si v, # Vo,

d

—F(veo) <0,
que es una contradiccién. Por lo tanto v(sy; ) — vo conforme n;, — oo.

Este resultado nos garantiza que lim, .. F(v(n)) = 0, pues la funcién F
es decreciente y tiene un limite. Si v no converge a v, entonces existe una
sucesién 7; — oo tal que v(n;) si converge en W a algin punto ws, # vg. Asi,
F(v(n;)) — F(We) # 0y esto es una contradiccién. De esta manera, el punto
critico vg es un atractor global del sistema.

Siendo que w(r) > 1, v > 0. Resolviendo el sistema linealizado

1/3
9 2v/2
v(n) ~ <4> + Ae= /3 COS(i\S[?? + B) + o(e21/3) cuando 7 — o0,
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vi(n)

Figura 3.8: Plano fase del sistema.

lo que nos permite calcular el comportamiento asintético de w(r)

1/3
w(r) ~ <Z> r2/3 4 Acos(¥ log(r) + B) + o(1) cuando r — oo.

Por 1tlimo, podemos usar esta informacién para encontrar el comportamien-
to del diagrama de bifurcacién conforme r — oco. Primero, siendo que

Julloo =1— ——,  siy— o0

w(7)’

4 1/3 4 1/3 2\/5

1
“o(5):
y por otro lado

2 1/3
(e 2v2 !
A= ey [1 (72> Acos( 3 log(v)-i-B) +O('y4/3>‘

Observamos también, que la curva de soluciones comienza a oscilar infinitamente
conforme nos acercamos al punto A = 4/9.

Es claro que en el disco también existe un valor critico A* después
del cual no existe ninguna solucién al problema. Este valor estda dado por
% = 0. Numéricamente, \* = 0,7892979. Sin embargo, cuando A < A\* el
comportamiento es muy diferente al de la banda. Hay valores de A para los
cuales existen una, dos, tres o un infinito nimero de soluciones. En la figura 3.9 se
puede observar como cambia la concavidad de las soluciones cuando cambiamos
de rama. El subindice indica en que rama estd la solucién.
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Figura 3.9: Diferentes soluciones de la ecuacién (3.19).




Capitulo 4

Dinamica del Sistema

En el capitulo anterior establecimos la existencia de al menos un estado
estacionario para el sistema (3.1), en un rango de valores del pardmetro A €
[0, A*]. En los casos en que el sistema tiene una geometria de banda o de disco,
caracterizamos por completo estos estados. En este capitulo, nos concentraremos
en la dindmica del sistema.

Sea 2 C R? un conjunto abierto, acotado y conexo. Definimos para cada
T > 0 al conjunto Qr := Q x (0,7] y a la frontera del conjunto Q7 como
I'p:=0(Qr) = (00 x [0,T]) U (£2 x {0}). La dindmica del sistema estd descrita
por las ecuaciones de evolucion

A
ut—Au—l—m:O GHQT,
u=0 enIp, (4.1)

u(z,y,0) =0 en Q.

Dado que f(u) = ﬁ es Lipschitz en —1 < u < 0, podemos garantizar
que localmente existe una solucién a (4.1) y es tnica. Detalles de esta prueba

se pueden encontrar en el libro de Smoller [24].

4.1. Principios del maximo para ecuaciones pa-
rabdlicas

Como en el capitulo anterior, contar con un principio del maximo que se pueda
aplicar al problema (4.1) es de gran utilidad. Por esta razdn, en esta seccién
seenuncia y demuestra el principio del maximo para la ecuacion de calor, como
lo presenta Evans [5] en su libro.

Teorema 4.1 (Principio débil del méximo). Sea u € CZ(Qr)NC(Qr) yc €
c9Q).
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(i) Si
ug — Au+cu <0 en Qp,

entonces

méxu < maxu’.

Qr T'r
(i) Del mismo modo, si
u—Au+cu >0 en Qr,

entonces
minu > —maxu~ .
ﬁT I'r
En particular, si uy — Au+ cu =0 en Qr, entonces

méx |u| = méx |ul.
Qr T'r

Prueba. Primero probaremos el caso en que ¢ > 0.

Supongamos que u satisface uy — Au + cu < 0, en Q7 y que alcanza un
méaximo positivo en el punto (xg,tp) € Q7.

Si0 <ty < T, el punto (xg,%9) se encuentra en el interior de Qrp, y
ast uy(xo,t0) = 0. Ademés, la matriz Hessiana D?u es negativa definida, por
lo que Au < 0. De esta manera, u; — Au + cu > 0 en (xq,%) lo que es una
contradiccion.

Supongamos ahora que ty = 7. Dado que u alcanza su maximo sobre Qr,
entonces ut(Xg, tg) > 0, y como Au < 0, llegamos a la misma contradiccién que
en el caso anterior.

En el caso general, definimos u¢ := u — et donde € > 0. Entonces

uj — Au +cu =up + Au—e(c+1t) <0, en Qrp.

Mas aun, si v alcanza un maximo positivo en (7, entonces u¢ alcanza un maximo
positivo en algun punto dentro de (27, siempre que € > 0 sea lo suficientemente
pequena. En este caso, como en los anteriores, hay una contradiccién.

En general, si ¢ € C(2), definimos la funcién v := ¥ty De este modo

v = Av+ cv = P (wy — Au e+ (k + 1)),

entonces [c+ (k+1)] > 0si k > |||l ¥ se puede repetir el argumento. Asf, el
enunciado (i) queda probado.
El enunciado (ii) se prueba aplicando (i) a —u. O

Teorema 4.2 (Principio fuerte del méximo). Sea Q conexo, u € C7(Qr) N
C(Qr) yc € C(Qr) tal que ¢ > 0.

(i) Si
wu—Au+cu <0 enQp

y u alcanza un mdzimo no negativo sobre Qr en un punto (Xg,to) € Qr,
entonces u es constante en {1y, .
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(ii) De manera similar, si
u —Au+cu>0 enQr

y u alcanza un minimo no positivo sobre Q1 en un punto (Xo,to) € Qr,
entonces u es constante en (.

Prueba. Sea M := méxg u. Supongamos que M > 0, uy — Au+cu <0yu
alcanza este maximo en un punto (xXg, o) € Q7.
Sea W CC 2 un conjunto suave y abierto, donde x € Wy v solucién de

vp—Av=0 en Wr
v=ut en Y7,

donde Y71 denota la frontera parabdlica de Wr.

En este caso, 0 < v < M. Dado que us — Au < —cu < 0 en {u > 0},
el principio débil del méximo implica que u < v. De esta manera v = M en
(%0, t0)-

Sea v := M — v tal que

0 —A0=0, 0>0 en Wrp.

Escojamos cualquier VCC W con xg € V y V conexo. Sea 0 < t < ty. Dada la
desigualdad de Harnack

B ) < Cnf (e ).
m&xv( 1) < Clr‘}fv( ,t0)

Pero infy 9(-,t9) < 9(x0,t9) = 0. Siendo & > 0, entonces o = 0 en V x {t}
para cada 0 < t < tg. Esta deduccién es vélida para cualcuer conjunto V' como
el anterior, por lo que ¥ = 0 en Wy,. Entonces v = M = ut en OW x [0, to].
Podemos entonces conlcluir que u = M en OW X [0, to].

Dado que este argumento es valido para todos los conjuntos W, u = M en
O, v entonces queda probado (i).

Como en el principio débil del méximo, si aplicamos (i) a —u, obtenemos (ii)
y el teorema queda probado. O

4.2. El régimen de operacién estable

En esta seccion, caracterizaremos el régimen de operaciéon estable del sistema en
términos del pardmetro A. Comenzaremos por establecer algunas propiedades de
las soluciones de la ecuacién de evolucién (4.1), y posteriormente estudiaremos
a detalle los casos en que el sistema tiene una geometria de banda o de disco.

Teorema 4.3. Supongamos que u(x,y,t; \) > —1 para A > 0, y para todo punto
(z,y) € Q yte[0,T]. Entonces

(i) w(z,y,t; \) es decreciente en t para cada (x,y) € 2.
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(i) u(z,y,t; X) es una funcion decreciente de \.
Prueba. (1) Sea v = uy. Si derivamos la ecuacién (4.1), tenemos que
2\

—Av—mv:() GHQT,

v=0 enlI'p,

v(xz,0) = =X en Q.

Por el principio débil del maximo, u; < 0, y la desigualdad estricta se mantiene
en el interior del dominio.
(ii) Supongamos que A\; < A2 y sea v := u; — ug, entonces

A1 A2
CAv = —
A T e T U rw)?
1 1 1 2\1
S S VW I - > o,
Traz 2 MM e ~ Tz 2 Grnp”

donde n := n(z,y,t; \) es un valor intermedio entre u(x,t; A1) y ua(x,t; Ag). Si

tomamos ¢ = &77;)3, entonces

—Av+cv <0 en Qr.

Usando el principio débil del maximo, v > 0 en {27 y entonces u es una funcién
decreciente de .
O

Para A < A4, la solucién u(z,t,t; \) se estabiliza en un estado estacionario.

Teorema 4.4. Para A < A\, la solucion u(x,y,t;\) converge a una solucion
estacionaria conforme t — oo.

Prueba. Tomando otra vez v = u;, podemos observar que cualquier solucion
estacionaria es una cota inferior de u(x,y,t; \). Asi, u(x,y,t; \) estd definida
para todo t. Ademads, es decreciente en t para todo (x,y) € Q. De esta manera,
u(z,y,t; \) converge conforme t — co.

Definimos el funcional de energia

/ [1519ulP - 5 ldad

dE
— = —A
7 . / u+

entonces

5 |urdzdy.

)

De esta manera, si u(z,y,t;A) es solucién de (4.1), = — [[quidzdy < 0,
por lo que la energia es decreciente sobre las solucmnes Asi, el teorema de
Liapunov [14] nos garantiza que los tnicos puntos en el conjunto w-limite de
tales trayectorias son estados estacionarios. U
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La banda elastica

En el caso de la banda eldstica, Qr = {(z,t) |z € [-1/2,1/2], ¢t € [0,T]}. La
dindmica del sistema esta gobernada por

_r
(1+u)?
u=0 enIr
u(x,0) =0 en Q.

Up — Ugg + =0 en Qrp,

(4.2)

Con ayuda del principio fuerte del maximo, podemos demostrar el siguiente
teorema:

Teorema 4.5. Sea u € C3(Qr) N C(Qr) solucion de (4.2). Entonces u(x,t; \)
es una funcion par en x que alcanza su minimo en x = 0 y es creciente para
x € [0,1/2].

Prueba. La simetria de la solucién se debe a la simetria del dominio, asi como
de las condiciones iniciales y de frontera. De esta manera, u,(z,t) es una funcién
impar en z, por lo que u,(0,t) = 0. Mds atin, derivando la ecuacién (4.2) con
respecto a x obetenemos que (uz)r — (Ug)zs — ﬁuw = 0. De este modo u,,
es solucién de una ecuacién parabdlica para x € [0,1/2] con u,(0,t) = 0, por lo
que el principio del méximo garantiza que u,(1/2,t) > 0. Consequentemente,
u no puede alcanzar un minimo negativo y entonces u, > 0. Por el principio
fuerte del maximo, u, no puede alcanzar su minimo en la regién z € (0,1/2) y

t € (0,T]. Asi, u,(x,t) > 0 para x € (0,1/2) y t € (0,7T]. O

Como se mostré en el capitulo anterior, al menos una solucién estacionaria
existe para A < \*. El diagrama de bifurcacién mostrado en la figura 3.4 muestra
cémo la transicion de la existencia a la no existencia es debido a un punto
de retorno o doblez. También podemos observar en esta figura, la existencia
de distintas soluciones estacionarias debido a las distintas ramas que separa
este doblez. Una manera natural de comenzar al andlisis dinamico, es tratar de
determinar la estabilidad lineal de las diferentes ramas. Para ello, sea u(x,t) =
ug(x) + dv(z,t) + O(6%) donde § < 1y up(x) es una solucién estacionaria.
Sustituyendo en (4.2), obtenemos

2y A o v 2\ 9
o T U+ w)? (6t Tz (1+u0)8”> +0(07) =0.

Dado que up(x) es una solucién estacionaria, la estabilidad lineal a orden O(4)
serd determinada por el comportamiento de la ecuacién

2\
Vg — Ve — ——=0 =0 en Qp,
k (1 + ug)? 4
v=0 enI7p,

v(xz,0) =0 en Q.

(4.3)



60 Dinamica del Sistema

Esta ecuacién es lineal, por lo que podemos usar separacién de variables. Sea
v(x,t) = T(t)w(z), la ecuacién (4.3) se transforma en el sistema de ecuaciones

T
Ccth —uT'=0; T(0)=0, (4.4)
d*w { 2)

Tz m — /1,:| w=0; w(xl/2)=0, (4.5)

donde p es una constante.
La ecuacién (4.4) tiene como solucién

1—et sipu<0
T(t){e“t—l sipu>0 "

por lo que la solucién ug sera estable siempre que el valor propio principal sea
menor que cero.

Para determinar los valores propios u, utilizaremos el método de diferencias
centrales, que consiste en la discretizaciéon del problema (4.5). Dividamos el
intervalo [—1/2,1/2] en n partes iguales, donde n = 1 corresponde al punto
x = —% vy n+ 1 al punto x = % Aproximamos la primera y segunda derivada
en el punto z por

— Wg— -2 _
w'(zy) = 7wk+12hwk 1, w’(xy) = Wht1 ;;;k + Wk 1, k=2, ..n,
donde h = Ly 2j, = —1 4 hk. Sustituyendo en (4.5), transformamos la ecuacién
diferencial en un sistema de n ecuaciones algebraicas
2R3\ 9
Wg1 + |24+ —————5 — ph”| wp + wi—1 =0,
i [1 + uo(z)]?

con condiciones de Dirichlet w; = w,+1 = 0. Este sistema se puede escribir de
manera matricial como

axs) 1 wa wa

1 a(xs) 1 w3 w3
=ph?*| |,

donde a(zy) = -2+ [1+2’\h2 De este modo, hemos aproximado el problema

de determinar los ValoreSO;);(i];)ios de una ecuacién diferencial ordinaria por el
de encontrar los valores propios una matriz tridiagonal.

Podemos calcular numéricamente los valores propios en funcién del parame-
tro A. En la figura 4.1 se muestra como varia el valor propio principal p como
funcién de A.

Al sustituir en la ecuacién matricial las dos soluciones estacionarias wug
obtenidas en la seccién 3.3, podemos graficar los valores propios principales para
cada valor de A. Observemos que los valores propios principales correspondientes
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Figura 4.1: Comportamiento del valor propio principal pu.

a la rama inferior de soluciones son negativos, el valor propio cero corresponde
a A* y los valores propios principales positivos corresponden a la rama superior
de soluciones. Concluimos que la rama inferior es estable, mientras que la rama
superior es inestable. Es decir, la membrana tiende a la configuracién de menor
amplitud cuando el sistema opera de manera estable.

Usando el esquema de Crank-Nicolson implicito (Apéndice B), podemos
encontrar soluciones numéricas a la ecuacién (4.2). Una secuencia tipica de
soluciones aproximéndose al estado estacionario es mostrada en la figura 4.2.

-0.5 0 05

Figura 4.2: El acercamiento al estado estacionario para A = 1,4.
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El disco elastico

Para el disco elastico, el Teorema de Gidas-Ni-Niremberg nos dice que la
ecuacion (4.1) se puede escribir como

ut—urr—;ur—i— (1<:\’U,)2 =0 en QT7
u(1,t) =0, (4.6)
ur(o,t) =0,
u(r,0) =0, en €,

donde Qr = {(x,y) e R, t > 0|22 +y> < 1,t € [0,7T]}.

Si cambiamos 7 por —r en (4.6), podemos observar que u(r, t) es una funcién
par en la variable r. Usando este resultado, podemos tomar r € [—1, 1] y cambiar
la condicién de frontera wu,(0,t) = 0 por u(—1,t) = 0. Al hacer esto, no hemos
perdido informacién, pues u,(0,¢) = 0 y entonces u resuelve el problema de
valores a la frontera (4.6).

A continuacién, presentamos el andlisis de estabilidad lineal alrededor de
las soluciones estacionarias ug(r). Realizando el mismo procedimiento que en
la seccién anterior, encontramos que cerca de las soluciones estacionarias, las
soluciones al problema (4.6) estdn dadas por u(r,t) = ug(r) + dv(r,t) + O(5?),
donde 6 < 1y v(r,t) = T(t)w(r), T(t) estd dada por (4.4) y w(r) es la solucién
del problema de valores a la frontera

n 1 |: 2\ :|
Wy —Wr = — 3| W,
r # (1+w)3 (4.7)

w(1l) = w'(0) = 0.

Una vez mads, la funciéon w es par, por lo que podemos considerar que r €
[—1,1] y utilizar el método de diferencias centrales para aproximar el problema
de valores a la frontera, por una ecuacion matricial con condiciones w; = wp41 =
0. En este caso, la ecuacién matricial es

a(r}%) 1-— % . wo wa
1+ Trs a(rs) — 3 ws | n? w3

De nuevo, calculamos numéricamente los valores propios principales de la
matriz y los graficamos como funcién del pardmetro A. Los valores propios
negativos corresponden a la primera rama de soluciones, mientras que los valores
propios positivos corresponden a la segunda rama. Las dem&s ramas no se
pueden apreciar en esta gréafica, pues son altamente inestables. El valor propio
principal més pequeno para la tercera rama es p ~ 8193,2.

Como en el caso de la banda elastica, se observa que la membrana tiende a
la configuracion de menor amplitud, en el régimen de operacién estable.
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30

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Figura 4.3: Valores propios principales p como funcién de .

Utilizando el esquema de Crank-Nicolson, obtenemos la figura 4.4 que
muestra una secuencia de soluciones aproximandose al estado estacionario.

Figura 4.4: El acercamiento al estado estacionario para A = 0,78.

4.3. El régimen de contacto

Cuando A > \*, no existen soluciones estacionarias al problema (4.1). En este
caso, aparece una inestabilidad conocida como inestabilidad de contacto. En lo
que resta de esta seccién, se mostrard que efectivamente la solucién de (4.1) hace
contacto en tiempo finito. También se encontrard la estructura de las soluciones
cerca del contacto.
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El primer resultado es un estimado en los valores de A\ para los cuales ocurre
el contacto.

Teorema 4.6. Para \ > —%uo, u(z,y,t; ) = =1 en tiempo finito.

Prueba. Sea pg el valor principal del operador Laplaciano con condiciones de
Dirichlet en € y sea ug la funcién propia correspondiente. Podemos escoger a ug
de tal manera que esté normalizada (es decir, [ fQ ug = 1) y sea estrictamente
positiva en Q.

Al multiplicar (4.1) e integrar sobre el dominio 2

[ ffos= ff e
Q Q Q

Utilizando el teorema de Green,

o o= [ 2
Q Q Q

Definimos la energia
E(t) = / / uug
Q

y reescribimos la ecuacién anterior como

dE (')

& WE=-)[ —2

ar Mo // (1+ u)?
Q

Entonces, aplicando la desigualdad de Jensen' y la condicién inicial de nuestro
problema, encontramos que

D S
dt - (1+E)? (4.8)
E(0)=0.
Ahora, notemos que
E(t) = //uuo Zl’nfu//uo = inf u.
Q Q
Sea ¢ la solucién de
9 _ - %
dt (14 ¢)? (4.9)
$(0) = 0.

ILa desigualdad de Jensen es valida para cualquier medida g. Dado que up > 0, entonces
g = updx es una medida y (4.8) se cumple.
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Usando principios de comparacién [14], tenemos que
E(t) < ¢(),

para todo tiempo, asi
infu < ¢(t)

y el peor comportamiento de u es capturado por ¢(¢). Usando separaciéon de
variables en la ecuacion (4.9),

o(T) d
[T
0 —MOQH‘W

[ —
—1 —Hod + gy

es finita, hay existencia para ¢ sélo en un intervalo finito, y debe ocurrir el
contacto en tiempo finito. Esta integral es finita si el denominador nunca se

anula. Las raices del polinomio ¢3 + 2¢% 4+ ¢ — M—):) son todas complejas si

A > —24—7,uo. Si este es el caso, la integral permanece finita y el teorema queda
probado. O

Si la integral

En el caso de la banda, el valor propio principal es 19 = —m2, entonces hay

contacto si A > %. Para el disco, el valor propio principal estd dado por el

. ‘s ; 452
primer cero de la funcién de Bessel de orden cero [3], y asf A > 2.
Como ocurre en el caso de las soluciones estacionarias, el conjunto de
parametros para los cuales ocurre el contacto es un intervalo.

Teorema 4.7. Eziste \* > 0 tal que hay contacto si A > A\*. Mds aun, no
ocurre contacto para A < \*.

Prueba. Las soluciones de la ecuacién (4.1) son funciones estrictamente decre-
cientes de A en 2, por lo que el conjunto B := {A| hay contacto} es un intervalo.
El teorema anterior nos garantiza que es no vacio y que A* := inf B cumple con
la propiedad requerida. O

Si definimos T como el tiempo de contacto, podemos acotar T superior-
mente. Para ello, sea A tal que ocurre contacto, entonces

0
Y
,1ﬂ0$+w

También podemos acotar T inferiormente. Supongamos que v(t) resuelve

A

N (O

v(0) = 0.
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Entonces, v(0) es una solucién inferior de (4.1). Esto es, v(t) < E(t) para todo
tiempo. El tiempo de contacto de v es

0 2
. (I+5s) 1
= —ds=—.
/_1 A s 3\

De este modo,

0
Lo
3A —IPIOS‘FW

En la figura 4.5 se comparan las cotas de infu con las soluciones numéricas
calculadas.

T T
-0.1 -0.1
-0.2 -0.2
-03 -03
3 -0.4 3 -0.4
€ 05 € 05
-0.6 -06
07 v(t) u(x=0,1)\  o(t) -07 vit) u(r=0,t) o)
-08 -08
-0.9 -0.9
o 04 02 03 04 05 o 02 04 06 08 1 12
t t
(a) Cuando Q es la banda. X = 2. (b) Cuando Q es el disco. A = 1.

Figura 4.5: Cotas en el tiempo de contacto.

Ademas, podemos usar de nuevo el esquema de Crank-Nicolson para obtener
las soluciones numércias conforme se acercan al contacto.

-1
05 0 05 -1 -05 0 05 1

X X
(a) Cuando © es la banda. A = 2. (b) Cuando Q es el disco. A = 0,85.

Figura 4.6: Acercamiento al contacto.
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4.3.1. Soluciones cerca del contacto

A continuacién, estudiaremos la estructura de las soluciones cuando estan
cerca del contacto. Para ello, transformaremos la ecuacién (4.1) utlizando
variables autosimilares y caracterizaremos el comportamiento de las soluciones
autosimilares.

Tomemos el cambio de variables w = 1+ u en la (4.1), as{

A
wt—Awﬁ—E:O en Qr,

w=0 enl7p,
w(z,y,0) = 0.

La banda elastica
En este caso, el problema es

A

Wy — Wgg = bR
w

(4.10)
w(=1/2,t) = w(1/2,t) = 1.

Sabemos que si A > 472/27 hay contacto en tiempo finito. También sabemos
que la solucién es simétrica con respecto a x = 0 y mondtona decreciente
en el tiempo. Aplicando el teorema 4.5 a esta ecuacién, podemos afirmar
que la pendiente de w es positiva para x > 0 mientras que si z < 0 es
negativa. Toda esta informacion nos dice que el contacto debe ocurrir en x = 0.
Consideremos el caso A > 472 /27. Para saber que pasa cerca del punto x = 0,
hagamos un reescalamiento con respecto a una longitud y un tiempo de contacto
desconocidos
w = L, r = Xz, t—T* = kt.

Al sustituir en nuestra ecuacion, obtenemos que

L ow L 0% A

kot X2012  L2w?’
El término a la izquierda de la ecuacién representa la velocidad cerca del
contacto. Es de esperarse que ésta sea grande y por lo tanto que este término sea
significativo cerca del contacto. El primer término a la derecha de la ecuacion,
representa la curvatura cerca del punto de contacto. De nuevo, esperamos que
este término sea grande e importante cerca del contacto. El dltimo término
representa la fuerza electrostatica cerca del contacto. Una vez mas, esperamos
que este término sea grande cerca del contacto. Este andlisis sugiere que cerca
del punto de contacto, los tres términos deben balancearse, por lo que nuestro
escalamiento debe ser

L=g"3 X = k'3,

)
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Esto sugiere a su vez, que busquemos una solucién que tenga como estructura
w(a,t) = (T —t)"/*H(y,7),

donde H es una funcién desconocida y y, 7 son las variables autosimilares y =

x

, 7 =log (ﬁ) Substituyendo esta ecuacién en (4.10)

VT—t
y H A
en la regién |y| < %67—/2, T > 19 = log (%), con condiciones de frontera

H (:t%eT/Q,T) = ¢7/3. La condicién inicial para H es H(y, o) =T /3.

Es claro que la funcién H(y,7) es una funcién par de y para cada 7 > 9.

La ecuacién (4.11) admite un funcional de energfa, por lo que H(y,T)
convergera a una solucién estacionaria. Sin embargo, hay un continuo de estados
estacionarios.

El comportamiento conforme y — oo de las soluciones estacionarias, asi como
la naturaleza autosimilar del contacto para la ecuacién (4.10), ha sido descrito
en el articulo de Fila y Hulsof [7], bajo la suposicién de la existencia de
soluciones globales no constantes. A continuacién, se prueba la existencia global
de soluciones estacionarias pares. Asi, consideramos a las soluciones de la
ecuacion ) N

1" y /
H 2H + 3H 7 0 (4.12)
eny>0con HO)=a>0y H(0)=0.

Teorema 4.8. Para cada o > 0, la solucion del problema de valores iniciales
(4.12) estd definida para todo y € [0, 00).

Prueba. Supongamos que H (y) es una solucién definida para y € [0,y0] ¥ que

satisface H(y) > 0 en ese intervalo. Si multiplicamos la ecuacién (4.12) por
21200 o - ; .

eV /2H’ e integramos sobre el intervalo [0, y], obtenemos

eV I2H2(y) [V (H(s) A 2
e 7T aTY) _ —52/2 g6 —
5 —1—/0 ( 3 H2(3)> e ds = 0.

Integrando por partes,

2
e VRHRY) | /y<H2<s> A Y oo
2 0
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2

Entonces E(y) < E(0)e¥’/2 con E(0) = & 4+ 2 Paray € [0,y0),

—y%/2 < < y?/4
F0)° < H(y) < V6E(0)e” /7,

y usando el teorema de continuacién, yy = co. O
Lema 4.1. Euxisten constantes positivas c;, para j =1,2,3 tales que

3 < H(y) < c1+calyl
para cada y y 7 en el dominio de la ecuacidn (4.11).

Prueba. Sea ¢35 < T—1/3, entonces ¢3 es una solucién inferior del problema
parabdlico definido por (4.11) y nuestra solucién.

La cota superior se obtiene de la siguente manera: escojamos c; de tal manera
que ¢} < 3\, entonces

(&) C1 A
+ [PEAY)
6 3 (c1+4 o)

satisface f(0) > 0, f'(0) < 0, es convexa y alcanza un minimo positivo si co > 4\.
Entonces ¢; +coy es una supersolucién del problema parabdlico en y > 0 siempre
y cuando las desigualdades en la frontera y la condicién inicial sean véalidas. Asi,
c1 > T3 y ¢y > e /6 La cota superior en todo el dominio es consecuencia
de la simetria de las funciones involucradas en la comparacién. O

Fila y Hulshof probaron que las soluciones estacionarias son crecientes
y convexas para a < (3)\)1/ 3. Si la desigualdad es invertida, las soluciones
estacionarias tienen un sélo minimo positivo en (0, 00). Después de ese minimo,
las soluciones son crecientes y convexas.

Si usamos el método de variacién de pardmetros en la ecuacién (4.12),

entonces
2 Y /\ H(n) 2
H :ey/4/( _HWY ryag,
(y) o 3 n

por lo que toda solucién no constante tiene una derivada que crece como ey’ /4
conforme y — oo. Esto muestra que nuestra solucién H(y, 7) converge de manera
uniforme en intervalos acotados de  a la solucion estacionaria (3\)'/3.

En resumen, tenemos

Teorema 4.9. Sea u(z,t) la solucidn de (3.12), (3.13) y (3.15), entonces
u(z,t) = =14 [BMT — t)]*3(1 + o(1)) conforme t — T.

La representacion asintotica es vdlida en las regiones parabdlicas definidas por
ly| < C.
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El disco elastico

En coordenadas polares (r,6), la ecuacién para el disco eldstico toma la forma

A

Wy — Wyp — —Wp + — =0
" w (4.13)
w(l,t) =0, w'(0,t)=0.
Tomando el cambio de variables
1
y= Tr_t, 7 = log (Tt> w= (T~ t)"*H(y,7),
y sustituyendo en la ecuacién (4.13),
1 g H A
HTHyy+(y2>Hy+3H2 (4.14)
en la regién |y| < e? T > 19 = log (%), con condiciones de frontera

H(e™/?,7) =¢™/3, H,(0,7) = 0 y condicién inicial H(y, 7o) = T"/3.

El comportamiento de las soluciones estacionarias cuando y — oo, asi como
la natruraleza autosimilar de las soluciones, ha sido estudiado a detalle en
Guo [12] bajo la suposicién de la existencia de soluciones no constantes.
A continuacién, se prueba la existencia global de soluciones estacionarias.
Consideremos la ecuacién

1 g H A
J2 NN (= I AN 4.1
G-y gm0 (4.15)

eny>0con H0)=n>0y H(0)=0.
Teorema 4.10. Para cualquier n > 0, existe una dnica solucion global H(y) =
H(y;n) de (4.15) con H(0) =n y H'(0) = 0.

Prueba. Dado que y = 0 es un punto singular regular y f(H) = % — % es
analitica en H = 7, hay existencia y unicidad local. Sea y € [0, o) el intervalo
méximo en donde H estd definida y supongamos que H(y) > 0 en ese intervalo.
Multiplicando la ecuacién (4.15) por e~¥’/2H" ¢ integrando sobre el intervalo

[0, y], obtenemos

e—yz/QHIQ(y) y 6_52/2H/2(S) v (H(s) p) —s%/2
: +/0 ; d3_|_/0 ( 3 _H2(s)>e ds =0.

La primera integral es impropia en s, lo cual no representa ningtin problema,
pues la condicion inicial H’(0) = 0, nos dice que en s = 0, la singularidad es
integrable. Al integrar por partes la segunda integral,

2 2
e Y /2H"(y) Ve s 2H(s) Y (H?%(s) A 2
d —/2q
yt [T e [ (5 g )

coon () )
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Asi,

5 6y
Si definimos la energia

_HP(y)  H*y) , A
=72 T +H(y)’

E(y) :

la desigualdad anterior nos dice que E(y) < E(0)e?’/2. Igual que en el caso de
la banda

A > 2
— eV /2 < H(y) < \/6E(0)e¥ /4
B0)° < H(y) < V6E(0)e? /7,

y usando el teorema de continuacion, yp = oo. O
Lema 4.2. Euxisten constantes positivas c;j, para j = 1,2,3, tales que
c3 < H(y,7) <1+ oy

para cada y y 7 en el dominio de la ecuacion (4.14).

Prueba. Como en el Lema 4.1, ¢35 < T~/3 es una solucién inferior del problema

parabdlico (4.14). Escojamos ¢; tal que ¢} < %, entonces

f(y) = %yg—% #22

(c1 + c2y?)
cumple f(0) > 0, f/(0) =0y f'(e) < 0 para € > 0. Adem4s, existe un punto
yo > 0 a partir del cual f(y) es convexa y alcanza un minimo positivo. Entonces
¢1 + cay? es una supersolucién siempre y cuando cumpla con las desigualdades
adecuadas en la frontera, es decir ¢; > T-1/3 y co > e=27/3, O

Nota. De hecho, H(y,7) es tal que ¢ < H(y,7) < ¢1 + coy. La prueba
de la segunda desigualdad es mucho méas complicada. Los detalles pueden ser
encontrados en [13]. O

El lema anterior garantiza que la unica solucién constante a (4.15) sea
H = (3)\)1/3. Los detalles de esta prueba se pueden encontrar en el trabajo
de Bebernes y Eberly [1]. Ademds, los autores prueban que esta solucién se
encuentra en el conjunto w—limite de (4.14).

Por otro lado, Guo muestra que todas las soluciones no constantes de (4.15)
crecen indefinidamente para valores grandes de y.

Como en el caso de la banda elastica, podemos resumir con el siguiente
teoremas:

Teorema 4.11. Sea u(r,t) la solucidn de (3.12) y (3.19), entonces
u(r,t) = =1+ BA(T — t)]**(1 4 o(1)) conforme t — T.

La representacion asintotica es vdlida en las regiones parabdlicas definidas por
ly| < C.
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Representacion asintética espacial

Par concluir este capitulo, encontraremos una representacién asintética espacial
cerca del contacto.

Cuando la membrana se encuentra cerca de la placa, la difusién es muy
pequena y la ecuacién (4.1) debe aproximarse a u; = *ﬁ' Integrando esta
ecuacién diferencial y escogiendo u(T) = —1, obtenemos (1 + u)3 = —\(t — T)).
Esta solucién motiva la introduccién de una nueva variable v(z,t) = 35 (1+u)3.
En términos de v, (4.1) se transforma a

2
o= Bu— |Vl? -1, () €

(4.16)

1
o =—, t=0.
(x7y)6 ’ v 3)\a

V= —
3\’
Tanto en la banda como en el disco, buscamos soluciones radialmente simétricas

de la forma
2 4
v(r,t) = vo(t) + 5’02(15) + Zv;;(t) +...,
donde r = |z| en el caso de la banda y r? = 22 + y? para el disco.
Sustituyendo en (4.16) y agrupando en coeficientes de r, obtenemos las

siguentes ecuaciones acopladas para vy y vs:
!
vy =—14+ Nvy, vy =—5—0v5+

con condiciones v(T) =0, v, <0y vy >0paraT —t >0y T —¢ < 1, mientras
que N =1 para la banda y N = 2 para el disco. Siendo que vy depende de vy,
el sistema no es cerrado, por lo que supondremos que vy < v3 /vy cerca de la
singularidad. Asi, el sistema se vuelve

4 9

vo=—1+ Nvy, vh= (-

“3u

Para resolver este sistema asintéticamente conforme ¢ — 7', suponemos
que Nvy < 1 cerca de t =T, entonces vg ~ T —t, y la ecuacién diferencial para
vy €s

—4

mvg, conforme t — T~ .

/
Vy ~

Integrando esta ecuacion, obtenemos que

3 By

~ + +..., cuandot — T~
4log(T —t)  log*(T —t) -

V2

para una constante desconocida By. Observemos que efectivamente Nvy < 1
cuando t — T~
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Sustituyendo v2 en la ecuacién diferencial para vg e integrando

_|_

3N 3r2
vo ~ (') [1 " Ilog(T —10)] 8T —O)llog@ — )] } ’

parar < 1 yt—T < 1. Finalmente, regresando a nuestra solucién u, concluimos
que

3N 32 1/3
~ =1+ [BNT -3 (1 - )
v + BAT = 1)) Nlog(T 1) T 3(T = 0)[log(T —1)]

(a) Banda cerca del contacto. Aqui, A = 2,  (b) Disco cerca del contacto. Aqui, A = 1,
T—t=1x1076. T—t=1x1076.

Figura 4.7: Aproximaciones asintoticas cerca del contacto.



Capitulo 5

Conclusiones

De manera inmediata, hemos obtenido resultados que pueden ser directamente
aplicados en la construccién de MEMS.

El enfoque cualitativo nos ha permitido encontrar ciertas propiedades del
sistema en si mismo, mientras que el cuantitativo nos ha proporcionado una
manera sistemdtica de encontrar valores del parametro que caracterizan la
manera en que operan estos sistemas. Por ejemplo, si lo que se requiere es
un microcapacitor que tenga un mayor régimen de operacion estable, entonces
es preferible que su geometria sea de banda, mientras que si lo deseado es
que alcance una capacitancia mayor, es mejor que su geometria sea de disco.
Ademaés, se han producido herramientas numéricas para predecir cuales serdn
los parametros de operacion de dichos sistemas.

Por otro lado, la manera de proceder del estudio puede ser extendida a
situaciones més generales, como por ejemplo el sistema con control capacitivo,
o bien, un sistema en el cual la permitividad eléctrica de la membrana no sea
constante. Lo tinico que se necesita para ello es que el modelo permita ciertos
procesos clave, como lo es poder aplicar un principio del méximo.

Consideremos, por ejemplo, el sistema con control capacitivo. En este caso,
un simple lema nos da la oportunidad de aplicar directamente los resultados de
este trabajo:

Lema. Una solucion u del problema
ou Ié]

U+
ot (w2 x ] )

=0 en QT,

u=0 en'p,

es solucion de 5 N

U
— A ——— =0 Q
En u+ e en Qp,

u=0 en'p,
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para 3= A1+ x [[ 7+d§é%))2.
Q*

Haciendo uso de este lema, podemos extender de manera inmediata nuestros
resultados al problema de control capacitivo. Una primera aplicacién, nos per-
mite concluir que no importa qué esquema de control capacitivo propongamos,
el sistema nunca va a ser completamente estable.

Consideremos ahora el problema en que la permitividad eléctrica de la
membrana no sea constante. Siempre que este perfil sea Holder continuo,
podemos aplicar los principios del maximo, asi como los métodos de soluciones
superiores e inferiores, para obtener resultados de existencia de estados esta-
cionarios. Ademads, en el caso en que el perfil dependa sélo de una variable,
o tenga determinadas simetrias, es posible realizar andlisis particulares del
comportamiento de las soluciones en estos casos.

Todo esto muestra que, aunque nuestros resultados hayan sido obtenidos
para un caso simplificado, los métodos utilizados pueden ser extendidos a
problemas mas generales. Como ejemplo estd el articulo de Guo, Pan y
Ward [13].

Este trabajo, también nos da una perspectiva de como se deberian comportar
sistemas mas realistas. Por ejemplo, consideremos el caso en el que en vez de
una membrana tenemos una placa. La ecuacién gobernante de dicho sistema es

ou A
—— —Au+DA*u—TAu+ ——— =0
Gor ~SuT PRt e T

donde a es el coeficiente de viscosidad, T es la tension superficial de la placay D
es la rigidez. Podemos pensar que esta ecuacion va a tener un comportamiento
similar, en el sentido en que se pueda probar la existencia de la inestabilidad de
contacto, y que ésta se deba a la desaparicién de soluciones estacionarias. Sin
embargo, un estudio detallada del sistema debe ser realizado.

Un problema que tambien debe ser analizado, es el contrario a este estudio.
Si queremos un generador de ondas mecdanicas, por ejemplo un microdiapasén.
En este sistema, el término inercial debe ser muy significativo, y la naturaleza
hiperbdlica de la ecuacién gobernante hace que el andlisis tenga que ser
muy distinto. Podemos pensar que, en el caso en que se permitan pequenas
oscilaciones, un argumento de capa limite nos ayudard a comprender de
manera parcial el comportamiento del aparato. De cualquier forma, habra que
desenpolvar los libros y atacar de otra manera este problema.

Cuando Feynman dié su legendaria charla acerca de las pequenas escalas,
menciono que no se iban a responder grandes preguntas de la fisica fundamental.
En cambio, dijo que el verdadero conocimiento se iba a generar en el ambito
de los sistemas complejos. Después de las horas que he dedicado a este trabajo,
creo que por fin he logrado comprender lo que Feynman quizo decir con esas
palabras.

Las pequenas escalas, nos permiten realizar simplificaciones a nuestros
modelos, que de otra manera no serian validas. Estas simplificaciones, nos
dejan observar al maximo la naturaleza no lineal de estos sistemas. Es en
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esta coyuntura, que el conocimiento a nivel fundamental es desarrollado, pues
comprender la manera en que se comportan dichos sistemas, asi como su
interaccion con el entorno en que se encuentran, requiere de todo el conocimiento
que existe en fendmenos no lineales, asi como el ingenio suficiente para construir
conceptos y procesos nuevos e innovadores.



Apéndice A

El Esquema de
Crank-Nicolson

El esquema de Crank-Nicolson es usado para resolver numéricamente ecuaciones
diferenciales parciales que involucran al tiempo. A continuacién se muestra el
esquema adaptado al problema

U — Uge + f(u) =0 (x,t) € [a,b] x (to, T,
u(a,t) = u(b,t) =0, (A1)
u(z,to) = 0.

Consideremos las derivadas discratizadas en el tiempo y espacio

w(w,tipr) —u(w, ;) wtl—auf
e h T h

U(LL‘j+17t) — ’U,((L'j,t) _ Uj+1 — ’U,j
k k ’

dondei=1,...,n,j=2,...,m, h:% v k= b_ﬁ.

El método de Crank-Nicolson toma en cuenta el promedio de las derivadas
espaciales en los extremos de cada paso en el tiempo, es decir

Uy =

o - S k) S 4 ) = o

Adoptando la derivada discretizada en el espacio, la ecuacién (A.1) se puede
escribir como

_ o . . h. .
u1.+1 o uH—l o 2U;+1 4 ul—‘y—l} + *f(UH—l)

J ka[ j+1 j—1 2 J
) h . . , h .
=uj + 27;2[“341 = 2uj +uj_q] - 5]"(“;')7
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. . 1 _ 7 _ '3 _ z
con condiciones u; = 0, uj = uy, ; = 0. Ademas,

f(u;Jrl) _ f(u; + [u§+1 _ u;]) _ f(u;) + [ui}rl _ uz]f'(u;) + O([ui-Jrl _ u;’_]2)’

j J J
por lo que
i+1 2k 20 i i+1 i+1
— il + T—F?—I—kjf(uj) ui -ty =
i 2k* 221 i i i 200
+ubyq + T—Q—Fk f(ul) | uf +uf_q — 2% f(u}),
o de manera matricial A ‘ _
Au't! = Bu® — 2k%f(u'),
donde ] )
ujy S (u3)
us f(us)
w=| | fu)=| flud) |,
Uy, f(up,)
—aj 1 0 0 b1 0 0
1 —d} 1 0 1 b 1 0
A= — 1 —dj 0 B 0 1 b4 0
0 0 0 1 —a, 0 0 O 1 b

yal=—[22 42 p B2 ()], b= 25 2 k2 f ().



Apéndice B
Evaluaciones Numeéricas

A continuacién se presenta el cédigo de Matlab usado para obtener las
estimaciones numeéricas utilizadas tanto en el capitulo 3, como en el capitulo
4. Sélo se ha incluido el cédigo correspondiente al problema de la banda, pues
el del disco es un poco mas tedioso y no es significativamente diferente.

Nota. Se han incluido algunas de las subrutinas opcionales para obtener los
graficos mostrados en ambos capitulos. Estas subrutinas disminuyen conside-
rablemente el desempeno del codigo, por lo que deben ser incluidas sélo si el
tiempo de ejecucién no es importante.

B.1. Programa 1: Calculo de valores propios
principales

% En este cédigo se encuentra numéricamente u(0; X) para X € [0, \*]. Utilizando este
dato, interpola las soluciones u(z; \) para cada ug. Por dltimo, aprozima los valores
propios principales de la ecuacion de estabilidad lineal (4.5) usando el método de
diferencias centrales y crea un archivo de datos con los valores propios correspondientes
a cada .

function eigb(n)
if nargin < 1
% Rutina para determinar el nimero de valores propios a calcular.
while (1)
nin=input(’Eigenvalores Principales (0 para terminar): 7 ,...
s7);

n=str2num ( nin );
if ((n>0)
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break
elseif ( n<0 )
disp (’ERROR: n debe de ser un numero positivo’);
elseif ( isempty(n)==1 )
disp (’ERROR: n debe de ser un numero positivo’);
elseif ( n==0)
break
end
end

disp(’Calculando los parametros...’);

% Definimos las opciones del Integrador.
options=odeset (’Refine’ ,;10000);

% Resolvemos con el método de Runge-Kutta el PVI (3.16), donde w = wbanda
definida al final del archivo.

wint=[ 0; 1000000]; % Dominio de integracion de w.
wini=[ 1; 0]; % Condiciones iniciales wo y wp.

[x,W]=o0de45 (Qwbandal, wint , wini , options ); % Runge-Kutta 45 para w.

% Utilizando la solucion numérica W, calculamos los valores de A y uo dados por
(3.17).

lambda=4xx."2./W(:,1)."3;

u0=1-1.W(:,1);

% La siguente subrutina es opcional.
% Con esta subrutina se realizaron las figuras 8.3 y 8.4 respectivamente.
figure (1);

plot (x,W(:,1));axis[0 10 0 14];

xlabel(’x’, fontsize’ ,13);ylabel(’w(x)’, fontsize’ ,13);

set (1, ’color’,’'w’);
set (gca, 'box’,’on’);
figure (2);

plot (lambda,u0);axis[0 1.5 0 1.02];
xlabel(’\lambda’,’ fontsize’ ,13);
ylabel (\|u\|-\infty ’, fontsize’ ,13);
set (2, ’color’,’'w’);

set (gca, 'box’,’on’);
% Termina subrutina opcional.

% Determinamos el valor mdximo de X\, asi como en que renglén se encuentra.
[lambda_max , indice]=max(lambda);

% Con el valor mdzimo determinado, partimos el diagrama de bifurcacién en sus
ramas inferior y superior respectivamente.

lambdal=lambda (1:indice );

u0l=u0(1:indice );
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lambda2=lambda(indice+1:length (lambda));
u02=ul(indice+1:length (lambda));

% Liberamos las variables que ya no necesitamos.
clear wint wini x W indice lambda u0;
disp ( 'Terminado’ );

% Una vez determinado el nimero de valores propios que se desea, necesitamos iqual
numero de valores de A para obtenerlos.

% Primero dividimos el intervalo [0, Amaz] en n subintervalos.
h_lambda =(lambda_max —0.00001)/n;
lambda=0.00001;

% Pardmetros para calcular los valores propios principales pi.
h.mu=0.01;

x_mu=—0.5-h.mu:0.5;

n_mu=length (x_mu) —1;

% Extraemos los valore numéricos de A mds cercanos a los valores de X\ requeridos.
Usando estos valores de A\ obtenemos las condiciones iniciales para cada rama.

fid=fopen(’vp.dat’,’w’); % Archivo de datos lambda y mu.
for k=1:n
lambda = lambda+h_lambda;
[difl ,indicel]=min(abs(lambdal—lambda));
[dif2 ,indice2]=min(abs(lambda2—lambda));
lambda_inf=lambdal (indicel );lambda_sup=lambda2 (indice2 );
—u0l(indicel );b=u02(indice2);

% Ya que se tienen los valores de A y u(0) obtenemos u(zx) en el intervalo [0,1/2] y
luego extendemos de manera par.

int =[0;0.5];

uini=[a; 0; b; 0];

[y,U]=o0de45(@Qubandal, int , uini , options);

e, f]=size (U);

yy=[sort(—y);y];yy(e)=[];yInt=-0.5:0.00001:0.5;

Ul=[sort (U(:,1), descend’);U(:,1)];Ul(e)=][];

U2=[sort (U(:,3), descend’);U(:,3)];U2(e)=][];

% Calculamos los wvalores propios con el método de diferencias centrales. Para
ello, primero discretizamos la segunda derivada. Después interpolamos las soluciones
numéricas Uy y Uz. Sustituimos en la ecuacion de estabilidad lineal (4.5) y obtenemos
Nmau ecuaciones en diferencias con condiciones de Dirichlet vi = vp4+1 = 0. Escribimos
el sistema como una matriz M de (Nmu — 1) X (Nmu — 1) componentes y encontramos
los valores propios para cada una de las soluciones.

Mil=diag(—2+(2«lambda_inf*(h-mu)”2)./(1+interpl (yy,Ul,...
xmu(l:nmu—1)))."3)+diag(ones(1,n.mu—2),1)+...
diag(ones(1,n.mu—2),—1);
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M2=diag(—2+(2*xlambda_sup*(h-mu)~2)./(1+interpl (yy,U2,...
xmu(l:nmu—1)))."3)+diag(ones(1,n.mu—2),1)+...
diag(ones(l,n.mu—2),—1);

[C,D] = eig (Mi);

[H,T] = eig(M2);

[

[

nu,index2]=sort (diag(I)
if ( imag(mu) = 0 )
[mul,indexl]=sort (mu, *descend ’);

mul ;

end

if ( imag(nu) = 0 )
[nul,index2]=sort(nu, descend’);
nul ;

end

muprin=mul (1);
nuprin=nul (1);

% Capturamos los datos en el archivo vp.dat
fprintf(fid, "% % % %\n’,lambda_inf muprin,...
lambda_sup , nuprin );

% La siguiente subrutina es opcional.
% Con los valores propios principales calculados, realizamos dos figuras. La figura 1
son las soluciones de (3.13). Las soluciones correspondientes a la rama inferior en
azul, las correspondientes a la rama superior en verde y la critica en rojo. La figura 2
son los valores propios principales de cada una de las soluciones.

s=get (0, ’ScreenSize’);

if ( k<n )
figure (3);
hold on
plot (yInt ,interpl(yy,Ul,yInt),yInt,interpl(yy,U2,...
ylnt));

xlabel (’x’, fontsize’,13);ylabel(’u’,’ fontsize’ ,13);
axis([—-0.5 0.5 -1 0.02]);
set (3, Position’ ,[6 sz(4)/3 sz(3)/2-10 sz (4)/2],...

’Name’ ,’ Soluciones’,’color’,’w’);
set (gca, 'box’,’on’);
figure (4);
hold on

El El

plot (lambda_inf , muprin, "%’ ,...
lambda_sup ,nuprin, "’ );
xlabel (’\lambda’,’ fontsize’
ylabel(’\nu’,’ fontsize’ ,13);
set (4,...
"Position’ ,[s(3)/244 s(4)/3 s(3)/2—-10 s(4)/2],
"Name’,’ Valores Propios Principales’,’color’,’w’);
set (gca, 'box’,’on’);

,13);

else
figure (3);
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hold on
plot (yInt ,interpl(yy,Ul,yInt), r’);
xlabel (’x’,’ fontsize ' ,13);
ylabel(’u’,’fontsize’ ,13);
axis([—-0.5 0.5 —1 0.02]);
set (geca, 'box’,’on’);

figure (4);
hold on
plot (lambda_inf , muprin, 'r*’);
xlabel (’\lambda’,’fontsize’,13);
ylabel (’\mu’,’ fontsize’ ,13);
set (gca, 'box’,’on’);

end
% Termina subrutina opcional.

fprintf(’Pasos restantes: %\n’,n—k);

k=k+1;
end
fclose (fid );

% La siguiente subrutina es opcional.
% Con esra subrutina se realizd la figura (4.1).
[lambda_mu, mu_prin ,lambda_nu,nu_prin]=textread (’vp.dat’ ,...
% K T A n);

[mumin, muind]=min(mu_prin );
ymin=mumintmumin /10;
nuind=min(find (nu_prin <(3.3)*abs(ymin)));
ymax=nu_prin (nuind)+nu_prin (nuind)/10;
z1=0:0.0001:lambda_max;
z2=lambda_nu(nuind ):0.0001:lambda_nu(length (nu_prin));
figure (5);

plot (z1 ,interpl (lambda_mu, mu_prin,zl), k—",2z2,...

interpl (lambda_nu(nuind:length (nu_prin)) ,...
nu._prin (nuind:length(nu_prin)),z2), 'k—");

xlabel (’\lambda’, ’ fontsize’ ,13);

ylabel (’\mu’,’ fontsize’ ,13);

axis ([0 1.5 ymin ymax]);

set (3, Title’,’Valores Propios Principales’,’color’,’w’);

set (gca, 'box’,’on’);
% Termina subrutina opcional.

else
end
function dw = wbandal (x,w)
dw=zeros (size (w));
dw(1)=w(2);
dw(2)=1/w(1)"2;
end
function du = ubandal(x,u)
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du=zeros(size(u));

du(1)=u(2);
du(2)=lambda_inf/(14+u(1))"2;
du(3)=u(4);
du(4)=lambda_sup/(1+u(3)) " 2;

end
end

B.2. Programa 2: El esquema de Crank-Nicolson

% Este programa estd diseriado para encontrar la solucidn de la ecuacion (4.5).

function cnb(t)
if nargin <1

% Pardmetros del sistema .

lambda=input ( ’Dame el valor de lambda: ’);
n=input ( 'Numero de puntos en x: ’);

t=input ( 'Dame el tiempo final T: 7);

m=input ( ’Dame el numero de pasos en el tiempo: ’);
k=1/n;

h=t /m;

% Discretizamos el intervalo x y asignamos la dimensidn de u.
s=—.5:k:.5;

u=zeros(1l,n—1)’;

% Creamos el archivo de datos donde se va a guardar la solucién numérica.
fid=fopen(’infu.dat’,’'w’);

sz=get (0, ’ScreenSize’);

% En esta subrutina, se calculan los valores del vactor u® para cada paso en el tiempo.
hold on;
for i=1m
u=inv (diag ((2xk"2)/h+2+(—2xk"2xlambda)./(1+u)."3) —
diag(ones(1,n—2),1)—diag(ones(1,n—2),—1))x*...
((diag((2xk"2)/h—2+(—2+k"2xlambda)./(14u)."3)...
+diag(ones(1,n—2),1)+diag(ones(1,n—2),—-1))...
—(2xk"2xlambda)./(1+u)."2);
v=[0;u;0];
% Usando este cdlculo, construimos la grdficas 4.2 y 4.6.
figure (1);
plot(s,v,’k’);axis([—-0.5 0.5 =1 0.02]);
xlabel(’x’, fontsize’ ,13);ylabel(’u’,’ fontsize’ ,13);
set (gef, 'Name’ , ’Soluciones’, ’color’,’w’ ...
"Position’ ,[6 sz(4)/3 sz(3)/2-10 sz (4)/2]);
set (geca, 'box’,’on’);
tiempo=ixh;
[infu ,indice]=min(u);
if( —1.5 <=infu )
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fprintf(fid, *% % \n’,tiempo,infu);
end
end
fclose (fid);
t=hx*m;
[t1,inful]=textread (’infu.dat’,”’% %’ ,m);

% Usando el método de Runge-Kutta, obtenemos los valores numéricos de las cotas
de la energia.

[y,V]=oded5(Qvt,[0 t],[0
[z,P]=o0oded45(@pt,[0 .5],]

tmin=1/(3+lambda );
tcontacto=interpl (inful ,t1,—1)
tmax=quad (Qwt, —.9999999,0);

% Usando estos valores, construimos la grafica de la figura 4.5.
figure (2);
plot ([0;t1],[0;inful], k=’ ,tmin,V, ’k—" |y, V, k=" 2z, P, ...
'k—’ ,tcontacto ,V, ’k—’ ;tmax,V, ’k—");
axis ([0 .5 —.9 0]);xlabel(’t’,  fontsize’ ,13);
ylabel(’inf(u)’, fontsize’ ,13);
text (tmin—0.03,—.7,’\nu(t)’, HorizontalAlignment’ ,...

"center’,’fontsize’ ,10);

text (tcontacto —0.04,—.7, ’u(x=0,t)’, HorizontalAlignment’ ,...
"center’,’fontsize’ ,10);

text (tcontacto+.015,—.05, T %’ ’HorizontalAlignment ’ ,...
"center’,’fontsize’,10);

text (tmax—0.03,—.7, ’\phi(t)’, HorizontalAlignment’ ,...
"center’,’fontsize’ ,10);

)

set (gcf, "Position’ ,...
[s2(3)/24+4 sz(4)/3 sz(3)/2—10 sz (4)/2],...

"Name’,’inf u’,’color’,’w’);
set (gca, 'box’,’on’);
end
% La cota inferior v(z,t) satisface la ecuacion diferencial vy = —X\/(1 + v)?.

function dv=vt(y,v)
dv=-lambda/(14+v)"2;
end
% La funcion ¢ que satisface (4.9)
function dp=pt(z,p)
dp=—pi " 2xp-lambda/(1+p) " 2;
end

function w=wt(z)
w=1./(pi"2+z+lambda./(14+2z)."2);
end
end
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