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Introduccion

Dado un anillo R con 1 denotaremos por K;(R) a los grupos de teoria K
de R para i en Z. Definimos NK;(R) como el Nicleo(K;(R[t]) = Ki(R))
donde € es la evaluacién €(t) = 0. Si @ : R — R es un automorfismo de
anillos definimos el anillo torcido R,[t] como el anillo R[t] aditivamente pero
con producto torcido definido por la regla rt'st! = ra~!(s)t"*’ para r, s en
R. Entonces definimos NK&(R) como el Niicleo(K;(R,[t]) = K;(R)).

Farrell [10] demostré que si NK;(R) # 0 entonces NK;(R) no es
finitamente generado como grupo abeliano para un anillo R con 1 en
general. En el capitulo 2, teorema 2.4.5 de este trabajo probamos que si GG
es un grupo finito, a : G — G es un automorfismo de grupos y
NK¢(ZG) # 0 entonces NK{(ZG) no es finitamente generado como
grupo abeliano. Aunque seguimos las ideas de Farrell para la demostracion
del teorema 2.4.5, en el caso torcido (v # id) aparecen ciertas complicaciones
las cuales hacen que no obtengamos la demostracion como una reproduccion
directa de la prueba del caso no torcido (a = id) que da Farrell.

Por otra parte Martin [18] demostré que si G es un grupo finito
abeliano cuyo orden es libre de cuadrados entonces NK;(ZG) =0y
Harmon [15] demostré que esto también es verdad cuando G es no abeliano.
En el capitulo 3, teorema 3.6.1 probamos que si el orden de un grupo
G es un primo o el producto de dos primos distintos entonces
NK*(ZG) = 0 para cualquier automorfismo o« : G — G y para
todo 7 < 1.

En el capitulo 4 retomamos las ideas de Davis-Liick [8] para enunciar la
Conjetura del Isomorfismo [12], para esto es necesario introducir el con-
cepto de grupo virtualmente ciclico, un grupo se define virtualmente ciclico si
es finito o contiene un grupo ciclico infinito de indice finito. La importancia
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v Introduccién

del estudio de estos grupos surge a raiz de dicha conjetura la cual afirma que
este tipo de grupos son los que determinan la teoria K algebraica del anillo
RG para cualquier grupo discreto G. Mas precisamente sea O(G) la categoria
de érbitas introducida por Bredon cuyos objetos son espacios homogéneos
G/ H vistos como G—espacios y sus morfismos son G—homomorfismos. Sea
O(G,F) C O(G) a la subcategoria plena cuyos objetos son de la forma G/H
tal que H pertenece a F donde F es una familia de subgrupos de G cer-
rada bajo inclusién y conjugacién. Sea K: O(G) — Q — ESPECTROS el
O(G) — Q — espectro definido por Davis-Liick [8] el cual tiene la propiedad
m(K(G/H)) = K,(ZH). Y denotemos por hocolim K al colimite homot6pico

O(G,F)
del funtor K sobre la categoria O(G, F).
Entonces dadas dos familias F C F de subgrupos de G, la inclusién de
categorias

[:0G,F)— OG,F)

induce una aplicacion de ensamble

I, : hocolim I"K — hocolim K.
O(G,7) oG,F)

Aplicando grupos de homotopia a la aplicacién de (2—espectros anterior I,
obtenemos el homomorfismo de grupos inducido

Ay i (hocolim J*[K) o, (hocolim [K)
’ O(G,F) oG,F)
El cual se llama homomorfismo de ensamble.

Si hacemos F = Fyr, donde Fr es la familia de todos los subgrupos de
G entonces O(G, F') = O(G) y dado que G/G es objeto final tenemos

o (hocolim [K) ~ K,(ZG)
O(G,Fr)

Usando la notaciéon y observaciones anteriores la Conjetura del Iso-
morfismo de Farrell-Jones afirma que el homomorfismo de ensamble

Ag,rp T (hocolim I*IK) — T, (hocolim [K) ~ K,(ZG)
O(G,Foe) o(G)

es un isomorfismo para todo n en Z, donde F,. la familia de subgrupos
virtualmente ciclicos de G.



Introduccién \%

En [12] Farrell y Jones demostraron la conjetura del isomorfismo para
n < 1 para subgrupos de grupos discretos cocompactos contenidos en grupos
de Lie virtualmente conexos, y para ciertos grupos discretos cocompactos
actuando de manera propiamente discontinua por isometrias en una var-
iedad Riemanniana simétrica simplemente conexa de curvatura no positiva.
También en [5] la conjetura ha sido demostrada para grupos actuando de
manera propiamente discontinua via isometrias en un n-espacio hiperbdlico
real H" con espacio de érbitas de volumen finito. Y en [3] y [4] la conje-
tura ha sido demostrada para grupos de la forma G = m(M) donde M es
una variedad compacta Riemanniana con curvatura seccional estrictamente
negativa para todo n en Z y para cualquier anillo R con 1.

Como aplicacién del teorema 3.6.1 obtenemos el teorema 4.9.2 el cual
afirma que si la conjetura del isomorfismo se cumple para un grupo
G tal que todos sus subgrupos finitos no triviales son de orden un
primo o un producto de dos primos distintos entonces tenemos un
isomorfismo

Asy,.70 7 (hocolim I'K) — m, (hocolim K) = K, (ZG)
O(G,Ffin) oG)

para todo n < 1, donde F = Fy;, es la familia de subgrupos finitos de
G . Es decir, para todan < 1, K,(ZG) estd determinado por los subgrupos
finitos de GG para un grupo G de este tipo.
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CAPITULO 1

Preliminares

A través de este trabajo utilizaremos las definiciones, notacién y resultados
de este capitulo.

1.1 Notacion.

Sea R anillo con 1. G un grupo. Entonces R[G] denota al anillo de grupo R
de G.

Definicién 1.1.1. Sea o : G — G un automorfismo de grupos. Entonces
a denotard también el automorfismo inducido en R|G] definido por

O‘(Z r99) = ngoz(g) rs € R, g€G.

geG geG

Definicién 1.1.2. Sea o : R — R un automorfismo de anillos. Defini-
mos el anillo R,[t] de la siguiente manera: aditivamente, R,[t] = R[t] y la
multiplicacion estd definida por la condicion

(rt")(st!) = ra~"(s)t'"  r,s € R.



2 1. Preliminares.

Observacién 1.1.3. Note que tenemos un automorfismo de anillos en R, [t]
inducido por «, el cual también denotaremos por oo definido por la condicion

a(rt’) = a(r)t', donde r € R.

1.2 K,y K; de anillos.

En esta seccién introducimos los conceptos y notaciéon que nos permiten
definir los grupos Ky y K; para anillos, ademés veremos algunos resultados
de K que utilizaremos posteriormente.

Definicién 1.2.1. Sea M, (R) el conjunto de matrices n x n sobre el anillo
R y sea GL,(R) el grupo de matrices invertibles sobre R. Consideremos el
sistema dirigido de anillos dado por los monomorfismos de anillos

Ma(R) — My (R)
= (50)

M(R) = colim M,(R).

n—oo

Definimos

Consideremos el sistema dirigido de grupos dado por los monomorfismos
de grupos
GL,(R) — GL,1(R)

A O
AH(“)

GL(R) = colim GL,(R).

n—oo

Definimos

Es decir, en la definicién 1.2.1 encajamos M, (R) en M, 1(R) ( GL,(R)
en GL,1(R)) y entonces podemos pensar a M (R) (GL(R)) como una unién
infinita de los conjuntos M, (R) (GL,(R)). Donde cada matriz en M(R)
(GL(R)) tiene tamano finito. Note que M(R) es un anillo sin unidad y
GL(R) es un grupo.
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Definicién 1.2.2. Sea a € R y sea i # j para 1 < i,5 < n, definimos la
matriz e;;(a) € GL,(R) como la matriz con puros unos en la diagonal, con
a en la entrada i, j, y ceros en todas las demds entradas. Llamaremos a esta
clase de matrices matrices elementales.

Definicién 1.2.3. Denotaremos por E,(R) al subgrupo de GL,(R) gen-
erado por el conjunto de matrices elementales. Denotaremos por FE(R) a
colzm E.(R). Llamaremos a E(R) grupo de matrices elementales.

Lema 1.2.4. Las matrices elementales sobre un anillo R satisfacen las sigu-
ientes relaciones

(1.) eij(a)ei; (b) = eij(a+b)

(2.) eij(a)en(b) = e l( )%(a) paraj 7 kyizl

(3.) eij(a)ejr(b)es;(a) ten(b) ™ = ey (ab) para i, j, k distintos
(4.) eij(a)eri(b)eij(a)er (b))~ = ex;(—ba) para i, j, k distintos

Ademds cualquier matriz triangular superior o triangular inferior con puros
unos en la diagonal pertenece a E(R).

Demostracion: ( [24], lema 2.1.2.) O

Corolario 1.2.5. . Sea A € GL,(R) entonces ( 1(4)1 A0—1 ) € FEa,.

Demostracion: tenemos que

(o) =G ) L D) G ) ()

Por el lema 1.2.4 las primeras tres matrices del producto estédn en Es,(R).

Ademaés

0 -1 1 -1 10 1 -1
<1 O)_<O 1)(1 1)<0 1)€E2n(R)nuevamente
por el lema 1.2.4. O

Proposicién 1.2.6. (Lema de Whitehead) Sea R un anillo con 1. En-
tonces los subgrupos conmutadores de GL(R) y de E(R) coinciden con E(R).

En particular E(R) es un subgrupo normal de GL(R) y el grupo cociente
GL(R)/E(R) es el grupo abelianizado GL(R)y, de GL(R).

Demostracion: [24], Proposicién 2.1.4. O
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Definicién 1.2.7. Sea R un anillo con 1. Definimos K1(R) como GL(R)q, =
GL(R)/E(R).

Nota: Tenemos un funtor covariante de la categoria R de anillos con 1
en la categoria Ab de grupos abelianos

Kl( ) R — Ab

@l |+

donde ¢.([(a;)]) = [(p(ai;))] para A = (a;;) € GL,(R). ( [24], pdg 61). O

Observacién 1.2.8. Sean A, B € GL(R) entonces el producto de las clases
correspondientes [A][B] en K1(R) puede representarse de dos maneras:

[A][B] = [AB] o [A][B] = [A & B] donde A® B es la matriz ( A0 )

0 B
V)

B-1
~ ( OB ) < 0 f} ) por el corolario 1.2.5.
(

Demostracion: AB ~

) A®B. O

Nota: Sea A € M, R) entonces e;;(a)A es la matriz que se obtiene a
partir de A por sumar a veces el renglén j—ésimo al renglén i—ésimo y
Ae;;(a) es la matriz que se obtiene a partir de A por sumar a veces la i—ésima
columna a la j—ésima columna. Entonces K (R) puede interpretarse como el
grupo de formas candnicas para matrices invertibles sobre R bajo operaciones
elementales por rengléon o por columna en el sentido del algebra lineal.

Definicién 1.2.9. Sea R un anillo con unidad. Entonces Ko(R) es el grupo
de Grothendieck del semigrupo Proj R de clases de isomorfismo de R-maodulos
proyectivos derechos finitamente generados.

Nota: No utilizaremos la definicion 1.2.9 en este trabajo, mas bien uti-
lizaremos su version categérica (definicién 1.3.3) que daremos un poco maés
adelante. Para ver mas detalles acerca de la definicién 1.2.9 consultar [24],
paginas 1 ala 7.
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1.3 Kyy K; de categorias.

En esta seccion definiremos los grupos Ky y K; para categorias y veremos
que estas definiciones generalizan las definiciones que dimos para Ky y K7 en
la seccién 1.2. Aun mas, todas estas definiciones coinciden con la definicién
de Quillen lo cual nos permitira introducir el concepto de grupo Nil torcido
para todo i en Z.

Definicién 1.3.1. Se dice que una categoria P tiene esqueleto pequerio Py
si las clases de isomorfismo de objetos forman un conjunto Py.

La siguiente definiciéon generaliza la definicién 1.2.7 de Kj:

Definicién 1.3.2. Sea P una categoria con sucesiones exactas con esqueleto
pequenio Py.  Definimos K1(P) como el grupo abeliano libre en los pares
(P,«), donde P € ObjPy y o es un automorfismo para un representante
de P, modulo las siguientes relaciones

(1) [(P, )] + [(P, B)] = [(P, ap)]

(11)Si existe un diagrama conmutativo en P con renglones exactos

0 P —=p—"=P 0

|

0 pP—=p—"+P 0

donde o € AutP, oy € AutP) y ag € AutP,, entonces

(P, )] = [(Pr, 00)] + [(P2, a2)].
La siguiente definicion generaliza la definicién 1.2.9 de Kj:

Definicién 1.3.3. Sea P una categoria con sucesiones exactas con esqueleto
pequenio Py. Definimos Ko(P) como el grupo abeliano libre generado por el
conjunto Ob(Py) mddulo las siguientes relaciones:

(i) [P] =[P si existe un isomorfismo P — P’ en P.
(i1) [P] = [P] + [P] si existe una sucesion exacta corta

0O—P — P —P —0

en P.
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El siguiente teorema muestra que efectivamente la definicion 1.3.2 gen-
eraliza a la definicién 1.2.7 de K; y que la definicién 1.3.3 generaliza a la
definicién 1.2.9 de K.

Teorema 1.3.4. Sea R anillo con 1. Sea Proj R la categoria de R—mddulos
derechos proyectivos finitamente generados. Entonces tenemos un isomor-
fismo

K\(R) = K,(Proj R)

[A] — (R, A4)]

(donde A € GL,(R) para algin n). Donde del lado izquierdo hemos usado
la definicion 1.2.7 y del lado derecho la definicion 1.3.2 para K1( ). También
tenemos un isomorfismo Ko(R) = Ky(Proj R).

Demostracion: ( [24], teorema 3.1.7). O

Nota: Quillen [23] logré definir los grupos K;(R) V i € Z. El consider6 el es-
pacio clasificante BGL(R) del grupo GL(R) y después aplico su construccion
plus para obtener el espectro BGL(R)" y definié K;(R) = m;(BGL(R)") V
1 € Z. Las definiciones 1.2.7 y 1.3.2 que dimos para K; y las definiciones
1.2.9 y 1.3.3 que dimos para K, coinciden con la definicién de Quillen.

Ahora tenemos todos los elementos para definir los grupos Nil torcidos
N K los cuales son nuestro principal objeto de estudio en este trabajo:

Definicién 1.3.5. Sea o : R — R un automorfismo de anillos. Sea R,[t] —
R la aumentacion definida por la condicion €(t) = 0. Definimos

NK?(R) = Nicleo( K;(R,[t]) < Ki(R)) VYi€Z.

Nota: A lo largo de este trabajo utilizaremos tinicamente (excepto al final
del capitulo 3) las definiciones 1.2.7 y 1.3.2 para K;. Pasaremos de una
definicion a la otra utilizando el teorema 1.3.4 cuando sea conveniente. En
cuanto a la definicion de Quillen para K; se utiliza solamente en la prueba
del teorema 3.4.1 y en la prueba del teorema 3.6.1 en el capitulo 3.



CAPITULO 2

N K7 no es finitamente generado.

El teorema principal de este capitulo es el Teorema 2.4.5 el cual afirma que si
G es un grupo finito y NKY(ZG) # 0 entonces NK{(ZG) no es finitamente
generado. El caso a = id fue probado por Farrell [10] para un anillo R con
1 en general. Aunque seguimos las ideas de Farrell para la demostracién del
teorema 2.4.5, en el caso torcido (a # id) aparecen ciertas complicaciones
las cuales hacen que la prueba no se obtenga como una reproducciéon directa
de la prueba del caso no torcido (a = id) que da Farrell. Para lograr nue-
stro objetivo introducimos algunos resultados y definiciones y concluimos el
capitulo con la prueba del Teorema 2.4.5.

2.1 Una caracterizacion para los elementos
de NKY.

El objetivo principal de esta seccion es probar el lema 2.1.4, el cual nos da
una caracterizacion para los elementos de NK{. Ademas con los resultados
obtenidos en esta seccion demostramos el ya conocido teorema 2.1.5 que
aplicaremos mas adelante en la prueba del lema 2.4.4.

Definicién 2.1.1. Sea o : R — R un automorfismo de anillos. Sean My,

7
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My R—mddulos derechos. Una funcion aditiva f : My — My se llama
a—lineal si f(mr) = f(m)a(r) Ym € M, Vr € R.

Denotaremos por M (m,n, R) a el conjunto de matrices de m X n con
coeficientes en R. Sea a € M(m,n,R) y sean V, V' R—médulos libres
derechos con bases ordenadas e = (ey,...,e,) ye = (e1,...,en ). Entonces
el homomorfismo a—lineal f : V — V' asociado a a con respecto a e y €
estd definido por la siguiente férmula:

f(z er) = Y eaua(r)

1<i<n, 1<j<m

donde r; € R
En términos de la base candnica para V =V’ = R
a(r)
Oa(r1,...,m0) = a :
a(ry)

Sea f" un homomorfismo o’ —lineal de V' a un tercer R—médulo libre V"
correspondiente a @' € M(k,m, R) con respecto a € y a una base ordenada
e =(er,...,e; ) para V",

Lema 2.1.2. f'f es el homomorfismo o a—lineal correspondiente a a'a'(a)
con respecto a e y e .

Demostracion: [11], lema 1. O

Nota: El lema 2.1.3, el lema 2.1.4, y el teorema 2.1.5 que daremos a contin-
uacién son generalizaciones directas del lema y teorema de Bass-Heller-Swan
( [24], lema 3.2.21, teorema 3.2.22).

Lema 2.1.3. Sea B € GL(R,[t]). FEntonces B puede reducirse mddulo
GL(R) y E(R,[t]) a una matriz de la forma I + At donde A es una ma-
triz con entradas en R tal que la transformacion o' —lineal asociada a A 4
es nilpotente, es decir, Ir € N tal que 4" = 0.

Demostracion: Sea B € GL(R,[t]) = B = By + Byt + - -+ + Bat? (note que
Bit' = t'a’(B;)). Demostraremos por induccién que B puede reducirse a
una matriz de grado d < 1. (Aqui nos referimos al grado de una matriz
como el maximo de los grados de los polinomios que aparecen en las
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entradas de la matriz).

B~ ( ? (1) ) pues B € GL(R,[t])
d—1
~ < g Bdi ) mutiplicando por Byt?~! por la izquierda al segundo
renglén y suméndolo al primer renglén (lo cual

equivale a multiplicar por matrices elementales de

E(R.[1]))
— d d—1
~ ( b _fdt Bdi ) multiplicando por la derecha a la segunda

columna por t y restandola a la primera
columna.

— B

Dado que B — Byt? = By + Byt + - - - + By_1t%! la matriz obtenida B’
tiene grado < d — 1. Repetimos este proceso con B’, entonces:

B B 0 N B B, qt¢? N B — Byttt B, 12
0 1 0 1 —t 1

hasta obtener una matriz de grado d < 1.
Si podemos reducir B a una matriz de grado cero en GL(R,[t]) entonces
el lema es obvio pues B~ BB =T+ 0ty A=0es tal que p4 =0 es
nilpotente.
(Note que B € GL(R,[t]) y de grado cero = B € GL(R):
pues I = B(Co+01t+‘ : ‘+Cdtd) = BC0+BClt+~ : ‘+BCdtd = 1= BCO
con Cy € M(R).
I=(Co+Cit+ -+ Cgt)B=CoB+Cra Y (B)t+--+ Cya~4(B)t? =
I = CyB. Por tanto B € GL(R)).

e Caso d =1 Es decir, B = By + Bit, By, By € M(R).

Dado que B € GL(R,[t]) entonces By € GL(R) pues:
Sea C' € GL(R,[t]) tal que C = B™' = C =Cy+ Cit + --- + Cyt*. =
I =CB=(Co+ Cit+ -+ Cyxt*)(By + Bit)
= (CyBy + C1tBy + - - - + Cptk By) + (Co Byt + C1t Byt + - - - + Cyt* Bit)
= (COB() + Cloé_l(B())t + -+ CkOé_k(B())tk)
+(CoBit + Cra ™ (By)t? + - - - + Cra ™ (By)th )
= C()B(] + ( ClOé_l(B(]) + C()Bl )t + -+ CkOé_k(Bl)tk+1
= 1= C(]BO
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Por otra parte,

I = BC = (By + Bit)(Co + Cyt + - - - + CytF)
= (BoCy + BoCit + - - - + BoCit*) + (B1tCy + BitCit + - - - + BitCyt")
== (B(]CO + B(]Clt +--+ B()thk)
+(B1a~HCo)t + Bia H (O + - - + Bia L (Cy )t )

= ByCy + ( BoCy + B1a Y(Cp) )t + - - + Bia (O )tk H!

= 1= B()C()

Por tanto By € GL(R).

Entonces B = By(I + By 'Bit) = By 'B =1 + By ' Bit.
Sea A= By 'B; = B~ 1+ At pues By ' € GL(R).
Por lo que podemos suponer que B = I + At € GL(R,[t]).

= B! :CO+C'1t+~~—|—C’TtT’, CZ S M(R) =
I=(I+At)(Co+Cit+---+Cit")
= (Co+ Cit+ -+ Cut") + (AtCy + AtCit + - - - + AtC,t")
= (Co+Cit+- -+ Cot") + (Ao (Co)t+ Aa™(C) 2 +- - -+ Ao~ (Ot )
= Cp+ (Cy + Aa™H(Co))t + (Cy + Aa™(CY))t?
+-+ (Cr + AN (Cro )t + Aa™ (Ot
= Cy =1, Aa~(C,) =0,
0=0C1 + AOé_l(Co) =C1+ AOé_l(I) =Ci+A = 0C=-A
0=0Cy+ AOé_l(Cl) =Cy + AOé_l(—A> = (9 = —AOé_l(—A)
0= Cs+Aa(Cy) = Cs+Aa~ (—Aa~ (—A)) = Cy+Aa~(—A)a~2(—A)
= O3 = —Aa"(—A)a"?(—A).
0=Cy+ Aa"H(C3) = Cy + Aa™H(—Aa" (—A)a2(—A))
=Cy+ Aa"(—A)a"?(—A)a3(—A)
= Oy = —Aa ' (—A)a"?(—A)a3(—A)

:>O:A04_1(A>Oé_ (A “‘Oé_T(A)
= fla‘l( Ao (Aa7l(... AaTH(A))) )

~~

T—veces

Lo cual significa que la transformacién a~!—lineal asociada a A,
04 R — R™ es tal que 04" = 0 por el lema 2.1.2 anterior. O
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Ahora demostraremos nuestro lema de caracterizacion para los elementos
de NK¢(R).

Lema 2.1.4.
NK2(R)

={[I+ At € Ki(R,[t]) | A € M(R) y ¢\ =0 para algin r € Z }
donde @ 4 es el homomorfismo 4 : R* — R™ a~'—lineal asociado a A en
la base canonica.

Demostracion:
(2) Sea [ + At] € K (R,[t]) tal que ") = 0.
= Aa"HA)--a(A) =0
= ([+A) ™ = [-At+Aa " (A) P+ -+ (=1)"Aa " (A)a2(A) - --a~"D(A)
=1 —At+AtAt + -+ (—1)" At-- - At

r—UVEeCES

= I + At € GL(R,[t]).
Ademas

Ky(Ralt]) = Ki(R)
[I + At] — [I]
Por tanto [/ + At] € NK{(R).

(€) Sea [B] € NK&(R) < K(R,[t]). Tenemos una sucesién exacta que se
escinde

Tk

0 — NK&(R) = Nicleo(e,) — K(Ra[t]) 5 Ki(R) — 0

€x

= tenemos un isomorfismo

NEK®(R) =

[B] — [B]

Note que
Im(iv) = { i.[A] € Ki(Ra[t]) | [A] € Ki(R) }

= {[Al € Kx(Ra[t]) | A € GL(R) }

= { A E(Ralt) € Gl | A€ GLIR)}
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_ GL(R) E(Ralt])
~ E(Ralt])

donde
GL(R) E(R,[t])) ={ AE € GL(R,[t]) | A€ GL(R), E € E(R,[t]) }

o/ py 2 (GLED) /(CLR) BRa[)\ £, _ GL(R[)
Ki(Ra[t]) 2 NKT(R) — <E(Ra[t]) ) / ( B(Ra 1) ) ' GL(®) E(Rall)
B] [B] B

donde el segundo isomorfismo es por el segundo teorema del isomorfismo
de grupos.
Por tanto tenemos un isomorfismo de grupos

o« GL(R.H)
NER) = IR BR.D)
B] B

Dado que % es un grupo entonces cualquier clase lateral izquierda

es una clase lateral derecha, es decir, B GL(R)E(R,[t]) = GL(R)E(R,[t]) B
Esto significa que si multiplicamos por la derecha o por la izquierda a la
matriz B por una matriz en GL(R) o en E(R,[t]) obtenemos una matriz
que estd en la clase lateral B GL(R)E(R,[t])) = GL(R)E(R,[t]) B.
Entonces por el lema 2.1.3 B = I + At con p4" = 0 para algin r € Z.

GL(R4[t])
GL(R) E(Ra[t])
[B] ——— B=1+ At
Por otra parte note que [/ + At] € NK{(R) pues

NK(R) —

Ki(Rao[t]) = Ki(R)

1+ At] — [1]

y note que

wio x GL(R.[t))
NK}(R) — GL(R) E(R.[t])

[+ At)| ——— T+ At=B



Una caracterizaciéon para los elementos de NK{'. 13

= [[ + At] = [B] en NK{(R) pues 7 es isomorfismo. O

El siguiente resultado es conocido ([14], theorem 2.1.c.):

Teorema 2.1.5. Sea R un anillo con 1. Sea Nil,(R) la categoria cuyos
objetos son pares (R",p), n € NU {0}, ¢ : R" — R™ un endomorfismo
a~t—lineal nilpotente de R-mddulos derechos y los morfismos estdn definidos
como Sigue:

Dados dos objetos (R™, p1), (R™, p2) un morfismo entre ellos es un ho-
momorfismo g : R — R™ R — lineal de R—mddulos derechos tal que el
diagrama

R Y1 R

L]
R™ 2 R
conmuta.

Note que Nil,(R) es una categoria con sucesiones exactas y Ko(Nily(R))
contiene una imdgen obvia de Z que viene de la subcategoria plena de ob-
jetos de la forma (R",0). Denotaremos por Ko(Nil,(R)) al cociente de
Ko(Nily(R)) por la imdgen de Z.

Entonces

(¢) K1(Ra[t]) = Ki(R) & NKT(R)

(b) NK{(R) = Ko(Nil,-1(R)).

Demostracion:
A

(a) Tenemos la aumentacién R, [¢] 22 R que induce K 1(R,[t]) — K1(R). Por

tanto tenemos una sucesion exacta corta que se escinde

Tk

0 — NK{(R) = Nicleo(e,) — Ki(Ralt]) = Ki(R) — 0
Por tanto K, (Ra[t]) = NK®(R) ® K, (R).
(b) Usando el lema 2.1.4 definimos
¢ : NK{'(R) — Ko(Nilo-1(R))

[+ At] — [(R", a)].
e © estd bien definida:
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Recordemos que tenemos el isomorfismo (teorema 1.3.4)

f: K(Raolt]) = Ki(Proj(Ralt])
[+ At] = [((Ra[t])", I + At)].

Note que ¢ estd dada por la composicion

Ki(Ro[t]) > NK$(R) = f(NK{(R)) % Ko(Nilo(R))
I+ At] = [(Ralt])™, I + At)] = [(R", p4)].

Supongamos que [ + A't] = [[ + At] en NK¥(R) < K (R,[t])
= [(Ralth™ I+ A1) = [(Ra[t])", I + At)]
en f(NK“( ) < Ky(Proj(R H))
= (Ralth™ I+ A't) = ((Ralt])", I + At)
= tenemos un diagrama conmutativo:

donde B(t) es un isomorfismo R, [t]—lineal, por tanto n = m
entonces tenemos el diagrama conmutativo

donde B(t) € GL,(R.[t]).

= [+ A't = B(t)"'(I + At)B(t), es decir, I + At es conjugada a I + At
por una matriz B(t) € GL,(R,[t]).

= (B(t)"'" I+ B@t)'A)B(t) =T+ A't

= B(t)"'IB(t) + B(t)"* At B(t) =1+ A't

= I+ B({t) At B(t) =1+ At

=I+Bt)"Aa (Bit)t=1+At

donde la ultima implicacién se tiene ya que B(t) = By + Byt + - - -+ Byt?
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entonces
tB(t) = t(By + Bit + - - - + Byt?)
=a Y Bo)t +a Y (B)t* + -+ a Y(B,)trt!
= (N (Bo) + @ (Bt + -+ a (B,)t*)t
=a Y(By+ Bit + -+ B,tP)t
=a Y (B())t
Valuando en ¢ = 1:
= I+BL) Ao (B1)=1T+A
= AaY(B(1)) = B(1)IA"
Sea B = B(1).
Por el lema 2.1.2 A a™}(B) = BIA" = ¢ pp = pp ¢4 que son
a~!—lineales.
Note también que o1 = B~y ¢p vp-1 = pp1 pp = Id
= Qp-1 pa =Py Pp-1 que son o '—lineales.
entonces (R",p4) = (R", ¢ ,) pues tomando g = ¢p-1, g = g

obtenemos
R _Pa R Rn @, fn
glg glg dlg dlg
n 2y n n PA n
R*" —— R R" — R

con gg' = Idy g'g = Id. Por tanto [(R", 0a)] = [(R", o )]
Ademés si reemplazamos I,,+ At por la matriz (n+k) x (n+k) (1,,+At)D 1y

:>(In+At)EBIk:<I”J6At 2):("5 2)+<“§ 8)t
— [(R" @ R, pago,)] = [(R", 0a)] + [(R*, 0,)]

donde la iltima igualdad se cumple pues tenemos la siguiente sucesion
exacta:

0 — (R",04) 5 (R"® R¥ 0 a0,) & (R¥,p,) = 0
Es decir, tenemos

i

0 R" R"® R RF 0
PA 1) pagoy, l (2) w0y, l
0 R i o — R¥ 0
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Claramente los renglones son exactos, veamos que (1) y (2) conmutan:
Recordemos que p4(r) = Aa~!(r) entonces:

(1) B* 5 R @ R* 222, gy RE

= ()= (0 0) ()= (")
Por otra parte,

R #4, pr ', Rr @y RF

r— Aa\(r) — ( Aat r) )

Por tanto (1) conmuta.
(2) R*@® Rt = R* 2%, Rn gy RE

< " ) — rg — O™ (ry) = 0

()

Por otra parte,

R" ® RF R"® RF T R¥

()= (0 a) (i) = () —o
Por tanto (2) conmuta.

Por tanto [(Rn @ Rk> QOAQBOIC)] = [(/_VR”> QOA)] + [(Rk’ (pok)]
Dado que [(R*, po,)] es cero en Ky(Nil,-1(R)), ¢ estd bien definida.

PABO,

e © es homomor fismo:
o([I+ At + I+ A1)
(I+At)® (I+ At

O )
A1)+ (5 1))

([I+( A@A)])
:[(Rn+ 790AQBA’]
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= (B )] + [(B™, o 0)]
donde la ultima igualdad es porque tenemos la sucesién exacta
0 - (Rna ()OA) i) (Rn S Rm> SDA@A') L (Rm> SOA') - 0

es decir, tenemos el siguiente diagrama con renglones exactos tal que (3)
y (4) conmutan:

0 R" ' - Rr@ Rm—= R™ 0
wl B) Papa l 4) © 4 l
0 R" ' sR"@R™—T" R™ 0

(3) R* 5 Rr @ Rm 2224, Ro gy g

TH@)H(’S 2) (oz_;(r)):<z4a;)1(7")>

Por otra parte,

%

Rn‘»”_f“)Rn R ® R™

r s Aal(r) ( Aa 1) )

Por tanto (3) conmuta.
(4) B" @ R™ = g™ 24 pm
( " ) 2 AaTi(ry)
T2

Por otra parte,

’

R"®R™ Faos R"® R™ i B
()= (3 %) () = (428 e

Por tanto (4) conmuta.

® © es isomor fismo:
Definimos el inverso de ¢ por

¢ : Ko(Nily-1(R)) — NK®(R)
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[(R", )] — [I + Al

Es claro que ¢ es la inversa de ¢.

® ¢ estd bien definida:
Ya probamos arriba que [(R", pa)] + [(R*, ¢o,)] = [(R" @ R*, pac0, )]
donde [(R*, ¢o,)] es cero en Ko(Nil,-1(R)). Entonces

O I(R" el + (R ¢0,)] ) = O (R @R ac0,)] ) = nei (A0
1055 ) =G =05 2)+(5 )
=[5 )= 1 1))

= [(In + At) @ L)) = [(In, + At)] + [1i] = [({, + At)]

Por tanto ¢( [(R", )] + [(R*, ¢0,)] ) = &( [(R",4)] )
Concluimos que ¢ esta bien definida.

e ¢ es aditiva en sucesiones exactas:
Supongamos que
[(R™, 04,)] = [(R™, pa,)] + [(R™, pa,)]
entonces tenemos una sucesion exacta corta de R—modulos libres
derechos:

0— (R™,0a,) = (R™,a,) = (RB",04,) = 0

es decir, tenemos un diagrama conmutativo con renglones exactos

0 Rm 51 R B2 R 0
PAy J/ (5)  pa, l (6)  pag l

0—= R1 — s R — s pra ——

(5) = paB = Bipa, = (Ao (Br))a™" = (BilA)a™
= AQOé_l(Bl) = BlAl

(6) = QOASBQ = ﬁQQOAQ = (A3Oé_1(Bg))Oé_1 = (BQ]AQ)Oé_l
= A3Oé_1(Bg) = B2A2

Expresando lo anterior en términos de matrices tenemos el diagrama
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conmutativo:
0 fm a1 (B1) e a~1(Ba) Rna 0
A l (7 Az l (8) A3 \L
0—=Rm —— gra — 2 pm )

el diagrama conmutativo anterior implica que tenemos el diagrama
conmutativo siguiente:

B1 BZ

0 — (Ra[t])™ (Ralt])"
I+A 1t |~ (9) 1+A2tlg (10) I+A3tlg

00— (Ra[t])™ —— (Ra[t])"> —2— (R, [t])"™ —0

En efecto,
e (9) conmuta:
(I + Agt)By = By + AstBy
= B; + AgOé_l(Bl)t
= By + By A;t pues (7) conmuta
Por tanto (9) conmuta.

e (10) conmuta:
(I + Ast)By = By + A3tBs
= By + Agoz_l(Bg)t
= By + By Ast pues (8) conmuta
= By(I + Ast)
Por tanto (10) conmuta.
el diagrama anterior y la definicién de K;(Proj(R.[t])) (ver Definicién
1.3.2) implican que

[((Ra[t])™, T+ Agt)] = [(Ra[t)™, I + Art)] + [(Ra[t])", I + Ast)]

y dado que tenemos el isomorfismo (ver Teorema 1.3.4)

o

Ki(Ro[t]) — Ki(Proj(Ralt]))

[+ Ajt] — [((Ralt])™, I + Ajt)]
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para j =1,2,3
= [[ + Ast] = [I + Ast] + [ + Ast] en Ki(R,[t])
Por tanto
O [(R™,pa,)] + [(R™, 04,)])
)

= Cb( [(Rn2> Q0A2)]

— I+ Aof]

= [I + Ait] + [I + Ast]

= o([(R™,0a,)] ) + ¢([(R™,04,)] )

Por tanto ¢ es aditiva en sucesiones exactas y concluimos que ¢ es
isomorfismo. O

2.2 El homomorfismo de transferencia ..

Si n es un nimero natural fijo y ¢, : R,[t"] — R.[t] denota la inclusién de
anillos entonces tenemos el homomorfismo inducido (¢,,). @ K1 (Ra[t"]) —
K, (R,[t]). El proposito de esta seccién es construir un homomorfismo de
transferencia ¢ : K;(R,[t]) — Ki(R.[t"]) para cada ntmero natural n.
Veremos mas adelante que dicho homomorfismo de transferencia tiene ciertas
propiedades que nos seran utiles para probar el teorema principal de este
capitulo.

Observacién 2.2.1. Dado n € N y dado un polinomio cualquiera p(t) €
R, [t] siempre es posible completar p(t) con ceros y suponer que es de la forma
p(t) = Zfﬁo a;t’ para algin k € NU{0}. Ademds p(t) puede descomponerse
en la siguiente sumatoria:

p(t) = S0 ait?
= aOnton + alntln + a2nt2n + - a/(k—l)nt(k_l)n -+ akmtk”
+a0n+1t0n+1 + aln-|-1151n+1 + a2n+1t2”+1 + -4 a(k—l)n+1t(k_1)n+1

+a0n42t"" 2 + @12t A+ G924 gyt

tln—l—(n—l) t2n+(n—1)

+a'0n+(n—1) tOn—i—(n—l) + A1n+(n—1)
t(k—l)n-i—(n—l)

+ A2nt(n-1)

+ A Q-1+ (n—1)

= aot™" + aint" + aznt™ + - - gtV + agt*
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+(a0n+1t0n + a1n+1t1n + a2n+1t2" 4+ -4 a(k—l)n+1t(k_1)n)t

+(A0n 12t + Arngat!™ 4 onpot® + -+ a1yt FTI)E2

+(a0n+(n—l)t0n + afln-l-(n—l)tln + af2n+(n—1)t2n

4+ 4 a(k—l)n+(n—1)t(k_l)n)tn_l

Es decir,
kn i
p(t) = > il ait
k—1 in kn k—1 in k—1 in\ytn—1
= (Disg @int™ + apnt™) + (D01 10 Qinprt™)t + - +(D20 Qi+ (n—1) 1" )"

O
Usando la observacién 2.2.1 probaremos el siguiente

Lema 2.2.2. Sea n € N entonces R,[t] es un R,[t"]—mddulo izquierdo libre
de rango n, es decir, Ry[t] = Ry [t"] @ - - - @ R,[t"] donde R,[t] tiene por base

-

'
n—uveces

al, t, 2, ..., t"L
Demostracion: Definimos

Ra[t] i) Ra[tn] b---D Ra [tn] por
Zfﬁo aiti
= (g @int™ + et SV g t™, S i a1y t™)

e p es homomorfismo de R,[t"]—mddulos izquierdos:

(D imgait’ + X img bit') = w(D il (ai + b))
k—1 mn k—1 wmn
Zi:O (ain+2 + bin+2)t DRI Zi:o (ain-i-(n—l) + bin—i—(n—l))t )

Por otra parte,

Pl ait’) + (3277, bit!)

k—1 ; k k—1 i k—1 ; k—1 ;
(Zi:o aintm _'_aknt n’ Zizo ain—i—ltma Zi:O ain+2tm7 R Zi:o ain—i—(n—l)tm)
+
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(Zf:_(} bmtzn + bkntknu Zf:_ol bin—l—ltinv Zf:_(]l bin+2tin7 sy Zk ! bzn—i— (n— 1)t2n>

(Zz 0 a'zntm_‘_a'k tkn_l'Zf (}bzntln_‘_bkntkn Zf ()1azn+1tm+zz 0 zn—l—ltln
Zf olam+2t”‘+22 o Dingot™, . Zf:o Qint(n—1)t" +Zi:0 Dint-(n—1)t"™)

Por tanto ¢ es aditiva.

Ahora,

nm kn 7
rt SD(ZZ 0 a; it ) L ‘ b1 '
= rt"m(Zf 01 Ant™ + a;mtk”, Zi:_(]l Qin1t™, D g Qingal™, ...,
k—1
Zz =0 azn—i—(n l)t )

— ( tnm(zf Olamtm + a/kntk )7 rm Zf:_(]l ain+1tin rm ZZ o am+2t7,n 7
rtvm ZZ o Gint(n-1)t"™)

k—1 k—1 ; k—1
= (3 Mt " A Tt g B S T 1 8 Y T gt
k—1
2:2 0 Ttnmam—l-(n l)tzn)

= (X5 ra ™ (a4 ra”

nm
(ay,
Zk Ol’f’Oé nm (ain+2>tnm+in’ o Zk tnm-‘,—zn)

)tnm—l—kn ZZ 0 ,r,a—nm(ain_’_l)tnm—i-in’
1
0 ra

o (azn—i- (n—1) )

Por otra parte,

nm ) kn nm i kn —nm nm-+1
p(rt Zz oait’) = (D2 Sy rt"Mait’) = (3l ra (a;)t™™*)

Note que si p(t) = cot™™ + cit"™ 1 + -+ 4 ¢t entonces podemos
escribir p(t) como

p(t) = (Contnm—i—On + Clntnm—i—ln 4+ ckntnm—}—kn)
+(Con+1tnm+0n+1 + Cln+1tnm+1n+1 + -+ C(k—l)n+1tnm+(k_l)n+l)
_l_

tnm+0n+(n—l) +Cln+(n—1)tnm+1n+(n_1)
tnm—f—(k—l)n—i—(n—l))

+(Con+(n-1)
+ o Clk—1)n+(n—1)

Es decir, si p(t) = Zf:o cit"™ T entonces

p(t) — Zz o Cmtnm—I—m + Cn tmn—f—kn + Zz o Cint1 tnm—l—in-‘rl
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4.4 Zf:_()l Cin+(n_1)tnm+in+(n—1)
Lo cual implica que
kn nm-+1

p(p(t) = (3o, cit™ ™)
— (Zf:_()l Cintnm+in+ckntmn+kn’ Zf:_ol Cin+1tnm+in> . Zf:_ol Cin+(n—1)tnm+in)
por tanto,

kn —nm nm-+1
p(2isgra " (@)t ™)

= (0 ra ™ (@) e ), Y o ),

k-1 —nm nm-+in k—1 —_nm nm-+tin
Yoo T (@i )T Yy 0T (i (-1 )T
Hemos probado que ¢ es homomorfismo de R,[t"]|—mddulos izquierdos.
Definimos el inverso

Rolt") @+ & Roft"] -2 Ryt

2= (3000 aimt™ + apnt™, 2070 Ginat™, 3 Gy (e tT)

—

(g @int™ + @nt®™) + (3070 Ginat™)t + - + (X5 Ging(nonyt™)t" !
= Zfzo a;t’

(Note que cualquier elemento x € R,[t"] ® --- @ R,[t"] puede escribirse en
dicha forma).

e ¢ es homomorfismo de R,[t"]—mddulos izquierdos.

(w1 + x2)

(b( (Zf:_(} aintin + akntkna Zf:_(]l ain—l—ltina SR Zf:_()l ain—i—(n—l)tin)
(350 bint™ + bent™, S50 binat™, L. 30 bint+(n-1)t"™) )
= &( (Zf:_ol(gm + bin )™ + (g + brn )t S0 (@it + iy )E™,
-1 in
< Zi:o (am+(n—1) + bm+(n—1))t ))

= Zf:_ol (@in + bin )™ + (agn + bkn)tkn + (Zf:_ol (@int1 + bing1 )2
+ .4 (Zf:_(]l (am+(n_1) + bin-i—(n—l))tzn)tn_l

_|_
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= 2@+ bt = ¢(a1) + ¢ (x2),
Por tanto ¢ es aditiva.

Ahora,

rt"mo(z)
= rt"™( (Zf Olamtm_'_ak tk")+(z ain+1ti )t+(zz 0 am+2tm)t2+‘ T
k—1
+(Xico Gint(n-1)t™)t" )

Por otra parte,

(rt"™x)

= (rt" (L g aimt™ + @™, Y00 Ginaat™, 30 Ginguenyt™) )
a (Zz o QT (g )t 4 m‘"m(akn)t"m%n’

S T (@ )E Y AT ™ (i () ) )

_ (Zk_()l ,,,.a—nm( n)tnm—l-m + Ta—nm( )tnm—i-kn

+ D T (@ g ST e ST T (@ () )

= (ZZ 0 rt"mamtm + rt"ay,, tF + ZZ T 1

T+ Z =0 Tt azn+(n—1)tzn+(n 1)>

Por tanto ¢ es homomorfismo de R, [t"]—mddulos izquierdos.

® P =id, pp =id

90¢ (Zz 0 azntzn + akntkna Zf 01a2n+1tzn . Zf 01azn+(n 1)t7,n>
kn i
SO(ZZ 0 a'zt )

(Zz =0 azntln + ag tkna Zf 01a7,n+1t2n . Zf Ola'm—l-(n l)t n)

Por tanto ¢¢ =
kn i
(D iy ait’)
- ¢(ZZ 0 a'zntm + akntkna Zf 01azn+1tm . Zf ()lazn—l-(n l)t )
= ZZ o ait’
Por tanto ¢p =

Hemos probado que dado n € N, R,[t] = Ru[t"] @ - - - & Ra[t"] como
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R, [t"]—mddulos izquierdos. O

Sea i, : R,[t"] — R,[t] la inclusién. Entonces como mencionamos al
principio de esta seccién tenemos el homomorfismo inducido

(tn)s + Ki(Ralt"]) — Ki(Ra[t]).
Ahora definiremos un homomorfismo de transferencia
byt K1 (Rat]) — K (Ra[t"]).
Para esto primero definiremos un homomorfismo de grupos
i GLy(Ralt]) — GL(Roft")

de la siguiente manera:

Definicién 2.2.3. Sea B € GL,(R,[t]). Entonces definimos ¢;(B) = B
donde B es la matriz asociada a la composicion siguiente con respecto a la
base canonica:

,1)7-

(Ra[t])” == (Ralt])” = (Ra[t"]® @ Ra[t"])"

-1

donde (p71) = @71 x -+ x 7! r—veces y " = p X -+ X @ r—veces.

Lema 2.2.4. () : GL.(R,[t]) — GL,.(R,[t"]) es homomorfismo de grupos.

ngostmcio”n:
oB € M, (R,[t"]) :

Para demostrarlo debemos probar que la composicion anterior es una
transformacion R, [t"]—lineal:
Sean (1, ..., %), (U1, -, Ur) € (Ra[t"] @« -+ ® R,[t"])", sea y € Ry [t"].
([ (™)' @1 @) + (G- 5) ) 1B )
=¢"( [ (™)@, 2) +y(0™ ) (01, 9) |B )
pues (1) es R,[t"]—lineal.
=¢"( [ () (@, 0m) Byl (07) (7, %) 1B )
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=¢"( [ (@)@, m) 1By +y{ ¢ ( [ (¢) (i) 1B ) }

pues ¢" es R, [t"]—lineal.
Por tanto B € M,(R,[t"]).

o B e GL(Rot"]) :

Probaremos que B! es tal que BB~1 = id, B-1B = id
P (L () ([ (e (@) BT ) 1B )

J/
~\~
id

([ (™) (@1, 7) 1BTIB )
=o' [ (™) (@ nm) ] )
(

i, ..., @y ). Por tanto, BB~1 = id.
(| (90_1)T(v ¢ ([ (o) (@1, .02) 1B ) ) 1B7 )
id
([ () (@, 3) [BBTY)
e ([ ™) (@) ] )
= (&1, ..., ;). Por tanto, B-1B = id.

Por tanto «*(B) = B € GL,(R,[t"]).
o 1t GL.(R,[t])) — GL.(R,[t"]) es homomor fismo de grupos :

Sean A, B € GL,(R,[t]). Dado que ¢*(AB) = AB y i} (A)}(B) = AB
basta probar que las transformaciones R, [t"]|—lineales asociadas
coinciden.

La transformacién R,[t"]—lineal asociada a AB es

([ (@) (@,..,7) JAB )

La transformacién R,[t"]—lineal asociada a AB es

e gso‘l)r(v ([ () (@1, m) JA) ) 1B)

id

=¢"( [ ()@, 7) JAB )
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Por tanto ¢} es homomorfismo de grupos. O
e Observacion:
Sea B € GL,(Rult]) = ( o ) € GL 1 (Rult])
RIS __ B 0
= SOT—H( [ (SO 1) +1(I‘1, "'>$T’axr+1) ] 0 1 )

SHey

o (), o () o (Era) (

=" (e (@), e o @) B (Frga) )
=¢"( (™) (21, ... 7)) B, oo™ (Tys1) )
@' ( (
(

1))

T

xla"'afr))B7jT’+l )
T1y ooy Ty Tpgr ) = ((T1, oy Tp) B, Ty )

= (o) (00
=\ T1 0y Ty T 0 1

Por tanto,

.(B O\ (BO0O\ (B0 .
“\o1)"\o1) " {o1)
Teorema 2.2.5. ) : Ki(R,[t]) — Ki(R,[t"]) estd bien definido:

Demostracion: Dado que ¢} : GL.(R4[t]) — GL,.(R4[t"]) es
homomorfismo de grupos basta probar que ¢ (e;;(p(t))) es producto de
matrices elementales, donde p(t) € R,[t].

Primero demostraremos que dado a € R, ¢} (e;;(a)) es elemental:

Sea [ (T11, ooy T1n)s ooy (Tp1y vy Ton) | € (Ra[t"] @ -+ @ Ru[t"])"
(donde z;; € R,[t"]) entonces

[(1’11, ceeey Z’ln), ceny (ZL’rl, ceeny xrn)]

(="
_

[(x11 + @10t + -+ 210t™ ), oy (1 + Tyl + -+ Ty t™ ) |
(eij(a)
_—

[ (LL’H + ot + -+ l’lntn_l),
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...,£$j1 +xjpt+---+ l’jntn_l) + (xil + xpt + -+ xmtn_l)%,
entrada?—ésima

ooy (L1 + Tpal + A Tt ]

= [ (SL’H + ot + -+ Jflntn_l),
e (Tjtxppt+o Azt + (raatrpaa)t+ - ra” ™D (@),

ooy (1 + Tyl + -+ Tt ]

= [ (z11 + z12t + - - + 218" 1),
ey ( (SL’jl + xﬂa) + (l’jg + J}Z‘QOé_l(CL))t + -+ (.Z‘jn + SL’mOé_(n_l)(CL))tn_l ),

ooy (L1 + Tpal + Tt ]

T

o)
—

[($117 L12, * "y $1n)7
-1
oy (1 F xina, Tjo + T (a), ...
ey (1’7«1, Ty, oony LIZ‘ML>]
Sea C' la matriz estrictamente triangular superior definida por

1 0 a 0
[ 1 ] a”(a)
0 ' 1 0 ‘ a*(nfl)(a)

L T + T "V (a) ),

Entonces
[(1’11, ceeny Z’ln),...,(l'il,l’ig, ceeey [L’in),...,(l'jl, Z’jg,....

T11, T12, * 5 Tin)s - (Tj1TTnQ, Tjo+Tppa ~(a), ...
( ) (wj1+ + '(a)

oy (@1, T2y ooy X)) |

) zjn)a-">(xr1> ceey xrn) ]C

, Tintrma~ "D (a) ),
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Por tanto ¢! (e;;(a)) = C con C una matriz elemental.
Ahora demostraremos que ¢ (e;;(t)) es matriz elemental:

Sea [ (T11, ooy T1n)s vooy (Tp1y vy Tyn) | € (Ra[t"] & -+ & Ra[t"])"

(donde z;; € R,[t"]) entonces

[(1’11, ceeey Z’ln), ceny (ZL’rl, ceeny xrn)]

(™"

[(z11 + @iat + -+ 21,7, oy (T1 + Tat + -+ Tt™ ) |

(e (t)

R

[ (z11 + @1t + -+ - + 21, t" 1),

o (T F xjot + -+ ™)+ (Tt + 2t + 4 Tt"),
J J J

(. S/

Vo
entrada j—ésima

ooy (@1 F Tt + o Tt ]

= [ (SL’H + ot + -+ l’lntn_l),
ceny ( (SL’jl + l’mtn) + (SL’jQ + .Tﬂ)t + -+ (xjn + Sl?im_l)tn_l ),
ooy (@ F Tt + o Tt ]

T
&
N n
= [ (211, T12, * 5 Tin)s oo (Tj1 F Tint™, Tjo+Tia, -+, Tjn + Tin—1 ),

oy (@1, T2y oy ) |

Sea D la matriz estrictamente triangular superior definida por
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1 0
) |
0 1
) 0 0o 1
1 0
0 1 tn (1]
1 0
1
0 1
- 1 0
0 ( )
0 1
Entonces
[ (@11, ooy D)y ooy (Tits Tizy ooy Tin)y ooy (Tj1y Tj2s vy Tjn)y ooy (Trty oy Ty) | D
(1,11’ Tig, e, xln)v ,( Tj1 —Fl’mtn, Zj2 + T, o, Tjn +xi,n—1 )7
oy (X1, Ty2,y oy Tyn) |

Por tanto ¢} (e;j(t)) = D con D matriz elemental.

Ahora veamos que ¢ (e;;(p(t))) es producto de matrices elementales donde
p(t) € Ralt]:
(€ (p(1))) = e (eij(ao+art+- - +aqt?)) = i (ei;(ao)eij(art) - - - €;5(aqt?))
y dado que e;.(at') = e;j(a)e;r(t)ei;(a) teu(t) ™ parak £ iy k# 5
y €ik(tl) = €Z‘k(tl_1t) = €ij(tl_1)6jk(t>€ij (tl_l)_lejk(t)_l para k # 1 y k # j
y ¢ es homomorfismo de grupos, concluimos que ¢ (e;;(p(t))) es producto
de matrices elementales.

Por tanto ¢} : K1(R,[t]) — K1(R,[t"]) estd bien definido. O

2.3 Propiedades del homomorfismo ;.

En esta seccién demostramos dos lemas relacionados con el homomorfismo
de transferencia ¢} definido en la seccién 2.2. Estos lemas seran utilizados
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para demostrar el teorema principal de este capitulo en la siguiente seccion.

Lema 2.3.1. Sea B € GL,(R,[t"]).
Entonces 1% 0 (1,),([B]) = [B®a Y(B)@® - ®a~ (D).

Demostracion:
Note que B = By + Bit" + By(t")* + - - - + B,(t")"

Sea [ (Z11, «oey T1n)y vooy (Tp1y voery Tyn) | € (Ra[t"] @ -+ @ Ru[t"])"
(donde z;; € R,[t"]) entonces
[(1’11, ceeey Z’ln), ceny (ZL’rl, ceeny xrn)]

(™"
—_—

[ (w11 + 22t + -+ l’mtn_l), oy (T ot + -+ + l’mtn_l) ]

OB,

(@11 + 2ot + -+ 21t ), s (@1 F Tt + o+ Tt ) B
(xlh Y le) + ('le’ e xT?)t + o + ('Tlrn ceey xrn>tn_1 )B

[
= (
= (211, -, T1)B+ (T12, .o, Tp2)tB+ -+ (T1n, ooy T)t" B
= (211, -, 1) B+ (212, oy Tp2)a (B4 A (21, oy Tpn)a” @B
Llamemos z a la dltima igualdad.

Note que
a (B) = a By + Bit" + By(t")* + - - - + B,(t")")

= a7 (Bo) + a7 (Bt + a7 (By)(t")* + - + a7 (B,) (1))
Entonces a™*(B) € M,(R,[t"]).
Por tanto
(ZL’ll, ceey Irl)B ( a[ ])T, (ZL’lg, ceey ZE'TQ)CY_I(B) S (Ra[tn])r’ ceey
(@10, woey @)™ ""V(B) € (Ralt"])".

Entonces

©"(z)

= [ (211, ooy 1)B, (12, ...y T0)a Y (B), ..., (T1n, ..., :L'm)a_(”_l)(B)]
Sea T; = (215, ..., &) Vj=1,2,,..., n.

Entonces
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B 1 0
(Z1, Toy vy Tp) o (B) .
0  a-tm1(B)
= (11B, Toa"Y(B), ..., T,a~ " D(B))
Por tanto
B 1 0
sownmy - ||
0 a~(=1(B)

= [B®a YB)®---®a~ ™ Y(B)] para [B] € K1 (R,[t"]). O

Lema 2.3.2. Sea v € NK{(R) un elemento fijo. Por el lema 2.1.4 tenemos
que x = [ + Nt] con N € M, (R) para algin r € N y ¢} = 0 para algin
n € N. Entonces:

(a) o ([1 + Nt]) = M donde M es la matriz de bloques siguiente

1 N 0 0
0 1 a™'(N) 0
M =
0 0 1 a ™ I(N)
a” (N0 0 1

(b) Sea A la matriz de bloques estrictamente triangular inferior (y por

tanto elemental) dada por
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1 N 0 0
0 1 o Y(N) 0
A —
0 0 1 a~("2(N)
0 0 e 0 1
Entonces MA™! es estrictamente triangular inferior y por tanto
elemental.
Demostracion:
(a)
Sea [ (11, vy Tin)y vy (Tr1y coory Tpn) | € (Ra[t"] ® -+ ® Ry [t"])"
(donde z;; € R,[t"]) entonces
[(.TH, ey .leln), ey (1’7«1, ey $rn)]
(=)
e

[(x11 + @10t + -+ 200ty oy (1 + Tyl + -+ Ty t™ ) |

()I+Nt)
e

T+ Tt 4 2™ ), (T F a4 2 t™Y) [+ NE)

[ (

=[(z1 +zpt+ -+ 2" ), o (1 + Tpat + -+ Tt |+
[(x11 + @10t + -+ 210t Y, oy (1 + Tpot + -+ 2t [NE
(xlh “eey x?‘l) + (‘T127 ceey ITQ)T' + -+ ('TITH teey xrn>tn_1 )+
(ZL’ll, ceey xrl) + (I‘lg, ceey l’rg)t + -+ ($1n> ceey l’rn)tn_l )Nt
(xlla sy xrl) + (,I’lg, sy $r2)t + -+ ($1n> () $rn)tn ! )_I'
L1y oeey xrl)Nt + ($12, ceey l’rg)tNt + -4 (QTln, ceey l’rn)tn 1Nt

(xlla sy xrl) (,I’lg, sy $r2)t+ S ($1n> () $rn)tn_1 )_I'
(SL’H, ey ZL’Tl)Nt—i-(SL’lQ, ey LUT2>OZ_1(N)t2—|—"'—|—(SL’1n, ey :L’m)of("_l)(N)t"

= ( (211, o, Tp1) + (T10, ooy Tpn)a”PTD(N)E)
+((l’12, ceny LL’TQ) + T11y «eny SL’M)N)t
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+--- (('Tlnv ceey xTTL) + ('Tl,n—lu ceey xT,n—l)a_(n_z)(N))tn_l

or
-—

( (ZL’ll, ceey xrl) —+ (I‘ln, ceey Z'Tn)(l/_(n_l)(N)tn s
(125 ooy Zp2) + (211, ooy To1)N,
e (@ o Bon) + (@rpts s Trnor)a (N )

Sea T; = (15, ..., ;) Vi=1 2, ,..., n.

Entonces
1 N 0 0
0 1 a~1(N) 0
(Z1, T2, T3y ++., Tn_1 Tn)
0 0 1 a~(=2)(N)
a= (=D (N 0 e 0 1

= ( (IH, ceey xrl) + (l’ln, ey :L’m)of("_l)(]\/')t" s
(12, -y Tr2) + (211, ooy To1)N,

co (@1, ey Tpn) F (Tt e :E,,yn_l)a_(”_m(N) )

(b) Sean N, B las matrices de n bloques

0o N - 0 0
0 0 a}(N) .- 0
N =
0 0 0 a 2(N)
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0 0O -~ 0 0
0 0 0 0

B =
0 0 0 0
a" DN 0 - 0 0

Note que N =0, A=1+Ny M =1+ N + B.

Dadoque A=1+N = A1=1-N+N?+ .-+ (=1)"IN"1

= MA'=(I+N+B)(I-N+N?+... 4 (=1)"IN" 1)
=1+ BI— BN+ BN?+ .-+ (—=1)""!BN"!

Tenemos
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0 0 0 0
0 0 0 0
BN =
0 0 0 0
0 a~(=D(N)"N . 0 0
0 0 Na~1(N) 0
0 0 0 a " H(N)a"2(N) 0
N? = a~(=3)(N)a~("=2)(N)
0 0 0 0
0 0 0 0
=
0 0 0 0
0 0 0 0
BN? =
0 0 0 0 0
0 0 a~ (=D (Nt Na—1(N) 0 0
0 0 0 Na Y(N)---a~(=2)(N)
0 0 0 0
Nn—l —
0 0 0 0 0
N 0 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
BNn—l —
0 0 0 0 0

0 0 0 . a~(=D(N)"Na~ Y (N)---a~("=2)(N)
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Entonces
0 .. 0
MA=' =1+
a—(n—l)(N)tn 0
0 0
0 o~ (=D(N)"N 0
0 0
+
0 0 a " D(N"Na~Y(N) ... 0
0 0
0 0 0 a " D(N)"Na"Y(N)a"2(N) ... 0
0 0
N (_1)"—1
0 0 0 o am (DN Nam Y(N) -+ - o~ ("2 (N)
Por tanto
1 0 O 0
0 1 0 0
MA-! = 0 0 1 0
a; Qa9 as Qp,
donde



38 2. NK7{ no es finitamente generado.

a, =1+ (=1)""1

y donde

b=a " D(N)"Na ' (N)---a~™2(N)

Pero

b=a " D(N)" Na=(N)---a~"2(N)
— a_(n_l) (N)a_n(N)a_(n""l) (N) e a_(n+(n_2)) (N)tn
=a ™D Na Y (N)a"2(N)---a= " D(N)) =0

Por tanto M A~ es estrictamente triangular inferior. O

2.4 Demostracion del teorema principal.

En esta seccién aplicaremos los resultados de las secciones anteriores para
por fin concluir con la demostracion del teorema 2.4.5, el principal teorema
de este capitulo.

Usando el lema 2.3.2 de la seccién 2.3 probamos la siguiente

Proposicién 2.4.1. Si NK{(R) es finitamente generado entonces eziste un
entero ng tal que tf (NK{(R)) =0 VYn > ny.

Demostracion:
Usando (a) y (b) del lema 2.3.2 tenemos que ¢} ([I + Nt]) = [M] =
[MA~Y[A] = 0 para N tal que ¢% = 0. Suponga que NK®(R) es
finitamente generado como grupo abeliano.

Sea { [I + Nit], ..., [I + Nst] } un conjunto de generadores de NK¢(R).
= 3 ny, ..., ,n, tales que Py ==y =0

= ([+Nit]) = - =1y ([[+Nt]) = 0. Seang = max{ ny, ..., ,n, }.
Note que n > ng = ¢}, = --- = ¢y, = 0 (pues la composicién de
cualquier homomorfismo o~ "—lineal con el homomorfismo cero es cero).
= ([I+Nit]))=0Vi=1, ..., sy¥Vn>n;g.

Por tanto existe un entero ng tal que ¢ (NK¢(R)) =0V n > ny. O

Definicién 2.4.2. Sea R anillo con 1. o : R — R un automorfismo de
anillos. Sea M un R—mddulo derecho. FEntonces definimos a(M) como
el R—mddulo derecho tal que aditivamente a(M) = M y la multiplicacion
escalar estd definida por mxr = ma(r) YVm € M, Vr € R.



4. Demostracién del teorema principal. 39

Lema 2.4.3. Sea ¢4 : R* — R"™ un homomorfismo a~'—lineal. p, de-
fine un nuevo homomorphismo o '—lineal de o '(R™) en o Y(R™) el cual
denotaremos de nuevo por . Entonces tenemos un diagrama conmutativo

a ' (R") == a”}(R")
Pa(a) R
(entonces [ (R™), pa] = [(R", ¢aia))] en Ko(Nila1(R)) )
Demostracion: Sea 1 la composicién determinada por el siguiente diagrama
@ RY) s ot ()
Rn Rn
Note que a~! : R" ——— o~ }(R")

7 a‘l(rl)

T a(ry)
. . -1 .
son isomorfismos R—lineales y recuerde que @4, @q(a) son a~ —lineales.

v pa:a ' (R") — o }(R") es tal que

r r1 at(ry)
— Aa™! =A
Tn T a~Y(ry)
Entonces
T at(r) a=2(ry)
aoproa~t | 1 [ =aps : =alA
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a2(ry) T

Por tanto la matriz asociada a la composicién ¢ = ao @ 0a™! es a(A),
es decir, ¥ = @q(a)- O

Usando el lema 2.4.3 obtenemos el siguiente resultado el cual es la versién
algebraica del teorema de Mather [19].

Lema 2.4.4. Sea R anillo con 1. Entonces (NK{(R))* = NK{(R).

Demostracion: Por el lema 2.4.3 y el teorema 2.1.5 (b) el siguiente diagrama
conmuta

Ko(Nily—1(R)) —— NKY(R)

agll la*

Ko(Nily—1(R)) —— NK%(R)

[(R", 04)] —  [1+41

. |-

(@™ (R"),0)] = [(R", paca)] —— [+ a(A)]

(la igualdad en el diagrama esté dada por el lema 2.4.3 y los isomorfismos de
los renglones estan dados por el teorema 2.1.5 (b).)
Ahora por [11], Proposicién 10, pag. 202. tenemos que

( Ko(Nila-1(R)) )™ = Ko(Nilo-1(R)).
Por tanto o ([/ + At]) = [ + At] en NK{(R). O

Nota: Adn no sabemos si el siguiente teorema es cierto para cualquier anillo
R con 1. Farrell [10] demostr6 que el teorema 2.4.5 es cierto para cualquier
anillo R con 1 en el caso o = Id. Ahora procedemos con la demostracion del
teorema principal de este capitulo:
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Teorema 2.4.5. Sea R = ZG donde G es grupo finito. Sea o : G — G
automorfismo de grupos.
Si NK{(R) # 0 entonces NK{(R) no es finitamente generado.

Demostracion: Suponga que NK¢(R) # 0y que NK{(R) es finitamente
generado. Por la proposiciéon 2.4.1 existe un entero ng tal que ¢; =0 en
NK¢(R) Yn > ny.

Dado que R = ZG con G finito = Aut(G) es finito y como o € Aut(G)
= Imy # 0 tal que ™ = id = o*™ =id V k € NU {0}.
Entonces tenemos un isomorfismo de anillos

Ro[t] = Ryimoi[t] = Ro[tF™+1] V ke NU {0}
Ahora usamos el siguiente teorema debido a Dirichlet ( [26], teorema 4.5 ):

Teorema: Sean a,b € Z tales que (a,b) = 1. Entonces {a+kb}>, contiene
una infinidad de primos. O

Por tanto {kmg + 1}, contiene una infinidad de primos.

Como estamos suponiendo que NK{(R) # 0 y es finitamente generado
como grupo abeliano, dado cualquier primo p que no aparezca en la
descomposiciéon de NK{(R) dada por el Teorema fundamental de los
grupos abelianos finitamente generados ( [13], teorema 9.3, pag.
92.) tiene la propiedad de que la multiplicacién por p es inyectiva en
NK¢(R). (Salvo un ntimero finito de primos, todos tienen la propiedad
anterior).

Entonces existe un primo p con las siguientes propiedades:

e La multiplicacién por p, p( ) : NK{(R) — NK{(R) es inyectiva.
e p = kmg + 1 para algin k£ € N.
e D >ny

Sea [[4+Nt] # 0 en K;(R,[t]). Dado que por el lema 2.4.4 «, es invariante
en NK¢(R)y p(): NK{¥(R) — NK{(R) es inyectiva, tenemos que

0#p( [+ Nt])
=[(I+Nt)@a {(I+Nt)& @ a V(I +Nt)]
— [+ N)@I+a (Nt @ &I +a @ V(N)t]
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N 0
a”'(N)
= | I+ y t | € NKY¥(R) < Ki(R,t])
| O a_(p_l)(N)
[ N 0
a”'(N)
= | I+ | € Ki(Ra[tF])
i 0 a_(p_l)(N)
I+ NtP 0
a I+ Ntr)
I 0 a~P=D(] + NtP)

=[(I+Nt")da Y (I+Ntt)®---da P V(I + Ntr)]

=130 (tp)«( [{ + Nt*] ) por el lema 2.3.1.
Por tanto ¢5 o (1,)+( [I + Nt?] ) # 0 con p > ng, por otra parte

(tp)«( [+ Nt'] ) =[I + Nt*] € NKY(R)

(pues si €, : K1(R,[t]) — Ki(R) es el homomorfismo inducido por la
aumentacién €(t) = 0 entonces €,([/ + Nt?]) = [I]| para [[ + Nt?] €
K(R,[t])). Y por la proposicién 2.4.1 esto es una contradiccion. O

Nota: Vale la pena mencionar que con los argumentos de la prueba del
teorema 2.4.5 podemos facilmente obtener un resultado mas general que es
el siguiente:

Teorema 2.4.6. Sea R cualquier anillo con 1 y sea o : R — R cualquier
automorfismo de anillos de orden finito. St NK{(R) # 0 entonces NK{(R)
no es finitamente generado como grupo abeliano. ]



CAPITULO 3

NEK Z(CpxpgCy) ) es trivial, 1 < 1.

El objetivo principal de este capitulo es probar el teorema 3.6.1 que afirma
que si el orden de un grupo G es un primo o el producto de dos pri-
mos distintos entonces NK{(ZG) = 0 para cualquier automorfismo
a:G — Gy para todo i < 1.

3.1 Notacion.

En esta seccion damos algunas definiciones y observaciones que necesitaremos
a lo largo de este capitulo.

Sea Z el anillo de los nimeros enteros.

Sean C,, Cy los grupos ciclicos de orden p y ¢ respectivamente con p y ¢
primos distintos. C, es generado por o, C, es generado por 7.

Observacién 3.1.1. Note que Z2C, = Z[z]/(x? — 1). O

Sea (, raiz primitiva p—ésima de la unidad.

Sea Z(, el anillo de enteros en Q[(,]. (Entonces Z(, estd definido por el
cociente Z[z]/(1 +x + - -+ 2P71)).

Sea G x5 C el producto semidirecto de los grupos G'y C, respecto a
un automorfismo de grupos [ : G — G, a veces también denotaremos al
producto semidirecto por G' <, C,;, donde ¢ es el homomorfismo de grupos

43
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Definicién 3.1.2. Sea 3 : G — G un automorfismo de grupos. Definimos
el anillo torcido de grupo del anillo ZG en el grupo ciclico C,, (ZG)s[C,], de
la siguiente manera: aditivamente, (ZG)g|Cy| = (ZG)[C,] y la multiplicacion
en (ZG)s|Cy| esta definida por la condicion

(9:7")(g;m) = g:B7"(g5)7"™  gi, 9, € G; 77, 70 € Oy
Observacion 3.1.3. Note que tenemos un isomorfismo de anillos

Z(G % Cy) = (2G)p[C]

(9,7") — g7’

3.2 Cuadrado de Rim.

El siguiente resultado es clésico, al cuadrado cartesiano del enunciado del
lema 3.2.1 se le conoce como cuadrado de Rim ( [20], pdg. 29). Las técnicas
utilizadas para probar el lema 3.2.1 seran generalizadas para obtener nuevos
cuadrados cartesianos en las secciones 3.3 y 3.5. Estos cuadrados cartesianos
tienen una sucesion de Mayer-Vietoris asociada a ellos, lo cual sera el punto
clave para demostrar el teorema principal de este capitulo.

Lema 3.2.1. FEl siguiente es un cuadrado cartesiano

ZC, 2~7(, donde o+>(, esdecir, f(o)—> f(¢)
V2 l lsoz; wzl IAM wzl 1@4
Y3 Y3 —  R—
Z7——F, l—1 F) = f(1)

donde estamos suponiendo que f(c) = ag + ayo + -+ + a,_10P7t, es decir,
f(x)=ap+arx+ -+ a,_12P7, es decir, f(z) es tal que 0 < degf(z) < p.
(note que tenemos el homomorfismo ® : Z[x] — ZC,).

f(x) = f(o)
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Demostracion:
® ¢, : ZC, — Z(, es homomorfismo de anillos.

Sean f(0) =ag+ajo+ -+ +a, 1077, g(o) =by +byo+ -+ b, 107!
p1(f(o) +9(0))

=@ (ag+ao+ -+ ap 107+ (b + byo+ -+ by_10771))

=1 (ao +bo) + (a1 +b1)o+ -+ (ap—1 + bp_1)o?™ 1)

= (ag +bo) + (a1 +b1)G + - + (ap-1 + b 1) G

Por otra parte,

A0 +arlo@) 1
- (G'O + ale + -+ a’p—lep_ ) + (bO + ble + - _‘1_ bp—lgpp_ )
= (CLQ + bo) + (CLl + bl)Cp + -+ (Clp_l + bp_l)Cpp_

Por tanto ¢, es aditiva.

Ahora,

o1( (a;io®)(bjo?) ) = p1(abjo™). Seak =i+ j = k=pm+r
con 0 <r < p—1 entonces o'/ = o"

= p1(abjo”)

= a;b;Gy”
Por otra parte,
©1(a;o")p1(bjo?) = a;¢," b;¢7 = ab; G = ab;¢," pues recuerde que
tenemos un isomorfismo de grupos < ¢, >5 C,

G

Por tanto ¢; es homomorfismo de anillos.

® ¢y : ZC, — Z es homomorfismo de anillos.
pa2( flo) +g(0))
=@ (ag+aro+ -+ ap_10°7 )+ (bg + bo+ -+ by_10771))
= a( (ap +bo) + (a1 + b1)o + -+ + (ap_1 + bp_1)o?™ 1)
= (ap +bo) + (a1 +b1) + - - + (ap—1 + bp_1)
Por otra parte,
p2( f(0) ) +p2(g(0)) =(ao+ a1+ -+ ap1)+ (bo+ b+ +bp1)
Por tanto @9 es aditiva.
Ahora,
pa( (a;0")(bjo?) ) = pa(asbjo"™) = pa(aibjo”) = a;b;
Por otra parte
pa(aio)p(bjo’) = aib;
Por tanto ¢s es homomorfismo de anillos.
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® ¢3: 7 — [, es homomorfismo de anillos:
3(21 +2) =21 + 20 = 21 + 2o = p3(21) + p3(22)
p3(2122) = 7z = 2122 = p3(21)p3(22)
Por tanto ¢3 es homomorfismo de anillos.

® ¢4 :2¢, — [, es homomorfismo de anillos:
Primero veamos que ¢, esta bien definida como funcién:
Supongamos que f((,) = g((,) donde
flx)=ay+arx+ -+ ap 1277, g(x) = by + byx + -+ b,_yaP"
= f(¢y) — 9(G) =0=p(z) = f(x) — g(x) tiene a (, como raiz y
grado(p(z)) < p—1= (1+z+- - +2P 1) |p(z) = p(x) = c(1+z+- - -+2P!)
donde c es constante y p(z) = (ag—bo)+ (a1 —b1)z+- -+ (ap_1—bp_1)xP™*
= ¢ =(ag—by) = (a1 — b1) = -+ (ap-1 — bp1)
= Qg :bQ—I—C, ai :bl+C,... Ap—1 :bp_1+c.

=i f({))=ao+ar+-ap_1=(bo+c)+(b1+c)+ -+ (b1 + )
=bo+bi 4+ +by1+pc="bo+bi+-+b1=a(9(¢))
Por tanto ¢, esta bien definida como funcién.

Veamos que ¢4 : Z(, — [, es homomorfismo de anillos:
ea( f(G) +9(¢))
= 904( (aO + algp +o+ ap—lgpp_l) + (bO + blgp +oot bp—lgpp_l) )
= a( (a0 +bo) + (a1 +b1)G + - + (ap1 + bp-1)G" )
= (ap+bo) + (a1 +b1) + -+ (ap_1 + by_1)
Por otra parte,

Pa( f(Gp) ) +0a(9(G) ) = (a0 + a1+ -+ +ap1) + (bo + by + - +bp—1)
por tanto ¢, es aditiva.

Ahora, ’ - L
©a( az‘CpZ bijj ) = 904(agbijZ+]) = 904(aibijT> = a;b;
pa(aiCp')pa(b;Gp’) = aibj = ab;

Por tanto ¢, es homomorfismo de anillos.

Claramente el cuadrado conmuta.
El producto fibrado de anillos del diagrama siguiente

P - 7¢,

zZ 2 F,

estd definido por
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P={(zf(Q) €ZxZg|z=f(1)enF,}
={(2,f(()€ZxZ{ | z= f(1)+ kpparaalgink € Z }

={ (P +kp, (G) € ZXZG, [k € Z, f() € Z[z], grado f(x) <p—1}
Entonces existe un tinico homomorfismo de anillos ¢ : ZC), — P que

hace conmutar el diagrama siguiente

Es decir ¢ : ZC,, — P esta dada por
flo) — (@2(f(0)), 1(f(0)) ) = (f(1), f(G))

e ) : ZC, — P es isomorfismo de anillos:

e ¢y : ZC, — P es inyectiva:

Suponga que ¥(f(c)) =0 donde f(z) =ag+a; + - a,_ 12/~ "

= 0=19(f(0)) = (@2(f(0)), ¢2(f(0)) ) = (F(1), F())

= 0= f(1) = f((y) = (p esraiz de f(x) con grado f(x) <p—1

= (1+z+--+22Y)|f(zx) = flx) =c(l+ 2+ -+ 2P donde c es
constante. = f(1)=cp=c=0= f(z)=0= f(o)=0

Por tanto v es inyectiva.

e 1) :7C, — P es sobre:
Sea ( f(1)+kp, f(¢y) ) € P. Definimos F(z) = f(z)+k(1+z+---+2P ")
= F(o)= f(o)+ k(1 + 0+ -+ oP7!) aplicando el homomorfismo .
= $(F(0)) = (a(F(0)), ¢1(F(0)))
= (@2f(o) + k(L +o+-- 4+ ), pi(f(o) + k(L + 0+ -+ 0"71)))
(2(f(0)) + p2(k)pa(l+ 0+ +0771)),

p1(f(0) +er(k)er(1+ 0+ +0771)) )
= (f(1) +kp, f(Cp)"i"k(l‘i‘Cp"‘"""Cpp_l)
= (FQ) +kp, 7G))

Por tanto v es sobre.
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Entonces ¢ es isomorfismo de anillos y concluimos que el cuadrado es
cartesiano. O

3.3 Primera generalizaciéon del cuadrado de

Rim.

En esta seccién generalizaremos el cuadrado de Rim del lema 3.2.1 de la
seccion anterior.

Sea C, = C, un automorfismo de grupos.
o 0°
-1
Entonces a~! estd dado por C, =— C, donde 7 es tal que (67)" = o
or— o’
« induce un automorfismo de grupos < ¢, >-—=< (, >
Cp — Cpa
-1
Entonces a~! estd dado por < ¢, >2 < Cp >
G — G
donde 1 < a, vy <p-—1.

Lema 3.3.1. Con la notacion anterior o induce un automorfismo de anillos:

2¢ ——— 1,
p—1 p—1
2 A6 D uG"
i=0 i=0
Demostracion:
e « estd bien deﬁm’do '
Suponga que ZZ 0 %Gy = f 01 2 ¢, demostraremos que
O‘(pfozzgp) ( zozzgp) )

= ()ZZCP = = 0 ng :>Z ( le)gplzo. Seaai:zi—zi
=D i La;G =0 = el pohnomlo Y ' a;x' tiene a (, como raiz.
= 1+z+-+aP 1)|Zzoaa?
= ap+amx+-+a, 2Pt =c(l4+x+---+2P7) donde ¢ es constante.
= C=Qqp =0a1 ="+ =0p_1
= f_ol aszai— ¢ p_ol pai

=Y P70 ¢,) pues < ¢, >5< (, > es isomorfismo.
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=c0=0

Portanto

0= asz = fol( Zz/)Cpm: zozzgp_ ZOZZCP
:a( ZOZZCP) ( zOZZCp)

Por tanto « estd bien definida como funcion.

e « es homomor fismo de anillos:

ol £(G) +9(6)) 1 1
= CM( (CLQ + (Ilgp + -+ Clp_lgpp_ ) + (bo + blgp + -+ bp_lgp”_ ) )
= al (ag +bo) + (a1 +b)G ++++ (apr + by )G )
= (ap +bo) + (a1 +b1)G* + -+ + (ap_1 + by1)P D
Por otra parte,

al f(G) ) +alg(G))
= (ag + a1G" 4+ + ap1 G 4 (b + 0iG" + -+ b1 PV
= (ap +bo) + (a1 + b)) + -+ + (ap_1 + by1)(P D
Por tanto « es aditiva.
Ahora, ‘

a( (aiGy')(b;67) )
= a( a;b;¢,"7). seak=i+j=k=pm+rcon0<r<p-1

= sz—l—] — Cppm—l—r — Cppmgpr — Cpr-

= a Q" ) = aibi¢"™
Por otra parte, ' . o
a( @G )a( ;G ) = (a6 (0,6 ) = aib; ¢ = a;b; ¢,

Por tanto o es homomorfismo de anillos.

e o es sobre:
p—1 i =1 ~iyy _
Sea >0 2:C," € Z¢, entonces a SV 26,7 ) = P 26,
Por tanto o es sobre.

® o es inyectiva:
supongamos que o aogpo + o F a1 ~1) =0, reordenando indices
tenemos que 0 = 317 a,¢," = Y073 b;¢,?
= by + byx + - + by_12P~! tiene a (, como raiz
= (14+z+-+aP YHe=by+ bz +---+b,_12P~! donde c es constante.
:>C:b0:b1:"':bp_1 = C=0p=Qa1 =" "= 0p1
= apQ," + a1l ot ap G =1+ G G ) =0 =0
Por tanto a es inyectiva.

Concluimos que « es isomorfismo de anillos. O
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Ahora procedemos con la generalizacién del cuadrado de Rim:

Lema 3.3.2. El siguiente cuadrado es cartesiano

(ZCy)alt] 2= (ZG)alt] X filo)t 2 X, FilG)E
Z[t] _%s, Fp[t] Zz fi(l)ti _¥s sztl
Es decir, tenemos
(ZC,)alt] =2 (2G)alt]
S filo)t — Y oi(fi(o)E

(2Cy)alt] —2— Z[t)
S L0t — X el fi(0))t

Z[t] —=— F,[t]

Zi zit! — Zz 903(zi)ti

(ZGp)alt]l —— F, ]
> fi( )t — > palfi( )

Demostracion:

o (ZC)p)ult] 2N (Z(p)a[t] es homomor fismo de anillos.
P X O + o)) = 61( S £(0) + i) )
=i filo) + gi(0) )t =32,(e1(filo)) + ¢1(gi(0)) )t
= 22 filG) + 9i(Gp) )t = 32, fil )t + 22, gi(Gp)E!

Por otra parte,

G1( 22 fil@)t ) + @1 (22, 9i(0)t' ) = 32, e (filo))t' + 32, p1(gi(0))t!
= fil Q)+ 229Gt

Por tanto ¢; es aditiva.

Ahora,
o1 filo)t' gi(0)t ) = i( filo) a7 (g;(0))t")
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o1

= @1( filo) a7(g;(0)) )t = p1( fi(o) ) pr( @ (g;(0)) )t
Si g;(0) = boo® + byot + - -+ + b,_10P~! entonces
pi(a(g;(0)) ) = 901( boo™" + 0107 4t by o)
= b0, + 1" e+ byt PTIT
donde la tltima iguladad tiene sentido pues si tenemos que 07" con
0<s<p—-1l,seak=sy=k=pm+r,con0<r,<p-—1
S 0 =0 = (o) =i ) = G = G = ¢
Por otra parte _
o p1(g5(0)) ) = a=( g5(6) ) = 95(C)
= 006" 01G" by P

Por tanto, ¢1( a7 (g;(0)) ) = a™*(¢1( g;(0) ) )

Por otra parte,

o1 filo)t' ) @1( gi(0)t ) = pu( fi(o) )t 1( g;(0) ¥
=@1( filo) ) a7 (o1 gj(o) ) )t

Por tanto ¢; es homomorfismo de anillos.

o (ZC)p)ult] LR [t] es homomor fismo de anillos:
Ga( 2o filo)t + 32 9i(0)t" ) = @2 32,( filo) + gil0) )t")
= > 2 filo) + gi(0) )t' = 3, (pa(fi(0)) + p2(gi(0)) )t
=Y oa(filo)t + 3, wal(gi(o)t!
P 32 filo)t ) + 22 325 9i(0)t")

Por tanto @, es aditiva.
Ahora,

ol FO g0 = eal (o) 0 (g ()P )
= pa( filo) a7 (g;(0)) )" = pa( filo) ) 2( a7 (gj(0)) )t
Note que wa( a(g;(0)) ) = wal _'(bo +bio+ -+ by_10P71))
= o bg + b0 + -+ b, 0PI —b0+b1+ “+ by
= g;(1) = w2( g(0) )
Por otra parte,
Ga( fi(@)t' ) Pa( gi(0) ) = ol filo) ) 02( gj(0) )
= 2( fi(o) ) p2( g;(o) )t

Por tanto, @5 es homomorfismo de anillos.
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o 7|t LZN »[t] es homomor fismo de anillos:
B3 Xzt + 30, 2t ) = @a( iz + 2t ) = 3, sl + )t
= 2i(wslz) + o3(2) )t = 2 szt + 22, 0s(2)t
= @3( 2zt )+ @3( 3 zt')
Por tanto @3 es aditiva.
Ahora,
@3( (zit')(2t) ) = @3 2zt ) = @3(2i2)t"" = 3(2i) p3(z)t"™
= 3(2)t" @32t = ps(zit') @s(z;t)

Por tanto ¢3 es homomorfismo de anillos.

o (Z(y)alt] 2N F,[t] es homomor fismo de anillos:
Pl 32 filG)t + 320 9i(G)t) = @a( 22,( fi(G) + 9i(Gp) ) )
=22 0a filG) + 9i(Gp) )t = 30, (alfi(G)) + algi(Gp)) )t
= 22 palfi( Q) + 32, @algi(G))E!
= 0a( 22 il Q) ) + (22, 9:(G)E)
Por tanto ¢4 es aditiva.

Ahora,

Ga( fil G 95(G)t7 ) = @al fi(Gp) @ (g(C))EH)

= a( fi(G) ) pala™(g;(¢p)) )t

Note que

904(a_i(gj(gp)) )Z_: @a( ™ (b + blgp ct by 1<pp_1) )

= a(bo+b1G" + o+ by G ) =bo+bi+ -+ by
= @a(bo +b1Gp+ -+ b1 G ) = pa( 9(¢) )

Por otra parte,

Ga( filGo)t ) @4 9;(G)E ) = pa( fi(Gp) )t pa( g5(Gp) I

= a( fi(G) ) pa( g;(Gp) )t

Por tanto ¢, es homomorfismo de anillos.

e Fl cuadrado es cartesiano:
Por la propiedad universal del producto fibrado tenemos que existe un
unico homomorfismo de anillos

U (ZCy)alt] — P
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que hace conmutar el siguiente diagrama donde P’ es el producto fibrado.

@6l

y donde 1 : (ZC,)u[t] — P’ esté definida por

> filo)t — (@2 X i)t ), @1( 22 filo)t' )
Note que

={ (X &t Z fz(Cp) ') € Z[t] x (ZGp)alt]
| @3( 20 2it" ) = @a( 22, fi( )t ) }
={(Xat', > fz:(Cp)tZ ) € Z]t] x (ZCp) 2]
| Doipa( 2 )t =32 pal fi(Gp) ) }
={( > zit, > filGp)t) € Z[t] x (Z(p)alt]
| Zi = p3(2i) = a(fi(Gp)) = fi(1) Vi }

° @D es inyectiva:

_( 2 fz( )t’

— (&S ), e, filo)t )

=Sl filo)t

) = S (o)

1(filo)) =0V i

= 0= (pal o). onFi2)) ) = (f(e) ¥ i donde 1 ZC, — P es cl
isomorfismo de la prueba del lema 3.2.1.

= fi(c) =0V i pues ¢ es isomorfismo.

= Z fZ( )tl = 0.

Por tanto 1 es inyectiva.

e ¢ es sobre.
Sea (), zit! > fi(Cp)ti ) € P = w3(2i) = @a( fi(Gp) ) ¥
=Zz=fi(l)enF,Vi=3k €Ztal que z; = fi(1) + kip Vi

= (> zit!, > fi(Cp)ti )= (22 fil) + kip )tia > fi(Cp)ti )
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Definimos Fj(x) = fi(z) + k(1 +x + -+ aP™) € Z[z]
= Fi(0) = filo) + k(1 + o +---+0"") € ZC,
)

= (3, Fy(o)t!
(@2( 22, Fi(o)t' ), ¢u( 32, Fi(o)t'))
(3202 Fi(o) ), 32, o1 Fi(o) )t')
(22 filo) + k(L + o+ + 0P 1))t
e filo) + k(Lo 4+ o))t )
(il filo) ) +palki) pa(l+ 0+ -+ 0P71) )t
il fio) ) +er(ki) pr(l+ o+ + 071t
= (35, Li() + kip )t Yo, filG) + k(L + G+ -+ QP )E)
= (2 (i) + kap )t 32, filGp)E)
Por tanto v es sobre.

Entonces 1 es isomorfismo y concluimos que el cuadrado es cartesiano.
O

3.4 NK(ZC,) es trivial, Vi < 1.

Aplicando los lemas 3.3.1 y 3.3.2 de la seccién 3.3 obtenemos el siguiente:

Teorema 3.4.1. Sea C, un grupo ciclico de orden p con p primo. Entonces
NK¢(ZC, ) =0YVY automorfismo de grupos a : C, — C, y ¥ i < 1.

Demostracion:

Note que en el lema 3.3.2 @1, po, @3, ¢4 son epimorfismos.

Entonces por el lema 3.3.2 y [20], teorema 6.4, pdg. 55, tenemos una
sucesion exacta

Ko(Fplt] ) = Ki( (2Cy)alt] ) — Ko ( Z[H] ) B K1 ( (ZGp)alt] ) — Ki( Fplt] ) —
que induce una sucesion exacta en los nucleos de las aumentaciones:
NKy(F,)—= NKY(2C,) —- NK,(Z)® NK{ (2 )— NK;(F,)—---

Dado que F,, Z, Z(, son anillos regulares entonces
0=NK;(F,)=NK/{(Z)®NK}(2{ )=NK,;(F,)Vi<1(][23],
pag.114). Por tanto NK{( ZC, ) =0V i < 1. O
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3.5 Segunda generalizacién del cuadrado de
Rim.

Para proceder a generalizar el lema 3.3.2 y de ahi generalizar el teorema 3.4.1
necesitamos el lema 3.5.1 y la observacion 3.5.2 siguientes:

Lema 3.5.1. Sea o : C, x, C = Cp X, Cy un automorfismo. Entonces

al C, x{e})=C, x{e}.

Demostracion:
Caso ¢ > p. En este caso siempre tenemos un producto directo:
¢ : Cy — Aut(C,) = Niicleo(yp) = 0 o Nicleo(yp) = C,
Si Nicleo(p) = C, entonces el producto semidirecto es el producto directo
C, x Cy y entonces o C, x {e} ) = C, x {e}.
Si Nicleo(yp) = C, entonces C, es un subgrupo de Aut(C,) = ¢ | (p—1)
lo cual no es posible pues ¢ > p — 1.

Caso p > q.
Usaremos el

Tercer teorema de Sylow
Sea G grupo finito y p | |G| entonces el nimero de p — subgrupos de
Sylow n, es tal que n, = 1(modp) y n, | |G|. O

Note que si |G| = pq entonces los p—subgrupos de Sylow son precisamente
los subgrupos de orden p.

Entonces 1, = 1(modp) = p| (n,—1) = n, =pk+1lconk >0yn, | pq.
Suponga que k > 0 entonces 1, = (pk+ 1) {py (pk+ 1)t ¢ (pues p > ¢
= pk+1 > q). Por tanto k = 0 = 7, = 1. Por tanto hay solo un tnico
p—subgrupo de Sylow = solo hay un tinico subgrupo de orden p y debe
ser Cp, x {e}. O

Observacién 3.5.2. Sea o : C, x5 C, = Cp, x5 Cy un automorfismo de
grupos, donde

Y Cy — Aut(Cy)

TI—>ﬁICpiCp

O"—>0'6
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Sia=(e,7) = (o*, ) para algin k, | € NU {0}, definimos
(@) C,—C,
T Tl
Note que siempre tenemos que 7' # e, asi < 7' >= C,. Por tanto (a)~*
es automorfismo de grupos. ]
Aplicando el lema 3.5.1 y la observacién 3.5.2 obtenemos la siguiente:

Proposicion 3.5.3. las funciones que definimos a continuacion son epimor-
fismos de anillos bien definidos y hacen conmutar al siguiente cuadrado:

(ZCp)slCoh)alt] == ((Z&)s[Col)all]
N
@Cal) 2= (FICDald
donde
P11 ((2G)plCql)alt] — ((2G)[C))alt]
>i(fo. i)+ +fq (o)t
— 2 (e1(fo,i(@)) T+ + o1(fo1,i(0))TITHE!
= 22 (fo,i(G) T + -+ fymr i(G) T HE
P2 ((2G)plCal)alt] — (2C4)alt]
>i(fo.i(o) T+ +fq (o)t
— 2 (02(fo,i(0)) T + -+ pa(fo1,i(0)) 71T E!
= >2i(fo, ()T + - +fq (DT
@3 1 (ZCy)alt] — (Fp[Cyl)alt]
Soi(z0, im0+ 2y, TN
> (@a(z0,)70 + -+ (24, )T T
=Zi<mf°+-~-+m7q‘l )t
o (@Gl ] (E,[CDalt]
2 i(fo,i(G)T0 + o fymr, i (G)TITHE
— 2_i(palfo, ol )) +ot a(femr,i(G) T
= (fo, () 70+ -+ fyr () 7071
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Demostracion:
Sean a(a ) = (02,7

Yo, 7)) = (07,7%) donde (07)* =0
() o’
'(0) = 0 dond (6)520

Sea a~ Yo% 1) = (ok, ') para algtin par k,

= 070", 7) = (o~ <o—0 n)? = (o, 7)(0*. ) = ("6 (%), 7¥)

(ngk(s 7_21) _ (ak(1+6l)’ 7_21)
a7 (00, 71) = (a7 (00, 7))7 = (HO" S E a0 i)

a;l(ao,rq—l) = (a—1(0077))q—1 _ (Uk(601+611+~~~+6(q*2>l) T(q—l)l)
Sea 6; = 0% 4+ 6 + .- + 50V Asi a7 (00, 7%) = (o0, 7).

Antes de continuar con la prueba de la Proposicion 3.5.3 necesitamos los
dos lemas técnicos siguientes:

Lema 3.5.4. la composicion ¢ o~ ¢p~!
Z(Cp Xp Cq) % Z(Cp Xp Cq)

e o

(ZC,)slCy] 22 (2C,)5(C]

estd dada por

(Zcp)ﬁ[cq] (Zcp)ﬁ[cq]

folo)T + -+ filo)T" + -+ fya(0) T
s Role ) L)) fya(o7) (oo

Demostracion del lema 3.5.4:

Sean fy(o) = Zf_ol aioo’ ..., fq (o) = Zf_ol ;410" entonces
¢ at o7 (V) aioo”)r® (Zz o Qig-10')TI7h)

_Cba_l( i= oazo(g ) + Zz 0 g1 (0, 771))

=0 (2= oazoa Ho', 7 + o tiga (o, 7))

¢ (X1 a0, 70) + -+ Zizo aig-107" (0%, 7)o (00, 7471 )
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= & (X0 aig(0™,70) + -+ T g1 (077, 70) (oM, rla- 1l )

= ¢ (10 aio(0",70) 4 -+ g tiga (070, 70700 )

= ¢ () aio(o™, 70) + -+ 30 ai’q_l(o.w—i-kéq,l’ a1y

=57 ()laz 00 Ot f_ol g gy 0RO ~a—1)

=( ‘:’:01 aio o0+ 4+ (D00 Olal o1 O RS ) =

= (X0 aio o)+ 4 (02 aig 1 07 (0RO )r(a !

= fo(0M)70 + -+ fy1(07) (M)l O

Denotaremos de nuevo por o~ ! al isomorfismo

¢ a1 ¢71
(ZCP>6[C¢1] - (Zcp)ﬁ[Cq]
del lema 3.5.4.

Lema 3.5.5. Sea g;(0)7? € (ZC,)5[C,]. Entonces

a”"(gi(o)7 ) = g;(0) (@)
donde z(r) es un entero que depende de r.

Demostracion del lema 3.5.5: Aplicaremos repetidamente el lema 3.5.4.
at(gi(o)r!) = g;(07) (™)
a*(gj(o)r!) = a ' (gi(o7)(d*) ")
= gi(07 ) (0 ()"
= g; (07 )(

E G +030) ) it
g0y ) = “‘E( g0 (o0 )
40"

)( O350 (o kéﬂz)TﬂS
)( k(8 +6m+)v+6ﬂz))7.413
i (

o7 )( “/+5317+5Jl2))7_]l )
k(8572 +8507+8;,2)7 )(Ukéﬂg)le‘*

o gi(0) ) =™ (g
- g(0™)(o
= g(0")(0

k(éj')/ +63l'y +4. 127+6j13))7-jl4

a™"(gi(o))
=g; (O"YT ) (O.k(éjl(lfl)'YT71+6jl(2—1) 77'72+~~-+5jl(7n71)71 VT7(7'71)+6jl(r71)VT77') )ler
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Sea Z(T) = 5jl(1—1)/7r_1 + 5]'[(271)77?_2 + -+ 5jl(r71)71fyr_(r_1) + 5jl(r—1)f)/r_r
Entonces a™"( gj(0)77 ) = g;(o7") (") 7" 0

Ahora continuamos con la prueba de la Proposicién 3.5.3:
o ((2Cy)slCy))alt] LN (2C,)alt] es homomor fismo de anillos:
Ga( 22, (fo, ()T + -+ fymr (o) TIT)E!
+22:(90,i(0)70 + -+ gg1,i(0)TITE)
= @ 225( (fo,i(0) +90,4(0)) 7 + -+ (fg-1,i(0) + gg-1,i(0))TI7H)E") )
(w2(fo,i(0) + 90,i(0))7" + -+ + a(fo-1,i(0) + gg-1,4(0)) 797 )E!

P2
=2
=>i(( @2(f0 i((0)) + ©2(90,4(0)) )7°
i(0)) )Tt
) )Tt
bt

(o
+ ot (el fe1,i(0)) + p2(gg-1,

( + - +S02(fq 12( )
+ 32 (walgo,i(@) 70+ - 4 pa(gg1,i(0)) T

—952( Zi(fo,z o) + + fo-1, Z( ) 1>tl)
+@a( Zi(QOJ(U)TO“""“’gq 1, Z( )TNt
Por tanto @5 es aditiva.
Ahora,

Po( (filo)T )" (g;(0)T9)t* )

o)T
)T a"(gi(o) ) )
= @o( filo)T" gj(07 ) (o kz(r))T]lrt”s ) por el lema 3.5.5.
) 5 gy (0 ) (@0 e )
) g; (075" (o= )7l s ) pues B 1 ZC, — ZC, es
rfismo de anillos. _ flo) — f(o°)
= 02(fi(0)) pa(g;(07"")) a(*=I )il yrets
= fz 1) g](l) 1 il yrts
— fz(]-) g](l) z—l—jlrtr—i-s

@2( fio)T't" ) Ba( gj(0)T7t" )
= (pa(filo))7't") (pa(g (o))t )
RO ) (0P
Tt ar (g](l)ﬂ s
) & (Tj)tr—i-s

’:h

Por tanto @5 es homomorfismo de anillos.
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e Tenemos un isomor fismo de anillos
(Z¢p)5C4] - (Z¢y)5(C4]

Jo(Go)T0 4 -+ FilGo)T A+ fuma(G)rt!
s fo(G)TO 4 -+ Fi(GGNG )T+ (G (M) ra

Note que estd bien definido pues Z¢, o, Z¢, es homomorfismo de anillos.
f(&) — F(G7)
Veamos que (Z(,)s[Cy] o, (Z¢,)[C,] es homomorfismo de anillos:
a ((fi(G)™) (9:(G)T7) )
= a7 ( fi(G) BT (gi(G)) T )
= a_l( fz(gp) gj(Cpéz)THj )
= f:(¢") gj(Cp‘;i”) (R T+ pues Z¢, o, Z¢, es homomorfismo de

anillos. f(G) — f(G)

Por otra parte, ‘ ‘
a”( fi(Cp>Ti6) a~'(g;(G)T7) 25( FGMG™ )T ) (9;(G7)(G ) )
= f(GMIG") BT 956G )rtH! .
= £(GGH) g6 )G )T pues 711 Z¢, — Z¢, es

isomorfismo de anillos _ f(&) — f (Cp‘5 )
= [l (GG (G )r
= £i(G7)g5(G7% ) (GO ri
= fi(CpV)gj(prl)(Cpké”j)T(i”)l pues
51’ + 5j5il — 50l + 511 S 5(i—1)l +(50l + 51l S 5(j—1)l)5il

— 50l + 511 ot 5(i—1)l _'_51'1 4 5(i+1)l et 5(i+j—1)l

= i+j
Afirmamos que Cpm = gp5j vV j=0,...,q— 1 entonces tendriamos la
igualdad. Lo cual se deduce de lo siguiente:

Considere N
a™t:C,xgCyp— Cp % Cy. Sean (o', 77), (6™, 7") € C, x5 C,

(
(oto™  7itn)

—1( O.i—i—méj’,rj—i—n )
(o™, 70)(o% 777 ) )
-1 az’+m6ﬂ"7_0 ) a—l( 0.077-j+n )
/ V70 (ROan UMY

I
—~0Q0 0 0 D0 0 R
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— ( O'(i"’_m(sj‘)’Y"'k(SjJrn, T(j+n)l )
— ( 0.2’y+m67’y+k6j+n’7_(j+n)l )

Por otra parte,
a (o, )a (o™, 1)

=a (o', 7")( 0% 7)) a (o™ 77 )( 0% 7))
(a7 '(a", 7 )a (0% 7)) (a (o™ 7% )a" (o 7))
(o, 70)( oM, 791) ) ((o™,7°)( oM 7))
( O.iwo.kéj’,rjl ) ( o.m'yo.kén’ 7_nl )
( O.iw—i-kéj’ 7_jl ) ( o.mfy—i-k&n’ 7_nl )

_ ( 0.i~/+k5j ﬁ—jl( O.mfy—i-k&n )77_(j+n)l )
(
(
(

iv+kS; k6, )69t j+n)l
ok G(my+ ).l Tl

i+ko; kb, )59 j+n)l
ot J+(m7t ) ; Tl

i+ k(8 +5,09 S _(j+n)l
gz'ﬁﬂr (6+ ){rlm'v | , Tl |
= (g HROGntmydT (1LY hues probamos antes que d; + 6,0 = 5,
Entonces debemos tener que _
( O.iﬁ/+m67~/+k5j+n’7_(j+n)l ) _ ( aiw+1?5j+n+m7531’7(j+n)l )
= o.i'y+m534/+k5j+n _ o.i'y+k5j+n+mfy5ﬂ
= o.m5j'y _ O.mwéjl

J jl .
= (o)’ = (") ¥ m=0,....p=1Vj=0....q-1
=0 =0""Vji=0,...,q-1
y dado que tenemos un isomorfismo de grupos C), —< ¢, >
o — Cp
8 6t .
=G =6 Vi=0,...,q—-1
-1

Por tanto (Z¢,)s[C,] —— (Z(,)5[C,) es homomorfismo de anillos.

e o~ ! es automor fismo de anillos:
a~! es inyectiva:
Suponga que

0= oGO+ -+ £G4+ fol1 (G (G )rla=D

= 0= fO(CpV) == fi(pr)(Cpkéi) == fq—l(pr)(Cpkéqil)
pues &' : C;, — C, es un automorfismo
T 7
Dado que (pMi #0Vi=0,...,q—1
= Ozfo(gpw) :"‘:fi(gpﬁg :"‘:fq—l(Cpﬁg N
= 0= fo(Gp) == filG) = = fo-1((p) pues a™' 1 Z(, — Z(, es

isomorfismo de anillos. f(G) = f(G7)
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-1

Por tanto a™" es inyectiva.

a~ ! es sobre:

Sea fo(Cp)™" + -+ + fo1(G) T € (ZG,)6(C)-
Considere el elemento fo(o)70 4+ -+ f,_1(0)77 ! € (ZC,)4[C,).
Dado que ™! (ZCp)ﬁ[C’q] - (ZC )5[C,] es sobre
= 3 go(o)T0 4+ - + g,_1(0)TT € (ZC,)5C,] tal que
_l’_

a( go(o)T°
Entonces

a_l( gO(Cp)T + ot Gg- 1(Cp)7_q_1 )
Por tanto a~! es sobre

o+ gg-1(0)77 ) = fo(o) T 4+ fyma (o)

= fO(Cp)TO +oot fq—l(Cp)Tq_l

Por tanto (Z(,)s[C,) —— (Z¢,)s[C ] es isomorfismo de anillos.

Note también que para (Z6,)5(C,
o™ (g;(G)T ) = g5 (var)(gka(r))Tﬂ"

—— (ZCp)ﬁ[Cq]

y note que para a~' : C;, — €, tenemos automorfismos inducidos

T Tl

-1 7C, — ZC,

200 ez T s % ez 70D

-1 t,C, — F,C,

Z_QTO—G—---mTq_l ,_)2—07-01_‘_...2(1—_

* ((ZCp)s[Co)alt] == (ZG)plCDal]

951( Zi(f07z’(0')7' + -+ fq—Li(U)Tq_
+35(g0,i(@)T0 + -+ g1, i(0) T

( 225 (fo,i0)

©1(90,i(0)) )TO

++ (¢

1(fo, Z(a>>f° +oor(foon
+ - +<P1(9q 1

= @1 2(foi(0) T + -+ fy,i(o) 7
J 4.

o1
=2

=>(( 901(f0 1(02)
>

Por tanto ¢; es aditiva.

Ahora,
o1 (fi(o)r)t" (g;(0)m9)t*)

fq 1, 2( ))+901(gq—

—1
c 4 gg1,i(0)TIE)

l

s homomor fismo de anillos:
l)ti

“#)

(@)+ a0 )0+ +

(91f00) + g0 )70+ -+ a( 1. s0) + gy s(@))7 )1
_I_

(fo-1.4(0) + gg-1,:(0)) 71" ) )

)it

i()) )re= )t
) 1
)T )E

(o
(o
)t )
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= @1( filo) g;j(o7") (o**F) I+ ) pues 1o vimos en la prueba de
_ “que @3 es homomorfismo de anillos.
= w1( fi(o) Jpr( gi(a7) )90.1('052(’“)51)72“”75”8
= filGy) gi(G7 7 )(G I )T e
= (G (gr(G)re)
= a1( (filo)T)t" )p1( g;(0)77)t" )
Por tanto ¢; es homomorfismo de anillos.
o (2C,)4lt] N (F,[Cy])alt] es homomor fismo de anillos:
3( 2220, o+ 2y I A+ D (wo, 70+ W, TIT)E)

s( 2 (20,5 +wo, )0+ + (2g—1,i + w1, )TN ) )

L os(z0 i +wo )0+ 4 @3(2g-1,i + Wy, )T )E
(((os(z0,4) + @s(wo, i) )70+ -+ (ws(zg-1,s) + 3(wg_y,s) )91 )t

(
(
’L( (ZO7 Z)T _I_ e + ()03(2:(1_17 Z,)Tq—l )tl '
> i a(wo, )70+ F 3wy, )TI )
= @3( 2 i(20,im° + o+ 21, T )
+@3( 20 (wo, im° + -+ F weg, T )

Por tanto @3 es aditiva.

®
P

2
2
2.

¥3
3

+

o3( (2T t’")(z TIE))
g03( (ZZT a~"(z )T )
= @3( zT" zj Tﬂ ")
= @3( zi
90 (22 ) i+l prts

(Zz)SO3( ) i+jl"tr+s
Por otra parte,

@3zt )ps( 2Tt )
= g03(ZZ> Ztr QOg( )Tjts
= ps(z) 7" a~"( 803(21)7’ e
= p3(2:)7" p3(z;)TI ¢+

= p3(2) p3(2))T s
Por tanto @3 es homomorfismo de anillos.

o ((Z2¢y)sCy))alt] N (F,[Cy])alt] es homomor fismo de anillos:
954( Zi(fo, z’(Cp)TO +oeee fq—l, i(Cp)Tq_l)ti
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+22i(90.1(G) 70 + -+ ggm1,i(G) T )
= Pa( 2o ((fo,ilGp) +90, (G704 (fom1,i(Cp) +gg—1,4(G))TIHE) )
>0l fo,i(G) + 90, ()T + -+ @alfy1,i(G) + ggor,i(G)) T )E
=2 ( @4(f0 i(Cp)) 4 #a(g0,i(Gp)) )7°
> i
>

+

“+ (palfy, Z(Cp)) + @a(gg-1,:(Cp)) )T~ ! )t

( (¢p) )
4((f z((c )) ot a(fy-1,i(Gp)) T 11 )t

¥
(¢ DT+t palga1,4(G)) T OE!

= @a( >, (fo, ()T + o fani(G) T l)tl )
+@a( 22:(90, Z(Cp)T +oe Tt gq—l,i(Cp)Tq_l)tl )
Por tanto ¢4 es aditiva.

)

@al (i) (g5(G)T)E )

Pa( fi(G)T" a7 ( y(C )T )
( . ( k‘z(?“))le prts )

Pa fz(Cp) B ( g](CP )( he )) )T ilgrts ) N

= @u( fi(G) 9567 NG D) T ) pues B 2G, — ZG, es

homomorfismo de anillos. | f(&) — F(G)
2a(£i(G) @algi(G7™)) pal¢p= )it gt

— (1) gg(l) 17.i+jlrtr+s

— 2(1> gg(l) TH—jlrtr-i-s

= fill) 7 a7 (g;(1) 77 )t
= fi(1) 7 g;(1) T3¢ TS
— Z(1) gj(l) i+jI" $rts
Por tanto ¢4 es homomorfismo de anillos.

Ademas el siguiente cuadrado conmuta:

(ZCp)plCoaltl =2 ((Z&)s[Co)alt]

SEQl l@;

(ZCpalt]  —F=  (F[Calt]
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en efecto;

(o, i(@)0 4 4 fam, i(0) T P S (fo, i (Cp)TO H - A fa1, i(Gp)TIT L8

o) o

S (fo, i(T0 4 fmr, s (M) TI 1)t —22 s S (fo, (1) 70+ -+ + fgo1, o(1) 7971 )t

y claramente @1, @2, P3, P4 son epimorfismos. O
Ahora procedemos con la generalizaciéon del cuadrado cartesiano del lema
3.3.2:

Teorema 3.5.6. ¢l cuadrado de la Proposicion 3.5.3 es cartesiano.

Demostracion: Por la propiedad universal del producto fibrado existe un
unico homomorfismo de anillos ¥ que hace conmutar al siguiente
diagrama:

((2Cp)slC4])alt]

(2Cy)all] P (F,[Cy))alt]

donde P’ es el producto fibrado. Es decir,
P = {(z,y) € (ZCy)a[t] x (Z()s[Cyl)alt] | Ps(z) = Paly)}
donde
= (20, im0+ 4 zgo T,
y =3 (fo,i(Cp)T0 + -+ foo, ()T
Tenemos que

@3(x) = Pa(y)
& @3> (20,m0 + o+ 2go i)
= 0a(20i (fo, s(G)T0 + -+ o, i(G)TITHE)
& 3(pa(z0,) 70+ -+ @alzgor, ) TITE

> 2i(0a(fo,i(CT + -+ @a(fo1,i(G)) T H)E
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P ={ (X((fo,i(1) +pko )™+ + (f—1.4(1 )+P kg1, z)z —ht!

 p3(20,)7" + -+ p3(2g1, )T
= ealfo, i(Cp))TO + o+ pa(fya, i(Cp))Tq_l Vi

& 03(20,1) = Palfo,i(G))s -+ p3(zg-1,4) = a(fa1, () Vi
<jW,i:fO,z‘() ' Zg1,i = fqo 1@()en[FPVZ"

& 2, = fo,i(1 )—I—p ko iy v2q-1,i = fq1,i(1) + kg1, Vi
Por tanto,

S ot (GO far ()T D) € (ZC)alf1 X (ZE)lCal)alt] }
Note que 1 : ((ZC,)s[Cy])a[t] — P’ esta definida por
z— (Ba(z), Pr(z) )

donde x = > (fo,i(0)T° + -+ + fyo1,i(0)TT )¢

e ) es inyectiva:

Suponga que ¥( > (fo ()04 [ i(o)TTHE ) =0

= Go (3 (fo,i(o)T0 4+ fymr,i(0)THE) = 0
P13 (fo,i(o)7° + +fq—1,z'(0')7q Ht') =

= > (a(fo,i(a)T0 + - + o fgmr,i(0)) 70! )t’ =0,
> (1 fo,i(0)T0 + o)) =0

(
T +901(fq—171(
)
)

= 0 = pa(fo, z(U; —g02(fq_1,z‘EU

0=¢1(fo,i(o ; = p1(fg-1,i(0)) Vi
0= (2 fo,i(0) ), ¢1( fo,i(0) ) ) =v( fo,i() ) s,
0= (w2 fo-1,i(0) ), e1( fo-1.i(0) ) ) = ¥( fo-1,i(0) ) Vi
Dado que ¢: ZC, — P es isomorfismo por la prueba del lema 3.2.1
= 0=foilo)="-=f1,ilo) Vi

Por tanto v es inyectiva.

),
)

e ¢ es sobre:

Sea
v = (2((fo.i(1) £ p ko, )7 + -+ & (fm1,i(1) + p kg, i) 7971,
D i(fo,i(G)TO A fomn,a(G)T T E ) € P

Definimos Fy ;(z) = fo.i(z) + ko, s(1+z +---+ 2P 1)

Fyqix)=fo1i@)+ker(1+az+-+aP)
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Ii]ntonces
(3 (Fo, ()70 4o+ Fymn ()77t )
= (2 (pa(Fo, (@) 70+ -+ @a(Fyor, i(0)) 771 )E,
> pr(Fo, (o) + -+ o1 (Fyr (o)) 70 )
=z
pues ya habiamos probado en el lema 3.2.1 que:
©a(Fo,i(0)) = fo,i(1) +p ko iy .., 02(Fy-1,i(0)) = famr,i(1) + D kg1,
@1(Fo,i(0) = fo,i(Gp), - - - p1(Fy—1,i(0)) = fo-1,:((p)

Por tanto el cuadrado de la Proposicién 3.5.3 es cartesiano. 0

3.6 Demostracion del teorema principal.

Usando los resultados obtenidos en las secciones anteriores procedemos ahora
a demostrar el teorema principal de este capitulo:

Teorema 3.6.1. Sea G = C, x5 C,. Entonces NK{(ZG) = 0V automor-
fismo de grupos a: Cp 3 Cy — C, xgCy y Vi < 1.

Demostracion: Recordemos que 3 es el automorfismo definido por el
homomorfismo

v : Cy — Aut(C))
T 3:C, =R C,
o+ o”
donde C), es un grupo ciclico de orden p, C, es un grupo ciclico de orden
q con p y g primos distintos.

e Caso Nicleo(p) = 0. (Caso torcido).
Por la proposicion 3.5.6 el siguiente cuadrado es cartesiano

(ZCy)s[Ca)alt] =2 ((Z&)slCo))alt]

@zl _ l@

(ZCalt]l  —"=  (F[C))al]

con @; epimorfismo V i =1, 2, 3, 4. Por [20], teorema 6.4, pag. 55,
tenemos una sucesion exacta
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K( (F,[C ])&t])HKl(((ZC>[ al)all])
— Ki((2Cy)alt] ) © Ki( ((26)s[Co))alt] ) = Ea(Fp[Col)alt] ) — -

que induce una sucesion exacta en los nicleos de las aumentaciones:
NE3(F[Cy] ) = NKT((Z2Cy)p[Cy] ) — NKT(ZCy ) & NKT( (2¢)5(Cy] )
— NEF(Fp[Cq) ) — -+

tenemos que

NK&(F,[C,] ) =0V i<2pues F,[Cy] es un dlgebra semisimple ( [6],
pag 13, teorema 4 (Maschke) y pag. 23.) y por tanto es un anillo regular.
NKX(72C,) =0V i<1por el teorema 3.4.1.

NK2((Z{,)5[C,] ) =0V i <1 pues (Z¢,)s]C,] es un anillo regular ( [15],
pag. 231).

Por tanto NK&( (ZC,)s(C,] ) =0V i <1y dado que (ZC))s[C,] =
Z(C, x5 C,) como anillos (observacién 3.1.3) entonces

NK(Z(Cyx5Cy) ) =0V i <1,

e Caso Nicleo(p) = Cy. (G =C, x C,).

El argumento es exactamente el mismo que en el caso torcido excepto que
hay que notar que también para el anillo (Z(,)[C,] en el cuadrado cartesiano
anterior tenemos que

NEF((ZG)[Cg)) =0V i<1

pero esto es consecuencia de que tenemos el siguiente cuadrado cartesiano

(ZG)Co)alll =2 (Z&g)all]

(Z2¢p)alt] — ((Z&)/(q))alt]

donde € y ¢ son tales que €(7) = 1, ¢(7) = (,. Note que los anillos Z(,, y Z(,
son regulares y dado que p y ¢ son primos distintos tenemos que (Z¢,)/(q)
es un producto de campos [16], por tanto también es regular. Tomando la
sucesion exacta correspondiente obtenemos que

NE“(Z6)[C,) =0V i< 1.



CAPITULO 4

Funciones de ensamble y teoria K.

En este capitulo dado un grupo G y dadas dos familias F C F de subgru-
pos de G retomaremos la construccién de Davis-Liick [8] para establecer un
homomorfismo de ensamble

Ap pom, (hocolim I*IK) — T, (hocolim IK)
’ O(G,F) O(G,F)

donde K es el funtor de Davis-Liick [8]. (Todos los resultados que se discuten
en este capitulo hasta llegar a la construccion del homomorfismo de ensamble
se encuentran en el articulo de Davis-Liick [8]). Una vez hecho esto tomando
F' = Fp, donde Fr es la familia de todos los subgrupos de G y tomando F =
Foe la familia de subgrupos virtualmente ciclicos de G podremos enunciar
la conjetura del isomorfismo [12] la cual afirma que el homomorfismo de
ensamble

Ar, F T <hocolim I*[K) — Ty (hocolim [K) = K, (ZG)
O(G,Fuc) o(G)

es un isomorfismo.

Una vez establecido todo esto, como aplicacion del teorema 3.6.1 obten-
emos el teorema 4.9.2 el cual afirma que si la conjetura del isomorfismo
se cumple para un grupo G tal que todos sus subgrupos finitos

69
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no triviales son de orden un primo o un producto de dos primos
distintos entonces tenemos un isomorfismo

Agy,.70 + 7 (hocolim I'K) — m, (hocolim K) = K, (ZG)
O(G,Frin) (&)

para todon < 1, donde F = Fy;, es la familia de subgrupos finitos de
G . Es decir, para todan < 1, K,,(ZG) esta determinado por los subgrupos
finitos de GG para un grupo G de este tipo.

4.1 Espacios y espectros sobre una categoria.

En esta seccion damos las definiciones basicas de espacios y espectros sobre
una categoria pequena C, definimos también el producto tensorial y damos
algunas propiedades sobre estos conceptos.

Definicién 4.1.1. Un espacio X covariante (contravariante) sobre la cate-
goria C es un funtor covariante (contravariante)

X:C— ESPACIOS

de C en la categoria ESPACIOS de espacios compactamente generados.

Definicién 4.1.2. Una aplicacion entre dos C—espacios X, Y covariantes
(contravariantes) es una transformacion natural p : X — Y.

Definicién 4.1.3. Sean X, Y C—espacios. Denotaremos por home(X,Y) al
conjunto de aplicaciones de C—espacios de X enY .

Observacioén 4.1.4.

home(X,Y) C [ M(X(c),Y(c)
c€0b(C)

Demostracion: Si X, Y : C — ESPACIOS son funtores covariantes, una
transformacion natural ¢ : X — Y es por definicion una coleccion

{o(e) : X(c) — Y(C)}c€Ob(C)

tal que para cada par de objetos ¢, ¢ en C y cada morfismo f : ¢ — ¢ el
siguiente diagrama conmuta
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X(e) 2% y(e)
X (f)l lY(f)
X&) 2y
es decir ¢ es una funcién
© : O0b(C U Y (c))
ce0b(C)
tal que p(c) € M(X(c),Y (c)) para cada objeto ¢ en C, esto es,
pe [ M(X(c).Y(0)
c€0b(C)
por tanto
home(X,Y) S [ M(X(c),Y ()
c€0b(C)
]

Definicién 4.1.5. Damos a home(X,Y) la estructura de espacio topoldgico

ddndole la topologia inducida como subespacio de

[I Mx(e).Y(e)

c€0b(C)

donde M (X (c),Y (c)) tiene la topologia compacto-abierta para cada objeto ¢

en C.

Definicién 4.1.6. Sea X un C—espacio contravariante y 'Y un C—espacio

covariante. Definimos su producto tensorial como el espacio topoldgico

X®cY:< 1T x( (c>)/~

c€0b(C)

donde (X (¢)(z),y) € X(c) x Y(c) se identifica con (x,Y (¢)(y)) € X(d) x
Y (d) para todo morfismo ¢ : ¢ — d en C y para todos los puntos x € X(d),

y € Y(c) tal como lo sugiere el siguiente diagrama
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¢c — X(c) xY(e)

¢l T X(8) l Y(9)

d — X(d) xY(d)

La propiedad principal del producto tensorial estda dada por el siguiente

Lema 4.1.7. Sea X un C—espacio contravariante, Y un C—espacio covari-
ante y Z un espacio topologico. Sea M(Y,Z) el C—espacio contravariante
cuyo valor en el objeto ¢ es el espacio de funciones M(Y (c),Z). Entonces
hay un homeomorfismo natural en X, Y y Z

T=T(X,Y,Z): M(X ®¢Y,Z) — home(X, M(Y, Z))

Demostracion: Solo probaremos que 1" es una biyeccién:

T se define de la siguiente manera:

Dada una aplicacion g : X ®¢Y — Z, para cada objeto ¢ en C debemos
definir una transformacién natural 7'(g). : X(¢) — M (Y (¢), Z) lo

cual equivale, por el teorema de la aplicacién exponencial ( [1],
teorema 1.3.2, pdg. 5 ), a definir una aplicacién X (c) x Y(¢) — Z la
cual se obtiene como la composicién

X()xY() — XYL 7

mas precisamente,

T: M(X ®cY,Z) — home(X, M(Y, Z))

T(9)c
T — g O T O ic(x7 —) : Y(C) Z CGOb(C)

donde gom,0i.: X(c) x Y(c) — Z es la composicién de aplicaciones

X xY(©) S [ X xY(e) = ( 1 x@© xy(c))/Nz X®cY Lz
ceOb(C) ceO0b(C)

Veamos que T(g) : X — M(Y, Z) es una transformacién natural, es
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decir, probaremos que el siguiente diagrama conmuta

X(e) 2% M(Y(e), 2)
X(f)T T( )oY (f)
T(g) s

X(¢) —= M(Y(¢),2)
donde f: ¢ — ¢ es un morfismo en C.

T(g9)c o (X(f)(x)) = gomeoic(X(f)(@), ) = g(X(f)(x),-)
Por otra parte,
T(g)y o Y(f) = (gomy oig(x, )oY (f)=gomyoig(x,Y(f)(-))
= 9(z,Y(f)(-))

pero g(X (f)(x),y) = g(x,Y(f)(y)) ¥ y € Y(c) pues (X(f)(z),y)
~ (z,Y(f)(y)) en X ®¢ Y. Por tanto el diagrama conmuta, asi T'(g) es
una transformacion natural.

Ahora definimos

T =T YX,Y,Z) : home(X, M(Y, Z)) — M(X ®¢Y, Z)

Se s : X QY — Z )
X(c) = M(Y(c),Z)}. —
(X 5 M Deeono -~ (o T o 2
para (z,y) € X(c) x Y(c).
Veamos que g, esta bien definida:
Sea f : ¢ — ¢ un morfismo en C.

Entonces (z,Y (f)(y)) € X(c') x Y(c') se identifica con
(X(f)(x),y) € X(c) x Y(c) como sugiere el siguiente diagrama

¢c — X(c)xY(e)

fl T X(f) l Y (/)

¢ — X(¢)xY(c)
donde z € X(c¢), y € Y(c).
Entonces g,(z, Y (f)(y)) = S (2)(Y (f)(y))

Por otra parte,
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9s(X(f)(@),y) = S(X(f)(x))(y)

Dado que el siguiente diagrama conmuta por ser .S una transformacién

natural
X(e) = M(Y(0),2)
X(f)T/ :, T(/
X(e) — M(Y(c), 2)
Concluimos que gs(x, Y (f)(y)) = gs(X(f)(x),y). Por tanto g, esta bien
definida.

Claramente Ty T1

asi definidas es una inversa de la otra, por tanto es
una biyeccion.

O
De manera analoga tenemos el siguiente

Lema 4.1.8. Sea X un espacio topologico y sean 'Y y Z C—espacios covari-
antes (contravariantes). Sea X XY el C—espacio covariante (contravariante)
definido de manera obvia. Entonces tenemos un homeomorfismo natural T

en X,Y yZ
T(X,Y,Z): home(X XY, Z) — M(X,home(Y, Z))

Demostracion: Solo diremos como se define T' y su inversa:
Definimos T por

o X — hOmc(Y, Z)
{X xY(c) = Z(c)}eeone) — < z = {Y(o) pelo), Z(c)}eeonc) )

Definimos 7~ por

o, L[ X XY — Ze
(X = home(Y, Z)) { (z,9) = o(x)(y) }CEQb(C)

O

Sea ESPACIOS, la categoria de espacios punteados. Recordemos que
los objetos en ESPACIOS, son espacios compactamente generados con

punto base tales que la inclusién del punto base es una cofibracion y los
morfismos son aplicaciones punteadas.
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Definicién 4.1.9. Un espectro E= {(E(n),o(n)) | n € Z} es una sucesion
de espacios punteados {E(n) | n € Z} con aplicaciones punteadas llamadas
aplicaciones estructurales o(n) : E(n) A S* — E(n +1). Una aplicacién
de espectros [ : E — E' es una sucesion de aplicaciones punteadas f(n) :
E(n) — E'(n) tal que el siguiente diagrama conmuta ¥n € Z

a(n)

E(n) A S? E(n+1)
f(n)/\[dsll Jf(nﬂ)
EmAS" 2% Bn+1)

Definicién 4.1.10. Los grupos de homotopia de un espectro E se definen
como el limite directo

mi(E) = colim 7 (E(k))

k—o0
donde el sistema ;1 (E(k)) estd dado por la composicion

Terk(B(k) 2 M (B(k) A SY) 225 o (B(k + 1))

donde s es el homomorfismo inducido por la suspension E(k) — E(k)AS!.

Definicién 4.1.11. Una equivalencia homotopica débil de espectros es una
aplicacion de espectros f : E — F que induce un isomorfismo en todos los
grupos de homotopia.

Definicién 4.1.12. Un espectro E es llamado €2 — espectro, si para cada
aplicacion estructural o(n) : E(n) A S' — E(n+ 1) su adjunta E(n) —
QFE(n+1)= M(SY, E(n+1)) es una equivalencia homotdpica débil de espa-
cios topoldgicos.

Definicién 4.1.13. Un C — espectro (C — 2 — espectro) es un funtor de C
a la categoria ESPECTROS (@@ — ESPECTROS) donde ESPECTROS
(QQ — ESPECTROS) es la categoria de espectros (Q — espectros).

Nota: Las nociones de producto tensorial y de aplicaciones entre C —
espacios que definimos anteriormente se extienden a C — ESPACIOS, de
manera natural, solo hay que reemplazar uniones ajenas | [ y productos carte-
sianos por productos A y productos V y aplicaciones por aplicaciones pun-
teadas. Todas las propiedades de adjuncién se siguen cumpliendo.
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Observacion 4.1.14. Un C — espectro E puede interpretarse como una
sucesion {(E(n),o(n)) | n € Z} donde E(n) es un C—espacio punteado y
o(n): E(n) — E(n+ 1) es una aplicacion de C—espacios punteados.

Demostracion: Por definicion de C—espectro E : C — ESPECTROS es
un funtor
E:C— ESPECTROS

¢c —— E(¢)

fl lE(f)
¢ —— E(c)
donde E(c) = {F(c)(n) € ESPACIOS, | n € Z},

{E(c)(n) A S* LdCION E(c)(n+ 1) | n € Z} son las aplicaciones
estructurales y donde E( f) tiene la siguiente propiedad respecto a o(c)(n):

E@m)AST 29 Be)n+1)
E(f)(n)Aldg: J lE(f)(nH)

E()n) A ST T B+ 1)

si fijamos n y hacemos variar ¢ € Ob(C) notamos que podemos interpretar
al C—espectro E como una sucesién {E( )(n) | n € Z} de C—espacios y a
las aplicaciones estructurales

{E()(n) AS? L4@IUN E()(n+1)|n € Z} como transformaciones
naturales, esto es, aplicaciones de C—espacios. Denotando por E(n) a
E( )(n) y por o(n) a o( )(n) el diagrama conmutativo anterior se traduce

en el diagrama conmutativo siguiente
Em)(AS 2% B+ 1))
B (1 | | B

o(n+1) 4

E(n)(c)ANS" —— E(n+1)(c)

Usando la observacién 4.1.14 podemos definir el espectro producto
tensorial.
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Definicién 4.1.15. Sea X un C—espacio contravariante y sea  un C—espectro
covariante. Definimos el espectro producto tensorial X ®¢ E por

(X ®¢ E)(n) = X @c E(n)

para cadan € 7
con aplicaciones estructurales definidas por la composicion

(X ®@cE)n)AS'=(X®c E(n)) AS' — X ®¢ (E(n) A SY)

T, X @c E(n +1) = (X @ E)(n+1)

donde la primera aplicacion estd definida por
(z@e)ANs—x® (eAs)

Observacién 4.1.16. Note que Id®oc(n) es continua en la definicion 4.1.15
porque el producto tensorial es funtorial y la primera composicion es un home-
omorfismo por lo siguiente:

Tenemos la siguiente composicion de homeomorfismos naturales que vienen
de las varias adjunciones donde Z es un espacio punteado:

M((X ®c E(n)) NS, Z)
M(X ®¢ E(n), M(S*,2)) por ser X @c E(n), S*, Z espacios.

L

L

home(X, M(E(n), M(S*, Z))) por el lema 4.1.7

1%

— home(X, M(E(n) A S, Z)) donde aplicamos que M(E(n), M(S', 7))
>~ M(E(n) ASY, Z) por ser E(n), S*, Z espacios y por el Teorema de
la aplicacion exponencial.

(X ®c (E(n) ASY), Z) por el lema 4.1.7

L

llamemos ¢ a la composicion de estos homeomorfismos.
Sea Z = (X ®¢ E(n)) A St entonces

Id: (X ®@ E(n))ANS* — Z
(x®@e)ANs +— (x®e)As

es continua en M ((X ®¢ E(n)) A S, 2)
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Por tanto,

o(Id) : X ®@c (E(n)ASY) — (X ®¢ E(n)) AS!
r®(eNs) — (x®e)As
es continua.

Ahora hacemos Z = X ®¢ (E(n) A S') entonces
Id: X ®@c¢ (E(n)ANSY — Z

es continua en M (X ®¢ (E(n) A SY), Z)

por tanto

e HId): (X ®@c E(n))AS* — X ®c (E(n) NS
(x®@e)ANs — z®(eNs)

es continua.

Por tanto la primera composicién es un homeomorfismo. O

4.2 La induccién F.X y la restriccion F*Y.

Dado un C—espacio X covariante (contravariante) y un funtor covariante
F : C — D construiremos un nuevo D—espacio covariante (contravariante)
llamado la induccién de X con F, F,X. También dado un D—espacio covari-
ante (contravariante) Y y un funtor covariante F' : C — D construiremos
un nuevo C—espacio covariante llamado la restriccién de Y con F, F*Y.

El objetivo principal de esta seccién es demostrar el lema 4.2.14 el cual
afirma que tenemos un homeomorfismo natural de adjuncion de espacios
topoldgicos

Dicho lema serd el primer ingrediente para construir el homomorfismo de
ensamble mencionado al principio de este capitulo.

Definicién 4.2.1. Sean C, D categorias un C—D—espacio es un CxDP —espacio
covariante donde DP es la categoria opuesta de D.
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Definicién 4.2.2. Sea F' : C — D un funtor covariante. Definimos el
D — C-espacio

morp(F(7),77) : D x CP — ESPACIOS
(d,c) —— morp(F(c),d)

sol T b l wo( )oF(v)

(d/,c/) —_— morD(F(c/),d/)

donde 7 € Ob(C), 77 € Ob(D) y hemos dado al conjunto de morfismos la
topologia discreta.

Observacién 4.2.3. Si fijamos dy € Ob(D) obtenemos el funtor contravari-
ante

morp(F(?),dy) : {dy} x C? — ESPACIOS
(do,c) —— morp(F(c),dy)

Idl T ¥ l Ido( )oF(v)

(do,c,) - morp(F(c,),do)

Es decir, obtenemos
morp(F(?7),dy) : C? — ESPACIOS

¢ —— morp(F(c),dp)
dJT l( JoF(¢)
;. — morp(F(c'),do)
]

Observacién 4.2.4. Si hacemos variar dy € Ob(D) obtenemos el D—espacio
covariante

morp(F(?),7?)®c X : D — ESPACIOS
do — THOTD(F(?), do) Re X

lso l@( )®Id
)

dol - morD(F(? ,dol) Xe X
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Note que

morp(F(?),dy) ®c X w)otd, morp(F(?),dy ) ®@c X

estd bien definida:

Tenemos que

morp(F(?),do) @c X = ( [T morn(F(e), do) x X(c)) / ~

donde (x, X (¢)(y)) € morp(F(c),dy) x X(c) se identifica con

(morp(F(?),do)(¥)(x), y) = (z0F(4)(y)) € morp(F(c'),do) x X (') tal como
lo sugiere el siguiente diagrama

¢ —— morp(F(c),dy) x X(c)

wT l Ido( )oF(¢) T X(¥)

¢ —— morp(F(c),dy) x X(c¢)
x € morp(F(c),dy), y € X(c).

Entonces (p( ) © Id)(z, X (¥)(y)) = (¢ oz, X(¢)(y))

Por otra parte, (o( )@ Id)(xoF(¢),y) = (poxoF(¢),y) = ((pox)o F(¥),y)
Por tanto ¢( ) ® Id estd bien definida. O

Ahora tenemos los elementos para dar la siguiente

Definicién 4.2.5. Dado un C—espacio covariante X y un funtor covariante
F : C — D definimos la induccion de X con F' como el D-espacio covariante
de la observacion 4.2.J

F.X =morp(F(7),77) ®c X
Definicién 4.2.6. Definimos el C — D—espacio
morp(??, F(?7)) : C x D — ESPACIOS
(¢,d) —— morp(d, F(c))
@J T P J F(p)o( )oy
(¢,d) —— morp(d,F(c))

donde 7 € Ob(C), 7?7 € Ob(D) y hemos dado al conjunto de morfismos la
topologia discreta.



2. La induccion F, X y la restriccion F*Y'. 81

Observacién 4.2.7. Si fijamos dy € Ob(D) obtenemos el C—espacio covari-
ante

morp(dg, F(?)) : C x {do} — ESPACIOS

(c,dy) —— morp(do, F'(c))

ng/ T Id J/ F(p)o( )old

(c',dy) —— morp(dy, F(c))

Sea X un C—espacio contravariante. Entonces andlogamente al caso covari-
ante (Observacion 4.2.4) obtenemos un D—espacio contravariante

X ®@cmorp(??,F(?7)): D — ESPACIOS

do — X Re mO’/’D(do,F(?))

wl T 1da(( )oy)

dy —— X ®@cmorp(dy,F(?))

Definicién 4.2.8. Dado un C—espacio contravariante X y un funtor covari-
ante F' : C — D definimos la induccion de X con F como el D—espacio
covariante

F.X =X ®c morp(??, F(7?))

Definicién 4.2.9. Dado un D—espacio Y covariante (contravariante) y un
funtor covariante F' : C — D definimos la restriccion de 'Y con F' como el
C—espacio covariante (contravariante) F*Y =Y o F.

Observacién 4.2.10. Si fijamos ¢y € Ob(C) obtenemos un D—espacio con-
travariante

morp(??, F(c)) : {co} x D — ESPACIOS

(co,d) —— morp(d, F(c))

Idl T ¥ l F(Id)o( Yoy

!

(co.d) —— morp(d, F(co))
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Es decir, obtenemos el D—espacio contravariante
morp(??, F(cy)) : D — ESPACIOS

d —— morp(d, F(c))

uﬂ l()ow

d —— morp(d/,F(co))

Sea Y un D—espacio contravariante. Entonces obtenemos el C—espacio co-
variante

morp(??, F(?)@pY : C — ESPACIOS
co — morp(??, F(cy)) ®@p Y

sol l (F(p)o( ))Id

’

g —— morp(??,F(c)) @p Y

O

Lema 4.2.11. Sea Y un D—espacio covariante. Sea F' : C — D un funtor
covariante. Entonces tenemos un homeomorfismo natural de C—espacios

morp(??, F (7)) @p Y — F*Y

Demostracion: Debemos probar que dados cg, ¢g € Ob(C) cualesquiera,
el siguiente diagrama conmuta donde los renglones son homeomorfismos
de espacios topoldgicos

(morp (77, F(?) @p Y)(eo) —— F*Y/(co)

(F(p)o( ))®1dl lF*Y(w)

(morp(??, F(?)) ®p Y)(cy) HT> F*Y (cq)

!
y donde ¢ : ¢g — ¢¢ es un morfismo en C.

Es decir demostraremos que el siguiente diagrama conmuta donde los
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renglones son homeomorfismos de espacios topolégicos

morp (77, F(co)) ®p Y HT> Y o F(eo)

(F(p)o >>®1dl lyop(@

H /
morp (7?7, F(cy)) @p Y % Yo Fle)

Primero probaremos que H,., es un homeomorfismo para cada objeto ¢
en C:

Tenemos que
morp (77, F(cy)) @p Y = ( H morp(d, F(cg)) X Y(d))/ ~
deOb(D)

Entonces definimos

(Hacono) moro(d, Fleg)) x Y(d)) [~ — ¥ 0 Fleo)
(d= Flo)y) = Yy

donde Y(f) : Y(d) — Y (F(c))-
Y definimos

VoF() — (Ilioyp mora(d Fle) x Y(d)) / ~
y e (Fle) 5 Fley),y)
e H estd bien definida:

Tenemos que (morp(?7, F(co))(¥)(z),y) = (xoth,y) ~ (z,Y (V) (y)).
Entonces

H(zot,y) =Y(zoy)(y) = (YV(z) oY (¥))(y) =Y (2)(Y(¥)(y))
donde la tltima igualdad es porque tenemos una composicién de funciones

entre espacios topologicos.
Por otra parte,

H(z, Y (@) (y)) = Y (@)(Y(¥)(y))
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por tanto H estd bien definida.

o J es continua: o ) ]
J es continua pues J es la composicién de funciones continuas

YoF(co) > [ morp(d Fleo)) x Y(d) = ( [T morn(d F(eo)) x Y(d))/ ~
deOob(D) deOb(D)

y = (Fleo) 25 Fleo)y) = (Fleo) 2% Fleo),y)

(7 es continua pues en general para W y Z espacios topoldgicos
i:Z — W X Z, z— (wy, z) es continua).

e H es continua:
Utilizaremos la siguiente

Proposicion 4.2.12. Sea X un espacio topologico de Hausdorff localmente
compacto. Sea Y wun espacio topologico. Entonces la topologia compacto-
abierta en M(X,Y') es admisible. (Es decir, la funcidn evaluacion e : M(X,Y )X
X —Y,(f: X —Y x)— f(x) es continua.) O

! o e
Sea H la composicion

[ morp(d, F(c)) x Y(d) Hoxtd, [I M), Y (F()) x Y(d) = Y(F(co))
deOb(D) deOob(D)

@5 Feo)y) — (@) 2 v (Feo)), )

entonces e es continua por la proposicion 4.2.12 y

s :morp(d, F(cy)) — M(Y(d),Y (F(co))), f+— Y(f), es continua
pues morp(d, F(cp)) tiene la topologia discreta para cada d € Ob(D).
Entonces

H' - H morp(d, F(cy)) x Y(d) — Y (F(co))
deOb(D)

(AL Fleo),y) — Y

es continua.

! . . /.
Dado que H es 1-valuada al pasar al cociente bajo ~, concluimos que H
es continua.

o HJ = Id:
HJ(y) = H(F(co) 2% F(co),y) = Y (Id)(y) =y, por tanto HJ = Id.
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o JH = Id:
JH(d L F(eo),y) = J(Y ())(w)) = (F(co) 5 Fleo), Y ())(v))
~ (morp(??, F(co))(f) (F(eo) <% Flco)),y) = (Fleo) <% F(co)) © f,y)
= (di> F(co),y) , por tanto JH = Id.

Concluimos que H,., es homemomorfismo de espacios topolégicos para
cada objeto ¢y en C.

Ahora probaremos que el diagrama que enunciamos al principio de la
prueba conmuta:

(Y 0 F(¢)) 0 Heo( (d 5 Fleo) @y ) = (Y 0 F(p)) (Y (/)(v))
Por otra parte,

H,o (F(p)o ()@ Id)( (dL Ple) @y)
= Hy((F(¢)o(d F(c)@y)

=Y (F(p)o f)(y)

=Y o F(¢)(Y(f)(y)) pues Y es un funtor.

Por tanto el diagrama conmuta. O

i . . !
Lema 4.2.13. Sean X, X C—espacios covariantes. Sea F': X — X una
aplicacion de C—espacios y sea Y un C—espacio contravariante. Entonces F
induce una aplicacion continua entre los espacios topologicos

YorX LY@ X

Demostracion: Dados ¢, d objetos en C y f : ¢ — d un morfismo en C,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

X(c) —£ X'(c)

X(f)l lX/(f)

X(d) 2 X'(d)

también tenemos los siguientes diagramas que nos determinan los
productos tensoriales Y ®¢ X v Y ®¢ X' respectivamente:

¢c — Y(ec) x X(c)

fl T Y(f) l X(f)

d — Y(d) x X(d)
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¢ — Y(e)x X (¢)

fl T Y(f) l xX'(f)
d — Y(d) x X'(d)

Definimos

veocx=( ]] Y(a)xX(c))/NL( [ YOxx'©)/~=Yecx

ce0b(C) ce0b(C)

(y,z) — (v, Fe(x))

para ver que F es continua, basta probar que F esté bien definida:
Tenemos que (Y/(f)(y), z) ~ (y, X (f)(x))

entonces F(Y(f)(y),z) = (Y (f)(y), Fu(x))
Por otra parte,

Fy, X(f)(@)) = (y, Fa(X(£)())) = (y, X'(f)(Fe(x))) donde la ltima
igualdad es porque el diagrama anterior conmuta.

Dado que (Y (f)(y), F.(z)) ~ (y, X'(f)(F.(z))) concluimos que F' estd
bien definida y por tanto es continua. O

Ahora ya tenemos todos los elementos para enunciar y demostrar el lema
principal de esta seccion:

Lema 4.2.14. Tenemos un homeomorfismo natural de adjuncion de espacios
topoldgicos
FX®@pY — X ®c F'Y

Demostracion: Por el lema 4.2.11 tenemos un homeomorfismo H de C—espacios
covariantes
H *
morp(??, F (7)) @p Y — F*Y

aplicando el lema 4.2.13 a H obtenemos un homeomorfismo inducido H

de espacios topolégicos, componiendo H con el homeomorfismo que hace
al producto tensorial asociativo obtenemos el resultado:

FX®pY = (X ®cmorp(??7, F(1) )®p Y = X ®c (morp(??, F(?))®p Y ) 25 X ®¢ F*Y

O
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4.3 El homeomorfismo de adjuncién.

El objetivo de esta seccién es demostrar el lema 4.3.3 el cual afirma que
dados F' : C — D un funtor covariante, X un C—espacio covariante y Y
un D—espacio covariante entonces tenemos un homeomorfismo de espacios
topoldgicos

home(X, F*Y) — homp(F.X,Y)

Este es el segundo ingrediente para construir nuestro homomorfismo de en-
samble.

Recordemos que segun la definicién 4.2.3 dado F' : C — D un funtor
covariante tenemos el D — C-espacio covariante

morp(F(?7),77): D x C? — ESPACIOS
(d,c) —— morp(F(c),d)
gol T P J po( )oF(¢)

(d,,cl) —— morD(F(c,),d/)

si fijamos un objeto ¢y en C obtenemos el D—espacio covariante

morp(F(c),??) : D x {cg} — ESPACIOS

(d,co) —— morp(F(cy),d)

wlTld lw()

(d,co) —— morp(F(co),d)
Definicién 4.3.1. Sea Y un D—espacio covariante. Usaremos el D—C—espacio
morp(F(?7),77) anterior para definir el C—espacio covariante

homp( morp(F(?7),77),Y ):C — ESPACIOS

¢o — homp( morp(F(cy),?7),Y )
) Thomp( morp (F(?),77),Y )(v)

!

co. — homp( morp(F(cy),??),Y)
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donde

homD( mOTD(F(cOI),??)7Y ) homp ( morp(F(?),77),Y )(v¢)

homp( morp(F(co),??),Y )
morD(F(col),d) e

Y (d) morp(F(co),d) —al2rW)),

Y(d)
0] [re) ——— 0] R
/ ’ T, ’ ’ T 1 (( )oF () ’
morp(F(co ),d ) d Y(d) morp (F(co),d ) -4 Y(d)

con ¢ : d — d morfismo en D.

Lema 4.3.2. Sea Y un D—espacio covariante. Entonces tenemos un home-
omorfismo natural entre C—espacios covariantes

F*Y — homp( morp(F(7),77),Y )
Demostracion: Sea ¢y un objeto en C. Definimos

F*Y(c)) =Y o F(cy) =  homp( morp(F(c),??),Y )

.o {morD(F(co),d) T y(a) }
(F(co) Zd)  — Y(9)(v) dEOB(D)

y definimos

homp( morp(F(cy),77),Y ") 2, F*Y(cg) =Y o

(co)
{morp(F(co),d) 2% Y (d)}aconpy — Treo)(Flco

F Co
19, F(ey))

~—

donde T(cy) : morp(F(co), F(co)) — Y (F(co)).
e pp =1d: Seay € Y o F(cg) entonces

morp(F(cy),d) 14, Y (d)
Pp(y) = ¢ { (F(co) g, d) — Y(9)(y) }deOb(D)
— Thien) (Flco) 2% F(Co)) = Y (Fleo) 2% F(Co))(y)
= 1ld(y) =y
e o= Id:

Sea {morp(F(co),d) S, Y (d) }acon(p) una aplicacién de D-espacios en
homp( morp(F(?7),77),Y ).
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po( {morp(F(co), d) 2% Y (d)}aconm) )
= o Sreo) (Fleo) 25 F(Cp)) )

:{ morp(F(co),d) 5 Y (d) }
(Fleo) L d) = Y(9)( Srieo)(Fleo) = F(C0)) f yeonm

Afirmamos que T; = Sy; en efecto, dado que S es una transformacién
natural el siguiente diagrama conmuta

morp(F(cy),d) & Y(d)
0] [v6)
SF(c

morp(F(c), F(co)) —2 Y (F(cp))

Entonces
Td(F(CO) L d)

= Y(9)( Sr(eo) (Flco) = F(co)) )
=S40 ( g(F(co) ECR F(cp)) ) pues el diagrama conmuta.

=S4(g: F(cp) — d)
Por tanto T; = S; para todo objeto d en Dy asi T'= 5.

e p estd bien definida, es decir, Imp C homp( morp(F(?7),77),Y ):
Probaremos que

_ J morp(F(c),d) o Y(d)
@(y)—{ (F(co) Zd)  +— Y(g)(y) }deOb(D)

es una transformacion natural, es decir debemos probar que el siguiente

diagrama conmuta
Ty
morp(F(cp), d) Y (d)
o )l Y(¥)

morp(F(cy),d) —— Y(d)

|

con ¢ : d — d un morfismo en D.
Sea (g : F(cp) — d ) € morp(F(cp),d) entonces
Y () oTalg) = V() 0 Y(9)(y)
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Por otra parte,

Ty(pog)=Y(pog)(y) = (Y(p)oY(g))(y) pues Y es un funtor.
= (Y(¥)) o Y(g)(y) pues es una composicién de funciones.

Por tanto el diagrama conmuta y asi, ¢ estd bien definida.

e v es una C—biyeccion natural:
Es decir, debemos demostrar que el siguiente diagrama conmuta:

Y o F(¢) —2— homp( morp(F(c),??),Y )
YoF(h)l lhom'D( morp(F(?),?7?7),Y )(h)
Y o F(¢) —= homp( morp(F(),77),Y )

!
con h: ¢ — ¢ un morfismo en C y con
Ty

( homp( morp(F(7),77),Y )(h) )( morp(F(c),d) = Y(d) )

Ta(( )oF(h))
—_—

= (morp(F(c),d) Y(d) ).

Tenemos que
( homp( morp(F(7),77),Y )(h) ) o ¢c(y) =

morp(F(c),d) EEN Y(d)
homp( morp(F ? 77? 7Y h g
( ( (F(?),77),Y)(h)) { (Fe) L d)  — Y(g)(y) }deOb(p)

| morn(F(¢),a) Ly (a)
(F(c) = d) = Y(g o F(h))(y)

deOb(D)

Por otra parte,

po o (Y oF(h)(y)=wps(YoF(h)(y))
:{ morp(F(c'),d) 2% Y(d) }
deOob(D)

!

(F() = d) = Y(d)(YoF(h)y))

Pero Y (¢')(Y o F(h)(y) ) = (Y(g)Y o F(h) )(y) =Y (g o F(h) )(y)

Por tanto T'= S y asi el diagrama conmuta, por tanto ¢ es C—biyeccion
natural.

® ¢ ., es continua para cada objeto co en C:
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Primero demostraremos que dados ¢q € Ob(C), d € Ob(D)

Y (F(co)) x morp(F(co),d) — Y (d)
(y,9) — Y(9)(v)

es continua, lo cual se tiene porque es la siguiente composicion de

aplicaciones

Y (F(co)) x morp(F(cyp),d) Ldxs, Y (F(co)) x M(Y (F(cp)),Y(d))
(y,9) > (y,Y(9))

= M(Y(F(co)),Y(d) x Y (F(co)) = Y(d)
= Y(g)(y)

= (Y(9), )
Usando el teorema de la aplicacion exponencial tenemos el

homeomorfismo
M( Y (F(co)) x morp(F(co),d), Y (d) ) = M( Y (F(co)), M(morp(F(co),d),Y(d)) )

Dado por
(Y(F(co))xmorD(F(co),d) —  Y(d) )
(y.9) — Y(9)(y)
Y(F(cy)) —  M( morp(F(co),d),Y(d) )
— g [ mora(E(co).d) 4 y(a)
g = Y(9)(y)

y obtenemos que
Y (F(co)) — M( morp(F(co),d),Y(d))

es continua. Entonces

Y(F(co)) — ] M(morp(F(co),d),Y(d))

deOb(D)
y { moro(F(co),d) = Y(d) }
(g . F(Co) — d) — Y(g) (y) deOb(D)

es continua pues cada entrada es continua.
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Por tanto la restriccion

Pco

Y (F(co)) — homp( morp(F(cp),?7),Y )

es continua para cada objeto ¢g en C.

® ¢, es continua para cada objeto cy en C:
Debemos probar que

[aconpy M( morp(F(co),d), Y (d) ) — Y (F(co))

{morp(F(cy),d) Ta, Y(d)}acomy — Tre)d: F(co) — F(co))

es continua, lo cual se obtiene de notar que es la composicion de
aplicaciones

HdeOb(D) M( morp(F(co),d), Y (d) )

TF(co)

M( morp(F(co), Flco)),Y (F(co)) ) x {Id : Flco) 2 (co)}
— s M( morp(F(co), Flco)), Y (F(co)) ) x morp(F(co), F(co))

—— Y (F(co))

donde ¢ es la inclusién, e es la aplicacién valuacion y mr(,) estd definida
por

i) {moro(F(co), d) 2 Y (d) Yaconm) )
= (morp(Flco), Flco)) —=2L Y (F(cp)), Id )

Por tanto la restriccion
homp( morp(F(co), ?7),Y ) 2% Fry

es continua. O

Lema 4.3.3. Sea F' : C — D un funtor covariante. Sean X un C—espacio
covariante y Y un D—espacio covariante. Entonces tenemos un homeomor-
fismo de espacios topoldgicos

home (X, F*Y) — homp(F.X,Y)

Demostracion: Aplicar el lema 4.3.2. O
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4.4 Aproximaciones C—C'W, colimite y colimite
homotdpico.

En esta seccion introducimos el concepto de C — CW complejo libre y aprox-
imacion C — CW lo cual nos permitira definir el C — C'W complejo libre
contraible EC. Demostraremos que EC existe y es unico salvo homotopia.

Después dado un funtor F' : C — D covariante, demostraremos que
existe una aplicaciéon de C—espacios EFC — F*ED la cual es tnica salvo
homotopia.

Y por otra parte, utilizando la definicion de EC podremos definir el con-
cepto de colimite homotopico de un C—espacio y de un C—espectro. También
definiremos el concepto de colimite, discutiremos las propiedades universales
del colimite y del colimite homotépico y veremos cuando coinciden estos dos
conceptos.

Observacién 4.4.1. Las nociones de producto, coproducto, limite y colimite
existen en la categoria de C—espacios. Por ejemplo el coproducto de un dia-
grama de C—espacios covariantes

x Y.z
7|
Y

(donde ¥ ¢ son aplicaciones de C—espacios) estd definido como el funtor
P:C — ESPACIOS cuyo valor en un objeto ¢ en C es el coproducto P(c)
del siguiente diagrama de espacios topolégicos

¥(c)
e

Y(e) 2% P(e)

Veamos como se define P en morfismos.
El diagrama siguiente

(X : C — ESPACIOS) —Y— (Z:C — ESPACIOS)

ql E

(Y :C — ESPACIOS) —2— (P:C — ESPACIOS)
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Se traduce en el diagrama conmutativo

p1(d)

donde f : ¢ — d es un morfismo en C y donde P(f) : P(c) — P(d) se
define de la siguiente manera:

Dado que el cubo anterior conmuta y P(c) es un coproducto entonces
existe un unico morfismo P(f) tal que el siguiente diagrama conmuta

FEsta definicion de P(f) implica que los diagramas siguientes conmutan

Y(e) 29 pre) Z(e) 2% pe)
Y(f)l lP(f) Z(f)l lP(f)
Y(d) 22 p(a) Z2(d) 29 p(a)

Por tanto py : Y — P y py : Z — P son transformaciones naturales, es
decir, aplicaciones de C—espacios. El hecho de que P : C — ESPACIOS
es funtor y coproducto es consecuencia de nuestras definiciones. ]

Definicién 4.4.2. Un C—CW —complejo libre contravariante X es un C—espacio
contravariante junto con una filtracion de C—espacios

¢=X—1§X0§X1§"'§X:UXn

n>0
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tal que X = colimy,_..c X, (es decir, X(c) = U, >0 Xn(c) para cada objeto
c € C) y para cadan > 0 el n—esqueleto X,, se obtiene del (n —1)—esqueleto
X,_1 tdentificando C — n—celdas libres contravariantes, es decir, existe un
coproducto de C—espacios de la forma

[Le; more(—-,¢) x S —— X,
i€l

| |

[, more(——,c;) x D" —— X,
donde las flechas verticales son inclusiones, I, es un conjunto de indices y
los ¢; son objetos en C.
Llamaremos a la aplicacion inclusion de C—espacios
H more(—— ,¢;) X int D" — X
i€l
C — n—celda libre basada en c;.

Un C—CW —complejo libre tiene dimension < n si X = X,,. La definicion
de un C — CW —complejo libre covariante es andloga.

Observacién 4.4.3. Note que el C—espacio contravariante (covariante) que
envia todo objeto a un punto no es en general un C — C'W —complejo libre,
pero lo es cuando la categoria C tiene un objeto final (inicial).

Definicién 4.4.4. Una aplicacion f: X — Y de C—espacios es n—conexa
(una equivalencia homotépica débil) si para cada objeto ¢ en C la aplicacion
de espacios f(c): X(c) — Y (c) es n—conexa (una equivalencia homotdpica
débil).

Definicién 4.4.5. Sea (X, A) un par de C—espacios (esto es, para cada
ceC, Alc) € X(c)). Una C— CW —aprozimacion

(u,v) 1 (X, A") — (X, A)
es un C — CW—par libre (X', A") junto con aplicaciones de C—espacios.
w: X — X
v:A — A

tal que u y v son equivalencias homotopicas débiles de C—espacios.
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Definicién 4.4.6. Una C — CW —aprozimacion de un C—espacio X es una
C — CW —aproximacion del par (X, ¢).

Usaremos el siguiente

Teorema 4.4.7. Sea (X, A) un par de C—espacios.

1.(Ezistencia) Eziste una C — CW —aprozimacion de (X, A).

2.(Unicidad) Dada una aplicacion de pares de C—espacios (f,g) : (X, A) —
(Y,B) y dadas C — CW —aprozimaciones (u,v) : (X, A) — (X, A) y
(a,b) : (Y',B") — (Y, B) entonces existe una aplicacion de pares (f ,g') :
(X', A — (Y, B) tal que el diagrama

(X', A) 2 (X, A)
(fﬁg’)l l(f,m
(v, B) % (v,B)

conmuta salvo homotopia. Ademds la aplicacion de C—espacios (f',g') es
unica salvo homotopia.

Demostracion: [8], Teorema 3.7. O

Observacién 4.4.8. Tomando (f,g) = (Id, 1d) en el teorema 4.4.7 tenemos
que las C — CW —aproximaciones de una pareja de C—espacios existen y son
unicas salvo homotopia. ]

Definicién 4.4.9. El C—espacio trivial {+} se define como el funtor

{x}:C — ESPACIOS

c —— {x}

| |

d —— {x}

para cada morfismo f:c — d, con c, d objetos en C.

Definicién 4.4.10. Sea EC cualquier C — CW —complejo libre tal que EC(c)
es contraible para cada objeto ¢ en C.

Observacion 4.4.11. Note que dada una categoria C, EC existe y es unico
salvo homotopia por le teorema 4.4.7.
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Demostracion: Observe que EC es una C — CW —aproximacién para {x}:

(u,Id)

EC(e) Y% Eea)

u(c):ul lu(d):u
{#}(e) = () —— {x}(d) = {*}

por tanto EC es una C — CW —aproximacion para el C—espacio trivial y
podemos aplicar el teorema 4.4.7. O

Dado un funtor F' : C — D covariante, el siguiente teorema nos permitira
demostrar que existe una aplicacion de C—espacios

EC — F*ED
la cual es unica salvo homotopia.

Teorema 4.4.12. Sea f : Y — Z una aplicacion de C—espacios y sea X
un C—espacio. Denotemos por

for XY — [X, 2

a la aplicacion entre clases de homotopia de aplicaciones entre C—espacios
inducida por la composicion con f.

(1) Entonces f es n—coneza si y sdlo si f. es biyectiva para cada C — CW
complejo libre X con dim(X ) < n y sobreyectiva para cada C — CW
complejo libre X con dim(X) < n.

(2) Entonces [ es una equivalencia homotdpica débil si y sélo si f. es biyec-
tiva para cada C — CW complejo libre X .

Demostracion: [8], teorema 3.4, pagina 23. O

Observacion 4.4.13. Sean C, D categorias pequenas. Sea F : C — D
un funtor covariante. Aplicando el teorema 4.4.12 (2) a la equivalencia ho-
motopica débil de C—espacios

F*ED L {+}
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obtenemos una biyeccion
fe  [EC, F*ED]® — [EC, {*}]

Dado que [EC, {*}]¢ tiene una sola clase de homotopia concluimos que existe
una aplicacion de C—espacios

EC — F*ED
y ademas es unica salvo homotopia.

Nota: En la seccion 4.5 construiremos un modelo para EC que denotare-
mos por E*"C, después en la seccién 4.6 construiremos una aplicacion de de
C—espacios EC — F*ED funtorial.

Definicién 4.4.14. Sea X un C—espacio covariante. Definimos el colimite
homotopico de X sobre C como el espacio topologico

hocglim X=FEC®:X

Definicién 4.4.15. Sea E un C—espectro covariante. Definimos el colimite
homotopico de E sobre C como el espectro

hocglim E=EC®:E

Nota: La propiedad mas importante del colimite homotdpico es que si
X — Y es una equivalencia homotépica débil entre C—espacios covariantes
entonces también lo es la aplicacion inducida hocglimX — hoccc)limY lo

cual es consecuencia del siguiente

Teorema 4.4.16. Sea f : X — Z una equivalencia homotopica débil de
C—espacios covariantes. Sea X un C — CW —complejo libre contravariante.
Entonces la aplicacion inducida

ld®R¢ f: X QY — X ®c 7
es una equivalencia homotopica débil.

Demostracion: [8], Teorema 3.11. O

Ahora definiremos el colimite para un C—espacio (C—espectro) contravari-
ante y compararemos su propiedad universal con la propiedad universal del
colimite homotdpico.
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Definicién 4.4.17. Sea X un C—espacio covariante. Definimos el colimite
de X sobre C como el espacio topologico

colcim X ={x}®:X

Definicién 4.4.18. Sea E un C—espectro covariante. Definimos el colimite
de E sobre C como el espectro

colcz'm E={x} ®cE

Propiedad Universal del Colimite para C—espacios.
Sea X un C—espacio covariante. Definimos colcim X como una pareja

(C, {goc}ceob(c)) donde C' es un espacio topoldgico y ¢, : X(c¢) — C es una
coleccion de aplicaciones con las siguientes propiedades:

Para cada par de objetos ¢, d en C y cada morfismo f : ¢ — d el siguiente
diagrama conmuta

X

D x@
N

C

X(c)

Dado cualquier par (N, {tc}.copc)) donde N es un espacio topoldgico y
1. : X(¢) — C es una coleccién de aplicaciones con la propiedad de que el
diagrama

conmuta, existe una unica aplicacion v : C — N tal que los tres
triangulos en el diagrama siguiente conmutan
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X(c) X(d)
S A
pe Yd

Usando la propiedad universal del colimite es facil checar que un modelo
para el colimite esta dado por el de la definicién 4.4.17.

La propiedad universal del colimite para C—espectros es andloga.

Propiedad universal del colimite homotopico.
Aunque tenemos definidas aplicaciones ., ¥y que hacen conmutar al
siguiente diagrama

EC®c X

(para X : C — ESPACIOS,), la propiedad universal del colimite ho-
motdpico no se enuncia en términos tan directos como la propiedad universal
del colimite.

Veamos el siguiente ejemplo: Sea D la categoria {a < b — c} y sea BP la
categoria de funtores D — C', donde B es una categorfa modelo ( [9] pagina
12.) (En nuestro caso tomamos B = ESPACIOS.). Entonces un objeto de
BP se interpreta como un diagrama

X(a) — X(b) — X(c).

Es posible que el colimite de este diagrama no tenga la “propiedad ho-
motdpica correcta” y para corregir este problema en vez de tomar el colimite
de ese diagrama debemos reemplazar a X (b) por un objeto cofibrante y a
las aplicaciones X (a) «— X (b) y X(b) — X(c) por cofibraciones y entonces
tomar el colimite del nuevo diagrama. Llamamos a este colimite colimite
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homotopico. La propiedad universal del colimite homotdpico es enunciada
con precision en [9] paginas 46, 47, 48 y 49.

Nota: Tenemos una aplicacién entre espacios topoldgicos

hocglim X — colcim X

la cual no es en general una equivalencia homotépica débil, sin embargo
tenemos la siguiente

Observacion 4.4.19. Por la observacion 4.4.3 cuando C tiene un objeto
final F' podemos tomar EC = {x} y entonces tenemos una equivalencia ho-
motopica entre hocglz'm Xy colcim X. Ademds usando la propiedad universal

del colimite es facil checar que coléim X 2 X(F). Por tanto en este caso ten-

EMOS que hocglim X es homotopicamente equivalente a X (F).

4.5 El C—espacio E"C.

En esta seccién construiremos funtorialmente un modelo para el C—espacio
EC definido en la seccién 4.4. Denotaremos a dicho modelo por E**C.

Lema 4.5.1. Sean X, X C—espacios contravariantes. Sea F : X — X'
una aplicacion de C—espacios. Sea Y un C—espacio covariante. FEntonces
tenemos una aplicacion de espacios topolégicos inducida por F

X,V 5 X @Y

Demostracién: Solo daremos la definicién de F , la prueba es totalmente
analoga a la prueba del lema 4.2.13.

Flz@y)=F(r)®y
para (z,y) € X(c) x Y(c) O

Definicién 4.5.2. Sea A la categoria cuyos objetos son conjuntos finitos
ordenados, es decir, para cada entero no negativo p tenemos un objeto [p| =

{0,1,...,p} y un morfismo entre dos objetos [p] y [q] es una funcion [p) EN q]
tal que 1 < j = f(i) < f(4) Vi, j € [p|.
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Definicién 4.5.3. Un espacio simplicial X es un A—espacio contravariante.

Definicién 4.5.4. Un conjunto simplicial X es un A—conjunto contravari-
ante. Puede considerarse como un espacio simplicial usando la topologia
discreta.

Definicién 4.5.5. Definimos un A—espacio

A:A— ESPACIOS
o] — 4,
fl lA(f)
i — By

donde A,, A, son el p—simplejo estandar y el g—simplejo estdndar respec-
tivamente y A(f) es la obvia aplicacion simplicial asociada a f.

Definicién 4.5.6. La realizacion geométrica | X| de un espacio simplicial X
es el espacio topologico X @ /.

Nota: La realizacion geométrica de un conjunto simplicial tiene la estruc-
tura de un complejo C'W donde cada p—simplejo no degenerado corresponde
a una p—celda.

Observacién 4.5.7. Podemos pensar al conjunto ordenado [p] = {0,1,2,...,p}
como una categoria, donde los objetos son los enteros 0,1,2,...,p y dados 1,
J € [p] existe un unico morfismo i — j si y solo sii < j.

Asi podemos definir un funtor covariante

[]: A — CAT

de la categoria de conjuntos finitos ordenados A en la categoria de categorias
pequenas CAT.

Definicién 4.5.8. Sea C una categoria pequena. El nervio deC es el conjunto
sitmplicial

N(C): A —s CONJUNTOS
[p] — Homcar([p],C)

fl T( Jof

lg] — Homcar(lq],C)

donde f : [p] — [q] es un morfismo en A y Homear([p],C) es el conjunto
de morfismos (funtores en este caso) de la categoria [p| en la categoria C.
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Siendo mds explicitos, dado un funtor o : [p] — C en Homcar([p],C)
NClp] podemos pensar a ¢ como un diagrama en C de la forma

0(0) == 0(1) = - T o (p)

Definicién 4.5.9. Dado un funtor covariante F' : C — D definimos el
funtor covariante

N():CAT — A —CONJUNTOS
C —— NC

o e

D —— ND
donde N(F) es la transformacion natural natural definida por

N(F)p=Fo()Vp>0
FEs decir, N(F) estd dada por

Homear([p),C) = NC(jp]) ——— ND([p]) = Homear([p], D)

()of T T()Of

Homear([q),C) = NC(lg)) ——— ND(lq)) = Homear(lq), D)

donde f: [p] — [q] es un morfismo en A.

Definicién 4.5.10. La construccion B*C para el espacio clasificante de una
categoria C es el espacio topoldogico definido como la realizacion geométrica
|INC| del nervio de la categoria C. Donde damos al conjunto simplicial NC
la estructura de espacio simplicial usando la topologia discreta.

Algunas propiedades de la construccién B estdn dadas por el siguiente
lema el cual enunciamos sin demostracion:

Lema 4.5.11. La construccion B*" tiene las siguientes propiedades:
1) Es funtorial.
2) BbC x D = B%"(C) x B* (D).
3) Bbar(c) — Bbar(cop)_
4) Una transformacion natural de un funtor Fy a un funtor Fy induce
una homotopia entre las aplicaciones B* Fy y B*" . ]
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Observacion 4.5.12. De la definicion 4.5.9 y del lema 4.5.1 se sigue que si
F :C — D es un funtor covariante tenemos la aplicacion inducida

BYr(C) = NCoa A L% ND gy A = BY (D)
0 ® [p] = F(o) ®[p]
Denotaremos a F( ) @ Id por B (F).

Definicién 4.5.13. Dada una categoria pequena C y dado un objeto ? en C,
sea 7 | C la categoria definida de la siguiente manera:

Un objeto en ? | C es un morfismo ¢ :?7 — c. Un morfismo en ? | C
de ¢g :7 — co a ¢y ;7 — 1 es un morfismo h : ¢cg — ¢1 en C tal que el
siguiente diagrama conmuta

%o

7 ——=Cp

N

&

Definicién 4.5.14. Sea v : ¢ — d un morfismo en C. Definimos el funtor

covariante
| C: d|C — c|C
d i>Co — C MCQ
A lh M lh
C1 (&1

Definicién 4.5.15. Definimos el C—espacio contravariante
EYrC.C — ESPACIOS
¢ —= BY(c|C)
P TBE""(IMC)
d — BY(d | C)
Lema 4.5.16. E*C tiene las siguientes propiedades:

1. E"C es una C — CW —aprozimacion del C—espacio trivial {x}. Es
decir, E*"C es un EC (definicion 4.4.10).

2. E"C ®c {*x} = B
Demostracion: [8], Consultar Lema 3.19, paginas 31 y 32. O



6. La aplicacién E*¥C —s F*E""D. 105

4.6 La aplicacién E"C — F*E" D,

En esta seccién dado un funtor F : C — D covariante construiremos una
aplicacion funtorial de C—espacios

Ebarc F* EbarD
La cual como demostramos en la seccién 4.4 es tnica salvo homotopia. Esta
aplicacion sera el tercer ingrediente en la construccion de nuestro homomor-

fismo de ensamble.
Necesitaremos la siguiente definicion y observaciones

Definicién 4.6.1. Sea F' : C — D un funtor covariante. Sea 7 un objeto
en C. Entonces F induce un funtor covariante F* definido por

. ?]Cc — F(?) | D

7 oo e F(7) MF(CO)

N NN
“ F(c1)
Observacién 4.6.2. Fl siguiente diagrama conmuta
cl¢c — Fe) | D
ch (Frop)|D
dl ¢~ Fd) | D

donde ¢ : ¢ — d es un morfismo en C

Demostracion:
d d)O CO wlC c <¢>o¢ CO F_c> F(C) F(¢Ow) F(CO)
h h
& l A l o) lF(h)

@ “ F(cr)
por otra parte,

4 —2eco B ) B p(e) TR R ()

h h h
;Nl fm lF() F(é1)F(¥) lF()

“ F(er) F(er)
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y la igualdad se obtiene porque F' es un funtor covariante. Por tanto el
diagrama conmuta. O

Aplicando el funtor covariante N : CAT — A — ESPACIOS al dia-
grama conmutativo de la observacién 4.6.2 obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo

N(F¢)
N(c|€) —='N(F(c) | D)
N(plC) T TN((FOWlD)
N(F%)

N(d|C) —='N(F(d) | D)
donde las todas las flechas son aplicaciones de A-espacios contravariantes.

Aplicando el lema 4.5.1 al diagrama anterior obtenemos el siguiente dia-
grama donde todas las flechas son aplicaciones entre espacios topoldgicos.

Nl C)on s —ZO N(R(e) | D) oa A
(wle)( )®IdT T((Fozp)lD)( YoId
Fi()®Id
N(d ] C)®a A N(F(d) | D) @a A

Veamos que el diagrama anterior conmuta:

(F)eld)o((WlC)()eld)(rey)

=(F()eld)( (¥ |C)(z)®y)

=F((y L O)(v) @y
por otra parte,

((Foy)lD)()@Id)o( F!()®Id)(z®y)

=((Foy) | D)()@Id)( Fi(z)®y)

= (((Fov) | D)(FU(z)) )@y

Por lo que basta checar que F¢((¢ | C)(z)) = ((F o) | D)(F4(x))
pero esta igualdad se cumple por la observacion 4.6.2, por tanto el diagrama
anterior conmuta.

Por tdltimo el diagrama conmutativo anterior es por definicion el siguiente
diagrama conmutativo

Bbar-(Fc)

Bbar(c l C)
Bb”(ww)T
Bbar(d l C)

B (F(c) | D)
TBb“T((Fozb)lD)
B (F(d) | D)

Bbar (Fd)
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el cual a su vez es por definicién el diagrama conmutativo siguiente

bar c
Erre(e) ——0 grarp(F(e))
E‘""C(w)T TEb“T'D(Fow)
bar d
Brre(d) ——EL grerp(p(q))

dado que por definicion
EYD(F(c)) = (E** Do F)(c) = F*E*D(c),
EMrD(F o4) = (E%"D) o F(1) = F*E™D(s),
EYD(F(d)) = (E* Do F)(d) = F*E*D(d)
Concluimos que hemos construido una aplicacion de C—espacios

Bbar (F?)
_—

Ebarc F* Ebaer

4.7 Construccion de la aplicacién de ensam-
ble.

Sea X un D—espacio covariante. Sea F' : C — D un funtor covariante. Uti-
lizando los resultados de las secciones pasadas de este capitulo construiremos
una aplicacion de ensamble

F, : hocglim FrX — hoc%lim X

Procedamos:
Aplicando el lema 4.3.3 a la aplicacién de C—espacios construida en la
seccion 4.6
Ebarc _ F*Ebaer

obtenemos una aplicacion de D-espacios
f: F,E"C — E"D

Por otra parte, por el lema 4.2.14 tenemos un homeomorfismo de espacios
topoldgicos
g:E"C®c F*X — F.E"C®p X
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Entonces definimos la aplicacion de ensamble F, como la siguiente com-
posicion

hocglim F*X = E""C ®¢ F*X %> F.E""C @p X JOIX | pharp g X = hocglim X

note que esta es una aplicacion entre espacios topologicos.

También tenemos una aplicacién de ensamble si el D—espacio covariante
X es reemplazado por un D—espectro covariante E:

F, : hocglim FE — hoc%lim E

note que la aplicacion obtenida es una aplicacién entre espectros.

4.8 La Conjetura del Isomorfismo.

En esta seccién enunciaremos la Conjetura del isomorfismo.

Definicion 4.8.1. Sea G un grupo. Definimos la categoria de drbitas O(QG)
como la categoria que tiene como objetos a los G—espacios homogéneos G/ H ,
donde H es un subgrupo de G y como morfismos G—funciones, es decir,
dados G/H, G/K objetos en O(G) un morfismo v, : G/H — G/K estd
definido por multiplicacion derecha por g, r,(¢ H) = g gK.

Observacion 4.8.2. Note que el morfismor, : G/H — G/K de la definicion
4.8.1 estd definido si y sélo si g7'Hg C K. O

Definicién 4.8.3. Sea G un grupo y sea F una familia de subgrupos de G, es
decir, F es un conjunto no vacio de subgrupos de G cerrado bajo conjugacion
y bajo subgrupos. Definimos la subcategoria plena O(G,F) de la categoria
O(G) como la subcategoria cuyos objetos G/H son tales que H € F.

Dado un grupo G tenemos los siguientes ejemplos de familias

F. la familia que contiene tinicamente al elemento trivial e de G.

Fr la familia de todos los subgrupos de G.

Frin la familia de los subgrupos finitos de G.

La familia de los p-subgrupos de G unién el elemento identidad {e} de
G.

Otro ejemplo importante de una familia de subgrupos de un grupo G se
obtiene a partir de la siguiente
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Definicién 4.8.4. Un grupo I' se llama virtualmente ciclico si es finito o
contiene un grupo ciclico infinito de indice finito.

Asi dado un grupo G tenemos la familia F,. de subgrupos virtualmente
ciclicos de G.

Sea K: O(G) — Q—ESPECTROS el O(G)—Q—espectro definido por
Davis-Liick [8]. Este O(G) — 2—espectro tiene la siguiente propiedad clave:

mo(K(G/H)) 2 K, (ZH) VYneZ

Entonces aplicando nuestra construccion anterior a K, dadas dos familias
F C F' de subgrupos de G, la inclusién de categorias

[:0(G,F)— OG,F)
induce una aplicacion de ensamble

L. : hocolim I*K — hocolim K
O(G.F) oG, F)

Entonces aplicando grupos de homotopia a la aplicaciéon de 2—espectros
anterior I, obtenemos el homomorfismo de grupos inducido

Ay i (hocolim J*[K) — (hocolim [K)
’ O(G,F) O(G,F")

Si hacemos F = Fr, donde Fr es la familia de todos los subgrupos de G
entonces O(G, F ) = O(G) y dado que G/ es objeto final en O(G), tenemos
por la observacion 4.4.19 que

T, (féo(%oé_%n [K) = K(G/G) = K,(ZG)

Ahora tenemos todos los elementos para enunciar la

Conjetura del Isomorfismo. Sea F,. la familia de subgrupos virtualmente
ciclicos de G. Entonces el homomorfismo de ensamble

As, 5 T (hocolim I*[K) o, (hocolim [K) ~ K,(ZG)
O(G,Fue) O(G)

es un isomorfismo Vn € Z. O
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4.9 Aplicacion.
En esta seccion daremos una aplicacion el teorema 3.6.1 obtenido en esta
tesis, usando los conceptos desarrollados a lo largo de este capitulo.

Una caracterizacion para los grupos virtualmente ciclicos infinitos [25]
estd dada por el siguiente

Teorema 4.9.1. Los grupos virtualmente ciclicos infinitos son de dos tipos
(W)I'®HxZ
donde H es un grupo finito, o
(2) I' 2 Gy xy Gy

donde Gy, Gy y H son grupos finitos y |Gy : H| =2 = |Gy : H|.

Ejemplos de grupos virtualmente ciclicos infinitos son Z, Do, = Z5 * Z5.

Como aplicacién del teorema 3.6.1 tenemos el siguiente resultado

Teorema 4.9.2. Supongamos que la conjetura del isomorfismo se cumple
para un grupo G tal que todos sus subgrupos finitos no triviales son de orden
un primo o un producto de dos primos distintos. Tomando en la discusion
anterior F = Fin, la familia de subgrupos finitos de G, y F' = Fr, la familia
de todos los subgrupos de G, obtenemos un isomorfismo

AFp i Fr T (hocolim I*lK) — Ty, (hocolim [K) >~ K,(ZG)
O(G. Fyin) ()]

Vn <1

Demostracion: Por el teorema 3.6.1 tenemos que NK{(ZH) = 0 para todo
grupo H € Fy;y, para todo automorfismo de grupos a : H — H y V
i < 1. Por otra parte, los tinicos subgrupos virtualmentes ciclicos del tipo (2)
refiriéndonos al teorema 4.9.1 son Dy, = Zy* Z5 y de la forma I' = G *¢, Gy
donde Gy y G; son dos grupos que contienen a (), como un subgrupo de
indice 2. Pero segun la notacién de Munkholm - Prassidis [21] tenemos que
NK;(Z,7[2,),7Z[Z5]) = 0 para j < 0 ([5] pag. 5700) y NK;(ZC,,Z|Gy —
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Cy), Z|Gy — Cp]) = 0 para j < 0 por [21]. Es decir, Do, y I tienen grupos Nil
de Waldhausen [17] triviales.

Por otra parte si I' es cualquier subgrupo virtualmente ciclico infinito de
G definimos la siguiente familia de subgrupos de I"

(ffin)l" = {F NnE | F e ./'Tfm}.

Aplicando el lema 3.8 de [7] y usando el hecho de que los grupos Nils se
anulan obtenemos que el homomorfismo de ensamble

A(}-fml)l" T (O(F?c(?:f/lzzj}r) —> ( )

es un isomorfismo Vn < 1y para cualquier I' € F,c — Fpin.
Entonces por el Teorema 2.2 de [22] el homomorfismo de ensamble

AF i Foe * Tn (hocolz'm I*[K) — Tp (hocolz'm [K)
O(G. Fin) O(G, Fue)

es un isomorfismo V n < 1 y es sobreyectivo para n = 1. Pero Bartels [2]
demostrd que en general el homomorfismo anterior es un monomorfismo que
se escinde, por tanto para n = 1 también es un isomorfismo.

Ahora el teorema se sigue del hecho de que los homomorfismos de ensamble
tienen la propiedad

/ 1!
fgf gf :>A]:’7]:”OAJ:7]:’ :A]:7]://.
Es decir, Az,,, 7, estd dado por la composicién de isomorfismos

A]:finv]:T = A]:vc,]:T © A]:finv]:vc
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