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INTRODUCCION.

Los métodos de regresién pretenden explicar relaciones entre una variable
dependiente y una o mas explicativas o independientes, esto ha permitido
estudiar el comportamiento de fenémenos de tipo social, cultural, econémi-
co, natural, etc. En la gama que hay en la teoria de regresion se han tenido
algunas limitantes para poder realizar mejores andlisis, como puede ser que
los modelos no solo expliquen modelos con distribucion normal o que dos
caracteristicas o comportamientos que a simple vista son diferentes de mane-
jar puedan ser distinguibles dentro de las variables que se involucran en el
modelo que explica un determinado fenémeno, entre otras situaciones. Por
ello, se ha buscado dar respuesta a estas situaciones y entre las opciones con

las que se cuenta estéan los modelos lineales generalizados mixtos (GLMM).

Como los modelos de regresion lineal no permiten tener en cuenta los efec-
tos que pueden provocar el modo en que un individuo se comporta dentro
de distintas situaciones como pueden ser escuelas, hospitales, paises, etc.
(en fenémenos sociales o culturales), o enfermedades, climas en fenémenos
naturales, estos modelos de regresion simples pueden representar de forma
incompleta o enganosa la explicacion de los resultados. Asi mismo un modelo
de regresiéon lineal que no tenga en cuenta una estructura jerarquica de los
datos, no diferenciara entre estos sistemas. El uso de modelos mixtos, puede

reconocer la jerarquia anidada de forma natural en el fenémeno a estudiar,
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permitiendo una variacién relativa en los resultados medidos. Estas jerarquias
se modelan como variables explicativas con un comportamiento aleatorio, de
tal forma que permita distinguir los diferentes comportamientos. Grafica-
mente, se puede ver que en un modelo de regresion simple, la recta estimada
esta dada de manera tnica, mientras que, en los modelos mixtos la recta
estimada estd determinada por la aleatoriedad de la ordenada al origen y la
pendiente asociadas, es decir, ambos valores se pueden convertir en variables

aleatorias que se estiman a partir de los datos.

Por otro lado, los modelos lineales generalizados (GLM) permiten relacionar
variables no solo de tipo normal, sino también variables que pertenecen a la
familia exponencial, como son distribuciones de tipo binomial, multinomial,
poisson o mas generalmente variables cuya varianza es funcién de la media.
Esto permite dar otra interpretacién a los modelos como se vera en alguna

parte de la tesis.

De este modo, se crean los modelos GLMM, los cuales no solo permiten aso-
ciar o relacionar una distribucién normal, sino variables con distribuciones
pertenecientes a la familia exponencial o cuya varianza es funcion de la me-
dia, las variables pueden ser continuas o discretas y; al mismo tiempo con
algin comportamiento aleatorio, para dar una mejor explicacion de manera

individual a cada comportamiento dentro de la variable dependiente.



RESUMEN.

El trabajo es una cronologia acerca del surgimiento de los modelos GLMM.
Se aborda de manera muy superficial el tema de regresion lineal y diseno de
experimentos, los cuales son la base de todos los modelos que se explican

después.

Se explican y se desarrollan ejemplos de los modelos (GLM), que surgen
por la necesidad de expander un modelo lineal cuando el valor esperado ya
no es una funcion lineal de las covariables, pero si lo es alguna funcién del
valor esperado. Estos modelos se aplican a distribuciones que pertenecen a la
familia exponencial o de manera general a variables aleatorias cuya varianza

es funcién de la media.

Por otro lado, se tienen los modelos lineales mixtos (LMM), en donde se
tienen dos efectos: uno llamado fijo, que es el mismo que se usa en los mo-
delos lineales y, otro llamado aleatorio, este tiene la propiedad de dar a cada
individuo un comportamiento distinto. Aqui, el valor esperado es condicional,
es decir, se considera como la esperanza de la variable respuesta dados los
efectos aleatorios. Estos modelos surgen a partir de datos longitudinales prin-

cipalmente.

También se da una breve descripcién de los modelos de efectos mixtos no
lineales (NLEM), estos modelos generalizan el hecho de tener una funcién

real, diferenciable del parametro y las covariables, donde el parametro es una
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funcion lineal de las covariables que pueden ser de efectos fijos y aleatorios.

Finalmente, se desarrolla a los modelos lineales mixtos generalizados (GLMM).
Estos modelos constan de efectos fijos y aleatorios, por lo que la funcion liga
dada en GLM se complica, pues la media es condicional dados los efectos
aleatorios, esto ya no garantiza una media marginal de forma natural, por
lo que los valores de la variable respuesta no pueden ser interpretados mar-
ginalmente. También la funcién de verosimilitud se ve afectada por los efectos
aleatorios, lo cual dificulta la maximizacién, para subsanar este hecho se re-
curre a la estimacion quasi—verosimil, lo que significa ignorar la distribucion
de los datos, garantizando al mismo tiempo que se cumplan las condiciones

de la funcion de verosimilitud.

Debido a la complejidad que tiene el modelo dados los efectos aleatorios, es
importante comparar o tener informacién auxiliar para hablar del modelo
marginal, pues no siempre es de interés hablar de un individuo en particular,

algunas veces se desea hablar de los valores promedios.

Una aplicacién proveniente de una cohorte de ninos a los cuales se les tomaron
medidas antropométricas y del nivel de plomo (en escala logaritmica) con
periodos de edad entre 42 y 120 meses, para indagar si el plomo afecta al

crecimiento del nino.

Ajustando un modelo logit longitudinal con el individuo y el nivel de plomo
en los ultimos seis meses como efectos aleatorios, se ve que los ninos con alto
nivel de plomo tienen un crecimiento menor que los que reportan bajo nivel

de plomo en la sangre.



Capitulo 1

INTRODUCCION A LOS
MODELOS LINEALES (LM).

1.1. MODELOS LINEALES CLASICOS.

Los elementos de un modelo lineal clasico son: el conjunto de observaciones
denotado por un vector columna y = [y, ..., y,|”, las cuales representan una
variable aleatoria; el conjunto de covariables o variables explicativas es una
matriz X de dimension n X p, donde cada renglén de X se asocia a una
observacion y, cada columna a una covariable diferente; a cada covariable se
la asocia un coeficiente o parametro, desconocido; el conjunto de parametros

. Ny — T
es un vector de dimensién p, generalmente denotado por 3 = [f1,..., 5] .
De tal forma que la relacién del vector de observaciones con las covariables

€S:

y=XpB+e donde FE(e) =0, y por lo tanto E(y) = X 3.

donde € es el vector de errores aleatorio definido para cada valor de y.
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En 1805 Legendre propuso estimar las 3's minimizando €fe = Y ¢ =
S (y — X B)? sobre los valores de 3, a este método se le conoce como mini-
mos cuadrdos. En 1809, Gauss introduce la distribucion Normal con media
cero y varianza constante para los errores, y mostré que los estimadores de
3 que se obtienen por el criterio de minimos cuadrados son los que tienen
varianza minima dentro de la clase de estimadores insesgados, y correspon-
den a los estimadores maximo-verosimiles. Al suponer la distribuiéon nor-

mal en los errores estamos suponiendo que la varaible aleatoria se distribuye

y ~ N(X,0).

Maés adelante, analizando datos astronémicos se di6é origen a la teoria de
diseno de experimentos, la cual se relaciona principalmente con R. A. Fisher
y sus colaboradores. En estos modelos se utiliza un diseno factorial que hace
crecer la informacién por observacion, pues se estudian varios factores de
clasificacién y varios experimentos simultaneamente a través del tiempo. Este
modelo considera a la matriz X formada por ceros y unos llamada matriz
de incidencia, a diferencia del modelo de regresion que considera covariables

continuas.

Las ideas de Fisher sobre el modelo factorial dan pauta a los modelos lineales
generalizados, que incluyen, entre otros, al analisis de cierto tipo de conteo

o de proporciones.

1.2. MODELOS LINEALES GENERALIZA-
DOS (GLM).
Estos modelos son una generalizacién del modelo lineal clasico, donde el

vector y no necesariamente tiene distribucion normal, sino que su distribucion

pertenece a la familia exponencial. Que tiene la forma:
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fy(y;0,0) = exp{(y0 — d(0))/a(®) + c(y, ¢)}

para algunas funciones especificas a, d, c. Si ¢ es conocido, entonces fy tiene

pardmetro canénico 6. !

Un vector de observaciones y con n componentes se supone como una rea-
lizacion de una variable aleatoria Y cuyas componentes son distribuidas in-
dependientemente con media p. La parte sistemdtica del modelo toma una
forma para el vector g en términos de un nimero p < n de parametros

desconocidos f, ..., B, de la siguiente forma:

P
ni:g(ui):injﬂj, con u;, =FEY;), i=1,...,n
=1

donde las 3’s son los pardametros a ser estimados, z;; es el valor de la j—ésima
covariable (variable explicativa), para la observacién i. A la funcién g se le
llama funcion liga y es una funcién mondtona diferenciable. En notacién

matricial, tenemos que:

n=Xg,

dondenpesdenx1, Xesdenxp y Besdepxl. Alamatriz X sele
denomina la matriz diseno, B3 es el vector de parametros, y 1 es el predictor

lineal,

Sea £(0, ¢;y) = log fy (y; 0, ¢) la funcién log—verosimil considerada como fun-
cién de 0 y de ¢ para una y dada. La media y la varianza de y pueden ser

derivadas como sigue.

'Para més informacién acerca de esta definicién se puede ver la referencia [1].
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Sabemos que:?

ol 0?( ol
E(%) =0 vy E(ﬁ) +E2(%) = 0. (1.1)
Asi, tenemos que:
L yo—d(9) ot y—d(0) 9% d'(0)
((0;y) = W%—c(y,aﬁ) = %= oo ' a6

Entonces por las ecuaciones (1.1) se tiene que:

oty y—d() E(y)—dO) —_d
T

E(

P00 d0), - d), &0 Ely- ()
Eog) P Gg) =) g ) = Tae T @)

B d"(@) Var(y)
a(g) )
Por lo tanto, p = d'(0) y Var(y) = a(¢)d"(0) = a(¢)'(0)

=0 = Var(y) = a(e)d"(0)

Cuando el parametro canoénico es igual al predictor lineal, la funciéon liga
correspondiente se conoce como liga candnica y, en este caso se tiene una

estadistica suficiente de igual dimension que (3 en el predictor lineal n =
> i, es decir, si

0=n = XTy

es una estadistica suficiente para 3, pues

fy(y;0,0) = exp{(y0 — d(0))/a(®) + c(y, 9)} =

2Ver referencia [3]
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exp{(y0/a(¢)} exp{a(¢)/d(0) + c(y,d)} =
exp{(yX(/a(9)} expia(¢)/d(X0) + c(y,¢)} =

exp { (D i) B/a() } expa(6)/d(XB) + c(y,6)}

por lo tanto X7y es una estadistica suficiente para (3. 3

Distribucién wu(0) = E(Y;0) | Liga candnica: 6(u)
Normal 0 identidad: p
Poisson exp(0) log 1

Binomial % logit: log(lL)
Gamma -1/6 reciproco: p*
Gaussiana Inversa | (—26)~1/2 2

Tabla 1.1: Ejemplos de distribuciones con liga candnica.

1.2.1. Modelos para datos continuos con varianza cons-

tante.
Un modelo lineal se puede escribir como:

Vi~ N(wi,0%)  pa=mn  ni= Y0 2

donde Y; ~ N(u;,0?) son observaciones independientes identicamente dis-

tribuidas, p; = 7; corresponde a la liga identidad, 7, = Z;’:l xi;3; es el

3La tabla (1.1) se puede consultar en la referencia [1] de la bibliografia.
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predictor lineal basado en las covariables, y los vectores y, p,n tienen n

componentes, F(y) = X3, donde 3 es un vector de pardmetros.

Este modelo, sélo tiene una componente para el error, el vector de errores ¢
en donde todas las componentes son variables aleatorias independientes con

distribucién normal con media cero y varianza o?.

Los modelos de regresion consideran covariables continuas. Cuando las va-
riables son categéricas los datos se estudian a partir de modelos de Analisis
de varianza (ANOVA) que son utilizados principalmente en disefios de ex-
perimentos y generalmente se caracterizan porque la matriz disefio no es de
rango completo. La mezcla de covariables continuas y discretas se conoce

como Analisis de covarianza y pueden ser cruzados o anidados, entre otros.

1.2.2. GLM para variables con respuesta binaria.

En los modelos lineales generalizados donde la respuesta es binaria, la re-
spuesta puede ser éxito o fracaso, es decir, z = 1 si el resultado es éxito y
z = 0 si el resultado es fracaso, con P(z = 1) =py P(z =0) = 1—p. Paraun
patrén de covariables hay n variables aleatorias independientes 7y, ..., Z,,
definimos Y = 2?21 Zj, tal que Y es el nimero de éxitos en los n ensayos,

entonces Y tiene distribucién Bin(n, p), tal que:

n

P =y = ("

)py(l —p)"Y donde y=20,1,...,n.

Esta distribucién pertenece a la familia exponencial, que se representa como

f(y;0,¢) = exp {ylog (%) + nlog(l —p) + log <Z) }

Finalmente, sean, Y1,Y5, ..., Yy v.a.iid., con Y; ~ Bin(n;, p;), el logaritmo

de la funcion de verosimilitud tiene la forma:
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N
i 1y
CP1se s Py Y1y ey Yn) = Zyilog(1 _p‘) +n;log(1 — p;) +10g( )
i1 7 7

En donde se define P, = nl como la proporcion de éxitos en cada subgrupo

(3

i. Ademés, como E(Y;) = n;p;, entonces F(P;) = p;, y modelando las proba-

bilidades p; como:

g(pi) = miTﬁa

donde x; es un vector de variables explicativas, 3 es un vector de parametros

y g es la funcion liga.

El caso méas simple es el modelo lineal
p=x'B,

el cual es usado en algunas aplicaciones préacticas, pero con la desventaja que
aunque p es una probabilidad, el valor fijo de 73 puede tener valores en
todos los reales. Para asegurar que p esta en el intervalo [0, 1], se construye

una funcion de distribucién acumulada como sigue:

p= /_t f(s)ds  donde  f(s)>0y /_OO f(s)ds = 1.

La funcién de densidad f(s) es llamada distribucién de tolerancia.

Si la distribucién de tolerancia f(s) es la distribucién uniforme sobre el in-

tervalo [c1, ¢o]

0 en otro caso

F(s) = { e sla<s<o
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entonces

” T —C
p= / f(s)ds = para ¢; < x < ¢s.
c1 Ca — (1

Esta ecuacién tiene la forma p = 31 + Bz, donde

C1 1

pr = — B =

02_01’

Cy — C1 .
Este modelo lineal considera a la funcién liga g como la identidad y condiciona

ax, [, B2 tal que ¢; <z < co.

Uno de los primeros modelos que surgié fue el modelo probit que usa la

distribucion normal como distribucién de tolerancia, tal que:

b= [ en{ -3 (S5) fas—a(tSH)

donde ® denota la funcién de probabilidad acumulativa para la distribucién

normal estandar. Asi,

1
oY (p) = B + P, donde 3, = —g . By = ~vg= o1

El modelo probit tiene aplicaciones en biologia y ciencias sociales. En biologia,
cuando x = p este modelo se llama la désis letal LD(50) porque corresponde
a la dosis donde puede esperarse que la mitad de las observaciones sea un

éxito.

Otro modelo que proporciona resultados muy parecidos al modelo probit es

el modelo logit o logistico. La distribucién de tolerancia es:
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_ Prexp{f + Bas}
T = I exp(B + o)
tal que
[T _exp(Br + far)
pP= /_Oo fls)ds = 1 4 exp(01 + o)

con funcioén liga

log (%) = (1 + Box

El término log (%) es algunas veces llamado funcién logit y tiene una inter-
pretacion natural como el logaritmo de momios. Este modelo es muy usado
para datos binarios (n;, = 1) y es implementado en muchos paquetes es-
tadisticos. La forma de la funcién f(s) asi, como p es similar a la del modelo
probit, excepto en las colas de las distribuciones. La ventaja de este modelo
es que la liga corresponde a la liga canodnica y por lo tanto los parametros
tienen estadisticas suficientes de la misma dimensién. En este caso, si tenemos
una variable explicativa indicadora (0, 1) el coeficiente (5 para esa variable
representa el logaritmo del cociente de momios al pasar x de cero a uno,
manteniendo todas las demads variables constantes. Cuando x es continua
este coeficiente representa el logaritmo del cociente de momios al incremen-
tarse  en uno. De igual manera, exp{/q} representa el cociente de momios

al incrementarse x en q.

Si la funcién de distribucién de tolerancia es

f(s) = Baexp(B1 + Pas) — exp(br + fos)]
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entonces

p=1—exp[—exp(f + [ox)]

y asi la funcion liga es

log[—log(1 — p)] = 51 + fox

conocida como la funcion doble logaritmo complementario. Este modelo es
similar al logistico y probit para valores de p cercanos a 0.5 pero diferente de
ellos en valores de p cercanos a 0 6 1, a diferencia del logistico y del probit
no es simétrico alrededor de 0.5; y es més apropiado cuando la probabilidad

de unos (o ceros) es mayor que la de ceros (o unos).

La funcién liga candnica para los modelos binomiales, como se mencioné an-
teriormente, es llamada logistica. La figura (1.1) muestra la gréfica de los

modelos anteriores.

1.2.3. Modelo Poisson y Loglineal.

La distribucién Poisson se usa con frecuencia para modelar datos de conteo.
Si Y es el nimero de ocurrencias, su funcién de distribucion puede escribirse

como

Myef.u'

f() ]

) y=20,1,2,...

que vista como miembro de la familia exponencial, tiene la expresion

fly) =exp(ylnp—p)/y!
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Modelos con respuesta binaria

I Madelo Probit

47 .' # Modelo Logit
& Modelo Doble
Logaritmo
Complementario
T T T T T T T T T T T
0.0 041 0.2 03 04 05 08 0.7 0 08 1.0
Probabilidad

Figura 1.1: Modelos GLM con respuesta binaria

donde p es el nimero promedio de ocurrencias, es decir, E(Y) = py Var(Y) =

. Por lo tanto

gw) =23 —  log(w) =!8

Sean Y1, Y5, ...,Y, v.a.i. con Y; denotamos el nimero de eventos observados
de un maximo posible n; para la i—ésima covariable. El valor esperado de Y;

puede escribirse como
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E(Y;) = ;= n;0;.

La dependencia de 6; sobre las variables explicativas es generalmente mode-

lada por

Gi = BxiTﬁ.

Por lo tanto, el modelo lineal generalizado es

E(Y:) =i = et o, Y; ~ Poisson(u).

La funcién liga natural es la funcién logaritmo

log 11; = log n; + x 3.

Esta ecuacién difiere de las anteriores componentes lineales por el término
logn;. Este se conoce como offset y es una constante conocida que se incor-
pora a los procedimientos de estimacién con coeficiente uno. Los términos x;

y 3 son como antes la covariable y el parametro respectivamente.

Cuando una variable explicativa binaria se denota como z; = 0 si el factor
estd ausente y z; = 1 si el factor estd presente, 3; es la razén de cambio en
el incremento en E(Y;) cuando x; pasa de cero a uno con todas las demds
constantes. Similarmente para variables explicativas continuas exp(;) repre-
senta un incremento en y; cuando z; se incrementa en uno y todas las demas

permanecen constantes.
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1.2.4. Ejemplos de Modelos probabilisticos para tablas

de contingencia.

Sea el vector y las frecuencias Y; en N celdas de una tabla de clasificacién

cruzada, los modelos para tablas de contingencia son.

Modelo Poisson. Si las Y/s son variables aleatorias independientes con

pardmetros F(Y;) = p; y distribucién de probabilidad conjunta

N
Fysp) =[] ule i,
i=1
donde g es un vector de ps.

Modelo Multinomial. Si la tdnica restriccion es que la suma de las yis
sea n (observaciones clasificadas en N celdas), entonces la distribucién

multinomial podria usarse

N N N
flysun) =nl [ 07!, donde D 0i=1 Y y=n.
=1 i=1 i=1

En este caso, E(Y;) = n#;. Para tablas de contingencia de dimensién
dos, si j y k denotan renglén y columna, entonces la hipétesis considera
comunmente que las variables renglén y columna son independientes,

es decir,

ejk = 9]¢9k

donde 6;. y 6. denotan la probabilidad marginal con ) 0. =1y
> 0.x = 1. Esta hipétesis puede ser probada al comparar dos modelos

lineales para el logaritmo de pj, = E(Yjx); a saber
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log 11, = logn + log 0,

log 1, = logn +log 0;. + log 6.5.

Modelos de producto multinomial. Si hay més marginales fijas sobre el
total n, entonces los productos apropiados de distribuciones multino-
miales se pueden usar para modelar los datos. Por ejemplo, para una
tabla de dimension tres con J renglones, K columnas y L capas, si el
total por renglon es fijo en cada capa, la probabilidad conjunta para

las yiy;s es

K
f<y|yjl7] = 1, ceey J,l = 1, Ce ,L) = H Hy]l' Hﬁgli?ly]kl'
j=11=1 k=1
donde ), 1y = 1 para cada combinacién de j y [. En este caso,

E(Y}kl) = yj-l‘gjkl-

Si inicamente los totales por capas son fijos, entonces

L J K
f(y|yl,l = 1, e L) = Hyl' H H@gljjly]kl'
=1

Jj=1k=1

con Zj Zk ijl =1 para = 1, ey L. También E()/]kl) = y..lejkl.

Todos los modelos anteriores son equivalentes en verosimilitud, en todos los
casos F(Y;) puede escribirse como producto de pardmetros y otros términos.
Ademas, de ser equivalente al modelo Poisson, la funcién logaritmo, contiene

una componente lineal



1.2. GLM 15

log E(Y;) = constante + ! 3.

Los modelos lineales generalizados que tienen esta funcién liga se llaman
modelos [og-lineales.

1.2.5. Formas de estimacion.

Estimacion por maxima verosimilitud.

La funcién log-verosimilitud para la familia exponencial esta dada por

_ - yiei_d<ei)_ - clu:

i=1
Para obtener los estimadores méaximo verosimiles de (3, se obtienen la primera

y segunda derivada de ¢ con respecto a [3, de donde se tiene

or 1 Z[ 00, 8d(9i)89i]

98~ ale) &~ Y03~ o6, op

_ ! NI S o LA/

por la regla de la cadena, y dado que 8‘(%(0?) = J1;

donde

90; Opi <0ui)—1 Opi Og(pmi) _ <6’2d(9i))—1<5‘g(ui)>—1ﬁg(ui)

O 08 \00;)  0Og(u:) 0P 962 s 95
1 9g(p:)\ 10z B 1 T 92d(0;)
- = T; donde = o(u; ) =
v () < i ) ap U(ui)gu(ui) v 393 (1)y gu(u )
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Entonces
ol 1 1 r_ 1 Vo () 2T
55~ a@) 2 P g G (g 2~ g7

donde w; = (v(:)g: (1)) ™", que escrito en notacién matricial puede escribirse

CcOo1mo

ol 1
— = X"WA(y —
) (y—n)
con W = diag{w;} y A = diag{g,(1:)}. Igualando a cero g—é, se tiene que
X"WAy = X"WAp, (1.2)

donde W, A, p son funciones del pardmetro 3 desconocido. Tipicamente
estas funciones no son funciones lineales de 3 y asf (1.2) no puede ser resuelta

analiticamente. *

Las ecuaciones maximo verosimiles para (3 generalmente se resuelven por un
método iterativo de minimos cuadrados ponderado. Este se deriva como un
ejemplo del uso del método de puntajes de Fisher. El puntaje de Fisher es

un método iterativo para maximizar una verosimilitud y tiene la forma

ol
(m+1) _ p(m) (m)\—12"
0 = 0" + boldsymbol I (0'™)) 90 | o

donde (m) indica la m—ésima iteracion, I(0) es la matriz de informacién de

Fisher y 0 es el vector de pardmetros de entrada.

Asi, para el modelo tenemos que

‘Esta informacién se encuentra en la referencia [3].
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IB(m+1) _ /B(m) + (Xwa>*1XTWA<y - /’l’>

donde W, A, p son evaluadas en 8™ . Con

Var(Xp+A(y—p)) = Var(A(y—p)) = diag{a(¢)v(u)g, (1)} = a(¢)W .

Por lo que una regresiéon ponderada de X3 + A(y — p) sobre X usando

pesos iguales a la inversa de su varianza da

B = (XTWX) T XTWIX B +A(y—p)] = B HXTWX) T XTWA(y—p)

que es la misma que la utilizada en la iteracion.

Estimacion por maxima quasi—verosimilitud.

Hay ocasiones en donde no se conoce una distribucion de los datos y a pesar
de ello se desea tener métodos inferenciales con los cuales trabajar como en
el caso de maxima verosimilitud. Bajo esta idea se desarrolla la estimacion
por quasi-verosimilitud, para derivar una cantidad tipo verosimilitud cuya
construccién requiere pocas suposiciones. Esto es, algo en donde sea facil
de imitar las propiedades que derivan del log—verosimilitud (o funcién de

puntajes), mas que la verosimilitud misma.

Definiendo un andlogo de la verosimilitud, excepto que diferenciamos con

respecto a p; en vez de ;. Primero, sabemos que

B (M) _0
Opi
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Entonces, por la regla de la cadena, tenemos que

(M) (5 - () -5 () -

() (5Mi)2 _ () (52d(9i)>2 o) 11
a(¢) \ 96; a(¢) \ 007 a(¢) (v())*  al(@)v(p)

donde p; = d '(6;), y v(u;) = 9*d(6;)/96%. Por lo tanto,

810ng¢(yi)> _ (5’2 logfyi(yz-)) _ 1
var (250 S\ o a(@)u(im)

* <310ngi(yz')> _ <310ngi(yz') 392‘) _ (alogfm(yi)) (89i>2 -
vt =var | ——— | =var | ——=——~- =var | ——— =

Estas ecuaciones son andlogas a las ecuaciones de méaxima verosimilitud.
Ademas, buscamos una cantidad en lugar de dlog fy; (v;)/0pi, la cual cumple
las propiedades anteriores.

Yi—Hi
a(@)v(pi)’
ciones de la familia exponencial presentadas antes. Asi, la contribucién del

log—verosimilitud de y; es la integral con respecto a u; de %:i(yi), definimos

Sea q; = donde var(y;) o v(u;). Esto lo cumplen todas las distribu-

el log quasi—verosimilitud via la contribucién y; hecha, como

My —
i = d
< / (@)™

0Q; _ Yi — M — @
Opti a(@)v(p) "

Finalmente, los estimadores méximo quasi—verosimiles de (3, se encuentran

donde

resolviendo el maximo de las ecuaciones quasi—verosimiles.
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0
%ZQZ‘:O ~

0Q; 0Q; O aﬂz yz ,Uz aﬂz -
235 =208~ %95 = > ai@o() 95 ="

donde
Opi _ O dg(us) _ <0g(ui))_1 oxfp _ af
s 89(Mi) s o op Qu(ﬁbi)
Entonces,
yi — i xr Yi — Wi T
- I _ .
2 e ) 2 @ e
Es decir,

1
——X"WA(y —p) =0,
a(¢)
que es el mismo estimador que en el caso de maxima verosimilitud, si la

distribucién de la variable aleatoria es miembro de la familia exponencial.

En donde, @); es construido usando solo informacion acerca de como la varian-
za cambia con la media y nada mas. Es frecuente, que cuando especificamos la
relacion media—varianza obtenemos las ecuaciones maximo quasi—verosimiles,
las cuales son iguales a las correspondientes en la verosimilitud legitima, cuan-
do tenemos distribuciones que pertenecen a la familia exponencial. Ademas,
el estimador de maxima quasi—verosimilitud proporciona dos grados de ro-
bustez; primero, no necesita suponer una distribucion y segundo, sélo tiene
que especificar la relacion media—varianza para un contraste proporcional,
que puede ser estimado de los datos. Sin embargo, si a(¢) es desconocida

debe ser estimada por ejemplo, via un estimador de momentos
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T n—p v(ps)

donde n es el nimero de observaciones y p es la dimension de 3.

1.3. MODELOS LINEALES MIXTOS (LMM).

Muchos modelos estadisticos pueden ser expresados como modelos lineales
que consideran efectos fijos, es decir, pardmetros asociados con una poblacién
o con ciertos niveles repetidos de factores experimientales; y efectos aleato-
rios, es decir, asociados con unidades experimentales individuales extraidas
aleatoriamente de una poblaciéon. Un modelo con efectos fijos y aleatorios se

llama modelo de efectos miztos.

Los modelos de efectos mixtos son usados para describir la relacién entre
una variable respuesta y alguna covariable en datos agrupados de acuerdo
a uno o mas factores de clasificacién. Ejemplo de datos agrupados incluyen
datos longitudinales, datos con medidas repetidas, datos multinivel y diseno
por bloques. Los modelos de efectos mixtos presentan gran flexibilidad en la

estructura de covarianza inducida por los grupos en los datos.

Los efectos fijos se usan para modelar la media de y, mientras que los efectos
aleatorios gobiernan la estructura de varianza—covarianza de y. Asi, los efec-
tos aleatorios simplifican la dificil tarea de especificar los distintos elementos
de var(y). Dicho de otro modo, si no se consideran los efectos aleatorios, se
pueden analizar los elementos de la varianza de y de forma, pero con los fac-
tores aleatorios podemos analizarlos con atributos de varianza y covarianza.

Asi, como estos efectos son diferentes, requieren un analisis diferente.

®Ver referencia [4]
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1.3.1. Definicion del modelo.

Los modelos lineales de efectos mixtos son modelos con efectos fijos y aleato-
rios en los que se tiene linealidad en ambos efectos dentro de la funcion del
modelo. Los efectos aleatorios pueden ser considerados como un término del

error entre las correlaciones de las observaciones dentro del mismo grupo.

Un solo nivel de agrupacion.

Los modelos lineales de efectos mixtos para un solo nivel de agrupacion ex-

presan un vector y, respuesta n;—dimensional para el 7—ésimo grupo como

donde b, ~ N(0, V), € ~ N(0,0%1)

3 es un vector p—dimensional de efectos fijos, b; es un vector de efectos aleato-
rios g-dimensional, X; es una matriz conocida de variables con efectos fijos de
tamano n; X p, Z; es una matriz conocida de variables con efectos aleatorios
de tamano n; X q y €; es el vector de errores dentro del grupo de dimension n;
con distribucién normal multivariada. La suposicién var(€;) = oI se puede
relajar, de tal forma que se permite modelar varianzas no constantes o estruc-
turas especiales de correlacion dentro de los grupos. Los efectos aleatorios b;
y los errores dentro del grupo €; se suponen independientes para diferentes

grupos e independientes dentro del grupo.

Como la distribucion del vector de efectos aleatorios b; se supuso normal
con media 0, estd completamente caracterizado por su matriz de varianza—

covarianza W, la cual debe ser simétrica y semidefinida positiva, es decir,
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todos sus valores propios deben ser no negativos. Aunque se puede supon-
er que W es definida positiva (valores propios estrictamente positivos), por
ser un modelo indefinido, siempre puede ser re-expresado como un modelo

definido positivo de baja dimension.

Los efectos aleatorios b; son definidos con media 0 y por lo tanto cualquier
media diferente de cero para un término en los efectos aleatorios debe ser
expresado como parte de los términos de efectos fijos. Ademas, las columnas

de Z; generalmente son un subconjunto de las columnas de X;.

Para efectos de computo es conveniente expresar la matriz de varianza—
covarianza en la forma de un factor de precision relativo, A, el cual es

cualquier matriz que satisfaga

\Il_l
1/02

= ATA.

Si ¥ es definida—positiva, entonces A existe aunque no necesariamente es
tinica. Posiblementes se elige el factor Cholesky de o>® ' como A. La ma-
triz A es el factor de presicion relativo porque son factores de la matriz de
presicion ¥ de los efectos aleatorios, expresados en términos de la precisién
1/0? de ¢;.

Modelos lineales de efectos mixtos multinivel.

El modelo anterior puede ser extendido a efectos aleatorios de niveles multi-
ples anidados. En el caso de dos niveles anidados de efectos aleatorios el vector
respuesta del nivel mas interno de grupos es y;;, i =1,..., M, j=1,..., M,
donde M es el nimero de grupos en el primer nivel y M; es el nimero de
grupos en el segundo nivel dentro del grupo ¢ del primer nivel. El tamano
de y,; es ny;, las matrices del modelo de efectos fijos son boldsymbol X;;,

i =1,...,M, 7 =1,...,M; de tamano n;; X p. Usando efectos aleatorios
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para el primer nivel b; de tamano ¢; y efectos aleatorios para el segundo
nivel b;; de tamano g, con matrices Z; ; de n; X q1 y boldsymbol Z;; de n; X o

respectivamente, el modelo se escribe como

b~ N(0,¥,),  b;~N(O,P,y), €;~N(0,I).

Los efectos aleatorios del nivel 1 b; se suponen independientes para dife-
rente 7, los efectos aleatorios del nivel 2 b;; se suponen independientes para
diferentes 7 6 j y son independientes de los efectos aleatorios del nivel 1 y los
errores dentro del grupo €;; se suponen independientes para diferentes i 6 7,

e independientes de los efectos aleatorios.

Si se consideran () niveles de efectos aleatorios, el modelo tiene la misma
estructura que en el caso de 2 niveles, con matriz de varianza-—covarianza, ¥,
qg=1,...,0Q, para los efectos aleatorios del nivel ¢, y es simétrica, definida
positiva, pudiendo ser diagonal o miultiple de la identidad. El nimero de

niveles es el niumero de niveles anidados de efectos aleatorios.

Forma general del modelo extendido.

Extender el modelo lineal mixto de un nivel a una forma mas general per-
mite relajar la suposicion de independencia del vector de errores dentro del
grupo €;, a la heteroscedasticidad y correlacién dentro de grupos, la cual es

expresada como
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b; ~ N(0,W), €; ~ N(0,0°A;), i=1,...,M

donde las matrices A; son definidas positivas parametrizadas por un conjunto
de parametros A, generalmente pequenos y fijos. Asi, los A; suponen inde-

pendencia para diferentes grupos, e independencia de los efectos aleatorios
b;.

Similarmente, la extensién a dos niveles considera a

GijNN<O,O'2AZ‘j), i:].,...,M, jzl,,MZ

donde A;; son matrices definidas positivas parametrizadas por un vector A
fijo. De igual manera para un modelo multinivel con ) niveles de efectos

aleatorios.

1.3.2. Ejemplos.
Diseno por bloques aleatorizado.

Un diseno por bloques aleatorizado es un tipo de experimento en el cual
hay dos factores de clasificacion: un factor experimental para el cual usamos
efectos fijos y un factor por bloques para el cual usamos efectos aleatorios.

Un ejemplo esquematizara el modelo.

Se realiz6 un experimento ergonémico, con un diseio por bloques aleato-
rizado. El experimento registra el esfuerzo requerido por nueve diferentes
individuos para levantar cuatro tipos de taburetes. Queremos comparar estos
cuatro tipos particulares de taburetes, asi utilizamos efectos fijos para el
factor tipo. Los nueve diferentes individuos representan una muestra de la

poblacién acerca de la cual deseamos hacer inferencia, asi usamos efectos
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aleatorios para modelar el factor individuo. Después de analizar los datos

se observé una diferencia sistematica entre los tipos de taburetes sobre sus

medidas, dandose que los promedios de la variable tipo aparecen ordenadas

asi, T1 < T, <T3 <Ts.

Un modelo con efectos fijos 3; para el factor tipo y efectos aleatorios b; para

el factor individuo podria ser escrito como

yij:6j+bi+e,;j, 1=1,...,9, j=1,...,4

bl' NN(O,O’?), Eij NN(O,O'2>

o equivalentemente

yz:X1ﬁ+Zlbl+6h ?::17"'797

donde

biNN<070-l?)7 eiNN<0702I)

donde parat=1,...,9

Yi1 1000 1
i 0100 1
Y, = v ) X; = ) Z;= )

La matriz de efectos fijos X; es una matriz de celdas promedios, ya que la

Jj—ésima componente de 3 representa lo que podria ser el esfuerzo medio que

representa el j—ésimo tipo de taburete si la poblacion total fuera considerada.
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Modelos de efectos mixtos para diseno por bloques, repetidos.

El modelo anterior puede verse como un diseno por bloques no repetido, pues
una unica observacion esta disponible en cada combinacién de condiciones
experimentales. En otros experimentos puede ser necesario repetir medidas.
Por ejemplo, los datos de maquinas que dan la produccié para la elegir aleato-
riamente de seis trabajos probados sobre tres diferentes tipos de maquinas.
Cada trabajo usa cada maquina tres veces, asi tiene tres réplicas en cada

conjunto de condiciones.

Tomando el factor trabajo como efecto aleatorio y el factor mdquina como
efecto fijo. Las repeticiones en este experimento nos permiten calcular la
presencia de interacciones entre trabajo y mdquina. Esto es, podemos direc-
cionar la cuestién de si el efecto de cambiar de un tipo de maquina a otro es

diferente para diferentes trabajos.

Como el trabajo representa una muestra aleatoria de la poblacion de interés,
cualquier término de interaccion puede modelar diferencias entre los trabajos
al cambiar de una mdquina a otra, también se puede expresar a la variable
interaccion como un efecto aleatorio. El modelo incorporando el término

interaccion como efecto aleatorio es: b;;, ¢ =1,...,6yj=1,...,3

yijkzﬁj—f'bi_’_bij_’_eijk, 7::]_,...,6, j:]_,...,3, ]{3:17,3

bi~ N(0,07),  bij~N(0,03), €~ N(0,0%)

Este modelo presenta efectos aleatorios en dos niveles: el efecto b; para el
trabajo y el efecto b;; para el tipo de mdquina dentro de cada trabajo, es

decir, la interaccion.
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También puede existir una relacién de varianza—covarianza en el efecto aleato-
rio b;, en donde el modelo serfa el mismo, solo que b; ~ N (0, ¥), con ¥ defini-

da positiva, simétrica, la cual representa a la matriz de varianza—covarianza

de bz

Un modelo de analisis de covarianza.

Un modelo lineal, tal como

yi = 1+ oz + €, 1=1,...,N, e ~ N(0,0%)

relaciona una variable respuesta continua y; con una o mas covariables con-

tinuas x;.

El término andlisis de covarianza designa un tipo de modelo que relaciona una
respuesta continua con un factor de clasificacion y una covariable continua.
Si y;; es la j—ésima observacion en el i-ésimo grupo de datos y x;; es el valor
correspondiente de la covariable, un andlisis de covarianza con un efecto

aleatorio para la interseccién podria ser:

Yij = B + b + Boxij + €5, v=1,...,M,j=1,...,n;

b; ~ N(0,0?), e; ~ N(0,0?)

El cual combina un modelo de andlisis de efectos aleatorios de varianza con

un modelo de regresion lineal.

Una aplicacién comun de modelos de efectos aleatorios de analisis de co-
varianza es modelar datos de curvas de crecimiento, o m&s generalmente

conocidos como datos longitudinales o medidas repetidas.
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Consideremos un conjunto de medidas de la distancia de la glandula pituitaria
a la fisura pterygomaxial que se tomaron por dos afios completos a once ninas
entre 8 y 14 anos de edad. Se desea ver si hay diferencias cualitativas entre
su patrén de crecimiento para esta medida, para ello se toma el siguiente

modelo

Yy, = XiB+ Z;b; + €, i=1,...,11,

bZNN<O,\II), GZ'NN(O,O'2I)

con matrices

1 8 1

1 10 1
Xz: ; Zz:

1 12 1

1 14 1

El vector de efectos fijos B bidimensional, consiste de la interseccién media
(1, para la poblacion y la pendiente comtn o razén de crecimiento 5. Los
vectores de efectos aleatorios b;, ¢ = 1,...,11 unidimensionales describen
algiin cambio en la interseccién por cada nina. La matriz ¥ = o7 de tamaitio

1 x 1, representa la varianza de las medidas para una edad fija.

1.3.3. Formas de estimacion.

Estimacion por maxima verosimilitud para LMM en un nivel.

Considerando el modelo (1.3) que tiene un solo nivel de efectos aleatorios.

Los parametros del modelo son 3,0% y los pardmetros determinados por
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A el factor de precision relativo. Usando 0 para representar el conjunto de

parametros que determinan a A.

La funcién de verosimilitud para el modelo (1.3) es la densidad de probabi-
lidad dada por

L(B3,0,0%y) = p(y|B.6,5%)

donde L es la funcién de verosimilitud, p es la funcién de densidad de proba-

bilidad y y es la entrada del vector respuesta N-dimensional, N = Zf\il n;.

Al ser los efectos aleatorios b;, ¢ = 1,..., M parte del modelo, debemos
integrar la densidad condicional de los datos dados los efectos aleatorios con
respecto a la densidad marginal de los efectos aleatorios para poder obtener
la densidad marginal de los datos. Usando la independencia de b; y €;, esto

Se expresa Ccomo

M M
L(B,6,0%ly) = | | p(v:|B.6.0%) = H/p(yi|bi,ﬁ,Uz)p(biIO,fo)dbi
=1

i=1

donde la densidad condicional de y,, es una normal multivariada

exp{—|ly; — X:B — Z:bi|*/25°}
p(yi’bivﬁvoj) = (271'0'2)”"/2

y la densidad marginal de b; es también normal multivariada

—b/ Wb, —||Ab;|2/20?
p(b)0.0t) = “RUY b} _ epUIAMI By )
(2m)1/2\/|®| (2mo?)1/2abs| A1

donde |.| denota el determinante de la matriz y abs es el valor absoluto. °

SConsultar referencia [4].
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Entonces la funcion de verosimilitud es

M

L(8.8.0|y) = H abs|A

/exp{—(llyz Xif = Z:bi|* + ||Abi|*) /20%)

L (2ma?)mil2 (2mo2)9/?

1 abs|A| /eXp{—llyl (Xﬁ Zibi*/20%} (1.6)

-1 (2mo?)mil 2mo2)e/?

() x=(V) 2-(%)

son vectores y matrices de datos aumentados.

donde

El exponente de la integral en (1.5) es la suma de cuadrados residual por lo

que puede ser reescrito como

1G; — XiB — Zibs||* = ||§; — XiB — Z:bi||*> + || Z:(b; — b)) ||* =

15 = X8 — Zibi|* + (b — b.)" Z, Zi(b; - by), (1.7)
donde b; es el estimador obtenido por minimos cuadrados
Z)'Z; (g~ XiP)

El primer sumando de (1.7) no depende de b;, por lo que solo hay que integrar

el segundo término de (1.7) en la integral de (1.5), entonces

f exp{—(bi — b)TZ" Z,(bs — by) 202}
575 / (2mo2)1/2 dbi =

Z
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L [ep{=(bi—b)TZ; Zi(bi = b)/20%)
VIZ: Z,) (2r02)92\/ | Z, Zi]

Finalmente, sustituyendo (1.7)y (1.8) en (1.5) se obtiene

M Mo~ S 5 -
abs|A| exp{—>_i_, |9; — X:B — Z;b;|* /20
15,6, 08) — [] 1AL el I2/20%)

~T ~ 2\N/2
Pl /|Z;TFZ1-| (2mo?)

1 Mg — X8 — Z:bi|IP\ 2% abs|A
~ G (Zz—l 19 2026 I = f|T~|
=1 \V |Zi Zi|

De donde los estimadores de méaxima verosimilitud para 3, 8, o2 se obtienen

(1.9)

maximizando esta tultima expresién. Sin embargo, esto es mas simple si nos
concentramos en la verosimilitud como funcién de @ tnicamente. Es decir,
calculamos los estimadores condicionales B(8) y 62(8) como los valores que
maximizan a L(3, 0, 0?) para un  dado. Como las partes en donde se involu-
cra a By o2 en la verosimilitud, tienen la forma de un modelo de regresién

lineal, asi 3(0) y 5%(8) se pueden determinar por la teorfa de regresién clasica.

El estimador de minimos cuadrados para 3 dependera condicionalmente de

b;, vy éste a su vez, dependerda de 3, ademds, se quiere determinar el valor

por minimos cuadrados conjunto como solucién a minimos cuadrados de

(BlT BL BT)T _ argmin

Hye - Xe(bla s 7bM7/8)TH27
b17"'7bM7/8

donde
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Y Z, 0 0o X,
0 0 0 0
Yo 0 Z, 0 X,
Y, = 0 , X, = 0 A 0 0
Y 0 0 ... Zy Xu
0 0 O A 0

De donde se tiene

~T ~T AT
(by,....b,,,8 ) =(XIX.,) "Xy,

T T AT
Xc(by,....b,,8)7)?

5_2(0) _ Hye B ¥

Sustituyendo este valor en la verosimilitud de (1.9) se tiene

M
L(6) = L(3(6).6,5%(0)) = o 0 T -7
=1/ Z; Zi|
Notese que sélo es necesario conocer la norma de los residuales del pro-
blema de minimos cuadrados aumentado y no los valores de 51, e ,BM, 3.
Para encontrar esta solucion se usara la descomposicion ortogonal-triangular
de matrices rectangulares, pues son faciles de calcular computacionalmente.

También es conocida como descomposicion QR, pues

R
XZQ( 0>:QtR7
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donde X es una matriz de n X p (n > p) de rango p, Q es una matriz
ortogonal de n x n, R es una matriz triangular superior de tamano p X p
y Q, (Q—truncada) consiste de las primeras p columnas de Q. Como Q es
ortogonal, entonces Q7 Q = QQ”T = I y as, QtTQt = I, ademas al ser Q una
generalizacién de una rotacién o una reflexién en el plano, Q 6 Q” preservan

normas de vectores sobre multiplicacion, es decir,

1Ry’ =(Q"y)"Q"y =v"QQ"y =y "y = |ly|*.

Si aplicamos esto al vector residual en el problema de minimos cuadrados, se

tiene

ly = XBI° = IQ"(y - XB)|I* = 1Q"y - Q"X B|* =

e-a(§ )l =le- (5 )l <t o

donde ¢ = (!, ¢}) = Q" y es el vector de residuales rotado. Las componentes

c1 y ¢y son de tamano p y n — p respectivamente.

Como X es de rango p, la matriz R de p X p es no singular y triangular
superior. La solucién de minimos cuadrados @3 es facil de evaluar como la

soluciéon RB = ¢; y la suma de cuadrados residual es ||ey?, la cual no
depende de B

Entonces descomponiendo la matriz aumentada Z; como

- Ry
Zi = Q) ( 0

donde Q;) es de (n; +q)x(n; + q) y Ri es de ¢ x g. Por lo que
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19 + XiB + Z:bil|” = |QFy (4 + X:B+ Ziby)||* =

el — RiowB — Ruiybill* + llcosy — Rooy Bl

donde la matriz Ryg;) es de ¢ X p, Rogg;) es de m; X p, el vector ¢ es de

dimensién q y ¢og) es un vector de dimensién n;, se definen por

Ry _ Q(T)X Ci6) | _ Q{)g
Ry Z Co(i) l

Sustituyendo esto en la integral de (1.6)

/exp{—(llyz Xif = Z:bi|* + || Abi|*) 207}
(2m02)1/2

i_Ri 2 z‘_Rz‘—Ribi222
~ exp [HCO() 00|l ]/GXP[HCl() 10)3 — Rubil|*/20 ]dbi

—20? (2mo?)e/?
(1.10)
Sea ¢; = (c15) — Rio())B — Rii(s)b;)/o donde Ry;(;) es no singular, entonces

de; = 07 %abs| Ry1(;)|db;, haciendo este cambio de variable, la integral es

eXP[—”Cl(z’) - RlO(i)IB - Rn(i)bz’||2/202]
(2mo2)a/?
— 2/92 1
abSIRn 0 27T 72 " abs| Ry

donde

abs|Ruxy| = \/ (| By )” = /| Bo | R | = /| Ry B | =
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Rll(i) 5T 5
T

Asi, el valor de la integral es el mismo que en (1.6). Al ser Ry;(; triangular,

su determinante es el producto de los elementos de la diagonal.

Sustituyendo (1.10) y (1.11) en (1.6) la funcién de verosimilitud es

M 2 2
exp|—||coiy — Rooi)Bl|*/207] A
0, o2 abs| ——— | =
B |y g 27.[-0-2)711'/2 |R11(2)|

exp[— Y"1 lleogsy — RoooyBI1%/207] H ubs
(27?0‘2)]\[/2 |R11(1

Donde el término del exponente tiene la forma de la suma de cuadrados resi-
dual para B ponderada sobre todos los grupos. Formando una descomposicién

ortogonal-triangular nueva.

Ry  coq) R e
. . 00 Co
: : = Q(o) ( )

ROO(M) Co(M)

La funcién de verosimilitud, tiene la forma

- >+ lleo = RooB|” A
L(B,0,5%y) = (2m0?) N ?e el | |ab3
(/6 ’y) ( ) 9202 . |R11(i)|

Por lo que, para un 6 dado, los valores de 3 y 02 que maximizan esta expresion

son
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Jle?

N

B(0) = Rylcy y 62(0) (1.13)

Evaluando estos valores en L(3,0,0?|y) de (1.12) se tiene

N/2 M

que se denomina la verosimilitud perfil; y la log—verosimilitud perfil

((0ly) = log L(8]y) =

N - A
—llog N —log(27) — 1| — Nlog |lc_1]|| + log abs 1.14

| (2m) 1] sl + 3 ) (O
La log—verosimilitud perfil se maximiza con respecto a @, produciendo el esti-
mador de maxima verosimilitud de 8. El estimador de méxima verosimilitud

para B y 62 se obtienen sustituyendo 8 = 6 en (1.13).

Aunque técnicamente los efectos aleatorios b; no son parametros para el
modelo estadistico frecuentemente se desea estimar sus valores. El modelo
condicional de los efectos aleatorios, evaluado en el estimador condicional de
3, es el mejor predictor lineal insesgado o BLUP de b;, i = 1,..., M y puede
ser evaluado usando matrices de la descomposicion ortogonal-triangular, co-

mo

51(9) = R_11(¢)(cl(i) - Rlo(i)’é(o))’

asi, si @ es desconocido se reemplaza por su estimador de maxima verosimi-
litud @, produciendo el estimador BLUP b;(8).
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Estimacion por verosimilitud restringida.

Algunas veces los estimadores de maxima verosimilitud de componentes de
varianza tales como o2 y o tienden a sobreestimar los pardmetros, por lo
que se prefiere la estimacién maximo verosimilitud restringida (o residual)

REML para estas cantidades.

Hay varias maneras de definir el criterio de estimacién REML. Una defini-
cion es suponer una distribucion inicial uniforme para los efectos fijos 3 e

integrarla fuera de la verosimilitud, es decir,

L8, 0%y) = / L(8.0,0°|y)dp

Usando (1.12) y haciendo el cambio de variable

¢, = (cl(i) - Rlo(i)ﬁ - Rll(z’)bi)/U

con diferencial dgp; = 0~9abs| Ry (;)|db; obtenemos la log-verosimilitud-restringido

(r(0,0%y) =log Lr(0,0°y) =

N-—p || -1 || A
— log(2mo?) — — log abs|Ryp| + E log abs
esto produce el estimador condicional 6%(0) = ||c_1||?/(N — p) para o2, por

el cual se obtiene la funcién log—verosimilitud—restringida perfil

(r(0ly) = lr(0,0%(0)|y) =
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M
N-p N=p, o leal’ A
— log(2m)————1 —————logabs| R, log ab =
9 Og( ﬂ-) 2 Og(O' ) 202 oga S’ 00’+; og avs |R11(z)|

N-—p N-—p 2 e |?
— log(27)— 1 _ N—p))— —1 bs| R,
5 o (2m) = = o e |/ (N —p) g £t s —logabsl R
M
|A|
+ log abs =
Z.Zl <|R11(i)|
N-—p N-—p S A
log((N—p)/27)—1]— log |le_1||2—log abs| Rgo|+ log abs =
5 Hog((N=p)/2m)=1]——— log||c_|["~log abs| Roo| ; g <|R11(i)|)

M
A
constante — (N — p)log ||c_1|| — log abs| Roo| + E log abs (ﬁ) (1.15)
— 11(i

donde constante = X2 [log((N — p)/2m) — 1]

Los componentes de la funcién log—verosimilitud-restringida perfil en (1.15)
son similares a la log—verosimilitud perfil (1.14) excepto que el logaritmo de la
norma del vector residual tiene un multiplo diferente y hay un término extra,
el log abs| Roo| = log | 21, XT'71 X ;| /2. Para evaluar el estimador de méxi-
ma verosimilitud restringida, se maximiza la log—verosimilitud-restringida
perfil (1.15) con respecto a @ unicamente y usando los resultados del esti-
mador REML @5 para obtener el estimador REML de o2, 6%(0z). Simi-
larmente, el estimador REML de BLUP para efectos aleatorios se obtienen

reemplazando 6 por 05 en l;i(OR) = Rl_ll(i)(cm) — RlO(i)B(0R>>~
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El criterio REML solo depende de 0 y ¢. Sin embargo, también es ttil evaluar
la mejor estimacién de B de (1.13) una vez que Or ha sido determinada
usando el criterio REML.

Una diferencia importante entre la funcion de verosimilitud y la funcion de
verosimilitud restringida es que la primera es invariante ante reparametriza-
ciones uno a uno de los efectos fijos (por ejemplo, un cambio en el constraste
representado por una variable categérica), mientras que la dltima no. Cam-
biando las matrices X ; resulta un cambio en log abs| Ryy| y un cambio corres-
pondiente en ¢z (0|y). Como una consecuencia, los modelos lineales de efectos
mixtos con diferente estructura de efectos fijos apropiada usando REML no
puede ser comparada sobre la base de su verosimilitud restringida. En par-

ticular, la razoén de verosimilitud no es valida sobre estas circunstancias.

Niveles multiples de efectos aleatorios.

La funcién de verosimilitud y la funcién de verosimilitud restringida para
modelos multinivel con efectos mixtos puede calcularse usando las mismas
técnicas descritas para el modelo de un nivel. Usando el modelo lineal de
efectos mixtos, tenemos que la verosimilitud, se integra sobre ambos niveles

de efectos aleatorios

L(/879159270'2’y) =

M M;
H/H [/p(yiﬂbij,bi,ﬂ,UQ)p(bing,az)dbij p(b;|01,0%)db;  (1.16)
i=1 j=1

Como antes, podemos simplificar las integrales en (1.16) si aumentamos las
matrices Z;; con A, y hacemos la descomposicién ortogonal-triangular de
estos arreglos aumentados. Esto nos permite evaluar las integrales interiores.

Para evaluar las integrales exteriores iteramos este proceso, es decir,
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Ziy Zig X Yi ) _ o B Baw) R o)
A, 0 0 0 @ -

i=1,....M, j=1,...M, (1.17)

La matriz Ryo(;;) es una matriz triangular superior de dimension gz X go. Los
otros arreglos en el primer renglén de la descomposicién en (1.17) se usan
s6lo si el estimador condicional 3(6) o el modo condicional b;(0) y b;(0) es
requerido. Los arreglos en el segundo renglén de (1.17): Ry13ijy, Riowj), €igj)

tiene n;; renglones cada uno.

Para evaluar la integral exterior en (1.16) formamos y descomponemos un

arreglo aumentado:

Rll(il) RlO(il) C1(i1)

: : : —Q ( Rll(i) RlO(i) Ci1(y) )
— %(4)
Ryivy Rioenn)  Ciiing) 0  Rypu cop
A 0 0
i=1,....M (1.18)

La descomposicién final, es como el caso de un nivel, donde de nuevo produce

R, cy, c_1, asi se obtiene la log—verosimilitud perfil para 6, y 85 como

6(01702|y) = logL(B(01702) 0170% (01’92)”!/)

M
Ay
constante — N log ||c_1]|+ ) logabs ( ) + log abs (
; |R11( Z Z | Raai)|

=1 j5=1
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Similarmente, el perfil de la log—verosimilitud restringida es

(r(01,0s]y) = log Lr(BR(0:,0.),0,,0:,5%(0:1,0,)|y) =

M
A
constante — (N — p)log||c_1|| — log abs| Rgo| + Zlog abs <|1‘% t’)|) +
=1 113

G A )
log abs (
Z |R22 zg)|

i=1 j=1

En general ) se anida en los efectos aleatorios.

1.3.4. Valores fijos y predictivos.

Los valores fijos, son valores que se predicen de las respuestas observadas
sobre los modelos fijos, frecuentemente son de interés para verificar el modelo.
Los valores predictivos para nuevas observaciones son una de las primeras

cantidades de interés cuando hacemos inferencia de un modelo fijo.

En un modelo de efectos mixtos, los valores fijos y predictivos podrian obte-
nerse de diferentes niveles de anidamiento, o de todo el nivel poblacional. Las
predicciones del nivel poblacional estiman el valor de la esperanza marginal
de la respuesta. Por ejemplo, sea x; un vector de covariables de efectos fijos,

el valor de la esperanza marginal del correspondiente vector respuesta y; es

E(y,) =z},
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y los mejores predictores lineales insesgados (BLUP) del valor esperado
poblacional, se obtienen sustituyendo el valor del estimador B (0) en el valor

esperado 3.

Los valores predictivos del k—€simo nivel de anidamiento estiman la esperanza
condicional de la respuesta, dados los efectos aleatorios de todos los niveles
menores o iguales al k—¢ésimo nivel. Por ejemplo, zj;) denota un vector de
covariables correspondientes a los efectos aleatorios asociados con el i—ésimo

grupo del primer nivel de anidamiento, las predicciones del nivel-1 estiman

E(yn|bi) = 1 B + zni)bi

y su correspondiente BLUP para el valor esperado condicional dados los

efectos aleatorios b; es

Yn(s) = :BZB(B) + zh(i)i)i(e)
Similarmente, sea zj(; ;) el vector de covariables asociado con el j—ésimo
grupo del nivel-2 dentro del i—ésimo grupo del nivel-1, los valores predictivos
del nivel-2 estiman
E(yh(i)|bi7 bij) = scfﬁ + Zf(i)b@- + Zz(m-)bij

y su BLUP correspondiente es

~

Un(ij) = zp B(0) + Z;{(i)i’i(e) + z:ff(i,j)bij(e)

donde en todos los casos 6 es reemplazado por su EMV o su estimador REML,

produciendo el estimador BLUP de los valores esperados.
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1.4. MODELOS DE EFECTOS MIXTOS NO
LINEALES (NLME).

Los modelos de efectos mixtos no lineales, son modelos de efectos mixtos
en los cuales algunos o todos sus efectos fijos o aleatorios ocurren de ma-
nera no lineal en la funciéon del modelo, en el que la esperanza condicional
de la respuesta dado el efecto aleatorio es también una funcién no lineal de
coeficientes. También pueden ser una extension de los modelos de regresion
no lineal para datos independientes, en los que los efectos aleatorios son
incluidos en el coeficiente dentro del grupo, lo que induce correlacién dentro

de los grupos.

1.4.1. Modelos NLME con un nivel de agrupacion.

Comunmente, las aplicaciones de los modelos NLME se dan para datos con
medidas repetidas (propuestos por Lindstrom y Bates (1990) que se pueden
pensar como un modelo jerarquico. Asi, un nivel de j observaciones sobre el

1—ésimo grupo es modelado como

yl]:f(¢1]7ylj)+62]a 221,,M, j:177n2

donde M es el nimero de grupos, n; el nimero de observaciones dentro
del 1—ésimo grupo, f es cualquier funcién real, diferenciable de un vector
paramétrico ¢;; especifico del grupo y un vector de covariables v;;; y €;; es
el vector de errores dentro del i—ésimo grupo con distribuciéon normal. La
funcién f no es lineal en al menos una componente del vector paramétrico

@;; especifico del grupo, el cual es modelado como

¢;; = AiB+ Bybi,  bi~N(0,¥) (1.19)
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donde B es un vector p—dimensional de efectos fijos, b; es un vector de efec-
tos aleatorios ¢—dimensional asociado con el i—ésimo grupo (sin variar j) con
matriz de varianza-covarianza W. Las matrices A;; y B;; son de dimensién
apropiada y dependen del grupo y posiblemente de valores de algunas co-
variables de la j—ésima observacién, lo cual permite incorporar covariables
de tiempo de variacion en los efectos fijos o los efectos aleatorios para el
modelo. Esto supone que observaciones correspondientes a diferentes grupos
son independientes y que los errores dentro de grupos €;; son independientes
y distribuidos normal com media cero y varianza o2, e independientes de b;.
La suposicion de independencia y homoscedasticidad para los errores dentro

de grupos se puede relajar.

Como f es cualquier funciéon no lineal de ¢,., la representacion de los coefi-

1)
cientes ¢,; especificos del grupo se pueden elegir de tal modo que A;; y By

sean siempre matrices de incidencia.

En forma matricial, el modelo esta definido como

Y, = fi(¢ij>uij) + €, (1.20)

¢, = A;,B+ B;b;, para i1=1,..., M

donde
Yi1 i €i1
Vi Aj B

[ (o1, vin)

f(¢lnz > Vim)
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El modelo anterior, se puede extender a datos agrupados miltiples o factores

anidados modificando el modelo para efectos aleatorios.

1.4.2. Estimacién por verosimilitud.

Como los efectos aleatorios son cantidades no observadas, la estimacién por
maxima verosimilitud en modelos de efectos mixtos se basa en la densi-
dad marginal de la respuesta y, la cual, para un modelo con () niveles de

anidamiento, se calcula como

Py | B.o% W, W) — /p(y 5.8,0%)p(b | 1, ..., Wo)db

donde p(y | B,0%, ¥y, ..., ¥y) es la densidad marginal de y, p(y | b, 3, 5?)
es la densidad condicional de y dado los efectos aleatorios b, y la distribuciéon
marginal de bes p(b | ¥y,..., ¥y). Para el modelo NLME (1.20), expresando
la matriz de varianza—covarianza de efectos aleatorios en términos del factor
de precisién A, tal que V' = 672AT A, se obtiene la densidad marginal de

Y COmo

ply | B,0% A) =

A ™ |y — £,(8,b:) [ + || Ab; |2
(2mo?) (N+M‘1)/2H exp 952 db; (1.22)

donde f;(8,b;) = f;[¢;(B, bi), vi].
Como la forma de la funciéon f puede ser no lineal en los efectos aleatorios,

la integral en (1.22) generalmente no tiene una forma cerrada. Esta integral

algunas veces se resuelve por aproximacion de Taylor, tomando la expansion
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de primer orden de la funcién f alrededor del valor esperado de los efectos

aleatorios, o alrededor del condicional (sobre A) de los efectos aleatorios.



Capitulo 2

MODELOS LINEALES
MIXTOS GENERALIZADOS
(GLMM).

Los modelos lineales mixtos generalizados logran unir las principales ventajas
de los modelos lineales mixtos y los modelos lineales generalizados: una de
ellas, que los datos no necesariamente se suponen normalmente distribuidos
o que la media no necesariamente es una combinacion lineal de los pardame-
tros, pero si lo es alguna funciéon de la media. Y la otra, es la aleatoriedad
de los efectos mixtos, lo que permite particularizar a los individuos asocian-
do una relacién de varianza—covarianza. Asi, el modelo mixto condiciona los
efectos fijos con los aleatorios dando una asociacién entre grupos o nive-
les de anidamiento, permitiendo que el modelo sea estudiado para dar un
comportamiento distinto a los individuos, otorgando distinta variabilidad a
individuos de distintos grupos, por un lado o dando distinta variabilidad a
individuos del mismo grupo por otro. Es decir, mientras el modelo marginal

solo da resultados a nivel promedio, el modelo condicional (mixto generali-



48 CAPITULO 2. GLMM

zado), permite dar resultados por individuo.

2.1. LA ESTRUCTURA DEL MODELO.

Sea y el vector respuesta que por lo general se considera de elementos in-
dependientes (condicionados en los efectos aleatorios), cada uno con una

distribucién con densidad perteneciente a la familia exponencial

Yi | b; ~ inlb(yi | b)

fvap: (i | bi) = exp{[yi0;i — d(6;)]/a(¢) — c(yi, @) } (2.1)
donde la media condicional de y; esta relacionada con 6; via la identidad
i = ag(;i). Esta transformacién da el sentido lineal al modelo en ambos

efectos, el fijo y el aleatorio, es decir,

E(yi \ bi) = M

g(ni) = x; B+ 2 b (2.2)

T

donde ¢ es una funcién conocida, llamada la funcion liga, x; es el i—ésimo

renglén de la matriz de observaciones para los efectos fijos, y 3 es el vector
T

paramétrico de los efectos fijos. Ademas, tenemos que z; es el i—ésimo renglén
de la matriz de efectos aleatorios. u; denota la media condicional de y dado
b, en este caso, no es la media marginal. Falta, solo asignar la distribucién

del vector de efectos aleatorios b:

b~ fg(b) (2.3)
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Se nota que el hecho de la distribucion condicional de y dado b es justamente
la extension del modelo lineal generalizado, pues j; representa la media condi-
cional més que la media marginal, todo lo demés es similar al modelo lineal
generalizado, por lo que muchas de las relaciones se derivan de los modelos

lineales generalizados.

La varianza condicional de y dado b esta dada por

var(y; | bi) = a(¢)d"(6)

la cual tiene una dependencia con la media condicional ;.

2.1.1. Consecuencias de tener efectos aleatorios.

La distribucién marginal contra la distribucion condicional. El mo-
delo lineal mixto generalizado se condiciona respecto a b, por lo que es
necesario derivar aspectos de la distribucion marginal de y para enten-

der lo que ocurre con las suposiciones hechas a los datos observados.

La media de y puede derivarse facilmente por la media condicional.

E(y;) = E(E(y; | b)) = E(;) = E(g (=] B+ 2! b)).

lo cual es facil de simplificar si ¢g~! es una funcién lineal.

Por ejemplo, si g(p) = logpu y g7'(x) = exp{z}. Entonces

E(y;) = Eexp{z; B + 2 b}) =

exp{z; B}E(exp{z] b}) = exp{x; B} My(2:)
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donde Mp(z;) es la funcién generadora de momentos de b evaluada en

Zi.

Si b; ~ N(0,0%) y Z tiene un 1 en cada renglén y cero en los demds

elementos, entonces My(2;) = exp{o?/2} v

E(y;) = exp{=; B} exp{o}/2} = exp{z; B + 0} /2}

log E(y;) = 1B+ 02/2
La varianza de y esta dada por:

var(y:) = var(E(y: | b)) + E(var(y; | b)) = var(u) + E(a(@)v(p:)) =

var (g~ (x] B+ 2/b)) + E(a(¢)v(g~ (=] B+ 2[b)))

donde se necesita conocer la forma de g o la distribucién condicional

de y para poder simplificar esta iltima expresion.

Asi, por ejemplo, tenemos la funcion log liga y suponemos que todos los
elementos de y dado b, son independientes con distribucién Poisson.

La varianza condicional de y; dado b es a(¢)v(p;) = s, por lo tanto

var(y;) = var () +E(p:) = var (exp{z; B+z; b})+E(exp{z; B+z; b}) =

E(exp{2(x; B+2] b}) —~[E(exp{z; B+2]b})|*+ E(exp{z] B+2] b}) =



2.1. LA ESTRUCTURA DEL MODELO. 51

exp {227 B} (Ms(22) — [Mo(2)]” + exp{—aT B} Ma(=:)

Si de nuevo, b; ~ N(0,0}) y Z tiene la misma forma que antes, entonces

var(y;) = exp{2a] B} exp{207} —exp{o?} ) +exp{al B} exp{of/2} =

explal B+ o} /2} ( exp{al B} [exp{307/2} — exp{of/2}] +1) =

B(y) (exp{al By [exp{30/2} —exp{of/2}] +1)  (24)

donde el término en corchetes en (2.4) es mayor que 1 y solo serfa cero
si 07 = 0, lo que hace a la varianza méas grande que la media. Por lo
tanto, aunque la distribucién condicional de y; dado b es Poisson, la
distribucién marginal de y; no lo es. En efecto, bajo estas suposiciones
siempre se tiene sobredispersion comparado con la distribucion Poisson.
En este sentido se piensa que los efectos aleatorios son ademas una ma-
nera para modelar o atribuir sobredispersién en una fuente particular.
Es decir, los efectos aleatorios surgen del diseno, la muestra viene en
conglomerados o grupos (escuelas, indivuduos, laboratorios, etc.), que
se consideran aleatorios o son una muestra aleatoria. Matematicamente

equivale a sobredispersion.

Covarianza y correlacion. El uso de efectos aleatorios introduce una corre-
lacién entre las observaciones, las cuales tienen cualquier efecto aleato-
rio en comun. Lo mismo ocurre en los modelos lineales mixtos generali-

zados. Suponiendo independencia lineal de los elementos de y tenemos:
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cov(yi, y;) = cov(E(y; | b), E(y; | b)) + E|[cov(yi,y; | b)] =

cov(pui, 1) + E(0) = cov (9_1(wiT5 + 2] b), 9_1(5”;;5 + sz))

Si, por ejemplo, tenemos una funcién logaritmo como liga, esto se evalia

CcOo1mo

cov(y;, yj) = cov( exp{z! B + zI'b}, exp{w?,@ + zjrb}) =
exp{z; B + x| B}cov(exp{z] b}, exp{z] b}) =

exp{z] B + m?@}cov (Mb(zi +z;) — Mb(zi)Mb(zj))

de nuevo, si b~ N(0,Ic}?) y Z igual que antes, entonces

cov(y;, y;) = exp{z] B + :L'JT,B} [exp{ag}(exp{zlrzjag} — 1)] (2.5)

lo cual es igual a cero si zl'z; = 0, lo que significa que las dos ob-

servaciones no forman parte de los efectos aleatorios. Y es positiva si,
T

zjz;=1.

De (2.4) y (2.5), cuando 2! z; = 1 se puede calcular la correlacién como

2 2
eZab — €%

corr(y;, y;) =
\/(6205 . 60? + efm?6+ag/2)(6202 . eag + e*dﬁ?,@‘i’d’g/Q)
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donde

= e302/2 _ got/2’

2.2. METODOS DE ESTIMACION.

2.2.1. Estimaciéon por maxima verosimilitud.

De (2.1), (2.2) y (2.3) se puede escribir la funcién de verosimilitud como

£(8.6.0%) = [ T] frinlos | b)fal®)at (2:6)

donde se integra sobre la distribucion ¢-dimensional de b .

Para los efectos fijos, las ecuaciones de verosimilitud son dificiles numerica-

mente, pero de (2.6) se pueden escribir de manera muy general como

(= log L = log / Fyrin(y | b) f5(b)db = log fy(y)

asi

55~ 5 | T | B)Is(b)db]x(y) =

/ [% e | b)} [a(b)db/ fy(y),
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donde fg(b) no contiene a (3. Ademas

Kl B 1L Ofyp(y|b) _
ggr w10 = <fy|b(y DI )f Vel [0)=
dlog fys(y | b) iy | B)

B

entonces

ot [ Olog fyp(y | b)
95 93

fY|b(y | b)fB(b)db/ fy(y) =

/810g fyip(y | b)
B

Usando (2.6), la cual da la derivada del log—verosimil para GLM, en (2.7)

tenemos

fB1y(b | y)db (2.7)

g—é = /XTW*(y — 1) fBy(b | y)db =

X'EW”" |y - XTEW"n |y,
donde W* = diag{[a()v(1:)g, (1))~}
La ecuacién de verosimilitud para [ es, por lo tanto
X'EW" |y =X"EW'n |y

lo cual es similar al caso GLM, solo que W* y W*u son los valores esperados

condicionales dado y. !

'Para cualquier duda se puede consultar la referencia [3].
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Para los parametros de los efectos aleatorios, consideremos ¢ como los para-

metros de los efectos aleatorios, tal que

ol _/8long(b)

0l b
5o = | T b s — 1 | TR R

e

lo cual ya no es posible simplificar, a menos que se especifique la forma para

la distribucién de los efectos aleatorios.

2.2.2. Quasi—verosimilitud Penalizada (PQL).

Supongamos que b tiene una distribucién normal multivariada con media 0
y matriz de covarianza ¥ = 3(y), que depende de un vector desconocido ¢
de componentes de varianza. Por lo general, la distribucién condicional de
y; es binomial, Poisson o hipergeométrica, aunque también se puede estimar
junto con ¢ como un parametro en la matriz de covarianzas de la distribucion

marginal de y.

La integral de la funcién quasi-verosimilitud (¢l) que se usa para estimar 3

y 0 esta definida como

1 < 1
e?(B0) |Z\1/2/exp [—% Zdi(%?/vbz’) - §bT2_1b db (2.8)
i=1

donde d;(y, ;) = —2 fy”i

2

az-/'u_(Z) du denota la devianza para el i—ésimo indivi-
T

duo.

Condicionando sobre b, las observaciones son extraidas de la familia expo-
nencial con funcién de varianza v() por lo que la devianza es conocida como
20{(y;y, ®) — L(y; u, &)} donde £(y; i, @) es la verosimilitud condicional de y

2Consultar la referencia [6].
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dada su media p. En este caso ql(3, ) representa la funcién log—verosimilitud

verdadera de los datos.

Escribiendo (2.8) como ¢|X|~1/2 [ e *®)gb, y aplicando el método de Laplace
a ésta integral, entonces definiendo &' como el vector ¢g—dimensional de las
primeras derivadas parciales de k con respecto a b y k” como la matriz de

q X q de las segundas derivadas parciales de k con respecto a b, tenemos que:

1 1 ~ -
l(B,6) ~ — log S| - - log |K"(B)] — k(D)

y donde b = b(3,0) denota la solucién de

R — (yi — i) zi —“1p _
VO = -2 e TS PO

lo cual maximiza a k(b), y

n
ST

O = ol

— a; i) [ (i)

- +%"'+R

~Z'"WZ+3x7t, (2.9)

donde W = diag{a;(¢)v(u:)[g,(1:)]*} " es como antes la matriz diagonal de

dimension n x n.

R-= —i(yz‘ —Wzi% [ai(cb)v(l }

P i) Gy (142)

tiene media 0 y probabilisticamente es una funciéon de orden n, menor que
(2.9). Note que R = 0 cumple con la funcién liga canoénica, pues g,(p) =

v~ (i). Combinando (2.8) y (2.9) e ignorando R, tenemos
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1
ql(ﬁ,a)z—§log|I+ZTWZ2| Zd Yis i) — b > b, (2.10)

donde b maximiza la suma de los dos ltimos términos.

Suponiendo que las iteraciones ponderadas de GLM varian lentamente co-
mo una funcién de la media, e ignorando el primer término de la ecuacion
(2.10), elegimos a B tal que maximice el segundo término. Por lo tanto,
(3,b) = (B3(0),b(8)), donde b(B) = b(B(H)), maximiza conjuntamente a
PQL

1 — 1 ~
~ 35 > diyi i) — 5sz b (2.11)
=1

Diferenciando con respecto a 3 y b se llega a las ecuaciones de puntaje (score)

para los parametros de la media:

n

(yi — pa)®i
; ai((b)v(,ui)g#(’ui) =0 (2.12)
y
IE oy (2.13)

—1 ,UZ)gM(UZ)

Definimos el vector trabajo Y como Y; = n; + (y; — pi)g,(4:), la solucién
de (2.12) y (2.13) via el método de puntajes de Fisher se expresa como la

solucion iterada al sistema

XWX X'wzx B\ (X'Wy
Z'WX I1+72"WZ% v ZTWY

donde b = Xv. Resolviendo para ( en
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(XTv'X)B = XTv ™y,

donde V. =W! + Z2Z” entonces

b= =%Z"Vl(y - XB). (2.14)
lo cual sugiere que la aproximacion para la covarianza de B es la matriz
(XTV1X)! esto es exacto teéricamente para el modelo lineal cuando
es conocido. El error estandar para b puede calcularse de (2.14), pero se

ignora la variabilidad adicional dada al estimar 6.

2.2.3. Estimacion de las componentes de varianza para
PQL.

Sustituyendo el valor méximo de (2.10) en (2.11) y W en (3(8), b(8)) se ge-
nera una aproximacion para la funcion quasi-verosimilitud perfil para inferir
sobre 6. Ademas, aproximando la estimacion del vector y, la matriz ponde-
rada W, las matrices de diseno X y Z. También ignorando que W depende

de 0 y reemplazando la devianza > d;(y;, it;) por la ji-cuadrada de Pearson

S (yi — p)?/[azv(us)], tenemos que

((B0).0) ~ —log | V | Ly~ XB)V 'y~ XB).  (215)

Tomando los grados de libertad de tal modo que [‘3 sea considerado en la

forma cuadrética de (2.15), entonces

N 1 1 _ 1 A _ N
11(B(9),0) ~ — log | V | —3 log | X"V X | —5(y—XB)' V™ (y-XB).
(2.16)
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esto corresponde a la verosimilitud perfil conjugada de Cox y Reid (1987), y

tiene las siguientes propiedades:

a) By 6 son parametros ortogonales y

b) la matriz de informacién para 3(8) es X7V 71X,

Definiendo P = V! = VI X(X"V1X) ' XTV ! y diferenciando (2.16)
con respecto a las componentes de 6 se obtienen las ecuaciones de estimacion

para los parametros de varianza:

LoV ov
(y—XB)'V la_ejv Yy —XB)—tr (Pa_ej)] =0 (2.17)

1
2

La matriz de informacién de Fisher J, tiene componentes

| oV oV
= —~tr (PEPL 2.1
i 2”< 09, aek) (2.18)

Nétese que como se ignora la dependencia de W = diag{a;(¢)v(p;)[g,(ps)]*} !
con 0, calcular % en (2.17) y (2.18) de ¢/, no se puede considerar como fun-

cion objetivo para resolver las ecuaciones.

Observaciones sobre la teoria asintdtica.

La derivacién de la quasi—verosimilitud penalizada en (2.11) y la modificacién
a la quasi—verosimilitud perfil (2.16) tienen varios ajustes y aproximaciones,
por las cuales no es posible dar una buena justificacién, més bien, es una
motivacién para aproximar las ecuaciones (2.12),(2.13) y (2.17). Primero las
ecuaciones son ecuaciones REML bajo el modelo lineal tedrico, en donde
los vectores y observados coinciden y W = I. Al menos, y puede ser par-

ticionada en K componentes independientes donde K crece con n, lo cual
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no garantiza que la teoria asintotica estandar se aplique. Por otro lado, los
argumentos involucran aproximaciones de incrementos en la devianza. Esto
ocurre, por ejemplo, cuando el denominador de proporciones binomiales, o

la media de observaciones Poisson crecen.

2.2.4. Quasi—verosimilitud Marginal.
El modelo marginal.

La estructura de regresiéon dentro del modelo (2.1) es condicional sobre los
valores de los efectos aleatorios b. Cuando los efectos aleatorios se desean
estimar para cada persona, esto significa que 3 representa efectos covariables
del nivel del individuo. Como generalmente se desean estimadores de efectos
de covariables sobre promedios, es mas apropiado especificar los GLM en

términos de la media marginal como 3

E(yi) = pi = h<miTﬂ) (2.19)

Sin embargo, la media marginal definida asi generalmente no coincide con la

media marginal calculada a partir de la media condicional de y; | b;.

Aunque se podria pensar de (2.19) como una forma derivada de una primera
aproximacion del modelo GLM, la cual es valida en el limite como compo-

nente de dispersion que se aproxima a cero. Escribiendo el modelo como

Yi = Wi T € con var(y;) = a;(¢)v(p), b~ N(0,X)

de donde se obtendria

3Consultar la referencia [6].
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yi &~ h(z] B) + W (x] B)z] b+ ¢,

donde Vg = diag{a;(¢)v(i;)} y A = diag{g,(w:)}, la primera aproximacién

de la varianza correspondiente es

var(y) = Vo + A1 Z2ZTA! (2.20)

Estos modelos marginales fueron investigados para disenos de datos longitu-
dinales por Zeger (1988). Mostré que la media marginal del modelo (2.1) con
distribucién normal en los efectos aleatorios se pueden expresar casi siem-
pre como en la forma (2.19), al menos aproximadamente, pero con valores

alternados para las variables o coeficientes de regresion.

Estimacion de efectos fijos y efectos aleatorios.

Para 0 fijo, estimamos los coeficientes de regresion 3 en el modelo marginal
usando las ecuaciones de quasi—verosimilitud apropiadas para resultados de-
pendientes. Denotando el vector de la media marginal pu = (uy, ..., 1,7, la

ecuacion de estimacion generalizada (GEE)

U(B,0) = %varl(y)(y —p)=0

toma la forma

XT(AVRA+ZXZT) Ay —p) =0

Sea m = (n1,...,m,)" denota el vector de predictores lineales n; = x! 8.

La funciéon de puntaje de Fisher conduce a la regresion IWLS del vector

respuesta y = 1 + A(y — p) sobre X con matriz ponderadora
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V3i=(AVGA+2ZxZ") ' =W+ zxnz")7,

donde W = diag{ai(¢)v(1:)[gu(1:)]*} ! como en GLM. La iteracion se hace

equivalente al estimar 3 en la teoria normal asociada al modelo

y=XB+ Zb+ e, con e~NO,W y b~ N(0,X).

La diferencia esencial entre las ecuaciones estimadas MQL para el modelo
marginal y las ecuaciones PQL del modelo condicional es que estos incorporan

el término de efectos aleatorios z7'b en el predictor lineal.

2.3. MODELO MARGINAL CONTRA MO-
DELO CONDICIONAL.

En un modelo marginal, la regresion de la variable respuesta sobre las va-
riables explicativas es modelada separada de la correlacion dentro de los
individuos. En la regresién se modela la esperanza marginal, £(y;;) como una
funcién de las variables explicativas. Esto es, la respuesta promedio sobre la
subpoblacion que parte de un valor comin de x. La esperanza marginal es
cuando modelamos un estudio transversal. # Un modelo marginal tiene las

siguientes suposiciones:

(1) E(yij) = pij, es la esperanza marginal de la respuesta que depende de
las variables explicativas, @;;, g(j;;) = :ciT]ﬂ con g llamada la funcién

liga.

“Consultar la referencia [5].
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(2) La varianza marginal depende de la media marginal.

(3) La correlacién entre y;; v i es una funcién de la media marginal y
de pardmetros adicionales o, es decir, Corr(yij, yir) = p(ftij, fik; €);

donde p es una funcién conocida.

Por otro lado, en un modelo de efectos aleatorios la variable respuesta supone
una funcion lineal de variables explicativas con coeficientes de regresion que
varian de un individuo a otro. Los modelos de efectos aleatorios GLM especi-

fican lo siguiente:

(1) Dado b;, las respuestas y;1, ..., ¥in, sSon mutuamente independientes y
cumplen ser un modelo GLM con densidad f(y;;|b;) perteneciente a la

familia exponencial, ademds, z;; es un subconjunto de x;;.

(2) Los efectos aleatorios b;, son mutuamente independientes con distribu-

cién multivariada f.

La idea basica del modelo de efectos aleatorios es que tiene una componente
heterogénea natural a través del individuo y junto con sus coeficientes de
regresion se puede representar por una distribuciéon de probabilidad. La corre-
lacién entre las observaciones para una persona se calcula por medio de las
variables no observada, b;. Un modelo de este tipo es conocido como un

modelo de variable latente.

El modelo de efectos aleatorios es mas 1til cuando se quiere inferir acerca de
los individuos méas que en el promedio poblacional. El coeficiente de regre-
sién (3 representa los efectos de las variables explicativas sobre el cambio del
individuo. Esto es, el contraste al modelo marginal, los coeficientes describen

el efecto de las variables explicativas sobre el promedio poblacional.
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Por ejemplo, en un estudio clinico de nacimientos prematuros en mujeres
alcoholicas, sea y;; = 1 si el j—ésimo nino de la 7—ésima mujer nace prematu-
ramente y y;; = 0 de otro modo. Suponiendo un tinico predictor x;; dado por
el niumero de tragos de alcohol por dia. La aproximacién marginal modelaria
la media marginal de y;; directamente suponiendo, por ejemplo, un modelo

de regresion logistica

Este modelo, explicaria el logit de la probabilidad de nacimientos prema-
turos, promediados en una poblacion de mujeres. Nétese que si el modelo
tuviera datos correlacionados, no seria competente suponer las observaciones

independientes.

Por otro lado, el condicionamiento dado por los factores aleatorios para las

mujeres, especifica el modelo condicional dado por

lOgZ't(E[yij | b]) =+ ﬂl‘i]‘ + bl

donde b; representa el efecto aleatorio mujer. Esto corresponde a modelar
la probabilidad condicional de un nacimiento prematuro por cada mujer.
Ademas, los efectos aleatorios pueden tomar en cuenta a la variable no me-
dible (mujer).

Teéricamente, es posible calcular la distribucién marginal de y (al menos
de manera conceptual), a partir de la distribucién de b y la distribucién
condicional de y | b. Pero no es posible recuperar la distribucién marginal
de b y la distribucién condicional de y | b a partir de la distribucién marginal

de y. Lo que podria parecer favorable para el modelo condicional.

Sin embargo, en algunos casos la distribucion marginal puede dar respuesta a

preguntas comunes. Por ejemplo, en el consumo de alcohol, una pregunta in-
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teresante seria jen cuanto se reduce la incidencia de nacimientos prematuros,
sobre el promedio del consumo de alcohol de la mujer? En este caso, la difi-
cultad serfa especificar la distribucién condicional de y | b y la distribucién
marginal de b. La ventaja del modelo marginal y el sesgo de las ecuaciones

que aproximan la estimacién generalizada, es lo que prevalece en este caso.

Distinguir el modelo condicional del marginal es sencillo teéricamente, pero
en la practica frecuentemente es dificil. Por ejemplo, seria interesante pensar
en “la influencia del consumo de alcohol sobre nacimientos prematuros”; lo
cual no necesariamente especifica el tipo de modelo que hay que construir.
El modelo condicional podria responder a como afecta el alcohol psicolégi-
camente a cada mujer en forma individual. La distincion entre los modelos

condicional y marginal es importante en la practica.

2.4. METODOS DE BONDAD DE AJUSTE
PARA GLMM.

Un articulo reciente de Zhiying Pan y D. Y. Lin (Diciembre 2005) publicado
en Biometrics® usa métodos basados en sumas acumulativas de los residuales
sobre covariables o valores predictivos de la variable respuesta para comparar
cada proceso observado de manera grafica y analitica con el nimero de rea-
lizaciones simuladas de una distribucion nula. Los métodos particularmente

son utiles para ver la forma funcional de una covariable o la funcion liga.

Aunque los modelos mal especificados pueden tener efectos adversos sobre la
inferencia estadistica, en los modelos lineales generalizados mixtos el uso de
técnicas post—ajuste no ha sido explorado cuidadosamente. Las graficas de

residuales son rutinariamente usadas en modelos de regresién para respues-

SVer referencia [7]
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tas independientes. Dificilmente se determina si las observaciones muestrales
reflejan un modelo mal especificado o fluctuaciones aleatorias. Este tipo de
graficas es ain més cuestionable con respuestas dependientes debido a la
correlacién de los residuales. Ademads, tales graficas no son informativas para
datos binarios porque todos los puntos ocurren en alguna de las lineas que
estan sobre una de las dos curvas de acuerdo a dos posibles valores de la

respuesta.

En el articulo se desarrollan procesos objetivos e informativos para calcular
lo adecuado de GLMM tomando sumas acumulativas de residuales sobre
covariables o valores de prediccién. Se aproxima la distribucion nula de esos
procesos de sumas acumulativas con procesos Gaussianos con media cero,
cuyas distribuciones pueden ser generadas por simulacion de Monte Carlo.
Esto permite comparar los residuales observados con una realizacion de la
distribucién nula. Una inspeccién objetiva, es calcular el valor de p para la
prueba supremo de Kolmogorov, basado en un gran nimero de realizaciones
de una distribucién nula. Los métodos de simulacién se han desarrollado
para los GML con respuestas indepenientes, para el modelo proporcional con
datos sensoriales y para GLM con respuesta dependiente. El desarrollo del
procedimiento de este tipo de técnica en GLMM es cuestionable porque la
existencia de efectos aleatorios no solo complica la teoria, tal como se ve en
las distribuciones asintéticas de procesos de sumas acumulativas y para la

consistencia de las pruebas, sino también computacionalmente.

En el articulo se desarrollan nuevas técnicas para GLMM basadas en sumas
acumulativas de residuales. Estos métodos pueden usarse para examinar com-
ponentes individuales de la parte determinista de un modelo. Los métodos
que se han propuesto no requieren especificar una hipétesis alternativa y son
informativos acerca de la naturaleza del modelo mal clasificado. Aunque se

proponen distintas pruebas todas incluyen a las componentes aleatorias.
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2.4.1. Desarrollo de la técnica.

Considerando un estudio longitudinal, en el cual se toman medidas repetidas
de una variable respuesta de una muestra aleatoria de n individuos. Para
i=1,...,n,yj=1,...,M;, sea y,; la respuesta del i—¢ésimo individuo sobre
la j—ésima repeticién, y sea x;; y z;; las matrices de covariables asociadas
con los efectos fijos y aleatorios, respectivamente. El modelo GLMM toma la

forma

donde g es la funcion liga conocida y diferenciable.

La media marginal de y,; estd dada por

E(Y ;) = E{E(yy|b)} = / g @B+ 2Tb) fp(b)db,  (2.22)

Sea m;;(0) = my = E(y,;) dada en (2.22). Dado 6, el valor de predic-
cién de la respuesta es m;; = mij(é), y los residuales estan definidos como

€ij = Yij — mi;, los cuales se obtienen por integracién numeérica.

Esto es dificil de interpretar en gréaficas de residuales individuales debido a
la variabilidad desconocida que existe dentro del modelo. En contraste, es
posible inspeccionar la distribucion de cierto conjunto de residuales, para
ello se usa una suma acumulativa de residuales con respecto a los valores de
covariables o de prediccion. Estas sumas son casos especiales de las siguientes

clases de procesos estocasticos:

n M;

T(x)=n""?>"Y I(xy < z)ey, (2.23)

i=1 j=1
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n M;
r)=n"2Y Y I < ey, (2.24)
i=1 j=1

donde x = (ZEh...,lL'p)TGRp,TER, ](iBw §m) :](:Elij S[El,.‘.,l‘pz‘j <

Tp), ¥V Tii; es la k—ésima componente de x;; (k=1,...,p).

Se define la hipdtesis nula Hy como: el modelo (2.21) es adecuado. Asi,
suponemos que las componentes aleatorias, incluyendo los efectos aleatorios
y el error, son especificadas correctamente. Sobre Hy, los procesos de sumas
acumulativas son fluctuantes alrededor del 0, por lo tanto los valores grandes

de sup,|T(x)| o de sup,|T,(r)| podrian indicar un modelo mal especificado.

Se puede mostrar que T'(x) converge en distribucién a un proceso gausiano

con media cero cuando Hy no se rechaza. Definiendo

n Mi

T(w) =023 { S ey, < @)y + (e é)rl(é@%g“’)}ei,

i=1 \ j=1
(2.25)
donde (G4, ..., G,) son variables aleatorias con distribucién normal estdndar

y son independientes de los datos (y,;, i, 2i5), ¥

n M;

amw( )
n(x,0) = —n_ 122] xi; < 50 (2.26)

i=1 j=1

La distribucién condicional de T'(x) dada los datos (Yij> Tij, zi5) es la misma
en el limite que la distribucién no condicional de T'(x) bajo Hy. Para obtener
la distribucién nula de T'(x), se obtienen una gran cantidad de valores de T (x)
generando una muestra aleatoria normal de (Gy,...,G,), para valores fijos
de (yij, x;j, z;;) como valores observados. Ademds para muestras grandes, la
distribucién de Tj(r) se puede aproximar por fg(r), donde fg(r) se obtiene
de f(x) reemplanzando I(x;; < x) en (2.25) y (2.26) por I(m;; <r).
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Para la forma funcional de la k—ésima componente del vector x, consideremos

el siguiente proceso

n M;

Ty(x) :n_1/2ZZI(xkij < x)eyy, k=1,...,p (2.27)

i=1 j=1
donde z € R. Tj(z) es un caso especial de T'(x) dado en (2.23) con z; = c©
para toda [ # k. Ademés, la distribucién nula de Ty (z) se puede aproximar
por el proceso Tj,(z), el cual es un caso especial de T'(x) dado en (2.25) con

x; = oo para toda [ # k.

La anormalidad de un proceso observado t; de T}, se puede ver en una grafica
de t; con pocas realizaciones del proceso Tj,. Complementando esto con una
prueba del tipo Kolmogorov para la estadistica Sy = supg|T) ()|, esta prueba
llamada Sy por lo general, es consistente contra malas especificaciones de la

forma funcional de x.



Capitulo 3

APLICACION.

Los datos que se presentan forman parte de un estudio de plomo realizado en
una cohorte de ninios entre 1997-2000 y seguidos durante diez anos. Los datos
pertenecen a una muestra aleatoria de ninos del Distrito Federal nacidos en
el Hospital de Perinatologia de los cuales se tienen medidas de la madre en
diferentes periodos de gestacion y lactancia y de los ninos a partir de los
tres anos seis meses de edad, hasta los diez anos tomadas cada seis meses de
variables antropomeétricas, asi como el nivel de plomo en diferentes etapas
de gestacion y en la sangre de los ninos. En este ejemplo se busca, si existe,
alguna relacion entre el nivel plomo en la sangre y el crecimiento de ninos. En
este caso, la variable que se examinara es crecio, la cual es de tipo dicotémica
y toma el valor 1 si el individuo no crecié en los ultimos seis meses y 0 si

crecio.

La base de datos consta de 1842 observaciones y 47 variables. Para el andlisis

solo se definen las covariables que resultaron significativas para los modelos.

subno es el nimero de registro con el que se identifica a cada nino en la

base de datos.
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sex con valores 1 si es nino y 2 si es nina.

year dado en meses con valores entre 42 y 120 meses. Especifica el periodo,

en meses, en que se tomaron medidas a los ninos.
hgb36 hemoglobina en la sangre de la madre a las 36 semanas de gestacion.

hct20 porcentaje de eritrocitos en la sangre de la madre a las 20 semanas

de gestacion.

hct36 porcentaje de eritrocitos en la sangre de la madre a las 36 semanas

de gestacion.

lead6_36 el logaritmo del promedio de la concentracion de plomo en la san-

gre en los primeros tres anos de vida.

Inm28_36 el logaritmo del promedio de la concentraciéon del plomo en la

sangre de la mama& durante el tercer trimestre de embarazo.

Inlead18_36 el logaritmo del promedio de la concentracién de plomo en la

sangre en ninos entres 18 y 36 meses de edad.

Inlead el logaritmo de la concentracion de plomo en la sangre en los ltimos

seis meses.

Los estadisticos de resumen para las covariables continuas definidas anterior-

mente se presentan en la tabla (3.1).

El estudio se realiza a partir de un modelo longitudinal que incluye efectos

aleatorios en la siguiente forma:
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variable Media EE | Minimo | Maximo
hgb36 122.03 | 13.08 78 155
hct20 38.57 | 3.20 31.3 47.1
hct36 37.55 | 3.58 27 48
lead6_36 232 | 047 1.27 3.78
Inm28_36 2.08 | 0.71 0 3.50
Inlead18_36 2.37 | 0.49 1.20 3.75
Inlead 1.91| 0.53 -0.69 4.11

Tabla 3.1: Tabla de estadisticos de resumen para las covariables utilizadas en

los modelos.

donde b;g es la interseccion aleatoria y b;; la pendiente aleatoria. Para el caso
de datos binarios el modelo supone que p;; = gil(mgﬂ + bio + batij) v se

aproxima a 0 o a 1 cuando t;; — oo. La funcién g estd dada como

lo E(yzj‘Xzbz)
t\1- E(y,;;| X b;)

para un modelo logistico, que se interpreta como el logaritmo de la razén
de momios al incrementarse x en ¢ unidades. Entonces, exp{3q} representa
la razéon de momios al incrementarse x en ¢ unidades. Donde la razén de
momios mide el grado de asociacién entre dos variables, es decir, compara
las probabilidades del efecto entre dos poblaciones, la que tiene y la que no
tiene la causa. En nuestro caso la causa es si el nino no crecié en los ultimos

sels meses.
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3.1. Modelos ajustados.

La siguiente tabla (3.2), presenta los valores del percentil 25 y el valor minimo
para las variables de tipo continuo, donde el incrementar su valor en una

unidad en la razén de momios no es realista, para el modelo logistico.

variable percentil 25 | minimo | ¢ = diferencia
Inlead18_36 2.0742 | 1.1945 0.8797
lead6_36 2.0245 | 1.2712 0.7532
hgb36 113 78 35
hct20 36.4 31.3 5.1
hct36 34.7 27 7.7
Inm28_36 1.6094 0 1.6094
Inlead 1.6094 | -0.6931 2.3026

Tabla 3.2: Tabla de percentiles y valores minimos.

Los modelos fueron ajustados con la subrutina GLLAMM de STATA 9.0. !
A continuacion se presentan los modelos que contienen una sola variable en
el efecto fijo y el efecto aleatorio es de la forma by + b1;ti; = bio + binicaaitis,
es decir, los individuos y el nivel de plomo en los tltimos seis meses son los
efectos aleatorios, esto porque supone que el plomo puede afectar de manera
diferente a cada individuo, por lo cual se define como un modelo de efecto
aleatorio de un nivel de anidamiento. Solo se presentan las variables que
fueron significativas en el modelo, sex es marginalmente significativa con

significancia del 5 %, pero la interaccién de sex * year no es significativa.

Como en este tipo de modelos no se tiene una bondad de ajuste confiable, en
la aplicacion se construyen primero los modelos con una variable explicativa,

los valores de estos se presentan en la tabla (3.3). Ademds, en otra tabla se

!Consultar la referencia [12].
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despliegan sus varianzas y covarianzas para estos modelos. Posteriormente
se presentan los modelos con mas de una variable explicativa, esto para ver
si se percibe algiin cambio importante en los valores de las varianzas de los
parametros debido a otras variables. Finalmente, se tabulan para todos los
modelos (con una o mds variables explicativas), los valores que se obtiene del
Criterio de Informacién de Akaike (AIC) y el Bayesiano (BIC) para decidir

cual es el mejor modelo GLMM que explica los datos.

Covariable | valor de ¢f3 | exp(cf) z | p—value
Inleadl18_36 0.8316 | 2.2970 | 3.04 0.002
lead6_36 0.6609 1.9366 | 2.66 0.008
hgb36 1.2477 | 3.4823 | 2.41 0.016
hct20 -0.6295 | 0.5329 | -2.20 0.028
hct36 0.7469 | 2.1105 | 2.00 0.046
year 0.0158 1.0160 | 2.78 0.005
sex 0.6181 1.8554 | 1.90 0.058
Inm28_36 0.6114 1.8430 | 1.57 0.116
Inlead 0.8105 2.2491 | 1.02 0.307

Tabla 3.3: Modelos con una sola prediccién para el efecto fijo.

La razén de momios de la variable crecio cuando el logaritmo del promedio
de la concentracion de plomo de ninos de ano y medio a tres anos de vida
(Inlead18_36) se incrementa en 0.88 unidades es de 129.70 %. Es decir, los
ninos con mayores concentraciones de plomo tienen mayor riesgo de dejar de

crecer por seis meses.

La razén de momios de la variable crecio cuando el logaritmo del promedio

de la concentracion del plomo en los primeros tres anos de vida (lead6-36)
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se incrementa en 0.75 unidades es de 93.66 % mds. También en este caso,
los nifios con mayores concentraciones de plomo en los primeros tres anos de

vida tienen mayor riesgo de dejar de crecer por seis meses.

La razén de momios de la variable crecio cuando hemoglobina a las 36 sema-
nas de gestacion (hgb36) se incrementa en 35 unidades es de 248.23 %. Por lo
que al incrementarse la hemoglobina los ninos tienen mayor riesgo de dejar

de crecer por seis meses.

Mientras que la razén de momios de la variable crecio al incrementarse el por-
centaje de eritrocitos en la sangre de la madre a las 20 semanas de gestacion
(het20) 5.1 unidades es 53.29 % menor, es decir, es un factor protector, a

mayor nivel menor el riesgo de dejar de crecer.

La razén de momios de la variable crecio cuando el porcentaje de eritrocitos
en la sangre de la madre a las 36 semanas de gestacion (hct36) se incrementa
en 7.7 unidades es de 111.05 %. Es decir, el incremento en riesgo de dejar de

crecer al incrementarse hct36 es de 111 %.

La razon de momios de la variable crecio cuando (year) se incrementa en un
ano es de 1.60 % mads. Es decir, al pasar un ano de vida los nifios tuvieron

mayor riesgo de no crecer.

La razon de momios de los ninos que no crecieron al cambiar de nino a nina
la variable sex es 85.54 % mas, es decir, las ninas tienen menor riesgo de dejar

de crecer.

La razon de momios de la variable crecio cuando el logaritmo del promedio de
la concentracion de plomo en la madre durante el tercer trimestre de embarazo
(Inm28_56) se incrementa en 1.61 unidades es de 84.30 % més, por lo que de
nuevo, los ninos que sus madres tuvieron mayores concentraciones de plomo
durante el tercer trimestre de embarazo tienen mayor riesgo de dejar de crecer

por seis meses.
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La razén de momios de la variable crecio cuando el logaritmo del promedio de
la concentracion de plomo en los ultimos seis meses (Inlead) se incrementa
en 2.30 unidades es de 124.91 %. Es decir, al incrementarse la conccentracién

de plomo en los ultimos seis meses los ninos incrementan el riesgo de dejar

de crecer.
Covariable | 02,,,(052 )| Opieaa(0s2 ) | cov(subno,Inlead)[oy]
Inlead18-36 | 5.1165(3.3968) | 0.6523(0.5685) -1.8268(1.3827)
lead6 36 | 4.6598(3.1870) | 0.5424(0.5027) 11.5897(1.2606)
hgb36 2.2073(3.3933) | 0.2045(0.5033) -0.6719(1.3115)
het20 4.2757(3.7809) | 0.5254(0.6563) -1.4987(1.5775)
het36 1.3612(2.8763) | 0.0999(0.3464) -0.3687(1.0053)
year 0.7601(1.3842) | 0.0180(0.1028) 20.1168(0.4344)
sex 4.6146(3.5068) | 0.5377(0.5936) _1.5752(1.4485)
Inm28.36 | 4.5273(3.7890) | 0.4459(0.5623) 11.4208(1.4720)
Inlead 5.1040(4.1717) | 0.5975(0.6493) J1.7463(1.6448)

Tabla 3.4: Varianzas—covarianzas de los modelos con una sola prediccién para

el efecto fijo.

La tabla (3.4), muestra los valores de las varianzas y covarianzas de los mode-
los de una sola variable explicativa como efecto fijo, en ella se percibe que las
varianzas para la intercepcion aleatoria (subno) son mas altas que las varian-
zas para el efecto aleatorio (Inlead), esto significa que existe una variabilidad
en el crecimiento entre los individuos que no estd explicada por las variables
en el modelo y, el hecho que o7, sea mayor a cero indica que los niveles de
plomo afectan al crecimiento de manera diferente. Ademas, los modelos con
menor varianza en la intercepcion aleatoria (subno) y en la pendiente aleato-
ria (Inlead) son en los que la variable explicativa explica mas la varianza por

el modelo.
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Con estas variables se ajustan modelos con predictores multiples para ver si
hay alguna relaciéon significativa entre ellas. En adelante todos los modelos
contienen las variables year y sex. Como ya se menciond, la interaccién entre

year y sex no fue significativa.

year Sexr
5 0.0148 0.5004
exp(p) 1.0149 1.6494
z 257  1.58
p-value 0.010 0.114
T2 o002 ) 1.8198(2.4737)
Omitead(T02 ) 0.1438(0.3552)
cov(subno, Inlead)|0co] | -0.5116(0.9673)

Tabla 3.5: Modelo logit(E(creciolt)) = Byear ¥ year + Bses * S€T +bo + biniead * t.

En la tabla (3.5) se ve que el cambio en la razén de momios de la variable
crecio al pasar un ano (12 meses) cuando sex se mantiene constante es el
1.49 % maés. Mientras que la razén de momios de la variable crecio al cambiar
de nino a nina y manteniendo year constante es del 64.94 % maés. Este modelo
corrobora que, los ninos con edades mas altas tienen mayor riesgo de dejar

de crecer por seis meses que las ninas.

La razén de momios de la variable crecio al incrementarse en 7.7 unidades
hct36 y manteniendo constantes year y sex es de 129.49 % mads. Mientras que
la razén de momios de crecio al pasar un ano es de 1.21 % més, al mantener
constantes hct36 y sex. Y la razén de momios de crecio al cambiar de nino a
nifia es de 86.16 % mads, al mantener constantes hct36 y year, lo cual da un
riesgo mas severo en ninos que en ninas. También este modelo reporta que los

ninos con mayores concentraciones de hct36 tienen mayor riesgo de dejar de
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7.Txhct36 year  sex
cx 3 0.8307 0.0121 0.6214
exp(c* [3) 2.2949 1.0122 1.8616
z 2.26 1.64 1.50
p-value 0.024 0.101 0.133
T umo 0o, ) 0.9837(2.9110)
Ointead( T2, ) 0.0762(0.3845)
cov(subno, Inlead) |0 qop] -0.2738(1.0747)

Tabla 3.6: Modelo logit(E(crecio|t)) = Bhease * hct36 + Byear * year + Peep *
sexr + bo + blnlead * .

crecer por seis meses. En los valores de las varianzas se ve una disminucion
con respecto al modelo cuya efecto fijo es hct36, esto significa que la influencia

de ano y sexo explican con menor dispersion los datos.

5.1xhct20 year  sex
cxf3 -0.6633 0.0161 0.6456
exp(c* 3) 0.5151 1.0162 1.9071
z -2.31 245 1.7
p-value 0.021  0.014 0.077
agubm(aagm) 1.1363(1.0805)
a?nlead(aglznlmd) 0.1640(0.2112)
cov(subno, Inlead)[o o) -0.4317(0.4785)

Tabla 3.7: Modelo logit(E(creciolt)) = Bherao * het20 + Byear * year + Boeq *
sex + by + binjeaq * t.

En la tabla (3.7) se reporta que la razén de momios de la variable crecio al

incrementarse en 5.1 unidades hct20 y manteniendo constantes year y sex



80 CAPITULO 3. APLICACION.

es de 51.51 % menos. Mientras que la razén de momios de crecio al pasar
un ano es de 1.62 % mads, al mantener constantes hct20 y sex. Y la razén de
momios de crecio al cambiar de nino a nina es de 90.71 % mads, al mantener
constantes hct20 y year, lo cual da un dano mas severo en ninos que en
ninas. Del modelo se interpreta que los ninos aumentan el riesgo de no crecer
al mantener constante hct20, pero hct20 sigue siendo un factor protector. Las
varianzas se reportan menores con respecto al modelo con efecto fijo dado
por hct20 en la tabla (3.4).

35 % hgb36 year sex
cx 3 1.3504  0.0110 0.7438
exp(c* (3) 3.8591 1.0111 2.1039
z 2.58 142  1.63
p-value 0.010  0.155 0.103
o002 ) 0.7813(1.1431)
afnlead(aalznlmd) 0.1026(0.2005)
cov(subno, Inlead)[o o) -0.2831(0.4781)

Tabla 3.8: Modelo logit(E(creciolt)) = Bhpgse * hbg36Byear * year + PBoey * sex +
b() + blnlead * 1.

La razén de momios de la variable crecio al incrementarse en 35 unidades
hgb36 y manteniendo constantes year y sex es de 285.91 % mas. Mientras que
la razén de momios de crecio al pasar un ano es de 1.11 % més, al mantener
constantes hct36 y sex. Y la razén de momios de crecio al cambiar de nino a
nina es de 110.39 % mads, al mantener constantes hct36 y year, lo cual da un
dano mas severo en ninos que en ninas. También este modelo reporta que los
ninos crecieron menos y que al incrementarse la hemoglibina los ninos tienen
mayor riesgo de dejar de crecer por seis meses. En este caso las varianzas

disminuyen bastante con respecto al modelo con variable hct36 como tnica
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variable explicativa.

5.1xhct20 35%xhgb36 year  sex
cx 3 -1.1181  1.8260 0.0116 0.8677
exp(cx [3) 0.3269  6.2091 1.0116 2.3815
z -2.56 2.75 1.28 1.61
p—value 0.010 0.006  0.199 0.108
agubm(a(,gum) 1.6191(1.5672)
Tptecad(T02, ) 0.2475(0.2882)
cov(subno, Inlead)[o o) -0.6330(0.6677)

Tabla 3.9: Modelo logit(E(creciolt)) = Bhet2o * het20 + Brpgss * hgb36 + Byeqr *
year + ﬁseaf * ser + bO + blnlead * T

En la tabla (3.9) se tiene que la razén de momios de la variable crecio al
incrementarse en 5.1 unidades hct20 y manteniendo constantes hgb36, year
y sex es de 32.69 % menos, lo cual sigue siendo un factor protector. La razén
de momios de la variable crecio al incrementarse en 35 unidades hgb36 y
manteniendo constantes hct20, year y sex es de 520.91 % mas. Mientras que
la razén de momios de crecio al pasar un ano es de 1.16 % més, al mantener
constantes hct20, hct36 y sex. Y la razén de momios de crecio al cambiar de
nino a nina es de 138.15 % ma4s, al mantener constantes hct20, hct36 y year,
lo cual da un dano mas severo en ninos que en ninas. Este modelo reporta
que los ninos con mayores concentraciones de hemoglobina en la sangre de las
madres a las 36 semanas de gestaciéon tienen mayor riesgo de dejar de crecer
por seis meses y que al incrementarse la hemoglobina los ninos aumentan ese
riesgo de manera significativa. En este modelo los valores de la varianza se
dispersan mas con respecto al modelo con efectos fijos hct20, year, sex, y con

el modelo hgb36, year, sexpresentado en la tabla (3.8).

La razén de momios de la variable crecio al incrementarse en 0.88 unidades
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0.8797xInleadl18_36 year  sex
cx* 3 0.7471 0.0130 0.4956
exp(c* 3) 2.1109 1.0131 1.6415
z 2.76 2.25 1.60
p—value 0.006 0.025 0.110
T2 uno(T2 ) 4.1954(3.4775)
Ptead(To2 ) 0.5615(0.6014)
cov(subno, Inlead)[o o) -1.5349(1.4413)

Tabla 3.10: Modelo logit(E(crecio|t)) = Binicadisse * nleadl8_36 + [yeqr *
year + 6363: * Ser + bO + blnlead * 1.

el logaritmo del promedio de la concentracion de plomo de minos entre ano
y medio y tres anos de vida (Inlead18-36) y manteniendo constantes year y
sex es de 111.09 % mads. Mientras que la razén de momios de crecio al pasar
un ano es de 1.31% mads, al mantener constantes [nlead18-36 y sex. Y la
razon de momios de crecio al cambiar de nino a nina es de 64.15% mads, al
mantener constantes (nlead18-36 y year. El modelo reporta que los ninos con
mayores concentraciones de plomo tienen mayor riesgo de dejar de crecer por
seis meses. La diferencia en sus varianzas no cambio mucho con respecto al
modelo dado por Inlead18_36, esto sugiere que el nivel de plomo durante el
tercer trimestre del embarazo tiende a variar entre las madres de los ninos

sin importar el sexo y la edad.

La razon de momios de crecio cuando al incrementarse en 0.75 unidades el
logaritmo del promedio de la concentracion del plomo en los primeros tres
anos de vida (lead6_-36) es del 79.45 % més, manteniendo year y sex constan-
tes. Mientras que la razén de momios de crecio al pasar un ano es de 1.33%
méas, al mantener constantes el logaritmo del promedio de la concentracion

del plomo en los primeros tres anos de vida (lead6-36) y sex. Por otro lado
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0.7532xlead6_36 year  sex
cx 3 0.5847 0.0132 0.4950
exp(c* [3) 1.7945 1.0133 1.6405
z 2.39 2.28 1.59
p—value 0.017 0.023 0.112
afubno(aogubm) 0.9779(0.7991)
U?nlead(afffnzmd) 0.1276(0.1383)
cov(subno, Inlead)|o o) -0.3533(0.3317)

Tabla 3.11: Modelo logit(E(creciolt)) = Bieads.s6 * lead6_-36 + Byeqr * year +
6863: * sex + bO + blnlead *t.

la razén de momios de crecio al cambiar de nino a nina es de 64.05 % més, al
mantener constantes el logaritmo del promedio de la concentracion del plomo
en los primeros tres anos de vida (lead6_36) y year; aqui también se tiene
que el plomo afecta mas a ninos que a ninas y que los ninos con mayores
concentraciones de plomo tienen mayor riesgo de dejar de crecer por seis
meses, sin importar el sexo. En este caso las varianzan si sufren un cambio
drastico en cuanto a las dados en el modelo de una variable expllicativa de
la tabla (3.4).

La razoén de momios de crecio cuando al incrementarse en 1.61 unidades el
logaritmo del promedio de la concentracion del plomo en la mamd durante
el tercer trimestre de embarazo (Inm28_36) es del 60.17 % mas, manteniendo
year y sex constantes. Mientras que la razén de momios de crecio al pasar
un ano es de 1.91 % mas, al mantener constantes inm28_36 y sex. Por otro
lado, la razén de momios de crecio al cambiar de nifio a nina es de 76.76 %
mas, al mantener constantes Inm28_36 y year; por lo que de nuevo se tiene
que los ninos con mayores concentraciones de plomo tienen mayor riesgo de

dejar de crecer por seis meses. Aqui la varianza solo disminuye en un 50 %
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cxf3
exp(c* ()
z

p—value

2

O subno <O-U§ubno )

O-Iinead (Uofmmd )

cov(subno, Inlead)[o o)

1.6094%Inm28_36 year  sex
0.4710 0.0189 0.5696
1.6017 1.0191 1.7676

1.27 299 1.63

0.204 0.003 0.104

2.3495(3.1730)
0.1841(0.4372)
-0.6577(1.2130)

Tabla 3.12: Modelo logit(E(crecio|t)) = Binmas 36 * Inm28_36 + Byeqr * year +

6Se$ * Sexr + bO + blnlead * 1.

con respecto al valor dado en la tabla (3.4).

cx*
exp(c+ 3)
z

p—value

2

O subno (U

Uzubno )
0l2nlead (O-O—l2nlead )

cov(subno, Inlead)[0 o]

5.1xhct20 1.61xInm28_36 year sex
-0.5817 0.3541 0.0190 0.6927
0.5589 1.4249 1.0192 1.9990
-1.97 0.94 2.77  1.85
0.049 0.345 0.006 0.065
3.8627(3.7607)
0.4731(0.6446)
-1.3518(1.5603)

Tabla 3.13: Modelo logit(E(creciolt)) = Bhetao * het20+ Binmas_s6 ¥ Inm28_36 +
5year *year + /6861‘ * Sex + b(] + blnlead * T

La razén de momios de la variable crecio al incrementarse en 5.1 unidades

het20 y manteniendo constantes Inm28_36, year y sex es de 55.89 % menos.

La razon de momios de crecio cuando al incrementarse en 1.61 unidades el

logaritmo del promedio de la concentracion del plomo en la mamd durante
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el tercer trimestre de embarazo (Inm28-36) es del 42.49 % mds, manteniendo
hct20, year y sex constantes. Mientras que la razén de momios de crecio al
pasar un ano es de 1.92% mads, al mantener constantes hct20, Inm28-36 y
sex. Por otro lado, la razén de momios de crecio al cambiar de nino a nina
es de 99.90 % mads, al mantener constantes hct20, Inm28-36 y year; por lo
que de nuevo se tiene que los ninos con mayores concentraciones de plomo
tienen mayor riesgo de dejar de crecer por seis meses y que hct20 es un
factor protector. En cuanto a las varianzas se ve que los valores son mayores

respecto a los modelos de las tablas (3.7) y (3.12).

35xhgb36 1.61xInm28_36 year sex
cxf3 1.3340 0.3053 0.0102 0.7309
exp(c* (3) 3.7962 1.3570 1.0103 2.0770
z 2.47 0.63 1.29  1.52
p-value 0.014 0.529 0.198 0.128
agulmo(aggubm) 4.0740(6.0199)
afnlead(aalznlmd) 0.5330(0.9684)
cov(subno, Inlead)[o o) -1.4736(2.4037)

Tabla 3.14: Modelo logit(E(creciolt)) = Brgrze* hgb36+ Binmas_s6*Inm28_36+
ﬂyear *year + Bsex * ser + bO + blnlead * 1.

La razén de momios de la variable crecio al incrementarse en 35 unidades
hgb36 y manteniendo constantes Inm28_306, year y sex es de 279.62 % maés.
La razén de momios de crecio cuando al incrementarse en 1.61 unidades
Inm28_36 es del 35.70 % mas, manteniendo hgb36, year y sex constantes.
Mientras que la razén de momios de crecio al pasar un ano es de 1.03%
mas, al mantener constantes hgb36, Inm28_36 y sex. Por otro lado, la razén
de momios de crecio al cambiar de nifo a ninia es de 107.70 %, al mantener

constantes hgb36, Inm28-36 y year; por lo que de nuevo se tiene que los
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ninos con mayores concentraciones de plomo tienen mayor riesgo de dejar
de crecer por seis meses. En este modelo ocurre el mismo aumento que el
modelo anterior respecto a sus efectos fijos, la dispersién es mayor que en los

respectivos modelos individuales.

5.1xhct20 35%xhgb36 1.61xInm28_36 year  sex
c* 3 -1.1081  1.8645 0.3296 0.0109 0.8321
exp(cx [3) 0.3302  6.4529 1.3904 1.0109 2.2982
z -2.51 2.68 0.58 1.19  1.50
p-value 0.012 0.007 0.560 0.235 0.135
agubm(aagubm) 7.4917(6.9023)
afnlmd(aglznlead) 1.1062(1.1999)
cov(subno, Inlead)[o o) -2.8788(2.8541)

Tabla 3.15: Modelo logit(E(creciolt)) = Bhetao * hct20 + Bpgrss * hgb36 +
ﬁlnm28,36 * Inm28_36 + ﬁyear *year + ﬁsex * sex + bO + blnlead * 1.

La razén de momios de la variable crecio al incrementarse en 5.1 unidades
hct20 y manteniendo constantes hgb36, Inm28_36, year y sex es de 33.02 %
menos, lo cual indica que hct20 sigue siendo un factor protector; la razén de
momios de la variable crecio al incrementarse en 35 unidades hgb36 y mante-
niendo constantes hct20, Inm28_36, year y sex es de 545.29 % més. La razén
de momios de crecio cuando al incrementarse en 1.61 unidades Inm28_36 es
del 39.04 % maés, manteniendo hct20, hgb36, year y sex constantes. Mien-
tras que la razén de momios de crecio al pasar un ano es de 1.09% mas, al
mantener constantes hct20, hgb36, Inm28_36 y sex. Por otro lado, la razén
de momios de crecio al cambiar de nino a nina es de 129.82 %, al mantener
constantes hct20, hgb36, Inm28_36 y year; por lo que de nuevo se tiene que
los ninos con mayores concentraciones de plomo tienen mayor riesgo de dejar

de crecer por seis meses. Se ve un marcado aumento en las varianzas con
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respecto a los modelos de las tablas (3.9), (3.13), (3.14).

2.3026xInlead year  sex
cx* 3 1.3679 0.0174 0.5412
exp(c* [3) 3.9273 1.0176 1.7180
z 1.72 2.90 1.68
p—value 0.085 0.004 0.092
o002 ) 5.1652(4.1724)
afnlead(aglznlead) 0.6469(0.6587)
cov(subno, Inlead)[o o) -1.8280(1.6517)

Tabla 3.16: Modelo logit(E(creciolt)) = Binicad * Inlead + Byear * year + Pyey *
sex + by + binjeaa * t.

La razén de momios de crecio cuando al incrementarse en 2.30 unidades el lo-
garitmo del promedio de la concentracion del plomo en los ultimos seis meses
(Inlead) es del 292.73 % mas, manteniendo year y sexr constantes. Mientras
que la razén de momios de crecio al pasar un ano es de 1.76 % més, al
mantener constantes Inlead y sex. Por otro lado, la razén de momios de
crecio al cambiar de nino a nina es de 71.80 % ma4ds, al mantener constantes
Inlead y year; aqui también se tiene que el plomo afecta més a ninos que a
ninas y que los ninos tiene mayor riesgo de dejar de crecer sin importar el
sexo cuando se incrementa la concentracion de plomo. En este caso no hay
un cambio grande en las varianzas, aunque se reportan mayores a las dadas

en la tabla (3.4) para Inlead.

La razon de momios de la variable crecio al incrementarse en 5.1 unidades
hct20 y manteniendo constantes [nlead, year y sex es de 53.01 % menos.
La razéon de momios de crecio cuando al incrementarse en 2.30 unidades
el logaritmo del promedio de la concentracion del plomo en los tultimos seis

meses (Inlead) es del 124.64 %, manteniendo hct20, year y sexr constantes.
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5.1xhct20 2.3026xInlead year  sex
cx 3 -0.6347 0.8094 0.0179 0.6515
exp(c* 3) 0.5301 2.2464 1.0180 1.9184
z -2.18 0.86 2.58 1.77
p-value 0.029 0.388 0.010 0.076
agubno(agzubm) 5.2560(4.2763)
afnlead(aalznlmd) 0.7039(0.7330)
cov(subno, Inlead)[o o) -1.9234(1.7625)

Tabla 3.17: Modelo logit(E(creciolt)) = Lhe2o * het20 + Bineaa * Inlead +
6year *year + 6sem * ser + bO + blnlead * T

Mientras que la razén de momios de crecio al pasar un ano es de 1.80%
mas, al mantener constantes hct20, Inlead y sex. Por otro lado, la razén de
momios de crecio al cambiar de nino a nina es de 91.84 % mads, al mantener
constantes hct20, Inlead y year; por lo que de nuevo se tiene que los ninos
con mayores concentraciones de plomo tienen mayor riesgo de dejar de crecer
por seis meses y que hct20 es un factor protector. Pero en este caso [nlead
indica el mayor grado de riesgo de dejar de crecer. En cuanto a los cambios
de varianza se ve un aumento respecto al modelo de la tabla (3.7). Mientras

que con respecto al modelo (3.16), las varianzas se mantienen estables.

La razén de momios de la variable crecio al incrementarse en 5.1 unidades
het20 y manteniendo constantes hgb36, Inlead, year y sex es de 32.67%
menos, lo cual indica que hct20 sigue siendo un factor protector; la razon
de momios de la variable crecio al incrementarse en 35 unidades hgb36 y
manteniendo constantes hct20, Inlead, year y sex es de 530.01 % maés. La
razén de momios de crecio cuando al incrementarse en 2.30 unidades Inlead
es del 138.59 %, manteniendo hct20, hgb36, year y sex constantes. Mientras

que la razén de momios de crecio al pasar un ano es de 1.35 % mads, al mante-
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5.1xhct20 35%hgb36 2.3026xInlead year  sex
cx 3 -1.1187  1.8406 0.8696 0.0134 0.9107
exp(c* [3) 0.3267  6.3001 2.3859 1.0135 2.4860
z -2.50 2.68 0.65 1.40 1.66
p—value 0.012 0.007 0.518 0.160 0.097
ofubm(aogubm) 8.5282(7.9623)
O ead(T02 ) 1.2360(1.3154)
cov(subno, Inlead) [0 qop] -3.2467(3.2105)

Tabla 3.18: Modelo logit(E(crecio|t)) = Bheao0*hct204 B gpze* hgb36+ Binieaa*
Inlead 4 Byear * year + Bex * sex + by + binead * .

ner constantes hct20, hgb36, Inlead v sex. Por otro lado, la razén de momios
de crecio al cambiar de nino a nina es de 148.60 %, al mantener constantes
hct20, hgb36, Inlead y year; por lo que de nuevo se tiene que los ninos con
mayores concentraciones de plomo tienen mayor riesgo de dejar de crecer por
seis meses. Este modelo presenta un aumento muy drastico en los valores de
sus varianzas con respecto a los modelos anteriores como (3.9), (3.16), (3.15).
Por lo que el nivel de plomo en la sangre en los tltimos seis meses es mas

disperso entre los ninos respecto a las variables hct20 y hgb36.

Los criterios AIC y BIC se usan como métodos de bondad de ajuste para
modelos lineales, lineales generalizados, mixtos y lineales generalizados mix-
tos aunque el numero de variables entre los modelos no sea el mismo. La
decisiéon del mejor modelo segin estos criterios se toma por el minimo valor
entre los valores AIC o BIC de los modelos ajustados. La manera en que se

calculan es la siguiente:

AlIC = —2€(§|y) + anara
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BIC = —2((8]y) + npar log(N)

donde €(§|y) es el logaritmo de la verosimilitud del vector de pardmetros
estimados 5, Npar €5 €l nimero de pardmetros en el modelo, IV es el total de

observaciones involucradas en el modelo.

Los valores de estos criterios para los modelos presentados aqui, se dan en la
tabla (3.19). Asi, el mejor modelo es el dado en la tabla (3.15), seguido por
el modelo de la tabla (3.18).
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Modelo logit(E(creciolt)) ﬁ(é, Y) AIC BIC
Bsex * s€x + by + binieaa * T -271.7195 | 549.4390 | 565.9948
Byear * year + by + binjeaa * t -269.7670 | 545.5339 | 562.0897
Bintead * Inlead 4+ by + biniead * -273.1500 | 552.3000 | 568.7345
Ointeadis.ze * Inleadl18_36 4 by + byjeaq *t | -267.8117 | 541.6234 | 558.1283
Bieads.30 * lead6_30 4+ by + bnieaq * t -269.2134 | 544.4267 | 560.9465
Bhgvze * hgb36 + by + bipieaa * T -149.7268 | 305.4536 | 320.2156
Ohetze * het36 4+ bo + binjead * t -164.4212 | 334.8425 | 349.8950
Bhetao * hct20 + Do + bintead * t 2204.9140 | 415.8281 | 431.3614
Binmas_36 * Inm28_36 4 by + bynjeaq * t -244.3385 | 494.6771 | 511.0098
Byear * year + Bsez * S€x + by + bpieaq ¥t | -268.4163 | 544.8326 | 566.9070
Binma2s_36 * Inm28_36 + Byeqr * year+
Bsez * S€X0 + by + binieaq * t -237.5957 | 485.1914 | 512.4126
Binmas_36 * Inm28_36 4 Bheioo * het20+
Byear * year + Bsey * s€x0 + by + bnieaq ¥ t | -187.1595 | 386.3190 | 417.3857
Brnmas.a6 * nm28_36 + Brgpze * hgb36-+
Byear * year + Bsez * 5€x0 + by + bipjeqq ¥ t | -145.9787 | 303.9573 | 333.4813
Binmas 36 * Inm28_36 + Brgpss * hgb36+
Bretzo % het20 + Byear % year+
Bsex * $€20 + by + biniead * t -109.2046 | 232.4092 | 266.8539
Bintead * Inlead + Byeqr * year+
Bex * $€20 + by + binjead * t -266.8773 | 543.7545 | 571.1453
Bintead * Inlead + Breoo * het20+
Byear * year + Bses % 520 + by + binteaq * € | ~199.3554 | 410.7107 | 441.7774
Bintead * Inlead 4+ Bpeioo * het20+
Bhgvae * hgb36 + Byear * year+
Bsex * €20 + by + binjead * t -109.6856 | 233.3712 | 267.8159
Inlead18-36 + Byeqr * year+
Bsex * S€x0 + by + binjeaq * t -263.6332 | 537.2664 | 564.7746

Tabla 3.19: Criterio de Informacion de Akaike (AIC) y Bayesiano (BIC).
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3.2. Conclusion.

Del analisis que se realizé se concluye que el plomo en efecto dana al creci-
miento de los ninos, en particular aumenta el riesgo de no crecer durante los
ultimos seis meses de tomada la medida de sangre por analizar, pues la mayor
influencia que hay es el nivel de plomo en los ultimos seis meses (Inlead), el
cual se reporta con valor de 238.59 % en el modelo dado en la tabla (3.18)(el
segundo mejor modelo ajustado) y la concentracién de plomo en la sangre de
la madre durante el tercer trimestre de embarazo con un valor de 139.04 %
obtenido en el modelo de la tabla (3.15), el mejor modelos segin los criterios

de bondad de ajuste. Ambos modelos consideran a las variables year y sex.

Por otro lado, se ve que las ninas tienen menos riesgo de presentar periodos
de tiempo sin crecer que los ninos, con un valor de 64.94 % los ninos presentar
crecer menos que las ninas, segin el modelo de la tabla (3.5); al ser ninos
entre 3.5 y 10 anos esta situaciéon podria ser natural. También al paso de
los meses los ninos reportan crecer menos, en el mismo modelo se reporta un
valor de 1.49 % de dejar de crecer al paso de un ano, por otro lado en la grafica
(3.1), se ve que hay mas riesgo de periodos sin crecer en ninos entre 7 y 10
anos que en ninos entre 3.5 y 6.5 anos, de nuevo esto es un comportamiento
natural. La grafica también muestra que las ninas crecen durante periodos

més largos que los ninos.

Con respecto a la variable hct20, es decir, un alto porcentaje de eritrocitos en
la sangre a las 20 semanas de gestacion en las madres, implica que los ninos
manifestaban un beneficio en el riesgo de presentar su periodo sin crecimiento.
Mientras que el porcentaje de eritrocitos en la sangre a las 36 semanas de

gestacion (hct36) si es una caracteristica que afecta al crecimiento.

La hemoglobina en la sangre a las 36 semanas de gestacion reporta una

influencia al no crecimiento, siendo significativa.
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Figura 3.1: Crecimiento de ninos por edad y sexo
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CONCLUSION.

Los modelos GLMM proporcionan una mejor descripcion de los datos, pues
caracterizan a cada individuo segun los factores o efectos que pueden com-
portarse de manera distinta para cada individuo, asi ya es mas preciso par-

ticularizarlos.

Esto se manifiesta en la aplicacion del capitulo tres, en donde cada nino se
asocia con un nivel de plomo particular de la medida dada cada seis meses,
esto al ser aleatorio se ve afectado por un valor de varianza, el cual es muy
fluctuante de modelo a modelo, lo cual corrobora el hecho de ser distinto

cada nino.

En cuanto a los resultados del analisis se ve que los ninos si tienen una
repercusion en el crecimiento debido a la presencia del plomo, pero también
tienen un beneficio al presentar un porcentaje alto de eritrocitos en la sangre

de las madres a las 20 semanas de gestacion.



Apéndice A

RESULTADOS DE STATA.

Una salida tipica de STATA 9.0 para estimar los modelos presentados en el

capitulo tres es la que se presenta a continuacion.

En esta salida se ve la varianza de la intercepcion aleatoria (subno) y la razén
de momios de la pendiente aleatoria (Inlead), con sus respectivos errores

estandar.

. eq modelo: constante lnlead

. gllamm crecio 1nlead, link(logit) family(binomial) i(subnol)

eq(modelo)
number of level 1 units = 1769 number of level 2 units = 174
Condition Number = 30.303454

gllamm model
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log likelihood = -273.15002

crecio | Coef. Std. Err. z P>|z| [95% Conf. Intervall]
1nlead | .3520125 .3447349 1.02 0.307 -.3236554 1.02768
_cons | -4.257337 .7982813 -5.33 0.000 -5.82194 -2.692734

xx*xlevel 2 (subnol)

var(l): 5.104073 (4.1717875)

loadings for random effect 1

Inlead: -.34214646 (.06614347)

Las instrucciones siguientes despliegan los datos anteriores, solo cambia a la

salida anterior en que da las varianzas—covarianzas y correlacion entre los
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efectos aleatorios, en este caso subno y Inlead.

. eq modelo:1nlead

eq intercep: constante

gllamm crecio lnlead, link(logit) family(binomial) i(subnol) nrf(2)

eq(intercep modelo)

number of level 1 units = 1769 number of level 2 units = 174

Condition Number = 21.571489

gllamm model

log likelihood = -273.15002

crecio | Coef. Std. Err. z P>|z| [95% Conf. Interval]
_____________ e e e e e e e e e e e e e
lnlead | .3520107 .3447327 1.02 0.307 -.323653 1.027674
_cons | -4.257334 .7982744 -5.33 0.000 -5.821923 -2.692744

Variances and covariances of random effects
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*x*x*xlevel 2 (subnol)

var(1l): 5.1040397 (4.1716836)
cov(1,2): -1.7463236 (1.6448042) cor(1,2): -1

var(2): .59749657 (.64930675)
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