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VI ÍNDICE GENERAL

2. GLMM 47

2.1. LA ESTRUCTURA DEL MODELO. . . . . . . . . . . . . . . 48

2.1.1. Consecuencias de tener efectos aleatorios. . . . . . . . . 49
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2.4. MÉTODOS DE BONDAD DE AJUSTE PARA GLMM. . . . 65
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INTRODUCCIÓN.

Los métodos de regresión pretenden explicar relaciones entre una variable

dependiente y una o más explicativas o independientes, esto ha permitido

estudiar el comportamiento de fenómenos de tipo social, cultural, económi-

co, natural, etc. En la gama que hay en la teoŕıa de regresión se han tenido

algunas limitantes para poder realizar mejores análisis, como puede ser que

los modelos no solo expliquen modelos con distribución normal o que dos

caracteŕısticas o comportamientos que a simple vista son diferentes de mane-

jar puedan ser distinguibles dentro de las variables que se involucran en el

modelo que explica un determinado fenómeno, entre otras situaciones. Por

ello, se ha buscado dar respuesta a estas situaciones y entre las opciones con

las que se cuenta están los modelos lineales generalizados mixtos (GLMM).

Como los modelos de regresión lineal no permiten tener en cuenta los efec-

tos que pueden provocar el modo en que un individuo se comporta dentro

de distintas situaciones como pueden ser escuelas, hospitales, páıses, etc.

(en fenómenos sociales o culturales), o enfermedades, climas en fenómenos

naturales, estos modelos de regresión simples pueden representar de forma

incompleta o engañosa la explicación de los resultados. Aśı mismo un modelo

de regresión lineal que no tenga en cuenta una estructura jerárquica de los

datos, no diferenciará entre estos sistemas. El uso de modelos mixtos, puede

reconocer la jerarqúıa anidada de forma natural en el fenómeno a estudiar,
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permitiendo una variación relativa en los resultados medidos. Estas jerarqúıas

se modelan como variables explicativas con un comportamiento aleatorio, de

tal forma que permita distinguir los diferentes comportamientos. Gráfica-

mente, se puede ver que en un modelo de regresión simple, la recta estimada

esta dada de manera única, mientras que, en los modelos mixtos la recta

estimada está determinada por la aleatoriedad de la ordenada al origen y la

pendiente asociadas, es decir, ambos valores se pueden convertir en variables

aleatorias que se estiman a partir de los datos.

Por otro lado, los modelos lineales generalizados (GLM) permiten relacionar

variables no solo de tipo normal, sino también variables que pertenecen a la

familia exponencial, como son distribuciones de tipo binomial, multinomial,

poisson o más generalmente variables cuya varianza es función de la media.

Esto permite dar otra interpretación a los modelos como se verá en alguna

parte de la tesis.

De este modo, se crean los modelos GLMM, los cuales no solo permiten aso-

ciar o relacionar una distribución normal, sino variables con distribuciones

pertenecientes a la familia exponencial o cuya varianza es función de la me-

dia, las variables pueden ser continuas o discretas y; al mismo tiempo con

algún comportamiento aleatorio, para dar una mejor explicación de manera

individual a cada comportamiento dentro de la variable dependiente.



RESUMEN.

El trabajo es una cronoloǵıa acerca del surgimiento de los modelos GLMM.

Se aborda de manera muy superficial el tema de regresión lineal y diseño de

experimentos, los cuales son la base de todos los modelos que se explican

después.

Se explican y se desarrollan ejemplos de los modelos (GLM), que surgen

por la necesidad de expander un modelo lineal cuando el valor esperado ya

no es una función lineal de las covariables, pero si lo es alguna función del

valor esperado. Estos modelos se aplican a distribuciones que pertenecen a la

familia exponencial o de manera general a variables aleatorias cuya varianza

es función de la media.

Por otro lado, se tienen los modelos lineales mixtos (LMM), en donde se

tienen dos efectos: uno llamado fijo, que es el mismo que se usa en los mo-

delos lineales y, otro llamado aleatorio, este tiene la propiedad de dar a cada

individuo un comportamiento distinto. Aqúı, el valor esperado es condicional,

es decir, se considera como la esperanza de la variable respuesta dados los

efectos aleatorios. Estos modelos surgen a partir de datos longitudinales prin-

cipalmente.

También se da una breve descripción de los modelos de efectos mixtos no

lineales (NLEM), estos modelos generalizan el hecho de tener una función

real, diferenciable del parámetro y las covariables, donde el parámetro es una
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función lineal de las covariables que pueden ser de efectos fijos y aleatorios.

Finalmente, se desarrolla a los modelos lineales mixtos generalizados (GLMM).

Estos modelos constan de efectos fijos y aleatorios, por lo que la función liga

dada en GLM se complica, pues la media es condicional dados los efectos

aleatorios, esto ya no garantiza una media marginal de forma natural, por

lo que los valores de la variable respuesta no pueden ser interpretados mar-

ginalmente. También la función de verosimilitud se ve afectada por los efectos

aleatorios, lo cual dificulta la maximización, para subsanar este hecho se re-

curre a la estimación quasi–verosimil, lo que significa ignorar la distribución

de los datos, garantizando al mismo tiempo que se cumplan las condiciones

de la función de verosimilitud.

Debido a la complejidad que tiene el modelo dados los efectos aleatorios, es

importante comparar o tener información auxiliar para hablar del modelo

marginal, pues no siempre es de interés hablar de un individuo en particular,

algunas veces se desea hablar de los valores promedios.

Una aplicación proveniente de una cohorte de niños a los cuales se les tomaron

medidas antropométricas y del nivel de plomo (en escala logaritmica) con

periodos de edad entre 42 y 120 meses, para indagar si el plomo afecta al

crecimiento del niño.

Ajustando un modelo logit longitudinal con el individuo y el nivel de plomo

en los últimos seis meses como efectos aleatorios, se ve que los niños con alto

nivel de plomo tienen un crecimiento menor que los que reportan bajo nivel

de plomo en la sangre.



Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN A LOS

MODELOS LINEALES (LM).

1.1. MODELOS LINEALES CLÁSICOS.

Los elementos de un modelo lineal clásico son: el conjunto de observaciones

denotado por un vector columna y = [y1, ..., yn]T , las cuales representan una

variable aleatoria; el conjunto de covariables o variables explicativas es una

matriz X de dimensión n × p, donde cada renglón de X se asocia a una

observación y, cada columna a una covariable diferente; a cada covariable se

la asocia un coeficiente o parámetro, desconocido; el conjunto de parámetros

es un vector de dimensión p, generalmente denotado por β = [β1, . . . , βp]
T .

De tal forma que la relación del vector de observaciones con las covariables

es:

y = Xβ + ε donde E(ε) = 0, y por lo tanto E(y) = Xβ.

donde ε es el vector de errores aleatorio definido para cada valor de y.



2 CAPÍTULO 1. LM

En 1805 Legendre propuso estimar las β′s minimizando εT ε =
∑

ε2
i =∑

(y −XT β)2 sobre los valores de β, a este método se le conoce como mı́ni-

mos cuadrdos. En 1809, Gauss introduce la distribución Normal con media

cero y varianza constante para los errores, y mostró que los estimadores de

β que se obtienen por el criterio de mı́nimos cuadrados son los que tienen

varianza mı́nima dentro de la clase de estimadores insesgados, y correspon-

den a los estimadores máximo–verośımiles. Al suponer la distribuión nor-

mal en los errores estamos suponiendo que la varaible aleatoria se distribuye

y ∼ N(Xβ, σ2I).

Más adelante, analizando datos astronómicos se dió origen a la teoŕıa de

diseño de experimentos, la cual se relaciona principalmente con R. A. Fisher

y sus colaboradores. En estos modelos se utiliza un diseño factorial que hace

crecer la información por observación, pues se estudian varios factores de

clasificación y varios experimentos simultáneamente a través del tiempo. Este

modelo considera a la matriz X formada por ceros y unos llamada matriz

de incidencia, a diferencia del modelo de regresión que considera covariables

continuas.

Las ideas de Fisher sobre el modelo factorial dan pauta a los modelos lineales

generalizados, que incluyen, entre otros, al análisis de cierto tipo de conteo

o de proporciones.

1.2. MODELOS LINEALES GENERALIZA-

DOS (GLM).

Estos modelos son una generalización del modelo lineal clásico, donde el

vector y no necesariamente tiene distribución normal, sino que su distribución

pertenece a la familia exponencial. Que tiene la forma:
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fY (y; θ, φ) = exp{(yθ − d(θ))/a(φ) + c(y, φ)}

para algunas funciones espećıficas a, d, c. Si φ es conocido, entonces fY tiene

parámetro canónico θ. 1

Un vector de observaciones y con n componentes se supone como una rea-

lización de una variable aleatoria Y cuyas componentes son distribuidas in-

dependientemente con media µ. La parte sistemática del modelo toma una

forma para el vector µ en términos de un número p < n de parámetros

desconocidos β1, . . . , βp, de la siguiente forma:

ηi = g(µi) =

p∑
j=1

xijβj, con µi = E(Yi), i = 1, . . . , n

donde las β′s son los parámetros a ser estimados, xij es el valor de la j–ésima

covariable (variable explicativa), para la observación i. A la función g se le

llama función liga y es una función monótona diferenciable. En notación

matricial, tenemos que:

η = Xβ,

donde η es de n× 1, X es de n× p y β es de p× 1. A la matriz X se le

denomina la matriz diseño, β es el vector de parámetros, y η es el predictor

lineal,

Sea `(θ, φ; y) = logfY (y; θ, φ) la función log–verośımil considerada como fun-

ción de θ y de φ para una y dada. La media y la varianza de y pueden ser

derivadas como sigue.

1Para más información acerca de esta definición se puede ver la referencia [1].
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Sabemos que:2

E
(∂`

∂θ

)
= 0 y E

(∂2`

∂θ2

)
+ E2

(∂`

∂θ

)
= 0. (1.1)

Aśı, tenemos que:

`(θ; y) =
yθ − d(θ)

a(φ)
+c(y, φ) ⇒ ∂`

∂θ
=

y − d′(θ)

a(φ)
y

∂2`

∂θ2
= −d′′(θ)

a(φ)

Entonces por las ecuaciones (1.1) se tiene que:

E
(∂`

∂θ

)
=

y − d′(θ)

a(φ)
=

E(y)− d′(θ)

a(φ)
= 0 ⇒ E(y) = d′(θ)

E
(∂2`

∂θ2

)
+E2

(∂`

∂θ

)
= E

(
−d′′(θ)

a(φ)

)
+E2

(y − d′(θ)

a(φ)

)
= −d′′(θ)

a(φ)
+

E(y − d′(θ))2

a2(φ)
=

−d′′(θ)

a(φ)
+

V ar(y)

a2(φ)
= 0 ⇒ V ar(y) = a(φ)d′′(θ)

Por lo tanto, µ = d′(θ) y V ar(y) = a(φ)d′′(θ) = a(φ)µ′(θ)

Cuando el parámetro canónico es igual al predictor lineal, la función liga

correspondiente se conoce como liga canónica y, en este caso se tiene una

estad́ıstica suficiente de igual dimensión que β en el predictor lineal η =∑
xijβj, es decir, si

θ = η ⇒ XT y

es una estad́ıstica suficiente para β, pues

fY (y; θ, φ) = exp{(yθ − d(θ))/a(φ) + c(y, φ)} =

2Ver referencia [3]
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exp{(yθ/a(φ)} exp{a(φ)/d(θ) + c(y, φ)} =

exp{(yXβ/a(φ)} exp{a(φ)/d(Xβ) + c(y, φ)} =

exp
{(∑

yixi

)
β/a(φ)

}
exp{a(φ)/d(Xβ) + c(y, φ)}

por lo tanto XT y es una estad́ıstica suficiente para β. 3

Distribución µ(θ) = E(Y ; θ) Liga canónica: θ(µ)

Normal θ identidad: µ

Poisson exp(θ) log µ

Binomial eθ

1+eθ logit: log( µ
1−µ

)

Gamma −1/θ rećıproco: µ−1

Gaussiana Inversa (−2θ)−1/2 µ−2

Tabla 1.1: Ejemplos de distribuciones con liga canónica.

1.2.1. Modelos para datos continuos con varianza cons-

tante.

Un modelo lineal se puede escribir como:

Yi ∼ N(µi, σ
2) µi = ηi ηi =

∑p
j=1 xijβj

donde Yi ∼ N(µi, σ
2) son observaciones independientes identicamente dis-

tribuidas, µi = ηi corresponde a la liga identidad, ηi =
∑p

j=1 xijβj es el

3La tabla (1.1) se puede consultar en la referencia [1] de la bibliograf́ıa.
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predictor lineal basado en las covariables, y los vectores y, µ, η tienen n

componentes, E(y) = Xβ, donde β es un vector de parámetros.

Este modelo, sólo tiene una componente para el error, el vector de errores ε

en donde todas las componentes son variables aleatorias independientes con

distribución normal con media cero y varianza σ2.

Los modelos de regresión consideran covariables continuas. Cuando las va-

riables son categóricas los datos se estudian a partir de modelos de Análisis

de varianza (ANOVA) que son utilizados principalmente en diseños de ex-

perimentos y generalmente se caracterizan porque la matriz diseño no es de

rango completo. La mezcla de covariables continuas y discretas se conoce

como Análisis de covarianza y pueden ser cruzados o anidados, entre otros.

1.2.2. GLM para variables con respuesta binaria.

En los modelos lineales generalizados donde la respuesta es binaria, la re-

spuesta puede ser éxito o fracaso, es decir, z = 1 si el resultado es éxito y

z = 0 si el resultado es fracaso, con P (z = 1) = p y P (z = 0) = 1−p. Para un

patrón de covariables hay n variables aleatorias independientes Z1, . . . , Zn,

definimos Y =
∑n

j=1 Zj, tal que Y es el número de éxitos en los n ensayos,

entonces Y tiene distribución Bin(n, p), tal que:

P (Y = y) =

(
n

y

)
py(1− p)n−y donde y = 0, 1, . . . , n.

Esta distribución pertenece a la familia exponencial, que se representa como

f(y; θ, φ) = exp
{

y log

(
p

1− p

)
+ n log(1− p) + log

(
n

y

)}
.

Finalmente, sean, Y1, Y2, . . . , YN v.a.i.i.d., con Yi ∼ Bin(ni, pi), el logaritmo

de la función de verosimilitud tiene la forma:
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`(p1, . . . , pn; y1, . . . , yn) =
N∑

i=1

yi log
( pi

1− pi

)
+ ni log(1− pi) + log

(
ni

yi

)
.

En donde se define Pi = Yi

ni
como la proporcion de éxitos en cada subgrupo

i. Además, como E(Yi) = nipi, entonces E(Pi) = pi, y modelando las proba-

bilidades pi como:

g(pi) = xT
i β,

donde xi es un vector de variables explicativas, β es un vector de parámetros

y g es la función liga.

El caso más simple es el modelo lineal

p = xT β,

el cual es usado en algunas aplicaciones prácticas, pero con la desventaja que

aunque p es una probabilidad, el valor fijo de xT β puede tener valores en

todos los reales. Para asegurar que p está en el intervalo [0, 1], se construye

una función de distribución acumulada como sigue:

p =

∫ t

−∞
f(s)ds donde f(s) ≥ 0 y

∫ ∞

−∞
f(s)ds = 1.

La función de densidad f(s) es llamada distribución de tolerancia.

Si la distribución de tolerancia f(s) es la distribución uniforme sobre el in-

tervalo [c1, c2]

f(s) =

{
1

c2−c1
si c1 ≤ s ≤ c2

0 en otro caso
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entonces

p =

∫ x

c1

f(s)ds =
x− c1

c2 − c1

para c1 ≤ x ≤ c2.

Esta ecuación tiene la forma p = β1 + β2x, donde

β1 = − c1

c2 − c1

, β2 =
1

c2 − c1

.

Este modelo lineal considera a la función liga g como la identidad y condiciona

a x, β1, β2 tal que c1 ≤ x ≤ c2.

Uno de los primeros modelos que surgió fue el modelo probit que usa la

distribución normal como distribución de tolerancia, tal que:

p =
1

σ
√

2π

∫ x

−∞
exp

{
−1

2

(s− µ

σ

)2
}

ds = Φ
(x− µ

σ

)
donde Φ denota la función de probabilidad acumulativa para la distribución

normal estándar. Aśı,

Φ−1(p) = β1 + β2x, donde β1 = −µ

σ
, β2 =

1

σ
y g = Φ−1

El modelo probit tiene aplicaciones en bioloǵıa y ciencias sociales. En bioloǵıa,

cuando x = µ este modelo se llama la dósis letal LD(50) porque corresponde

a la dósis donde puede esperarse que la mitad de las observaciones sea un

éxito.

Otro modelo que proporciona resultados muy parecidos al modelo probit es

el modelo logit o loǵıstico. La distribución de tolerancia es:
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f(s) =
β2 exp{β1 + β2s}

[1 + exp(β1 + β2s)2]

tal que

p =

∫ x

−∞
f(s)ds =

exp(β1 + β2x)

1 + exp(β1 + β2x)

con función liga

log

(
p

1− p

)
= β1 + β2x

El término log
(

p
1−p

)
es algunas veces llamado función logit y tiene una inter-

pretación natural como el logaritmo de momios. Este modelo es muy usado

para datos binarios (ni = 1) y es implementado en muchos paquetes es-

tad́ısticos. La forma de la función f(s) aśı, como p es similar a la del modelo

probit, excepto en las colas de las distribuciones. La ventaja de este modelo

es que la liga corresponde a la liga canónica y por lo tanto los parámetros

tienen estad́ısticas suficientes de la misma dimensión. En este caso, si tenemos

una variable explicativa indicadora (0, 1) el coeficiente β2 para esa variable

representa el logaritmo del cociente de momios al pasar x de cero a uno,

manteniendo todas las demás variables constantes. Cuando x es continua

este coeficiente representa el logaŕıtmo del cociente de momios al incremen-

tarse x en uno. De igual manera, exp{βq} representa el cociente de momios

al incrementarse x en q.

Si la función de distribución de tolerancia es

f(s) = β2 exp[(β1 + β2s)− exp(β1 + β2s)]
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entonces

p = 1− exp[− exp(β1 + β2x)]

y aśı la función liga es

log[− log(1− p)] = β1 + β2x

conocida como la función doble logaŕıtmo complementario. Este modelo es

similar al loǵıstico y probit para valores de p cercanos a 0.5 pero diferente de

ellos en valores de p cercanos a 0 ó 1, a diferencia del loǵıstico y del probit

no es simétrico alrededor de 0.5; y es más apropiado cuando la probabilidad

de unos (o ceros) es mayor que la de ceros (o unos).

La función liga canónica para los modelos binomiales, como se mencionó an-

teriormente, es llamada loǵıstica. La figura (1.1) muestra la gráfica de los

modelos anteriores.

1.2.3. Modelo Poisson y Loglineal.

La distribución Poisson se usa con frecuencia para modelar datos de conteo.

Si Y es el número de ocurrencias, su función de distribución puede escribirse

como

f(y) =
µye−µ

y!
, y = 0, 1, 2, . . .

que vista como miembro de la familia exponencial, tiene la expresión

f(y) = exp(y ln µ− µ)/y!
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Figura 1.1: Modelos GLM con respuesta binaria

donde µ es el número promedio de ocurrencias, es decir, E(Y ) = µ y V ar(Y ) =

µ. Por lo tanto

g(µi) = xT
i β → log(µi) = xT

i β

Sean Y1, Y2, . . . , Yn v.a.i. con Yi denotamos el número de eventos observados

de un máximo posible ni para la i–ésima covariable. El valor esperado de Yi

puede escribirse como
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E(Yi) = µi = niθi.

La dependencia de θi sobre las variables explicativas es generalmente mode-

lada por

θi = exT
i β.

Por lo tanto, el modelo lineal generalizado es

E(Yi) = µi = nie
xT

i β, Yi ∼ Poisson(µ).

La función liga natural es la función logaritmo

log µi = log ni + xT
i β.

Esta ecuación difiere de las anteriores componentes lineales por el término

log ni. Este se conoce como offset y es una constante conocida que se incor-

pora a los procedimientos de estimación con coeficiente uno. Los términos xi

y β son como antes la covariable y el parámetro respectivamente.

Cuando una variable explicativa binaria se denota como xj = 0 si el factor

está ausente y xj = 1 si el factor está presente, βj es la razón de cambio en

el incremento en E(Yi) cuando xj pasa de cero a uno con todas las demás

constantes. Similarmente para variables explicativas continuas exp(βj) repre-

senta un incremento en yi cuando xj se incrementa en uno y todas las demás

permanecen constantes.
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1.2.4. Ejemplos de Modelos probabiĺısticos para tablas

de contingencia.

Sea el vector y las frecuencias Yi en N celdas de una tabla de clasificación

cruzada, los modelos para tablas de contingencia son.

Modelo Poisson. Si las Y ′
i s son variables aleatorias independientes con

parámetros E(Yi) = µi y distribución de probabilidad conjunta

f(y; µ) =
N∏

i=1

µyi

i e−µiyi!,

donde µ es un vector de µ′
is.

Modelo Multinomial. Si la única restricción es que la suma de las y′is

sea n (observaciones clasificadas en N celdas), entonces la distribución

multinomial podŕıa usarse

f(y; µ|n) = n!
N∏

i=1

θyi

i yi!, donde

N∑
i=1

θi = 1
N∑

i=1

yi = n.

En este caso, E(Yi) = nθi. Para tablas de contingencia de dimensión

dos, si j y k denotan renglón y columna, entonces la hipótesis considera

comunmente que las variables renglón y columna son independientes,

es decir,

θjk = θj·θ·k

donde θj· y θ·k denotan la probabilidad marginal con
∑

j θj· = 1 y∑
k θ·k = 1. Esta hipótesis puede ser probada al comparar dos modelos

lineales para el logaritmo de µjk = E(Yjk); a saber
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log µjk = log n + log θjk

y

log µjk = log n + log θj· + log θ·k.

Modelos de producto multinomial. Si hay más marginales fijas sobre el

total n, entonces los productos apropiados de distribuciones multino-

miales se pueden usar para modelar los datos. Por ejemplo, para una

tabla de dimensión tres con J renglones, K columnas y L capas, si el

total por renglón es fijo en cada capa, la probabilidad conjunta para

las y′jkls es

f(y|yj·l, j = 1, . . . , J, l = 1, . . . , L) =
J∏

j=1

L∏
l=1

yj·l!
K∏

k=1

θ
yjkl

jkl yjkl!

donde
∑

k θjkl = 1 para cada combinación de j y l. En este caso,

E(Yjkl) = yj·lθjkl.

Si únicamente los totales por capas son fijos, entonces

f(y|y··l, l = 1, . . . , L) =
L∏

l=1

y··l!
J∏

j=1

K∏
k=1

θ
yjkl

jkl yjkl!

con
∑

j

∑
k θjkl = 1 para l = 1, . . . , L. También E(Yjkl) = y··lθjkl.

Todos los modelos anteriores son equivalentes en verosimilitud, en todos los

casos E(Yi) puede escribirse como producto de parámetros y otros términos.

Además, de ser equivalente al modelo Poisson, la función logaritmo, contiene

una componente lineal
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log E(Yi) = constante + xT
i β.

Los modelos lineales generalizados que tienen esta función liga se llaman

modelos log-lineales.

1.2.5. Formas de estimación.

Estimación por máxima verosimilitud.

La función log-verosimilitud para la familia exponencial está dada por

` =
n∑

i=1

yiθi − d(θi)

a(φ)
−

n∑
i=1

c(yi, φ).

Para obtener los estimadores máximo verosimiles de β, se obtienen la primera

y segunda derivada de ` con respecto a β, de donde se tiene

∂`

∂β
=

1

a(φ)

∑[
yi

∂θi

∂β
− ∂d(θi)

∂θi

∂θi

∂β

]

=
1

a(φ)

∑
(yi − µi)

∂θi

∂β
=

1

a(φ)

∑
(yi − µi)

∂θi

∂µi

∂µi

∂β

por la regla de la cadena, y dado que ∂d(θi)
∂θi

= µi

donde

∂θi

∂µi

∂µi

∂β
=
(∂µi

∂θi

)−1 ∂µi

∂g(µi)

∂g(µi)

∂β
=
(∂2d(θi)

∂θ2
i

)−1(∂g(µi)

∂µi

)−1∂g(µi)

∂β

=
1

v(µi)

(∂g(µi)

∂µi

)−1∂xT
i β

∂β
=

1

v(µi)gµ(µi)
xT

i donde
∂2d(θi)

∂θ2
i

= v(µi)y gµ(µi) =
∂g(µi)

∂µ
.
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Entonces

∂l

∂β
=

1

a(φ)

∑
(yi − µi)

1

v(µi)gµ(µi)
xT

i =
1

a(φ)

∑
(yi − µi)wigµ(µi)x

T
i

donde wi = (v(µi)g
2
µ(µi))

−1, que escrito en notación matricial puede escribirse

como

∂l

∂β
=

1

a(φ)
XT W∆(y − µ)

con W = diag{wi} y ∆ = diag{gµ(µi)}. Igualando a cero ∂l
∂β

, se tiene que

XT W∆y = XT W∆µ, (1.2)

donde W , ∆, µ son funciones del parámetro β desconocido. T́ıpicamente

estas funciones no son funciones lineales de β y aśı (1.2) no puede ser resuelta

anaĺıticamente. 4

Las ecuaciones máximo verośımiles para β generalmente se resuelven por un

método iterativo de mı́nimos cuadrados ponderado. Este se deriva como un

ejemplo del uso del método de puntajes de Fisher. El puntaje de Fisher es

un método iterativo para maximizar una verosimilitud y tiene la forma

θ(m+1) = θ(m) + boldsymbolI(θ(m))−1 ∂l

∂θ

∣∣∣
θ=θ(m)

donde (m) indica la m–ésima iteración, I(θ) es la matriz de información de

Fisher y θ es el vector de parámetros de entrada.

Aśı, para el modelo tenemos que

4Esta información se encuentra en la referencia [3].
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β(m+1) = β(m) + (XT WX)−1XT W∆(y − µ)

donde W , ∆, µ son evaluadas en β(m). Con

V ar(Xβ+∆(y−µ)) = V ar(∆(y−µ)) = diag{a(φ)v(µ)g2
µ(µi)} = a(φ)W−1.

Por lo que una regresión ponderada de Xβ + ∆(y − µ) sobre X usando

pesos iguales a la inversa de su varianza da

β(m+1) = (XT WX)−1XT W [Xβ(m)+∆(y−µ)] = β(m)+(XT WX)−1XT W∆(y−µ)

que es la misma que la utilizada en la iteración.

Estimación por máxima quasi–verosimilitud.

Hay ocasiones en donde no se conoce una distribución de los datos y a pesar

de ello se desea tener métodos inferenciales con los cuales trabajar como en

el caso de máxima verosimilitud. Bajo esta idea se desarrolla la estimación

por quasi–verosimilitud, para derivar una cantidad tipo verosimilitud cuya

construcción requiere pocas suposiciones. Esto es, algo en donde sea fácil

de imitar las propiedades que derivan del log–verosimilitud (o función de

puntajes), más que la verosimilitud misma.

Definiendo un análogo de la verosimilitud, excepto que diferenciamos con

respecto a µi en vez de θi. Primero, sabemos que

E

(
∂ log fYi

(yi)

∂µi

)
= 0
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Entonces, por la regla de la cadena, tenemos que

v∗ = var

(
∂ log fYi

(yi)

∂µi

)
= var

(
∂ log fYi

(yi)

∂θi

∂θi

∂µi

)
= var

(
∂ log fYi

(yi)

∂θi

)(
∂θi

∂µi

)2

=

−E

(
∂2 log fYi

(yi)

∂θ2
i

)(
∂θi

∂µi

)2

=
1

a(φ)

∂2d(θi)

∂θ2
i

(
∂θi

∂µi

)2

=
v(µi)

a(φ)

(
∂θi

∂µi

)2

=

v(µi)

a(φ)

(
∂µi

∂θi

)−2

=
v(µi)

a(φ)

(
∂2d(θi)

∂θ2
i

)−2

=
v(µi)

a(φ)

1

(v(µi))2
=

1

a(φ)v(µi)

donde µi = d ′(θi), y v(µi) = ∂2d(θi)/∂θ2
i . Por lo tanto,

var

(
∂ log fYi

(yi)

∂µi

)
= −E

(
∂2 log fYi

(yi)

∂µ2
i

)
=

1

a(φ)v(µi)
.

Estas ecuaciones son análogas a las ecuaciones de máxima verosimilitud.

Además, buscamos una cantidad en lugar de ∂ log fYi
(yi)/∂µi, la cual cumple

las propiedades anteriores.

Sea qi = yi−µi

a(φ)v(µi)
, donde var(yi) ∝ v(µi). Esto lo cumplen todas las distribu-

ciones de la familia exponencial presentadas antes. Aśı, la contribución del

log–verosimilitud de yi es la integral con respecto a µi de
∂ log fYi

(yi)

∂µi
, definimos

el log quasi–verośımilitud v́ıa la contribución yi hecha, como

Qi =

∫ µi

yi

yi − µi

a(φ)v(t)
dt

donde
∂Qi

∂µi

=
yi − µi

a(φ)v(µi)
= qi.

Finalmente, los estimadores máximo quasi–verośımiles de β, se encuentran

resolviendo el máximo de las ecuaciones quasi–verośımiles.
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∂

∂β

∑
Qi = 0 ⇔

∑ ∂Qi

∂β
=
∑ ∂Qi

∂µi

∂µi

∂β
=
∑

qi
∂µi

∂β
=
∑ yi − µi

a(φ)v(µi)

∂µi

∂β
= 0

donde

∂µi

∂β
=

∂µi

∂g(µi)

∂g(µi)

∂β
=

(
∂g(µi)

∂µi

)−1
∂xT

i β

∂β
=

xT
i

gµ(µi)

Entonces,

∑ yi − µi

a(φ)v(µi)

xT
i

gµ(µi)
=
∑ yi − µi

a(φ)v(µi)gµ(µi)
xT

i = 0.

Es decir,

1

a(φ)
XT W∆(y − µ) = 0,

que es el mismo estimador que en el caso de máxima verosimilitud, si la

distribución de la variable aleatoria es miembro de la familia exponencial.

En donde, Qi es construido usando solo información acerca de como la varian-

za cambia con la media y nada más. Es frecuente, que cuando especificamos la

relación media–varianza obtenemos las ecuaciones máximo quasi–verosimiles,

las cuales son iguales a las correspondientes en la verosimilitud leǵıtima, cuan-

do tenemos distribuciones que pertenecen a la familia exponencial. Además,

el estimador de máxima quasi–verosimilitud proporciona dos grados de ro-

bustez; primero, no necesita suponer una distribución y segundo, sólo tiene

que especificar la relación media–varianza para un contraste proporcional,

que puede ser estimado de los datos. Sin embargo, si a(φ) es desconocida

debe ser estimada por ejemplo, v́ıa un estimador de momentos
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â(φ) =
1

n− p

∑ (yi − µ̂i)
2

v(µi)

donde n es el número de observaciones y p es la dimensión de β.

1.3. MODELOS LINEALES MIXTOS (LMM).

Muchos modelos estad́ısticos pueden ser expresados como modelos lineales

que consideran efectos fijos, es decir, parámetros asociados con una población

o con ciertos niveles repetidos de factores experimientales; y efectos aleato-

rios, es decir, asociados con unidades experimentales individuales extráıdas

aleatoriamente de una población. Un modelo con efectos fijos y aleatorios se

llama modelo de efectos mixtos.5

Los modelos de efectos mixtos son usados para describir la relación entre

una variable respuesta y alguna covariable en datos agrupados de acuerdo

a uno o más factores de clasificación. Ejemplo de datos agrupados incluyen

datos longitudinales, datos con medidas repetidas, datos multinivel y diseño

por bloques. Los modelos de efectos mixtos presentan gran flexibilidad en la

estructura de covarianza inducida por los grupos en los datos.

Los efectos fijos se usan para modelar la media de y, mientras que los efectos

aleatorios gobiernan la estructura de varianza–covarianza de y. Aśı, los efec-

tos aleatorios simplifican la dif́ıcil tarea de especificar los distintos elementos

de var(y). Dicho de otro modo, si no se consideran los efectos aleatorios, se

pueden analizar los elementos de la varianza de y de forma, pero con los fac-

tores aleatorios podemos analizarlos con atributos de varianza y covarianza.

Aśı, como estos efectos son diferentes, requieren un análisis diferente.

5Ver referencia [4]
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1.3.1. Definición del modelo.

Los modelos lineales de efectos mixtos son modelos con efectos fijos y aleato-

rios en los que se tiene linealidad en ambos efectos dentro de la función del

modelo. Los efectos aleatorios pueden ser considerados como un término del

error entre las correlaciones de las observaciones dentro del mismo grupo.

Un solo nivel de agrupación.

Los modelos lineales de efectos mixtos para un solo nivel de agrupación ex-

presan un vector yi respuesta ni–dimensional para el i–ésimo grupo como

yi = X iβ + Zibi + εi, i = 1, . . . ,M. (1.3)

donde bi ∼ N(0,Ψ), εi ∼ N(0, σ2I)

β es un vector p–dimensional de efectos fijos, bi es un vector de efectos aleato-

rios q-dimensional, X i es una matriz conocida de variables con efectos fijos de

tamaño ni× p, Zi es una matriz conocida de variables con efectos aleatorios

de tamaño ni×q y εi es el vector de errores dentro del grupo de dimensión ni

con distribución normal multivariada. La suposición var(εi) = σ2I se puede

relajar, de tal forma que se permite modelar varianzas no constantes o estruc-

turas especiales de correlación dentro de los grupos. Los efectos aleatorios bi

y los errores dentro del grupo εi se suponen independientes para diferentes

grupos e independientes dentro del grupo.

Como la distribución del vector de efectos aleatorios bi se supuso normal

con media 0, está completamente caracterizado por su matriz de varianza–

covarianza Ψ, la cual debe ser simétrica y semidefinida positiva, es decir,
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todos sus valores propios deben ser no negativos. Aunque se puede supon-

er que Ψ es definida positiva (valores propios estrictamente positivos), por

ser un modelo indefinido, siempre puede ser re–expresado como un modelo

definido positivo de baja dimensión.

Los efectos aleatorios bi son definidos con media 0 y por lo tanto cualquier

media diferente de cero para un término en los efectos aleatorios debe ser

expresado como parte de los términos de efectos fijos. Además, las columnas

de Zi generalmente son un subconjunto de las columnas de X i.

Para efectos de cómputo es conveniente expresar la matriz de varianza–

covarianza en la forma de un factor de precisión relativo, ∆, el cual es

cualquier matriz que satisfaga

Ψ−1

1/σ2
= ∆T∆.

Si Ψ es definida–positiva, entonces ∆ existe aunque no necesariamente es

única. Posiblementes se elige el factor Cholesky de σ2Ψ−1 como ∆. La ma-

triz ∆ es el factor de presición relativo porque son factores de la matriz de

presición Ψ−1 de los efectos aleatorios, expresados en términos de la precisión

1/σ2 de εi.

Modelos lineales de efectos mixtos multinivel.

El modelo anterior puede ser extendido a efectos aleatorios de niveles múlti-

ples anidados. En el caso de dos niveles anidados de efectos aleatorios el vector

respuesta del nivel más interno de grupos es yij, i = 1, . . . ,M , j = 1, . . . ,Mi

donde M es el número de grupos en el primer nivel y Mi es el número de

grupos en el segundo nivel dentro del grupo i del primer nivel. El tamaño

de yij es nij, las matrices del modelo de efectos fijos son boldsymbolXij,

i = 1, . . . ,M , j = 1, . . . ,Mi de tamaño nij × p. Usando efectos aleatorios
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para el primer nivel bi de tamaño q1 y efectos aleatorios para el segundo

nivel bij de tamaño q2 con matrices Zi,j de ni× q1 y boldsymbolZij de ni× q2

respectivamente, el modelo se escribe como

yij = X ijβ + Zi,jbi + Zijbij + εij, i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . ,Mi

bi ∼ N(0,Ψ1), bij ∼ N(0,Ψ2), εij ∼ N(0, σ2I).

Los efectos aleatorios del nivel 1 bi se suponen independientes para dife-

rente i, los efectos aleatorios del nivel 2 bij se suponen independientes para

diferentes i ó j y son independientes de los efectos aleatorios del nivel 1 y los

errores dentro del grupo εij se suponen independientes para diferentes i ó j,

e independientes de los efectos aleatorios.

Si se consideran Q niveles de efectos aleatorios, el modelo tiene la misma

estructura que en el caso de 2 niveles, con matriz de varianza–covarianza, Ψq,

q = 1, . . . , Q, para los efectos aleatorios del nivel q, y es simétrica, definida

positiva, pudiendo ser diagonal o múltiple de la identidad. El número de

niveles es el número de niveles anidados de efectos aleatorios.

Forma general del modelo extendido.

Extender el modelo lineal mixto de un nivel a una forma más general per-

mite relajar la suposición de independencia del vector de errores dentro del

grupo εi, a la heteroscedasticidad y correlación dentro de grupos, la cual es

expresada como

yi = X iβ + Zibi + εi, i = 1, . . . ,M (1.4)
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bi ∼ N(0,Ψ), εi ∼ N(0, σ2Λi), i = 1, . . . ,M

donde las matrices Λi son definidas positivas parametrizadas por un conjunto

de parámetros λ, generalmente pequeños y fijos. Aśı, los Λi suponen inde-

pendencia para diferentes grupos, e independencia de los efectos aleatorios

bi.

Similarmente, la extensión a dos niveles considera a

εij ∼ N(0, σ2Λij), i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . ,Mi

donde Λij son matrices definidas positivas parametrizadas por un vector λ

fijo. De igual manera para un modelo multinivel con Q niveles de efectos

aleatorios.

1.3.2. Ejemplos.

Diseño por bloques aleatorizado.

Un diseño por bloques aleatorizado es un tipo de experimento en el cual

hay dos factores de clasificación: un factor experimental para el cual usamos

efectos fijos y un factor por bloques para el cual usamos efectos aleatorios.

Un ejemplo esquematizará el modelo.

Se realizó un experimento ergonómico, con un diseño por bloques aleato-

rizado. El experimento registra el esfuerzo requerido por nueve diferentes

individuos para levantar cuatro tipos de taburetes. Queremos comparar estos

cuatro tipos particulares de taburetes, aśı utilizamos efectos fijos para el

factor tipo. Los nueve diferentes individuos representan una muestra de la

población acerca de la cual deseamos hacer inferencia, aśı usamos efectos
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aleatorios para modelar el factor individuo. Después de analizar los datos

se observó una diferencia sistemática entre los tipos de taburetes sobre sus

medidas, dándose que los promedios de la variable tipo aparecen ordenadas

aśı, T1 ≤ T4 ≤ T3 ≤ T2.

Un modelo con efectos fijos βj para el factor tipo y efectos aleatorios bi para

el factor individuo podŕıa ser escrito como

yij = βj + bi + εij, i = 1, . . . , 9, j = 1, . . . , 4

bi ∼ N(0, σ2
b ), εij ∼ N(0, σ2)

o equivalentemente

yi = X iβ + Zibi + εi, i = 1, . . . , 9,

donde

bi ∼ N(0, σ2
b ), εi ∼ N(0, σ2I)

donde para i = 1, . . . , 9

yi =


yi1

yi2

yi3

yi4

 , X i =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , Zi =


1

1

1

1

 , εi =


εi1

εi2

εi3

εi4


La matriz de efectos fijos X i es una matriz de celdas promedios, ya que la

j–ésima componente de β representa lo que podŕıa ser el esfuerzo medio que

representa el j–ésimo tipo de taburete si la población total fuera considerada.
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Modelos de efectos mixtos para diseño por bloques, repetidos.

El modelo anterior puede verse como un diseño por bloques no repetido, pues

una única observación está disponible en cada combinación de condiciones

experimentales. En otros experimentos puede ser necesario repetir medidas.

Por ejemplo, los datos de máquinas que dan la producció para la elegir aleato-

riamente de seis trabajos probados sobre tres diferentes tipos de máquinas.

Cada trabajo usa cada máquina tres veces, aśı tiene tres réplicas en cada

conjunto de condiciones.

Tomando el factor trabajo como efecto aleatorio y el factor máquina como

efecto fijo. Las repeticiones en este experimento nos permiten calcular la

presencia de interacciones entre trabajo y máquina. Esto es, podemos direc-

cionar la cuestión de si el efecto de cambiar de un tipo de máquina a otro es

diferente para diferentes trabajos.

Como el trabajo representa una muestra aleatoria de la población de interés,

cualquier término de interacción puede modelar diferencias entre los trabajos

al cambiar de una máquina a otra, también se puede expresar a la variable

interacción como un efecto aleatorio. El modelo incorporando el término

interacción como efecto aleatorio es: bij, i = 1, . . . , 6 y j = 1, . . . , 3

yijk = βj + bi + bij + εijk, i = 1, . . . , 6, j = 1, . . . , 3, k = 1, . . . , 3

bi ∼ N(0, σ2
1), bij ∼ N(0, σ2

2), εijk ∼ N(0, σ2)

Este modelo presenta efectos aleatorios en dos niveles: el efecto bi para el

trabajo y el efecto bij para el tipo de máquina dentro de cada trabajo, es

decir, la interacción.
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También puede existir una relación de varianza–covarianza en el efecto aleato-

rio bi, en donde el modelo seŕıa el mismo, solo que bi ∼ N(0,Ψ), con Ψ defini-

da positiva, simétrica, la cual representa a la matriz de varianza–covarianza

de bi.

Un modelo de análisis de covarianza.

Un modelo lineal, tal como

yi = β1 + β2xi + εi, i = 1, . . . , N, εi ∼ N(0, σ2)

relaciona una variable respuesta continua yi con una o más covariables con-

tinuas xi.

El término análisis de covarianza designa un tipo de modelo que relaciona una

respuesta continua con un factor de clasificación y una covariable continua.

Si yij es la j–ésima observación en el i–ésimo grupo de datos y xij es el valor

correspondiente de la covariable, un análisis de covarianza con un efecto

aleatorio para la intersección podŕıa ser:

yij = β1 + bi + β2xij + εij, i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . , ni,

bi ∼ N(0, σ2
b ), εij ∼ N(0, σ2)

El cual combina un modelo de análisis de efectos aleatorios de varianza con

un modelo de regresión lineal.

Una aplicación común de modelos de efectos aleatorios de análisis de co-

varianza es modelar datos de curvas de crecimiento, o más generalmente

conocidos como datos longitudinales o medidas repetidas.
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Consideremos un conjunto de medidas de la distancia de la glándula pituitaria

a la fisura pterygomaxial que se tomaron por dos años completos a once niñas

entre 8 y 14 años de edad. Se desea ver si hay diferencias cualitativas entre

su patrón de crecimiento para esta medida, para ello se toma el siguiente

modelo

yi = X iβ + Zibi + εi, i = 1, . . . , 11,

bi ∼ N(0,Ψ), εi ∼ N(0, σ2I)

con matrices

X i =


1 8

1 10

1 12

1 14

 , Zi =


1

1

1

1


El vector de efectos fijos β bidimensional, consiste de la intersección media

β1, para la población y la pendiente común o razón de crecimiento β2. Los

vectores de efectos aleatorios bi, i = 1, . . . , 11 unidimensionales describen

algún cambio en la intersección por cada niña. La matriz Ψ = σ2
b de tamaño

1× 1, representa la varianza de las medidas para una edad fija.

1.3.3. Formas de estimación.

Estimación por máxima verosimilitud para LMM en un nivel.

Considerando el modelo (1.3) que tiene un solo nivel de efectos aleatorios.

Los parámetros del modelo son β, σ2 y los parámetros determinados por
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∆ el factor de precisión relativo. Usando θ para representar el conjunto de

parámetros que determinan a ∆.

La función de verosimilitud para el modelo (1.3) es la densidad de probabi-

lidad dada por

L(β, θ, σ2|y) = p(y|β, θ, σ2)

donde L es la función de verosimilitud, p es la función de densidad de proba-

bilidad y y es la entrada del vector respuesta N -dimensional, N =
∑M

i=1 ni.

Al ser los efectos aleatorios bi, i = 1, . . . ,M parte del modelo, debemos

integrar la densidad condicional de los datos dados los efectos aleatorios con

respecto a la densidad marginal de los efectos aleatorios para poder obtener

la densidad marginal de los datos. Usando la independencia de bi y εi, esto

se expresa como

L(β, θ, σ2|y) =
M∏
i=1

p(yi|β, θ, σ2) =
M∏
i=1

∫
p(yi|bi, β, σ2)p(bi|θ, σ2)dbi

donde la densidad condicional de yi, es una normal multivariada

p(yi|bi, β, σ2) =
exp{−‖yi −X iβ −Zibi‖2/2σ2}

(2πσ2)ni/2

y la densidad marginal de bi es también normal multivariada

p(bi|θ, σ2) =
exp{−bT

i Ψ−1bi}
(2π)q/2

√
|Ψ|

=
exp{−‖∆bi‖2/2σ2}
(2πσ2)q/2abs|∆|−1

(1.5)

donde |.| denota el determinante de la matriz y abs es el valor absoluto. 6

6Consultar referencia [4].
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Entonces la función de verosimilitud es

L(β, θ, σ2|y) =
M∏
i=1

abs|∆|
(2πσ2)ni/2

∫
exp{−(‖yi −X iβ −Zibi‖2 + ‖∆bi‖2)/2σ2}

(2πσ2)q/2
dbi

=
M∏
i=1

abs|∆|
(2πσ2)ni/2

∫
exp{−‖ỹi − X̃ iβ − Z̃ibi‖2/2σ2}

(2πσ2)q/2
dbi (1.6)

donde

ỹi =

(
yi

0

)
, X̃ i =

(
X i

0

)
, Z̃i =

(
Zi

∆

)

son vectores y matrices de datos aumentados.

El exponente de la integral en (1.5) es la suma de cuadrados residual por lo

que puede ser reescrito como

‖ỹi − X̃ iβ − Z̃ibi‖2 = ‖ỹi − X̃ iβ − Z̃ib̂i‖2 + ‖Z̃i(bi − b̂i)‖2 =

‖ỹi − X̃ iβ − Z̃ib̂i‖2 + (bi − b̂i)
T Z̃

T

i Z̃i(bi − b̂i), (1.7)

donde b̂i es el estimador obtenido por mı́nimos cuadrados

b̂i = (Z̃
T

i Z̃i)
−1Z̃

T

i (ỹi − X̃ iβ)

El primer sumando de (1.7) no depende de bi, por lo que solo hay que integrar

el segundo término de (1.7) en la integral de (1.5), entonces

√
|Z̃T

i Z̃i|√
|Z̃T

i Z̃i|

∫
exp{−(bi − b̂i)

T Z̃
T

i Z̃i(bi − b̂i)/2σ
2}

(2πσ2)q/2
dbi =
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1√
|Z̃T

i Z̃i|

∫
exp{−(bi − b̂i)

T Z̃
T

i Z̃i(bi − b̂i)/2σ
2}

(2πσ2)q/2/

√
|Z̃T

i Z̃i|
dbi =

1√
|Z̃T

i Z̃i|
(1.8)

Finalmente, sustituyendo (1.7)y (1.8) en (1.5) se obtiene

L(β, θ, σ2|y) =
M∏
i=1

abs|∆|√
|Z̃T

i Z̃i|

exp{−
∑M

i=1 ‖ỹi − X̃ iβ − Z̃ib̂i‖2/2σ2}
(2πσ2)N/2

=
1

(2πσ2)N/2
exp

(∑M
i=1 ‖ỹi − X̃ iβ − Z̃ib̂i‖2

2σ2

) M∏
i=1

abs|∆|√
|Z̃T

i Z̃i|
(1.9)

De donde los estimadores de máxima verosimilitud para β, θ, σ2 se obtienen

maximizando esta última expresión. Sin embargo, esto es más simple si nos

concentramos en la verosimilitud como función de θ únicamente. Es decir,

calculamos los estimadores condicionales β̂(θ) y σ̂2(θ) como los valores que

maximizan a L(β, θ, σ2) para un θ dado. Como las partes en donde se involu-

cra a β y σ2 en la verosimilitud, tienen la forma de un modelo de regresión

lineal, aśı β̂(θ) y σ̂2(θ) se pueden determinar por la teoŕıa de regresión clásica.

El estimador de mı́nimos cuadrados para β dependerá condicionalmente de

b̂i, y éste a su vez, dependerá de β, además, se quiere determinar el valor

por mı́nimos cuadrados conjunto como solución a mı́nimos cuadrados de

(b̂
T

1 , . . . , b̂
T

M , β̂
T
)T =

argmin

b1, . . . , bM , β
‖ye −Xe(b1, . . . , bM , β)T‖2,

donde



32 CAPÍTULO 1. LM

ye =



y1

0

y2

0
...

yM

0


, Xe =



Z1 0 . . . 0 X1

∆ 0 . . . 0 0

0 Z2 . . . 0 X2

0 ∆ . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . ZM XM

0 0 . . . ∆ 0


De donde se tiene

(b̂
T

1 , . . . , b̂
T

M , β̂
T
)T = (XT

e Xe)
−1XT

e ye

y

σ̂2(θ) =
‖ye −Xe(b̂

T

1 , . . . , b̂
T

M , β̂
T
)T‖2

N
.

Sustituyendo este valor en la verosimilitud de (1.9) se tiene

L(θ) = L(β̂(θ), θ, σ̂2(θ)) =
exp(−N/2)

(2πσ̂2(θ))N/2

M∏
i=1

abs|∆|√
|Z̃T

i Z̃i|

Nótese que sólo es necesario conocer la norma de los residuales del pro-

blema de mı́nimos cuadrados aumentado y no los valores de b̂1, . . . , b̂M , β.

Para encontrar esta solución se usará la descomposición ortogonal–triangular

de matrices rectangulares, pues son fáciles de calcular computacionalmente.

También es conocida como descomposición QR, pues

X = Q

(
R

0

)
= QtR,
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donde X es una matriz de n × p (n ≥ p) de rango p, Q es una matriz

ortogonal de n × n, R es una matriz triangular superior de tamaño p × p

y Qt (Q−truncada) consiste de las primeras p columnas de Q. Como Q es

ortogonal, entonces QT Q = QQT = I y aśı, QT
t Qt = I, además al ser Q una

generalización de una rotación o una reflexión en el plano, Q ó QT preservan

normas de vectores sobre multiplicación, es decir,

‖QT y‖2 = (QT y)T QT y = yT QQT y = yT y = ‖y‖2.

Si aplicamos esto al vector residual en el problema de mı́nimos cuadrados, se

tiene

‖y −Xβ‖2 = ‖QT (y −Xβ)‖2 = ‖QT y −QT Xβ‖2 =

∥∥∥c−QT Q

(
R

0

)
β
∥∥∥2

=
∥∥∥c−( R

0

)
β
∥∥∥2

= ‖c1 + Rβ‖2 + ‖c2‖2,

donde c = (cT
1 , cT

2 ) = QT y es el vector de residuales rotado. Las componentes

c1 y c2 son de tamaño p y n− p respectivamente.

Como X es de rango p, la matriz R de p × p es no singular y triangular

superior. La solución de mı́nimos cuadrados β̂ es fácil de evaluar como la

solución Rβ̂ = c1 y la suma de cuadrados residual es ‖c2‖2, la cual no

depende de β̂.

Entonces descomponiendo la matriz aumentada Z̃i como

Z̃i = Q(i)

(
R11(i)

0

)

donde Q(i) es de (ni + q)×(ni + q) y R11(i) es de q × q. Por lo que
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‖ỹi + X̃ iβ + Z̃ibi‖2 = ‖QT
(i)(ỹi + X̃ iβ + Z̃ibi)‖2 =

‖c1(i) −R10(i)β −R11(i)bi‖2 + ‖c0(i) −R00(i)β‖2,

donde la matriz R10(i) es de q × p, R00(i) es de ni × p, el vector c1(i) es de

dimensión q y c0(i) es un vector de dimensión ni, se definen por

(
R10(i)

R00(i)

)
= QT

(i)X̃ i

(
c1(i)

c0(i)

)
= QT

(i)ỹi

Sustituyendo esto en la integral de (1.6)

∫
exp{−(‖yi −X iβ −Zibi‖2 + ‖∆bi‖2)/2σ2}

(2πσ2)1/2
dbi

= exp

[
‖c0(i) −R00(i)β‖2

−2σ2

]∫
exp[‖c1(i) −R10(i)β −R11(i)bi‖2/2σ2]

(2πσ2)q/2
dbi

(1.10)

Sea φi = (c1(i) −R10(i)β −R11(i)bi)/σ donde R11(i) es no singular, entonces

dφi = σ−qabs|R11(i)|dbi, haciendo este cambio de variable, la integral es

∫
exp[−‖c1(i) −R10(i)β −R11(i)bi‖2/2σ2]

(2πσ2)q/2
dbi =

1

abs|R11(i)|

∫
exp(−‖φi‖2/2)

(2π)q/2
dφi =

1

abs|R11(i)|
(1.11)

donde

abs
∣∣R11(i)

∣∣ =

√(∣∣RT
11(i)

∣∣)2 =
√∣∣RT

11(i)

∣∣∣∣R11(i)

∣∣ =
√∣∣RT

11(i)R11(i)

∣∣ =
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=

√√√√∣∣∣∣ ( RT
11(i) 0

)
QT

(i)Q(i)

(
R11(i)

0

)∣∣∣∣ =

√∣∣Z̃T

i Z̃i

∣∣
Aśı, el valor de la integral es el mismo que en (1.6). Al ser R11(i) triangular,

su determinante es el producto de los elementos de la diagonal.

Sustituyendo (1.10) y (1.11) en (1.6) la función de verosimilitud es

L(β, θ, σ2|y) =
M∏
i=1

exp[−‖c0(i) −R00(i)β‖2/2σ2]

(2πσ2)ni/2
abs

(
|∆|

|R11(i)|

)
=

exp[−
∑M

i=1 ‖c0(i) −R00(i)β‖2/2σ2]

(2πσ2)N/2

M∏
i=1

abs

(
|∆|

|R11(i)|

)

Donde el término del exponente tiene la forma de la suma de cuadrados resi-

dual para β ponderada sobre todos los grupos. Formando una descomposición

ortogonal–triangular nueva.


R00(1) c0(1)

...
...

R00(M) c0(M)

 = Q(0)

(
R00 c0

0 c−1

)

La función de verosimilitud, tiene la forma

L(β, θ, σ2|y) = (2πσ2)−N/2 exp

[
‖c−1‖2 + ‖c0 −R00β‖2

−2σ2

]
M∏
i=1

abs

(
|∆|

|R11(i)|

)
(1.12)

Por lo que, para un θ dado, los valores de β y σ2 que maximizan esta expresión

son
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β̂(θ) = R−1
00 c0 y σ̂2(θ) =

‖c−1‖2

N
(1.13)

Evaluando estos valores en L(β, θ, σ2|y) de (1.12) se tiene

L(θ|y) = L(β̂(θ), θ, σ̂2(θ)|y) =

(
N

2π‖c−1‖2

)N/2

exp

(
−N

2

)
M∏
i=1

abs

(
|∆|

|R11(i)|

)

que se denomina la verosimilitud perfil; y la log–verosimilitud perfil

`(θ|y) = log L(θ|y) =

N

2
[log N − log(2π)− 1]−N log ‖c−1‖+

M∑
i=1

log abs

(
|∆|

|R11(i)|

)
(1.14)

La log–verosimilitud perfil se maximiza con respecto a θ, produciendo el esti-

mador de máxima verosimilitud de θ̂. El estimador de máxima verosimilitud

para β̂ y σ̂2 se obtienen sustituyendo θ = θ̂ en (1.13).

Aunque técnicamente los efectos aleatorios bi no son parámetros para el

modelo estad́ıstico frecuentemente se desea estimar sus valores. El modelo

condicional de los efectos aleatorios, evaluado en el estimador condicional de

β, es el mejor predictor lineal insesgado o BLUP de bi, i = 1, . . . ,M y puede

ser evaluado usando matrices de la descomposición ortogonal–triangular, co-

mo

b̂i(θ) = R−1
11(i)(c1(i) −R10(i)β̂(θ)),

aśı, si θ es desconocido se reemplaza por su estimador de máxima verosimi-

litud θ̂, produciendo el estimador BLUP b̂i(θ̂).
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Estimación por verosimilitud restringida.

Algunas veces los estimadores de máxima verosimilitud de componentes de

varianza tales como σ2 y σ2
b tienden a sobreestimar los parámetros, por lo

que se prefiere la estimación máximo verosimilitud restringida (o residual)

REML para estas cantidades.

Hay varias maneras de definir el criterio de estimación REML. Una defini-

ción es suponer una distribución inicial uniforme para los efectos fijos β e

integrarla fuera de la verosimilitud, es decir,

LR(θ, σ2|y) =

∫
L(β, θ, σ2|y)dβ

Usando (1.12) y haciendo el cambio de variable

φi = (c1(i) −R10(i)β −R11(i)bi)/σ

con diferencial dφi = σ−qabs|R11(i)|dbi obtenemos la log–verosimilitud–restringido

`R(θ, σ2|y) = log LR(θ, σ2|y) =

−N − p

2
log(2πσ2)− ‖c−1‖2

2σ2
− log abs|R00|+

M∑
i=1

log abs

(
|∆|

|R11(i)|

)

esto produce el estimador condicional σ̂2
R(θ) = ‖c−1‖2/(N − p) para σ2, por

el cual se obtiene la función log–verosimilitud–restringida perfil

`R(θ|y) = `R(θ, σ2
R(θ)|y) =
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−N − p

2
log(2π)−N − p

2
log(σ2)−‖c−1‖2

2σ2
−log abs|R00|+

M∑
i=1

log abs

(
|∆|

|R11(i)|

)
=

−N − p

2
log(2π)−N − p

2
log(‖c−1‖2/(N−p))− ‖c−1‖2

2‖c−1‖2/(N − p)
−log abs|R00|

+
M∑
i=1

log abs

(
|∆|

|R11(i)|

)
=

N − p

2
[log((N−p)/2π)−1]−N − p

2
log ‖c−1‖2−log abs|R00|+

M∑
i=1

log abs

(
|∆|

|R11(i)|

)
=

constante− (N − p) log ‖c−1‖− log abs|R00|+
M∑
i=1

log abs

(
|∆|

|R11(i)|

)
(1.15)

donde constante = N−p
2

[log((N − p)/2π)− 1]

Los componentes de la función log–verosimilitud–restringida perfil en (1.15)

son similares a la log–verosimilitud perfil (1.14) excepto que el logaritmo de la

norma del vector residual tiene un múltiplo diferente y hay un término extra,

el log abs|R00| = log |
∑M

i=1 XT
i Σ−1

i X i|/2. Para evaluar el estimador de máxi-

ma verosimilitud restringida, se maximiza la log–verosimilitud–restringida

perfil (1.15) con respecto a θ únicamente y usando los resultados del esti-

mador REML θ̂R para obtener el estimador REML de σ2, σ̂2
R(θ̂R). Simi-

larmente, el estimador REML de BLUP para efectos aleatorios se obtienen

reemplazando θ por θ̂R en b̂i(θR) = R−1
11(i)(c1(i) −R10(i)β̂(θR)).
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El criterio REML solo depende de θ y σ. Sin embargo, también es útil evaluar

la mejor estimación de β de (1.13) una vez que θ̂R ha sido determinada

usando el criterio REML.

Una diferencia importante entre la función de verosimilitud y la función de

verosimilitud restringida es que la primera es invariante ante reparametriza-

ciones uno a uno de los efectos fijos (por ejemplo, un cambio en el constraste

representado por una variable categórica), mientras que la última no. Cam-

biando las matrices X i resulta un cambio en log abs|R00| y un cambio corres-

pondiente en `R(θ|y). Como una consecuencia, los modelos lineales de efectos

mixtos con diferente estructura de efectos fijos apropiada usando REML no

puede ser comparada sobre la base de su verosimilitud restringida. En par-

ticular, la razón de verosimilitud no es válida sobre estas circunstancias.

Niveles múltiples de efectos aleatorios.

La función de verosimilitud y la función de verosimilitud restringida para

modelos multinivel con efectos mixtos puede calcularse usando las mismas

técnicas descritas para el modelo de un nivel. Usando el modelo lineal de

efectos mixtos, tenemos que la verosimilitud, se integra sobre ambos niveles

de efectos aleatorios

L(β, θ1, θ2, σ
2|y) =

M∏
i=1

∫ Mi∏
j=1

[∫
p(yij|bij, bi, β, σ2)p(bij|θ2, σ

2)dbij

]
p(bi|θ1, σ

2)dbi (1.16)

Como antes, podemos simplificar las integrales en (1.16) si aumentamos las

matrices Zij con ∆2 y hacemos la descomposición ortogonal–triangular de

estos arreglos aumentados. Esto nos permite evaluar las integrales interiores.

Para evaluar las integrales exteriores iteramos este proceso, es decir,
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(
Zij Zi,j X ij Y ij

∆2 0 0 0

)
= Q(ij)

(
R22(ij) R21(ij) R20(ij) c2(ij)

0 R11(ij) R10(ij) c1(ij)

)

i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . ,Mi (1.17)

La matriz R22(ij) es una matriz triangular superior de dimensión q2× q2. Los

otros arreglos en el primer renglón de la descomposición en (1.17) se usan

sólo si el estimador condicional β̂(θ) o el modo condicional b̂ij(θ) y b̂i(θ) es

requerido. Los arreglos en el segundo renglón de (1.17): R11(ij), R10(ij), c1(ij)

tiene nij renglones cada uno.

Para evaluar la integral exterior en (1.16) formamos y descomponemos un

arreglo aumentado:


R11(i1) R10(i1) c1(i1)

...
...

...

R11(iMi) R10(iMi) c1(iMi)

∆1 0 0

 = Q(i)

(
R11(i) R10(i) c1(i)

0 R00(i) c0(i)

)

i = 1, . . . ,M (1.18)

La descomposición final, es como el caso de un nivel, donde de nuevo produce

R00, c0, c−1, aśı se obtiene la log–verosimilitud perfil para θ1 y θ2 como

`(θ1, θ2|y) = log L(β̂(θ1, θ2), θ1, θ2, σ̂
2(θ1, θ2)|y) =

constante−N log ‖c−1‖+
M∑
i=1

log abs

(
|∆1|
|R11(i)|

)
+

M∑
i=1

Mi∑
j=1

log abs

(
|∆2|
|R22(ij)|

)
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Similarmente, el perfil de la log–verosimilitud restringida es

`R(θ1, θ2|y) = log LR(β̂R(θ1, θ2), θ1, θ2, σ̂
2
R(θ1, θ2)|y) =

constante− (N − p) log ‖c−1‖ − log abs|R00|+
M∑
i=1

log abs

(
|∆1|
|R11(i)|

)
+

M∑
i=1

Mi∑
j=1

log abs

(
|∆2|
|R22(ij)|

)

En general Q se anida en los efectos aleatorios.

1.3.4. Valores fijos y predictivos.

Los valores fijos, son valores que se predicen de las respuestas observadas

sobre los modelos fijos, frecuentemente son de interés para verificar el modelo.

Los valores predictivos para nuevas observaciones son una de las primeras

cantidades de interés cuando hacemos inferencia de un modelo fijo.

En un modelo de efectos mixtos, los valores fijos y predictivos podŕıan obte-

nerse de diferentes niveles de anidamiento, o de todo el nivel poblacional. Las

predicciones del nivel poblacional estiman el valor de la esperanza marginal

de la respuesta. Por ejemplo, sea xh un vector de covariables de efectos fijos,

el valor de la esperanza marginal del correspondiente vector respuesta yh es

E(yh) = xT
h β
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y los mejores predictores lineales insesgados (BLUP) del valor esperado

poblacional, se obtienen sustituyendo el valor del estimador β̂(θ) en el valor

esperado β.

Los valores predictivos del k–ésimo nivel de anidamiento estiman la esperanza

condicional de la respuesta, dados los efectos aleatorios de todos los niveles

menores o iguales al k–ésimo nivel. Por ejemplo, zh(i) denota un vector de

covariables correspondientes a los efectos aleatorios asociados con el i–ésimo

grupo del primer nivel de anidamiento, las predicciones del nivel–1 estiman

E(yh(i)|bi) = xT
h β + zh(i)bi

y su correspondiente BLUP para el valor esperado condicional dados los

efectos aleatorios bi es

ŷh(i) = xT
h β̂(θ) + zh(i)b̂i(θ)

Similarmente, sea zh(i,j) el vector de covariables asociado con el j–ésimo

grupo del nivel–2 dentro del i–ésimo grupo del nivel–1, los valores predictivos

del nivel–2 estiman

E(yh(i)|bi, bij) = xT
h β + zT

h(i)bi + zT
h(i,j)bij

y su BLUP correspondiente es

ŷh(i,j) = xT
h β̂(θ) + zT

h(i)b̂i(θ) + zT
h(i,j)b̂ij(θ)

donde en todos los casos θ es reemplazado por su EMV o su estimador REML,

produciendo el estimador BLUP de los valores esperados.
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1.4. MODELOS DE EFECTOS MIXTOS NO

LINEALES (NLME).

Los modelos de efectos mixtos no lineales, son modelos de efectos mixtos

en los cuales algunos o todos sus efectos fijos o aleatorios ocurren de ma-

nera no lineal en la función del modelo, en el que la esperanza condicional

de la respuesta dado el efecto aleatorio es también una función no lineal de

coeficientes. También pueden ser una extensión de los modelos de regresión

no lineal para datos independientes, en los que los efectos aleatorios son

incluidos en el coeficiente dentro del grupo, lo que induce correlación dentro

de los grupos.

1.4.1. Modelos NLME con un nivel de agrupación.

Comunmente, las aplicaciones de los modelos NLME se dan para datos con

medidas repetidas (propuestos por Lindstrom y Bates (1990) que se pueden

pensar como un modelo jerárquico. Aśı, un nivel de j observaciones sobre el

i–ésimo grupo es modelado como

yij = f(φij, νij) + εij, i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . , ni

donde M es el número de grupos, ni el número de observaciones dentro

del i–ésimo grupo, f es cualquier función real, diferenciable de un vector

paramétrico φij espećıfico del grupo y un vector de covariables νij; y εij es

el vector de errores dentro del i–ésimo grupo con distribución normal. La

función f no es lineal en al menos una componente del vector paramétrico

φij especifico del grupo, el cual es modelado como

φij = Aijβ + Bijbi, bi ∼ N(0,Ψ) (1.19)
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donde β es un vector p–dimensional de efectos fijos, bi es un vector de efec-

tos aleatorios q–dimensional asociado con el i–ésimo grupo (sin variar j) con

matriz de varianza–covarianza Ψ. Las matrices Aij y Bij son de dimensión

apropiada y dependen del grupo y posiblemente de valores de algunas co-

variables de la j–ésima observación, lo cual permite incorporar covariables

de tiempo de variación en los efectos fijos o los efectos aleatorios para el

modelo. Esto supone que observaciones correspondientes a diferentes grupos

son independientes y que los errores dentro de grupos εij son independientes

y distribuidos normal com media cero y varianza σ2, e independientes de bi.

La suposición de independencia y homoscedasticidad para los errores dentro

de grupos se puede relajar.

Como f es cualquier función no lineal de φij, la representación de los coefi-

cientes φij especificos del grupo se pueden elegir de tal modo que Aij y Bij

sean siempre matrices de incidencia.

En forma matricial, el modelo está definido como

yi = f i(φij, νij) + εi, (1.20)

φi = Aiβ + Bibi, para i = 1, . . . ,M

donde

yi =


yi1

...

yini

 , φi =


φi1

...

φini

 , εi =


εi1

...

εini

 , f i(φi, νi) =


f(φi1, νi1)

...

f(φini
, νini

)



νi =


νi1

...

νini

 , Ai =


Ai1

...

Aini

 , Bi =


Bi1

...

Bini

 (1.21)
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El modelo anterior, se puede extender a datos agrupados múltiples o factores

anidados modificando el modelo para efectos aleatorios.

1.4.2. Estimación por verosimilitud.

Como los efectos aleatorios son cantidades no observadas, la estimación por

máxima verosimilitud en modelos de efectos mixtos se basa en la densi-

dad marginal de la respuesta y, la cual, para un modelo con Q niveles de

anidamiento, se calcula como

p(y | β, σ2,Ψ1, . . . ,ΨQ) =

∫
p(y | b, β, σ2)p(b | Ψ1, . . . ,ΨQ)db

donde p(y | β, σ2,Ψ1, . . . ,ΨQ) es la densidad marginal de y, p(y | b, β, σ2)

es la densidad condicional de y dado los efectos aleatorios b, y la distribución

marginal de b es p(b | Ψ1, . . . ,ΨQ). Para el modelo NLME (1.20), expresando

la matriz de varianza–covarianza de efectos aleatorios en términos del factor

de precisión ∆, tal que Ψ−1 = σ−2∆T∆, se obtiene la densidad marginal de

y como

p(y | β, σ2,∆) =

| ∆ |M

(2πσ2)(N+Mq)/2

M∏
i=1

∫
exp

{
‖ yi − f i(β, bi) ‖2 + ‖ ∆bi ‖2

−2σ2

}
dbi (1.22)

donde f i(β, bi) = f i[φi(β, bi), νi].

Como la forma de la función f puede ser no lineal en los efectos aleatorios,

la integral en (1.22) generalmente no tiene una forma cerrada. Esta integral

algunas veces se resuelve por aproximación de Taylor, tomando la expansión
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de primer orden de la función f alrededor del valor esperado de los efectos

aleatorios, o alrededor del condicional (sobre ∆) de los efectos aleatorios.



Caṕıtulo 2

MODELOS LINEALES

MIXTOS GENERALIZADOS

(GLMM).

Los modelos lineales mixtos generalizados logran unir las principales ventajas

de los modelos lineales mixtos y los modelos lineales generalizados: una de

ellas, que los datos no necesariamente se suponen normalmente distribuidos

o que la media no necesariamente es una combinación lineal de los paráme-

tros, pero si lo es alguna función de la media. Y la otra, es la aleatoriedad

de los efectos mixtos, lo que permite particularizar a los individuos asocian-

do una relación de varianza–covarianza. Aśı, el modelo mixto condiciona los

efectos fijos con los aleatorios dando una asociación entre grupos o nive-

les de anidamiento, permitiendo que el modelo sea estudiado para dar un

comportamiento distinto a los individuos, otorgando distinta variabilidad a

individuos de distintos grupos, por un lado o dando distinta variabilidad a

individuos del mismo grupo por otro. Es decir, mientras el modelo marginal

solo da resultados a nivel promedio, el modelo condicional (mixto generali-
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zado), permite dar resultados por individuo.

2.1. LA ESTRUCTURA DEL MODELO.

Sea y el vector respuesta que por lo general se considera de elementos in-

dependientes (condicionados en los efectos aleatorios), cada uno con una

distribución con densidad perteneciente a la familia exponencial

yi | bi ∼ fYi|b(yi | b)

fYi|bi
(yi | bi) = exp{[yiθi − d(θi)]/a(φ)− c(yi, φ)} (2.1)

donde la media condicional de yi está relacionada con θi v́ıa la identidad

µi = ∂d(θi)
∂θi

. Esta transformación da el sentido lineal al modelo en ambos

efectos, el fijo y el aleatorio, es decir,

E(yi | bi) = µi

g(µi) = xT
i β + zT

i b (2.2)

donde g es una función conocida, llamada la función liga, xT
i es el i–ésimo

renglón de la matriz de observaciones para los efectos fijos, y β es el vector

paramétrico de los efectos fijos. Además, tenemos que zT
i es el i–ésimo renglón

de la matriz de efectos aleatorios. µi denota la media condicional de y dado

b, en este caso, no es la media marginal. Falta, sólo asignar la distribución

del vector de efectos aleatorios b:

b ∼ fB(b) (2.3)
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Se nota que el hecho de la distribución condicional de y dado b es justamente

la extensión del modelo lineal generalizado, pues µi representa la media condi-

cional más que la media marginal, todo lo demás es similar al modelo lineal

generalizado, por lo que muchas de las relaciones se derivan de los modelos

lineales generalizados.

La varianza condicional de y dado b está dada por

var(yi | bi) = a(φ)d′′(θ)

la cual tiene una dependencia con la media condicional µi.

2.1.1. Consecuencias de tener efectos aleatorios.

La distribución marginal contra la distribución condicional. El mo-

delo lineal mixto generalizado se condiciona respecto a b, por lo que es

necesario derivar aspectos de la distribución marginal de y para enten-

der lo que ocurre con las suposiciones hechas a los datos observados.

La media de y puede derivarse fácilmente por la media condicional.

E(yi) = E(E(yi | b)) = E(µi) = E(g−1(xT
i β + zT

i b)).

lo cual es fácil de simplificar si g−1 es una función lineal.

Por ejemplo, si g(µ) = log µ y g−1(x) = exp{x}. Entonces

E(yi) = E(exp{xT
i β + zT

i b}) =

exp{xT
i β}E(exp{zT

i b}) = exp{xT
i β}Mb(zi)
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donde Mb(zi) es la función generadora de momentos de b evaluada en

zi.

Si bi ∼ N(0, σ2
b ) y Z tiene un 1 en cada renglón y cero en los demás

elementos, entonces Mb(zi) = exp{σ2
b/2} y

E(yi) = exp{xT
i β} exp{σ2

b/2} = exp{xT
i β + σ2

b/2}

o

log E(yi) = xT
i β + σ2

b/2

La varianza de y esta dada por:

var(yi) = var(E(yi | b)) + E(var(yi | b)) = var(µi) + E(a(φ)v(µi)) =

var
(
g−1(xT

i β + zT
i b)
)

+ E
(
a(φ)v(g−1(xT

i β + zT
i b))

)
donde se necesita conocer la forma de g o la distribución condicional

de y para poder simplificar esta última expresión.

Aśı, por ejemplo, tenemos la función log liga y suponemos que todos los

elementos de y dado b, son independientes con distribución Poisson.

La varianza condicional de yi dado b es a(φ)v(µi) = µi, por lo tanto

var(yi) = var(µi)+E(µi) = var(exp{xT
i β+zT

i b})+E(exp{xT
i β+zT

i b}) =

E(exp{2(xT
i β+zT

i b})−[E(exp{xT
i β+zT

i b})]2+E(exp{xT
i β+zT

i b}) =
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exp{2xT
i β}

(
Mb(2zi)− [Mb(zi)]

2 + exp{−xT
i β}Mb(zi)

)
Si de nuevo, bi ∼ N(0, σ2

b ) y Z tiene la misma forma que antes, entonces

var(yi) = exp{2xT
i β}

(
exp{2σ2

b}−exp{σ2
b}
)

+exp{xT
i β} exp{σ2

b/2} =

exp{xT
i β + σ2

b/2}
(

exp{xT
i β}

[
exp{3σ2

b/2} − exp{σ2
b/2}

]
+ 1
)

=

E(yi)
(

exp{xT
i β}

[
exp{3σ2

b/2} − exp{σ2
b/2}

]
+ 1
)

(2.4)

donde el término en corchetes en (2.4) es mayor que 1 y solo seŕıa cero

si σ2
b = 0, lo que hace a la varianza más grande que la media. Por lo

tanto, aunque la distribución condicional de yi dado b es Poisson, la

distribución marginal de yi no lo es. En efecto, bajo estas suposiciones

siempre se tiene sobredispersión comparado con la distribución Poisson.

En este sentido se piensa que los efectos aleatorios son además una ma-

nera para modelar o atribuir sobredispersión en una fuente particular.

Es decir, los efectos aleatorios surgen del diseño, la muestra viene en

conglomerados o grupos (escuelas, indivuduos, laboratorios, etc.), que

se consideran aleatorios o son una muestra aleatoria. Matemáticamente

equivale a sobredispersión.

Covarianza y correlación. El uso de efectos aleatorios introduce una corre-

lación entre las observaciones, las cuales tienen cualquier efecto aleato-

rio en común. Lo mismo ocurre en los modelos lineales mixtos generali-

zados. Suponiendo independencia lineal de los elementos de y tenemos:



52 CAPÍTULO 2. GLMM

cov(yi, yj) = cov
(
E(yi | b), E(yi | b)

)
+ E

[
cov(yi, yj | b)

]
=

cov(µi, µj) + E(0) = cov
(
g−1(xT

i β + zT
i b), g−1(xT

j β + zT
j b)
)

Si, por ejemplo, tenemos una función logaritmo como liga, esto se evalúa

como

cov(yi, yj) = cov
(
exp{xT

i β + zT
i b}, exp{xT

j β + zT
j b}
)

=

exp{xT
i β + xT

j β}cov
(
exp{zT

i b}, exp{zT
j b}
)

=

exp{xT
i β + xT

j β}cov
(
Mb(zi + zj)−Mb(zi)Mb(zj)

)
de nuevo, si b ∼ N(0, Iσ2

b ) y Z igual que antes, entonces

cov(yi, yj) = exp{xT
i β + xT

j β}
[
exp{σ2

b}
(
exp{zT

i zjσ
2
b} − 1

)]
(2.5)

lo cual es igual a cero si zT
i zj = 0, lo que significa que las dos ob-

servaciones no forman parte de los efectos aleatorios. Y es positiva si,

zT
i zj = 1.

De (2.4) y (2.5), cuando zT
i zj = 1 se puede calcular la correlación como

corr(yi, yj) =
e2σ2

b − eσ2
b√

(e2σ2
b − eσ2

b + e−xT
i β+σ2

b/2)(e2σ2
b − eσ2

b + e−xT
j β+σ2

b/2)
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=
1√

(1 + ηe−xT
i β)(1 + ηe−xT

j β)

donde

η =
1

e3σ2
b/2 − eσ2

b/2
.

2.2. MÉTODOS DE ESTIMACIÓN.

2.2.1. Estimación por máxima verosimilitud.

De (2.1), (2.2) y (2.3) se puede escribir la función de verosimilitud como

L(β, θ, σ2) =

∫ ∏
i

fYi|b(yi | b)fB(b)db (2.6)

donde se integra sobre la distribución q–dimensional de b .

Para los efectos fijos, las ecuaciones de verosimilitud son dif́ıciles numerica-

mente, pero de (2.6) se pueden escribir de manera muy general como

` = log L = log

∫
fY |b(y | b)fB(b)db = log fY (y)

aśı

∂`

∂β
=

∂

∂β

∫
fY |b(y | b)fB(b)db/fY (y) =

∫ [
∂

∂β
fY |b(y | b)

]
fB(b)db/fY (y),
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donde fB(b) no contiene a β. Además

∂

∂β
fY |b(y | b) =

(
1

fY |b(y | b)

∂fY |b(y | b)

∂β

)
fY |b(y | b) =

∂ log fY |b(y | b)

∂β
fY |b(y | b)

entonces

∂`

∂β
=

∫
∂ log fY |b(y | b)

∂β
fY |b(y | b)fB(b)db/fY (y) =

∫
∂ log fY |b(y | b)

∂β
fB|y(b | y)db (2.7)

Usando (2.6), la cual da la derivada del log–verosimil para GLM, en (2.7)

tenemos

∂`

∂β
=

∫
XT W ∗(y − µ)fB|y(b | y)db =

XT E[W ∗ | y]−XT E[W ∗µ | y],

donde W ∗ = diag{[a(φ)v(µi)gµ(µi)]
−1}

La ecuación de verosimilitud para β es, por lo tanto

XT E[W ∗ | y] = XT E[W ∗µ | y]

lo cual es similar al caso GLM, solo que W ∗ y W ∗µ son los valores esperados

condicionales dado y. 1

1Para cualquier duda se puede consultar la referencia [3].
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Para los parámetros de los efectos aleatorios, consideremos ϕ como los pará-

metros de los efectos aleatorios, tal que

∂`

∂ϕ
=

∫
∂ log fB(b)

∂ϕ
fB|y(b | y)db = E

[
∂ log fB(b)

∂ϕ
| y
]

lo cual ya no es posible simplificar, a menos que se especifique la forma para

la distribución de los efectos aleatorios.

2.2.2. Quasi–verosimilitud Penalizada (PQL).

Supongamos que b tiene una distribución normal multivariada con media 0

y matriz de covarianza Σ = Σ(ϕ), que depende de un vector desconocido ϕ

de componentes de varianza. Por lo general, la distribución condicional de

yi es binomial, Poisson o hipergeométrica, aunque también se puede estimar

junto con ϕ como un parámetro en la matriz de covarianzas de la distribución

marginal de y.

La integral de la función quasi–verosimilitud (ql) que se usa para estimar β

y θ está definida como

eql(β,θ) ∝ |Σ|−1/2

∫
exp

[
− 1

2φ

n∑
i=1

di(yi, µi)−
1

2
bTΣ−1b

]
db (2.8)

donde di(y, µi) = −2
∫ µi

y
y−u

aiv(u)
du denota la devianza para el i–ésimo indivi-

duo. 2

Condicionando sobre b, las observaciones son extráıdas de la familia expo-

nencial con función de varianza v() por lo que la devianza es conocida como

2φ{`(y; y, φ)−`(y; µ, φ)} donde `(y; µ, φ) es la verosimilitud condicional de y

2Consultar la referencia [6].
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dada su media µ. En este caso ql(β, θ) representa la función log–verosimilitud

verdadera de los datos.

Escribiendo (2.8) como c|Σ|−1/2
∫

e−k(b)db, y aplicando el método de Laplace

a ésta integral, entonces definiendo k′ como el vector q–dimensional de las

primeras derivadas parciales de k con respecto a b y k′′ como la matriz de

q× q de las segundas derivadas parciales de k con respecto a b, tenemos que:

ql(β, θ) ≈ −1

2
log |Σ| − 1

2
log |k′′(b̃)| − k(b̃)

y donde b̃ = b̃(β, θ) denota la solución de

k′(b) = −
n∑

i=1

(yi − µi)zi

ai(φ)v(µi)g′(µi)
+ Σ−1b = 0

lo cual maximiza a k(b), y

k′′(b) =
n∑

i=1

ziz
T
i

ai(φ)v(µi)[gµ(µi)]2
+ Σ−1 + R

≈ ZT WZ + Σ−1, (2.9)

donde W = diag{ai(φ)v(µi)[gµ(µi)]
2}−1 es como antes la matriz diagonal de

dimensión n× n.

R = −
n∑

i=1

(yi − µi)zi
∂

∂b

[
1

ai(φ)v(µi)gµ(µi)

]
tiene media 0 y probabiĺısticamente es una función de orden n, menor que

(2.9). Note que R = 0 cumple con la función liga canónica, pues gµ(µ) =

v−1(µ). Combinando (2.8) y (2.9) e ignorando R, tenemos
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ql(β, θ) ≈ −1

2
log |I + ZT WZΣ| − 1

2φ

n∑
i=1

di(yi, µi)−
1

2
b̃

T
Σ−1b̃, (2.10)

donde b̃ maximiza la suma de los dos últimos términos.

Suponiendo que las iteraciones ponderadas de GLM vaŕıan lentamente co-

mo una función de la media, e ignorando el primer término de la ecuación

(2.10), elegimos a β tal que maximice el segundo término. Por lo tanto,

(β̂, b̂) = (β̂(θ), b̂(θ)), donde b̂(θ) = b̃(β̂(θ)), maximiza conjuntamente a

PQL

− 1

2φ

n∑
i=1

di(yi, µi)−
1

2
bTΣ−1b (2.11)

Diferenciando con respecto a β y b se llega a las ecuaciones de puntaje (score)

para los parámetros de la media:

n∑
i=1

(yi − µi)xi

ai(φ)v(µi)gµ(µi)
= 0 (2.12)

y
n∑

i=1

(yi − µi)zi

ai(φ)v(µi)gµ(µi)
= Σ−1b (2.13)

Definimos el vector trabajo Y como Yi = ηi + (yi − µi)gµ(µi), la solución

de (2.12) y (2.13) v́ıa el método de puntajes de Fisher se expresa como la

solución iterada al sistema

(
XT WX XT WZΣ

ZT WX I + ZT WZΣ

)(
β

ν

)
=

(
XT WY

ZT WY

)

donde b = Σν. Resolviendo para β en
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(XT v−1X)β = XT v−1y,

donde V = W−1 + ZΣZT , entonces

b̃ = Σν̃ = ΣZT V −1(y −Xβ̃). (2.14)

lo cual sugiere que la aproximación para la covarianza de β̂ es la matriz

(XT V −1X)−1, esto es exacto teóricamente para el modelo lineal cuando θ

es conocido. El error estándar para b̂ puede calcularse de (2.14), pero se

ignora la variabilidad adicional dada al estimar θ.

2.2.3. Estimación de las componentes de varianza para

PQL.

Sustituyendo el valor máximo de (2.10) en (2.11) y W en (β̂(θ), b̂(θ)) se ge-

nera una aproximación para la función quasi–verosimilitud perfil para inferir

sobre θ. Además, aproximando la estimación del vector y, la matriz ponde-

rada W , las matrices de diseño X y Z. También ignorando que W depende

de θ y reemplazando la devianza
∑

di(yi, µi) por la ji–cuadrada de Pearson∑
(yi − µi)

2/[aiv(µi)], tenemos que

q`(β̂(θ), θ) ≈ −1

2
log | V | −1

2
(y −Xβ̂)T V −1(y −Xβ̂). (2.15)

Tomando los grados de libertad de tal modo que β̂ sea considerado en la

forma cuadrática de (2.15), entonces

q`1(β̂(θ), θ) ≈ −1

2
log | V | −1

2
log | XT V −1X | −1

2
(y−Xβ̂)T V −1(y−Xβ̂).

(2.16)
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esto corresponde a la verosimilitud perfil conjugada de Cox y Reid (1987), y

tiene las siguientes propiedades:

a) β y θ son parámetros ortogonales y

b) la matriz de información para β̂(θ) es XT V −1X.

Definiendo P = V −1 − V −1X(XT V −1X)−1XT V −1 y diferenciando (2.16)

con respecto a las componentes de θ se obtienen las ecuaciones de estimación

para los parámetros de varianza:

− 1

2

[
(y − Xβ)T V −1∂V

∂θj

V −1(y − Xβ)− tr

(
P

∂V

∂θj

)]
= 0 (2.17)

La matriz de información de Fisher J , tiene componentes

Jjk = −1

2
tr

(
P

∂V

∂θj

P
∂V

∂θk

)
(2.18)

Nótese que como se ignora la dependencia de W = diag{ai(φ)v(µi)[gµ(µi)]
2}−1

con θ, calcular ∂V
∂θj

en (2.17) y (2.18) de q`1 no se puede considerar como fun-

ción objetivo para resolver las ecuaciones.

Observaciones sobre la teoŕıa asintótica.

La derivación de la quasi–verosimilitud penalizada en (2.11) y la modificación

a la quasi–verosimilitud perfil (2.16) tienen varios ajustes y aproximaciones,

por las cuales no es posible dar una buena justificación, más bien, es una

motivación para aproximar las ecuaciones (2.12),(2.13) y (2.17). Primero las

ecuaciones son ecuaciones REML bajo el modelo lineal teórico, en donde

los vectores y observados coinciden y W = I. Al menos, y puede ser par-

ticionada en K componentes independientes donde K crece con n, lo cual
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no garantiza que la teoŕıa asintótica estándar se aplique. Por otro lado, los

argumentos involucran aproximaciones de incrementos en la devianza. Esto

ocurre, por ejemplo, cuando el denominador de proporciones binomiales, o

la media de observaciones Poisson crecen.

2.2.4. Quasi–verosimilitud Marginal.

El modelo marginal.

La estructura de regresión dentro del modelo (2.1) es condicional sobre los

valores de los efectos aleatorios b. Cuando los efectos aleatorios se desean

estimar para cada persona, esto significa que β representa efectos covariables

del nivel del individuo. Como generalmente se desean estimadores de efectos

de covariables sobre promedios, es más apropiado especificar los GLM en

términos de la media marginal como 3

E(yi) = µi = h(xT
i β) (2.19)

Sin embargo, la media marginal definida aśı generalmente no coincide con la

media marginal calculada a partir de la media condicional de yi | bi.

Aunque se podŕıa pensar de (2.19) como una forma derivada de una primera

aproximación del modelo GLM, la cual es válida en el ĺımite como compo-

nente de dispersión que se aproxima a cero. Escribiendo el modelo como

yi = µi + εi con var(yi) = ai(φ)v(µi), b ∼ N(0,Σ)

de donde se obtendŕıa

3Consultar la referencia [6].
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yi ≈ h(xT
i β) + h′(xT

i β)zT
i b + εi,

donde V0 = diag{ai(φ)v(µi)} y ∆ = diag{gµ(µi)}, la primera aproximación

de la varianza correspondiente es

var(y) = V0 + ∆−1ZΣZT∆−1 (2.20)

Estos modelos marginales fueron investigados para diseños de datos longitu-

dinales por Zeger (1988). Mostró que la media marginal del modelo (2.1) con

distribución normal en los efectos aleatorios se pueden expresar casi siem-

pre como en la forma (2.19), al menos aproximadamente, pero con valores

alternados para las variables o coeficientes de regresión.

Estimación de efectos fijos y efectos aleatorios.

Para θ fijo, estimamos los coeficientes de regresión β en el modelo marginal

usando las ecuaciones de quasi–verosimilitud apropiadas para resultados de-

pendientes. Denotando el vector de la media marginal µ = (µ1, . . . , µn)T , la

ecuación de estimación generalizada (GEE)

U(β, θ) =
∂µ

∂βT
var−1(y)(y − µ) = 0

toma la forma

XT (∆V0∆ + ZΣZT )−1∆(y − µ) = 0

Sea η = (η1, . . . , ηn)T denota el vector de predictores lineales ηi = xT
i β.

La función de puntaje de Fisher conduce a la regresión IWLS del vector

respuesta y = η + ∆(y − µ) sobre X con matriz ponderadora
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V −1 = (∆V0∆ + ZΣZT )−1 = (W−1 + ZΣZT )−1,

donde W = diag{ai(φ)v(µi)[gµ(µi)]
2}−1 como en GLM. La iteración se hace

equivalente al estimar β en la teoŕıa normal asociada al modelo

y = Xβ + Zb + ε, con ε ∼ N(0, W−1) y b ∼ N(0, Σ).

La diferencia esencial entre las ecuaciones estimadas MQL para el modelo

marginal y las ecuaciones PQL del modelo condicional es que estos incorporan

el término de efectos aleatorios zT
i b en el predictor lineal.

2.3. MODELO MARGINAL CONTRA MO-

DELO CONDICIONAL.

En un modelo marginal, la regresión de la variable respuesta sobre las va-

riables explicativas es modelada separada de la correlación dentro de los

individuos. En la regresión se modela la esperanza marginal, E(yij) como una

función de las variables explicativas. Esto es, la respuesta promedio sobre la

subpoblación que parte de un valor común de x. La esperanza marginal es

cuando modelamos un estudio transversal. 4 Un modelo marginal tiene las

siguientes suposiciones:

(1) E(yij) = µij, es la esperanza marginal de la respuesta que depende de

las variables explicativas, xij, g(µij) = xT
ijβ con g llamada la función

liga.

4Consultar la referencia [5].
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(2) La varianza marginal depende de la media marginal.

(3) La correlación entre yij y yik es una función de la media marginal y

de parámetros adicionales α, es decir, Corr(yij, yik) = ρ(µij, µik; α);

donde ρ es una función conocida.

Por otro lado, en un modelo de efectos aleatorios la variable respuesta supone

una función lineal de variables explicativas con coeficientes de regresión que

vaŕıan de un individuo a otro. Los modelos de efectos aleatorios GLM especi-

fican lo siguiente:

(1) Dado bi, las respuestas yi1, . . . , yini
son mutuamente independientes y

cumplen ser un modelo GLM con densidad f(yij|bi) perteneciente a la

familia exponencial, además, zij es un subconjunto de xij.

(2) Los efectos aleatorios bi, son mutuamente independientes con distribu-

ción multivariada f .

La idea básica del modelo de efectos aleatorios es que tiene una componente

heterogénea natural a través del individuo y junto con sus coeficientes de

regresión se puede representar por una distribución de probabilidad. La corre-

lación entre las observaciones para una persona se calcula por medio de las

variables no observada, bi. Un modelo de este tipo es conocido como un

modelo de variable latente.

El modelo de efectos aleatorios es más útil cuando se quiere inferir acerca de

los individuos más que en el promedio poblacional. El coeficiente de regre-

sión β representa los efectos de las variables explicativas sobre el cambio del

individuo. Esto es, el contraste al modelo marginal, los coeficientes describen

el efecto de las variables explicativas sobre el promedio poblacional.
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Por ejemplo, en un estudio cĺınico de nacimientos prematuros en mujeres

alcohólicas, sea yij = 1 si el j–ésimo niño de la i–ésima mujer nace prematu-

ramente y yij = 0 de otro modo. Suponiendo un único predictor xij dado por

el número de tragos de alcohol por d́ıa. La aproximación marginal modelaŕıa

la media marginal de yij directamente suponiendo, por ejemplo, un modelo

de regresión loǵıstica

logit(E(yij)) = logit(P (yij = 1)) = α + βxij.

Este modelo, explicaŕıa el logit de la probabilidad de nacimientos prema-

turos, promediados en una población de mujeres. Nótese que si el modelo

tuviera datos correlacionados, no seŕıa competente suponer las observaciones

independientes.

Por otro lado, el condicionamiento dado por los factores aleatorios para las

mujeres, especifica el modelo condicional dado por

logit(E[yij | b]) = α + βxij + bi

donde bi representa el efecto aleatorio mujer. Esto corresponde a modelar

la probabilidad condicional de un nacimiento prematuro por cada mujer.

Además, los efectos aleatorios pueden tomar en cuenta a la variable no me-

dible (mujer).

Teóricamente, es posible calcular la distribución marginal de y (al menos

de manera conceptual), a partir de la distribución de b y la distribución

condicional de y | b. Pero no es posible recuperar la distribución marginal

de b y la distribución condicional de y | b a partir de la distribución marginal

de y. Lo que podŕıa parecer favorable para el modelo condicional.

Sin embargo, en algunos casos la distribución marginal puede dar respuesta a

preguntas comunes. Por ejemplo, en el consumo de alcohol, una pregunta in-
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teresante seŕıa ¿en cuánto se reduce la incidencia de nacimientos prematuros,

sobre el promedio del consumo de alcohol de la mujer? En este caso, la difi-

cultad seŕıa especificar la distribución condicional de y | b y la distribución

marginal de b. La ventaja del modelo marginal y el sesgo de las ecuaciones

que aproximan la estimación generalizada, es lo que prevalece en este caso.

Distinguir el modelo condicional del marginal es sencillo teóricamente, pero

en la práctica frecuentemente es dif́ıcil. Por ejemplo, seŕıa interesante pensar

en ”la influencia del consumo de alcohol sobre nacimientos prematuros”, lo

cual no necesariamente especifica el tipo de modelo que hay que construir.

El modelo condicional podŕıa responder a como afecta el alcohol psicológi-

camente a cada mujer en forma individual. La distinción entre los modelos

condicional y marginal es importante en la práctica.

2.4. MÉTODOS DE BONDAD DE AJUSTE

PARA GLMM.

Un art́ıculo reciente de Zhiying Pan y D. Y. Lin (Diciembre 2005) publicado

en Biometrics5 usa métodos basados en sumas acumulativas de los residuales

sobre covariables o valores predictivos de la variable respuesta para comparar

cada proceso observado de manera gráfica y anaĺıtica con el número de rea-

lizaciones simuladas de una distribución nula. Los métodos particularmente

son útiles para ver la forma funcional de una covariable o la función liga.

Aunque los modelos mal especificados pueden tener efectos adversos sobre la

inferencia estad́ıstica, en los modelos lineales generalizados mixtos el uso de

técnicas post–ajuste no ha sido explorado cuidadosamente. Las gráficas de

residuales son rutinariamente usadas en modelos de regresión para respues-

5Ver referencia [7]
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tas independientes. Dif́ıcilmente se determina si las observaciones muestrales

reflejan un modelo mal especificado o fluctuaciones aleatorias. Este tipo de

gráficas es aún más cuestionable con respuestas dependientes debido a la

correlación de los residuales. Además, tales gráficas no son informativas para

datos binarios porque todos los puntos ocurren en alguna de las ĺıneas que

están sobre una de las dos curvas de acuerdo a dos posibles valores de la

respuesta.

En el art́ıculo se desarrollan procesos objetivos e informativos para calcular

lo adecuado de GLMM tomando sumas acumulativas de residuales sobre

covariables o valores de predicción. Se aproxima la distribución nula de esos

procesos de sumas acumulativas con procesos Gaussianos con media cero,

cuyas distribuciones pueden ser generadas por simulación de Monte Carlo.

Esto permite comparar los residuales observados con una realización de la

distribución nula. Una inspección objetiva, es calcular el valor de p para la

prueba supremo de Kolmogorov, basado en un gran número de realizaciones

de una distribución nula. Los métodos de simulación se han desarrollado

para los GML con respuestas indepenientes, para el modelo proporcional con

datos sensoriales y para GLM con respuesta dependiente. El desarrollo del

procedimiento de este tipo de técnica en GLMM es cuestionable porque la

existencia de efectos aleatorios no solo complica la teoŕıa, tal como se ve en

las distribuciones asintóticas de procesos de sumas acumulativas y para la

consistencia de las pruebas, sino también computacionalmente.

En el art́ıculo se desarrollan nuevas técnicas para GLMM basadas en sumas

acumulativas de residuales. Estos métodos pueden usarse para examinar com-

ponentes individuales de la parte determinista de un modelo. Los métodos

que se han propuesto no requieren especificar una hipótesis alternativa y son

informativos acerca de la naturaleza del modelo mal clasificado. Aunque se

proponen distintas pruebas todas incluyen a las componentes aleatorias.
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2.4.1. Desarrollo de la técnica.

Considerando un estudio longitudinal, en el cual se toman medidas repetidas

de una variable respuesta de una muestra aleatoria de n individuos. Para

i = 1, . . . , n, y j = 1, . . . ,Mi, sea yij la respuesta del i–ésimo individuo sobre

la j–ésima repetición, y sea xij y zij las matrices de covariables asociadas

con los efectos fijos y aleatorios, respectivamente. El modelo GLMM toma la

forma

g{E(yij|bi)} = xT
ijβ + zT

ijbi, i = 1, . . . , n; j=1, . . . ,Mi (2.21)

donde g es la función liga conocida y diferenciable.

La media marginal de yij está dada por

E(Y ij) = E{E(yij|bi)} =

∫
g−1(xT

ijβ + zT
ijbi)fB(bi)dbi (2.22)

Sea mij(θ) = mij = E(yij) dada en (2.22). Dado θ̂, el valor de predic-

ción de la respuesta es m̂ij = mij(θ̂), y los residuales están definidos como

eij = yij − m̂ij, los cuales se obtienen por integración numérica.

Esto es dif́ıcil de interpretar en gráficas de residuales individuales debido a

la variabilidad desconocida que existe dentro del modelo. En contraste, es

posible inspeccionar la distribución de cierto conjunto de residuales, para

ello se usa una suma acumulativa de residuales con respecto a los valores de

covariables o de predicción. Éstas sumas son casos especiales de las siguientes

clases de procesos estocásticos:

T (x) = n−1/2

n∑
i=1

Mi∑
j=1

I(xij ≤ x)eij, (2.23)
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Tg(r) = n−1/2

n∑
i=1

Mi∑
j=1

I(m̂ij ≤ r)eij, (2.24)

donde x = (x1, . . . , xp)
T ∈ Rp, r ∈ R, I(xij ≤ x) = I(x1ij ≤ x1, . . . , xpij ≤

xp), y xkij es la k–ésima componente de xij (k = 1, . . . , p).

Se define la hipótesis nula H0 como: el modelo (2.21) es adecuado. Aśı,

suponemos que las componentes aleatorias, incluyendo los efectos aleatorios

y el error, son especificadas correctamente. Sobre H0, los procesos de sumas

acumulativas son fluctuantes alrededor del 0, por lo tanto los valores grandes

de supx|T (x)| o de supr|Tg(r)| podŕıan indicar un modelo mal especificado.

Se puede mostrar que T (x) converge en distribución a un proceso gausiano

con media cero cuando H0 no se rechaza. Definiendo

T̂ (x) = n−1/2

n∑
i=1

{
Mi∑
j=1

I(xij ≤ x)eij + η′(x; θ̂)I−1(θ̂)
∂ log L(θ)

∂θ

}
Gi,

(2.25)

donde (G1, . . . , Gn) son variables aleatorias con distribución normal estándar

y son independientes de los datos (yij, xij, zij), y

η(x, θ) = −n−1

n∑
i=1

Mi∑
j=1

I(xij ≤ x)
∂mij(θ)

∂θ
(2.26)

La distribución condicional de T̂ (x) dada los datos (yij, xij, zij) es la misma

en el ĺımite que la distribución no condicional de T (x) bajo H0. Para obtener

la distribución nula de T (x), se obtienen una gran cantidad de valores de T̂ (x)

generando una muestra aleatoria normal de (G1, . . . , Gn), para valores fijos

de (yij, xij, zij) como valores observados. Además para muestras grandes, la

distribución de Tg(r) se puede aproximar por T̂g(r), donde T̂g(r) se obtiene

de T̂ (x) reemplanzando I(xij ≤ x) en (2.25) y (2.26) por I(mij ≤ r).
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Para la forma funcional de la k–ésima componente del vector x, consideremos

el siguiente proceso

Tk(x) = n−1/2

n∑
i=1

Mi∑
j=1

I(xkij ≤ x)eij, k = 1, . . . , p (2.27)

donde x ∈ R. Tk(x) es un caso especial de T (x) dado en (2.23) con xl = ∞
para toda l 6= k. Además, la distribución nula de Tk(x) se puede aproximar

por el proceso T̂k(x), el cual es un caso especial de T̂ (x) dado en (2.25) con

xl = ∞ para toda l 6= k.

La anormalidad de un proceso observado tk de Tk se puede ver en una gráfica

de tk con pocas realizaciones del proceso Tk. Complementando esto con una

prueba del tipo Kolmogorov para la estad́ıstica Sk = supk|Tk(x)|, esta prueba

llamada Sk por lo general, es consistente contra malas especificaciones de la

forma funcional de xk.



Caṕıtulo 3

APLICACIÓN.

Los datos que se presentan forman parte de un estudio de plomo realizado en

una cohorte de niños entre 1997–2000 y seguidos durante diez años. Los datos

pertenecen a una muestra aleatoria de niños del Distrito Federal nacidos en

el Hospital de Perinatoloǵıa de los cuales se tienen medidas de la madre en

diferentes periodos de gestación y lactancia y de los niños a partir de los

tres años seis meses de edad, hasta los diez años tomadas cada seis meses de

variables antropométricas, aśı como el nivel de plomo en diferentes etapas

de gestación y en la sangre de los niños. En este ejemplo se busca, si existe,

alguna relación entre el nivel plomo en la sangre y el crecimiento de niños. En

este caso, la variable que se examinará es crecio, la cual es de tipo dicotómica

y toma el valor 1 si el individuo no creció en los últimos seis meses y 0 si

creció.

La base de datos consta de 1842 observaciones y 47 variables. Para el análisis

solo se definen las covariables que resultaron significativas para los modelos.

subno es el número de registro con el que se identifica a cada niño en la

base de datos.
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sex con valores 1 si es niño y 2 si es niña.

year dado en meses con valores entre 42 y 120 meses. Especifica el periodo,

en meses, en que se tomaron medidas a los niños.

hgb36 hemoglobina en la sangre de la madre a las 36 semanas de gestación.

hct20 porcentaje de eritrocitos en la sangre de la madre a las 20 semanas

de gestación.

hct36 porcentaje de eritrocitos en la sangre de la madre a las 36 semanas

de gestación.

lead6 36 el logaritmo del promedio de la concentración de plomo en la san-

gre en los primeros tres años de vida.

lnm28 36 el logaritmo del promedio de la concentración del plomo en la

sangre de la mamá durante el tercer trimestre de embarazo.

lnlead18 36 el logaritmo del promedio de la concentración de plomo en la

sangre en niños entres 18 y 36 meses de edad.

lnlead el logaritmo de la concentración de plomo en la sangre en los últimos

seis meses.

Los estad́ısticos de resumen para las covariables continuas definidas anterior-

mente se presentan en la tabla (3.1).

El estudio se realiza a partir de un modelo longitudinal que incluye efectos

aleatorios en la siguiente forma:

g{E(yij|X ibi)} = xT
ijβ + bi0 + bi1zij i = 1, . . . ,M j = 1, . . . ,Mi

(3.1)
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variable Media EE Mı́nimo Máximo

hgb36 122.03 13.08 78 155

hct20 38.57 3.20 31.3 47.1

hct36 37.55 3.58 27 48

lead6 36 2.32 0.47 1.27 3.78

lnm28 36 2.08 0.71 0 3.50

lnlead18 36 2.37 0.49 1.20 3.75

lnlead 1.91 0.53 -0.69 4.11

Tabla 3.1: Tabla de estad́ısticos de resumen para las covariables utilizadas en

los modelos.

donde bi0 es la intersección aleatoria y bi1 la pendiente aleatoria. Para el caso

de datos binarios el modelo supone que µij = g−1(xT
ijβ + bi0 + bi1tij) y se

aproxima a 0 o a 1 cuando tij →∞. La función g está dada como

log

(
E(yij|X ibi)

1− E(yij|X ibi)

)

para un modelo loǵıstico, que se interpreta como el logaritmo de la razón

de momios al incrementarse x en q unidades. Entonces, exp{βq} representa

la razón de momios al incrementarse x en q unidades. Donde la razón de

momios mide el grado de asociación entre dos variables, es decir, compara

las probabilidades del efecto entre dos poblaciones, la que tiene y la que no

tiene la causa. En nuestro caso la causa es si el niño no creció en los últimos

seis meses.
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3.1. Modelos ajustados.

La siguiente tabla (3.2), presenta los valores del percentil 25 y el valor mı́nimo

para las variables de tipo continuo, donde el incrementar su valor en una

unidad en la razón de momios no es realista, para el modelo loǵıstico.

variable percentil 25 mı́nimo c = diferencia

lnlead18 36 2.0742 1.1945 0.8797

lead6 36 2.0245 1.2712 0.7532

hgb36 113 78 35

hct20 36.4 31.3 5.1

hct36 34.7 27 7.7

lnm28 36 1.6094 0 1.6094

lnlead 1.6094 -0.6931 2.3026

Tabla 3.2: Tabla de percentiles y valores mı́nimos.

Los modelos fueron ajustados con la subrutina GLLAMM de STATA 9.0. 1

A continuación se presentan los modelos que contienen una sola variable en

el efecto fijo y el efecto aleatorio es de la forma bi0 + b1itij = bi0 + blnleaditij,

es decir, los individuos y el nivel de plomo en los últimos seis meses son los

efectos aleatorios, esto porque supone que el plomo puede afectar de manera

diferente a cada individuo, por lo cual se define como un modelo de efecto

aleatorio de un nivel de anidamiento. Solo se presentan las variables que

fueron significativas en el modelo, sex es marginalmente significativa con

significancia del 5%, pero la interacción de sex ∗ year no es significativa.

Como en este tipo de modelos no se tiene una bondad de ajuste confiable, en

la aplicación se construyen primero los modelos con una variable explicativa,

los valores de estos se presentan en la tabla (3.3). Además, en otra tabla se

1Consultar la referencia [12].
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despliegan sus varianzas y covarianzas para estos modelos. Posteriormente

se presentan los modelos con más de una variable explicativa, esto para ver

si se percibe algún cambio importante en los valores de las varianzas de los

parámetros debido a otras variables. Finalmente, se tabulan para todos los

modelos (con una o más variables explicativas), los valores que se obtiene del

Criterio de Información de Akaike (AIC) y el Bayesiano (BIC) para decidir

cual es el mejor modelo GLMM que explica los datos.

Covariable valor de cβ exp(cβ) z p–value

lnlead18 36 0.8316 2.2970 3.04 0.002

lead6 36 0.6609 1.9366 2.66 0.008

hgb36 1.2477 3.4823 2.41 0.016

hct20 -0.6295 0.5329 -2.20 0.028

hct36 0.7469 2.1105 2.00 0.046

year 0.0158 1.0160 2.78 0.005

sex 0.6181 1.8554 1.90 0.058

lnm28 36 0.6114 1.8430 1.57 0.116

lnlead 0.8105 2.2491 1.02 0.307

Tabla 3.3: Modelos con una sola predicción para el efecto fijo.

La razón de momios de la variable crecio cuando el logaritmo del promedio

de la concentración de plomo de niños de año y medio a tres años de vida

(lnlead18 36) se incrementa en 0.88 unidades es de 129.70%. Es decir, los

niños con mayores concentraciones de plomo tienen mayor riesgo de dejar de

crecer por seis meses.

La razón de momios de la variable crecio cuando el logaritmo del promedio

de la concentración del plomo en los primeros tres años de vida (lead6 36)
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se incrementa en 0.75 unidades es de 93.66% más. También en este caso,

los niños con mayores concentraciones de plomo en los primeros tres años de

vida tienen mayor riesgo de dejar de crecer por seis meses.

La razón de momios de la variable crecio cuando hemoglobina a las 36 sema-

nas de gestación (hgb36) se incrementa en 35 unidades es de 248.23%. Por lo

que al incrementarse la hemoglobina los niños tienen mayor riesgo de dejar

de crecer por seis meses.

Mientras que la razón de momios de la variable crecio al incrementarse el por-

centaje de eritrocitos en la sangre de la madre a las 20 semanas de gestación

(hct20) 5.1 unidades es 53.29% menor, es decir, es un factor protector, a

mayor nivel menor el riesgo de dejar de crecer.

La razón de momios de la variable crecio cuando el porcentaje de eritrocitos

en la sangre de la madre a las 36 semanas de gestación (hct36) se incrementa

en 7.7 unidades es de 111.05%. Es decir, el incremento en riesgo de dejar de

crecer al incrementarse hct36 es de 111%.

La razón de momios de la variable crecio cuando (year) se incrementa en un

año es de 1.60% más. Es decir, al pasar un año de vida los niños tuvieron

mayor riesgo de no crecer.

La razón de momios de los niños que no crecieron al cambiar de niño a niña

la variable sex es 85.54% más, es decir, las niñas tienen menor riesgo de dejar

de crecer.

La razón de momios de la variable crecio cuando el logaritmo del promedio de

la concentración de plomo en la madre durante el tercer trimestre de embarazo

(lnm28 36) se incrementa en 1.61 unidades es de 84.30% más, por lo que de

nuevo, los niños que sus madres tuvieron mayores concentraciones de plomo

durante el tercer trimestre de embarazo tienen mayor riesgo de dejar de crecer

por seis meses.
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La razón de momios de la variable crecio cuando el logaritmo del promedio de

la concentración de plomo en los últimos seis meses (lnlead) se incrementa

en 2.30 unidades es de 124.91%. Es decir, al incrementarse la conccentración

de plomo en los últimos seis meses los niños incrementan el riesgo de dejar

de crecer.

Covariable σ2
subno(σσ2

subno
) σ2

lnlead(σσ2
lnlead

) cov(subno, lnlead)[σcov]

lnlead18 36 5.1165(3.3968) 0.6523(0.5685) -1.8268(1.3827)

lead6 36 4.6598(3.1870) 0.5424(0.5027) -1.5897(1.2606)

hgb36 2.2073(3.3933) 0.2045(0.5033) -0.6719(1.3115)

hct20 4.2757(3.7809) 0.5254(0.6563) -1.4987(1.5775)

hct36 1.3612(2.8763) 0.0999(0.3464) -0.3687(1.0053)

year 0.7601(1.3842) 0.0180(0.1028) -0.1168(0.4344)

sex 4.6146(3.5068) 0.5377(0.5936) -1.5752(1.4485)

lnm28 36 4.5273(3.7890) 0.4459(0.5623) -1.4208(1.4720)

lnlead 5.1040(4.1717) 0.5975(0.6493) -1.7463(1.6448)

Tabla 3.4: Varianzas–covarianzas de los modelos con una sola predicción para

el efecto fijo.

La tabla (3.4), muestra los valores de las varianzas y covarianzas de los mode-

los de una sola variable explicativa como efecto fijo, en ella se percibe que las

varianzas para la intercepción aleatoria (subno) son más altas que las varian-

zas para el efecto aleatorio (lnlead), esto significa que existe una variabilidad

en el crecimiento entre los individuos que no está explicada por las variables

en el modelo y, el hecho que σ2
lnlead sea mayor a cero indica que los niveles de

plomo afectan al crecimiento de manera diferente. Además, los modelos con

menor varianza en la intercepción aleatoria (subno) y en la pendiente aleato-

ria (lnlead) son en los que la variable explicativa explica más la varianza por

el modelo.
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Con estas variables se ajustan modelos con predictores múltiples para ver si

hay alguna relación significativa entre ellas. En adelante todos los modelos

contienen las variables year y sex. Como ya se mencionó, la interacción entre

year y sex no fue significativa.

year sex

β 0.0148 0.5004

exp(β) 1.0149 1.6494

z 2.57 1.58

p–value 0.010 0.114

σ2
subno(σσ2

subno
) 1.8198(2.4737)

σ2
lnlead(σσ2

lnlead
) 0.1438(0.3552)

cov(subno, lnlead)[σcov] -0.5116(0.9673)

Tabla 3.5: Modelo logit(E(crecio|t)) = βyear ∗year+βsex∗sex+b0+blnlead∗t.

En la tabla (3.5) se ve que el cambio en la razón de momios de la variable

crecio al pasar un año (12 meses) cuando sex se mantiene constante es el

1.49% más. Mientras que la razón de momios de la variable crecio al cambiar

de niño a niña y manteniendo year constante es del 64.94% más. Este modelo

corrobora que, los niños con edades más altas tienen mayor riesgo de dejar

de crecer por seis meses que las niñas.

La razón de momios de la variable crecio al incrementarse en 7.7 unidades

hct36 y manteniendo constantes year y sex es de 129.49% más. Mientras que

la razón de momios de crecio al pasar un año es de 1.21% más, al mantener

constantes hct36 y sex. Y la razón de momios de crecio al cambiar de niño a

niña es de 86.16% más, al mantener constantes hct36 y year, lo cual da un

riesgo más severo en niños que en niñas. También este modelo reporta que los

niños con mayores concentraciones de hct36 tienen mayor riesgo de dejar de
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7.7∗hct36 year sex

c ∗ β 0.8307 0.0121 0.6214

exp(c ∗ β) 2.2949 1.0122 1.8616

z 2.26 1.64 1.50

p–value 0.024 0.101 0.133

σ2
subno(σσ2

subno
) 0.9837(2.9110)

σ2
lnlead(σσ2

lnlead
) 0.0762(0.3845)

cov(subno, lnlead)[σcov] -0.2738(1.0747)

Tabla 3.6: Modelo logit(E(crecio|t)) = βhct36 ∗ hct36 + βyear ∗ year + βsex ∗
sex + b0 + blnlead ∗ t.

crecer por seis meses. En los valores de las varianzas se ve una disminución

con respecto al modelo cuya efecto fijo es hct36, esto significa que la influencia

de año y sexo explican con menor dispersión los datos.

5.1∗hct20 year sex

c ∗ β -0.6633 0.0161 0.6456

exp(c ∗ β) 0.5151 1.0162 1.9071

z -2.31 2.45 1.77

p–value 0.021 0.014 0.077

σ2
subno(σσ2

subno
) 1.1363(1.0805)

σ2
lnlead(σσ2

lnlead
) 0.1640(0.2112)

cov(subno, lnlead)[σcov] -0.4317(0.4785)

Tabla 3.7: Modelo logit(E(crecio|t)) = βhct20 ∗ hct20 + βyear ∗ year + βsex ∗
sex + b0 + blnlead ∗ t.

En la tabla (3.7) se reporta que la razón de momios de la variable crecio al

incrementarse en 5.1 unidades hct20 y manteniendo constantes year y sex
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es de 51.51% menos. Mientras que la razón de momios de crecio al pasar

un año es de 1.62% más, al mantener constantes hct20 y sex. Y la razón de

momios de crecio al cambiar de niño a niña es de 90.71% más, al mantener

constantes hct20 y year, lo cual da un daño más severo en niños que en

niñas. Del modelo se interpreta que los niños aumentan el riesgo de no crecer

al mantener constante hct20, pero hct20 sigue siendo un factor protector. Las

varianzas se reportan menores con respecto al modelo con efecto fijo dado

por hct20 en la tabla (3.4).

35 ∗ hgb36 year sex

c ∗ β 1.3504 0.0110 0.7438

exp(c ∗ β) 3.8591 1.0111 2.1039

z 2.58 1.42 1.63

p–value 0.010 0.155 0.103

σ2
subno(σσ2

subno
) 0.7813(1.1431)

σ2
lnlead(σσ2

lnlead
) 0.1026(0.2005)

cov(subno, lnlead)[σcov] -0.2831(0.4781)

Tabla 3.8: Modelo logit(E(crecio|t)) = βhbg36∗hbg36βyear ∗year+βsex∗sex+

b0 + blnlead ∗ t.

La razón de momios de la variable crecio al incrementarse en 35 unidades

hgb36 y manteniendo constantes year y sex es de 285.91% más. Mientras que

la razón de momios de crecio al pasar un año es de 1.11% más, al mantener

constantes hct36 y sex. Y la razón de momios de crecio al cambiar de niño a

niña es de 110.39% más, al mantener constantes hct36 y year, lo cual da un

daño más severo en niños que en niñas. También este modelo reporta que los

niños crecieron menos y que al incrementarse la hemoglibina los niños tienen

mayor riesgo de dejar de crecer por seis meses. En este caso las varianzas

disminuyen bastante con respecto al modelo con variable hct36 como única
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variable explicativa.

5.1∗hct20 35∗hgb36 year sex

c ∗ β -1.1181 1.8260 0.0116 0.8677

exp(c ∗ β) 0.3269 6.2091 1.0116 2.3815

z -2.56 2.75 1.28 1.61

p–value 0.010 0.006 0.199 0.108

σ2
subno(σσ2

subno
) 1.6191(1.5672)

σ2
lnlead(σσ2

lnlead
) 0.2475(0.2882)

cov(subno, lnlead)[σcov] -0.6330(0.6677)

Tabla 3.9: Modelo logit(E(crecio|t)) = βhct20 ∗hct20+βhbg36 ∗hgb36+βyear ∗
year + βsex ∗ sex + b0 + blnlead ∗ t.

En la tabla (3.9) se tiene que la razón de momios de la variable crecio al

incrementarse en 5.1 unidades hct20 y manteniendo constantes hgb36, year

y sex es de 32.69% menos, lo cual sigue siendo un factor protector. La razón

de momios de la variable crecio al incrementarse en 35 unidades hgb36 y

manteniendo constantes hct20, year y sex es de 520.91% más. Mientras que

la razón de momios de crecio al pasar un año es de 1.16% más, al mantener

constantes hct20, hct36 y sex. Y la razón de momios de crecio al cambiar de

niño a niña es de 138.15% más, al mantener constantes hct20, hct36 y year,

lo cual da un daño más severo en niños que en niñas. Este modelo reporta

que los niños con mayores concentraciones de hemoglobina en la sangre de las

madres a las 36 semanas de gestación tienen mayor riesgo de dejar de crecer

por seis meses y que al incrementarse la hemoglobina los niños aumentan ese

riesgo de manera significativa. En este modelo los valores de la varianza se

dispersan más con respecto al modelo con efectos fijos hct20, year, sex, y con

el modelo hgb36, year, sexpresentado en la tabla (3.8).

La razón de momios de la variable crecio al incrementarse en 0.88 unidades
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0.8797∗lnlead18 36 year sex

c ∗ β 0.7471 0.0130 0.4956

exp(c ∗ β) 2.1109 1.0131 1.6415

z 2.76 2.25 1.60

p–value 0.006 0.025 0.110

σ2
subno(σσ2

subno
) 4.1954(3.4775)

σ2
lnlead(σσ2

lnlead
) 0.5615(0.6014)

cov(subno, lnlead)[σcov] -1.5349(1.4413)

Tabla 3.10: Modelo logit(E(crecio|t)) = βlnlead18 36 ∗ lnlead18 36 + βyear ∗
year + βsex ∗ sex + b0 + blnlead ∗ t.

el logaritmo del promedio de la concentración de plomo de niños entre año

y medio y tres años de vida (lnlead18 36) y manteniendo constantes year y

sex es de 111.09% más. Mientras que la razón de momios de crecio al pasar

un año es de 1.31% más, al mantener constantes lnlead18 36 y sex. Y la

razón de momios de crecio al cambiar de niño a niña es de 64.15% más, al

mantener constantes lnlead18 36 y year. El modelo reporta que los niños con

mayores concentraciones de plomo tienen mayor riesgo de dejar de crecer por

seis meses. La diferencia en sus varianzas no cambio mucho con respecto al

modelo dado por lnlead18 36, esto sugiere que el nivel de plomo durante el

tercer trimestre del embarazo tiende a variar entre las madres de los niños

sin importar el sexo y la edad.

La razón de momios de crecio cuando al incrementarse en 0.75 unidades el

logaŕıtmo del promedio de la concentración del plomo en los primeros tres

años de vida (lead6 36) es del 79.45% más, manteniendo year y sex constan-

tes. Mientras que la razón de momios de crecio al pasar un año es de 1.33%

más, al mantener constantes el logaŕıtmo del promedio de la concentración

del plomo en los primeros tres años de vida (lead6 36) y sex. Por otro lado
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0.7532∗lead6 36 year sex

c ∗ β 0.5847 0.0132 0.4950

exp(c ∗ β) 1.7945 1.0133 1.6405

z 2.39 2.28 1.59

p–value 0.017 0.023 0.112

σ2
subno(σσ2

subno
) 0.9779(0.7991)

σ2
lnlead(σσ2

lnlead
) 0.1276(0.1383)

cov(subno, lnlead)[σcov] -0.3533(0.3317)

Tabla 3.11: Modelo logit(E(crecio|t)) = βlead6 36 ∗ lead6 36 + βyear ∗ year +

βsex ∗ sex + b0 + blnlead ∗ t.

la razón de momios de crecio al cambiar de niño a niña es de 64.05% más, al

mantener constantes el logaritmo del promedio de la concentración del plomo

en los primeros tres años de vida (lead6 36) y year ; aqúı también se tiene

que el plomo afecta más a niños que a niñas y que los niños con mayores

concentraciones de plomo tienen mayor riesgo de dejar de crecer por seis

meses, sin importar el sexo. En este caso las varianzan si sufren un cambio

drástico en cuanto a las dados en el modelo de una variable expllicativa de

la tabla (3.4).

La razón de momios de crecio cuando al incrementarse en 1.61 unidades el

logaritmo del promedio de la concentración del plomo en la mamá durante

el tercer trimestre de embarazo (lnm28 36) es del 60.17% más, manteniendo

year y sex constantes. Mientras que la razón de momios de crecio al pasar

un año es de 1.91% más, al mantener constantes lnm28 36 y sex. Por otro

lado, la razón de momios de crecio al cambiar de niño a niña es de 76.76%

más, al mantener constantes lnm28 36 y year ; por lo que de nuevo se tiene

que los niños con mayores concentraciones de plomo tienen mayor riesgo de

dejar de crecer por seis meses. Aqúı la varianza solo disminuye en un 50%
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1.6094∗lnm28 36 year sex

c ∗ β 0.4710 0.0189 0.5696

exp(c ∗ β) 1.6017 1.0191 1.7676

z 1.27 2.99 1.63

p–value 0.204 0.003 0.104

σ2
subno(σσ2

subno
) 2.3495(3.1730)

σ2
lnlead(σσ2

lnlead
) 0.1841(0.4372)

cov(subno, lnlead)[σcov] -0.6577(1.2130)

Tabla 3.12: Modelo logit(E(crecio|t)) = βlnm28 36 ∗ lnm28 36+βyear ∗ year +

βsex ∗ sex + b0 + blnlead ∗ t.

con respecto al valor dado en la tabla (3.4).

5.1∗hct20 1.61∗lnm28 36 year sex

c ∗ β -0.5817 0.3541 0.0190 0.6927

exp(c ∗ β) 0.5589 1.4249 1.0192 1.9990

z -1.97 0.94 2.77 1.85

p–value 0.049 0.345 0.006 0.065

σ2
subno(σσ2

subno
) 3.8627(3.7607)

σ2
lnlead(σσ2

lnlead
) 0.4731(0.6446)

cov(subno, lnlead)[σcov] -1.3518(1.5603)

Tabla 3.13: Modelo logit(E(crecio|t)) = βhct20∗hct20+βlnm28 36∗lnm28 36+

βyear ∗ year + βsex ∗ sex + b0 + blnlead ∗ t.

La razón de momios de la variable crecio al incrementarse en 5.1 unidades

hct20 y manteniendo constantes lnm28 36, year y sex es de 55.89% menos.

La razón de momios de crecio cuando al incrementarse en 1.61 unidades el

logaritmo del promedio de la concentración del plomo en la mamá durante
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el tercer trimestre de embarazo (lnm28 36) es del 42.49% más, manteniendo

hct20, year y sex constantes. Mientras que la razón de momios de crecio al

pasar un año es de 1.92% más, al mantener constantes hct20, lnm28 36 y

sex. Por otro lado, la razón de momios de crecio al cambiar de niño a niña

es de 99.90% más, al mantener constantes hct20, lnm28 36 y year ; por lo

que de nuevo se tiene que los niños con mayores concentraciones de plomo

tienen mayor riesgo de dejar de crecer por seis meses y que hct20 es un

factor protector. En cuanto a las varianzas se ve que los valores son mayores

respecto a los modelos de las tablas (3.7) y (3.12).

35∗hgb36 1.61∗lnm28 36 year sex

c ∗ β 1.3340 0.3053 0.0102 0.7309

exp(c ∗ β) 3.7962 1.3570 1.0103 2.0770

z 2.47 0.63 1.29 1.52

p–value 0.014 0.529 0.198 0.128

σ2
subno(σσ2

subno
) 4.0740(6.0199)

σ2
lnlead(σσ2

lnlead
) 0.5330(0.9684)

cov(subno, lnlead)[σcov] -1.4736(2.4037)

Tabla 3.14: Modelo logit(E(crecio|t)) = βhgb36∗hgb36+βlnm28 36∗lnm28 36+

βyear ∗ year + βsex ∗ sex + b0 + blnlead ∗ t.

La razón de momios de la variable crecio al incrementarse en 35 unidades

hgb36 y manteniendo constantes lnm28 36, year y sex es de 279.62% más.

La razón de momios de crecio cuando al incrementarse en 1.61 unidades

lnm28 36 es del 35.70% más, manteniendo hgb36, year y sex constantes.

Mientras que la razón de momios de crecio al pasar un año es de 1.03%

más, al mantener constantes hgb36, lnm28 36 y sex. Por otro lado, la razón

de momios de crecio al cambiar de niño a niña es de 107.70%, al mantener

constantes hgb36, lnm28 36 y year ; por lo que de nuevo se tiene que los
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niños con mayores concentraciones de plomo tienen mayor riesgo de dejar

de crecer por seis meses. En este modelo ocurre el mismo aumento que el

modelo anterior respecto a sus efectos fijos, la dispersión es mayor que en los

respectivos modelos individuales.

5.1∗hct20 35∗hgb36 1.61∗lnm28 36 year sex

c ∗ β -1.1081 1.8645 0.3296 0.0109 0.8321

exp(c ∗ β) 0.3302 6.4529 1.3904 1.0109 2.2982

z -2.51 2.68 0.58 1.19 1.50

p–value 0.012 0.007 0.560 0.235 0.135

σ2
subno(σσ2

subno
) 7.4917(6.9023)

σ2
lnlead(σσ2

lnlead
) 1.1062(1.1999)

cov(subno, lnlead)[σcov] -2.8788(2.8541)

Tabla 3.15: Modelo logit(E(crecio|t)) = βhct20 ∗ hct20 + βhgb36 ∗ hgb36 +

βlnm28 36 ∗ lnm28 36 + βyear ∗ year + βsex ∗ sex + b0 + blnlead ∗ t.

La razón de momios de la variable crecio al incrementarse en 5.1 unidades

hct20 y manteniendo constantes hgb36, lnm28 36, year y sex es de 33.02%

menos, lo cual indica que hct20 sigue siendo un factor protector; la razón de

momios de la variable crecio al incrementarse en 35 unidades hgb36 y mante-

niendo constantes hct20, lnm28 36, year y sex es de 545.29% más. La razón

de momios de crecio cuando al incrementarse en 1.61 unidades lnm28 36 es

del 39.04% más, manteniendo hct20, hgb36, year y sex constantes. Mien-

tras que la razón de momios de crecio al pasar un año es de 1.09% más, al

mantener constantes hct20, hgb36, lnm28 36 y sex. Por otro lado, la razón

de momios de crecio al cambiar de niño a niña es de 129.82%, al mantener

constantes hct20, hgb36, lnm28 36 y year ; por lo que de nuevo se tiene que

los niños con mayores concentraciones de plomo tienen mayor riesgo de dejar

de crecer por seis meses. Se ve un marcado aumento en las varianzas con
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respecto a los modelos de las tablas (3.9), (3.13), (3.14).

2.3026∗lnlead year sex

c ∗ β 1.3679 0.0174 0.5412

exp(c ∗ β) 3.9273 1.0176 1.7180

z 1.72 2.90 1.68

p–value 0.085 0.004 0.092

σ2
subno(σσ2

subno
) 5.1652(4.1724)

σ2
lnlead(σσ2

lnlead
) 0.6469(0.6587)

cov(subno, lnlead)[σcov] -1.8280(1.6517)

Tabla 3.16: Modelo logit(E(crecio|t)) = βlnlead ∗ lnlead+βyear ∗ year +βsex ∗
sex + b0 + blnlead ∗ t.

La razón de momios de crecio cuando al incrementarse en 2.30 unidades el lo-

garitmo del promedio de la concentración del plomo en los últimos seis meses

(lnlead) es del 292.73% más, manteniendo year y sex constantes. Mientras

que la razón de momios de crecio al pasar un año es de 1.76% más, al

mantener constantes lnlead y sex. Por otro lado, la razón de momios de

crecio al cambiar de niño a niña es de 71.80% más, al mantener constantes

lnlead y year ; aqúı también se tiene que el plomo afecta más a niños que a

niñas y que los niños tiene mayor riesgo de dejar de crecer sin importar el

sexo cuando se incrementa la concentración de plomo. En este caso no hay

un cambio grande en las varianzas, aunque se reportan mayores a las dadas

en la tabla (3.4) para lnlead.

La razón de momios de la variable crecio al incrementarse en 5.1 unidades

hct20 y manteniendo constantes lnlead, year y sex es de 53.01% menos.

La razón de momios de crecio cuando al incrementarse en 2.30 unidades

el logaritmo del promedio de la concentración del plomo en los últimos seis

meses (lnlead) es del 124.64%, manteniendo hct20, year y sex constantes.
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5.1∗hct20 2.3026∗lnlead year sex

c ∗ β -0.6347 0.8094 0.0179 0.6515

exp(c ∗ β) 0.5301 2.2464 1.0180 1.9184

z -2.18 0.86 2.58 1.77

p–value 0.029 0.388 0.010 0.076

σ2
subno(σσ2

subno
) 5.2560(4.2763)

σ2
lnlead(σσ2

lnlead
) 0.7039(0.7330)

cov(subno, lnlead)[σcov] -1.9234(1.7625)

Tabla 3.17: Modelo logit(E(crecio|t)) = βhct20 ∗ hct20 + βlnlead ∗ lnlead +

βyear ∗ year + βsex ∗ sex + b0 + blnlead ∗ t.

Mientras que la razón de momios de crecio al pasar un año es de 1.80%

más, al mantener constantes hct20, lnlead y sex. Por otro lado, la razón de

momios de crecio al cambiar de niño a niña es de 91.84% más, al mantener

constantes hct20, lnlead y year ; por lo que de nuevo se tiene que los niños

con mayores concentraciones de plomo tienen mayor riesgo de dejar de crecer

por seis meses y que hct20 es un factor protector. Pero en este caso lnlead

indica el mayor grado de riesgo de dejar de crecer. En cuanto a los cambios

de varianza se ve un aumento respecto al modelo de la tabla (3.7). Mientras

que con respecto al modelo (3.16), las varianzas se mantienen estables.

La razón de momios de la variable crecio al incrementarse en 5.1 unidades

hct20 y manteniendo constantes hgb36, lnlead, year y sex es de 32.67%

menos, lo cual indica que hct20 sigue siendo un factor protector; la razón

de momios de la variable crecio al incrementarse en 35 unidades hgb36 y

manteniendo constantes hct20, lnlead, year y sex es de 530.01% más. La

razón de momios de crecio cuando al incrementarse en 2.30 unidades lnlead

es del 138.59%, manteniendo hct20, hgb36, year y sex constantes. Mientras

que la razón de momios de crecio al pasar un año es de 1.35% más, al mante-
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5.1∗hct20 35∗hgb36 2.3026∗lnlead year sex

c ∗ β -1.1187 1.8406 0.8696 0.0134 0.9107

exp(c ∗ β) 0.3267 6.3001 2.3859 1.0135 2.4860

z -2.50 2.68 0.65 1.40 1.66

p–value 0.012 0.007 0.518 0.160 0.097

σ2
subno(σσ2

subno
) 8.5282(7.9623)

σ2
lnlead(σσ2

lnlead
) 1.2360(1.3154)

cov(subno, lnlead)[σcov] -3.2467(3.2105)

Tabla 3.18: Modelo logit(E(crecio|t)) = βhct20∗hct20+βhgb36∗hgb36+βlnlead∗
lnlead + βyear ∗ year + βsex ∗ sex + b0 + blnlead ∗ t.

ner constantes hct20, hgb36, lnlead y sex. Por otro lado, la razón de momios

de crecio al cambiar de niño a niña es de 148.60%, al mantener constantes

hct20, hgb36, lnlead y year ; por lo que de nuevo se tiene que los niños con

mayores concentraciones de plomo tienen mayor riesgo de dejar de crecer por

seis meses. Este modelo presenta un aumento muy drástico en los valores de

sus varianzas con respecto a los modelos anteriores como (3.9), (3.16), (3.15).

Por lo que el nivel de plomo en la sangre en los últimos seis meses es más

disperso entre los niños respecto a las variables hct20 y hgb36.

Los criterios AIC y BIC se usan como métodos de bondad de ajuste para

modelos lineales, lineales generalizados, mixtos y lineales generalizados mix-

tos aunque el número de variables entre los modelos no sea el mismo. La

decisión del mejor modelo según estos criterios se toma por el mı́nimo valor

entre los valores AIC o BIC de los modelos ajustados. La manera en que se

calculan es la siguiente:

AIC = −2`(θ̂|y) + 2npar,
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BIC = −2`(θ̂|y) + npar log(N)

donde `(θ̂|y) es el logaritmo de la verosimilitud del vector de parámetros

estimados θ̂, npar es el número de parámetros en el modelo, N es el total de

observaciones involucradas en el modelo.

Los valores de estos criterios para los modelos presentados aqúı, se dan en la

tabla (3.19). Aśı, el mejor modelo es el dado en la tabla (3.15), seguido por

el modelo de la tabla (3.18).
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Modelo logit(E(crecio|t)) `(θ̂, y) AIC BIC

βsex ∗ sex + b0 + blnlead ∗ t -271.7195 549.4390 565.9948

βyear ∗ year + b0 + blnlead ∗ t -269.7670 545.5339 562.0897

βlnlead ∗ lnlead + b0 + blnlead ∗ t -273.1500 552.3000 568.7345

βlnlead18 36 ∗ lnlead18 36 + b0 + blnlead ∗ t -267.8117 541.6234 558.1283

βlead6 30 ∗ lead6 30 + b0 + blnlead ∗ t -269.2134 544.4267 560.9465

βhgb36 ∗ hgb36 + b0 + blnlead ∗ t -149.7268 305.4536 320.2156

βhct36 ∗ hct36 + b0 + blnlead ∗ t -164.4212 334.8425 349.8950

βhct20 ∗ hct20 + b0 + blnlead ∗ t -204.9140 415.8281 431.3614

βlnm28 36 ∗ lnm28 36 + b0 + blnlead ∗ t -244.3385 494.6771 511.0098

βyear ∗ year + βsex ∗ sex + b0 + blnlead ∗ t -268.4163 544.8326 566.9070

βlnm28 36 ∗ lnm28 36 + βyear ∗ year+

βsex ∗ sexo + b0 + blnlead ∗ t -237.5957 485.1914 512.4126

βlnm28 36 ∗ lnm28 36 + βhct20 ∗ hct20+

βyear ∗ year + βsex ∗ sexo + b0 + blnlead ∗ t -187.1595 386.3190 417.3857

βlnm28 36 ∗ lnm28 36 + βhgb36 ∗ hgb36+

βyear ∗ year + βsex ∗ sexo + b0 + blnlead ∗ t -145.9787 303.9573 333.4813

βlnm28 36 ∗ lnm28 36 + βhgb36 ∗ hgb36+

βhct20 ∗ hct20 + βyear ∗ year+

βsex ∗ sexo + b0 + blnlead ∗ t -109.2046 232.4092 266.8539

βlnlead ∗ lnlead + βyear ∗ year+

βsex ∗ sexo + b0 + blnlead ∗ t -266.8773 543.7545 571.1453

βlnlead ∗ lnlead + βhct20 ∗ hct20+

βyear ∗ year + βsex ∗ sexo + b0 + blnlead ∗ t -199.3554 410.7107 441.7774

βlnlead ∗ lnlead + βhct20 ∗ hct20+

βhgb36 ∗ hgb36 + βyear ∗ year+

βsex ∗ sexo + b0 + blnlead ∗ t -109.6856 233.3712 267.8159

lnlead18 36 + βyear ∗ year+

βsex ∗ sexo + b0 + blnlead ∗ t -263.6332 537.2664 564.7746

Tabla 3.19: Criterio de Información de Akaike (AIC) y Bayesiano (BIC).
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3.2. Conclusión.

Del análisis que se realizó se concluye que el plomo en efecto daña al creci-

miento de los niños, en particular aumenta el riesgo de no crecer durante los

últimos seis meses de tomada la medida de sangre por analizar, pues la mayor

influencia que hay es el nivel de plomo en los últimos seis meses (lnlead), el

cual se reporta con valor de 238.59% en el modelo dado en la tabla (3.18)(el

segundo mejor modelo ajustado) y la concentración de plomo en la sangre de

la madre durante el tercer trimestre de embarazo con un valor de 139.04%

obtenido en el modelo de la tabla (3.15), el mejor modelos según los criterios

de bondad de ajuste. Ambos modelos consideran a las variables year y sex.

Por otro lado, se ve que las niñas tienen menos riesgo de presentar periodos

de tiempo sin crecer que los niños, con un valor de 64.94% los niños presentar

crecer menos que las niñas, según el modelo de la tabla (3.5); al ser niños

entre 3.5 y 10 años esta situación podŕıa ser natural. También al paso de

los meses los niños reportan crecer menos, en el mismo modelo se reporta un

valor de 1.49% de dejar de crecer al paso de un año, por otro lado en la gráfica

(3.1), se ve que hay más riesgo de periodos sin crecer en niños entre 7 y 10

años que en niños entre 3.5 y 6.5 años, de nuevo esto es un comportamiento

natural. La gráfica también muestra que las niñas crecen durante periodos

más largos que los niños.

Con respecto a la variable hct20, es decir, un alto porcentaje de eritrocitos en

la sangre a las 20 semanas de gestación en las madres, implica que los niños

manifestaban un beneficio en el riesgo de presentar su periodo sin crecimiento.

Mientras que el porcentaje de eritrocitos en la sangre a las 36 semanas de

gestación (hct36 ) śı es una caracteŕıstica que afecta al crecimiento.

La hemoglobina en la sangre a las 36 semanas de gestación reporta una

influencia al no crecimiento, siendo significativa.
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Figura 3.1: Crecimiento de niños por edad y sexo



Caṕıtulo 4

CONCLUSIÓN.

Los modelos GLMM proporcionan una mejor descripción de los datos, pues

caracterizan a cada individuo según los factores o efectos que pueden com-

portarse de manera distinta para cada individuo, aśı ya es más preciso par-

ticularizarlos.

Esto se manifiesta en la aplicación del caṕıtulo tres, en donde cada niño se

asocia con un nivel de plomo particular de la medida dada cada seis meses,

esto al ser aleatorio se ve afectado por un valor de varianza, el cual es muy

fluctuante de modelo a modelo, lo cual corrobora el hecho de ser distinto

cada niño.

En cuanto a los resultados del análisis se ve que los niños si tienen una

repercusión en el crecimiento debido a la presencia del plomo, pero también

tienen un beneficio al presentar un porcentaje alto de eritrocitos en la sangre

de las madres a las 20 semanas de gestación.



Apéndice A

RESULTADOS DE STATA.

Una salida t́ıpica de STATA 9.0 para estimar los modelos presentados en el

caṕıtulo tres es la que se presenta a continuación.

En esta salida se ve la varianza de la intercepción aleatoria (subno) y la razón

de momios de la pendiente aleatoria (lnlead), con sus respectivos errores

estándar.

. eq modelo: constante lnlead

. gllamm crecio lnlead, link(logit) family(binomial) i(subno1)

eq(modelo)

number of level 1 units = 1769 number of level 2 units = 174

Condition Number = 30.303454

gllamm model



98 APÉNDICE A. RESULTADOS DE STATA.

log likelihood = -273.15002

--------------------------------------------------------------------

crecio | Coef. Std. Err. z P>|z| [95% Conf. Interval]

--------------------------------------------------------------------

lnlead | .3520125 .3447349 1.02 0.307 -.3236554 1.02768

_cons | -4.257337 .7982813 -5.33 0.000 -5.82194 -2.692734

--------------------------------------------------------------------

Variances and covariances of random effects

--------------------------------------------------------------------

***level 2 (subno1)

var(1): 5.104073 (4.1717875)

loadings for random effect 1

lnlead: -.34214646 (.06614347)

---------------------------------------------------------------------

Las instrucciones siguientes despliegan los datos anteriores, solo cambia a la

salida anterior en que da las varianzas–covarianzas y correlación entre los
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efectos aleatorios, en este caso subno y lnlead.

. eq modelo:lnlead

. eq intercep: constante

gllamm crecio lnlead, link(logit) family(binomial) i(subno1) nrf(2)

eq(intercep modelo)

number of level 1 units = 1769 number of level 2 units = 174

Condition Number = 21.571489

gllamm model

log likelihood = -273.15002

-----------------------------------------------------------------------------

crecio | Coef. Std. Err. z P>|z| [95% Conf. Interval]

-------------+----------------------------------------------------------------

lnlead | .3520107 .3447327 1.02 0.307 -.323653 1.027674

_cons | -4.257334 .7982744 -5.33 0.000 -5.821923 -2.692744

------------------------------------------------------------------------------

Variances and covariances of random effects
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-----------------------------------------------------------------------------

***level 2 (subno1)

var(1): 5.1040397 (4.1716836)

cov(1,2): -1.7463236 (1.6448042) cor(1,2): -1

var(2): .59749657 (.64930675)

-----------------------------------------------------------------------------
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