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Introduccion

El presente trabajo de tesis es un material de trabajo que se elaboré para ser usado en
el curso de Calculo Diferencial e Integral | a nivel Bachillerato en el Colegio de Ciencias
y Humanidades (CCH). Es un material que ha sido probado con varios grupos en el
Colegio Madrid pero que podria usarse en cualquier Bachillerato.

Después de varios afios de docencia en matematicas, y algunos de éstos en el Colegio
Madrid, hace siete anos, me enfrenté con la necesidad de conocer a profundidad el
programa de Calculo diferencial e integral de CCH. De este esfuerzo por conocerlo y
tomando en cuenta las ideas y propdsitos que mencionaré mas adelante, elaboré el
material que aqui presento como trabajo de tesis. Es un material que considero
novedoso para el curso de Calculo diferencial e integral | dirigido a estudiantes y
profesores de bachillerato en plan de estudios de CCH. Pese a que hay muchos libros
de Calculo para Bachillerato, lo elaboré debido a la enorme carencia que hay de textos
en los que se desarrollen los contenidos programaticos con la metodologia que se
sugiere para el CCH. Es importante aclarar que el material que aqui presento no es un
libro de texto que el profesor podra seguir para dar una clase tradicional, ni un manual
de ejercicios para que el alumno resuelva, sino que es un material que presenta
actividades mediante las cuales el alumno ira construyendo los conocimientos que
aparecen en los programas de la materia con la ayuda del profesor.

Los propositos de este material son los siguientes:

= Presentar al alumno un material flexible que permitira ser moldeado segun las
necesidades individuales de cada persona y que, fundamentalmente, lleve al alumno
a construir el conocimiento matematico y a reflexionar sobre él, sin que sea un libro
de texto acabado o un manual de ejercicios.

= Dar un marco de referencia real al estudiante; es decir, ensefiar las matematicas, y
en particular el Calculo, como un lenguaje y un sistema con el cual se puede
modelar el cambio, pues el Célculo nace justamente como una respuesta ante la
necesidad de explicar y modelar fendmenos naturales y sus variaciones y cambios.
Entender que vivimos en un entorno, natural y social, que permanentemente se
modifica y que por ello es sustancial entender a cabalidad el concepto de cambio.

» Que el estudiante descubra la matematica por si mismo y haga suya la metodologia.
Para lograr esto es indispensable la participacion constante de los estudiantes en su
proceso de aprendizaje.

* Que los estudiantes escriban sus resultados, sus procesos, que aprendan a
expresarse y a expresar por escrito las matematicas, que aprendan a simbolizar la
solucién de un problema con la idea de crear un método de razonamiento.

= Romper con la actitud pasiva de los estudiantes en la clase de matematicas.

= Que el estudiante se reconozca capaz de resolver un problema y transmitir a sus
compaferos como lo hizo.
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= Permitir al alumno vincular los conceptos nuevos con aquellos que habia trabajado
en cursos anteriores; fomentar el uso de ideas y técnicas matematicas usadas por el
alumno con anterioridad en la resolucién de nuevos problemas con el fin de que él
mismo corrobore que es necesario generar herramienta matematica nueva para
poder hacer cada vez mas precisa la descripcién del mundo, por ejemplo, que se dé
cuenta que “la regla de tres” no alcanza para todo.

= Fomentar la discusion sobre el origen y los alcances del Calculo no sélo como una
herramienta matematica sino como una forma de pensamiento matematico y por
tanto de interpretacion de la realidad. Lograr que el alumno alcance, a través del
aprendizaje de esta disciplina, no sélo un dominio correcto de las técnicas sino el
desarrollo de la capacidad interpretativa que el calculo le proporciona.

=  Permitir al alumno que en todo momento, tenga claro qué conceptos esta estudiando
y de qué manera se relacionan éstos con los que ya maneja.

= Lograr que el conocimiento matematico genere, entre los alumnos, asombro,
sorpresa y emocion. Convertir el tedio que inicialmente pueda suscitar el resolver un
ejercicio en el placer que da leer un poema o contemplar una obra de arte.

= El material esta disefiado para lograr establecer “espirales del conocimiento”, es
decir, que se transite a través de los conceptos una y otra vez de manera cada vez
mas profunda y rigurosa.

» Ensefiar a los estudiantes a determinar cuando el aprendizaje ha sido significativo
para ellos. Proponerles la reflexion sobre los conceptos adquiridos y el uso que
pueden darles.

A quién va dirigido el material?

Presento, en este trabajo, un material que le permita al profesor desarrollar la clase
como mejor le plazca, apoyandose en las actividades que propongo, respetando la
libertad de catedra. El unico requisito es que el profesor esté dispuesto a no ser el Unico
miembro activo dentro del aula y permitir, como ya mencioné antes, que los estudiantes
descubran y construyan los conceptos.

El material elaborado tiene dos versiones: la del profesor y la del estudiante. La que se
presenta en este trabajo de tesis corresponde a la del profesor y la diferencia con la del
estudiante son las frases que aparecen en los “cuadros de discusion”. Estos “cuadros
de discusion” son unos recuadros que aparecen a lo largo del material y en la version
del profesor contienen sugerencias de temas a discutir, la explicacién de la intencién de
cada uno de los ejercicios y su nivel de profundidad, definiciones, teoremas o resultados
que aunque no se manejaran explicitamente en el curso, es conveniente que el profesor
tenga a la mano. En la de los estudiantes, estos recuadros aparecen vacios y deberan
ser llenados por ellos mismos, en sus términos y con sus propias palabras, durante los
distintos momentos de discusidon, con los conceptos y resultados que el alumno
considere relevantes. En realidad, estos cuadros, funcionan como guia para el profesor
en los momentos de “cierre”. A pesar de que estos cuadros aparecen a lo largo de todo
el material, es decision del profesor elegir los momentos de estos “cierres” y la manera
en la que dé la discusion con su grupo. Las exigencias de cada grupo y su caracter
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particular son cuestiones que hay que tomar en cuenta para ver qué tan seguido usar
estos cuadros o si es preferible dejar pasar algunos.

Ademas de los “cuadros de discusion” aparecen otro tipo de recuadros a los que he
llamado “Notas para el profesor” y como el nombre lo indica son notas que no contiene
la versidon de alumnos ni siquiera como un recuadro en blanco. En ellos también se dan
indicaciones o pautas que pueden ayudar a llevar la clase pero no tienen que ver con
“cierres de conceptos”.

Usualmente, cuando un profesor llega a un tema que le gusta le dedica mas tiempo y a
los que le desagradan no les dedica tanto y los ve con menos profundidad. Los
‘cuadros de discusién”, como ya mencioné, contienen el grado de profundidad en el
tratamiento de cada tema para evitar que esto pase.

Es importante aclarar que el primer afio que se uso el material los “cierres” solo se
proponian al final de cada tema y el material no contenia los “cuadros de discusion”.
Nos dimos cuenta que habia muchos estudiantes que se quedaban con conceptos
erréneos a pesar del cierre al final del tema y buscando de donde venia la falla vimos
que habian construido erroneamente algun concepto. Esto nos llevd a revisar poco a
poco a lo largo de todo el tema y a través de los pequefios “cierres”, los conceptos que
se van estudiando.

¢Como se usa el material?

Cada uno de los capitulos esta dividido en secciones, la manera de abordar cada una
de éstas es la siguiente:

Primero, el profesor expondra los objetivos del tema que se va a trabajar. Es importante
que siempre tenga presente que no es él quien va a verter los conceptos ya terminados
al grupo sino que, por el contrario, es el grupo quien construira los conceptos o al
menos generara la necesidad de construirlos. Esta es la etapa que llamé “introduccién”.
Los alumnos trabajaran los ejercicios propuestos siempre por equipos con el fin de ir
construyendo, poco a poco, los conceptos del tema. En la seccion en donde menciono
las diferencias de lo que se hacia en Preparatoria y lo que se hace en CCH justifico la
propuesta del trabajo en equipo. El papel del profesor en esta etapa es el de guia o
facilitador del trabajo. Esta etapa es la que llamé “guiar”.

Por ultimo, la tercera etapa llamada “cierre”, es en la que el profesor organizara una
mesa de discusion grupal. Dicha “plenaria” sera guiada por los puntos que aparecen en
el manual del profesor en los recuadros de discusiones. El profesor debera fomentar el
que los alumnos aprendan a verbalizar, escribir y defender ideas y posturas
matematicas. Estas sesiones, permitiran al maestro detectar, evaluar y corregir las
estrategias y dinamicas que cada equipo decidié seguir. Ademas, justamente por la
mecanica propuesta para el trabajo, los alumnos no elaboran, a lo largo de las clases,
apuntes o notas; en estas discusiones se gestaran las ideas que el alumno anotara en
sus recuadros de discusiones y que le quedaran como una sinopsis del tema.
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Contenido del material

El trabajo esta dividido en 10 capitulos, el orden de presentacion de los temas esta
determinado por el programa de Calculo de CCH y aparece en el Apéndice 1 al final del
manual.

En el Capitulo 0 pretendo dar una vision global de lo que ha sido hasta el momento el
CCH en la UNAM. Expongo las razones por las que se decidié cambiar la incorporacion
a este sistema en el Colegio Madrid, asi como también los cambios que se dieron en el
area de matematicas dentro del Colegio y mi panorama personal del proceso de
ensefanza-aprendizaje en el area de matematicas.

El Capitulo 1 se divide en dos secciones. La primera presenta el calculo diferencial e
integral a estudiantes que aun habiendo oido de él, no saben lo que es. Las ideas
centrales de esta seccion son presentar problemas que el alumno, con las herramientas
de las que dispone hasta ese momento, no puede resolver o justificar su solucién con el
objetivo de generar en él la necesidad de la construccion de una herramienta mas
compleja. En la segunda seccién, se aplica un cuestionario que aparece en el Apéndice
2. El cuestionario pretende conocer el nivel que tienen los estudiantes en algunos
aspectos que considero basicos o fundamentales para el curso de calculo. Consta de
12 preguntas de algebra relacionadas con la simplificacion de expresiones, desarrollo
de binomios elevados al cuadrado y al cubo, factorizacion, solucion de ecuaciones de
primer y segundo grado y 5 preguntas sobre funciones. La idea es retomar conceptos
tratados en cursos anteriores que seran necesarios para el estudio del calculo. Es una
etapa propedéutica que se trabajara durante las primeras semanas del curso en la que
se retoman los conceptos de dominio, imagen, funcién, grafica de relaciones, funcién
lineal y cuadratica. Esto se logra a través de la resolucién de 5 ejercicios que resolveran
en equipos, la discusion grupal y una tarea para reforzar los conceptos. También se
avanza en nuevos conceptos como el de funcién definida por secciones, llamada
también funcién definida por pedazos o por partes.

El Capitulo 2 se centra, fundamentalmente, en el concepto de limite. Este se desarrolla
desde el punto de vista intuitivo para que sea el mismo alumno el que, dirigido por el
maestro, logre dar la definicion formal. En este capitulo se trata también, de manera
intuitiva, el concepto de continuidad. Sobre este punto se hacen algunas
demostraciones muy sencillas y se discute sobre lo que, en matematicas, significa
demostrar.

La primera definicion de derivada se construye en el Capitulo 3. Esto se hace, también
de forma intuitiva, usando el concepto de limite y a través de la resolucion de
problemas. Se trabaja con tres ejemplos en apariencia distintos: el de tangente, el de
velocidad instantanea y el de razén de cambio, para finalmente construir el concepto de
la derivada en si, haciendo notar que éste es el que esta detras de los tres ejemplos. En
este capitulo se comienza con el calculo de derivadas sencillas y la resolucion de
problemas de aplicaciones.
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En el Capitulo 4 se refuerza el desarrollo de |la habilidad técnica que se requiere para el
calculo, es decir, se plantean formulas de derivacion y se resuelven ejercicios. Por
considerarlo importante, he intentado introducir rudimentos de formalismo matematico,
por lo que se le pide al alumno que “demuestre” algunas de las propiedades de las
derivadas. La idea de presentar la nocion de “demostracion” si bien no es parte medular
de este curso, me parecio interesante pues permite discutir y reflexionar sobre lo que es
el rigor légico y la importancia de su uso. En este capitulo se presenta por primera vez
la composicion de funciones, asi como también la regla de la cadena y derivacion
implicita.

El objetivo principal del Capitulo 5 es que el estudiante pueda elaborar la grafica de una
funcion con la mayor precision posible. Es necesario, entonces, introducir conceptos
nuevos como son el de monotonia, concavidad y maximos y minimos locales. Para
lograr esto, el estudiante debera utilizar todos los conceptos vistos en este curso como
asintotas, derivadas, continuidad, y ademas, algunos otros de cursos pasados como
dominio, imagen, intersecciones con los ejes coordenados; asi podra aplicar toda la
herramienta matematica que ha construido hasta ahora en un mismo ejercicio.

Los Capitulos 6 y 7 desarrollan el céalculo integral. El Capitulo 6 es una introduccion al
concepto de integral y sus aplicaciones. En él se calculan antiderivadas de funciones
muy sencillas y asi, poco a poco, se va construyendo este concepto. Nunca se
menciona la palabra “integral”, es decir unicamente se esta preparando el terreno para
el curso Calculo Diferencial e Integral Il. En el Capitulo 7 se relaciona el concepto de
antiderivada con el de “area bajo la curva” para vincular asi una idea meramente
algebraica con una geométrica.

Sobre los dos ultimos capitulos, el 8 y el 9, he pensado mucho; me he debatido entre
incluirlos 0 no porque su contenido no pertenece propiamente al programa de Calculo
Diferencial e Integral | de CCH. Estos capitulos presentan las funciones exponenciales,
logaritmicas y trigonométricas y sus derivadas. Decidi agregarlos pues considero que
ademas del conocimiento matematico que representan son ilustrativas y fundamentales
para cumplir el objetivo de “aprender a interpretar la realidad” de formas nuevas.
Algunas de estas secciones son temas de semestres anteriores, pero los estudiantes no
los manejan con soltura. Las otras secciones son del programa de Calculo Diferencial e
Integral |l pero son temas que pueden relacionarse y usarse de manera natural con los
temas del programa de Calculo I.

Finalmente cabria la pregunta ;por qué Calculo y no cualquier otra rama de las
matematicas? Pues porque como todos los que hemos dado clase sabemos, hay temas
que nos gustan y temas que nos apasionan, yo elegi uno de esta ultima categoria.



CAPITULO 0

MARCO TEORICO

Antes de presentar como tal el material daré una visién de lo que ha sido hasta el
momento el CCH en la UNAM, desde sus origenes hasta nuestros dias. Expondré las
razones por las que se decidi6 cambiar la incorporacién del Colegio Madrid de la
Escuela Nacional Preparatoria (ENP) al CCH. También presentaré los cambios que se
dieron en el area de matematicas en el Colegio Madrid, y el panorama del proceso
ensefanza aprendizaje en el area de matematicas desde mi perspectiva. Después haré
una descripcion de lo que es el material como tal, de sus objetivos, de cobmo es mas
conveniente que se utilice, de las experiencias adquiridas al usar el material y los
resultados obtenidos.

Iniciacion, proceso y reforma del CCH en la UNAM

En 1971, durante la rectoria del doctor Pablo Gonzalez Casanova (1970- 1973), el
Consejo Universitario de la Universidad Nacional Autonoma de México (UNAM) aprobo
por unanimidad la creacion del Colegio de Ciencias y Humanidades (CCH).

Segun los investigadores Jorge Bertolucci y Roberto A. Rodriguez, el CCH perseguia
cuatro metas:

1) Estrechar lazos entre educacion y vida proporcionando una integracion del
sujeto mas acorde con las necesidades del pais y de los propios individuos.

2) Promover cambios en la estructura universitaria, para que ésta no soélo
acomparfie a los cambios que la han de afectar, sino que se adelante a ellos.

3) Forjar una nueva manera de alcanzar y desarrollar el conocimiento
cientifico.
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4) Establecer una nueva forma de conexion de la institucion con la sociedad.

En suma, se trata de que los alumnos adquieran los métodos y técnicas para
aprender a informarse, de que los apliquen a situaciones concretas en la toma de
decisiones y soluciones de problemas, de que sientan la inquietud de acrecentar
sus conocimientos, de que desarrollen el pensamiento reflexivo y de que adopten
una actitud hacia nuevas experiencias y al proceso de cambio.

Paralelamente, entre los objetivos del CCH esta la experimentacion de métodos
de ensefianza, asi como la posibilidad de iniciar a los alumnos en el método de
investigacion cientifica.’

El propésito entonces, era formar alumnos de manera integral, capaces de incidir y
transformar su realidad histoérico-social. EI docente estaria encaminado a generar
estrategias visionarias e innovadoras, bajo el concepto de “aprender a aprender” y el de
la multidisciplina.

A pesar de todo lo anterior, el CCH funcion6 hasta 1996 con serias limitantes por
diversas razones. Algunas las expresan las autoridades del CCH en su Sintesis del plan
de estudios actualizado para los alumnos (p. 4-5) y en resumen resaltan que:

1) la idea de que el alumno fuera el responsable de su propio aprendizaje a través
de la investigacion provocé que se dieran pocas horas de clase, pero se enfrentd
con la realidad de que los alumnos no lograban alcanzar la autonomia en el
aprendizaje si no recibian mayores apoyos de la institucion;

2) los contenidos académicos de las asignaturas habian envejecido a lo largo del
tiempo;

3) debido al exceso de contenidos programaticos y a las pocas sesiones de clase,
se sustituian las formas de trabajo participativas por practicas expositivas;

4) habia contradicciones entre los enfoques de la docencia y la manera de evaluar;

5) la eleccion de materias optativas sin ninguna restriccion generaba huecos
importantes en la formacion integral y académica;

6) el perfil de los alumnos y las exigencias de la metodologia resultaban
contradictorios;

7) con el tiempo se generd un desfase entre el objetivo del proyecto y la aplicaciéon
cotidiana del plan.

Después de la fuerte crisis que sufrio la UNAM en la segunda mitad de los ochenta,
debido a una serie de reformas propuestas por el rector de la Universidad Nacional,
Jorge Carpizo, se realizé en 1990 un Congreso Universitario en donde “se aprobaron
multiples mecanismos de evaluacién de la vida académica” y el concepto de “excelencia
académica” se impuso. Asi, la mayoria de las facultades y escuelas comenzaron la
revision de sus planes de estudio.

! Jorge Bertolucci Incico y Roberto A. Rodriguez Gomez Guerra. El Colegio de Ciencias y
Humanidades (1971-1980). Una experiencia de innovacion universitaria. p. XVI-XXI
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El CCH emprendié una reforma a fondo que se empezé a aplicar en 1996. Esta reforma
ratificaba el modelo educativo del Colegio de Ciencias y Humanidades en donde se
buscaba desarrollar en los alumnos los siguientes principios:
1) “aprender a aprender”, entendido como hacerlos concientes y participes de
Su propio proceso de conocimiento;
2) “aprender haciendo”, que significa desarrollo de habilidades de
pensamiento;
3) “aprender a ser”, que implica formacion autonoma de valores;
4) ser “alumno critico”, entendido como la capacidad de juzgar acerca de la
validez del conocimiento;
5) la “interdisciplinariedad”, que busca establecer relaciones entre distintos
campos del conocimiento.

Ademas de lo anterior, se buscaba también “El reconocimiento del alumno como actor

de la cultura y de su propia educacion, y no como receptor pasivo de las mismas”.?

Pero como ya mencionamos el problema no estaba en el proyecto pedagdgico sino en
cuestiones técnicas. Asi, por un lado, se incrementaron las horas de clase para poder
cumplir con todo el plan de trabajo. Y por otro lado se buscé “actualizar, seleccionar y
reorganizar los contenidos de los programas de todas las asignaturas y renovar sus
enfoques disciplinarios y didacticos” °. Ademas se reguld la seleccion de asignaturas
para impedir “lagunas de conocimiento” y garantizar ilacion y continuidad de los
conocimientos y habilidades a desarrollar.

Las experiencias del sistema CCH en el Colegio Madrid

Desde 1971 el Colegio Madrid, haciendo caso de la solicitud del rector de la UNAM, el
Dr. Pablo Gonzalez Casanova, implementa de manera limitada el plan de estudios de
CCH abriendo un grupo con este sistema. Esta experiencia revivié la discusion
pedagdgica en el Colegio y muchas ideas del CCH se aplicaron en la preparatoria, en
especial lo referente a la imagen del profesor en el aula, que “rompe con ciertas
tradiciones educativas como las de la incuestionable autoridad y sabiduria del profesor
y las consiguientes limitaciones a la libertad de accién y expresién del alumno.”* Otra
de las herencias del CCH es la idea de que los conocimientos deben ser descubiertos
por los alumnos.

2 José de Jesus Bazan Levy y Rosalinda Rojano Rodriguez. CCH. Sintesis del plan de
estudios actualizado para los alumnos. p. 3.
% Ibid. p. 6

4 Pastor, Maria Alba. Los recuerdos de nuestra nifiez. 50 afios del Colegio Madrid. México.
Colegio Madrid. 1991. p. 144.
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Esta experiencia en el Colegio Madrid duré solamente cinco afios debido a problemas
técnicos y administrativos, aunque también influy6 el desprestigio del que el CCH fue
objeto, y por lo tanto se tuvo que cerrar este sistema. De 1976 a 1997, en el Colegio
soOlo se implementaban los planes de estudio de la Escuela Nacional Preparatoria
(ENP).

Después del Congreso Universitario de 1990, las escuelas y facultades iniciaron las
reformas a sus planes de estudio. Las escuelas incorporadas tendrian, a partir de
1998, que implementar los nuevos planes. El Colegio Madrid se vio en la tarea de
revisar los planes de la ENP, Escuela de Bachilleres y el del CCH para decidir qué
sistema era el mas conveniente para el futuro de su bachillerato.

Es entonces que la Junta de Gobierno y la Direccion General decidieron, en
agosto de 1997, por el programa de CCH basandose en:

» Lainformacién aportada por la preparatoria de nuestro colegio.

e El dictamen que la propia Junta de Gobierno y Direccién General hicieron de las
filosofias, objetivos y programas de la ENP y CCH.

» Las valiosas colaboraciones y observaciones hechas por las autoridades de
ambos sistemas.

« Opiniones de especialistas en educacion.’

La revision de los planes de la ENP y del CCH duré todo el ciclo escolar 1996-1997.

Por supuesto, esto generd polémica, y hubo profesores a favor y en contra de
uno y otro programas. Entre los argumentos a favor del CCH destacaron:

* La profundidad en las reformas de los planes de estudio, considerando que la
reforma de la ENP fue superficial y cosmética, ya que, como revisamos en el
apartado 2.4.1, ésta sélo signific6 un aumento de horas y un reacomodo de
las asignaturas, pero no hubo cambios significativos en los programas
especificos; en tanto, la reforma del CCH fue mucho mas a fondo, en el
curriculo completo, lo que redundé en un plan de estudios auténticamente
actualizado, tanto en los principios pedagoégicos como en los recursos
didécticos y los contenidos académicos.

* La articulacién con los programas de la SEP, ya que tanto la primaria como la
secundaria habian experimentado importantes cambios a partir del Programa
para la Modernizacién Educativa 1989-1994, con la idea de que el plan de
estudios del CCH es mucho mas afin al enfoque y propdésitos del plan de
estudios de la secundaria.

* La compatibilidad con los principios filoséficos y pedagdgicos del Colegio
Madrid, en particular el “reconocimiento del alumno como sujeto de su cultura
y de su propia educacién” ® que remite al concepto de «aprender a aprender»,
es decir “la orientacion del plan de estudios y de todas las actividades que
rige, a facilitar que los educandos aprendan cémo se aprende, por lo que sera
primordial ofrecerles la posibilidad de repetir y asimilar su propia experiencia
de conocimiento””’.

> Ibid. p. 166.
® Colegio Madrid. Bachillerato CCH. p.3
7 Idem.
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* El énfasis que se hace en los programas del CCH con respecto a la multi e
interdisciplina y en el desarrollo de actividades basadas en el trabajo en
equipo o colaborativo.

* [La flexibilidad de horario, dado que el programa de la ENP saturé el tiempo
didactico, imposibilitando a los colegios privados a incluir sus propios
contenidos curriculares, en tanto que el CCH, a pesar del aumento de horas
clase, permite una mayor movilidad. ®

Hubo otros argumentos como las sesiones de trabajo de dos horas que permitian un
trabajo modular en las clases o el aumento de horas en las asignaturas de
Matematicas, Historia, Taller de lectura, redaccién e iniciacion a la investigacion
documental, que permite mayor profundidad en los temas a lo largo del afio.

Pero también habia desventajas. Por ejemplo, se eliminaron de los programas de CCH
las asignaturas de formacion deportiva, talleres artisticos y la de idioma extranjero en el
ultimo afio. Otra desventaja es que a pesar de que el sistema CCH ofrece mas materias
para el ultimo afo que la ENP, las escuelas privadas con sistema CCH no pueden
solventar los gastos que generaria ofrecer todas estas materias. Otra desventaja
grande era la reduccion de materias en el ultimo afo consideradas propedéuticas para
las licenciaturas ya que los estudiantes de la ENP podian elegir el area segun sus
intereses. Es importante aclarar que las materias que incluye el sistema CCH para el
ultimo afio no son propedéuticas sino formativas. Un ejemplo en matematicas de esta
situacion es que en el sistema CCH se dejo de impartir la materia “Temas Selectos de
Matematicas”, una pérdida considerable para los estudiantes que decidan inscribirse a
carreras como Matematicas, Fisica, Actuaria o alguna Ingenieria.

Cuando estaba incorporado a la ENP, el bachillerato del Colegio Madrid cumplia los
requisitos de la incorporacion a la UNAM pero modificaba el plan oficial, por ejemplo,
aumentando el numero de horas de trabajo o incluyendo materias no curriculares. Es
importante sefalar tres ejemplos respecto a las materias de matematicas: las
asignaturas Matematicas IV y V tenian mayor numero de horas de trabajo de las que
pedia la UNAM; la materia de Calculo Mercantil impartida en Area I, incluia también
temas de Calculo Diferencial e Integral; en Area VI llamada «Bellas Artes» se incluia
una materia no curricular llamada «Matematicas en el arte». Todo esto con el fin de
proporcionar una formacién integral e interdisciplinaria. El Colegio Madrid adapté el plan
de estudios de CCH segun los requerimientos y su filosofia, aprovechando algunas de
las experiencias exitosas de la preparatoria.

“Coincidimos con esta concepcién sobre la educacion (la del CCH oficial) pero el
CCH del Colegio Madrid no se limitara tnicamente al modelo propuesto sino que
buscara adaptarse a las propias necesidades y al perfil de egreso que el Colegio
desea en sus alumnos. Por lo tanto nuestro sistema de educacion no es el del
CCH oficial, sino el Bachillerato CCH Colegio Madrid.

El plan de estudios del CCH oficial nos da el punto de partida para desarrollar un
modelo educativo, que sin dejar de lado los requisitos de incorporacion a la

8 Rico, Ernesto. La Labor de Coordinacion de Area de Ciencias Sociales Segun El Sistema
Del Colegio De Ciencias Y Humanidades En El Colegio Madrid, A.C. 2004. p. 143-144.
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UNAM, nos permita la formacién de alumnos que respondan a las necesidades
humanisticas, cientificas, tecnolégicas y artisticas de nuestro pais.”®

En esta adaptacion se intentd cubrir esas desventajas que se habian detectado. Se
aumentd una hora de clase a la semana a algunas materias para fortalecer sus
contenidos. Se incluyeron materias no curriculares consideradas importantes que
complementaban el plan oficial. Por ejemplo, deportes y talleres artisticos en los cuatro
primeros semestres. En el primer y segundo semestres se mantuvo la asignatura de
Geografia no incluida en los planes oficiales y una hora semanal de Apoyo Académico,
materia en la cual se orienta y se desarrollan habilidades actitudinales y valorales. En el
primer semestre se imparte Dibujo y en el segundo Logica. En tercero y cuarto se
imparte Etica, Anatomia y Cémputo. En el Gltimo afio se imparte Inglés para completar
el ciclo de inglés del Anglo.

“El conocimiento y aprendizaje del inglés, como segundo idioma, estan basados
en el modelo europeo y cuenta con la asesoria del Instituto Anglo Mexicano de
Cultura. A partir del segundo arfio de preescolar comienza esta ensefianza de
manera ludica. Mas tarde, se formaliza la metodologia y al terminar el
bachillerato CCH los alumnos alcanzan el nivel avanzados.” °

Se procurd establecer continuidad entre la preparatoria y el CCH. Esto se logro
ensayando varios recursos didacticos propios del CCH con la ultima generacién del
sistema de la ENP. Se elaboraron los programas de las diferentes asignaturas
cumpliendo con los requisitos oficiales e incluyendo los intereses y necesidades propias
del Colegio.

Por otra parte, los profesores tuvieron que prepararse para la dinamica del CCH. Uno
de los cambios mas dificiles de adaptar fue cambiar las clases de 50 minutos por clases
de 100. Se tuvieron que disefiar otro tipo de actividades en donde la participacion de los
estudiantes fuera mas dinamica y se evitaran las clases puramente expositivas.

Otro de los cambios bruscos a los que nos enfrentamos fue el ritmo del trabajo pues
estabamos acostumbrados a cursos anuales y tuvimos que acoplarnos al ritmo
semestral que era vertiginoso.

Tuvimos muchas asesorias, por un lado de las autoridades del CCH, en particular del
director general de los CCH José de Jesus Bazan Levy, y del director del plantel
Naucalpan, Enrique Familiar, quien, ademas nos permitié observar clases de su plantel.
Esto se complementé con cursos diversos como por ejemplo “Estrategias
constructivistas para el aprendizaje significativo” impartido por los especialistas Frida
Diaz Barriga y Gerardo Hernandez Rojas. Cada area solicitd y recibié diferentes
apoyos. En el caso de matematicas, tomamos algunos cursos tipo taller. El primer curso
que fue sobre el sistema CCH y sobre los programas de matematicas, impartido por
Raul Nufiez Reyes y Miguel Angel Rodriguez. Después tomamos uno para la
elaboracion de actividades para la asignatura Matematicas |, impartido por profesores
del CCH Azcapotzalco Alberto Molina Tapia, Dolores Brauer Barba, Carlos Ramirez del

9 Colegio Madrid. Bachillerato CCH... p. 4.
10 Colegio Madrid. Folleto explicativo. p. 9.
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Castillo, Guillermo Gémez Gonzalez y Margarita Lugo Rocha (de Vallejo), con los
cuales compartimos materiales pues ellos habian elaborado ya dos libros para
Matematicas | y Il. Posteriormente algunos de los profesores recibimos un curso para la
asignatura de Calculo Diferencial e Integral impartido por el profesor Carlos Hernandez.
Tomamos muchos mas cursos de los que he mencionado, pero lo que generd y sigue
generando mas resultados positivos, al menos en el area de matematicas ha sido el
trabajo colegiado de los maestros del area ya que compartimos nuestras experiencias
(tanto las viejas como las actuales), estrategias, recursos didacticos y sobre todo la
elaboracion de nuestros propios materiales.

El cambio en el area de matematicas

Ya he mencionado varias ventajas y desventajas generales que se consideraron para
determinar el cambio en los programas y a pesar de que muchas de ellas estan
asociadas al area de matematicas, hay muchas mas especificas de esta area y son las
que mencionare en este apartado.

Una de las cosas que no se queria perder con el cambio de sistema era el enfoque que
se tenia de la ensefianza de las matematicas en el Colegio, el cual proponia la
construccién de la matematica en lugar de su presentacion como una materia acabada
y se enfocaba a desarrollar habilidades operatorias, comunicativas, procedimentales y
de descubrimiento para predecir y generalizar; elaborar conjeturas, comunicarlas y
validarlas; adquirir seguridad y destreza en el empleo de técnicas y procedimientos;
reconocer situaciones analogas, etc.

Por un lado ésta es la concepcion que se tiene de la ensefianza de las matematicas en
el Colegio, pero por otro lado la ilacion tanto con los programas de secundaria como
con la forma de trabajo en la secundaria del Colegio Madrid eran puntos importantes a
considerar. Los programas de secundaria 1993 proponian un enfoque con
caracteristicas muy similares al que se querian seguir desarrollando.

“...Su ensenanza, por lo tanto, no consiste en la pura transmisiéon de un
conocimiento fijo y acabado, sino que debe fomentar en el alumno la misma
curiosidad y las actitudes que la hicieron posible y la mantienen viva. (...)

La ensefianza de las matematicas en la escuela secundaria tiene como propdsito
general el desarrollo de las habilidades operatorias, comunicativas y de
descubrimiento de los alumnos.” "

También en el enfoque de secundaria se plantea lo siguiente:

“El programa no esta concebido como una sucesion de temas que debian
agotarse uno a continuacion del otro. Sus contenidos podran organizarse en la
forma que el maestro considere mas conveniente para su aprendizaje. (...) En
particular se recomienda que se procure integrar contenidos de diferentes temas

1 Secretaria de Educacion Publica. Plan y programas de estudio 1993 Educacion Basica.
Secundaria. p. 37.
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o areas del programa, de modo que el alumno pueda percibir las relaciones
existentes entre las diferentes partes de las matematicas y tenga la oportunidad
de practicar constantemente los conocimientos adquiridos. De esta manera el
aprendizaje de ciertos temas no queda localizado en un solo momento de la
ensefianza de esta disciplina.” *?

Los programas de CCH 1996 no estaban disefiados para ensefar las matematicas
divididas por ramas como en la preparatoria en la que se impartia un afio de algebra,
otro de geometria analitica y otro de calculo, sino que en todos los semestres las
distintas ramas se mezclaban, se enlazaban y se apoyaban unas a otras. En un
semestre habia temas de algebra, geometria plana y geometria analitica, y éstos a su
vez contenian conceptos de calculo. Esto daba al estudiante mas recursos para
enfrentarse a problemas de aplicacion de la matematica. Ademas no se agotaba un
tema, se avanzaba en los contenidos, siempre relacionandolos con otras areas y otras
asignaturas, y se dejaba para mas adelante el retomar el tema para avanzar aun mas
en sus contenidos y en su profundizacion. Esta manera de ensefar es Illamada la
espiral del conocimiento y era una coincidencia mas con los programas de secundaria y
a su vez un punto mas a favor de los programas de CCH.

Considero importante hablar un poco mas de esta espiral del conocimiento ya que la
utilizo a lo largo del material que aqui presento.

A la espiral del conocimiento también se le llama desarrollo exponencial del
conocimiento, y es un proceso personal que no se agota. Se trata de una espiral
creciente que no sb6lo no se agota sino que al aumentar permite una expansion
cognoscitiva sin limites. El estudiante que aprende de la realidad, interioriza y desarrolla
habilidades que puede transmitir tdcitamente, mediante la socializacién, y luego a través
de la formalizacion, hasta que los nuevos conocimientos se convierten en punto de
partida de otros mejores, generando nuevas expansiones sucesivamente. La espiral del
conocimiento estriba en aprender a hacer algo, lo que con el tiempo llega a tomar
cuerpo de oficio y de habilidad hecha con maestria. En este momento, ya no se trata de
hacer algo, sino de saber qué es y como tiene que hacerse.

Ya mencioné que los nuevos programas de preparatoria estaban mas cargados de
conceptos y la presion por terminar los programas no nos hubiera permitido trabajar con
mas énfasis en el desarrollo de las habilidades arriba mencionadas o hubiera provocado
que terminaramos ensefnando las matematicas en una forma tradicional presentandola
como férmulas, reglas y algoritmos que los estudiantes tienen que usar de memoria.
Esto era un argumento en contra de los programas de preparatoria.

Consideramos como proposito final de la educacién el desarrollo intelectual de los
estudiantes ensefiandoles a aprender por si mismos a lo largo de la vida. Por lo que la
calidad debe medirse por la habilidad adquirida para seguir aprendiendo. Los
programas de CCH atendian mas este propdsito que los de la preparatoria ya que
impulsaban mas el desarrollo de habilidades para lograrlo.

2 Ipid. p. 37.
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¢ Hay alguna diferencia entre lo que haciamos en preparatoria con lo que hacemos en el
CCH en el area de matematicas?

Si, hay varias, pero la mas importante es que en preparatoria el profesor era quien
exponia, hacia las preguntas para guiar en la construccion de los conceptos y
controlaba los tiempos que se dedicaban a cada tema, entre otras cosas. En pocas
palabras era el centro en el proceso de ensehanza.

En el CCH el profesor tiene tres actividades que se dan en momentos diferentes:
introducir, guiar y concluir (“cierres”).

En la introduccion, el profesor ubica el tema dentro de las diferentes ramas de la
matematica, explica cuales son sus objetivos de estudio, lo relaciona con otros ya
estudiados, plantea los requisitos para su estudio y da un bosquejo histérico. Esto sélo
lo hace al inicio de cada nuevo tema.

En el segundo punto, el profesor guia a los equipos de trabajo cuando se han desviado
o cuando llegan a algo que no pueden resolver. Es importante mencionar que la manera
de hacer esto no es respondiendo a las preguntas que los estudiantes hagan sino
problematizando sus dudas conduciéndolos a encontrar una solucién por ellos mismos.
Para que esto funcione adecuadamente es importante que el profesor encuentre las
preguntas adecuadas para guiar y facilitar el camino a los estudiantes. Esta actividad se
realiza durante el desarrollo de todo el tema.

El tercer punto, al que llamé “cierres”, consiste en dar una explicacion del tema o
concepto a manera de conclusién para todo el grupo. Hay dos tipos de “cierres”. El
“Cierre de concepto” que se lleva a cabo durante varios momentos del desarrollo del
tema tiene dos objetivos principales: ayuda a que no haya equipos que avancen mucho
mas rapido y otros se queden rezagados, y evita que se queden con conceptos
equivocados pues ellos solos van construyendo la matematica a través de las diferentes
actividades que realizan en la clase. El otro tipo de “cierre” es el “cierre de tema” que se
hace al final de cada unidad programatica dando una explicacion clara y resumida de
todos los conceptos del tema. Es importante mencionar que este “cierre”, a pesar de ser
una explicacion del profesor, también se hace con preguntas guiadas. Es en este
momento que se sistematizan los caminos que los estudiantes encontraron, se
simplifican los métodos y se resumen los conceptos.

Hay que recalcar que durante los momentos de “introduccion” y “cierres” el profesor
esta frente al grupo, a diferencia del momento de “guiar” en el que discute con cada
equipo de trabajo por separado.

Otra diferencia con lo que haciamos en preparatoria es que en el sistema CCH los
estudiantes trabajan en equipos durante todas las clases. En este material propongo
que se trabaje asi porque creo que se desarrollan varias habilidades que no se logran
de una manera tan natural sino se trabaja en equipos. Considero que es la mejor forma
de fomentar una discusion real en la que los estudiantes tienen que proponer resultados
O procesos y sus compaferos opinar respecto a cada propuesta, ademas tienen que
aprender a defender posturas matematicas o el uso de determinada herramienta. La
socializacion sirve para transmitir experiencias y crear nuevas perspectivas, reorienta
los modelos mentales de todos los estudiantes en una misma direccion. El estudiante
construye asi un método de razonamiento y de analisis, desarrolla su creatividad,
verbaliza los conocimientos al explicar sus razonamientos. Ademas el trabajar con sus
pares permite a los estudiantes que unos ensefien a otros reafirmando asi sus
conocimientos, y el alumno que es ensefiando por otro estudiante muchas veces, por
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diversos factores, es mas receptivo y se siente menos presionado por lo que hay mas
libertad de preguntar cuando no entiende algo. Otro ventaja es que cada equipo
implementa el ritmo de trabajo segun sus necesidades. La retroalimentacion que se da
al trabajar de esta manera contribuye al aprendizaje ya que al externalizar el
conocimiento se combina deduccion e induccion lo cual es un extra que se gana. Por
otro lado, creo que las personas requieren de los demas para aclarar, e incluso, activar
su pensamiento. Es importante comentar que el profesor debe estar al pendiente de los
equipos constatando que estén avanzando en el trabajo y que todos los integrantes
estén participando, pues de lo contrario no se logran los objetivos.

Panorama del proceso ensefanza aprendizaje en el area de
matematicas desde mi perspectiva

Solemos decir que un estudiante fracasa en la escuela, desde el punto de vista
académico, cuando sus calificaciones no son buenas, cuando reprueba una o varias
materias, cuando no aprueba matematicas o, en el peor de los casos, cuando tiene que
repetir un ciclo escolar. Con este criterio, el fracaso escolar se vuelve un problema
centrado en el alumno y el resto de los componentes quedan olvidados; se pierden de
vista los contextos sociales en los que el estudiante esta inmerso, sus miedos, sus
alegrias, sus expectativas sobre la escuela y, en particular, sobre las matematicas; en
fin se pierde de vista al ser humano que esta aprendiendo. Los niveles de fracaso
escolar son tan altos que seria imposible pensar que el problema reside unicamente en
los alumnos; es necesario considerar este "fracaso en matematicas" y en general el
fracaso escolar desde el punto de vista de los alumnos y de las exigencias a las que se
ven sometidos en los distintos medios en los que viven. Bajo el criterio que
describiamos, las matematicas son, sin duda, una de las materias escolares que mas
inciden en este "fracaso escolar", al grado de que se puede llegar a felicitar a un
estudiante que obtiene 6 de calificacién porque “las matematicas son muy dificiles”
mientras que se le reprenderia por el mismo 6 obtenido en espafiol.

Las matematicas se encuentran en una posicion nada envidiable: es una de las
materias escolares mas importantes que los nifios de hoy deben estudiar y, al
mismo tiempo, una de las peor comprendidas. Su reputacion intimida. Todo el
mundo sabe que son importantes y que su estudio es necesario.”

Asi comienza Alan Bishop, fildsofo y matematico inglés, el prefacio de su libro
“Enculturacion matematica. La matematica desde una perspectiva cultural”.

Pocas personas se sienten codmodas con las matematicas; hasta tal punto que en
muchos paises es totalmente aceptable, en el ambito social, confesar la ignorancia que
se tiene de ellas, fanfarronear sobre la propia incapacidad para enfrentarseles, je
incluso afirmar que se les tiene fobia! El estudio escolarizado de las matematicas

3 Bishop, Alan. Enculturacion matematica. La matematica desde una perspectiva cultural.
Paidos 1999.
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genera sentimientos de aversidén, desempefios mediocres, comprension deficiente,
preocupacion y angustia. La mayoria de las personas consideran importante aprender
matematicas pero no tienen el “éxito” esperado, las encuentran dificiles y sin sentido.
Este sentimiento muchas veces es reforzado por el medio pues muchos padres tienen
esta percepcion y justifican asi las emociones de sus hijos, aunque no dejan de
pretender que tengan “éxito” en sus estudios.

El terror por las matematicas ha robado a muchas personas el disfrute, la sorpresa, la
diversién y la inmensa utilidad que pueden darnos.

La educacion matematica deberia proporcionarle a los estudiantes herramientas para
relacionarse con el medio y muchas veces no parece cumplir con esta labor. Es por
esto que los estudiantes se sienten defraudados pues el sistema educativo les plantea
este objetivo y falla en alcanzarlo.

Aun hay mucho por hacer para resolver el problema de ensefianza-aprendizaje de las
matematicas. Alan Bishop comenta en su libro:

;es que los profesores de todo el mundo son unos sadicos legitimados
que torturan mentalmente a sus alumnos? ;O quizas los alumnos son
masoquistas y disfrutan con la emocioén de la tortura auto inflingida?
Hablando mas en serio, ;sabemos realmente en qué razones se basa la
actividad matematica que se desarrolla en la escuela? ;Realmente
tenemos c<134nfianza en nuestros criterios para juzgar qué es importante y
qué no?...

Desde hace muchos afios, en muchos paises y en particular en México, pedagogos,
matematicos y psicologos estudian el proceso de ensefianza-aprendizaje de las
matematicas para entenderlo a fondo, y desarrollan teorias y técnicas muy diversas
para intentar resolver la gran problematica que hay en torno a él. En nuestro pais
existen grupos de trabajo e investigacion muy fuertes en el campo de la "Matematica
Educativa". Los investigadores del Instituto Politécnico Nacional, de la Universidad
Pedagogica Nacional, de la Secretaria de Educacion Publica y de la Universidad
Nacional Autonoma de México, s6lo por nombrar algunos, han generado a lo largo de
muchos afios de trabajo, cientos de articulos, libros y distintos materiales sobre el tema.
Las posturas, y por ende los resultados, pueden llegar a ser muy diversos, pero
podriamos afirmar que todos ellos coinciden en lo siguiente:

Uno de los objetivos mas importantes en una clase de matematicas deberia ser
conducir a los alumnos a aprender a "comunicarse matematicamente" entre ellos, es
decir, a que sean capaces de pensar, argumentar y defender una postura en términos
matematicos. El profesor tomaria, entonces, el papel del encargado de facilitar el
"discurso matematico", permitiendo que, en muchas ocasiones, fueran los alumnos los
que "hicieran" las matematicas, en lugar de “entregarselas ya hechas”. En tales
condiciones, los estudiantes tendrian la oportunidad, no nada mas de dar respuestas,
sino, ademas, de explicar y justificar matematicamente lo que piensan sobre el

“1bid.
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problema o tema que se les ha planteado. Cuando se reta a los estudiantes a pensar y
razonar sobre matematicas, y a comunicar los resultados de su reflexidon a otros, ya sea
verbalmente o por escrito, surge en ellos, inevitablemente, la necesidad de establecer
sus ideas y posiciones matematicas clara y convincentemente; en efecto, también en
matematicas se puede y se debe tomar partido. De esta forma, un aula de matematicas
puede convertirse en un espacio vivo y rico en discusion.

Sin embargo, aunque se han hecho cambios en los programas y en las técnicas de su
ensefanza, no se ve una mejoria significativa.

Sabemos que el proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas debe
construirse a través de una gran diversidad de experiencias; si éstas se disefian y
estructuran de modo que ofrezcan al alumno la posibilidad de formar los conceptos
adecuados y desarrollar las habilidades necesarias para aprender y disfrutar las
matematicas, este proceso se vera enriquecido.

En matematicas lo fundamental es entender y esta tarea no es facil, requiere de un
esfuerzo importante, pero cuando se logra, el placer es inmenso.

El profesor de matematicas debe partir de que cualquier alumno es capaz de descubrir,
comprender y hacer matematicas, y asi romper con el mito de que las matematicas son
dificiles y que sdlo unos cuantos son capaces de comprenderlas. Lo importante para
lograr esto es conducir y orientar adecuadamente a los estudiantes para hacer suya la
metodologia y la Iégica de las matematicas.



CAPITULO 1

/QUE ESEL CALCULO DIFERENCIAL E
INTEGRAL?

Seccion 1.1. Introduccion.
Seccion 1.2. Repaso.

OBJETIVOS:

0 Reconocer laimportanciay necesidad del calculo paraampliar los conocimientos de matematicas.
O ldentificar problemasdel célculo.
O Resolver en formanumeérica, algebraicay geométrica, problemas relacionados con € calculo.
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Introduccion al Calculo Diferencial e Integral

Seccién 1.1

14

El Calculo Diferencial e Integral es una rama de las matematicas que se divide en dos

partes:

o El Célculo Diferencial.- El estudio de la variacion de una funcién respecto a cambios
de la variable independiente por medio de los conceptos de derivada y diferencial;
en particular, se estudian las pendientes de las rectas tangentes a curvas, las
velocidades no uniformes, aproximacion a valores de funciones y sus valores

mMaximos y minimos.

o El Célculo Integral.- El estudio de la integracion y su aplicacion para encontrar areas
y volumenes, centro de gravedad, ecuaciones de curvas y solucion a ecuaciones

diferenciales.

Este curso incluye conceptos que no han sido estudiados, aunque constituye una
extension del estudio de funciones que iniciamos en cursos pasados. El siguiente
esquema es una representacion de lo anterior:

FUNCION

!

LIMITE

l

CONTINUIDAD

DERIVADA

INTEGRAL




Capitulo 1: ;Qué es el Calculo Diferencia e Integral? 15

Antes de iniciar con conceptos del calculo, empezaremos resolviendo algunos
problemas que nos daran una pequefia idea de lo que se puede resolver usando el
calculo diferencial e integral.

Resuelve, en equipo, los siguientes problemas (si terminan el problema antes del
tiempo indicado, no pasen al siguiente):

Problema 1.1.1. Encuentra dos numeros que sumados den 71 y que su producto sea
maximo.

Discusién

= Los 5 problemas que se presentan son para motivar los conceptos de razon
de cambio, maximo, minimo y areas bajo curvas. Abarcan diferentes
estrategias de solucidén: numérica, gréfica y algebraica. Y por esta razén no
se pretende que los estudiantes lleguen al resultado exacto. La idea es que
ellos sientan la necesidad de saber un concepto nuevo para poder resolver
este tipo de problemas.

= Resolver cada problema y discutirlo antes de pasar al siguiente.

= Permitir la exploracion libre y sélo funcionar como guia en esta etapa.

= En la discusion, lo importante es fomentar el concepto mas que hacer un
andlisis cabal de la solucion del problema.

= La solucion del primer problema es: x=y:721. En esta etapa se

aceptan formulaciones de la forma: “si uno de los nUmeros aumenta, el
otro tiene que disminuir”. Si ningun equipo llega al resultado, ayudarlos
en la discusién, haciendo énfasis de que con la herramienta que
tenemos hasta el momento no podemos estar seguros de que esta es la
solucion.

= Los resultados de cada uno de los otros 4 problemas estan en los
cuadros de discusién de cada problema.

Problema 1.1.2. Encuentra la forma de la curva que una dos puntos dados de tal
manera que su longitud sea minima. Justifica tu respuesta.
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Discusién

= Solucion: La linea recta. En esta etapa se aceptan formulaciones de la
forma: “se tiene que ir pareciendo a una recta”

Problema 1.1.3. Encuentra la forma de la curva que una dos puntos dados de tal
manera que su longitud sea maxima. Justifica tu respuesta.

Discusioén

= Solucion: No existe. En esta etapa se aceptan formulaciones de la forma:
“si proponemos una curva, siempre existe otra cuya longitud es mayor”

Problema 1.1.4. Calcula el area bajo la grafica de la parabola f(x): 4x—x* entre los
puntos x=0y x=4.
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Discusion

L 32 - . . .
= Solucién: A= 3 Esta solucién se puede proporcionar en la discusion del

problema si en el grupo surge la necesidad de conocerla, aunque no se
pueda obtener con las herramientas que tienen hasta este momento.

= Motivar el concepto de limite, por ejemplo, preguntando qué pasa si toman
figuras geomeétricas mas pequenas.

Problema 1.1.5. Si sabes que la distancia recorrida por una persona que va caminando
esta dada por la ecuacion x(t): t* y que la persona tiene que caminar 5 minutos:

a) Traza la gréfica de la distancia contra el tiempo.
X(t)
A

e e 2
1 2 3 45

b) Calcula la velocidad promedio con la que caminaria la persona entre el punto inicial
y el punto final.

c) Calcula la velocidad promedio con la que caminaria la persona entre el punto inicial
y un minuto.

d) ¢Cual seria la velocidad que lleva la persona en el instante en que lleva un minuto
caminando?
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Discusion
= Solucion: b) 5 c) 1

= Motivar el concepto de limite.

Proyeccion del video “Calculo Diferencial”

Nota para el profesor:

= El objetivo es motivar los conceptos béasicos del Calculo Diferencial.

= Hacer wuna ronda de preguntas después de la exhibicion, sin definir
conceptos.

= En lalectura, el objetivo es mostrar la importancia historica del célculo.

= Misma estrategia en la lectura que en el video.

A continuacién se presenta una lectura como referencia histérica del surgimiento del
célculo a partir de problemas que no podian ser resueltos con las matematicas
conocidas hasta antes de la invencion de éste. (Pedir investigar qué es la cicloide)

¢, Qué es el célculo de variaciones y cuales son sus aplicaciones?
Karl Menger.

El célculo de variaciones pertenece a aquellas partes de las matematicas cuyos
detalles resultan dificiles de explicar a un no-matematico. Sin embargo, es posible
explicar sus problemas principales y trazar para todo mundo sus principales métodos.

La reina Dido de Cartago parece haber sido el primer ser humano que resolvié un
problema de calculo de variaciones.

Cuando se le prometi6 tanta tierra como pudiera encontrarse entre los limites de
una piel de toro, ella cort6 la piel en muchas tiras delgadas, las cosié en una larga tira,
cuyos extremos atd, y, luego intenté asegurarse un territorio lo mas extenso posible
dentro de estos limites. La historia no describe la forma del territorio escogido, pero si
fue una buena matematica debe haber abarcado el territorio en forma de circulo; pues
actualmente sabemos que de todas las superficies limitadas por curvas de una longitud
dada, el circulo es la de mayor area. El célculo de variaciones es la rama de las
matematicas que establece una demostracion rigurosa de esta hipotesis.

Newton fue el primer matematico que publicé un resultado en este campo. Si un
cuerpo se mueve en el aire, se encuentra con cierta resistencia, que depende de la



Capitulo 1: ;Qué es el Calculo Diferencia e Integral? 19

forma del cuerpo. El problema estudiado por Newton era: ¢(Qué forma de cuerpo
garantiza la menor resistencia posible? Las aplicaciones de este problema son
evidentes. La bala de fusil se disefia de forma tal que encuentre la menor resistencia
posible por parte del aire. Newton publicé una respuesta correcta a un caso especial de
este problema, a saber, que la superficie del cuerpo considerado debe obtenerse
haciendo girar una curva en torno a un eje. Pero no dio la prueba de los célculos que le
habian conducido a la respuesta. Asi la solucion de Newton no tuvo mayor efecto en el
desarrollo de las matematicas.

Una nueva rama de las matematicas se inicié con otro problema, formulado y
estudiado por los hermanos Bernoulli en el siglo XVII. Si un cuerpo pequeiio se mueve,
bajo la influencia de la gravedad, de un punto a otro a lo largo de una curva dada,
entonces el tiempo necesario depende naturalmente de la forma de la curva. Es distinto
gue el cuerpo se mueva a lo largo de una linea recta (en un plano inclinado) o a lo largo
de una curva. La pregunta de los Bernoulli era: ¢Qué trayectoria requiere menos
tiempo? Uno podria creer que el movimiento a lo largo de una linea recta es el mas
rapido, pero Galileo ya habia advertido que el tiempo requerido en algunas curvas es
menor que el de la linea recta. Los hermanos Bernoulli determinaron la forma de la
curva que requiere el menor tiempo posible. Se trataba de una curva que ya era bien
conocida en geometria por otras interesantes propiedades y que habia sido
denominada cicloide.

Lo que tienen en comun todos estos problemas es que asocian un namero con
cada curva de cierta familia de curvas. En el primer ejemplo (el de la reina Dido), la
familia consta de todas las curvas cerradas con una longitud dada, y el numero
asociado es el area de la superficie inscrita; en el segundo ejemplo (el de Newton), el
nuamero es la resistencia que encuentra en el aire un cuerpo asociado de alguna forma
con la curva; en el tercer ejemplo (el de los hermanos Bernoulli), la familia de las curvas
consta de todas las curvas que unen los dos puntos dados, y el nUmero asociado a
cada curva es el tiempo que tarda el cuerpo en caer a lo largo de esa curva. El
problema consiste en hallar la curva para la cual el nimero asociado alcanza un
MAaximo 0 un minimo —esto es, el valor mayor o menor posible— el &rea maxima, en el
ejemplo de Dido; la resistencia minima, en el ejemplo de Newton; el tiempo més corto,
en el ejemplo de los Bernoulli.

En el célculo diferencial, que se ensefia en la escuela, se estudian algunos
problemas referentes a los maximos y minimos. Pueden formularse de la siguiente
forma: Dada una curva, ¢donde se encuentra su punto mas alto y donde el méas bajo?
(...) A cada punto de la curva (...) se le asocia cierto numero, a saber, la altura del punto
sobre un eje (...). Estamos buscando aquellos puntos en los cuales esta altura es
maxima o minima. En el célculo diferencial trabajamos, por tanto, con maximos y
minimos de las llamadas funciones de puntos, esto es, de nUmeros asociados a puntos

(...)-

Frecuentemente nos encontramos con que la naturaleza actia de forma tal que
minimiza ciertas longitudes. La pelicula de jabon tomara la forma de una superficie de
area minima. La luz sigue siempre la trayectoria mas corta, esto es, la linea recta, e,
incluso cuando se la refleja o corta, sigue la trayectoria que requiere un tiempo minimo.
En los sistemas mecanicos encontramos que los movimientos tienen lugar, en realidad,
en la forma que requiere menos esfuerzos, en cierto sentido, que el que emplearia
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cualquier otro movimiento posible. Hubo un periodo, hace unos 150 afios, en que los
fisicos creian que toda la fisica podia deducirse de ciertos principios minimizadores,
sujetos al célculo de variaciones, y estos principios se interpretaban como tendencias;
tendencias econdmicas de la naturaleza, por asi decir. La naturaleza parece seguir la
tendencia de economizar ciertas magnitudes, de obtener efectos maximos con medios
dados, o de emplear los medios minimos para efectos dados.

(..)

Si hablamos de tendencias o principios econdémicos de la naturaleza, lo hacemos
por analogia con nuestras tendencias y principios econdémicos humanos. Un fabricante
adoptara con mayor frecuencia un modo de produccién que requiera un coste minimo,
comparado con otros modos de iguales resultados; o que prometa, con otros métodos
de igual coste, una ganancia maxima. Resulta evidente que, por ese motivo, la teoria
matematica de la economia es en gran parte una aplicacion del calculo de variaciones.
(...)

Existen muchos detalles técnicos del calculo de variaciones que dificiilmente se
hallan al alcance de un no-matematico. Se trata de un tipo de teoria que con frecuencia
conduce a la creencia de que las teorias matematicas se hallan muy alejadas de los
problemas apremiantes del mundo y son inutiles. Los matematicos verdaderos no se
preocupan demasiado por estos reproches que tienen su origen en una falta de
conocimiento de la historia de la ciencia. Los matematicos estudian sus problemas
teniendo en cuenta su interés intrinseco, y desarrollan sus teorias de acuerdo con su
belleza. La historia muestra que algunas de estas teorias matematicas, que fueron
desarrolladas sin ninguna probabilidad de utilizacion inmediata, encontraron mas
adelante aplicaciones muy importantes. Esto es evidentemente cierto en el caso del
calculo de variaciones: Si los automoviles, locomotoras, aviones, etc., que se producen
actualmente son distintos en cuanto a la forma de los que solian ser hace quince afos,
gran parte de este cambio se debe al célculo de variaciones, ya que se emplea la forma
aerodinamica a fin de disminuir al minimo posible la resistencia del aire durante la
conduccion. Es a través de la fisica que aprendemos las leyes reales de esta
resistencia. Pero si deseamos descubrir la forma que garantiza la resistencia minima,
entonces precisamos del célculo de variaciones.

(MENGER, Karl. “¢Qué es el calculo de variaciones y cudales son sus aplicaciones?” en
Sigma: El mundo de las matematicas, Editorial Grijalbo, Barcelona, 1983. Vol. 2 pp. 164
-168.)

Nota para el profesor:

= Hacer ver que en la lectura, en el parrafo en el que habla de lo que tienen en
comun los problemas que se describen esta inmerso el concepto de funcion.

Actividad sugerida para la lectura:
= Formar “n” equipos. Pedir a los estudiantes que elaboren, en equipo, “n-1"
preguntas y las numeren sin tomar en cuenta el nimero de su equipo. Después
cada equipo responderd las preguntas elaboradas por los otros equipos.
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Algunos matematicos que trabajaron en la construccion del célculo son: Newton,
Leibniz, Cauchy, Weierstrass, Riemann, L’'Hopital, Euler, Lagrange, Lebesgue,
Descartes, Pascal, Bernoulli, Agnesi, Gauss, Kovalevsky, entre otros.

Actividad sugerida:

= Solicitar que elaboren una linea del tiempo con los personajes que aportaron en
la construccion del célculo.
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Seccién 1.2

REPASO

Antes de iniciar con el calculo diferencial, repasaremos algunos conceptos que son el
pilar de este curso.

Nota para el profesor:

Aplicar el cuestionario diagndstico C1(se encuentra en el anexo 1) para conocer
el nivel de conocimientos considerados basicos para el curso. Es importante que
cada estudiante conozca sus limitaciones en cuanto a estos conceptos, por lo
cual se propone que al terminar el cuestionario el profesor lo resuelva y cada
estudiante califique su cuestionario. Sensibilizar a los estudiantes en cuanto a la
importancia de calificarse honestamente explicando que lo importante es que
ellos tengan conocimiento de las deficiencias que tienen.

En el curso de Mateméticas IV estudiaron los conceptos de relacion, funcion,
dominio, imagen y rango pero es muy probable que no los recuerden bien, los
siguientes ejercicios son para refrescar la memoria. En ese curso se definio:
relacion como la asociacion de elementos de dos conjuntos; Funcion como una
relacion en la que a cada elemento del primer conjunto se le asocia uno y sé6lo un
elemento del segundo conjunto. Se trabajé también, por un lado, con parejas
ordenadas como otra forma de representar relaciones y funciones, como con
ecuaciones como las del siguiente ejercicio considerado como un conjunto de
parejas ordenadas formadas por las soluciones de la ecuacion. En el caso de las
ecuaciones se acordo que los valores que podria tomar la variable x seria
considerado el dominio y los valores que podria tomar la variable y seria

considerado el rango.
Es un ejercicio de repaso. Han hecho ejercicios similares y de mayor dificultad.

No es necesario hacer énfasis en el desarrollo algebraico.
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Ejercicio 1.2.1
Para cada relacion:
a) 4x*+9y* =36
Determina:
i) Dominio
i) Rango o Imagen

iii) Grafica
iv) Si es funcién o no.

b) 2x* +4x-y+5=0

23
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Escribe la definicion de funcion:

(Lo siguiente no aparece en la version del estudiante)

Es una relacion entre los conjuntos A y B con la caracteristica de que para cada
elemento de A le corresponde uno y sélo uno de B.

Escribe la definicion de Dominio de una relacion:
(Lo siguiente no aparece en la version del estudiante)
Son todos los valores que puede tomar la variable independiente.

Escribe la definicién de Imagen de una relacién:
(Lo siguiente no aparece en la version del estudiante)
Son todos los valores que puede tomar la variable dependiente.

NOTA: El célculo estudia las propiedades de las funciones, por lo que a lo largo del
curso estaremos utilizando relaciones que son funciones, y en los casos en que se
utilicen relaciones se especificara.

Ejercicio 1.2.2

. 2Xx+1 9 x<2 _
Para la funcion dada por f(x)= 8 x S x>2 determina:

a) Dominio
b) Gréfica
c) Imagen

d) Si tabulas con valores de x menores que 2 tratando de acercarte lo mas posible al 2,
¢a qué valor se acercan las f(x) correspondientes?

e) Si tabulas con valores de x mayores que 2 tratando de acercarte lo mas posible al 2,
éaqué valor se acercan las f(x) correspondientes?

f) ¢ Coinciden los valores que obtuviste en d) y e)?
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Nota para el profesor:

Nunca han graficado funciones definidas por secciones; es posible que tengan
dudas. La ayuda del profesor sera por medio de preguntas.

La intencidn del ejercicio es dar una aproximacion al concepto intuitivo de limite y
de continuidad.

Hay que aprovechar que el intervalo de definicibn de 2x+1 es abierto para
motivar el concepto de limite lateral, verificando que grafiquen la funcién hasta el
2, sin tomarlo en cuenta. (jNo agotar el tema!) Se podran hacer preguntas como
las siguientes:

¢El valor x=1.9 es parte del dominio? e ir tomando valores cada vez mas
cercanos a 2.

¢, Cuanto vale f(2)?

Entonces, ¢como graficas en x=27

Discusion

Es importante, al momento de discutir el ejercicio, introducir una notaciéon de
limite no formal, ya que la formal se trabajara mas adelante.
A manera de Ejercicio, en la discusion del inciso d), usar:

f(x)—>5 (f(x) tiende a 5 cuando
X— 2" x tiende al dos por la izquierda)
Entonces la tendencia de f(x)cuando x tiende al dos por la izquierda es 5.

Y, por otro lado, hacer ver que x=2 es un punto del dominio y que la
grafica de la funcién esta “rota”.
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Ejercicio 1.2.3
x* —4

Para la funcion dada por f(x)= determina:

a) Dominio
b) Gréfica
c) Imagen

d) Si tabulas con valores de x menores que 2 tratando de acercarte lo mas posible al 2,
¢éa qué valor se acercan las f(x) correspondientes?

e) Si tabulas con valores de x mayores que 2 tratando de acercarte lo mas posible al 2,
éa qué valor se acercan las f(x) correspondientes?

f) ¢ Coinciden los valores que obtuviste en d) y e)?
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Discusion

= Al finalizar los Ejercicios, incluyendo la discusién, se recomienda introducir
la “notacion formal” de limite, intentando hacerlo en forma natural, como
consecuencia de la notacion que se ha usado hasta el momento y usando
los valores que tabularon.
Por ejemplo: para el Ejercicio 1.2.2 teniamos

f(x 5
(- —»  Limf(9=5
X—) 2_ X—2"
y
f(x 6
() = Lim f(x)=6
X—> 2¢ x—2"

= En el Ejercicio 1.2.3 explicar que si existen los limites laterales y coinciden y
este hecho provoca un huequito en la graficaen x=2.

= Por otro lado, de manera informal, discutir la continuidad en cada ejercicio,
por ejemplo, “la grafica esta rota” o “si sigues la grafica en el dominio con
un lapiz no la despegas”, etc.
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Ejercicio 1.2.4

. X+2 9 X#2 )
Para la funcion dada por f(x)= : determina:
3 S x=2
a) Dominio
b) Gréfica
c) Imagen

d) Si tabulas con valores de x menores que 2 tratando de acercarte lo mas posible al 2,
éaqué valor se acercan las f(x) correspondientes?

e) Si tabulas con valores de x mayores que 2 tratando de acercarte lo mas posible al 2,
éaqué valor se acercan las f(x) correspondientes?

f) ¢ Coinciden los valores que obtuviste en d) y €)?

Discusion

= Revisar el ejercicio con los estudiantes para resolver dudas y para intentar
gue no se guede ningun equipo resagado.
= Utilizar la notacién de limite de manera natural y hablar de la tendencia de

f(x).
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Ejerciciol.2.5
» X+7 S xX<2 .
Para la funcién dada por f(x)= : determina:
5 S x>2
a) Dominio
b) Gréfica
c) Imagen

d) Si tabulas con valores de x menores que 2 tratando de acercarte lo mas posible al 2,
¢a qué valor se acercan las f(x) correspondientes?

e) Si tabulas con valores de x mayores que 2 tratando de acercarte lo mas posible al 2,
éa qué valor se acercan las f(x) correspondientes?

f) ¢ Coinciden los valores que obtuviste en d) y €)?

Discusién

= Revisar el Ejercicio.

= Dar “cierre global con discusion formal ya que es fin de la Unidad 1.
» Revisar los cinco ejercicios usando la notacién formal de limite.
« Hablar de la tendencia de f(x).

« Revisar la continuidad de manera informal en los cinco ejercicios.
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Tarea 1.2.1
1. Para cada una de las funciones:
a) f(x)=8 9 f(X)zg%x
b) f(x)=x-6 e) f(x)=x"-3x+1
¢) f(x)=56 H f(x)=7-x
Encuentra: |
) 1(0)= KA
. V) f(x+h)=

. f(x+h)-f(x
iiiy f(-5)= vi) ( g Cd_

2. Factoriza las siguientes expresiones:

a) 9-x° e) x*+12x+36
b) x*—6x-16 f) 6x°—x-1
c) 2x*-5x-3 g) 27x*—3x
d) 4x*-1 h) x*+9x+20

3. En los incisos b), c¢), d), f) y g), iguala las expresiones a cero y resuelve las
ecuaciones sin usar férmula general.
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4. Siguiendo el esquema del ejercicio 1.2.5, resuelve los siguientes incisos. Considera
gue en cada una de las funciones el punto al que tienes que acercarte es diferente.

Zx S Xx<3 S 9 x<2
a) f(x)=43 c) f(x)=11

-2x+10 s x>3 §X+3 8 x>2

—-(x+2°+4 8 x<-2
D) f()=] 2 § x—-2 Q) f(x)z{
(x+2)°+4 S x>-2

x* 9 x<1

x> § x>1

5. Resuelve este ejercicio en una hoja aparte. Para cada una de las funciones

x Ix<3
2x+10 s x>3

2 1(0- {

b) f(x)= Sx<2

iIx+3 dx>2

sx>1

(x+2) +4 dx<-2

M
O () { six<1

d) f(x)= sx=-2
(x+ 2 +4 sx>-2
Encuentra:
i) Dominio
ii) Gréfica
iii) Imagen

Iv) Tendencia



CAPITULO?2

LIMITEY CONTINUIDAD

Seccion 2.1. Concepto de limite

Seccion 2.2. Propiedades de los limites

Seccion 2.3. Limites laterales y continuidad
Continuidad en interval os

Seccion 2.4. Propiedades de las funciones
continuas

Seccion 2.5. Limitesinfinitos y asintotas
verticales

Seccidn 2.6. Limites cuando x—+» Yy asintotas
horizontales

Seccion 2.7. Definicion formal de limite

OBJETIVOS

Q

|y 5 A 5

Obtener una nocidn intuitiva de los conceptos de limite y continuidad
Identificar y emplear |as propiedades de los limites

Utilizar la notacion matematica de limite

Conocer formas paracalcular limitesy limites laterales

Comprender €l papel del limite en la definicion de continuidad
Determinar la existencia de asintotas en una funcion

Identificar los puntos de discontinuidad de una funcién
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Seccién 2.1

Concepto de limite

Uno de los conceptos basicos del calculo es el de limite, mismo que estudiaremos en
este capitulo.

Ya se menciond en el capitulo 1 que este concepto es el pilar que sostiene a otros que
se estudiaran durante el curso.

Para hablar un mismo lenguaje definiremos algunos conceptos.

Definiciones
A f(x) como valor numérico especifico se le llama imagen de x bajo f, y al

conjunto de todos los valores de f(x) se le llama Rango o Imagen de f.

Ejercicio 2.1.1
Contesta las cuatro preguntas para cada una de las graficas que se muestran a
continuacion.

1. Escribe el dominio de cada una de las funciones.
2. Dia qué valor se acercan las imagenes de f mientras x se acerca al valor a.
3. Cuanto vale f(a) para cada una de las funciones.

a) b)
A (¥ A [0
b
b /
>
> a X
a X
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d)
. . 0 A (¥
A .
b
>
> | X
a X
9) A f(¥)
b
>
a X

Discusion
= Laidea de los ejercicios de esta Seccién es que el estudiante:
= Construya una idea intuitiva del concepto de limite
= Se dé cuenta que en el concepto de limite lo importante es el
comportamiento de la funcion alrededor del punto "a" sin importar
lo que pasa en él.
= Pueda identificar algunos casos de funciones que no tienen limite
en algun punto.
= Revisar el gjercicio 2.1.1
= Es muy probable que en los ejercicios d) y e) digan que las
imagenes de f se acercan a "b", preguntar, si, de igual manera, se
acercan a "c". También es probable que algun equipo diga que el
limite es "b" y que otro diga que es "c". En ambos casos no resolver.
= Si en la revision sale que el limite no existe, hacer énfasis en esta
discusion pero no concluir.

34



Capitulo 2: Limitey Continuidad 35

Ejercicio 2.1.2

Calcula el limite de f(x)=x+1 cuando x tiende a —2. Esto, en notacion matematica, se
escribe asf: Lim(x+1).

X—>—-2

Para resolver el Ejercicio completa la tabla. (Repartan los valores de x en los que la
funcién se evaluara entre los integrantes del equipo; con esto ahorraran tiempo.)

X -2.5 -2.3 2.1 -1.7 -1.8 -1.9 -1.95
f(x)=x+1

Ahora analiza el comportamiento de la funcién.
¢, Con esta informacién puedes saber el valor del limite?

Entonces, Lim(x+1)=
X—>-2

¢Cuanto vale f(-2)?

Discusién
= Revisar el gjercicio.
= Se podran hacer preguntas como las siguientes:
= ¢Qué se concluye de este caso? (Se espera que los estudiantes
concluyan que el limite coincide con f(a). No concluir, la idea es

gue por medio de otro ejercicio, ellos se den cuenta que esto no
siempre es cierto)
= ¢ Sera esto valido siempre? (Se espera un “si”. No concluir)
= Hacer énfasis en que lo importante es el comportamiento de la
funcién alrededor del punto en cuestion.
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Ejercicio 2.1.3

2 2
Si f(x)= X ;,calcula Lim X =2

X — x>3 X—3

X

f(x)

x> -9
¢Cuanto vale el Lim ?

x>3 X—3

¢Cuanto vale f(3)?

Discusién

= En el gjercicio anterior, los estudiantes se quedan con la idea de que
el valor del limite es f(a), la idea de este ejercicio es que descubran

gue esto no siempre es cierto.
= Revisar el gjercicio.
= Se podran hacer preguntas como las siguientes:
= ¢Es el 3 un elemento del dominio de f? ¢ Por qué?

2 —
- ¢Se cumple que Lim X 3? = f(3)? ¢Por qué?
X— X_

Ejercicio 2.1.4
Si g(x)=x+3, calcula Lim(x+3) usando los mismos valores de x que usaste en la

tabla anterior.

9(x)

¢Hay alguna relacion entre las imagenes que obtuviste para g con las que obtuviste
para f?

¢Cuanto vale el Lim(x+ 3)?
X—>3

¢,Cuanto vale g(3)?
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Discusion

= La idea de este ejercicio es que el estudiante se dé cuenta que las
imagenes de las funciones de los ejercicios 2.1.3 y 2.1.4 son “iguales”
excepto en x=3, pero que esto no influye en el comportamiento de
la funcion alrededor de x=3.

= Para lograr lo anterior se pueden hacer las siguientes preguntas:
= Compara el resultado del limite de este ejercicio con lo que

2
obtuviste en Lim XX -9,

= ¢ Por qué crees que pasa esto?
« ¢ Cuanto vale g(3)?
= ¢Es el 3 un elemento del dominio de g? ¢Por qué?

= No concluir nada hasta que resuelvan el siguiente ejercicio, en donde

podran ver la grafica de las funciones de los ejercicios 2.1.3y 2.1.4.

Ejercicio 2.1.5

2 —
Traza la grafica de la funcién dada por f(x)= ); ?? :

Traza la gréfica de la funcién dada por g(x)=x+ 3.

Factoriza y simplifica la expresion

37
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Discusion
= La idea del ejercicio anterior es que los alumnos lleguen a la
definicion de funciones iguales, lo cual se puede hacer preguntando:
«  ¢Son f(x) y g(x) funciones iguales? ¢,Por qué?
= Dar la definicion formal: “Dos funciones f y g son iguales si D; =D,
y si f(x)=g(x)paratodax enD; =D, ".

Entonces, para calcular Lim f(x), ¢es necesario que a sea un elemento del
X—a

dominio de f(x)?

Ejercicio 2.1.6
Escribe, para cada una de las graficas del ejercicio 2.1.1, el valor de Lim f (x)

a)

b)

f)

9)

X—a

38
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Discusion
= Revisar el ejercicio, si tienen respuestas incorrectas dejarlo asi,
después de las conclusiones se les pedira que las corrijan.

= Para poder concluir se pueden hacer preguntas como las siguientes:

¢En todos los casos sucede que Lim f (x)=f(a)?

¢, Qué puedes concluir acerca de esto?

¢En cudles casos la funcion tuvo limite en a?

¢, Cudles son las condiciones para que exista el limite en un punto?
Para encontrar el limite de una funcién en "a", ¢es necesario que
"a" sea parte del dominio de la funcion?

Para encontrar el limite de una funcién en "a", ¢es importante el
comportamiento de la funcién en "a"?

= Resultados importantes

El Limf(x)=L, si al acercarnos a "a"con puntos del dominio, las

X—a

imagenes se acercan a L.

Ademas, podemos ver que lo importante para el limite es lo que
pasa cerca, muy cerca, tan cerca como se quiera de a sin importar
gué sucede justo en a; es mas, puede gue "a"' no sea parte del
dominio.

Para que el Limf(x) exista es necesario que, sin importar la

X—a

forma en que nos acerquemos a "a", las imagenes se acerquen a
un solo valor del Rango.
Reiterar la unicidad de un limite.

Con base en esto, regresa al ejercicio anterior y revisa tus respuestas.

Tarea 2.1.1

1. Calcula el valor de L|'rg1(2x2 +1).

2. Calcula el valor de Lim

x* —7x+10
x—0 X—2 :

39
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Ejemplos.

En los siguientes ejemplos calcularemos limites no como lo hicimos en los ejercicios
anteriores. Ahora lo haremos sin tabular descubriendo métodos para llegar al valor del

limite.

Nota:
Las expresiones numéricas del tipo 6 son indeterminaciones, pues no

se puede definir su valor.

Calcula el limite en cada caso.

1. Lim(x+2)=5+2=7,

X—5

2_
2. LimX =2

x=2 X—2
. X-4 2°-4 0
Lim = =—
-2 x—2 2-2 0
resultado. Busquemaos por otro lado:

2_ a—
LimX =2 =D X2 i 2)—242-4
x=>2 X—2 x—>2 X—2 X2

Se obtiene una indeterminacién. No se ha llegado al

Ejercicio 2.1.7
Calcula el limite en cada caso.
2_
x—3 X—3
2 2
Ll’mx —5x+6: 3 —5(3)+6:_
x>3  X—3 3-3
2_
Limﬂz Lim———=Lim——=1
x—3 X—3 x—3 X—3 x—3
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2 f— —
2. Lim —2X2 =2
x>-% 2X° 4+ TX+ 3
2 _ _ _ 2 _
Lim 2x2 3x 2=2( 1/2)
x>-%2X° + TX+ 3 +7( )

2_ —_—
Ll’mw: Ll’mw: Lim
> %2X+TX+3 o k() () ok

I
|
[REN

3. LimXio
x>-1x—1
) X 9X#2
4. Si f(x)= .
7 9x=2

a) ¢Cual es el dominio de f?
b) Calcula f(2)=

c) Calcula Linz1 f(x)=

Discusion
= Reuvisar los resultados y discutirlos con ellos.
= Discutir que en el ejercicio 4 Lin21 f(x)= f(2) a pesar de poder evaluar
X—

al2en f(x).

= Dar “cierre global” y discusion formal pues es fin de seccién.
Indicar los pasos a seguir para calcular un limite de los que se
han visto hasta el momento.
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Tarea 2.1.2

1. Calcula el valor de los siguientes limites.
a) Lim24

X—>7

b) L|’r391(2x2 -5)

2x* - x-3
c) Lim———
x>-1 X"+ 8X+7
d) Lim X 6x=3
X—>-3 X2_
2_ J—
e) L|mw
x>6 X — 3Xx—18
f) Lim2

X—>-2

9) LiT(Qx—xz)
h) Linl1\/6x2—2
) Lir£1\/25—x2

j) Lim f(x)

2. Elabora un esquema que muestre los caminos para calcular un limite.

42

Nota para el profesor:
= El esquema aparece en el apéndice en la pagina 213.
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Seccién 2.2

Propiedades de los limites

Revisemos algunas propiedades de los limites.

1. Limite de una funcién constante

a) Calcula Lim15=
X—>

b) Calcula Lim37 =

X—>—

Discusién

¢, Qué puedes concluir de los limites anteriores?

Generalizando, llegar a enunciar la propiedad 1.

Escribir las propiedades en forma matemética y verbal, es decir,
usando notacion de limite para la matematica y con palabras para
la verbal.

Propiedad 1

Limk =k

X—>a

El limite de una funcidon constante, cuando x tiende a a, es el valor de la
constante.
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2. Limite del producto de una constante por una funcion

a) Calcula Lirg2x2=
X—>!
b) Calcula Ll'ryxzz

c) Calcula 2Lirpx2 =2 =

X—>

Discusion
= ¢ Qué puedes concluir de los resultados obtenidos?
= Generalizando, llegar a enunciar la propiedad 2.
= Hacer notar que la constante y la funcion involucradas son
cualesquiera.

Propiedad 2
Limk f(x) =k Lim f (x)

X—a

3. Limite de la suma de dos funciones
a) Calcula Lir?(xz +6X) =

b) Calcula Limx* =

X—>4

c) Calcula Lim6x =

X—4

d) Calcula Limx® + Lim6x = + =
x—4 X—4
Discusién

» ¢Existe alguna coincidencia entre los resultados de los tres
primeros incisos y el resultado del dltimo?

» Generalizando, llegar a enunciar la propiedad 3.

= Discutir que la propiedad se cumple siempre y cuando los limites
I;LTf(x) y I;Lrg\g(x) existan ya que si no es asi no se cumple la

igualdad a pesar de que Ll'm[f(x)+g(x)]existe. Por ejemplo si

-13s x<0 1 s x<0
tanto Limf(x) como Limg(x) no existen.

1 s x>0 -1s x>0 .
f(x)={ y g(x)z{ , Lim[f(0+9()]=0'y
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Propiedad 3
Lim[f (x)+ g(x)]= Limf(x) + Limg(x) Siempre

Limf(x) y Limg(x) existan.

y cuando los

limites

4. Limite del producto de dos funciones

) , ~
a) Calcula IX__I)I:T;[SX (x—1)]_

b) Calcula Lir7213x2 =

X—>—

c) Calcula I;l[];l(x ~1)=

re 2 re
d) Calcula (L_lrr;3x )Q_Lrg(x—l)):

Discusion
= Igual que en las propiedades anteriores.

Propiedad 4

Lim[f (x)- g(x)]= Lim f (x) - Limg(x)

5. Limite del cociente de dos funciones

5x+2
a) Calcula Lir(?(GXJr ]

- 2X

b) Calcula "XLT(SX+2):
c) Calcula Ll'r(r)1(6—2x):

Lim(5x+2)
d) Calcula =2 =
Lim(6-2x)

x—0

45
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Discusién

Igual que en las propiedades anteriores.

Probablemente los estudiantes no lleguen a la restriccion de que
el limite del denominador sea distinto de cero. Si este es el caso,
mencionar la restriccibn hasta después del siguiente ejemplo.

Propiedad 5

Lim[f(x)/g(x)]=Limf(x)/Limg(x) Siempre y cuando Lim g(x)=0

46

Esta propiedad requiere de un analisis mas cuidadoso. Por ejemplo, calcula el

. (x2-4)
leL x—ZJ

x—2

Discusién

Revisar como resolvieron el limite. Si no usaron la propiedad 5
pedirles que la usen. Si no resolvieron factorizando, también
pedirles que lo hagan para poder comparar los dos resultados y
discutir cual es el correcto.

Preguntar si consideraron este caso al enunciar la propiedad 5
Preguntar qué condicién debe cumplir I;LTg(x) (considerando

que g(x) es la funcién que se encuentra en el denominador del
limite a calcular) para poder utilizar la propiedad 5?

Vuelve a escribir la propiedad 5, considerando esto ultimo.

Propiedad 5
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Las siguientes dos propiedades se deben tratar con mas cuidado pues para que se
cumplan se tiene que pedir que la funcidn en cuestion sea continua. La discusion de
este requisito no es menester de este curso pero no olvides que es un requisito.

6. Limite de laraiz de una funcién
a) LfrP\/3X2+X=

b) Lim (3x2 + x)z

c) “‘XLT(BXZJFX):“/ -

Discusion
= Igual que en las propiedades anteriores.

Propiedad 6

Limy/f(x) = Q/Ll’mf(x) siempre y cuando f sea continua en a.

Nota para el profesor:
=  Pedir L|'rg1\/2x—x2 , €S un limite que no existe pues 3¢D,, explicar

gue la razén es que no podemos acercarnos al 3 con puntos del
dominio.

Enuncia de nuevo la propiedad 6 para el caso de una raiz n-ésima. (Esto es, ¥ )

Propiedad 6 bis

Discutir que la propiedad no se cumple si Limf(x)<0 y n es par pero

gue el problema es que no nos podemos acercar a"a" con puntos del
dominio de f
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Limite de la potencia de una funcion
a) Lirp(4—x)=

b) Ll'rp(4— x)’ =

c) [Lim(4— x)}2 =

X—6

Discusion
= [gual que en las propiedades anteriores.
= Se puede dar como contraejemplo de que la propiedad no se
cumple si no se tiene la continuidad de f en a lo siguiente:

f(x) 1 s x=0 entonces (f(x))’=1 pero Limf(x) no existe
X) = , X))?= xiste.
1§ x<0 pero £imf)

Propiedad 7

Lim(f(x))' = (Limf(x)) siempre y cuando f sea continua en a.

Nota para el profesor:
= Ver en el pizarrdon ejercicios de limites que se resuelven
multiplicando por el conjugado. Algunos ejemplos son:

. AIX=2 2-9 JX+7 -3
Lim Lime——  LimY—
>4 X—4 x—>3.Jx+6—3 2 X°—-4

= Pedir el ejercicio 5 de la tarea 1.2.1 para trabajar con ella la
siguiente leccién.
= Dar “cierre global con discusién formal pues es fin de seccion.
» Retomar todas las propiedades enunciandolas verbalmente y
matematicamente y explicar para qué sirven y coOmo se usan.

48
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Tarea 2.2.1

1.

Elabora una tabla con todas las propiedades de limites.

Usando las propiedades 2 y 3, demuestra que
';iT(f(X)_g(X))Z Lim f(x)-Limg(x) siempre 'y  cuando los

Limf(x) y Limg(x) existan.

(Nota: Recuerda que f(x)-g(x)= f(x)+(-2)g(x).)

49

l[imites

Calcula los siguientes limites usando explicitamente todas las propiedades posibles

como se muestra en el inciso a).

a) L|’m(2x2 —6x+3—XJ =

x—3 X+
3
=Lim(2x2) - Lim(6x)+ Lim— =
x—>3 x—3 x>3 X+1
Lim 3x
=2Limx*-6Limx+—22>2—— =
x>3 x-3 L|rg1(x+1)
2 3Limx
_2(Limx) —6Limx+— 3 p9)-6(3 =2 _ 9
x->3 *->3 L|r?x+ L|r£11 3+1 4
((6x2 - 2x+1) B

b) Lim
x>-2 3X+2

c) LXLrp[ (x=2)(x+ 3)+M]=
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4. Escribe cada limite en su expresién minima como se muestra en el inciso a.

2
) Stime- (i) + 2T -
=Lim[ng—L|’mx2+ [Lim2—-Limx =
-1\ 3 x—1 x—>1 x—=1

(2 i -
~tip( 5 im0 -

=Lm[:23j lex +L|m\/2 X

= LimEx—xﬂL\/Z—x}

x—1

- , 2 _
) L 3-alLim’ -

2+Limx
X—>3 _

1-Limx

x—3

5. Calcula los siguientes limites.

a) Lim(2x*-5)

x—3

b) Lim4
XAE
3
c) Lim xt
x»—SX -3

d) Lim 2x2—5x+6)

x—0
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e) Limv2+5x-x°

x—>2

3 2 2_
f) Ll'mX +2X° —8x
X—4 X° =X

g) Limvyw’-4w+4

w—>-3

(x-1) (X* +4x-5)

h) Lim
) i X? —2x+2
; —u
I) I;Ln; 9-— u2
3_ o2
) Lim r*—2r +24r
=0 r(r-6)

K) Lim| =-2-°_

s°-6s+8
) Lime———
2 §°-11s+6
V-1
m) Lim————
) vl J3v+1-2
3x* +10x+ 3
n) Lim————-o
>3 X°—2Xx-15
2
0) L|’m2X +11x+5

x5 x*—25
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p) Lim——

g) Lim

52
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Seccién 2.3

Limites laterales y continuidad

Hasta el momento hemos calculado limites de la forma Limf(x)tabulando puntos

“cercanos” a a o0 usando métodos algebraicos. Ahora profundizaremos en dos
conceptos que se trataron en el repaso.

Ejercicio 2.3.1
2x  §x<3

Calcula el limite de f(x) cuando x tiende a 3, si f(x):{ 27%+10 S x> 3
2% + S x>
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Discusién

Los primeros 4 ejercicios corresponden a funciones definidas por secciones
que representan casos diferentes. En el primer ejercicio no existe el limite y
la funcion tiene una discontinuidad de brinco. En el segundo el limite existe y
la funcién es continua. En el tercero, el limite existe y la funcién no es
continua. Y en el dltimo, el limite no existe y la funcion es discontinua. El
objetivo de estos ejercicios es motivar la necesidad de definir limites
laterales.

Verificar si calcularon el limite usando una sola seccion o las dos de la regla
de correspondencia.

Verificar, si es que tabularon, que hayan tomado valores mayores y menores
que 3.

Verificar si se acercaron al tres lo suficiente para ver qué le pasa a las
imagenes cercanas a él.

Analizar dominios de las dos secciones de la regla de correspondencia y
discutir la forma de acercamiento al 3, es decir, si nos acercamos al 3 por la
izquierda se usa s6lo una regla de correspondencia y si nos acercamos por la
derecha se usa solamente la otra.

Hacer la gréafica. Mostrar que la grafica de esta funcién es del mismo tipo que
la de la pagina 28 ejercicio 2.1.1 inciso e.

Plantear la necesidad de definir los limites por la derecha y por la izquierda.
Llevarlos a que calculen el limite por la derecha y por la izquierda, es decir,
gue, por un lado, so6lo se aproximen al 3 con valores menores y, por otro
lado, se aproximen con valores mayores.

Preguntar qué pasa con el limite de la funcion en 3 y anotar las diferentes
respuestas sin hacer analisis y diferir la conclusion.

Usando la idea intuitiva del estudiante, preguntar si la funcidn es continua en
x=3 Yy el por qué. Dejar explicito el valor de f(3). A estas alturas el

estudiante ya sabe que la funcion no tiene limite, porque lo ven en la gréfica.
La idea de esta leccion es que puedan argumentarlo algebraicamente.

Ejercicio 2.3.2

Calcula el limite de f(x) cuando x tiende a 2, si  f(x)=

x>  8§x<2
FX+3 sx>2
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Discusién

Constatar que se haya trabajado con las dos secciones de la regla de
correspondencia y que se hayan acercado al 2.

Verificar que se hayan considerado las restricciones de las secciones.
Verificar que hayan graficado. Hacer notar que la grafica es del mismo tipo
gue la de la pagina 28 ejercicio 2.1.1 inciso f.

Preguntar qué pasa con las imagenes de f(x) cuando nos acercamos al 2 por

la izquierda. Recordar la notacion: Lignf(x) gue ya habiamos empleado en

el repaso. Mencionar que a este limite se le llama “limite lateral izquierdo”.
Hacer lo mismo para el derecho.

Preguntar cuanto vale el limite de la funcién en 2.

Retomar la discusion de la existencia del limite y regresar al ejercicio anterior.
Resumir sin agotar el tema.

Preguntar si la funcién es continua en x=2 y el por qué. Dejar explicito el
valor de f(2).

Ejercicio 2.3.3

Calcula el limite de f(x) cuando x tiendea 1, si f(x)=

2

x® sx<1
X° sx>1

Discusioén

Constatar que se hayan calculado los limites laterales y que hayan hecho la
grafica. Mostrar que es del mismo tipo que la de la pagina 28 ejercicio 2.1.1
inciso b.

Preguntar el valor del limite de la funcion en x=1.

Preguntar la diferencia entre este ejemplo y el anterior.

Preguntar si la funcidén es continua en x=1 y el por qué. Dejar explicito que el
valor de f(1) no existe. Los estudiantes podran responder que la funcién no es

continua con criterios de la forma “si al trazar con un lapiz no se despega del
papel, es continua”
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Ejercicio 2.3.4
Calcula el limite de f(x) cuando x tiende a -2, si

~(x+2f+4 sx<-2
f(x)= 2 s x=-2
(x+2f+4 six>-2

Discusion
= Hacer un analisis similar al del dltimo ejercicio. La grafica es del mismo tipo
gue la de la pagina 28 ejercicio 2.1.1 inciso c.

Conclusiones de los 4 ejercicios.

= Preguntar cdmo definimos el limite lateral derecho.

» Preguntar como definimos el limite lateral izquierdo.

= Preguntar como se puede saber si una funcion tiene limite en un punto.

= Hablar de que el limite es Unico.

= Tener cuidado de que no den el valor del limite lateral evaluandolo en un valor
cercano. Hacer referencia al inciso g del ejercicio.

= Hablar de que se pueden calcular limites en cualquier punto siempre y cuando
nos podamos acercar a €l con puntos del dominio, sin importar que el punto
sea 0 no del dominio de la funcidén, y discutir la razén de haber tomado los
puntos 3, 2, 1y —2 en los ejercicios anteriores respectivamente.

= Discutir la continuidad en un punto de las funciones de los 4 ejercicios.

= Definir la continuidad de una funcion en un punto estableciendo las tres
condiciones. fes continua en x=a si se cumplen las tres condiciones

siguientes: 1) aeD;; 2) Limf(x) existay 3) Limf(x)= f(a)

= Hacer notar que: 1) si la tercer condicion se cumple, entonces se cumplen las
dos primeras; 2) si falla la primera condicion, falla la tercera; 3) si falla la
segunda condicion, falla la tercera.

= Discutir la necesidad de las 3 condiciones arriba mencionadas y llegar a
concluir cuando una funcién no es continua en un punto.

= Llegar a la definicion intuitiva de continuidad: “Una funcién es continua en su
dominio si cumple las 3 condiciones de continuidad en un punto, para todos
los puntos en los que esta definida”.
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Tarea 2.3.1
1. Di cuales funciones son continuas en el punto a y cuales son funciones continuas en

su dominio.
Si la funcién es discontinua en a, di cual de las tres condiciones no se cumple.

A Ay B) Ay

— .

— .
I > I >
a X a X
C) D)
A’ AV
/ //
I > I >
a X a X
E
E) )
y y
A A
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y
Ay
I I I > | I I >
1 a 5 7 X 1 a 5 7 X
)
y
A’ A
AN
pd *
I > I >
a X a X
Discusioén

los ejercicios.

» Revisar la tarea. Se propone que los alumnos pasen al pizarrén y se discutan

= Discutir la frase: “Una funcion es continua si puedes trazar su grafica sin
despegar el 1apiz” a la luz de los ejercicios F) y G), pues éstas son continuas.

= Dar “cierre global” con discusién formal pues es fin de seccién. Ver, a partir de
la grafica de una funcién, todos los casos de continuidad en un punto, funcién
discontinua en un punto y funcién continua en su dominio.
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Tarea 2.3.2
Para responder el ejercicio 1, considera las siguientes funciones:

x+1 s x<1
f(x)=4x-2 § 1<x<2
S x>2

3

[

g(x)=

N [x

s x<1

g 1l<x<?2

S

X>2

h(x)=

1(x)=

59

2X I x<2
0 9 =2
-X+6 9 > 2
x3 s x<-1
NG s —-1<x<l1

-3x+4 s x>1

1. Calculay explica en todos los casos las razones por las que existe o0 no el limite.

a)

b)

f)

9)

h)

Lim f(x)=

x—1

Lim f(x)=

X—2

Limg(x)=

x—1

Limg(x)=

X—2

Limh(x)=

X—2

Limh(x)=

x—0

Liml(x)=

X—>-1

Liml(x)=

x—1

fD) =

f(2) =

g =

9(2) =

h(2) =

h(0) =

(=D =

(1) =
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2. Para cada una de las siguientes funciones, da los puntos en los que es discontinua.

Justifica tu respuesta.

X—2
x> —4

a) f(x)=
x* —5X+ 6
D) )= ax

Q) f(x)=———

x> —5x+6

X2 —x—-12

d) f(x)= J;

2_10x+25

e) f(x)=

X | =

. X-9
(3x+9¥

f) f(x)

X—2 9 x<7
12-x 9 x>7

9) f(X)={

NG s x>1

3x-4 s x<1

h) f(x):{

) f(x):{

6-5x 9 x<£-2
X+4 § x>-2
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Nota para el profesor:

Hacer y discutir con ellos el siguiente ejercicio, en cierta forma ya trabajaron
con este tipo de ejercicios. (Ver tarea 2.3.1)

Ejercicio 2.3.5
Para la funcién f(x)=3x-9, con dominio D, :x<[4,6), calcula
a) Lim f(x)

x—5

b) Lim f(x)

c) Limf(x)

x—6

También responde a lo que sigue
d) ¢Es f(x) continua en x=47

e) ¢Es f(x) continua en x=67?

f) ¢Es f(x) continua en su dominio?
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Discusion
= Dar “cierre global” con discusion formal de:
Existencia de los limites.
- La continuidad en cada punto y la continuidad de la funcién en su dominio.

. La definicion: fes continua en el intervalo abierto (a, b)si es continua en
cada x (a, b).

= Escribir la definicién de continuidad en un intervalo: f es continua en el
intervalo [c,d], si es continua en el intervalo (c,d) y Ix_lrpf(x)z f(c),

Lim f (x)= f(d)

Discutir como seria la definicion de continuidad en todo tipo de intervalos,
por ejemplo: [5, ), (<o0,7], (~o0,), (—,4), etc.

= Hacer un ejercicio en el que la funcién sea continua en un intervalo cerrado y
otro que no lo sea. Proponemos los siguientes:

1) Verificar sila funcién f(x)= x* + 2x es continua en el intervalo [-1,3].

o ” 2-xsix<-1 : .
2) Verificar si la funcion f(x)= 3 §xe_1 es continua en el intervalo

(— 00, —1].
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Tarea 2.3.3

1. Paralafuncién f(x)=7-x* donde D, :x e[-2,-1].
a) Determina si f es continuaen x=-2.
b) Determina si f es continuaen x=-1.
c) Determina si f es continua en su dominio.

2. Parala funcién g(x)=6-7x donde D, :x (—»,-8].
a) Determina si ges continua en x=-8.
b) Determina si ges continua en su dominio.

3. Parala funcién h(x)=7x* -3 donde D, :x €[-14).

a) Determina si hes continuaen x=-1.
b) Determina si hes continuaen x=4.
c) Determina si hes continua en su dominio.

x> 8§ 4<x<6
0 s x=6
a) Determina si | es continuaen x=4.

b) Determina si | es continuaen x=6.
c) Determina si | es continua en su dominio.

4. Para la funcion I(x)={
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Seccién 2.4

Propiedades de las funciones continuas

Empezaremos por distinguir dos tipos de funciones que merecen atencion especial.

Funciones polinomiales
Las funciones de la forma f(x)=ax"+a, X" +..+ax +aX+a, Se conocen como
funciones polinomiales. Algunos ejemplos de este tipo de funciones son:

o f(x)=2x"-3x*+7x-1
¢ g(x)=x
+ h(x)=-8

El grado de un polinomio estd determinado por el mayor de los exponentes de los
términos con coeficientes diferentes de cero.

Escribe el grado de los polinomios anteriores:

Da un ejemplo de una funcion polinomial que no sea continua.

Discusién

» Las funciones polinomiales son continuas en todo numero real c.
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Funciones racionales

Una funcion f se llama racional si esta construida a partir del cociente de dos funciones
polinomiales.

Como ejemplos, tenemos:

x2—2x+1
+ f0= 7x* +6x% — X
1

2-x?

v g(x)=

Escribe una funcion racional que no sea continua. F(x) =

¢, Qué puedes concluir de las funciones racionales?

¢,Cual es el dominio de F?

¢,Es F continua en su dominio?

Discusién

= Las funciones racionales son continuas en su dominio.
= Discutir la continuidad de las funciones racionales para evitar la idea de que toda
funcion racional es discontinua en algun punto. Como ejemplo:
cualquier polinomio
. f(x) _ q i P
X +1

, pues x* +1no tiene raices reales.

Teniendo informacion sobre la continuidad de algunas funciones individualmente se
puede saber si ciertas combinaciones de ellas son continuas o no.
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Propiedades de las funciones continuas

Multiplicacion de un escalar por una funcién continua.

¢La funcion f(x)=x*es continua en cualquier punto del dominio?

¢La funcion |(x)=5x*es continua en cualquier punto del dominio?

¢La funcion h(x)= kx?es continua en cualquier punto del dominio para todo nimero k?

Las preguntas anteriores pueden no tener sentido, ya que todas las funciones son
polinomiales y ya sabemos que éstas son continuas, pero qué pasa si en lugar de usar
polinomios iniciamos con cualquier funcion continua f.

En general, ¢ h(x)=kf (x) es continua en cualquier punto del dominio para todo nimero

k?

Discusion

Con el ejercicio se pretende que los estudiantes hagan el esbozo para que, en el
analisis, se escriba junto con ellos la demostracion formal.
¢, Qué garantiza la continuidad de h en a?

Limh(x) = h(a)

X—a

Al sustituir queda,
Limkf(x)=kf(a).

Esta igualdad est& garantizada por la propiedad 2 de los limites.
Observaciones:
Seran pocos los estudiantes que escriban la demostracién formal. Sin embargo,
podran esbozar verbalmente la estructura de la demostracion.
Demostracion: f(x) es continuaen x=a= I;LTf(X) = f(a)

Limh(x) = Lim(kf (x))=kLimf(x)=k- f(@)=h(a) .. h escontinuaen x=a

Propiedad 1:

Si f es una funcidn continuaen x=a y k es una constante, se cumple que:
h(x)=kf(x) es continua en a.
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Suma de dos funciones continuas.

Si las funciones f y g son continuas en x=a, ¢sera h(x)= f(x)+g(x) continua en
x=a?

Propiedad 2:
Si f y g son funciones continuas en x =a, se cumple que:

h(x) = f(x)+g(x) es continua en a.

Justifica este hecho de la misma manera en que se hizo en la Propiedad 1.

Nota para el profesor:
Justificacién
= Revisar las justificaciones hechas por los estudiantes. Por ejemplo pasar a un
estudiante al pizarrén.
= Lajustificacion de las propiedades 3 y 5 siguientes se dejan de tarea.
= La justificacion de las propiedades 4 y 6 siguientes se dejan como posibles
ejercicios para un examen.
= Demostracion:
Como f es continua en a sabemos que |;I'Tf(x) = f(a)

Como g es continua en a sabemos que Limg(x) = g(a)
Limh(x) = Lim(f (x) + g(x)) = Lim f (X) + Limg(x) = f (a) + g(a) = h(a)
h(x) es continuaen x=a

Producto de dos funciones continuas.

Propiedad 3. Si las funciones f y g son continuas en x=a, entonces h(x)= f(x)-g(x)
es continuaen x=a.

Cociente de dos funciones continuas.

Propiedad 4. Si las funciones f y g son continuas en x=a, entonces h(x)= f(x)/g(x)
es continua en x=a siempre y cuando g(a)=0
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Las propiedades 5 y 6 no se cumplen en general. Disclitelas con tu equipo para
encontrar la condicién que se debe agregar para poderla enunciar como propiedad.

Potencia de una funcién continua.
Propiedad 5. Si f es continua en x=a, entonces h(x)=[ f(x)]" es continua en x-a.

Condicioén:

Raiz de una funcion continua.
Propiedad 6. Si f(x) es continua en x=a, entonces h(x)="/f(x) es continua en x=a.

Condicion:

Discusidn

= Dar “cierre formal pues es fin de seccion.
- Discutir en la propiedad 5 que la condicion que se debe agregar es “siempre y
cuando nee " ya que si n es negativo se tiene que pedir como condicién
para que se cumpla la propiedad que f(a)=0.

- Discutir en la propiedad 6 que la condicion que se debe agregar es “siempre y
cuando n sea impar” ya que si n es par, f(a)tiene que ser positivo.

» Retomar los conceptos de funcion polinomial y funcién racional.

« Discutir la continuidad de las funciones polinomial y racional.

« Enumerar todas las propiedades de las funciones continuas y revisar la
demostracion de alguna de ellas, no todas pues es importante que se les deje
a los estudiantes alguna de tarea. En la Tarea 2.4.1 se les pide las
demostraciones de las propiedades 3y 5.
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Tarea 2.4.1

1. Enuncia las propiedades con tus palabras. Por ejemplo, “La suma de funciones
continuas es una funcién continua”.

2. Justifica las propiedades 3y 5.

3. Di silas siguientes funciones son continuas en el punto que se indica. En el caso de
gue lo sean, justificalo usando las propiedades de continuidad.

a) f(x)=5x"+8x’-18 en x=acN.

b) g(x)z%g, en x=3.

2

25—X
c) h(x)= , en x=5.
) (X) 5-x X
7/2
d) 1(x)= X~ 8x+9 en x=1.

(3— 4x° — x3)4 (x2 + 1)’
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Seccién 2.5

Limites infinitos y asintotas verticales

Ejercicio 2.5.1

Calcula Lim

x> —5X+6

x—2 X —4x+4

Discusioén

2
Lim> X406 _ Ll,m(X—Z)(X2—3): Lim*=3_2
2 X —4x+4 o2 (x-2) -2 x—2 0
Revisar su razonamiento paso a paso; reconocer las diferentes
indeterminaciones que aparezcan (si no hicieron la sustitucion del 2 en la
funcién, pedirles que la hagan).
En el ejercicio aparece la indeterminacion a/0.
Reconocer la imposibilidad de eliminar esta indeterminacion.

Analizar los cuatro posibles casos que pueden aparecer,

0 ap y % con a y b diferentes de cero.

a'0' o
El primero y el Gltimo de estos casos tienen resultados inmediatos.
El tercero obliga a factorizar el numerador y el denominador siempre y cuando

las funciones sean polinomiales, de tal manera que, si vuelve a suceder que se

. 0 .
obtiene —, se vuelve a factorizar hasta que aparezca uno de los otros tres

casos.
El segundo no se ha visto; el ejercicio que sigue es para encontrar una

interpretacion de esto (algunos estudiantes asocian a/0 con o. Sin embargo,
son pocos los que han hecho un analisis cuidadoso de esto.)
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Ejercicio 2.5.2

X+1 -
Para f(x)= ;3 , completa la siguiente tabla.
X_

2.5 2.8 29 | 299 2999 | 3.5 3.2 3.1 | 3.01 |3.001

a) Enlatabla, ¢A qué valor se acerca x?

b) ¢Cuanto vale Ll'rglf(x)? épor qué?

c) ¢Cuanto vale Limf(x)?

X—>3

d) ¢Cuanto vale Limf(x)?

x—>3"

e) Enlatabla, ¢A qué valor se acerca x— 3?

f) ¢ Qué tipo de indeterminacion presenta este ejercicio?

g) Esboza la gréfica de f(x)

h) En este Ultimo ejercicio, ¢ qué relacidn tiene la recta x=3 con la funcién?

Discusioén

Ya vieron en cursos pasados asintotas pero no tan profundamente.

Dejar claro que: ni el limite existe. Ni los limites laterales existen.

Es deseable que, al contestar la pregunta b) hayan intentado evaluar la funcion
en 3 para darse cuenta que no es parte del dominio. No es suficiente contestar
directamente de la tabla, pues la idea del ejercicio es relacionar la
indeterminacion a/0 con la tendencia a infinito.

Si no valuaron la funcién en 3 preguntarles si es posible hacerlo.

Hacer la asociacion de a/0 con o, aprovechando el comportamiento de la tabla
y el resultado del célculo del limite, pero aclarar que el limite no existe.

Discutir la diferencia de signos que aparece de uno y otro lado de la asintota.
Regresar al Ejercicio 2.5.1 para terminarlo. Esto es, calcular los limites laterales.

Completa el ejercicio 2.5.1, esto es, indica cudl es el limite.
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Ejercicio 2.5.3

Calcula Lim

_r
x—5 (X — 5)2

Discusioén

La finalidad de este ejercicio es, por un lado, mostrar que hay funciones del
mismo tipo que las de los ejercicios anteriores para las que, aunque la
tendencia de los limites laterales coinciden, el limite no existe pues no es un
namero real; y, por otro lado, hacer notar que las asintotas verticales estan en
puntos que hacen cero al denominador. Sin embargo, no en todos los puntos
gue hacen cero al denominador hay asintotas. Sélo en los que siguen haciendo
cero al denominador después de simplificarla. Un ejemplo de este caso es:

2
X"+ 3X . . .
f(X)=———=—— cuya Unica asintota es x=1 a pesar de que x=-3 también
X“+2x-3
hace cero al denominador.
Mostrar que los valores que hacen cero el denominador de la funcion después
de simplificarla estan estrechamente relacionados con valores que no son del

dominio (hay excepciones forzadas; como en la grafica siguiente),

Dar “cierre global” con discusion formal pues es fin de seccion.
- Definir la asintota vertical a través del limite:
Larecta x=a es una asintota vertical de f(x) si la tendencia de algan

limite lateral cuando x > a es 4o 6 —o0.
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Continuacion de las conclusiones.

Hacer una tabla que muestre los distintos “valores” que pueden tomar los
limites laterales cuando la funcion tiene una asintota y ejemplificar
geomeétricamente.

Lim f(x)=+o0 y Lim f(x)=+o0 Lim f(x)=+c0 y Lim f(x)=—

x—>a* x—a~ x—a* X—>a~

Lim f(x)=—c0 y Lim f(x)=—o0 Lim f(x)=—0 y Lim f(x) = +oo

x—a* x—a~ x—a* X—a~

A

>

Lim f(x)=—c0 y Lim f(x)=k Limf(x)=k y Limf (x)=—o

x—a* X—a

Lim f(x)=+o0 y Lim f(x)=k

x—a® x—a~

\_
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Tarea 2.5.1

1. Incluye en el esquema que elaboraste en la tarea 2.1.2 ejercicio 2 pagina 30, el caso
de la indeterminacion %.

Nota para el profesor:
» Elesquema esta en el apéndice en la pagina 214.

2. Encuentra las asintotas verticales de las siguientes funciones usando la definicion
de asintota:

2X—7
x?+6x+9

a) f(x)=

x> —8x-9
X2 +6x+5

b) g(x)=

X2 — 6X

©) h(x)= x? —12x+ 36

d) 1(x)= 3i‘9

X2
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Seccidén 2.6

Limites cuando x — too y asintotas horizontales

Ejercicio 2.6.1

Calcula Lim

5% +2x° -2
o 2x%—4x—1

Discusioén

En los primeros ejercicios de la leccion, los grados de los polinomios del
numerador y del denominador son iguales.

. . ., o0 .
Plantear la indeterminacibn — (no se espera que lleguen al resultado). Si
o0

llegaron al resultado, seguramente usaron una tabla.

Discutir las diferentes respuestas. Se esta pensando que lleguen a respuestas
del tipo:

o0 o0 o0
o0 o0 o0

Si el alumno plantea una de estas tres respuestas, cuestionarlo de por qué esa
y no cualquiera de las otras dos.

Los siguientes ejercicios mostraran que se puede remover la indeterminacion.
Cuidar que no concluyan que el limite no existe, en los siguientes ejercicios se
veran ejemplos en los que existe y en los que no..
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Ejercicio 2.6.2

2

7
Calcula Lim 32( i

xom X —HBX

utilizando la tabla.

X 100 10000 | 1000000 | 100000000 10%°

Discusion
= Se espera que lleguen al resultado.

= Aclarar que en la tabla se puede poner cualquier valor y no nada mas.

Ejercicio 2.6.3

3
Calcula Limw
xox 2X°+9

¢ Qué relacion hay entre el valor del limite y los coeficientes de los términos de la
funcion?

Verifica que esta relacién también se cumpla en el ejercicio 2.6.2
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Discusion
= Se espera que lleguen al resultado.

= Deben relacionar el valor del limite con los coeficientes de los términos de grado
mayor.

= Se debera concluir que Lim de un cociente de polinomios del mismo grado es

X—00

igual al cociente de los coeficientes de los términos de mayor grado.

Ejercicio 2.6.4

3_
Calcula Lim 5X2 =
oo 3X°+ 4

¢Por qué crees que pasa esto?

Discusioén

= Deberan usar una tabla para encontrar que la expresion tiende a infinito cuando
x tiende a infinito.
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Ejercicio 2.6.5
2
4
Calcula Lim 3X3+
x>o 5y -1

¢ Por qué crees que pasa esto?

Discusién

= Usar una tabla y concluir que la expresion tiende a cero cuando x tiende a
infinito.

= Generalizar ambos ejercicios y concluir que el exponente mayor determina la
tendencia del cociente.

Ejercicio 2.6.6

Calcula Lim * y calcula Lim [Ln]

X—o X X—>00 X

Discusion
= Este ejercicio pretende preparar al alumno para poder calcular los limites al
infinito de forma algebraica, esto es, dara la herramienta necesaria para

hacerlo.

= En la segunda parte, verificar que se usan las propiedades de los limites.
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Ejercicio 2.6.7

3 _ 2 _
Calcula algebraicamente Lim 9X4 x 2+5X °
xoe 12X7 +3xX° - 8x+1

Factoriza, usando como término comun, la variable con el mayor exponente en toda la
expresion en el numerador y en el denominador,:

Ahora simplifica y usa las propiedades del limite y el resultado del ejercicio 2.6.6 para
encontrar el valor del limite:

Nota para el profesor:
= Este ejercicio se resuelve algebraicamente, justificando la conclusiéon a la que
se lleg6 en los ejercicios pasados.

= Se pide comprobar el resultado comparando con el ejercicio 2.6.5.

Comprueba este resultado con la conclusion que obtuviste para el ejercicio 2.6.5
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Tarea 2.6.1

Calcula los siguientes limites algebraicamente y comprueba tus resultados con las
conclusiones que se habian dado.

5 a2
x>0 AXT—X
5 Lim 7x° —24x+8
©xow 6411x° - 3x7 — 4X°
3. Lim 3-2x
X—>00 4
4 Lim 97862>7<+5
X—>00 X
3 +5x°-6
5. Lim
o —2x0 4+ 3x® +5x*—6
4
6. Lim X

oo 3x* +5x°—2x* +6x— 8

Nota para el profesor:
= Cuidado con el ejercicio 3 al revisar la tarea.
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Ejercicio 2.6.8

1 [k
Calcula Ll[n; y calcula le(—nj

X—>—0 X

Discusioén

= EI valor de estos limites es igual a los del ejercicio 2.6.6, pero la manera de

tender a él es distinta
k

» Analizar la gréfica de f(x)=—
X
= Debido a esto, el método para resolver un limite cuando x—-« €s lo mismo
gue cuando x—«, a excepcion del caso en el que el polinomio del numerador
tenga mayor grado que el del denominador.

Ejercicio 2.6.9

Calcula los siguientes limites.

5x°+2x° -2 5x° -1 +4
X +2x b) Lim =X ¢) Lim Xt
x>0 33X 4+ 4 x>-o By 1

a) Lim—m—————
) x>n 2% —4x—1

Nota para el profesor:
= Revisar los resultados. Poner atencion con el inciso b) de este ejercicio, ya que

cuando X — —oo, 5x° tiende a —, a pesar de que el signo del coeficiente de este
A . - G |
termino sea positivo. Discutir Lim ——-.
xo-n 3X° 4+ 4
=  Comparar este ejercicio con los ejercicios 2.6.1, 2.6.4y 2.6.5.
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Tarea 2.6.2

1. Resuelve los ejercicios de la tarea 2.6.1 cambiando x — « por x — —o.

2. Elabora un esquema que muestre todos los casos que resultan al calcular el
limite de una funcidn racional cuando x — « y otro para cuando x — —w.

Nota para el profesor:
» El esquema esta en el apéndice en la pagina 215.

Ejercicio 2.6.10

Calcula:

a) Lim

b) Lim

4x
X2 +2

c) Esboza la gréfica de f(x)=

Discusioén

= Dar “cierre global” con discusion formal pues es fin de seccion. Tocar los
siguientes puntos:
- El objetivo del inciso c¢) es que relacionen los limites encontrados en a) y b)
con el comportamiento asintoético de la funcion.
»  Preguntar en este ejercicio qué relacion tiene la recta y=0 con la funcion.
« Definir asintota horizontal como: la recta y=a es una asintota horizontal de

f(x)si Limf(x)=a 6 Limf(x)=a

» Sefialar que la “¢” de la definiciébn puede representar 3 casos.
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Discusioén

» Definir tipos de discontinuidad:
0 Removible. Es aquella que se puede redefinir de tal manera que la nueva
funcién sea continua en ese punto.
f tiene una discontinuidad removible en x=a si

a) agD,y Limf(x)existe 0
b) aeD,, Limf(x) existe pero Limf(x) = f(a).

Es decir que falle la primera condicién y la segunda se cumpla 6 que falle
Unicamente la tercera condicion de continuidad.

o0 Esencial. Aquella que no hay manera de redefinirla para que la nueva
funcién sea continua en ese punto.
f tiene una discontinuidad esencial en x=a si

a) Limf(x)= Limf(x) en este caso se dice que la discontinuidad es
x—a" x—a
esencial de brinco.
b) x=a es asintota de f.En este caso se dice que es esencial
asintotica
Es decir que falle la segunda condicién.
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Tarea 2.6.3

1. Responde cada uno de los siguientes incisos para cada una de las funciones.
a) Los puntos donde es discontinua si existen.
b) Explica por qué es discontinua en esos puntos y argumenta cual de las tres
condiciones de continuidad no se cumple.
c) Di cual es el tipo de discontinuidad que aparece en cada uno de esos
puntos.
d) Encuentra las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales.
e) Si existen discontinuidades removibles, redefine la funcion de tal manera
gue sea continua.
. x> -—x—6
) f)= X2 +9x+8

. X

1l f =—

) (x) X2 +6

2§ x#6
X+ 9x+18
ii) f(x)=
3 S X=6

4 .
x?—3x—-28 S x<0
iv) f(x)=
5 .

————— § x>0
X+ 3x-10
X +5x+4 x<?
X2 +3x—4
V) f(x)=
x> +2x-35

> X>2
X +6X-7

2. Esboza una gréfica de cada funcién siguiendo los pasos del Ejercicio 2.6.10
2X+5

) )-8

x? —2x-15
b) )= 15

2x* —5x—-12

c) f(x)=2 2272
) () 3x?+14x+8
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Leccidon 2.7

Definiciéon formal de limite.

Definicion:

Lim f(x)=L si ve>0 35>0 tal que |f(x)-L|<e siempre que O<|x—a<J.

X—a

Discusidén

El sentido de la leccion es conocer la definicion formal de manera intuitiva.
Basarse en la interpretacion geométrica de la definicion.

Debe ser una mera herramienta para ayudar al alumno a tener una mejor
comprension del concepto de limite.

Los programas indican no hacer uso de la definicién para demostrar que
una funcion tiene limite, pero si el grupo o algunos estudiantes se muestran
interesados se pueden hacer algunos ejemplos.

Antes de iniciar con la definicion, recordar que el valor absoluto se puede
interpretar como distancia.

Explicar los simbolos que aparecen en la definicion. Es la primera vez que
los alumnos encuentran un lenguaje matematico formal.

Mostrar geométricamente la definicion con un ejemplo de una funcién que
tenga limite y usar otro ejemplo en el que no haya limite.
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CAPITULO 3

LA DERIVADA'Y SUS
INTERPRETACIONES

Seccion 3.1. Interpretacion fisica y geométrica
de la derivada.

Seccion 3.2. Calculo de derivadas sencillas.

Seccion 3.3. Aplicaciones de la derivada.

OBJETIVOS:

o Conocer el concepto de derivada.

o Interpretar la derivada fisica y geométricamente.
o Calcular derivadas sencillas.

o  Aplicar la derivada en problemas diversos.
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Seccion 3.1

Interpretacion fisica y geometrica de la derivada.

Ejercicio 3.1.1

Encuentra la ecuacién de la recta tangente a la funcion f(x)=x* en x, = 4.

Discusioén

Preguntar qué se necesita, qué tenemos y qué nos falta para encontrar la
ecuacion de la recta tangente. Hacer énfasis en que tenemos un punto y que
nos falta la pendiente.

Se espera que usen secantes para aproximarse a la tangente.

En caso de que ningun equipo lo haga de esta forma, no dar la solucion y
ayudar sugiriendo que calculen la pendiente de las secantes que se forman con
los puntos x, =4, x=2, y con los puntos X, =4, Xx=3; y que las dibujen.

Preguntar si esto sugiere algun método.

En caso de que nadie sugiera algo, preguntar lo que sucederia si sequimos
calculando la pendiente de las secantes de tal manera que el sequndo punto se
acerque mas y mas a 4.

Cuando calculen las pendientes de las secantes, motivarlos a escribirla con la
., f(4)-f(2 , . .

notacion %. Esto ayudara a que, en el siguiente ejercicio, puedan

llegar a la definicion con mayor facilidad.

Verificar que estén conscientes de que en el proceso de solucion de este
problema se uso6 un limite.
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Ejercicio 3.1.2

Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la funcion f(x)=-x*+6x en el punto
X, =2.

Discusioén

f(x)—f
= Se pretende que usen, implicitamente, lim M para calcular la

X=Xy X —

pendiente.
= [aidea del gjercicio es que usen el concepto de limite.

» Ya tenemos la pendiente y un punto, ¢cual es la recta tangente?

Ejercicio 3.1.3

Escribe la pendiente de la recta tangente a la funcion f en el punto X, .

Discusién

= Se pretende que lleguen a que, la pendiente de la recta tangente es

m=lim Tx)= 1) (x)- f(xo)
=% X=X,

= No hacer referencia a la derivada. Se asociara este limite con la derivada
después de los ejercicios de interpretacion fisica.
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Ejercicio 3.1.4

Se suelta una pelota desde cierta altura. La funcién que describe su caida es
y = f(t) =5t*. Queremos encontrar la velocidad instantanea en t =1 ; para esto:

a) Calcula la velocidad media entre los tiempos t =1s y t =2s

b) Calcula la velocidad media entre los tiempos t =1s y t =1.5s

c) Calcula la velocidad media entre los tiempos t =1s y t =1.001s

d) ¢Los incisos anteriores te sugieren algun método para encontrar la velocidad

instantanea en t =1s? ¢cual?

e) ¢ Cuanto vale la velocidad instantanea en t =1s?

Discusién

= Se pretende que encuentren el valor de la velocidad instantanea usando el
concepto de limite. Verificar que tienen claro que se esta usando dicho
concepto.

» Mientras que los estudiantes no escriban la velocidad instantanea con un limite,
no hacerlo.

f) Calcula la velocidad instantanea en t = 4s sin usar una tabla.

g) Calcula la velocidad instantanea en t =t;s

h) Escribe a qué es igual la velocidad instantanea en t, para cualquier funcion f
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Discusioén

» Verificar que en los tres incisos hayan encontrado la velocidad instantanea
usando la notacion de limite.

» Pedir que comparen el resultado del inciso h) con el resultado del ejercicio
3.1.3.

= Dar “cierre global” con discusion formal, tocando los siguientes puntos:

)= lim f(x) - f(xo)'

Definir la derivada como f '(x0
X=X X=X,

f(xo ¥ hr)]_ f(xo) representan

- Explicar que la definicion anterior y '(x,)=1im

h—o

lo mismo.

- Especificar que las definiciones anteriores se refieren a la derivada en un
punto. La derivada f' se trata en la siguiente Seccion.

« Hablar de razén instantanea de cambio como interpretacion de derivada.

= Discutir, después del siguiente cuadro, que las dos primeras interpretaciones
son casos especiales de la tercera, es decir, en realidad sélo hay una
interpretacion.

Escribe las diferentes interpretaciones de la derivada: (No van las respuestas en
la version para estudiantes)

= | a pendiente de la recta tangente

= | a velocidad instantanea

= Larazdn instantanea de cambio
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Secciéon 3.2

Calculo de derivadas sencillas

En la seccién anterior definimos la derivada de una funcién en un punto especifico. Sin
embargo, este punto puede tomar varios valores, por lo cual la derivada de una funcion
representa otra funcién a la que denotaremos con f' y llamaremos funcién derivada o,

simplemente, derivada de f.

Definimos la derivada de f en x, como:

f'(xo)le’m

h—0

f (% +h)=1(x)
h

¢, Como escribirias la definicion de la funcién f'?

Discusion
= Verificar que hayan escrito f'(x)=Lim w

= Discutir la derivada como una nueva funcion. Para esto se podria dar la grafica
de una funcion y pedir que grafiquen la derivada.

= Discutir que el dominio de la funciéon derivada f' son aquellos para los que

f(x+h)-f(x)
h

Lim existe.

h—o

= Hacer énfasis en la diferencia entre f'(x,) y f'(x).

= Hablar de las diferentes formas para denotar la derivada:

f'(x), o f. D.f.
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Ejercicio 3.2.1

Encuentra la derivada de g(x)=x.

Ejercicio 3.2.2

Encuentra la derivada de j(x)=7x-2.

Ejercicio 3.2.3

Grafica la funcion | del ejercicio 3.2.2.

¢, Cual es la gréfica de la funcién j?

¢ Cual es su pendiente? . Entonces, ¢ cual es la derivada de k(X)=mx+b?

Discusioén

» Laderivadade f(x)=mx+b es f'(x)=m
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Ejercicio 3.2.4

Encuentra la derivada de f(x)=7.

Ejercicio 3.2.5

Grafica la funcion f del ejercicio 3.2.4.

¢, Cual es la grafica de la funcion f ?

¢ Cual es su pendiente? . Entonces, 4cual es la derivada de g(x)=k?

Discusién

» Revisar que en el gjercicio 3.2.4 les dé 0.

» Laderivada de g(x)=k es g'(x)=0

» Analizar la gréfica de la funcion para ver que es un caso especial de la
pendiente de una recta.

Ejercicio 3.2.6

Encuentra la derivada de g(u)=u?.

Ejercicio 3.2.7

Encuentra la derivada de |(t) =t°.
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Discusién

» Revisar los resultados de los ejercicios 3.2.6 y 3.2.7.
= Preguntar cuél seria la derivada de f(x)=x* (no usar aun la “n” en el
exponente; sélo hacer énfasis en el patron que surge).

= Preguntar cuél seria la derivada de f(x)=x".

= Calcular la derivada de f(x)=x? con la definicion.

Ejercicio 3.2.8

Encuentra la derivada de k(v) = (para calcular el limite, usa conjugados).

Discusién

» Revisar el Ejercicio 3.2.8.
» Hacer notar que este ejemplo sigue el mismo patron que los ejercicios
anteriores.

Tarea 3.2.1
Halla la derivada de las siguientes funciones usando la definicion:

a) g(x)=30478

b) f(y)=6y°

c) Compara los resultados de a) y b) con los resultados de los Ejercicios 3.2.4 y 3.2.6
respectivamente.

d) h(z)=42+52-22+8

) I(v)="
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Seccion 3.3

Aplicaciones de la derivada

Ejercicio 3.3.1

Supdn que la frecuencia con la que vibra la cuerda de una guitarra al pulsarla esta dada
por F(T)=200JT , en donde F(T) es el nimero de oscilaciones por segundo y la
tensién 7 se mide en libras. Cual es la razén instantanea de cambio de la frecuencia
cuando la tensién de la cuerda es de 4 libras? ;y cuando es de 9 libras?

Discusioén

= Verificar que los estudiantes apliquen las interpretaciones de la derivada
como razon instantanea de cambio y como tangente a una curva.
» En cada problema, dar tiempo suficiente para que ellos lo resuelvan y,

después, discutir los resultados.

* Losresultados son: F(4)=50 'y |:(9)—120
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Ejercicio 3.3.2

Supdn que el beneficio P que se obtiene cada semana al vender x unidades de una
cierta mercancia esta dado por:

P(x) =50/X —0.5x—500,  0<x< 8000

Encuentra la razén instantanea de cambio de P respecto de x cuando x =900

Discusioén

» Revisar el Ejercicio. La razén de cambio es 0.33333 0 1

Ejercicio 3.3.3

a) Encuentra la ecuacion de la recta tangente a y = 3x* -5 en el punto (2, 7).

b) Encuentra la ecuacién de la recta normal a y=3x*> -5 en el punto (2, 7).
(NOTA: La recta que pasa por el punto (xo,yo) y es perpendicular a la recta
tangente a y= f(x) en(xo, yo), se llama recta normal)

Discusioén

» Revisar el Ejercicio. Los resultados son:
« Larecta tangente es y—7=12(x-2)

+ Larectanormal es y—7= —%(x— 2)

» Preguntar si existe la recta tangente en el punto (Ll), punto que no
pertenece a la curva para mostrar que no existe. Esto con el objetivo de que
no asuman que pueden derivar la funcioén y evaluar en cualquier punto.

= El objetivo mas importante es hacer ver que los procesos mecanicos no
tienen sentido sin un analisis del problema.
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Tarea 3.3.1

Resolver los siguientes problemas:

1. Un globo esférico se dilata por el calor del sol. Encuentra la razén instantanea de
cambio del volumen del globo con respecto al radio cuando,
a) el radio mida 10cm.
b) el radio mida 15cm.

2. Si se deja caer un objeto desde un globo a 500m de altura sobre el suelo, entonces
su altura a los t segundos es g(t) = 500-10t°,

a) Encuentralavelocidaden t=1syen t=3s.

b) ¢Con qué velocidad llega el objeto al suelo?

3. Determina si existe la ecuacion de las rectas tangente y normal a y=x®—x* en los
puntos dados. En caso de existir encuentra las rectas.
a) (0,0)
b) (2 4)
c¢) (-2,-10)

4. Encuentra la ecuacién de la recta tangente a y=15x-9 en el punto (L 6)

Nota para el profesor:

= Discutir el ejercicio 3 c) en clase pues el punto(— 2, —10) no pertenece a la

curva. (Ver discusion anterior).
= Discutir el ejercicio 4 pues es una recta.




CAPITULO 4

DERIVADAS DE FUNCIONES
ALGEBRAICAS

Seccion 4.1. Algunas reglas de derivacion y
propiedades de las derivadas.

Seccion 4.2. Regla de la cadena.

Seccion 4.3. Derivacion implicita.

OBJETIVOS:

O Conocery aplicar las reglas y propiedades de derivacion.

d d
O Conocer y aplicar la regla de la cadena para los casos especificos de d_ u"y d—JG .
X X

O Resolver ejercicios de derivacion implicita.
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Seccion 4.1

Algunas reglas de derivacion y propiedades de las
derivadas

Reescribe las siguientes expresiones de manera que no haya raices ni denominadores
(los exponentes si pueden tener denominadores).

1. kX" 2 K

Ejercicio 4.1.1

Encuentra la derivada de:

a) fk)=k > f'(x)=

a) f(x):x > f'(X)=

a) f(x)=x";(ne Q) EE— f'(X):

a) f(x)=+x > f'(x)=

a) f(x)=

X |~

a) f(x)=¥x=x"(neQ) —» f'(x)=

Discusion
= En el capitulo anterior se calcularon derivadas similares. La idea de este
ejercicio es que puedan generalizar que si f(x)=x", entonces f'(x)=nx"".
» Después de revisar el gjercicio, dar la regla anterior.
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Ejercicio 4.1.2

Encuentra la derivada de:

a) f(x)=4%x

Discusién

= Se presentan casos particulares para ejercitar el uso de la regla. No se
pretende que calculen la derivada usando la definicion.

Propiedades de las derivadas

Propiedad 1. Derivada del producto de una constante por una funcion.

(KF(9)" =K *(x)

Escribe |la expresion verbal de la Propiedad 1:

(Lo siguiente no aparece en la version para alumnos.)
La derivada del producto de una constante por una funcion es la constante por |g
derivada de la funcion.
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Ejemplo. (5x)'=5(x?)' = 5(2x) = 10x

Propiedad 2. Derivada de la suma de dos funciones.

La derivada de la suma de dos funciones es la suma de las derivadas.

Escribe la expresiéon matematica de la Propiedad 2:

(Lo siguiente no aparece en la versidon para alumnos.)
(FO+9(0))' = f'(0+g'(x)

Ejomplo. (1 + 3] = )+ (&) =3¢ + .1

Propiedad 3. Derivada del producto de funciones.

(f(a(x)) = f'(x)a(x)+ f(x)g'(x)

Escribe |la expresion verbal de la Propiedad 3:
(Lo siguiente no aparece en la version para alumnos.)
La derivada del producto de dos funciones es igual a la suma de la derivada de |a
primera funcién por la segunda funcion mas la derivada de la segunda funcién por
la primera funcion.

Ejemplo. (x*4x) =(x°) (4x)+(x*)(¢x) = sx'4fx+ ¢ 5 x7

Propiedad 4. Derivada del cociente de dos funciones.

La derivada del cociente de dos funciones f/g es igual al cociente que resulta al dividir

la derivada de la funcion de arriba multiplicada por la de abajo menos la funcién de
arriba por la derivada de la de abajo, entre el cuadrado de la funcion de abajo.

Escribe la expresiéon matematica de la Propiedad 4:
(Lo siguiente no aparece en la version para alumnos.)

_ F'()g(x) = F(X)g'(x)
f =
(1/9(x) =
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Ejemplo. | — |'=
jemp [&

Ejercicio 4.1.3
Encuentra las derivadas de las siguientes funciones:

2
1. f(x)=5x"-3x* +8Jx+ 5 +7
X

1. h(t)=3"+3°

2

y
1. gly)= 3y+2

4. k(n)= ( n’ — 3) ( n3—2n) (no hacer la multiplicacién antes de derivar)

5. k(n)=(n?-3)(n’-2n) (antes de derivar efectda la multiplicacion)

6. Compara los resultados de los puntos 4 y 5.

X%J ) (x%)(&) = (x%)(&) éx_%&— x%;x’y2

102

Discusién

= Son ejercicios donde se mezclan las propiedades con la regla de derivacion.
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Tarea 4.1.1

1. Demuestra las propiedades 1y 2 de las derivadas.

2. Encuentra las derivadas de las siguientes funciones:

a)

b)

c)

d)

f)

¢)]

h)

17 +z
9=
h(y)=y -5y +4y’

f(w)=(sw +1)(W—W7) + 2

w

I(s) = s+257 - 3575 + 875

1wt
(W)="F

I( )= 3% —2x-1
5x* — 7x+11

103
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Seccion 4.2

Regla de la cadena

Hasta el momento hemos usado funciones que obtuvimos al sumar o restar dos
funciones, al multiplicar un escalar por una funcién, y al multiplicar o dividir dos
funciones. A continuacién escribiremos las reglas de correspondencia de estas
funciones a partirde f y g:

Una “nueva” operacion que se puede realizar con dos funciones es la composicion de
funciones. Efectuar esta operacion es analogo al proceso que seguimos al ponernos
calcetines y zapatos, esto es, primero nos ponemos (“aplicamos”) el calcetin y después
nos ponemos (“aplicamos”) el zapato en el pie con calcetin. De igual manera, en la
composicion de funciones, primero “aplicamos” una funcion a una variable y después
“aplicamos” la segunda funcion al resultado de la primera aplicacién.

La composicion de las funciones s y ¢ se denota por (gof)(x). Su regla de

correspondencia es (go f)(x)=g(f(x)), y se lee s compuesta con ¢.
NOTA: La manera de leer esta notacidn no es universal; se pueden encontrar libros en

los que (gof)(x) se lea “g compuesta con s”. Sin embargo, para este curso
utilizaremos (go f)(x) como “ s compuesta con g”.
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Ejercicio 4.2.1

Para las funciones f(x)=x+8 y g(y)=y?, encuentra f compuesta con g:

Queremos encontrar (go f)(x) = g(f(x)). Esto representa el pie con el calcetin y el

zapato, pero, para obtenerlo, tenemos que hacerlo por partes:
Primero, ponerle el calcetin al pie, es decir, aplicar f a x y obtenemos

f(x)=
Después, ponerle el zapato al pie con calcetin, es decir, aplicar g al resultado de la
aplicacion de f a x. Entonces: g(f(x))=g( )

Para poder hacer esto, considera todo lo que esta dentro del paréntesis como la
variable de la funcién g y aplicala para obtener g(f(x)) =

Discusioén
» Para explicar la regla de la cadena hay que comenzar explicando la

composicion de funciones, pues no la conocen.

» De los ejercicios siguientes, en los dos primeros se usan distintas variables en
cada funcion. Esto es con la idea de facilitar la comprension de la “aplicacion”
de una funcién sobre otra. En los ejercicios posteriores se usa la misma variable
para ambas funciones.

» Revisar que lleguen al resultado correcto en cada ejercicio.

Ejercicio 4.2.2

Para las funciones f(x)=+x y g(y)=y*-4, encuentra f compuesta con g.
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Ejercicio 4.2.3

Para las funciones f(x)=x*+2y g(x)zxil, encuentra / compuesta con g.

Ejercicio 4.2.4

Para las funciones f(x)=x*+2y g(x):il, encuentra g compuesta con f .
X_

Discusién

» Discutir que en general fog#go f

Tarea 4.2.1

En cada inciso calcula (go f)(x):

1. f(x):5X3_2 L g(x)=x*+7
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Ejercicio 4.2.5

Para h(x)=(5x*+7x’~6)’ determina quiénes son f y g de tal forma que g(f(x))=h(x).

Ejercicio 4.2.6

Para h(x)=+x?+5x-10 determina quiénes son f y g de tal forma que g(f(x))=h(x).

Discusion
» [aregla de la cadena sdlo se va a aplicar en los casos:

iu“—nu”’l% d T au
dx dx y dx 2Ju dx

» [ o0s dos ejercicios anteriores sirven para motivar la relacion de la regla de la
cadena con la composicion de funciones.

Ejercicio 4.2.7

Completa la siguiente tabla.

f g9 f(9(x))
X2 1-3x
1-3x X2
x-9
(1+x%)’
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Tarea 4.2.2

En cada inciso, determina quiénes son f y g de tal forma que g(/(x))= A (x):

-90

1. h(x)=(7x* - 8x* - 6x-100)

Ejercicio 4.2.7

Deriva la funcion h(x)=(5x* +7x* - 6)9

Discusién

= Por ahora no se pretende que encuentren el resultado. La idea es motivar la
necesidad de la regla de la cadena.




Capitulo 4: Derivadas de funciones algebraicas 109

Teorema de la Regla de la Cadena:
(Lo siguiente va vacio en la version para estudiantes)

Para encontrar la derivada de (g- f)(x) se tiene que (go f)'(x)=g'(f(x))- f'(x)

= Explicar el teorema; esto es:

» Sederivan f y g.
> El resultado se expresa con g' evaluada en f(x).

» En la explicacion, resolver el Ejercicio 4.2.7 usando las siguientes
recomendaciones, pues esto sera la motivacion para desarrollar el concepto de
derivacion implicita en la siguiente seccion.

» Reconocer f y ¢.
» Derivar f.
» Derivar g.
>

Evaluar g' en f(x). Esto es, escribir g'(f(x)).

> Efectuar la multiplicacion correspondiente para obtener (go f)'(x).

Ejercicio 4.2.8

Deriva la funcién h(x)=+7x* +5x° - x

Ejercicio 4.2.9

-3
Deriva la funcién h(x) = (4x7 9 8)

Tarea 4.2.3

Deriva las funciones de la Tarea 4.2.2.
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Seccion 4.3

Derivacion implicita

En esta seccién trabajaremos con algunas relaciones que no son funciones.

Ejercicio 4.3.1

Encuentra la ecuacion de la recta normal a y* +7y =x* en el punto (x,,y,)= (.1).

Discusioén

Discutir la cuestion de que en esta seccion trabajaremos con algunas relaciones
que no son funciones.

Probablemente, los estudiantes, no puedan resolverlo.

El siguiente ejercicio pretende guiar la respuesta de este ejercicio por lo que no es
necesario resolverlo en pizarron.

Explicar qué es una funcion implicita, en contraste con las explicitas.

Hacer ver que no todas las funciones implicitas se pueden reescribir de forma
explicita. Por ejemplo: y* +5y = x° — 3x°.

Poner un ejemplo en el que se pase de una funcion explicita a una implicita. La
idea es hacer énfasis en que tanto al escribir la funcién explicitamente como
implicitamente la variable dependiente sigue siendo funcioén de la independiente.
Ejemplo: f(x)=x>-4

Se puede escribir como: y=x*-4

que a su vez se puede escribir como: x*-y-4=0

Aqui y sigue dependiendo de x ya que se obtuvo la ecuacion implicita a partir de
una explicita.

Hay funciones, como x+Yy =0, en las cuales x se puede ver como funcién de y o
y se puede ver como funcion de X. En casos como estos, si partimos de una
ecuacion implicita y no se especifica la dependencia de una variable respecto a la
otra, podria darse cualquiera de las dos dependencias.

Discutir que expresiones como x°—y—-4=0 o como x’-y*—4=0 pueden
entenderse como una ecuacion o como una relacion que podra ser funcién
respecto a alguna de las variables o no ser funcion respecto a ninguna.
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Ejercicio 4.3.2

Encuentra la ecuacion de la recta normal a la circunferencia con centro en el origen y
radio 4 en el punto (2,412) )

a) Escribe la ecuacion de la circunferencia en cuestion:

b) ¢La ecuacién esta dada en forma implicita o explicita?

c) ¢Qué informacion necesitas para escribir la ecuacion de la recta normal?

d) ¢Qué herramientas puedes utilizar?

e) ¢Qué representa la derivada de y con respecto a x en el punto (Z,JE)?

f) Encuentra la derivada de y respecto a x sin despejar y:

g) Despeja % de la derivada anterior:
X

h) Evalua la derivada anterior en el punto dado: ¢, Qué representa?

Termina el Ejercicio
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Discusioén
= Este es un gjercicio para encontrar la forma de calcular derivadas implicitas.
= En el inciso f) es probable que escriban incorrectamente, a partir de x* +y* =16,

2x+2y=0 como la derivada. Para cuestionar esta manera incorrecta de
dy

dx

= Discutir con el grupo completo los resultados encontrados para la derivada.

» Preguntar sobre si hay o no dependencia de y respecto de X (en una ecuacion
siempre hay dependencia de cualquiera de las variables respecto a cualquier
otra). Preguntar sobre si hay o no dependencia de x respecto de y. Todo esto
con el fin de que vean la importancia de especificar la variable respecto a la cual
se va a derivar y entonces, explicar que se tendria que usar la regla de la

cadena.
» Resolver con el grupo el gjercicio.

= Se sugiere usar la notacion d_y en los primeros ejercicios para resaltar la
X

derivar, en el inciso g) se pide que se despeje y este término no aparece.

dependencia y=y(x).

Resuelve el Ejercicio 4.3.1
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Tarea 4.3.1

Deriva con respecto a x las siguientes ecuaciones:

1. xy=0
2. xy*=0
3. X*+y*=0
4. xX°y+y’=0
2
5. X =0
2
6. =0
X

Ejercicio 4.3.3

Deriva implicitamente la ecuacién 3x’y+y* =5

Discusién

» Observese que no se especifico con respecto a qué variable se quiere
derivar. Discutir esto con los estudiantes y pedir que deriven con respecto a la
otra variable.
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Ejercicio 4.3.4

Para 2x®+ x’y+y® =1, encuentra %
X

Ejercicio 4.3.5
Para x*+y’> =4

a) Encuentra % usando derivacion implicita.
X

b) Expresa % sélo en términos de x.

c) Despeja y de la ecuacion original y deriva.

d) Compara los resultados de b) y c)
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Discusion
= En este ejercicio se pide que encuentren la derivada por dos caminos:

despejando y y derivando y hallando la derivada implicita. La idea es que
encuentren que ambos resultados son iguales.

» Retomar la idea de que algunas funciones implicitas se pueden hacer explicitas
y otras no.

= Discutir como la derivada implicita quedara en términos de X y y; y que, para
poder ver la equivalencia entre ambos métodos, hay que sustituir y(x) cada vez
dy

que aparezca y para que "

quede solo en términos de Xx.
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Tarea 4.3.2

1. Deriva implicitamente las siguientes ecuaciones:

a) §+2_y:X2y3
Yy X

b) v +y+xy=x°

c) @—5y4+§+3y2=x3

2. Encuentra ' para cada una de las siguientes ecuaciones:
a) 6x—y2xy +xy’ =y’
b) L5-1=y"

c) X' +4x’y’-3xy*+2x=0

3. En cada inciso, encuentra la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la
ecuacion en el punto P indicado:

a) 2-xty+y*-1=0 ;P(2,-3)

b) y'-4x*=5 ;P(-13)
) T+321 ,P(2,6)
Xy

4. Para las ecuaciones:
a) xy+l6x =y

b) 4y +2xy =3x

Encuentra % usando los siguientes procedimientos:
X
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i) Despejar y y después derivar.
ii) Derivar implicitamente y después despejar%.

iii) Comprueba que llegas al mismo resultado.

5. Dos aviones salen de un aeropuerto en C a la misma hora. El avion A viaja hacia el
norte con una velocidad de 200km/h, y el avion B viaja hacia el este con una
velocidad de 150km/h. Después de 2 horas de viaje, sus posiciones son las que se
muestran en la figura (NOTA: Este problema se puede resolver con fisica. La idea es
que lo resuelvas usando los conceptos de calculo):

A Donde:
C es el aeropuerto
B y es la distancia del avion A respecto a C (es funcion del
Y tiempo 1)
A x es la distancia del avion B respecto a C (es funcion de ¢)
c—»——p s es ladistancia entre los dos aviones (es funcion de )

X

Calcula la rapidez v, con la que se separan los dos aviones entre si después de 2
horas.

(Recuerda que v, =% v, Y
dt di d



CAPITULOS5

APLICACIONES DE LA DERIVADA

Seccion 5.1. Derivadas sucesivas.

Seccidn 5.2. Funcion creciente y decreciente.
Seccion 5.3. Concavidad.

Seccion 5.4. Maximos y minimos.

Seccion 5.5. Trazo de gréaficas.

Seccion 5.6. Problemas de optimizacion.

OBJETIVOS.
O Poder aplicar derivadas sucesivas.
O Poder graficar unafuncién a partir de los interval os donde es creciente y donde es decreciente, su
concavidad y sus puntos maximos, minimosy de inflexién.
0O Resolver problemas de optimizacion con maximosy minimos.
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Seccién 5.1

Derivadas sucesivas

Ejercicio 5.1.1

Encuentra la derivada de la funcién f(x)=6x" - 8x" + 4x—1.

Encuentra la derivada de la funcion g(x)= 42x° - 32x°+ 4.

¢Hay algunarelacibnentre gy f'? ¢Cual?

Entonces, ¢ cual es la derivada de f'?
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Discusion

= Recordarles que la derivada es una funcién y por lo tanto se puede volver a
derivar.

* La derivada de la funcién derivada se llama segunda derivada de f o derivada
de orden 2 de f .

= Preguntar si este proceso de “derivar la derivada” tiene fin (no olvidar que en
este curso solo se ven funciones que tienen derivadas de todos los érdenes).

= Introducir la notacion de derivadas de orden superior:

f'(x) f'(x) f"(x) ™)

Ejercicio 5.1.2

Encuentra la derivada de orden 5 de f(x)=9x" + 5x° — 4x* — x

Ejercicio 5.1.3

Encuentra la derivada de orden 2 de h(x)=</3x"-7
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Tarea 5.1.1

Para cada una de las siguientes funciones, encuentra la derivada del orden que se
indica.

L f(x)=x, f0(x)=

X |~

2. 9(x)==. g"(x)=

3. h(x)=3x"+5x-6, h"(x)=
4. 1(x)=x/x+1, 1"(x)=

5. j(x)=+Bx-1, j"(x)=

6. k(x)=(x-5)", k"(x)=

7. M(x)=ax* +bx’+cx+d, M™(x)=

Ejercicio 5.1.4
Resuelve el siguiente problema.

La funcibn que describe la distancia con respecto al tiempo de un objeto es
x(t)=1-2t+3t*. Calcula la aceleracion cuando t =1s.
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Ejercicio 5.1.5

f(x)-f a
Usa la definicion f'(xo)z [im (Xx)—xo(XO) para definir la 2 derivada de f en x=Xx,.

X—>Xo
Escribe de nuevo la definicién de la 2" derivada para x(t) en t=t, .

Si x(t,) representa la velocidad de un objeto en t=t,, ¢qué representa X'(t,)?

Discusioén

= El ejercicio 5.1.4 es para llegar a la interpretacion de la 2" derivada. Se pide el
valor de la aceleracion en un tiempo dado. Los alumnos no han resuelto un
problema de este tipo.

» Laidea del problema es que ellos discutan como calcular la aceleracion a partir de
la funcion de la posicion respecto al tiempo x(t).

* No es necesario que se llegue a la solucion. En este punto solo se construira la
interpretacion fisica de la 2" derivada.

» Para facilitar la interpretaciéon de la segunda derivada, se piden la interpretacion de
la primera derivada y los dos casos especiales:
= interpretacion geométrica (pendiente de la recta tangente a un punto dado);
= velocidad instantanea en un punto dado;
» razoén instantdnea de cambio.

» Ademas se pide que usen la definicion de la primera derivada para escribir la
analoga para la 2 derivada, y después se toma el caso particular de la
aceleracion.

En general: f"(x,)=lim

X—>Xg

()= (%)

]

Aceleracion: x"(t,)=lim

t-ty

Xl(t)_ X'(to)
t—t,

o bien: a(t, )= ItLT%
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Resuelve el problema del Ejercicio 5.1.4

Ejercicio 5.1.6

Se arroja un objeto hacia arriba con una velocidad inicial v, =107. Si la ecuacion que

. . . . 1 .,
describe la trayectoria del objeto estd dada por y(t):vot—Egtz, calcula la aceleracion

del objeto en t =2s. (Donde g es la gravedad, la cual podras redondear a 10 %2)

Nota para el profesor:

= Este ejercicio se pone para que los estudiantes reconozcan que en un ejercicio
de caida libre la aceleracion es la gravedad. Este tipo de ejercicios ayuda a
reforzar los conceptos.
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Tarea 5.1.2

. 1 7 ., ., .
1. Si S:Et4_§t3+6t2 es la funcién que da el valor de la posicion de un objeto

respecto al tiempo, calcula el valor de la velocidad cuando la aceleracion es cero.

2. Si s=§t“—5t3+12t2 es la funcion que da el valor de la posicion de un objeto

respecto al tiempo, calcula el valor de la velocidad cuando la aceleracion es cero.

3. Enlos incisos a) y b), un objeto se mueve a lo largo del eje coordenado horizontal de
acuerdo a la formula s= f(t), donde s estd dada en metros y t en segundos.

Contesta a las siguientes preguntas para cada inciso:

i) ¢Cuando es negativa la velocidad?

i) ¢Cuando es positiva la velocidad?

iii) ¢Cuando es negativa la aceleracion?

iv) Haz una gréfica que represente el movimiento del objeto.
a) s=12t—2t°

b) s=t°-09t* + 24t
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Seccidén 5.2

Funcion creciente y decreciente

Ejercicio 5.2.1

Dibuja una funcion creciente y una decreciente. No usar rectas.

A A
> >
Creciente Decreciente
(Gréfical) (Gréfica2)

Dibuja una funcion que en un intervalo sea creciente y en otro sea decreciente.
A

(Gréfica3)
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Si f es creciente en (a,b) y x,x, €(a b) son tales quex, <x,, compara f(x) con
f(x)

Traza 3 tangentes en la Grafica 1 anterior.

¢, Qué relacion tienen las 3 tangentes?

Discusioén

= Es un ejercicio que ayuda a definir cuando una funcién es creciente y cuando es
decreciente.

= La siguiente informacion no se le tiene que decir a los estudiantes, es por si
alguno se da cuenta y pregunta. La propiedad que van a usar para determinar
los intervalos en donde la funcién es creciente y decreciente es usando la
primera derivada por lo tanto se daran las definiciones en intervalos abiertos.

= En la discusion de funcién creciente llegar a:

La funcion f es creciente en (a, b) si para cualesquiera x,,x, €(a, b)
con x, < X,, se tiene que f(x )< f(x,).

La funcion f es creciente en (a,b) si f'(x)>0 Vvxe(a,b).

= Se espera que puedan “decir” ambas cosas de funcién creciente. En la
discusion, escribir la definicion formal de funcidn creciente y la propiedad.

Si f es decreciente en (a,b) y x,x, €(a b) son tales que x, <x,, compara f(x,) con
foo)_
Traza tres tangentes en la Grafica 2.

¢, Qué relacion tienen las 3 tangentes?

Discusion
» Analogo para la funcion decreciente.

= Para las gréaficas que se piden a continuacién, la idea es que puedan mostrar en
cudles intervalos la funcidén es creciente y en cuales, decreciente. La grafica en
si no es tan importante.
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Ejercicio 5.2.2

Encuentra dénde es creciente y donde decreciente la funcion f(x)=x*-x*-8x+1y
graficala.

Tarea5.2.1

Encuentra dénde es creciente y donde es decreciente cada una de las funciones
siguientes y graficalas:

1. f(x)=:—13x3—3x2— 7x+15

2. g(x)=x°
1
3. h(X)Zm

4. 1(x)=5%x-x°
5. k(x)=+x

6. j(x)=2x"-15x"+30x*-6
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Seccidén 5.3

Concavidad

Ejercicio 5.3.1

Dibuja una funcion que sea concava hacia arriba y otra concava hacia abajo.

A A
> >
Coéncavahaciaarriba Concava hacia abajo
(Gréficad) (Gréficab)

Dibuja una funcion que en un intervalo sea concava hacia arriba y en otro sea concava
hacia abajo.

A

(Gréfica6)

Dibuja varias rectas tangentes a lo largo de la Gréfica 4.
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¢ Qué les pasa a las pendientes de las tangentes que graficaste si las tomas de

izquierda a derecha?

Puesto que f'(xo) es la pendiente de la tangente en Xx,, ¢,cOMo es f'(x)?

Discusion
= El ejercicio es para definir intuitivamente la concavidad.

= Buscamos que la respuesta de la pregunta “¢Como esf'?” sea que es
creciente. Detenerse aqui para revisar que hayan contestado correctamente.

= La caracteristica de la que se habla abajo es f"(x)> 0.

= Escribir el criterio de concavidad hacia arriba:

La funcion f es concava hacia arriba en (a,b) si Vx e(a,b) se cumple
que f"(x)> 0.

= Se deja para ellos el desarrollo del criterio de concavidad hacia abajo.

Aplica la definiciébn de creciente o decreciente a f' dependiendo de tu respuesta a la
pregunta anterior.

Escribe el criterio para que f sea céncava hacia abajo.

Discusién

= Dar el criterio de concavidad hacia abajo usando los intervalos donde la primera
derivada es decreciente.
f es concava hacia abajo en el intervalo (a,b) si f' es decreciente en (a,b)

f es concava hacia abajo en el intervalo (a,b) si f"(x)<0paratoda x (a,b)
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Ejercicio 5.3.2

Encuentra donde es concava hacia arriba y donde concava hacia abajo la funcién
f(x)=x>-x>-8x+1.

Evalla la segunda derivada de f en el punto donde la funcion cambia de concavidad.

Si f es continua en ¢ y en el punto (c, f(c)) f cambia de concavidad, entonces el
punto (c, f(c)) se llama punto de inflexion.

Discusién

= Ademas de encontrar la concavidad, se pide que calculen el valor de f" en los
puntos donde cambia la concavidad.

= Se definen después los puntos de inflexion.

= Discutir el hecho de que si x, es un punto de inflexion, entonces f"(xo):o,
pero hay funciones para las cuales f"(xo): 0 y X, no es punto de inflexion. Se
puede discutir el caso de f(x)=x> y g(x)=x"*.

= Hacer notar que para que un punto sea punto de inflexiébn es necesario que sea
parte del dominio. Discutir el caso en el que x=Xx, es asintota vertical y la

funcion cambia de concavidad. Aqui no hay punto de inflexion, pues x, ¢ D, .

Ejercicio 5.3.3

Usa los resultados del Ejercicio 5.2.2 y 5.3.2 para hacer un esbozo de la grafica de la
funcion f(x)=x3-x*-8x+1.
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¢, Qué datos necesitarias para elaborar una grafica mas precisa?

Discusion
» En la discusién, resolver el ejercicio de tal manera que se muestre una
organizacion sistematica de los datos.

= La pregunta sobre la forma de conseguir mayor precision apunta hacia el uso de
los valores maximos y minimos locales. No usar el concepto de derivada adn.

= Sustituir en f los valores donde la funcidbn cambia de creciente a decreciente o
viceversa y discutir su significado (por qué son los maximos y minimos locales).

= Discutir la inconveniencia de tabular para obtener la gréafica de una funcion. En
todo caso, discutir qué puntos son indispensables para graficar una funcién de
manera mas precisa y como encontrarlos.

Tarea 5.3.1

Encuentra dénde es céncava hacia arriba y donde concava hacia abajo cada una de las
funciones de la Tarea 5.2.1, excepto en el ejercicio 6), y graficalas utilizando también
la informacién que obtuviste en la Tarea 5.2.1.
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Seccidn 5.4

Maximos y minimos

Ejercicio 5.4.1

Dibuja una funcion que tenga un maximo y una que tenga un minimo:

A A
> >
Maximo Minimo
(Gréfical) (Gréfica2)

Dibuja una funcion que tenga un maximo y un minimo:

A

(Gréfica3)

Traza las tangentes en los maximos y minimos de las tres gréficas.

¢, Qué tienen en comun todas estas tangentes?

¢, Cuanto vale la pendiente en cada recta tangente?




Capitulo 5: Aplicaciones de laderivada 133

¢ Esto pasard para todas las rectas tangentes en maximos y minimos?

¢Por qué?

Escribe esta caracteristica en términos de la primera derivada:

Discusién

Revisar que la caracteristica esté correcta: f'(xo): Osi en x, hay un punto

MAximo o un punto minimo.

Discutir la diferencia entre punto maximo o minimo con valor maximo o0 minimo.
Punto maximo es el punto del dominio y valor maximo es la ordenada del punto
maximo. (Igual para minimos)

Ejercicio 5.4.2

Da los puntos maximos y minimos de la funcion f(x)= §X4 —2x°-18x* +14:

Discusion

Se espera que lleguen a decir quién es el punto maximo y el punto minimo.
Normalmente esto lo hacen encontrando las raices de la primera derivada,
sustituyéndolas en la funcién y deciden erroneamente que el que tiene mayor
imagen es el maximo.

Para esto se puede mostrar como ejemplo una gréfica del tipo siguiente, en la
cual el valor de la ordenada de algunos de los “puntos minimos” sea mayor que
la de alguna de los “ puntos maximos”.

La idea es que se den cuenta de que las herramientas que tienen hasta ahora
no son suficientes para determinar cual es el maximo y cuél el minimo. Es mas
podria uno de los puntos criticos no ser ni punto maximo ni minimo sino punto
de inflexion.

Discutir sobre la localidad de los puntos maximos y minimos para que vean que
puede haber mas de uno de cualquiera de ellos.
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Criterio de la primera derivada

¢,Como es la pendiente de las rectas tangentes en puntos que estan a la izquierda de
un punto maximo?

¢, Como es la pendiente de las rectas tangentes en puntos que estan a la derecha de un
punto maximo?

¢, Sera éste un comportamiento de las pendientes de las rectas tangentes alrededor de
los puntos maximos de cualquier funcién? ¢ Por qué?

¢, Como es la pendiente de las rectas tangentes en puntos que estan a la izquierda de
un punto minimo?

¢,Como es la pendiente de las rectas tangentes en puntos que estan a la derecha de un
punto minimo?

¢ Sera éste un comportamiento de las pendientes de las rectas tangentes alrededor de
los puntos minimos de cualquier funcion? ¢Por qué?

Escribe el criterio de la primera derivada para puntos maximos:

Escribe el criterio de la primera derivada para puntos minimos:

Discusion
= Revisar los criterios:.

= X, s un punto maximo si f '(x)> 0 para puntos cercanos a la izquierda de x,, y
f'(x)<0 para puntos cercanos a la derecha de X, .

= X, €S un punto minimo si f'(x)< 0 para puntos cercanos a la izquierda de x,, y
f'(x)> 0 para puntos cercanos a la derecha de X, .
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Ejercicio 5.4.3

Da los maximos y minimos de la funcién f(x)=-3x"+5x*. Usa el criterio de la primera
derivada para identificarlos.

Discusion
= Revisar el gjercicio.

= Discutir que no siempre que f'(x): 0 se tiene un punto maximo o un punto
minimo. Discutir el caso de x=0 en el caso anterior.
= Insistir en que los puntos donde se tiene que f'(x)z 0 son los posibles puntos

donde puede haber puntos maximos o minimos.
= Definir punto critico: El punto X, es punto critico de f si f'(x)=0.

Tarea5.4.1

Da los puntos maximos y minimos de las siguientes funciones usando el criterio de la
primera derivada.

1. f(x)=2x*-6x+1

2. g(x)=6x"-2x>-3x?
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Criterio de la sequnda derivada

Ejercicio 5.4.4

Da un intervalo pequefio que contenga a la abscisa de un punto minimo del ejercicio
anterior.

¢, Como es la concavidad en ese intervalo?

¢ Este tipo de concavidad sera una caracteristica de todos los intervalos que contengan
puntos minimos?

Si tomas cualquier punto del intervalo que usaste y evallas la segunda derivada en él,
¢ el resultado es positivo o negativo?

En particular, la segunda derivada evaluada en el punto minimo es

¢, Cambiard el signo de la segunda derivada si se cambia el intervalo usado?

Da un intervalo pequefio que contenga a la abscisa de un punto maximo del ejercicio
anterior.

¢, Como es la concavidad en ese intervalo?

¢ Este tipo de concavidad sera una caracteristica de todos los intervalos que contengan
puntos maximos?

Si tomas cualquier punto del intervalo que usaste y evallas la segunda derivada en él,
¢ el resultado es positivo o negativo?

En particular, la segunda derivada evaluada en el punto maximo es

¢, Cambiard el signo de la segunda derivada si se cambia el intervalo usado?

Escribe el criterio de la segunda derivada para puntos minimos:

Escribe el criterio de la segunda derivada para puntos maximos:
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Discusién

Revisar que expresen correctamente el criterio de la segunda derivada.

X, €S un punto maximo si f" (xo)< 0, siempre y cuando X, sea punto critico de
f.

X, €S un punto minimo si f" (xo)> 0, siempre y cuando X, sea punto critico de
f.

Ejercicio 5.4.5

Encuentra los puntos maximos y minimos de la funcion f (x)=-3x+5x* usando el
criterio de la segunda derivada.

Discusion
= Revisar el gjercicio y discutir lo que pasaen x=0:

= Como f'(0)=0, entonces x=0 es un punto critico.
= Como f"(0)=0, entonces el criterio no permite saber sien x=0 hay un
maximo o un minimo.

Hacer notar que en x=0 hay cambio de concavidad; es decir, es un punto
de inflexion.
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Tarea 5.4.2

Encuentra los puntos maximos y minimos usando el criterio de la segunda derivada
para las funciones:

1. f(x)=x°
2. g(x)=x*
Discusion

= Revisar los dos ejercicios de tarea y hacer notar que si f "(xo): 0, el criterio
de la segunda derivada no sirve para concluir si X, €s maximo, minimo.

Tarea 5.4.3

Encuentra los puntos maximos, puntos minimos y puntos de inflexion de las siguientes
funciones y graficalas:

1. f(x)=3x"+4x 4, 1(x)=5+3-x°
2. g(x)=x>-5x xt 2

3. j(x)=6x-x*
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Ejercicio 5.5.1

cuadro:

Dominio:

, > _20x3
Traza la gréfica de f(x)= 3x” — 20x

Interseccion con el eje X:

Interseccion con el eje Y:

Discontinuidades:

Seccidén 5.5

Trazo de graficas

Asintotas verticales:

Asintotas horizontales:

f'(x)=

Puntos criticos:

fr(x)=

Puntos de inflexion:

Maximos:

Minimos:

. Antes de hacer la grafica completa el siguiente

139
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Intervalos donde f es Concavidad

Intervalo : . : .
Creciente o Decreciente (Arriba/Abajo)

Discusion
= Revisar el gjercicio con ellos.

= Hacer notar que debe existir coherencia entre los datos del cuadro y la gréfica.

Ejercicio 5.5.2

Traza la grafica de g(x)=

sz 1 Elabora un cuadro analogo al del Ejercicio 5.5.1.
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Discusion
= Revisar el gjercicio con ellos.

= Apoyar con el algebra. Sugerir que simplifiquen la primera derivada para que el
calculo de la segunda no sea complicado.

Tarea 5.5.1

Elabora un cuadro analogo al del Ejercicio 5.5.1 como apoyo para trazar la grafica de
las siguientes funciones:

1. f(x)=3x"+4x°
2. g(x)=x>-x

3. j(x):(xi—);)z

4. h(x)=x*-2x?

5. 1(x)=5-7x

x*+3
k =
()=

o
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Seccidén 5.6

Problemas de Optimizacion

Ejercicio 5.6.1

Resuelve el siguiente problema:

Un granjero necesita construir 3 corrales adyacentes, cada uno de 5,400m? como se
muestra en la figura. ¢ Cuanto deben medir x e y para utilizar la menor cantidad de

material? (10 min)
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Discusion
= Revisar lo que hicieron.
» Sinadie uso la derivada, sugerir su uso a través de preguntas.

»= Solucién: x=60m, y=90m

Ejercicio5.6.2

Se desea construir una caja de base cuadrada que tenga 1m* de volumen. Encuentra
las dimensiones que hagan que la cantidad de material para su construccion sea
minima.

Discusion
= El problema est4 pensado de tal manera que la caja tiene tapa.
= Revisar que lo resuelvan correctamente.

= Solucién: cubo de arista 1m.
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Tarea 5.6.1

1.

6.

Se desea construir una ventana con 5m de barras de aluminio, que tenga la forma
de un semicirculo sobrepuesto a un rectangulo. ¢ Cuales deben ser las dimensiones
de la ventana para que tenga area maxima?

Encuentra dos nameros reales cuya diferencia sea 40 y su producto sea minimo.

Se desea construir una caja con base cuadrada, sin tapa, que tenga 4m?® de
volumen. Encuentra las dimensiones que hagan que la cantidad necesaria de
material para su construccion sea minima.

Se desea construir un recipiente cilindrico de metal, sin tapa, que tenga capacidad
de 1m?®. Encontrar las dimensiones que debe tener para que la cantidad de material
necesario sea minimo.

Una péagina debe contener 50cm? de impresion, los margenes superior e inferior
tienen un ancho de 2cm, los margenes laterales tienen 1cm de ancho. Encontrar las
dimensiones de la pagina para que se use la menor cantidad de papel. Usa la
siguiente figura:

Zch Y X PY
®
50cnm’? y
o
[ o ]
1cm

Un cable de 100cm de longitud es cortado en dos piezas. Una se dobla para formar
un cuadrado y la otra para formar un triangulo equilatero. ¢Ddénde debe hacerse el
corte para que la suma de las dos areas sea maxima? ¢Y dénde debe hacerse para
gue la suma de las dos areas sea minima?

Calcula la distancia mas corta desde el punto A(O, 4) a la hipérbola x*-y*=16 y
encuentra las coordenadas del punto en la curva que esté mas cerca de A.



CAPITULO 6

LA ANTIDERIVADA'Y SUS
APLICACIONES

OBJETIVOS:

O Resolver problemas sencillos con ecuaciones diferenciales.
O Encontrar y aplicar la antiderivada de funciones polinomiales.
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En los capitulos anteriores hemos resuelto una variedad de problemas utilizando la
informacién obtenida a partir de una funcién conocida y su derivada. Asi, por medio de
la primera derivada podemos saber si la funcion es creciente o decreciente y, por medio
de la segunda, encontramos la concavidad. ;Se podra partir al revés? Esto es, ¢se
podra conocer la funcion o sus propiedades conociendo unicamente la forma en la que
cambia? Existen situaciones en las que se conoce justamente la rapidez de cambio de
una cantidad en funcién de otra. Algunos ejemplos son:

= Se puede saber la tasa de crecimiento de una poblacién a pesar de que no
conozcamos el numero de habitantes.

= Se puede conocer la razén a la que se debastan los bosques diariamente, sin
conocer la superficie que ocupan los bosques en el planeta.

= Podemos conocer, también, la rapidez de asimilacion o de desecho de un
medicamento en el organismo. Esto es indispensable para calcular las dosis y
el lapso entre una toma y la siguiente.

A las ecuaciones que involucran derivadas se les llama ecuaciones diferenciales.
Como ejemplo, incluimos la ecuacion que permite calcular la poblacion de la primera
situacion:

P'(t) = kP(t)

Donde P(t) representa la poblacion en el tiempo t, P'(t) la razén de cambio de la
poblacién en el tiempo t y k la taza de crecimiento de la poblacion.

Escribe un ejemplo de ecuacion diferencial.

Ejercicio 6.1.1

La cabellera de Sansén mide 20 cm y tiene una rapidez de crecimiento constante de 1.2
cm mensuales. Si L es la longitud del cabello de Sansén, encuentra una ecuacion que
represente la situacion anterior
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Discusion
= Verificar que la ecuacién planteada sea algo del tipo L'(t)=1.2 para poder

continuar con el ejercicio.

= Hacer explicito que la derivada de L es respecto a t (el tiempo).

Encuentra una funcién que al derivarla obtengas como resultado la constante 1.2.

¢ Habra otra? ¢ Cual?

¢, Qué funcion proporciona la longitud del cabello de Sans6n?

¢, Cual es la razon de cambio de esta funcién?

¢, Cuantos meses tiene que esperar Sanson para tener una cabellera de 48 cm?

Verifica, usando la funcion que proporciona la longitud del cabello de Sansén, que el
largo el dia de hoy es de 20 cm.

Si al verificar encontraste alguna incongruencia, ajusta tu funcién para obtener el
resultado correcto.

Si realizaste algun cambio, verifica que la razén de cambio de esta nueva funcién sea la
correcta.



Capitulo 6: La antiderivada y sus aplicaciones 148

Discusion
= Discutir qué significa resolver una ecuacion diferencial.

= Discutir que hay “varias” soluciones de una ecuacion diferencial y que lo que las
distingue es la condicion inicial.

Ejercicio 6.1.2

Encuentra f tal que f'(x)=r.

Encuentra otra funcién que cumpla con f'(x) =7 .

Encuentra una funcién que cumpla con f'(x)=7x enlaque f(2)=7x.

Escribe la forma que debe tener una funcién para que cumpla con f'(x) =7 .

Discusion
= Discutir que la familia de funciones f(x)=kx+c son solucién de f'(x)=k.

= Definir antiderivada: Llamamos antiderivada de f a la funcion F que cumple
que F'(x)=f(x).
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Tarea 6.1.1

Completa la siguiente tabla considerando que las derivadas de £ y f, son iguales a
fr.

f' f, f, Forma general de f
f'(x)=8
f(x)=471x-9
f(x)=17x+1
f(x)=2x+c
f'(x)=0
f'(x)=-6

Ejercicio 6.1.3

Encuentra f tal que f'(x)=2x.

Encuentra la forma general de f tal que f'(x)=2x.

Ejercicio 6.1.4

Encuentra una antiderivada de f(x)=5x.

Encuentra la forma general de la antiderivada de f(x) = 5x.
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Ejercicio 6.1.5

Encuentra la forma general de f tal que f'(x)=kx.

Ejercicio 6.1.6

Encuentra f tal que f'(x)=3x’.

Ejercicio 6.1.7

2

Encuentra la forma general de la antiderivada de f(x)= 7x.

Ejercicio 6.1.8

Encuentra la forma general de f tal que f'(x)= k<.

Ejercicio 6.1.9

Encuentra la forma general de f tal que f'(x)=kx®.

Ejercicio 6.1.10

Encuentra la antiderivada general de f(x)=kx".

150
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Ejercicio 6.1.11

Encuentra una antiderivada de f(x)=7x"—x° +4x+6x>+2.

Ejercicio 6.1.12

Encuentra la forma general de la antiderivada de f(x)=ax® +bx* +ox® +dx* +ex + f .

Ejercicio 6.1.13

Si C y F denotan la temperatura en grados Celsius y Fahrenheit, respectivamente,

. . F
entonces la razon de cambio de F con respecto a C esta dada por S—C = g Sabemos

que F =32 cuando C=0. Usando antiderivadas, encuentra una ecuacioén para F en
términos de C.

Discusion
= Dar un “cierre global” con discusion formal en donde se defina antiderivada y se
explique como encontrar antiderivadas de polinomios.
» Revisar todos los ejercicios que hicieron.
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Tarea 6.1.2

1. Completa la siguiente tabla de manera similar a la de la Tarea 6.1.1

f' f, f, Antiderivada general

f'(x)=6x"-1

f(x)=6x"-9x°+1

5_ 4

f(x)=14x"-9%° +x" +c

2. Encuentra la antiderivada de la funcion indicada que cumpla con la condicion que se
pide.

a) f(x)=4x F(0)=-3

P __ 1
b) g(x)—6x—§ G(1)= 3
c) h(x)=7x"-8x"+1 H(1)=%

3. Supon que la pendiente de la recta tangente a la grafica de una funcidn en el punto
P(x, y) es igual a dos veces el valor de la abscisa de P . Encuentra la funcion de tal

manera que cumpla con f(1)=2.
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4. Cuando una enfermedad contagiosa se propaga, por ejemplo, el virus de la gripe o

. . dXx
influenza, es razonable suponer que la rapidez ’r con la cual la enfermedad se

propaga es proporcional al numero de personas X(t) que han contraido la

enfermedad. Escribe la ecuacién diferencial que describe una propagacion de este
tipo.

5. Plantea la ecuacion diferencial que describe la caida libre de un objeto cercano a la
superficie terrestre (considera que el valor de la atraccion gravitatoria es constante).
Para esto, recuerda que la 2’ ley de Newton es F =ma y que la aceleracion es la
segunda derivada de la posicion con respecto al tiempo.

a) Si la velocidad inicial del objeto en t,=0 es v, =0, calcula la velocidad que
tendra después de t = 3s.

b) Si la posicion inicial del objeto en t,=0 es y,=50m y la velocidad inicial es
Vv, = 10”)/, encuentra la altura a la que se hallara en t = 3s.



CAPITULO 7

LA ANTIDERIVADA COMO AREA
BAJO UNA CURVA

Seccion 7.1. Area bajo curvas.
Seccion 7.2. Tabla de antiderivadas sencillas.
Seccion 7.3. Area entre dos curvas.

OBJETIVOS:

O Elaborar una primera tabla de antiderivadas para aplicarlas al calculo de areas bajo curvas y al célculo de
integrales.

O Calcular area entre una curva y el eje X.

Q Calcular area entre dos curvas
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Seccion 7.1
Area bajo curvas

Ejercicio 7.1.1

Calcula el valor exacto del area bajo la grafica de la parabola f(x) =4x- x> y el eje X,
entre los puntos x=0y x=4.

Discusioén
= [aidea es que se den cuenta que aun no tienen los elementos para responder.

= Tener cuidado de que no se tomen mucho tiempo en este problema.

Ejercicio 7.1.2

a) Calcula el valor exacto del area entre la grafica de g(x)=5 y el eje X, entre los
puntos x =3y x=7. Grafica antes de calcular el area.
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b) Calcula el valor exacto del area entre la gréfica de g(x)=5 vy el eje X, entre los
puntos x=0y x=3.

c) Calcula el valor exacto del area entre la grafica g(x) =5 y el eje X, en el intervalo
[0.7].

d) Calcula el valor exacto del area entre la grafica de g(x) =5 y el eje X, en el intervalo
[O, x] .

e) ¢Qué representa este resultado?

En términos de la funcion A(x) que encontraste en el inciso d), escribe los resultados
de a), b) y ¢).
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Discusioén

= Verificar los resultados:
a) 20
b) 15
c) 35
d) A(X)=5x
e) a AT)-A®B); b) A(3);, ¢ A(7)

= Discutir el significado del menos en la solucién a) del inciso e) usando el

esquema:
AY
5 J AQB)
X ? A(7)-40)
’ ! — 4()

» [lamar a la solucién del inciso d) “funcién area bajo la curva” y discutir que con
ella se obtiene la solucién de cualquier area bajo la grafica de g(x) =5.

Ejercicio 7.1.3

a) Calcula el area entre el eje Xy la grafica de la funcion h(x) =X en el intervalo [O, 9] .

b) Calcula el area entre el eje X y la grafica de la funcién h(x):x en el intervalo
[0,12].
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c) Calcula el area entre el eje X y la grafica de la funcién h(x):x en el intervalo
[9.12].

d) Calcula el area entre el eje X y la grafica de la funcion h(x) = x en el intervalo [0, x| .

e) En términos de la funcion A(x) que encontraste en el inciso d), escribe los
resultados de a), b) y c).

Ejercicio 7.1.4

a) Calcula el area entre el eje X y la gréafica de la funcién k(x)=4x+2 en el intervalo
[0.5].

b) Calcula el area entre el eje X y la grafica de la funcién k(x) =4x+2 en el intervalo
[0, 3].
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c) Calcula el area entre el eje X y la grafica de la funcién k(x)=4x+2 en el intervalo
[3.5].

d) Calcula el area entre el eje X y la grafica de la funcién k(x)=4x+2 en el intervalo
[O, x] .

e) En términos de la funcion A(x) que encontraste en el inciso d), escribe los
resultados de a), b) y c).

Nota para el profesor:
» Revisar los ejercicios anteriores.

Tarea 7.1.1

Calcula el area entre el eje X y la grafica de las funciones indicadas en los intervalos
[0.6], [0,8],[6.8] y [0,x].
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Ejercicio 7.1.5

Completa la siguiente tabla:

Funcién Funcion “area bajo la curva” | Antiderivada

Con base en la tabla anterior, explica cual seria el procedimiento para encontrar el area
bajo una curva.

Resuelve el Ejercicio 7.1.1
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Discusioén

Revisar la tabla con ellos y mencionar que en la columna de antiderivadas se
podian escribir funciones diferentes. Discutir este caso con ellos.

Concluir que el érea bajo la gréfica de f(x) en [a, b] se obtiene al evaluar
F(b)-F(a) en donde F es una antiderivada o primitiva de f .

Comprobar que no importa cual antiderivada usen el resultado del area es el
mismo.

Mencionar que el punto anterior se cumple para cualquier funciéon f a pesar de
que no haya métodos geométricos para calcular el area.

Ejercicio 7.1.6

Calcula el area entre el eje X y la grafica de f(x) =1-7x en el intervalo [2, 6] .

Discusién

Discutir que el area es una cantidad positiva y que si se calcula como se ha
hecho hasta este momento, en ejercicios como el anterior el resultado dara
negativo. Preguntar posibles propuestas para resolver casos como este con la
finalidad de concluir que, si la grafica queda bajo el eje X, es necesario tomar el
valor absoluto del calculo con la antiderivada.

Ejercicio 7.1.7

Calcula el area entre el eje X y la grafica de f(x) =1-x en el intervalo [—L 2] .
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Discusién

= Explicar que se debe partir el intervalo cuando una parte del area que se busca
queda por arriba y otra por debajo del eje X. Como la parte que queda por
debajo del eje X es negativa se toma el valor absoluto y a esta cantidad se le
suma la de la parte que queda por arriba para obtener el area. Se podria
encontrar el area sumando los valores absolutos de las dos partes.

Tarea 7.1.2

Calcula el area entre el eje X y la grafica de:

-_

£6)=1en [1 11]
2. g(x)=x"en [2.3]

3. h(x)=5¢ en [-3-1]

4. 1(x)=-5¢ en [-3-1]

5. j(x)=x"en[-2.4]

6. i(x)=x en [-2,2]

7. p(x)=6x*+2x°+8 en [-12]

8. a(x)=x(x+1) en [0, 3|
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Seccion 7.2

Tabla de antiderivadas sencillas

Ejercicio 7.2.1
Completa la siguiente tabla.

f(x) = 6x"
f(x)=-8Yx

f(x) :gx%—nx4 +%x‘% +2Ux®

f(x)=x"

Discusion
Revisar la tabla con ellos y discutir el caso de f(x)=x"', pues si se aplica la

regla que se ha usado hasta el momento se terminaria dividiendo entre
cero. Concluir que aun no se tienen los elementos para resolver esta

antiderivada.
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Ejercicio 7.2.2

Escribe las reglas generales que usaste para completar las tablas anteriores.

Discusién

Revisar que hayan escrito como reglas:

Regla 1: 7(x)=ax" F(x)= nilxnﬂ Regla 2: n(x)=r(x)+g() HE)=Fk)+G()

Discutir que la Regla 1 engloba todos los casos de exponentes: fraccionarios,
negativos y positivos excepto cuando n=-1

Discutir la Regla 2 y escribirla como aqui se da.

Tarea 7.2.1

Completa la siguiente tabla.

f(x)=gx‘2
4
f(x):sx7
f(x)= 469 _8x - Sy
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Seccion 7.3

Area entre dos curvas

Ejercicio 7.3.1

Calcula el area de la region limitada por las graficas de f(x)=x*y g(x)=5x.
Antes de iniciar los calculos, grafica las dos funciones, determina el area que se te pide
y encuentra los dos puntos de interseccion.

Discusion

* Revisar el Ejercicio con ellos.
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Ejercicio 7.3.2

Calcula el area de la regién limitada por las graficas de f(x)=-x*+8x-12 y
g(x)=2x-7.

Discusién

= Hacer notar y demostrar que, a pesar de que una parte de la region limitada
esta por debajo del eje X, el area queda determinada por la resta del area
limitada por f(x) menos el area limitada por g(x), sin tener que considerar

aparte los signos de las antiderivadas.

Tarea 7.3.1

Calcula el area de la region limitada por las graficas de las funciones indicadas.
1. f(x)=x* y g(x)=x

2. f(x)=x> y  g(x)=3x (Considera solo la region en el tercer cuadrante)
1 3 .
3. f(x):Ex+1 : g(x):—zx+6 y elejeY.

4. f(x)=x"-4x+3 y g(x)=-x*+2x+3
5. f(x)=x"+2 y g(x)=-x enelintervalo [0,2].

6. f(x)=x*-2x+x-1 y g(x)=-x"+3x-1



CAPITULO 8

DERIVADA DE FUNCIONES
EXPONENCIAL Y LOGARITMICA

Seccion 8.1.Repaso de la funcion exponencial.
Seccion 8.2. Repaso de la funcion logaritmica.
Seccion 8.3. Derivada de la funcion exponencial

y de la funcion logaritmica.
Seccion 8.4. Aplicaciones.

OBJETIVOS:

Q
Q

Q

Q

Revisar el comportamiento de las funciones exponenciales y logaritmicas.
Conocer las propiedades graficas y algebraicas de las funciones exponenciales y logaritmicas.

Ubicar que la funciéon y =e* sirve como modelo a distintas situaciones de crecimiento y

decrecimiento.
Conocer y aplicar las derivadas de las funciones exponenciales y logaritmicas.
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Seccion 8.1

Repaso de funciones exponencial

Ejercicio 8.1.1

Traza la grafica de la funcioén f(x) = 2" y responde las siguientes preguntas.

¢ Cual es el dominiode f?

¢Cual es laimagen de f ?

¢ Tiene asintotas la funcion f ? ¢ Cuales?

¢ Cuales son las intersecciones con los ejes de f(x)=2*?

Da los intervalos donde la funcién f(x)=2*es creciente y donde es decreciente:

Da los intervalos donde la funcién f(x)=2* es concava hacia arriba y donde es

concava hacia abajo:
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Si en lugar de tener f(x)=2* usamos g(x)=5", ¢cuéles son su dominio y su imagen?

Da un argumento de por qué pasa esto:

¢ Tendra asintotas la funcién g(x) = 5*? ¢ Cudles?

Da un argumento de por qué pasa esto:

¢ Cuales seran las intersecciones con los ejes de g(x) =57

Da un argumento de por qué pasa esto:

¢ En qué intervalos la funcion g(x) = 5*sera creciente y en cuales sera decreciente?

¢, En qué intervalos la funcion g(x) = 5"sera concava hacia arriba y en cuales sera

céncava hacia abajo?

Escribe las caracteristicas de h(x) =a* con a>1 con base en tus respuestas anteriores.

Discusioén

* Revisar las caracteristicas y los argumentos:
« D,:xeR Im,:yeR".
= Intersecciones: no hay con el eje X; El punto (0,1) con el gje Y.
= Asintotas: no hay verticales; y =0 horizontal.

« Creciente.
= Concava hacia arriba.
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Ejercicio 8.1.2

Traza la gréfica de f(x)=-2" sin tabular. Escribe sus caracteristicas.

Discusion
» Revisar la grafica y sus caracteristicas.

= Mencionar que -2 #(-2)"

¢ Seran iguales las caracteristicas de f(x)=-2"y de g(x)=-5"?

¢ Por qué?




Capitulo 8: Derivada de funciones exponencial y logaritmica 171

Tarea 8.1.1

1. Traza la grafica de f(x)=2" y escribe sus caracteristicas.

2. Traza las graficas de las funciones

a) P(x)=e"

b) o(x)=10"

Discusioén

Revisar la tarea en clase.

Aclarar que (%j = > =27%, y hacer notar entonces que ya se tiene el analisis

deh(x)=a* Vae(0,1)u(L).
Mencionar que la familia de funciones llamada “exponenciales” esta formada
por las funciones h(x)=a* Vae(0,1)u(1).

Dar las caracteristicas de una funcion exponencial (Dominio, imagen, intervalos
donde es creciente y donde es decreciente, intersecciones con los ejes,
asintotas, intervalos donde es concava hacia arriba y hacia abajo).

Hacer notar que las caracteristicas del punto anterior se encontraron a partir de
las gréaficas de este tipo de funciones y sin hacer uso de su derivada.

Hablar de las funciones trascendentes para resaltar que estas funciones no se
pueden obtener operando funciones racionales.

Analizar, en el Ejercicio 2 de la Tarea 8.1.1, cual crece mas rapido.
Mencionar que las bases e y 10 son las mas usadas.

Dar el valor de e=2.71828182846...

TAREA DE INVESTIGACION 8.1.2

Calcula Lim(1+x)""

x—0

Nota para el profesor:

La tarea es opcional.
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Ejercicio 8.1.3

Escribe las propiedades algebraicas de la funcién exponencial y justificalas.

Discusién

= [as propiedades son, para nmeR:

a"-a"=a"", a—m=a“"m, (@)m"=a"",
a
0 NN n an a "
=1, a'b" = (ab)", a._(a
b b

= En particular, las propiedades se cumplen para a=-¢€

» Revisar las justificaciones
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Tarea 8.1.3

Usando las propiedades anteriores, encuentra las equivalencias de:

b®
NGE
a’
3. ;:
4. a%°=
5. a’b’c’ =
e\-2
o ()
alO
(4572)"
7. ==
(2754)
—24
8. 2 -

9. (57892714692)" =

(5x+3)"

10. =
(5x+3)’
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Secciéon 8.2

Repaso de funcion logaritmica

Ejercicio 8.2.1

Traza la grafica de la funcion f(x) =log, x

Anota las caracteristicas de la funcion logaritmica anterior:
=  Dominio:

= Rango:

= Discontinuidades:

= Asintotas:

» |ntersecciones con los ejes:

= |ntervalos donde es creciente y donde es decreciente:

= |Intervalos donde es cdncava hacia arriba y hacia abajo:

= Limlog, x=

X—>o0

= Limlog,x=
x—0 ga
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Discusién

Revisar y discutir las caracteristicas de la funcion logaritmica.
Tener cuidado de que consideren el caso a>1 creciente y 0 <a<1 decreciente.
Dar la relacion de la funcién logaritmo y exponencial

log,x=y&ea’ =x log,x=y & 2" =X log,, X =logx =y < 10" = x
log.x=Inx=y s €& =x

Mencionar que log, x y a* son funciones inversas, se puede hacer referencia a

que x>y Jx, por un lado, y tan y angtan, por otro, son funciones inversas, es
) 2

decir que (&) =x y angtan(tanx)=x y € =a

Discutir que las gréficas de exponenciales y logaritmos son simétricas respecto
alarecta y=x

Tarea 8.2.1

Traza las graficas de:

1. y=Inx

2. y=logx

3. y=log,x
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Ejercicio 8.2.2

Escribe las propiedades algebraicas de la funcién logaritmo.

Discusion
» [as propiedades son:
Si a,keR,y M, N son expresiones algebraicas cualesquiera, entonces, se

cumple que:
log, (MN) =log, M +log, N Ioga(%j:IogaM —log, N
log, M* =klog, M log,1=0 log,a=1

TAREA DE INVESTIGACION 8.2.2

Demuestra las propiedades anteriores.

Nota para el profesor:
» [a tarea de investigacion es optativa.
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Tarea 8.2.3

Usando las propiedades de los logaritmos, encuentra las equivalencias de:

1. log, x* =
2. log,(ABC)=
3. log,1°® =
4. Ine=
27
5. log,| — |=
o]
6 log, 27 _
log, 9
A
7. l0g,| =— |=
ool 2)
8. log,(A+B)=

9. (log,A®)(log,B)=
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Seccion 8.3

Derivada de la funcion exponencial y de la funcion
logaritmica

La derivada de la funcién exponencial y=¢€"* es: y'=e

. ., , 1
La derivada de la funcién logaritmo natural y=Inx es: y'=—
X

TAREA DE INVESTIGACION 8.3.1

Justifica las derivadas de las funciones exponencial y logaritmo.

Nota para el profesor:
» [La tarea de investigacion es optativa.
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Ejercicio 8.3.1

Calcula la derivada de:

1. f(x) = xe"
2. g(x)=xInx
3. h(u)=¢"

8. K(u)=+e'

9. G(n)=+Inn

179
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Tarea 8.3.2

Calcula la derivada de:

1. A(p)=¢e®
2. P(a)=-¢
3. f(x)=¢€lnx

4. g(2)=2z+¢€"

u’-3u+1
5. k(U) = |n(m]

6. h(w)=e"m

7. i(g)=em
8. i(y)=Ine
9. q(x)=e™

180
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Hasta el momento s6lo hemos trabajado con las derivadas de € y Inx; a continuacion
extenderemos este concepto a cualquier funcién exponencial o logaritmica.

Ejercicio 8.3.2

xIna

Justifica que a* =€ y deriva implicitamente la igualdad.

Nota para el profesor:
iaX =a‘lna
dx

Ejercicio 8.3.3

Recuerda que y=log, x siy sélosi x=a".
Deriva implicitamente x =a’ para encontrar y"'.

Nota para el profesor:




Capitulo 8: Derivada de funciones exponencial y logaritmica

Ejercicio 8.3.4

Calcula:
d

1. —log. x=
ix Os

2. o
dx

3. 9=
dx

5 iIog(}xg)—
dx 3
d -1
6. —15 &°
dx
d 1
7. —log,| —
dx g4(x)
8 £8Iog7x_

182
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Tarea 8.3.3

Calcula:

1. ix5-5X:
dx

2. G-
dx

g dx-1_
dx log,, X
d 5— x>

4. —Jo =
dx g5—x3

5. 4o
dx

6. 46 _
dxIn6

7 1103x3+4x—1:
dx

5. g =

dx
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Seccion 8.4

Aplicaciones

Ejercicio 8.4.1.

De acuerdo con una teoria cosmoldgica, hubo igual cantidad de los dos is6topos de
uranio U* y U*® cuando la “gran explosion” creé el universo. En la actualidad, hay
137.7 atomos de U*® por cada uno deU*® . Usando como vida media:

4.51 mil millones de afios para el U*®
0.71 mil millones de afios para el U*®

Calcula la edad del universo.

Discusioén

Resolver en clase para definir varios conceptos asociados con este tipo de
problemas. Los demas problemas dejarlos a los estudiantes.

Definir el concepto de vida media: La vida media © de una muestra es el tiempo
requerido para que decaiga la mitad de la muestra original.

Solucion:

Definir Ng(t) = N(0)e™ representa la cantidad de isétopos de U y
N, (t) = N(0)e™ representa la cantidad de is6topos de U .

Entonces, la condicién para la vida media es N(t)= @. Con esto, calcular las

constantes k y c.
De acuerdo a la teoria cosmolégica Ng(0) = N(0)

Para el U : Ne(0) N, (4.51) = N, (0)e*** =

l — g4k 5 o= gtk
2 2
~  In2=45k =  k=N2
451
Para el U : @ =N,(0.71) =N, (0)e®™ Deaqui c= (I)n721.
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Usando la proporcion entre Ng y N, de la actualidad, tenemos que:

2
13772 No(7) _ N(0)e *=

N;(7) N(0) o0

22
De aqui 137.7=¢°™ *%

In137.7 = n2 ln—zlt
0.71 451
T= ”121% ~5.99 Por lo tanto una estimacion para la edad del

0.71 451
universo es alrededor de 6 mil millones de arios.

El valor mas aceptado para la edad del universo es aproximadamente de 15 mil
millones de afios que al menos es del mismo orden de magnitud.

Ejercicio 8.4.2

El numero de bacterias en cierto cultivo crece de 600 a 1800 en 2 horas, suponiendo
que el crecimiento esta dado por P(t)=P(0)e" (Ley general de crecimiento), encuentra

el numero de bacterias que habra al cabo de 4 horas.

Deriva la funcion P(t) = P(0) €.

Escribe la derivada en términos de P.
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Discusion
» Revisar el Ejercicio.

» Revisar la derivada de P y hacer notar otra vez que P'esta en términos deP .

Ejercicio 8.4.3

El carbono 14 es radioactivo y decae a una razon proporcional a la cantidad actual. Su
vida media es de 5570 afos, es decir, una cantidad dada de carbono 14 tarda 5570
afos en reducirse a la mitad de la cantidad original. Si en una muestra estaban
presentes, al principio, 10 gramos de carbono 14, ;cuanto quedara después de 2000
anos?

Discusion
» Revisar el Ejercicio.

= Hacer notar que k siempre es mayor a cero y que la ecuacion P(t)=P(0)e"
representa crecimiento y P(t) = P(0)e™ representa decaimiento.
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Tarea 8.4.1

Resuelve los siguientes problemas.

1.

Se sabe que cierta poblacién de bacterias se duplica cada 3 horas. Si la poblacién
inicial es de 1000 bacterias, ¢,cuando llegara la poblacién a 10,0007

En muchos casos, la cantidad D(t) de cierta droga en el torrente sanguineo,

medida por el exceso sobre el nivel natural de droga, disminuye a una razén
proporcional a la cantidad excedente.

a) Plantea la ecuacion diferencial que representa la situacién anterior. D(t) esta
dada por D(t)=D(0)e™, en donde a A se le llama constante de eliminacion

deladroga,y T :% se llama tiempo de eliminacion.

b) Resuelve: El tiempo de eliminacion del alcohol varia de una persona a otra. Si el

tiempo que tarda una persona para ponerse sobria es T :%: 2.5h, ¢cuanto

tardara en reducirse del 0.10% al 0.02% el exceso de concentracion del alcohol
en el torrente sanguineo?

El carbono extraido de un craneo antiguo contiene solo 5 del isétopo C* que el

que se extrajo de un hueso de la actualidad. ¢Cual es la edad del craneo?
(Recuerda que la vida media del C*es 5570 afios).

La poblacion mundial en 1984 era de 4.76 mil millones y en 1986 era de 4.92 mil
millones. ¢ Cual fue la poblacion mundial en el afio 20007?

La compaiia Sony suspendié, en 1976, la publicidad de grabadoras. Planed
reanudar la publicidad cuando las ventas hubieran bajado al 75% de su promedio
inicial. Si después de 2 dias sin publicidad las ventas disminuyeron 57.7%, ¢ cuantos
dias debe esperar la compaiiia para reanudar su publicidad?
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6. La ley del enfriamiento de Newton establece que “la razon de cambio de la
diferencia de temperatura con respecto al tiempo, entre un objeto y el medio
ambiente, es directamente proporcional a la diferencia de temperatura”.

a) Escribe la ecuacion diferencial que representa la ley anterior.
b) Suponiendo que en un horno que esta a 350°F, una masa que esta a 70°F

demora exactamente 30 minutos en convertirse en un pastel a 170°F, calcula
cuanto tiempo tarda en hornearse un pastel a temperatura de horno de 250°F.



CAPITULOO9

DERIVADA DE FUNCIONES
CIRCULARESY DE SUSINVERSAS

Seccion 9.1. Derivada de funciones circulares

Seccion 9.2. Derivada de funciones circulares
INVErsas

Seccion 9.3. Problemas de aplicacion

OBJETIVOS:

Profundizar € conocimiento de la derivada.

Conocer laderivada de las funciones circul ares.

Conocer las derivadas de las funciones circulares inversas.
Aplicar las derivadas de las funciones circulares a problemas.

ODo0oOD
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Seccidén 9.1

Derivada de funciones circulares

Ejercicio 9.1.1

a) Escribe las 6 funciones trigopnométricas.

b) Escribe las funciones trigopnométricas en términos de seno y coseno.

Para encontrar la derivada de las funciones seno y coseno son necesarias las
siguientes identidades trigonométricas:

= sen(a+ fB)=senacosfB+ sen fcosa
= cos(a + )= cosacosf-senasenf

Y también son necesarios los limites siguientes:

Lim—Senhzl y Ll'ml_COSh:

h—0 h h—0 h

0

NOTA: La justificacion de las identidades trigopnométricas y de los limites anteriores las
puedes encontrar en cualquier libro de calculo.
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Ejercicio 9.1.2

Calcula la derivada de f(x)=senx usando la definicién de limites.

Discusién

» Revisar la derivada. Hacerla con ellos si no pudieron llegar al resultado.

£1(x) = Lim f(x+h)—f(x) _ Lim sen(X+ h) — senx _ Lim senx cosh+ senh cosx — senx _
h-0 h h—0 h h—0 h
Lim senx(cosh - :]) + senhcosx _ Lim senx[ COSE_ 1} + IﬁirpcosxsenTh = senx(0) + cosx(1) = cosx

Ejercicio 9.1.3

Calcula la derivada de g(x)=cosx usando la definicién de limites.

191
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Discusion

= Revisar que la derivada esté hecha de la misma forma que la del ejercicio
9.1.2.

Tarea 9.1.1

Calcula la derivada de tanx, cotx, secx y cscx usando las propiedades de derivadas y
escribiendo las funciones trigonométricas en términos de senx y COSX.

Ejercicio 9.1.4

Completa la tabla.

fe) | ()

Sen X

COSX

tan x

cot x

SECX

CCX




Capitulo 9: Derivada de funciones circulares y de sus inversas

Ejercicio 9.1.5

Calcula las siguientes derivadas.

1. %szen(x2 + 5x)

2. icos3x
dx

3. isen esx)
dx

4, % In (cos(?x5 ))

5. d 9 senz(lj
dx X

6. %(sen2 X + COS> x)

8. i%cxtanx

dx
9. —csc(Inx)
10. iecotx
dx

Tarea 9.1.2

193
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Calcula lo que se te pide.

d
1. &(cos(x+ 4)+sen(x+4))
2. Doos (3x7 + 4x99)

dx

d
3. —senxcosx
dx

d
4. —senx®cos’ x
dx

d
5. &tan(&)

6. %In(wc2 x)

10.

11

12.

194

d 1
dx tan® x

% cot* (5x2 + x)

iszec(l + 3x— x“)
dx X

&csx:x7 tanﬁ(x—8x2)

d 2 3
. —senx’ csCX

dx

%tan esmx)

13. f(x)=senx y g(x)=cosx, calcula f'(x), f"(x), f"(x), £V (x), g(x),g"(x) ,

g"()y g"(x)

TAREA DE INVESTIGACION 9.1.3 (OBLIGATORIA)
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Busca en libros la derivada de las funciones circulares (o trigonométricas)
inversas.

Discusioén

= Para poder iniciar la siguiente leccion es necesario que los alumnos
tengan las derivadas de las funciones circulares inversas.

. 1 d 1

—sen X = —— —C0S ' X=————

dx 1-x? dx 1-x?
1

9 anix= L 5 9 otix=— .

dx 1+x dx 1+x
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Derivadas de funciones circulares inversas

Ejercicio 9.2.1

Completa la siguiente tabla.

()

()

sentx

cos* X

tan™ x

cottx

sectx

CC " X

Seccién 9.2

196
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Ejercicio 9.2.2

Deriva las siguientes funciones.

1. %sen‘l(xg)
2. —cos (e)

d
3. —csci(l
% (Inx)

d
4., —tan™
vl (senx)

5, —cot 'Vx)
¢ el
7. %cos‘l(x)tan‘l(x)

8. & In(cot *(x))

JLERe)
dx

10. % csct (ex )+ sec™ (ex )
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Tarea 9.2.1

Deriva las siguientes funciones.
d -1 2 7

1. —cos (6x - 8x +1)
dx

i ecot’1 (6 x“)
dx

d

3. dXtan (tanx)

4. iIn(6x+csc’1(3x))
dx

5. iszen’l(log 4x)
dx 6
d __ i/«
d cot’l(XB)

7. —20
dx

8. %Iog6 (cos™(x))
9. %%1(&—8%)

10. d cos™ (\/ 6x° — 8x)

dx
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Seccién 9.3

Problemas de aplicacion

Ejercicio 9.3.1
Resuelve el siguiente problema.

Un avion vuela con una velocidad constante a una altura de 3000m a lo largo de
una trayectoria que lo hard pasar exactamente arriba de un observador que esta
en el suelo. En un instante dado, el observador nota que el &ngulo de elevacion es
de 60° y que este angulo cambia a razén de 1° por segundo. ¢ Cudl es la velocidad
del avidn en ese instante?

3000m

60°



Capitulo 9: Derivada de funciones circularesy de susinversas 200

Discusioén

Revisar la solucién, una forma de resolverlo es: Datos:
do ) . . )
E=—1Z=—1gofa% (el signo negativo aparece debido al sistema de

coordenadas: si el avibn se mueve hacia la derecha, el angulo de
elevacion disminuye).

Planteamiento: cotéd = X = X=3000cot¥
3000

Derivar implicitamente y tener cuidado en que usen correctamente la

regla de la cadena: % =-3000csc? 0% = % =69.37% = 251.3y,

Mencionar que la razén de usar radianes en lugar de grados es que lo
gue se estd buscando es la razon de cambio de una distancia y para
encontrarla se usard la razon de cambio del angulo con respecto al
tiempo. Ademas si no se cambia se multiplicarian dos cantidades con
diferentes unidades.

Ejercicio 9.3.2

Resuelve el siguiente problema.

Dos pasillos con anchura de 3 y 4 metros, respectivamente, forman una esquina
en angulo recto, tal como se muestra en la figura. ¢ Cudl seré la longitud de la
escalera mas larga que puede ser llevada horizontalmente (paralela al suelo) a
través de la esquina?

Vista superior
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Discusioén

= Revisar la solucion: L=L,+L,,donde L, = 4 yL=—-
send cosd

Entonces L(0)= é - er

dL .. dL —4cos® 3send
Calcular — para encontrar el maximo: — = —+
do do sn’9  cos’ o

Lo que queremos es encontrar la escalera de longitud méxima, para
esto encontraremos los puntos criticos:

—-4cosf 3send
>+
en’d  cos’

=0 = -4cos’0+3¢n’9=0 = tan349:g:>6’=47.7°

Sustituyendo en L (), queda L(47.7°)=9.3m
Comprobar que es un maximo.

Tarea 9.3.1
Resuelve los siguientes problemas.

1. Una persona, parada en la cima de un acantilado vertical, esta 200m encima
de un lago mirando un bote que se aleja del pie del acantilado a razon de
257% . ¢Qué tan rapido cambia el angulo de depresion, &, de su linea visual
cuando el bote esta a 150m del pie del acantilado?

200

150
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2. El borde inferior de una pintura mural de 3m de altura esta 1m arriba del nivel
del ojo de un observador. Encuentra la distancia ideal, b, a la que el
observador debe alejarse del muro para ver la pintura; es decir, encuentra la
distancia b que maximice el angulo subtendido por las lineas visuales del
observador.

NOTA: Es necesario usar la identidad trigonométrica para la tangente de la

tana —tan S

resta de dos angulos: tan(a - B)= 1+ tana tan 8
+tana

, puesto que =x-Y.

3. Un edificio de 100m de altura esta equipado con un elevador exterior. El
elevador baja con una razon constante de 57. Si t0 estas parado
contemplando el elevador desde una ventana colocada a 25m sobre el
suelo, en un edificio que estd a 50m del elevador, ¢a qué altura te parecera
gue el elevador se mueve con mayor rapidez?

NOTA: La velocidad aparente es la velocidad angular % Lo que se pide

es maximizar la velocidad angular.

elevador

100m

50m
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Discusion
., L . . T
= Solucion: EI maximo de velocidad angular se alcanza cuando 6= iE'

Asi, la solucion al problema se da en el maximo relativo, que se refiere
al angulo de la parte superior del edificio (No se ha hablado de maximos
relativos anteriormente).

El minimo de velocidad angular se alcanza cuando 6=0.
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PROGRAMA OPERATIVO PARA LA PLANEACION DIDACTICA
(Colegio de Ciencias y Humanidades)

DATOS DE LA ASIGNATURA

| Nombre: || Calculo Diferencial e Integral |

| Clave: || 1501 || Optativa/obligatoria || Obligatoria || Ciclo lectivo: ||

| Horas por semana.: || 4 hrs || Horas tedricas || 4 || Horas practicas || 0
| Plan de estudios: || CCH-96 || Grupo (s): || ||Clases por semana: || 2

PROPOSITOS U OBJETIVOS GENERALES DEL CURSO

* Eldesarrollo de la nocion intuitiva de limite.

» El conocimiento de las interpretaciones de la derivada y la integral, en particular, aquellas asociadas al estudio
de los fendmenos donde existe variacion y cambio.

 La comprensidn de las relaciones entre el comportamiento de una funcién y su derivada y sus aplicaciones, juntc
con la integral, en la solucién de problemas muy diversos.

» La practica frecuente de procedimientos para derivar y, en casos sencillos, integrar funciones algebraicas, er
situaciones que las doten de sentido y permitan avanzar gradualmente hacia su adquisicidn permanente.
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| Unidad/Tema || ¢ QUE ES EL CALCULO DIFERENCIA E INTEGRAL? |l Namero || 1
Propdsito (s) Contenidos teméaticos Actividades de ensefianza- Fechas
- Fechas .
Objetivo (s) aprendizaje reales

Particular:

El conocimiento de
problemas diversos, algunos
resueltos por métodos
numeéricos o utilizando ideas
anteriores a las del célculo,
permitira al alumno
introducirse en la
problematica de esta
materia y darse cuenta del
apoyo que brinda a
diversas disciplinas.
Especifico:

Al finalizar la unidad, el
alumno resolvera algunos
problemas sencillos de
maximos y minimaos,
tangentes a una curva 'y
areas bajo curvas, usando
métodos numericos,
algebraicos y geomeétricos.

Ejemplos para introducir la
problematica del Calculo
Diferencial e Integral: calculo de
velocidades y raz6n de cambio
instantaneo; de tangentes a una
curva; de maximos y minimos; de
areas y volumenes, etc.,
enfatizando las situaciones y
problemas que permitan:

El planteo y estudio del
comportamiento de funciones,
de sucesiones y de series.

La solucién de algunos de los
problemas anteriores por
métodos numéricos, algebraicos
y geométricos.

Es conveniente que el profesor
presente los problemas y los
discuta grupalmente con los
alumnos sin pretender resolverlos
todos ellos.

Escoger cuidadosamente
problemas representativos de la
problematica del céalculo de
modo que los alumnos ubiquen el
objeto de estudio de esta materia
y se sientan fuertemente
motivados hacia ella.

Se proyectara el video “Calculo
Diferencial” con la finalidad de
motivar los conceptos basicos del
calculo diferencial, asi como
mostrar algunas de las posibles
aplicaciones del célculo.

Se hara la lectura de “¢,Qué es
el calculo de variaciones y
cudles son sus aplicaciones? “
con la finalidad de mostrar la
importancia histérica del
calculo.
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Unidad/Tema LIMITE Y CONTINUIDAD || Numero || 2
Propdsito (s) Contenidos tematicos Act|V|d~ades de Fechas
_ Fechas ensefianza-
Objetivo (s) reales

aprendizaje

Particular: El
estudiante
comprendera
intuitivamente los
conceptos
matematicos de
limite y continuidad y
los utilizara en el
estudio de algunas
funciones.

Especifico: Al finalizar
esta unidad, el
alumno

Obtendra una
nocion intuitiva de los
conceptos de limite y
continuidad;
Identificara algunas
propiedades de los
limites;

Conocera formas de
calcular los limites de
algunas funciones
polinomiales y
racionales.
Comprendera el
papel del limite en la
definicion de
continuidad.

Nocién y propiedad de los limites de funciones:

Significado intuitivo del concepto de limite y calculo de limites
de funciones algebraicas mediante el uso de una tabla de
valores alrededor de un punto, para casos donde la funcién
estd definida y su valor coincide con el limite; concepto
intuitivo de limite lateral.

Andlisis de casos especiales que se pueden presentar: funcion
no definida en el punto de estudio; la funcion esta definida
pero no toma el valor del limite; no coincidencia de los limites
laterales.

Propiedades basicas de los limites y su empleo.

Técnicas algebraicas para el calculo de limites; casos
indeterminados.

Nocién y propiedades de la continuidad de funciones

Revision intuitiva de la nocidn de continuidad a través del
analisis de graficas de funciones continuas y discontinuas: trazo
sin despegar el lapiz del papel; agujeros, interrupciones y saltos.
Examen de las condiciones que debe cumplir una funcién
para que sea continua en uno o en todos sus puntos; ejemplos
de casos donde no se cumplen todas o algunas de las
condiciones de continuidad. Funciones polinomiales y
racionales.

Propiedades de las funciones continuas, en particular, valor
intermedio y valores extremos.

Limites y asintotas.

Nociones de limites infinitos y limites en el infinito.

Limites laterales infinitos y asintotas verticales.

Limites en el infinito y asintotas horizontales.

Formas indeterminadas.

Definiciéon formal del limite con €-6 y su interpretacion
geomeétrica.

El concepto de
limite, si bien es
fundamental en la
matemaéatica, su
tratamiento formal y
sistematico debe ser
evitado en este nivel
de estudios; esto
significa que debera
examinarse desde
un punto de vista
intuitivo.

La formalizacion del
concepto de Iimite a
travésde € -6 se
hace con el Unico fin
de que el estudiante
precise las ideas y
obtenga una mejor
comprension.

Es conveniente
ejemplificar algunos
casos de
discontinuidades en
funciones antes de
formalizar el
concepto de
continuidad.
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| Unidad/Tema || LA DERIVADA Y SUS INTERPRETACIONES || Nomero || 3
Propdsito (s) Contenidos tematicos Actividades de ensefianza- Fechas
e Fechas .
Objetivo (s) aprendizaje reales

Particular: En esta
unidad, el alumno
retomara algunos de
los problemas de la
primera unidad y a
través del analisis de
ellos, llegara al
concepto de
derivada.

Especificos: Al finalizar
esta unidad, el alumno
Aplicara la derivada en
problemas sencillos de
rapidez de cambio
extraidos de la fisica, la
economia y otras
disciplinas;

Calculara la derivada
de funciones sencillas, a
manera de ejemplo,
derivadas de
polinomios de segundo
y tercer grado;
Calculara, para casos
sencillos, tangentes y
normales a una curva.

La derivada y sus interpretaciones fisica
y geométrica:

Como rapidez de cambio instantaneo
en una funcién, con ejemplos extraidos
de la fisica, la economia, la biologia y
las diversas disciplinas.

Como pendiente de la recta tangente
a la grafica de la funcién en un punto.
La tangente como la recta que mejor
aproxima a la funcién alrededor de un
punto.

Céalculo de derivadas sencillas; por
ejemplo, de funciones como:

y=x7
y=6x2 +2x—1;
y=x y:\/;...

Aplicaciones elementales de la
derivada: calculo de tangentes y
normales y razones de cambio;
primeros calculos aproximados
utilizando la formula:

@)= f00)+ £ () (x=x,)

Se recomienda retomar
algunos de los problemas
abordados en la primera
unidad para su solucion
empleando los métodos
del Calculo Diferencial.
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| Unidad/Tema || DERIVADAS DE FUNCIONES ALGEBRAICAS. || Nomero || 4
Propogto (s) Contenidos tematicos Fechas Actividades de_en_senanza- Fechas
Obijetivo (s) aprendizaje reales

Particular: En esta
unidad se busca que el
alumno encuentre sus
primeras reglas y
férmulas de derivacion,
gue conozca laregla
dela cadenay la
derivacion implicita en
casos sencillos.

Especifico: Al terminar
esta unidad, el alumno
conoceray aplicara las
férmulas algebraicas de
derivacion; conoceray
aplicara las reglas para
derivar: una suma o resta
de funciones, el producto
y el cociente y una
funcién por una
constante; conoceray
aplicara laregla de la
cadena y resolvera
ejercicios de derivacion
implicita.

Primeras fGrmulas y reglas de
derivacion:
Derivadas de
y=x"

1
y=q y=— y=ﬁ;...
X

y de polinomios.

Derivada de una funcién por una
constante; de la suma, la resta, el
producto y el cociente de dos
funciones.

La regla de la cadenay sus
aplicaciones para derivar funciones
algebraicas, en particular,
aplicaciones de las férmulas:

iu” :nu"’ldl; i\/; = 1 @
dx dx dx 2-u dx

Ejemplos, ejercicios y aplicaciones
de la derivada implicita.

En esta unidad es
importante la ejercitacion
algoritmica por lo que se
recomienda evitar los
tratamientos teodricos.
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| Unidad/Tema || APLICACIONES DE LA DERIVADA || Nomero || 5
PrOPO.S'tO () Contenidos tematicos Fechas AﬁCt'V'dadeS de_ . Fechas
Obijetivo (s) ensefanza-aprendizaje || reales

Particulares: A través de ejemplos
ligados a la interpretaciéon de la
derivada, el alumno se ejercitara en
el manejo de esta util herramienta;
en particular, la usara para conocer
y aplicar el método de Newton al
calculo aproximado de raices de
una ecuacion. Usando derivadas
sucesivas, el alumno analizara el
caracter creciente o decreciente
de una funcién, su concavidad y
utilizara los criterios de la primera y
segunda derivada para el calculo
de maximos y minimos.

Especificos: Al finalizar esta unidad,
el alumno resolvera problemas de
rapidez y razén de cambio
instantaneo y calculara tangentes y
normales a una curva; calculara
diferenciales y valores aproximados
de funciones; conocera el
significado fisico de la segunda
derivada y lo aplicara en problemas
de movimiento uniformemente
acelerado y resolvera problemas de
optimizacion, trazado de graficas y
podra construir la grafica de la
derivada de una funcion dada la
grafica de ésta y viceversa.

Aplicaciones ligadas a las
interpretaciones de la derivada:
Problemas de rapidez y razén de
cambio instantaneo.

Calculo de tangentes y normales.
Calculo de diferenciales y valores
aproximados de funciones.
Conocimiento y aplicacion del
método de Newton al calculo
aproximado de raices.

Derivadas sucesivas. Significado fisico
de la segunda derivada; ecuacion
del movimiento uniformemente
acelerado.

Relaciones del signo de la primera y
la segunda derivadas con el caracter
creciente o decreciente y el sentido
de la concavidad de una funcion; en
particular, criterios de la primera 'y
segunda derivadas para maximos y
minimos.

Aplicaciones a:

La solucién de problemas de
optimizacion.

El tratado de graficas y el estudio de
los puntos criticos de una funcién, en
particular, construccién de la tabla
de variacion de una funcion, trazado
de la grafica de la derivada dada de
la funcién y viceversa.

Graduar los problemas
que se presenten a los
alumnos, no obstante
de lo inmediato del
nivel de aplicacion.

Es importante revisar
con detenimiento el
método de Newton
para asegurar que los
estudiantes
comprendan
cabalmente la base
de su operacion.
Examinar con el grupo
los ejemplos que se
presenten, de modo
gue se posibilite el
analisis de aquellos
aspectos tedricos
importantes que
permiten al alumno
dotar de significado a
los conceptos que
estudia en esta
unidad.
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| Unidad/Tema || LA ANTIDERIVADA Y SUS APLICACIONES || Nomero || 6
Propoglto (s) Contenidos tematicos Fechas Actividades de_en_senanza— Fechas
Objetivo (s) aprendizaje reales

Particular: En esta unidad se
establece un primer
acercamiento al tema de
ecuaciones diferenciales
mediante el planteamiento de
ecuaciones donde aparece la
funcién y su derivada. También
aparece el tema de la
antiderivada como operacion
inversa a la derivacion y se
busca su aplicaciéon a problemas
de la fisica, la economia y otras
disciplinas.

Especifico: Al finalizar la unidad,
el alumno resolvera problemas
sencillos de ecuaciones
diferenciales y encontrara la
soluciéon por métodos numéricos
O cualitativos; encontrara y
aplicara la antiderivada de
funciones polinomiales y aplicara
los conocimientos anteriores del
estudio, en particular, del
movimiento rectilineo.

Ejemplos para introducir las
ecuaciones donde
aparecen la funcién y su(s)
derivada(s), y, en algunos
casos sencillos, estudio de la
solucién por métodos
numéricos o cualitativos.

La antiderivada y la solucién
de ecuaciones como:

Y=o

Aplicaciones extraidas de la
fisica, la economiay las
diversas disciplinas, en
particular, el estudio del
movimiento rectilineo
(movimiento uniforme y
uniformemente acelerado).

y=ax+b;, y=ax";.

Es importante en esta unidad
evitar mencionar
prematuramente el
concepto de integral; si, en
cambio, debe aprovecharse
la ocasiéon para resaltar, a
nivel de comentario
solamente, que obtener la
antiderivada de una funcion
es resolver una ecuacion
diferencial.
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| Unidad/Tema || LA INTEGRAL COMO AREA BAJO UNA CURVA E INTEGRAL DEFINIDA. [l Numero || 7
Propésito (s) Contenidos tematicos Actividades de ensefianza- Fechas
_ Fechas o
Obijetivo (s) aprendizaje reales

Particular: Usando la
funcioén area bajo una
curvay su derivada, el
alumno tendra una
aproximacion intuitiva al
teorema fundamental del
calculo. Retomando
algunos de los ejemplos de
la primera unidad, se busca
que el alumno aplique la
integral a la soluciéon de
problemas sencillos.
Especificos: Al concluir la
unidad, el alumno
elaborara una primera
tabla de integrales y las
aplicara al calculo de
integrales de polinomios y
funciones: asi como al
calculo del &rea bajo la
curva; calculara el area
entre dos curvas;
encontrara el volumen de
un sélido de revolucién y
aplicaréa la integral al
calculo de problemas fisicos
Yy NnumMeéricos.

La funcién area bajo una
curvay su derivada,;
aproximacion intuitiva al
teorema fundamental del
célculo.

Elaboracién de una primera
tabla de integrales; calculo
de integrales de polinomiosy
funciones algebraicas
sencillas. Aplicaciones al
calculo del area bajo una
curva.

Aplicaciones geométricas:
area entre dos curvas;
volumen de un soélido de
revolucion.

Aplicaciones fisicas y
mecanicas, por ejemplo,
calculo de presiones, de
trabajo, de centros de
gravedad, etcétera.

Céalculo de valor promedio
de una funcion.

Es importante en esta unidad
examinar la nocioén de funcién de
area a partir de ejemplos sencillos
gue permitan al estudiante
observar cémo su derivada,
construida paso a paso mediante
incrementos, conduce a la funcién
bajo la cual se encuentra el area.
Esto permitira al estudiante percibir
la relacion entre la antiderivada y
el area calculada,
proporcionandole una primera
aproximacion al teorema
fundamental del céalculo.

Es necesario no perder de vista
que las integrales que calculara el
estudiante seran inmediatas
utilizando férmulas de
antiderivacion.
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CUESTIONARIO DIAGNOSTICO

1. Simplifica al maximo las siguientes expresiones:
a) 6(x+h)—7-(6x-7) d) (x+h?+3-(x*+3)

h? — 2xh a’—x°
h ¢)
a—x
(x+h)?> = 3(x+h)+1—(x* - 3x+1)
h

b)

c)

Efectla la operacion 4(x + h)?
Efectta la operacion (x + h)®

Efectua la operacion (2x—5)(3+ 2x)
Factoriza la expresion 49 — x*
Factoriza la expresion 6x*—x—15
Resuelve la ecuacion 13—-5x=0
Resuelve la ecuacion 9x* +6x+1=0
Si f(x)=x+8 evalua f(5)

© 0o N a bk~ W N

10.Calcula la pendiente de la recta que pasa por los puntos P(2,—4) y Q(-3,—7)

Para la relacion x* +y* = 36, encuentra

11.Dominio.
12.Imagen.
13. Gréfica.
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Nota para el profesor:
El siguiente esquema es para el ejercicio 2 de la tarea 2.1.2. No es la unica forma en la que se puede hacer, algunos
alumnos haran cosas parecidas a esto, otros elaboraran diagramas de flujo, otros lo diran con palabras, etc.

Si f(a)=4#,
entonces —» FIN
Lim f(x)=f(a

Factorizar el
numerador y

. - Sustituir a Regresar
Lim f(x)=7? —» , 0 —» el 9
x> a en f(x) Si f(a):a, denominador — al punto
(1) de f(x) y (1)
simplificar

: _# No sabemos
Si f(a)_o ™ ain lo que

con ##0 pasa.
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Nota para el profesor:
El siguiente esquema es para el ejercicio 1 de la tarea 2.5.1. No es la unica forma en la que se puede hacer, algunos

alumnos haran cosas parecidas a esto, otros elaboraran diagramas de flujo, otros lo diran con palabras, etc.

/
Si f(ay=#  —» Limf(x)=1() —» FIN
Lim 0= 2 Sustituir a Factorizar el
Lim £(x) = ¢ . _ 0 numerador y el Regresar al punto
> en f(x) > SIT@=5 —  gdenominadorde —» (1)
(1) f(x) y simplificar
4 Lim £(x) no Se pueden calcular
Si f(a)=— existe. La recta los limites laterales

—» para saber mas

0 >
X=a e€es una 2
sobre su grafica

con ##0 i .
asintota vertical



Apéndices 216

Nota para el profesor:
El siguiente esquema es para el ejercicio 1 de la tarea 2.5.1 pagina 61. No es la unica forma en la que se puede hacer,
algunos alumnos haran cosas parecidas a esto, otros elaboraran diagramas de flujo, otros lo diran con palabras, etc.

La tendencia del limite es %, Para

determinar el signo es necesario

f(x) operar los signos de los coeficientes

gr(f(x))>gr(g(x)) —» Lim —— % con mayor exponente de [ yg.Si

x> g(Xx) . . . \ .
tienen signos iguales la tendencia sera
+oo . Si tienen signos diferentes sera

—00 |

_a
y=— es una
b

. f(x) B ) ., f(x) _a Endonde ay b son los coeficientes de » asintota
xL_{”ZC 2(x) =¢y? ’ g.(f(x)=g,(g(x)) XL_I)”_}Q % ~»  mayor exponente de F(x)y g(x). horizontal de
h(x)= /)
\ g(x)
y =0 es una asintota horizontal de
g (fN<g gy —» LmIP=g —> s
v g(x) h(x) =

g(x)
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Para el caso Lim fgx)) el esquema es igual excepto el caso g (f(x))>g (g(x)) que analizaremos aqui.
X — —oo g X
De la misma manera que en al caso cuando x — e, Lim %no existe . La tendencia del limite es . Tenemos que
X — — g X

analizar los signos de los coeficientes con mayor exponente y usar el signo que tendra el término con mayor exponente
dependiendo si su exponente es par o impar. +eo. —co.

Signos de coeficientes iguales y un exponente par y otro impar, entonces Lim % = —c0
X — —oo g X
S _

Signos de coeficientes diferentes y un exponente par y otro impar, entonces Lim = +oo

S )

Signos de coeficientes iguales y los dos exponentes pares o impares, entonces Lim f fx;
X — — g X

Signos de coeficientes diferentes y los dos exponentes pares o impares, entonces Lim % = —c0
X — — g X

= 4o
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Experiencias y conclusiones

Este material es producto de varias versiones que fueron modificandose a
través de las experiencias y resultados obtenidos con estudiantes de 5°
semestre de CCH del Colegio Madrid durante siete afios en 25 grupos.
Respecto a las experiencias con el uso del material quiero decir que el
Colegio Madrid elabora estadisticas de rendimiento que apuntan a que los
grupos que usan este material obtienen mejor puntaje que los grupos que no
lo usan. Estas estadisticas son de dos tipos, una es un examen interno para
evaluar conocimientos generales de los estudiantes que estan por graduarse
del Colegio. EI mismo examen se aplica afio con afio para poder comparar el
nivel de aprovechamiento de los conocimientos adquiridos de las diferentes
generaciones. El otro tipo de estadistica se elabora con los resultados del
examen de admision a la UNAM.

Algunas razones por las que considero que los estudiantes que usan este
material aprendan mejor son que no sOlo aprenden a mecanizar los
contenidos del programa de calculo, sino que consolidan el algebra que
conocen, aprenden los conceptos de calculo y son capaces de transmitirlos
verbalmente. Ademas aprenden que no hay un solo camino para resolver un
problema y que a través de la indagacién pueden llegar a construir
matematicas pues no las conciben como una materia acabada.
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