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Resumen

RESUMEN

En el presente trabajo se modela la interaccién que se da entre un medio
elastico y un fluido newtoniano, cuando este ultimo fluye a través de un canal
cilindrico que se encuentra en el medio elastico. Posteriormente el modelo de la
interaccion es utilizado para estudiar propiedades sismicas de conductos
volcanicos.

Haciendo uso de la fisica de medios elasticos y de fluidos newtonianos se
construyeron las ecuaciones que resuelven para todo momento el sistema fisico
compuesto por el fluido y la cavidad que lo contiene. La esencia de la solucion se
encuentra en dos ecuaciones diferenciales acopladas de segundo orden no
lineales. Una de ellas resuelve el valor de la velocidad vertical del fluido mientras
que la otra lo hace con el valor del radio del canal cilindrico.

Para aplicar el modelo a la sismologia volcénica se utilizaron los valores
fisicos de roca y de magma para el medio elastico y el fluido newtoniano
respectivamente. A partir del conocimiento de las variaciones de la geometria de
la cavidad, se calculé el campo de desplazamientos y el campo de velocidades en
el medio elastico (roca). Lo cual en los estudios sismico-volcanicos se les conoce
como sefiales sintéticas o sismos sintéticos.

Las caracteristicas fisicas de las sefiales sintéticas fueron analizadas; en
particular las frecuencias. Encontrandose que los procesos de flujo de magma
por conductos volcanicos es un factible generador de sefiales sismicas atribuidas
a la actividad volcanica.






INTRODUCCION

Los fenomenos naturales de alto riesgo e impacto ambiental son de gran
importancia para la sociedad y en los ultimos tiempos ha cobrado mayor impetu
su estudio y comprension. Sin lugar a dudas uno de los fendGmenos naturales que
puede llegar a tener gran repercusion en el ambiente local y global es el
volcanismo, razon por la cual esta tesis dirige sus estudios a dicho tema
intentando colaborar al mejor entendimiento de este impresionante fenémeno.

El volcanismo esta asociado con una amplia gama de sefiales de actividad,
ejemplos de ello son: deformaciones del terreno, variacion de la temperatura de
los suelos, cambios quimicos en los acuiferos, eyecciones de una gran variedad de
materiales y fendmenos sismicos, por mencionar algunos. En particular la
sismicidad volcanica ha cobrado gran importancia dado que algunas erupciones
volcanicas han sido previstas por medio de ella (McNutt, 2001 [28]) ademas de
poder ser monitoreada en tiempo real.

Existe una gran variedad de sefiales sismico-volcanicas. Estas tienen su
origen principalme nte en procesos de sistemas hidrotermales, flujos de magma
y/0 volatiles y ruptura de materiales rocosos. Por esto, es de vital importancia
investigar los mecanismos que generan dichas sefiales de actividad para conocer
la evolucién temporal de un sistema volcanico y mejorar la capacidad de prevenir
desastres.

Diversos mecanismos se han propuesto para explicar la generacion de las
sefiales sismico-volcanicas. Desde procesos de fractura del material rocoso
(Ferrick et al., 1982; Tuffen et. al., 2003), hasta mecanismos de resonancia de
fluidos en contenedores rocosos. Este ultimo caso ha sido intensamente
estudiado considerando distintas geometrias: cilindros (Chouet, 1985; Nishimura
et al., 2003), esferas (Crosson et al., 1985) y poligonos rectangulares (cracks)
(Spence et al., 1985; Chouet, 1985), por citar algunos ejemplos. Siendo los
resonadores de fluidos, en particular el propuesto por Chouet en 1985, los
modelos mas exitosos. En este tipo de modelo se tiene un medio fluido en una
cavidad rocosa, el cual es excitado. Dicha excitacion da origen a la sefial sismica.

Otra alternativa que se ha considerado para dar origen a las caracteristicas
de cierto tipo de sefiales sismico volcanicas son los procesos no lineales que se
dan en la interaccion de flujos a través de materiales rocosos. Pero tal fenomeno



no esta tan explorado como el caso de los resonadores. Uno de los primeros
trabajos en este sentido fue realizado por Bruce Julian en 1994. El cual proponia
que los procesos no lineales, debidos a la interaccion de un medio fluido y uno
elastico, desencadenaban una sefial sismica que podria llegar a ser cadtica. El
modelo de Julian consiste en una abertura cuya profundidad es constante y su
largo es infinito en un medio deformable. El estudio anterior es bidimensional y
estd determinado por dos ecuaciones diferenciales de segundo orden, acopladas y
no lineales. Tales ecuaciones resolvian la velocidad del fluido y el valor del ancho
de la abertura para todo tiempo. Por medio de la manipulacion de los
parametros, Julian pretendié adjudicar caracteristicas como doblamiento de
periodos y comportamientos cadticos a las variables de su modelo.

El trabajo de Julian da lugar a una serie de objeciones. Puesto que la
construccion fisica de su modelo se podria pensar carente de rigurosidad debido
a una sobre simplificacion del sistema fisico. Y parte de sus resultados estan fuera
de lo que podria ser aceptado de acuerdo con las observaciones, pues obtiene
velocidades de 50m/ equivalente a 180m/, para los flujos de magma cuando se
esperarian velocidades menores a cm/ (Jaupart, 2000). Ademas de que el rango de
valores de los pardmetros que empled en la solucion de sus ecuaciones no son los
comunes. Pero la idea de que los procesos de flujo magmatico a través de un
medio rocoso puedan dar origen a sismos volcanicos es, a todas luces, atrayente.

En un principio el presente trabajo pretendio extender, para el caso de una
geometria cilindrica, los estudios de Julian (1994) para explicar un cierto tipo de
sefiales sismico-volcanicas. Esto se convirtié en una tarea ardua e interesante que
se convirtio, de raiz, en un problema individual con importantes y profundas
discrepancias respecto del elaborado por Julian.

Las diferencias entre el trabajo realizado por Julian y el presentado aqui
son profundas. Por principio, mientras Julian trabaja en una geometria
rectangular, el modelo expuesto en este trabajo posee una geometria cilindrica.
También ocurre que en esta tesis el sistema es finito y tridimensional, lo que hace
al problema mé&s cercano a la realidad fisica; no asi el de Julian, que es
bidimensional para el medio elastico y unidimensional para el fluido. La dinamica
del medio elastico (roca) es trabajada utilizando la necanica de medios elasticos
deformables mientras que Julian supone a la roca como un simple resorte.
Finalmente, para obtener la perturbacion en el medio elastico (sefial sismica) en
este trabajo se encuentra el comportamiento de un medio elastico dada una
perturbacion; mientras que Julian omite esto y supone que la sefial sismica es
equivalente a la deformacion de su cavidad, lo cual podria no ser cierto, pues el



campo de deformaciones (sismo) no necesariamente ha de ser igual a la
deformacion de la fuente.

Este trabajo de tesis inicia exponiendo, en el Capitulo I, las herramientas
de Fisica necesarias, ademas de ser obtenidos dos importantes resultados: El
primero consiste en la relacion de cémo cambia el valor promedio de una
variable cuando su dominio es no constante. La cual tiene originen en una
extrapolacion de ideas propias de la Mecanica Cuéntica. Este resultado da pauta
para construir un método que permite el trabajo de ecuaciones diferenciales
utilizando los valores promedio con una minima péerdida de informacion. Tal
método, por supuesto, sera utilizado para el desarrollo del presente trabajo. La
segunda aportacion del Capitulo I demuestra que la ecuacion diferencial de
continuidad para geometrias finitas que varian en el tiempo no puede ser: “la
diferencia entre la divergencia de la densidad del momentum lineal y la derivada
parcial temporal de la densidad es idénticamente cero”. Ademas de deducirse la
forma adecuada de la ecuacion diferencial de continuidad para el caso particular
de una geometria cilindrica que varie en el tiempo.

En los Capitulos 11 y 111 se construye y analiza el modelo fisico que
describe la interaccion de un fluido newtoniano contenido en un canal cilindrico
localizado en un medio elastico. He de mencionar que para las ecuaciones
dinamicas del fluido no se tuvieron que omitir términos?®, lo cual resulta
importante pues el contenido de informacion fisica es maximo.

Finalmente en el Capitulo 1V, después de haber dotado al lector del
vocabulario béasico de la sismologia volcéanica, se aplica el modelo fisico a
condiciones volcanicas. Para probar que dicho proceso puede originar algunas
sefales sintéticas? similares a las asociadas al volcanismo activo. Y, que ademas,
tales sefiales son generadas por las variaciones de la geometria del recipiente.

En resumen, el presente trabajo ofrece desarrollos puramente tedricos asi
como sus aplicaciones a circunstancias naturales de gran importancia. Espero que
le sea ameno y enriquecedor.

Pedro Corona R.

1 Muchos autores desprecian los términos convectivos ademas de suponer al esfuerzo viscoso proporcional a la
velocidad promedio, que en un caso general no es correcto.
2 En el vocabulario del sismélogo un “sintético” o “sefial sintética” es un sismo generado por medio del cémputo.
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CAPITULO

INTRODUCCION

La mayoria de los objetos que rodean al humano se describen
suficientemente bien por medio de la mecanica de medios deformables, la cual
incluye la Mecénica de Medios Elasticos y Fluidos. Sin embargo la complejidad
matematica propia de estas dos areas hace dificil encontrar resultados validos
para casos generales y al mismo tiempo con aplicacion practica. Ahora, si se
toman en cuenta procesos combinados de estas dos ramas de la Fisica, la
dificultad crece alin mas.

En éste primer capitulo se presentard un caso de este tipo de problemas,
también se expondran las herramientas para su analisis y solucion. Se expondran
las leyes béasicas que gobiernen el comportamiento fisico de un fluido newtoniano
y de un medio elastico. Se continuara construyendo modelos extremadamente
simples a los que se tiene que reducir el sistema en el limite.

Se describird un procedimiento de manejo de variaciones de valores
promedio de variables continuas; el cual esta inspirado en el tratamiento que en la
Mecénica Cuantica se les da a las variaciones del valor esperado en el tiempo de
algin operador. Cabe mencionar que este procedimiento es inédito, cuado
menos, en las referencias citadas y, ademas, matematicamente correcto.



Planteamiento del Problema y Elementos Fisicos y Matematicos [l

.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Muchos procesos naturales y no naturales caen en 7z a-a"

el rubro de interaccion entre medios elasticos y fluidos. =\
Ejemplos de esto son: el fluir de la sangre por las venas
y arterias, el transito del agua por los conductos de
alguna presa, sistemas de bombeo de agua potable o de
drenaje, la extraccion de petroleo del subsuelo o los
procesos volcanicos e hidrotermales.

A i
Por la amplia gama de aparicion en procesos % » ///

natu_rales,y z_artificiales se estudia_ré la interaccion entre Un  Figura 11 Cortes vertical y
medio elastico y un fluido debida a procesos de flujo o0  horizontal del sistema.
de perturbaciones en la presion (Figura1.1).

I.1.i EIl Sistema Fisico

1/ _ _EI sistema que sera analizado consistira en un ca_nal
| +p, cilindrico que se encuentra en un material elastico
homogéneo e isétropo lleno de un fluido newtoniano
incompresible. Las fuentes-sumideros de fluido estaran
J& localizadas en los extremos del canal o cavidad cilindrica.
Estas fuentes-sumideros son ideales en el sentido de que
de ellas sale o entra cualquier cantidad de fluido sin

p, Trestriccion.

NUHLER

El objetivo de todo este trabajo es estudiar la
interaccion que se da entre ambos medios. La Figura 1.2
Figura 1.2. Posible forma muestra una posible forma del sistema a estudiar: el fluido,
del sistema. de densidad r y viscosidad h, inmerso en un canal

cilindrico, de longitud L yradio R, que se encuentra en un medio elastico (con
constantes de Lamé mry | ) cuya densidad es r ;. Sobre el sistema actuara un

campo gravitatorio g constante y homogéneo y los extremos de la cavidad
estaran sometidos a un gradiente de presion conocido P, y P,.

2



1] Planteamiento del Problema

I.1.ii Proceso de Solucion

El procedimiento que se seguira para la solucion del problema es el
siguiente: Primero se expondran las herramientas indispensables de la mecanica
de los medios deformables. Por medio de estas se analizaran casos sencillos a los
que se debe de reducir el problema propuesto cuando las variaciones o
perturbaciones sean despreciables. En particular se resolveran el campo de
velocidad vertical para un flujo viscoso en un canal cilindrico rigido y el esfuerzo
de restitucién de un canal cilindrico en un medio elastico dada una deformacion
radial. Para que a partir de estos desarrollos se construyan posteriormente las
ecuaciones que modelen al sistema fisico planteado.

Por la complejidad de las matematicas relacionadas se trabajara con los
valores promedio de las velocidades. Pero no se perdera informacion fisica pues,
en el Capitulo 11, se construira un método para recobrar la informacion perdida al
colapsar la funcion velocidad a su valor promedio radial. Pero para ello se
necesitaran los desarrollos de este capitulo referentes a la velocidad de un fluido
en un canal cilindrico.

1.2 MEDIOS DEFORMABLES

En esta parte se presentan las leyes basicas de la mecanica de los medios
deformables (solidos elasticos y fluidos newtonianos) bajo la accion de esfuerzos
y fuerzas de cuerpo. El caso particular de solidos elasticos, isdtropos y
homogéneos asi como los fluidos newtonianos incompresibles seran
especialmente estudiados, pues el trabajo posterior se basara en el
comportamiento de estos sistemas fisicos.
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1.2.i Momentum Lineal en un Medio Deformable

La variacion en el tiempo de la densidad de momentum lineal para los
medios deformables (Landau, 1969 Heinbockel) es:

%(rui):thik_i_fi (21)

con u' el desplazamiento, r la densidad del medio, t* el tensor de esfuerzos y
f' las fuerzas de cuerpo por unidad de volumen.

Para d caso de un fluido, la velocidad de la deformacion se reduce a la
velocidad instantanea u' =v' y el operador diferencial de derivacion total

respecto del tiempo es %=%+ v'N, (Landau, 1987; Basar, 2000; Heinbockel)".

Aplicando lo anterior en (2.1) se obtiene la ecuacion para un fluido:
PV +rv +vivr +rviv +rv'G" =t? +GtY + Gt +f (22

Dado que el sistema a estudiar tendra una geometria cilindrica con simetria
radial resulta de central importancia el desarrollo bajo tales caracteristicas
geométricas Se considerara a la densidad constante. Por ello y con base en (A.5),
relacionado con los simbolos Christoffel, se tendra que la ecuacion (2.2) se
reduce a:

Ir

r\'/‘+r(vzv‘,z+vrv‘,r):t”,r+t‘2,Z P (2.3)
r
Pensando que el sistema se encuentra en un estado de equilibrio ®rmico,
el tensor de esfuerzos de un fluido newtoniano (Landau, 1987) se expresa como:
== B+ Zh- O Ot +h(Riv +Riv) (24)
&3 2} o}

donde P es la presion, h la primera viscosidad dindmica y X la segunda
viscosidad.

Para el caso de un medio elastico, homogéneo e isotropo el tensor de
esfuerzos adquiere la siguiente forma (Landau, 1969; Basar, 2000; Heinbockel):

1 Para un fluido, el tensor h (K*v' +R'v*) se le conoce como s *.

4



2] Medios Deformables

t' =1eMg’ +2ne’ (2.5)
siendo | y m las constantes de Lamé y e" el tensor de deformaciones cuya
forma es:

o= (' + ) 26)

I.2.ii Flujo Nlewtoniano a través de un Canal Cilindrico

a)  Esfuerzos en el Fluido

La fuerza de viscosidad se define como (Joos, 1958):

1
F, =hS—v 2.7
vEhsg (27)
Con h el coeficiente de viscosidad, S la superficie de contacto paralela a la

velocidad y x una direccion ortogonal a la superficie S.

Asumiendo un flujo a estudiar es laminar y por medio de la definicion de
fuerza de viscosidad, ecuacion (2.7), se expresan las diferenciales de las fuerzas de
viscosidad interna y externa sobre cada lamina del fluido como:

dF* =-2phD/rv?,,

2.8
dF? =2phDe(r +dr)(vz,r +V dr) &9

Sabiendo que la diferencial de volumen es:
dV =2prDedr (2.9)

r dr
< Y De todo lo anterior se sigue que la diferencial total de la fuerza
% por unidad de volumen total es la suma de las fuerzas interna y
Fej, externa, ecuaciones (2.8), dividida por la diferencial de volumen,
ecuacion (2.9).

- F*
| \T b 1 d v o— 2phD£ (Vz,r+rVZ . Y ,rrdr)dr
Figura 1.3, 2prDe dr 2prDedr
Flujo laminar.

:%((rvz,r) LV dr)
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Dado que ocurre v, dr ® 0, se tendré que la fuerza de viscosidad por unidad de
dr® 0

volumen, equivalente a la derivada respecto de la coordenada radial del tensor de
esfuerzos cortantes, es:

N, t"” :g(rv,r),r (2.10)

b)  Velocidad del Fluido

Al tratarse de un fluido laminar en una geometria cilindrica, existe simetria
radial, por lo cual no hay dependencia de ninguna de las funciones a la variable

angular. Por ser un estado estacionario e incompresible ocurrira que 1, (r v‘) =0.

Como la geometria del sistema es constante y completamente determinada por el
radio R del cilindro se tendra que, necesariamente, la componente radial de la
velocidad sera nula, por esto v' © 0. Finalmente, dado que el sistema no depende
de la altura del cilindro, la velocidad no podrd depender directamente de dicha

variable asi que N,v* =0. Con todo lo anterior y por medio de la ecuacién (2.10)
, Se tiene que:

Nrtzr +thzq :_tzz’z_rgi U (rv,r)’r:_ (Pvz;‘rg)r

Que al integrar dos veces respecto a la variable radial se llega a:

+ "
P19 cin(r)+C (2.12)
4hD¢

Con C y C’ constantes de integracion. Siendo las condiciones a la frontera:
Vi(R)=0 U |v*(0)<¥ (2.12)
Aplicando las condiciones (2.12) a la ecuacion (2.11) se obtiene?:

VZ :w(R2 - r2) (213)
4hDry

z

Z —
VEERVAE

En lo sucesivo se trabajara con los valores promedios de las variables; esto
para disminuir la complejidad de las ecuaciones a resolver. Asi se tendra que el
valor promedio de la velocidad vertical dada por le ecuacion (2.13) es:

2 El campo de velocidades, en un caso estrictamente real, no es de esta forma. Existe una zona en la que se
comporta como la ecuacidon obtenida y otra zona en la que no. Esto dependera de la velocidad del fluido y la
longitud de la trayectoria dentro del canal cilindrico. El lector puede corroborar esto en (FOX, 2002).

6
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<Vz>r _(DP- rng)(Rz ] <r2> )zgg(mél-h;im) R?
\ <v2>r:%v2(o) (2.14)

Por otra parte, se puede realizar lo inverso y conocer por medio del valor
promedio de la velocidad, la velocidad misma. Lo anterior se llevard a cabo por
medio del teorema de Taylor (Spivak, 1999) realizando la serie del mismo
nombre de la ecuacion (2.13) con origenen r=0:

VZ,r =- zwr U Vzirr =- —2<VZ>
4hDy R '

b vi(r)=v?(0)- %3RL<VZ>r +E(r)

con E(r3) el error de orden 3. Como se trata de un polinomio de orden dos, la

serie de Taylor a segundo orden sera exacta. Asi que por medio de la ecuacion
(2.14) se llega finalmente a que:

vz(r):Z;Z(RZ— r2)(v*) (2.15)

También es de interés conocer la relacion que existe entre el valor
promedio del cuadrado de la velocidad respecto del valor esperado de la
velocidad. Lo anterior proviene de la importancia que adquieren los términos
cuadraticos de la velocidad para la energia cinéticaa. Tomando a

(DP- rgDY)

=+—— 7/ yde laecuacion (2.13) se tiene:
2hD¢ y (213)

2

——
<
N
N—

=K*(R*- 1 ) =K’ (R - 2r°R* + 1)
) =K(R-2(r) RP (1) )

p <(VZ)2> =K’ - E+19R4 :EKZR4 8 5é30592
& 3 55 15 588" ;z

iv)
—
S

<N
N—

Py

+

V(v =2 .16)
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1.2.iii Deformacion deuna Cavidad Cilindrica

Se supondra que el medio elastico es homogéneo e isotropo, que las
tensiones principales que acttan sobre la superficie de la cavidad son radiales y
que los desplazamientos angulares, asi como los verticales y los cambios
producidos sobre la densidad del medio son despreciables. Se tendra entonces
que u't 0 y para otro caso u'=0. Por las propiedades del material las

ecuaciones dinamicas estaran dadas por las ecuaciones (2.5) y (2.6):
k

t! =2me’ +1eq’ (2.17)

El sistema (2.17), son seis ecuaciones lineales (puesto que t =t"). Por las

caracteristicas del problema a estudiar, el desarrollo se concentrara en el esfuerzo

radial que, debido a las condiciones mencionadas en el parrafo anterior, adquiere
la siguiente forma:

t" =(2m+1 )e" +1 (eg +e§)grr (2.18)

Si R, es el radio inicial de la cavidad y R es un pequefio desplazamiento
radial, por definicion la deformacion radial es:

«_ DR _R-R,
e =—=
RO RO
y de la ecuacion (2.6) se tiene que:
— KNI — r_ur_rl'ro Z Rl 42 —
eq =Nyu? =u,, +Gyu —T—r—yeZ—NZu =0

0

al evaluar ey en la frontera de la cavidad (r =R), resultan equivalentes e" y eg.
Que al ser sustituidos en la relacion (2.18) se llega a que el esfuerzo de restitucion
de la cavidad tiene la forma:

t"=-2(m+l )?R' ROS (2.19)
e RO 2

Se debe recordar que el esfuerzo total es la suma de los esfuerzos:
to =3t (2.20)
Si la cavidad esta sometida solamente a un esfuerzo radial t", por medio

de las ecuaciones (2.20) y (2.19) el esfuerzo total sobre la cavidad es:
- o . )
t”T:t”-z(m+|)ZER R°+ U tl=0itrtj (2.21)
e Ro (4]
Dado que la densidad del medio es constante, la ecuacion (2.1) se reduce a:
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rou =Nt*+f' (2.22)
que al desarrollarse para la direccion radial asume la siguiente forma:
1
rout==t"+t", (2.23)

r

Los procesos elasticos, por lo general, no son cuasi-estaticos ni
adiabaticos, por ello disiparan energia (Callen, 1985). Bajo esta oOptica, se busca
introducir tal disipacion causada por las deformaciones. En general este
fendmeno suele ser proporcional a la rapidez de la deformacion. Por ello, a la

ecuacion anterior se le afiadira un trmino disipativo de la forma: r JAu'. Con A

constante de disipacion. En la practica el coeficiente A es funcion de la rapidez
del desplazamiento U, pero por simplicidad se tomara constante.

Uno de los objetivos es encontrar el comportamiento de la cavidad. Para
ello, lo importante es conocer la variacion del radio R de la cavidad en el tiempo.
Al evaluar la ecuacion (2.21) en r=R y ser utilizada en la relacion (2.23) se tiene
finalmente:

=t ome )RR Tyr ar (2.24)
roR eroRRy g Ty

I.2.iv Ecuacion Diferencial de Continuidad para una Geometria
Cilindrica que varia en el tiempo.

Muchas ramas de la fisica tienen como herramienta una ecuacion de
continuidad. Dicha ecuacion hace patente la relacién que existe entre los flujos de
momentum lineal o algun otro invariante a través del espacio y del tiempo (Shutz,
1998).

Para fundamentar la necesidad de una extension de la ecuacion diferencial
de continuidad se hard un experimento pensado. Para iniciarlo recuérdese la
ecuacion de continuidad en su forma diferencial es:

No(rv)=-r (2.25)

Ahora supongase un fluido incompresible dentro de un cilindro circular
finito de radio R sin tapas. Dado que el fluido es incompresible, se esperaria que
el flujo fuera nulo (N ov =0), pero si el radio fuese funcién del tiempo, esto no
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seria cierto. Pues al disminuir el radio, esto forzaria al fluido a salir eyectado por
los extremos del cilindro originando un flujo efectivo (Nov * 0).

Se podria pensar que hay alguna trampa en el anterior ejercicio mental,
pues la validez de la ecuacion (225) ha sido sustentada por décadas de uso
experimental y teorico. Pero donde radica el problema es en la deduccion de la
ecuacion de continuidad, pues supone una geometria constante respecto el
tiempo.

La ecuacion (2.25) se deduce del caso particular donde el volumen (forma
y magnitud) del fluido no varia en el tiempo. Si el volumen fuese funcion del
tiempo, la ecuacion de continuidad (2.25) que resulta familiar seria errénea. A
continuacion se probara tal afirmacion y se encontrara la forma adecuada para el
caso de una geometria cilindrica.

La ecuacion de continuidad o de conservacion de masa en su forma
integral (Landau, 1987) es:

:—t@dvz—@‘jwda (2.26)
W w

Con r la densidad, v la velocidad, da el vector diferencial de area, dV la

diferencial de volumen, W el volumen a integrar y YW la frontera (superficie) del
volumen a integrar.

Del lado derecho de la ecuacion (2.26) resulta claro que si W es funcién
del tiempo, el operador de derivada temporal no podra conmutar por el operador
de integral triple lo cual invalida el proceso de obtencidn de la ecuacion habitual
de continuidad. Esto es la base y necesidad para una forma distinta de tal
ecuacion.

La siguiente proposicion mostrara la forma conveniente de la ecuacion
diferencial de continuidad para el caso particular de una geometria cilindrica que
varian en el tiempo.

PROPOSICION 1.1 Ecuacion de Continuidad para una Geometria Cilindrica.
Sea r la densidad, v la velocidad. Si se tiene un volumen cilindrico cuyo

radio es funcion del tiempo y de la posicion vertical R =R(t,z) cuya altura es
L, tal que r,v,RT C'. La ecuacion de continuidad vélida resulta ser:

10
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. (2.27)
Demostracion:

La ecuacion (2.26) por el teorema de la divergencia (Spivak 1987)
transforma en:

d N\ \

—qydv =- @ o(rv)dv (2.28)
dt W

Dado que se trata con una geometria cilindrica la diferencial de volumen
resulta ser:

dV =dz-da =rdqdrdz (2.29)
Siendo los limites de integracion: 0£q<2p, -+£z£L y0Er£ER.

Se supondra una total simetria respecto de la direccién radial, por lo que

v=v(trz), R=R(t,z), r =r(t,z) y, ademés, que la velocidad en la direccién
q es nula, i.e., v ° 0. Asf se tiene que:

$R2p

+R2p
" o(‘)ﬁ rdgdrdz=- OO o (rv)rdgdrdz (2.30)
-%0 0

Sea k1 (0,1], con esto 0<kR £R . Utilizando esto en la ecuacion (2.30)
se obtiene:

$ kR2p + kR2p
di(‘)(‘)(‘j dgdrdz=- C‘)C\)\ o(rv)rdgdrdz (2.31)
-£00 -Lo
Por lo cual, el lado izquierdo de la ecuacion aterior, tomando en cuenta que
k10, resulta:
d ¥ kR2p d T kR d L (kR)Z
— 000 rdgdrdz =2p— ¢y rdrdz =2p— ¢ dz
gt 900 "4 Pat 00 P 9 2
o a TRt g
—po—(r R ) Z
g
d 5 kR2p 3
b+ 000 rdadrdz= p O (KR)’ +2rk*RR) dz (2.32)
500 -5

11
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De igual forma, manipulando el lado derecho de (2.30):

7 kR2p L kR
OOON (rv)rdqdrdz—ZpOON (rv)rdrdz (2.33)
% 00

Por medio de (2.32) y (2.33), la relacion (2.28) asume la forma:
7 7 kR
dr (kR)* +2rk2RR)dz =-20Ne(rv)rdrdz
4 o0

La ecuacion anterior ha de permanecer para cualquier valor de L, por lo cual se
debe de cumplir que:

r (kR)" +2r (kR)(kR) =-2 d\l (rv)rdr
Utilizando el teorema fundamental del Célculo (Splvak, 1999):
kR
Ty (7 (KR)” +2r (KR)(KR)) = 20y O o(r v) rdr
0
b 2k(rR+rR)=2kY,(rR)=-2K (V)] g KR

T.(rR)_
\—tR —-No(rv)(zlkm)

La ecuacién anterior ha de ser valida para todo valor de k. El Gnico valor
que se desconoce es en el origen, i.e. k ® 0. Se desea conocer:
. T (rR) 1. (rR)
limNo(rv =lim =
k® 0 o( )|(Zkavt) keo R R
Dado que las funciones trabajadas son de clase C' el limite existira. Y
dado que el extremo derecho de la ecuacion anterior no es afectado por el limite,
se concluye que la ecuacion (2.34) se ha de mantener para todo valor de la

coordenada radial.

(2.34)

12
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1.2.v . Ondas en un Medio Elastico

En el interior de un medio elastico, homogeéneo e isotropo se pueden dar
dos diferentes tipos de ondas®: longitudinales y transversales’. Esto resulta de
combinar las ecuaciones (2.5), (2.6) y (222) obteniendo:

rou =mN?u' +(m+1 )N'N, u

Con base e el teorema de Helmoholtz (Sommerfeld, 1949) Se propone,

para la ecuacion anterior, una solucion de la forma u* =N + Ky,
3N,y ° 0, que al ser sustituida se sigue que:

ro (N + Ry ) =n? (N +Ry')+(m+1 )N'N

(NG + REy*)
R

rO(N‘j' +N2y‘) mNN?j +mNPRE Yy +(m+]
Asi finalmente se llega a que:

0 .
Mgy 2 2mt 1 gz 0= (2.35)
r @ Mo @

Dénde el campo y' son los desplazamientos transversaes cuya velocidad en el

~ B ~ x.
NiQy . N ==¢l -
e e

medio es /ﬂ y el campo N'j es el campo de desplazamientos longitudinales
r 0

2m+ |
r 0
(Landau, 1969), la velocidad de las ondas longitudinales en un medio eléstico sera
siempre mayor que la de las transversales.

que tendra una velocidad de . Al'ser my | estrictamente positivas

3 Por estar dentro del medio elastico las ondas de superficie (Love y Rayleigh) no se estan tomando en cuanta.
4 En el vocabulario del sismélogo las ondas longitudinales reciben el nombre de ondas “P” mientras que las
transversales son llamadas ondas “S”.
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1.3 TRATAMIENTO MATEMATICO

A continuacion se expondrd el método empleado en este trabajo para
reducir la complejidad matematica del problema disminuyendo lo posible el error
que tal simplificacién genere. La técnica utilizada consiste en una extrapolacion
de ideas empleadas en la Mecanica Cuantica. Especificamente en la forma de la
variacion total respecto al tiempo de un operador>;

LR =) Lea g

dt it h
En esta expresion la variacion total temporal del valor esperado de un operador
no necesariamente es nula a pesar de que el valor esperado de la variacion si lo
sea. En lo anterior resulta fundamental el valor del conmutador entre el
Hamiltoniano del sistema cuantico y el operador de la variable fisica a medir.

Las circunstancias en las que se trabajara, por su complejidad, exigen el uso
de valores promedio. Y al igual que en el caso de la Mecanica Cuantica la
variacion del valor promedio no necesariamente es equivalente al valor promedio
de la variacion. Lo que significa que en el caso general se tiene:

el () %o

erx 'H
La Proposicion 1.2, de esta seccion, demuestra la veracidad y forma de la
afirmacion anterior. Ademas de ser una adaptacion de ideas cuanticas, dicha
ecuacion resulta indispensable para desarrollar una metodologia para resolver
ecuaciones diferenciales utilizando valores promedio. Ademas de que tal relacion
se empleara en el Capitulo 11 para la solucion del problema fisico propuesto con
anterioridad.

El método para el tratamiento de ecuaciones diferenciales se basa en la
regla de conmutacion que se encontrarda por medio de la Proposicion 1.
Recuérdese que una de las herramientas mas utilizadas para la simplificacion de
las ecuaciones fisicas es el trabajar con los valores promedio de las incdgnitas. Lo
cual, en muchos casos, no necesariamente resulta correcto, pues al hacer esto se
puede extinguir informacion fisica de las ecuaciones del sistema alejando todavia
mas al modelo tedrico de la realidad fisica.

5de la PENA, Luis. Introduccion a la mecanica cuantica. Edit. FCE. Segunda edicion, México, 1991. pp. 830.

14
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Para ilustrar lo anterior se tomara la ecuacion dinamica mas sencilla;

F= miv
dt
ahora obténgase el promedio de la ecuacion anterior respecto de alguna variable.
Asi se tendra que:
d
(F)= <m —v>
dt

Supdngase que la masa m es constante y por ello sale del valor promedio, no asi
el operador diferencial del tiempo:

<F>:m<%v>

Debe de resultar claro, recordando la relacién cuantica de la variacion en el
tiempo de un operador, que no necesariamente se cumplira que:

d

<av> :%m 1)

A pesar de esto, la mayoria de los textos y articulos revisados emplean la relacion
como vélida.

La ecuacion (3.1) da origen al desarrollo de esta seccion, iniciando con la
definicion de valor promedio.

Definicion: Sea f :R"™'"[a,b]® R integrable y [a,b]l R. El Valor
Promedio de f respecto de la variable X' en [a,b] es una funcion
(f), . (f)R"' ® R definidacomo:

b
£) =1 & (xt . x" ) (3.2)
i "b-a0

1.3.i Proposiciones Matematicas

PROPOSICION 1.22 Sea f:R"® R y ¢g:R® R diferenciables y
[0,g T R. Setiene que

15
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Demostracion;

Se llamarda x' =y ya x” =x. Por definicion se tiene que:

(f (x+h,y)>y - (f (x,y)>y

S (x)), =lim -

x
Dado que f y g son diferenciables y h es pequefio ocurre que
f(x+h)=f +hf, yg(x+h)=g+hg,. Sustituyendo esto en la definicion:
g*hg,
P (f(x+h, = A (f +hf, )d
(Flcrhy)), =g, 0 (1 #hh)dy
~ grhg, o)
U (f(x+hy f+hf,)dy+ o (f+hf,)dys
(f (erhy), = éd Jay+ O (Fehf,)ays

Dado que D(f ), =(f (x+h,y)) - {f(x)) ,entonces

g g, O 1 g

D f+hf, )dy+ f+hf, )dy: —Qfdy
(=5 g, gd go( ) £ 50
g+hg,, o) g+hg g
P D(f f+hf, )dy+ f+hf, )dys- ——=—Afdy
\,= g+hg éd go( % = g(g+hg,)?
g+hg 0 hg 19
b D(f f, dy+ f +hf, )dy+- X = Ofdy
(), = g+hg §d1 ( ) = (g+hg,) g9
g+hg, o) hg
P D(f) =—————¢cjf ., d A (f +hf, )dy+- *(f
(f), g+hg §d1 y+ o (f+ x)yB g+hgx<>y
Aplicando el teorema del valor medio para la integral (Rudin, 1953):

g+hg,
$y'T[og+hg,]'y. O (f +hf,)dy=hg (1" +ht" ) ¥ =f(xy’). Se
9

16
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debe de observar que lim ™ =lim f (x y ) f (x,y). Al sustituir y dividir entre

h® 0 h® 0
h sellega a
D<f>y 1 & . . 0 g
Y L, dy + fo+hf )= x(f
h g+hgvx 90 e ( )ﬂ g+hg’x< >y

Aplicando el limite:

Df ws
b lim 20 >y:19‘f,xdy+g, 2 By
h®0 h gé&, o y
<f>y_1g\ gx
w g9 g(my'f)

PROPOSICION [.3: Sean f:R"® R y g¢g:R"® R derivables vy
g: [b,a] ® R el dominio para el valor esperado. Se tiene que:

(o)),
(o), =g {fou) (34)

Demostracion;

< >y | cﬂf dy —Hg dg dy__ (g|2|g - <fg,y>y

17



1.3.i1 Método Matematico

La relacion (3.3) da la pauta para resolver ecuaciones diferenciales
utilizando los valores promedio de las incOgnitas. Ademas de ser
matematicamente cierta, la ecuacion citada conserva informacion fisica que de
otra manera se perderia irremediablemente.

Los pasos a seguir para trabajar matematicamente las ecuaciones fisicas
con los valores promedios son:

1. Plantear la ecuacion a trabajar con valores promedio.

2. Aplicar el operador de valor promedio a toda la ecuacion.

3. Utilizar la ecuacion (3.3) para encontrar las relaciones adecuadas entre
los operadores diferenciales y los valores promedios.

Para ejemplificar lo anterior se retomara lo visto en la introduccion de la
seccion. Obtenido el valor promedio respecto de la variable y, en el dominio

Y (t). Se debe de recordar que:

- F= miv
dt

2-  (F), :<m%v>y = m<%v>y

3- (F)y=mf (v), + m¥(<V>y -v(Y))

En el inciso anterior (3) se puede resolver la ecuacion en términos de los
valores promedio de las incognitas siendo matematicamente correcta y sin
“perder tanta” informacion fisica.

18



CariTuLo CONSTRUCCION
1 DEL MODELO

INTRODUCCION

El objetivo de este capitulo es la construccion de un modelo tedrico que
describa el comportamiento en el tiempo de las variables fisicas que caracterizan
el sistema cavidad-fluido descrito en el Capitulo | y que se representa
graficamente en la Figura2.1.

El Modelo
El sistema que se estudiard (Figura 2R P
2.1) se trata de un medio elastico, 1 L
homogéneo, isotropo e infinito. En algin TS
lugar del medio se encuentra una cavidad i " i L
cilindrica circular recta!, de radio R y de , !
altura L, que comunica dos reservorios ! :
sometidos a las presiones P, y P,. A traves m
de la cavidad se desplaza un fluido que
responde al gradiente de presiones existente 51
entre los reservorios. Figura 2.1 Esquema del sistema a estudiar

Dado que el medio es elastico, las deformaciones de la cavidad son
provocadas por las tensiones que se dan en ella; ya sea por el gradiente de presion
existente o por los esfuerzos que genera el fluido. Como respuesta a estos
esfuerzos, el medio perturbara el estado del fluido inmerso en la cavidad,
generandose el proceso que es el objeto de estudio de este capitulo.

1 Quizas el lector pueda pensar que resulta redundante la descripcion de la cavidad, pero es adecuada. Los
cilindros no necesariamente son circulares y mucho menos su direccion de altura es perpendicular a la base
(Preston 1971).
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Caracterizacion del Modelo

Las caracteristicas esenciales del sistema fisico son: las densidades del
+ReRy medio elastico y del fluido, la viscosidad del fluido,
i las constantes de Lamé en el caso del medio elastico,
—-1- la velocidad del fluido, la geometria de la cavidad, la

77777 | B presion dentro de ella y las condiciones en la frontera
R del sistema.

Si se conocen en todo momento y lugar las
. | propiedades fisicas descritas anteriorme nte, el campo
2 —+—=  de esfuerzos, de desplazamientos, los flujos y demas
variables fisicas quedaran determinadas. Lo cual lleva
0 a una caracterizacion fisica completa del sistema.

& En la Figura 2.2 se muestran las caracteristicas

fisicas mencionadas anteriormente. A partir de este
A punto en adelante a la densidad y viscosidad del
fluido se les nombrara r y h respectivamente, la

b densidad del medio sera r,, los indices de Lamé
Figura 2.2 Cortes horizontal y serar.lll y Im, la veIomdgd del flu!c_) se,ra VvV, para .Ia
vertical del sistema presion dentro de la cavidad se utilizara P, el radio
de la cavidad se denotara R vy la longitud L.

“«— S— T
=
=

1
|

Suposiciones

Dado que el interés se centra en conocer el desarrollo del sistema en el
tiempo, se necesita saber qué permanece constante en él. Por ello se supondra
que las densidades, la viscosidad y las propiedades elasticas del medio, i.e. los
indices de Lamé, son constantes al igual que la longitud de la cavidad.

La velocidad del fluido dentro de la cavidad se conformard de tres
componentes: v=v'g +v%_ +v'e, con &, & y &, los vectores ortogonales
que generan a R® en coordenadas cilindricas. Se supondra simetria angular, lo

20
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que significa que nuestras ecuaciones seran independientes de la variable angular:
g. En particular se tendra que la velocidad angular v®° 0,

~ Seasumira que el medio donde se encuentrala  ppyygpr, ,
cavidad es elastico, lo que significa que bajo la V _W(R - r )
influencia de esfuerzos sufre deformaciones que son ceuncion | (.13 Velosidad
linealmente proporcionales a las tensiones ejercidas. Bcuacion | (213). Velocida
En otras palabras, el radio de la cavidad sera funcion
del tiempo pero se supondra que no de la posicion vertical. También se espera
que, cuando las deformaciones radiales se anulen, la ecuacion de la velocidad
vertical se reduzca a la Ecuacion 1(2.13), el caso del flujo estacionario a través de

un cilindro rigido:

El marco referencial sera colocado en el centro de la cavidad, en la Figura
2.1y laFigura 2.2 se ilustra esto. Habra tres variables esenciales e independientes
entre si: r que es la distancia del centro del origen sobre el plano z =cte., z que
es la distancia (altura) respecto del eje vertical y t la variable temporal. Por lo

anterior las funciones buscadas han de depender de (t,r,z).

A lo largo este capitulo se construiran las soluciones de las siguientes
incognitas: v =v"(t,r,z)é +v*(t,r,z)8,, P=P(tr,z) y R=R(t). Para tener
caracterizado al sistema fisico en todo tiempo y todo lugar.

I1. CAMPO DE VELOCIDADESDEL FLUIDO

El campo de velocidades del fluido en la cavidad es una de las incdgnitas
esenciales que se requiere resolver para caracterizar al sistema. Por ello, una de las
primeras tareas que se desarrollan en este capitulo es encontrar las formas para
las velocidades radial y vertical.

El proceso iniciara con la ecuacion de continuidad y de ella se obtendrala
velocidad radial. Conocida la velocidad radial y en conjunto con la ecuacion de
continuidad se construird parcialmente la velocidad vertical, la cual quedard
completamente resuelta en la Seccion 2 de este capitulo.
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La ecuacién de continuidad para una geometria
cilindrica que varia con el tiempo, de acuerdo con la No(rv):
Proposicion 1.1, estd dada por la Ecuacion 1 (2.27).

L
R

Q- O

Ecuacion | (2.27). Ecuacion

. . . . . diferencial de continuidad
Finalmente, al considerar la densidad del medio fluido a3 una geometria cilindrica.

constante, se tiene que la ecuacion de continuidad
adecuada resulta ser:

~

r

VZ,Z +Vr,r+V_:_B (1.1)
r R

.11 Ecuacion de la VVelocidad Radial

Para encontrar la funcién v' (t,r,z), primero se buscaran las condiciones a
la frontera que ha de cumplir. En el centro de la cavidad, puesto que no hay
fuentes ni sumideros, la velocidad radial del flujo sera nula. Por otra parte, en el

limite de la cavidad, si la frontera se mueve con una velocidad R y dado que el
fluido es incompresible, el fluido en contacto con la cavidad poseera la misma
velocidad que la cavidad. Lo anterior fija dos condiciones de frontera que la
velocidad radial del fluido debe de cumplir:

v'(t,0,2)=0 (12
vi(t,R,z)=R (13)

Por tratarse de un medio continuo, el campo de velocidades sera analitico
(Landau, 1987). Por ello, al emplear el teorema de Taylor (Spivak, 1999), se

tendra que la expansion de v sobre r es:
¥ q (n)y,r
v (t,0,z) |
vi(trz)=§ f (| )r
%o n!

(14)

p}

7.y (t,0,2)

n!
debido a la convergencia de la serie (Spivak, 1999). Al enplear la relacion (1.2) en
la ecuacion anterior se tendré:

El téermino es una funcion decreciente respecto de n,
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g 10y (t,0,z
§ 17 (02

v'(t,0,2)=v"(t,0,2) + (0)"=0 P n31

n=1 n!
f 10y (t,0,2
\ Vr(t,r,z):é_ ﬂr (a ) )rn
n=1 n!
al utilizar la condicion de frontera (1.3) en lo anterior se tiene:
¥ q (0)yr
t10) n
v (t,R,2) = éﬂr (| Dro =R
n=1 n.
Sea V, una serie definida como:
(n)y,r
vV (t,z) = oV (t’O’Z)R.
n! R

Que al ser sustituida en la forma de la ecuacion de la velocidad radial se llega a:

¥ ¥
vi(LRZ)=RA V,(t,2)=R 0 3V, =1

n=1 n=1

Dado que el radio de la cavidad no depende de la posicién vertical, la
velocidad radial no variara en toda la longitud del canal. Por ello se tendra que
vi=v'(t,r), lo que se traduce a que \, =V, (t). De lo anterior se sigue que la
forma de la velocidad radial v' resulta ser:

& 0
vi(tr)= RaV()

(15)

&R o
Se justificard, ahora, que V'l r’; pero antes se examinara la forma de la
velocidad vertical. Para ello, se supondra que el téermino mas pequefio de la
expansion (1.5) es m por lo que se escribira, por el momento,

v (t,r) =RV, (t )8_ . Al sustituir esto en la ecuacion de continuidad (1.1), se
tendra:
, R Rarg’ : rm
Vo m v, (1)- Rv, (1)
RErp U Ralg

Al integrar la ecuacion anterior, tomando a w’(t,r) como la constante de

integracion, se tiene que la forma mas general, a primer orden, de la velocidad
vertical es:
Rag §

V. (t)z (16)

Z — z R
Vi=w (t,r)—Ez— (m—l)R%Rﬂ :
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Por medio ¢k las ecuaciones Ecuacion 1 (2.4)y (1.6) se sigue que el tensor
de esfuerzos cortantes para el fluido tiene la forma:

t"” :h(ﬁlrvZ +szr)

P ) , R .m-2 o)
=hgw',, (tr)- (m- 1 20 v ()2
g RZ&R & 2
La divergencia del tensor de esfuerzos cortantes Nt*,i® z, al utilizarse en la
ecuacion anterior, esta dada por:

m- 3

Nrt”:hg W (0)- (m- 1 (m - 2) 2 Vm(t)z§+
D)y RS ()
oo

De la ecuacion anterior aparecen dos términos 8_ . Los esfuerzos

tienen que estar fisicamente bien definidos en todo el dominio del sistema, en
particular en r=0. Por esto se debe de tener, necesariamente, que m3 3 o lo

que es equivalente n<3P V,(t)=0. Por ello s tiene que la ecuacion (1.5) se
reduce a:

e}

vf(t,r):Rév( Jpall

(17)

Se debe de examinar un poco mas la forma de la ecuacion (1.7). Por medio
de la técnica de analisis dimensional (Menzel, 1947) se concluye que el contenido

fisico de la ecuacion esta en el término R, pues los términos restantes son
adimensionales. Esto significa que los términos de la serie son solo factores de
escala. De esto se tienen dos casos, el primero es que el factor V, solo sera una
constante que multiplica a toda la funcion. Esto no puede ser posible pues si
V, (t)=cte? 0 se tendria que:

¥
av()e ¥
n=3

lo que es una contradiccion pues V. convergia.

El segundo caso es que la funcion V, sera una serie finita de ceros y unos
normalizados alternados. Por simplicidad, se realizara una primera aproximacion
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pensando que V, =1y V., =0,m?* 3, pues en general los primeros términos en

una expansion son los mas significativos. Por lo tanto se tendra que la velocidad
radial finalmente asume la siguiente forma:

e O
v'(t,r) _RSEE (18)

11.1.1i Ecuacion de la VVelocidad Vertical

Al sustituir la ecuacion (1.8) en (1.1) e integrando respecto a z se sigue:
e " OF
Vi (t,r,z) =w*(t,r)- 1+42 9 iEz (19)
E 8R 2 gR

con w”(t,r) la constante de integracion.

Si de alguna manera se conoce <wZ (t)>r se podria aproximar el valor de

(1.9); pues cuando la variacion radial se anule, por hipotesis, el sistema ha de
reducirse al ejemplo resuelto en la seccion 1.2.ii. Con base en esto, se propondra

que W (r,t) se debe de reducir a la Ecuacion 1 (2.13) del caso estacionario.
DP+r
V2 = gDe(Rz _ rz)
4hDy
De acuerdo con esto y usando la relacion 1.2.14 se debe de tener que

(w(t.r)). :%wz (t,0) y que w(t,R)° 0. Empleando la ecuacion 1.215, se
puede aproximar w* por medio <WZ>r de la siguiente manera:

W (r,0) =22 (R - 1) (we (1)) (1.10)

Finalmente sustituyendo (1.10) en la ecuacion (1.9) se llega a que:

ve(r,z,t) = 2:2 (R?- r2)<wz (t)>r - g1+ 4%%?;222 (1.12)
z

Las ecuaciones (1.11) y (1.8) definen el campo de velocidades en todo
punto de la cavidad. Quedando sélo como incognitas R y <wz(t)>r; que en
secciones posteriores se encontraran las ecuaciones que las resuelvan.
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1.2 CAMPO DE ESFUERZOSDEL FLUIDO

A continuacion se construira la funcion presion P(t,r,z) del fluido dentro
de la cavidad. Es importante sefialar que en esta seccion también se encontrara la
ecuacion diferencial que ha de resolver la velocidad vertical <wZ (t)>r.

La variacion temporal de la densidad de momentum lineal en un medio
continuo, tomando en cuenta una geometria cilindrica con independencia a la
variable angular, estda dada por la ecuacion 1.2.3, que al serle aplicadas las
condiciones de densidad constante y de estar bajo un campo gravitatorio
constante y homogéneo se llega a que:

r
+trg 1)

. ry,i Zy, 0 _gr iz
r(v +vv,r+vv,z)—t I o S

1.2.1 Ecuacion de Esfuerzos Verticales

Al derivar parcialmente respecto del tiempo la velocidad vertical, ecuacion
(1.9), se obtiene:

m - .2 . O 2 A .o O
Vi=wW+ éélz gﬁg R & 0 EER ° Eiz (2.2)
R 5 QER 5 &Ry R:
Al llevar la ecuacion (2.1) a la direccion z sustituyendo en ella las
ecuaciones (1.8), (1.9)y (22) y después de reordenar los términos se llega a

e o} R aeroR ,0

btzz,—w Re—= W', - —W Wi
N T
L2 A A s 2 2
iroon® 0 4, g 00RO RTemo 9
§§ &R & 8Rra,;,8?g RglgRﬂ %%
_tZr’r_t__ rgZ

Que al integrar respecto de z se obtiene:
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dz - (‘)r—dz- rg’z+P(t,r)

donde P(t,r) es la constante de integracion que es la parte de la presion

independiente de la altura.

La forma del tensor de
esfuerzos para un fluido
newtoniano viene dada por la
Ecuacion | (24). Por lo
anterior y por medio de las

2 ) o
—h- x= N v d" +h(NVv' +N'V!
& 2 h(E V)

th=_%p+

Ecuacion | (2.4). Tensor de esfuerzos de un fluido newtoniano.

ecuaciones (1.1) y (1.9) se llega a que:

=-P- 4hg—+28—; A X—

X aaroR R
R

se despreciara el valor de la segunda viscosidad X pues el fluido incompresible
(Landau, 1987). Con ello el tensor de esfuerzos verticales sera:

X &rooR

=-P- 4hg—+28—

Al sustituir el resultado anterior en la ecuacion (2.3) se obtiene:

P(t,r,z)—-rgw +R§e|;9w R

age

-r égZO

&l 0
8_

; +2+88R5;8E,'Z, ) REASRQ, 1 +T

5
aeroEW_Z+

R gRﬂ g

o0 el & Re&xm ¢ 00z

+ (24)

s & OR

+G7 z+0—dz+rg Z- 4hg+28—+——+P(t .T)
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11.2.1i Ecuacién de Esfuerzos Radiales

Al derivar la velocidad radial, ecuacion (1.8), respecto del tiempo se
obtiene:

_R 2R & Or &
(t r —- BgRgﬂgRg (25)

Como ocurrié anteriormente, el tensor de esfuerzos cortantes para un
fluido newtoniano esta dado por la Ecuacion | (2.4) y de ella se sigue que:
~ OR Rr
=h ' g1+4§i9 £z =8Nz
Al ser llevada la ecuacion (2.1) a la direccion radial y sustituir en ellala
ecuacion anterior y las ecuaciones (1 8)y (25) se obtiene:

4
trr’r_rg'gR 3§0 r2_8h R3 2 3R2§r0
R RgR r R Roj
Al integrar respecto a r la expresion anterior y reordenar términos resulta:
&®.5 3 . .2 4 . O
r R - 3a§9r_2_ﬁ332+3 zaero (2.6)
SR 5R? 3r R &RD

trr

t"=r

De nuevo, con base en la Ecuacion | (24), el tensor de esfuerzos en la
direccion radial, al despreciar la segunda viscosidad, es:

"= p+NFgE O HOR 27)
3§ €Ro R
Por medio de las ecuaciones (26) y (2.7) se llega a que:
) aE26hR 2 g R R 3R’ hRO

P(t — — e — 1t - +2— 2.8
(tr T 5R*  BR*  7R° 3r R 29

1.2.111 Ecuacion Diferencial de la VVelocidad Vertical

Al sumar las ecuaciones (2.4) y (2.8) y reagrupando términos se obtiene:
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e . .3 2 O
P(t,r,z)=-rgw’ +R§L2 W, - R - 4?2 R =7+
Ro R RogR
e .2 A A A » .2 2
- SZOE%Q +2+8§%2 %9 - %gg%g +1i%+
? i ° (29)

+c‘j”,rdz+(‘)tr—dz+rgzz+P(t)

Al obtener el valor promedio respecto de r de (2.9) se sigue:

(P(t.z)) =-r azw +Ri<r W2 > - %<W2>r - 4%<r2wz>rgz+

a%e?0<z> 124 8<4> GeR 6 Rae4<z> N 6072

M KRy R&RIVTEDT
o . )
) &i%%o‘z%- 5RR4<4>r+5§3 <r4>r§+ (210)

a8 R’ & 28 & ,\ OhRO
T oo (1), - o5+ ey o 2>rgr—§;+

+<6Zr dz> <O—dz> +rg’z+P(t)

El cambio del valor promedio respecto de alguna variable esta descrito por
la Proposicion 1.2 por medio de la Ecuacién | (3.3), que para este caso seria:

W:m(t,r,z»r : %« f(tr2), - f(tR2))

Ecuacion | (3.3). Variacion del valor promedio respecto de un pardmetro
independiente(t).

Al aplicar lo anterior a w”(t,r) y a la variable temporal, teniendo en
cuenta que w’(R,t) =0, se concluye que:
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(wh) =1 (w*) +—(w?) (2.11)

Sera utilizada la Ecuacion 1 (3.4) para tratar los

términos de la forma <r”wz>r. Que al ser aplicada al <gf,y> = (g|f|)|9 _ <f ,y>
y g y

Ecuacion | (3.4).

caso especifico de r" adquiere la siguiente forma:

(), = S (e ) - ), =)

que para r® es:

<r3wz,r>r :-3<rzwz>r (2.12)

Por medio de la ecuacion (1.10), se tendera que:

() =SSR (), - (), (o (), = 2 S0,

RZ
P (r’w*) =—(w*(t 2.13
<r w >r 5 <W ( )>r ( )
que al ser sustituido en la ecuacion (2.12) se obtiene que:
3\as2 3 2 z
, ) =-=R t 2.14

Para conocer el valor de <r”>r s6lo es necesario escribir la definicion de
valor promedio:

R
1R rntt RN R"
"N = ~"dr = U =
(), =g g (W+1)R (n+1)R (n+1)
S
\<r>r—(n+1) (2.15)

Para tener en téerminos conocidos la ecuacion de la presion (ecuacion
(2.10)) solo resta saber la forma de:

Para el primer caso se tendra que:
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t7, =hv?, = ha%( (1)), +82 22

r T
R g
con T%,(t,r) una constante de integracion.

\ <(‘j”,rdz>r =- %?<WZ (t)> z+8§z + +(T(t )>r (2.16)

La situacion del otro término del tensor de esfuerzos cortantes es similar:
t— —D - h —< W’ )> 8529
R R° g

siendo T?,(t,r) una constante de integracion.

\ <(‘)t:—rdz> =- %8 <Wz(t)>r2 + 8%22 9+<TZZ (t)> (2.17)

z r

Al utilizar las ecuaciones (2.11), (2.13), (214), (2.15), (2.16) y (2.17)
haciendo las adecuadas sustituciones sobre la relacion (2.10) y después de realizar
las operaciones algebraicas y aritméticas necesarias se obtiene:

__r& a96h _§BO W2 - Z92+
e, = )2 B8 o

B4R O TR 16hR02

€156Ry 3R TRER52 (2.18)

(@R B6hR 222 .,0,
e T o RO1225 5

+{T, (1)), H(T7(1)), +P(1)

Se hara uso del principio de conservacion de densidad de energia (Landau,
1987), (Callen, 1985) para fijar las condiciones de frontera.

—vi(t,r,z) +P(t,r,z) =cte.

Seran despreciados los términos de viscosidad ya que se supone que el
fluido no se encuentra en contacto con los extremos de la cavidad.

En la parte inferior del sistema, el fluido se encuentra sometido a una
presion propia de la posicion P, (tomando en cuenta en ella el peso gravitatorio)
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y junto con la velocidad en ese punto, se tiene la primer condicion de frontera
(2.19) y al otro extremo de la cavidad el potencial gravitatorio se anula y restan
solo el término de la presion P, y de la velocidad para la segunda condicion de
frontera (2.20):

(P(-5),=R- S (-51)) -S(v(51) @M
(P(:1)), =P (v (1)), - 5 {v (507, @20)

Al aplicar la condicion (2.19) a la ecuacion (2.18) se llega a la siguiente
solucién:

<P(t,Z)>r= ' ﬂt< > ae6h _8R0<Wz()>r §+2

S&rR? 5Rp

@

F7aRe TR, 8h RO®, ot §0, 22
T E5%R, 6R MTE RE “&253 |

Y4 r r
R s S
Al aplicar la segunda condicion de frontera a la ecuacion (2.21) se llega a:
6h 8 R ; ,0
(P(t5)), = rgﬂ< )R pR W), -0l
@

SrR? 5Rg

Eltermino (v?(t,-%)) - (v*(t,%)). sera calculado a continuacién:
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.2

R:
De lo anterior se tiene que la dlferenC|a < 2(t, LA)>r - <v2 (t, 5/2)>r resulta ser:
VE(t4)- VAt ) =

e 6 OR . & oOR . _ &, g .OR
Lgl+48_+ ——W +Lg1+48§?ﬂ ;EW =2L¢cw +48E+ﬂ ;E
2 z
) - tL/>—zL§> AR
a2

Al aplicar esto en la ecuacion (2.22) se obtlene

) ae6h 8Ro )
Lro (w*) +r 8rR2'§EgW r——rLaZW +4

OR
—+P - P, +rg'L
R

Empleando el resultado de la relacién (2.13) en lo anterior se llega a la
primera ecuacion diferencial del sistema cavidad-fluido:

ﬂt <Wz>r P P +rg ‘L ae6h 1 R0<Wz>r

2.23
rL grRz 5R 2239

El lector debe de poner atencion a la ecuacion (2.23). Pues cuando la
variacion temporal de la velocidad esperada se anula se reduce a la Ecuacion |

(2.13. Para verificar la afirmacion se ha de recordar que (w* (t)>r :éwz (t,0).Si
1, <wz>r =0 y R=R =0 de la ecuacion (2.23) se sigue que:
6h <Wz(t)>r 6h 2 Z(t,O): 4h Wz(t O)ZP]‘- P2+rLg

—W ,
rR? rR? 3 rR? rL
b w(t,0)= 2 *rL0 g
4hL

Que es equivalente a la Ecuacion | (2.13). Este hecho da indicio de que el
desarrollo va por buen camino.
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11.2.iv Ecuacion de la Presién

Al sustituir (2.23) en (2.21) resulta:
BR, . P-P e L
<P(t,Z)>r :rggE<W (t)>r L } E
L FaRs TR 8h RO, A g0
§158Rg 6 R rRzR@g &5 5
rs, ry .
+P, - §<V (-5:t) > - §<V (-5.1)° >

Obteniendo el valor promedio respecto de z para (2.24) y reagrupando
términos se llega a:

0
ﬂ

+ (2.24)

BR, P+POL radl ., 7. 8hROd o
t) =r o (W (t st e R - SRR+
) 'r85R<W()>r rL 42 6%15 T RSRE

(2.25)
r z r
_ E(<v (- %,t)2>r +<v (- %,t)2>r)
Anteriormente se encontro que:
D
z r &r OR = w O O @O 2 Z%r O
Vv +Vv'v, = -21+4 ;——WZ+ 1+4 — +R
vve=(w) € ERaIR & ERs:SR5 Ro
por lo cual se tiene:
(V5 v %,t>2> -
2 z P e 2 Y\ B 2 2
() o Bl
faL RE R gy )
que por medio de la relacion | (2.16): < > y las ecuaciones (2.13) y

(2.15) se llega al siguiente resultado:

2L 4V oL\ 6/ o2 9y, R aﬂ_OBaeLo
(V507 + v 5)) =5 +g{w () L €60 ERp 6‘
Al aplicar esto en la ecuacion (225) y despues de reordenar y reallzar las

operaciones aritméticas adecuadas se obtiene finalmente, la ecuacion del valor
promedio de la presion dentro de la cavidad:
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P(t):-§< z>2 reel o & O L BNR OaELo P2

- — 1R +o——- —RR
f4§8R@ o 83R g%Rz

Al igual que en el apartado anterior, el lector debe de atender
adecuadamente la Gltima ecuacidn. Pues en ella resulta facil verificar que si las
variaciones radiales se anulan. La ecuacion (2.26) toma la forma de la ecuacion de
conservacion de energia para un fluido o también llamada ecuacion de Bernoulli
(Landau, 1987). Claro que todo se toma en valores promedios:

P(t) +%r <wz>f =(P(t)) +%g< Z>fz =(P(t)) +%<(WZ)2>rZ :¥: cte.

De nuevo esto corrobora la validez del desarrollo hasta ahora realizado.

(2.26)

11.3 ESFUERzZOSDE LA CAVIDAD

Hasta este momento se conoce la forma del campo de velocidades del
fluido y de la presion dentro de la cavidad; ademas se sabe como varia la
velocidad del fluido en el tiempo. Todo lo anterior queda bien definido para un
valor particular del radio de la cavidad y su velocidad.

En esta seccion, se construird la ecuacion que gobierna la variacién del
radio de la cavidad en el tiempo.

1.3.1 Ecuacion Diferencial del Radio de la Cavidad

Es sabido, por lo visto anteriormente, que el esfuerzo radial que actla
sobre la superficie de la cavidad, i.e. la frontera del fluido, estd dado por la
Ecuacion | (2.4) llevada a la direccion radial'

OR R
rr=—P+h— — -1——+x—
3¢ 8 R

cuyo valor promedio respecto del radio es:
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(t™) =- p+niR R
r 3R R

y como se realiz6 con anterioridad, sera despreciada la segunda viscosidad X. Por
ello se tiene finalmente que la forma del valor promedio del tensor de esfuerzos
radiales es:

4R
t") =-P+h—— 31
Tomando en cuenta las ecuaciones | (2.24) y (3.1) y partiendo de que R,
es la apertura radial de equilibrio y r, la densidad del medio elastico se llega a
que la aceleracion del radio de la cavidad estard dada por la siguiente ecuacion:

. ARG aR-R. 0 .
rRR=-h22% 2(m+l 0 2.1 RAR 32

Que después de sustituir la funcion presion (ecuacion (2.26)) y manipular
algebraicamente se llega a que la aceleracion radial queda definida por:

. :
. 12 3% o0 +LaeiL_+R°R+3r REASR +
(36r,R* +7r L7 é € ERo, 4S0R g4 5 4y
18 B 2 4(m+1) 0 |
- —r{w*) - P -P+—*(R-R,)=R
(36r RZ +7r L7) &5 (W), P P R, ( °),'a

Lo que completa la solucion del sistema.
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CAPITULO ANALISIS
11 DEL MODELO

INTRODUCCION

En este capitulo se analizara el sistema de ecuaciones diferenciales
obtenido anteriormente que modela el comportamiento del sistema fisico
cavidad-fluido ilustrado en la Figura 3.1

La primera parte del anlisis consistird en encontrar los puntos de
equilibrio y su clase: inestables o estables. A partir de esto se buscaran las
alternativas de comportamiento en cada

2R
punto. Se tratard de hacer aproximaciones *—*‘ i
adecuadas para poder predecir, bajo ciertas TS
condiciones, el posible comportamiento del : ! L
sistema cavidad-fluido en el tiempo. 2
El siguiente paso serd construir el i '
método para acoplar méas de un sistema. m

Esto para enriquecer su comportamiento B

fisico, ademés de facilitar su adaptacion a 105 Figura 3.1 Esquema del sistemafisico.
fendmenos y situaciones que se deseen

modelar por medio de él.

Se continuara con la investigacion del campo de desplazamientos,
velocidades y aceleraciones originados por las deformaciones de la cavidad. Para
poder predecir, sabiendo el comportamiento del sistema cavidad-fluido, las
perturbaciones que se generan en el medio donde se encuentra la cavidad.

Para finalizar el capitulo se estudiaran las restricciones para la aplicacion

del sistema para modelar sucesos experimentales y se acotaran los
comportamientos del mismo dado un caso particular de la realidad fisica.
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Andlisis del modelo [l

I1l.1 ANALISIS DEL SISTEMA DIFERENCIAL

Esta parte del desarrollo se concentrard en examinar el comportamiento
del sistema diferencial cerca de los puntos de equilibrio. Dado que se trata con un
sistema altamente no lineal, su andlisis resulta mucho mas complejo que un caso
lineal; pero al mismo tiempo, esto afiade gran cantidad de riqueza en los posibles
comportamientos de dicho sistema. Se utilizara analisis cualitativo (Braun, 1990;
Jordan, 1986) para ecuaciones diferenciales no lineales.

Se iniciara a partir de la Ecuacion 11 (2.23)y la Ecuacion Il (3.3) que
modelan al sistema. Estas forman un sistema de dos ecuaciones diferenciales de
segundo orden, acopladas y no lineales:

, P, - P+rgL &6h 1RO W
f(w), = L &rR? 5R,2,< )

Ecuacion 11 (2.23). Ecuacion diferencial de la velocidad vertical.

m% O 2 e
L 1-35L°_h+r_gei"—+R9R+3r AR? SR+
(36 RE+7rL ég ER5, 4&0R g 2
18 ®6

2 4(m+|) o]
i SwrY-p P+ )ROR IR
(36r0R2+7r Lz)gr 5<W >r 1 , T RO ( 0)g

Ecuacion 11 (3.3). Ecuacion diferencial del radio de la cavidad.

Omitiendo el subindice r del valor promedio y utilizando las siguientes
sustituciones: p=P, - P, +rLg’ y R =S: el sistema se transforma a:

p @®b6h 186 .,

-2 11
fl(w)= rL 8rR2+5R¢<W> 4y
R=S (L2)

§= 2 ad'g_h+r—aeiL—2+R;S+3roAR2$S+
Bor R +C)E & SRa% 4SR5 5 g
18 E6, ,\2 4(m+1) 0 |

- 2{w?) - P - P+ L(R- R,)<R

(36r ,R? +7rL2)f§r 5<W )PP R, ( O)b
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1] Anélisis del Sistema Diferencial

A pesar de que el sistema diferencial ha crecido en numero de ecuaciones,
el orden disminuy6 en uno. Lo anterior permite un analisis cualitativo y numeérico
mas sencillo.

I11.1.i  Puntos de Equilibrio

Por definicién, los puntos de equilibrio del sistema son aquellos para los
cuales ocurre que su derivada tenporal se anula. Dichos puntos son:

2\ _ PR’
(W)= Gne (4
2
rQ%L2R4+4(m+|)R_(Pl+p2+4(m+|)):0 (16)
56hL 5 R,

Para el caso de que p =0 se tiene que la solucion de la ecuacion (1.6)
resulta trivial:

+P, O
ﬁ -R, (]_. 7)

R, =21+
FTE Al

Si pt0, la ecuacion (16) se puede ver, haciendo las siguientes

2 2
sustituciones g, :§€®£2 (R +P,+4(m+l)) y q, :§2(m+l )gﬁig ,
66 P g 3 &P g
COmo:
f(R):R4+q1R' , (1-8)
Por otra parte, al utilizar f ( R), resulta claro que (1.8) se transforma a:
f(-R)=R*- q,R- q,=0 (1.9)

De las ecuaciones (1.8), (1.9) y bajo la Optica de la teoria de las ecuaciones
(Hall, 1982) por medio del teorema de Descartes (Hall, 1982) se puede concluir
que, dado que en las ecuaciones anteriores el cambio de signo es uno para cada
una, existiran, a lo mas, una raiz positiva y otra negativa. Esto obliga a que las
otras dos soluciones sean complejas conjugadas (teorema fundamental del
algebra (Marsden, 1996)).
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Lo anterior aunado con el resultado (1.7) prueba que existira una y solo
una solucion, fisicamente aceptable (R >0), para punto de equilibrio. Con ello,
se ha probado que existe uno y solo un punto de equilibrio y dicho punto se
denotara como*;

Xe = Re - (1.10)

2

PRE
6hL
de la relacion (1.6) dependiendo del caso

Dénde w; = y R es el resultado de la ecuacion (1.7) o bien la raiz positiva

I11.1.ii  Analisis Perturbativo

Es de suma importancia el comportamiento del sistema cerca del punto de
equilibrio a traves del tiempo, pues la mayoria de las dinamicas de los sistemas
fisicos parten de dichos puntos. Por ello se escribira:

&w)o o (w)0
:g R ;x:g R - b x(t+Dt)=x(t)+Dx(xt) (1.1
&S &S o
El vector x asume el papel de las ecuaciones (1.1)-(13). Es evidente que el
vector x es no lineal. Linealizando se obtiene:
X(x +Dx)=%(x) +Nx(x)Dx (1.12)
Como d punto de interés es el de equilibrio, se desarrollard a (1.11) desde tal
punto; al combinar (1.12)y (1.11) se llega a:
x(t+Dt,x, + Dx)=x, + DINx (x, ) Dx (1.13)
Una manera de conocer el desarrollo del sistema en las vecindades de X
es sabiendo los valores y vectores propios de la matriz NX(XE) (Braun, 1990).
Por definicion los valores propios de Nx(x: ) cumpliran:

R (x¢ )- 11 |=0

X

1 Se utilizan vectores columna para evitar confusiones con la notacion funcional.
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1] Anélisis del Sistema Diferencial

Lo anterior se traduce en un polinomio real de tercer grado® Suponiendo que | |
es el i-ésimo valor propio de NX(XE ), el i-ésimo vector propio v, cumple:
(Rix- 11, )v, =0
Resulta claro, sin la necesidad de hacerlo, que la complejidad del

polinomio para encontrar los valores propios es considerable; por ello s6lo se
realizara un analisis de las posibilidades que presenta el problema.

Al tratarse de un polinomio cuyos coeficientes se encuentran en los reales,
hay dos casos para los valores de sus raices: todas sus raices son reales o una raiz
es real y las otras dos son complejas conjugadas, esto se sigue del teorema
fundamental del algebra (Marsden, 1996). Se encontrara equilibrio estable cuando
todas las raices reales sean negativas o cuando la parte real de la raiz compleja
tenga un valor estrictamente menor a cero. En cualquier otro caso, la solucion
tendra un comportamiento inestable (Braun, 1990).

L1 Estabilidad de la Solucion

Piénsese que el sistema se encuentra por un momento suficientemente
cerca del punto Xg, de tal manera que el radio pueda escribir como

R=R.+e '} |—|< 1, |R|=]¢=]5|<1yque ﬂt< >r »0, que es equivalente
E
1\, PRe

En las ecuaciones del sistema el factor R’ resulta importante. Asi que se
calculara a continuacion cerca del punto de equilibrio:

aeRo_l a—ti elde

P ch * —+— \ R*»R.*+2eR;
e =] E QRE
Aplicando lo anterior al S|stema diferencial se tiene que:
®gh O
z p e 6h 0 z b z z e_grREzg_’_pRE2
ﬂt <W > »_ ) gr RE2 E<W >r <W (t)>r i <W >r0 6hL

2 Es de conocimiento comun, en nuestro medio, que existe la formula general para resolver cualquier ecuacion de
tercer grado. Por lo que para todo caso particular, la solucidn de los valores propios es, siempre, conocida.
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por lo cual:

(w (1)) @ PRe”

r1e¥ GhL

Para la ecuacion diferencial de la aceleracion del radio de la cavidad se
realizara lo siguiente: Primero seran eliminados los términos cuadraticos de e y
de ée y bajo la suposicion de que Re/ < 1 se llega a que'

o= 12
- 2 2
(36r ,RZ+7rL?) & &

9 a?[ —_h+3r R A-e+
Eﬂ 9

e
18 B o\ 4(m+1) 6
- -P - P +——Z(R. - R,)ze+
(36r R +7rL*) &5 r< )PP R, (R 0),'2,8

18 b 2 4(m+|) o]
- — Y -P,-P,+———*(R--R,)=R
(36r0R2E+7|r Lz)g5r<W >r 1 , + RO ( E 0)g E

Al realizar las siguientes sustituciones:

2 s
32 > S%a?-L—Jq+3 R?Z A_
(36r R +7r|_)e RZ 5 i
18 B /z)\2 4(m+1) 6
- = -P-P+J(R_-R,)s
’ (36I’0R2E+7r|_2)g5r<w >r LT R, ( E o)by
18 &5 2 4(m+1) 6
d: e z _ P 'P AV R _R ;R
(36r0R2E+7r|_z)g5r<W >r 1Rt R, (Re O)ég E

: : . d ., :
y realizando el cambio de variable e=y - — en la ecuacion anterior se llega a:
C

y+by+cy=0
Por lo anterior se tiene que las ecuaciones (1.1), (1.2) y (1.3) toman la
forma:
.\ PRE

w 1.14

(W) >t (1.14)

-lxyxl (1.15)

y+by+cy=0 (1.16)
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1] Anélisis del Sistema Diferencial

El sistema diferencial se ha convertido en un sistema lineal de una
ecuacion de segundo orden. Ademas, las soluciones de la ecuacion diferencial

(1.16) estan dadas por:
/ 2
y:yO(AE'+t+BE"t) con Ii:-bi 2b - ¢ (1.17)

con A y B constantes que se ajustan con la segunda condicion inicial &, =Y,.

Dado que e=y - 9 se tendra que vy, =g, +9. Por ello, al sustituir, se
C C

llega a:
- L 44 gl +t, gl -t d
=C8, +— + - = (1.18)
§° ¢ c
En el caso mas general | T C. Por esto y para que la solucion sea

fisicamente aceptable, como ya se menciond, se necesitard que Re(l)<O0.
Existen dos casos a seguir: ¢ >0 y ¢ <0.

Piénsese que ¢ <0, por lo tanto b® - 4c>Db* y de esto se sigue que

Jb? - 4c >\/b—2. Asi se tendra que, al menos, |, >0, lo que asegura una
solucion inestable. Por lo tanto no puede ocurrir que ¢ <0 y se debera de
cumplir que ¢ 2 0, lo que significa que:

R, ab +P, 3 <WZ>2©

2(R.-R,)& 2 5\ /g
Se sabe que necesariamente c¢3 0, ahora para asegurar que e Ssea
fisicamente aceptable, i.e. que no diverja, se debe de cumplir que b3 0.

4 el g ,Oh
T6cy - iE
3REggREﬂ gl o

\ A3

(1.20)

Las ecuaciones (1.19) y (1.20) dan condiciones esenciales que el sistema
fisico debe de cubrir para que los puntos de equilibrio sean estables.

Cuando ocurra que c3 0, existiran dos casos para el valor de | :
Im(1 )=0 y Im(I)*0. En el primer caso se tendrd un decaimiento

exponencial. Para el segundo existiran oscilaciones, pues la solucion de acuerdo
con la ecuacion (1.18) sera de la forma:

)
e(t) =8, + 9% 2 (Acos(wt) + Bsen (wt)) -
& co

o |l
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Andlisis del modelo [l

Se puede definir un “tiempo medio de oscilacion” (T, ), similar al concepto
de vida media de un material radiactivo de la siguiente manera: e(t)=1e(t,).

T =%|n(2) (L.21)
De la ecuacion anterior define el tiempo en el que la amplitud de una oscilacion

dada se reducira a la mitad.

Resulta sencillo saber el valor de la velocidad angular (w) y de la

frecuencia (n), esta es:
Jb® - 4c
w=2pn :T (1.22)
[
La ecuacion anterior resalta que la dependencia de la frecuencia propia del
sistema a: las magnitudes espaciales, las densidades del medio y del fluido, las

propiedades elasticas del medio y la viscosidad del fluido.

I1l.2 ACOPLAMIENTO DE DOS CAVIDADES

Ry Ry
El objetivo de esta seccion es acoplar dos  + e 4 D,p
sistemas cavidad-fluido. La Figura 3.2 ilustra el . L 5
sistema que se desea describir. Se utilizaran las HT\ 8
ecuaciones 11.223 y 11.3.3 para encontrar la + 5 + D, =P,
solucion del sistema planteado. Pl w
E |
A n
La clave se encuentra en salvar I
adecuadamente las condiciones a la frontera. Para T’T
este caso, significa poder ajustar adecuaqlamente i o — By
las velocidades y las presiones entre los sistema a Rs Rs
acoplar. Figura 3.2. Esquema del acoplamiento

de dos sistemas cavidad-fluido.

Se llamara al sistema cavidad-fluido inferior sistema A mientras que al
superior serd denotado por la letra B. Asi cada variable con el subindice
correspondiente a las letras A y B quedaran asociados a uno u otro sistema.
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2] Acoplamiento de dos Cavidades

1.2, Solucion del Sistema A

Supéngase un estado de reposo. En él, la presion P,, serd®
PZA = st - rogzl—s (2-1)
siendo g° la aceleracion gravitatoria.

Sustituyendo lo anterior en la Ecuacion 11 (2.23 'y en la Ecuacion 11 (3.3 se
resuelven las ecuaciones del sistema A bajo las condiciones dadas de
acoplamiento.

11.2.10 Solucion del Sistema B

Como se trata de un flujo laminar, se pensara que el cambio sistema es
suave y despreciable para el analisis. Por ello, existira una zona de transicion de
cavidades y de velocidades que se consideraran pequefias en comparacion de los
sistemas y por ello seran ignoradas.

El tratamiento se basara en la conservacion de flujo o de densidad de
momentum lineal y de energia (Landau, 1987). Dado que la densidad de
momentum lineal ha de conservarse se debe tener para este caso que:

RZB <WZB>r = Ri‘<W'Z°‘>r (22)
Sabiendo la relacion que existe entre las velocidades de cada sistema se

puede utilizar el principio de conservacion de energia para fluidos o ecuacion de
Bernoulli (Landau, 1987).

%vg (t,r,z)+P(t,r,z)=cte. (2.3)

Cuando el sistema se encuentra estatico, resulta que la constate en la base
del sistema B tendra que ser la presion superior mas el peso del fluido. En otras
palabras, cuando v =0 se tendra:

P(t,r,z)=P,,
pero P,, =P, +rg’L,, por lo cual se tiene:
P(t,r,z) =P, +rg’L,

3 El lector debe recordar que g° <0 y esa es la razon del signo negativo en las relaciones depresion.
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Obteniendo el valor esperado respecto del radio, despreciando los
términos asociados con Vg y aplicando lo anterior a la ecuacion (2.3) se obtiene:

<P(t’z)>r = PlA + rgzLA ) r'E<\/Z|-D’2(t’z)>r (24)

La forma de (v;) , al recordar que (w?) =%<w>f esta dada por la

ecuacion I1.1.11, que al ser manipulada adecuadamente resulta:
2o 6, ,n2 9R, , 1032&R0
(Vi (t2) =5lwa) - gRtle(Wa) * 5o lege s @9
que al aplicar la relacion (2.2) en el resultado anterior se obtiene:
2 _6RL /.2 9RR; : 1oszaeRo
<VB (t’z)>r _ER_‘é<WA>r ) g RBRZB LB<WA>r LBQ_ (26)
Finalmente al sustituir la ecuacion (2.6) en la (2.4) se Ilega a Ia condlcién de
frontera adecuada:

Z &BR4 ] 9 R R2 , 103
<P(t,2)>r =P1A +rg LA ;és R4 < A>r2 5 R R2 LB<W > 8 ﬂ g(27)

Para obtener las ecuaciones que modelen al sistema B soélo se debe
sustituir la ecuacion (2.7) en la Ecuacion 11 (2.23 y en laEcuacion 11 (3.3. Con lo
resuelto en este apartado es posible acoplar cuantos sistemas cavidad-fluido se
desee.

1.3 CAMPO DERADIACION

Al tener determinado el desarrollo en el tiempo del radio de la cavidad, sus
variaciones perturbaran el medio en donde se encuentre. Por ello, para conocer
las repercusiones de la dindmica del sistema cavidad-fluido se debe de saber
cdmo responde el medio cuando es perturbado.

En esta seccion se examinara el comportamiento del medio dada una
perturbacion en él, con la hipdtesis de que se trata de un medio elastico,
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homogéneo e isotropo bajo una geometria cilindrica. Se comenzara con el
estudio de las vecindades del sistema para proseguir con distancias mucho
mayores comparadas con la magnitud caracteristica del sistema.

131 Campo Cercano

Supongase que se estd en un punto suficientemente cercano al sistema
cavidad-fluido como para considerarlo suficientemente grande en altura. Se sabe
que el radio de la cavidad cilindrica es R y que sobre sus paredes actla un
esfuerzo que en este apartado se le llamara -t . Ha de recordarse que el medio

elastico es infinito, homogéneo e isétropo.

Bajo las hipoOtesis anteriores se tendrd que los desplazamientos
u®=u’®=0, mientras que u'! 0. Ademas, los flujos de esfuerzos se
conservaran, por lo cual se debe de cumplir que:

Nt“=0 p (I +2m)%(rur,r),r:0 (3.1)

La solucion para la ecuacion anterior esta dada por: u" = Ar + Br'*; pero
como, por condicion de frontera, es necesario que u'(¥)=0, se debe de tener
que A=0. Lo cual restringe la solucion de la ecuacion (3.1) a:

u"=Br' (3.2)

Al sustituir la ecuacion (3.2) en el tensor de esfuerzos radiales (ecuaciones
1.2.5y 1.2.6) y evaluar en el radio de la cavidad (r=R y u" =R - R,) se sigue
que:

trr(R):_(2m+|)£2+|%:-Zmizz-to b B:t_ORZ
R R R 2m

Al sustituir el resultado anterior en la ecuacion (3.2) se tendra que el
campo de desplazamientos tiene la forma:

r — t0R2
2nr
El resultado anterior muestra que el campo de desplazamientos, bajo las

condiciones dadas, decae inversamente proporcional con la distancia. Y lo mismo

ocurrira con la velocidad y con las aceleraciones, pues se tendra que:
g @RTO 12 RGR?0

U =rfce—: U 0 =r'p2—=

8 2m g g 2m 1)

u

(33

(34)
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Por medio de las ecuaciones (3.3) y (3.4) el campo cercano de radiacion queda
completamente resuelto.

13,00 Campo Lejano

Se sabe que las soluciones de la ecuacion de onda
en coordenadas cilindricas, después de realizar Ila
separacion de variables, resultan ser los polinomios de
Bessel para la coordenada radial (Arfken, 2001; Jorge M

Sommerfeld, 1949.). Figura I3:3. Esquema del
campo lejano.

Para grandes valores de la coordenada radial r se tendra que las funciones
de onda tienden asintoticamente a:

y (r) »%eik(rivt)

con A la amplitud de la onda, r" la coordenada n, v™ la velocidad y k" el
vector de onda. La parte real de la ecuacion anterior es:

y" (r)»%cos(gmnkm(r”:uv”t)) (35)

De la ecuacién anterior resulta evidente que el decaimiento de la amplitud
sera proporcional a la raiz de la distancia. Pero influird también la direccion

respecto de la fuente a la que se esté. Para t y r" fijos, la amplitud estara
determinada también por cos( I K" rm) :

Por los argumentos anteriores el campo de desplazamientos, en el campo
lejano, decaera como r “cos(q), donde r es la distancia de la fuente al punto y
q el angulo director del vector de onda (Figura 3.3). Por lo tanto si u; es el

desplazamiento en la fuente, se tendra que el campo de desplazamientos estara
dado por:

un
u" (r) =—%cos(q) 3.6
Nk (36)
Las proyecciones verticales y horizontales de la deformacién seran entonces:
uy . ur
u*(r) =—%cos’(q) U u*(r) =—%cos(qg)sen(q)
Jro Jr oSS
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. 3] Campo de Radiacién

r

Por claridad en la Figura 3.3 se ilustra el hecho de que cos(q) =

y que sen(q) :%. Al ser sustituido lo anterior en las ecuaciones previas
r-+h
se llega a que:
e 1 ¢ ) & (ﬂ) 6
u*(r) =2 U uw(n=" r 3.7
Jr&i+(2) 5 fg1+ &7)

Las ecuaciones (3.7) dan la solucion para el campo lejano de
desplazamientos. Y al igual que en el caso anterior, las velocidades y las
aceleraciones se comportaran de una manera igual pues el operador diferencial

del tiempo actuara solamente sobre uj,. Por ello se tiene:

lhee 1 6 » lhee 1 6

= U = -

RO ED
we (2) 6 we (1) o 9

— 0 - U z —_0 r o

G RO NG WO

I11.4 LimITES DELMODELO

En los parrafos posteriores se analizaran los limites del sistema cavidad-
fluido desarrollado en el Capitulo II. Principalmente se estudiaran las
propiedades fisicas de los componentes del sistema para que se cumplan las
suposiciones hechas para la elaboracion del modelo.

En primer lugar se encontraran los limites que, bajo las circunstancias
trabajadas, conserven las caracteristicas de un fluido newtoniano. Después se
sentaran las fronteras para que se tenga un comportamiento elastico del medio en
el que esta la cavidad.
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4. Limites para un Fluido Nlewtoniano

Esta seccion se iniciara con un proceso de adimensionalizacion (Fox,
2002) sobre la Ecuacion 11 (2.23 y la Ecuacion 11 (3.3 que modelan al sistema:

A _P-P+rg’L aeé6h 1Ro ,
ﬂt <W >r rL 8FR2 <W >
y

12 35‘69 aELO_h+F891 L2

i- TELL L ROR+3r RPAZR +
(36r R +7r L) é § &Ra; 4&0R 4 -

r

R=-

4(m+]| 0
) ]2-8 2 gﬁr< Z>2-P1—P2+M(R—RO)+R
(36r R2+7r %) &5 R. p
Al definir las siguientes variables adimensionales
Vv WZ ~ 2 : .
f=—t, W :< ) R=R R=LR :Lzﬂt<w2> ,
L v R VR, v r
r = L°R rvk - L
F=—, R= , R = CyL=—
r V'R, ° h y R

0
y ser sustituidas en las ecuaciones que modelan al sistema cavidad-fluido se

obtiene:

P-P+rg’L & 0
rg 61L1RW

Wit = 41
rv gn R® 5Ry (&)
. ~ ®* ~'26~ Ry
Ro. 120 S% A00L 1@l L R+3%R2—R+
(36R2+7r~|_2)g§ ngaR{ 4830 R 45  fV =
7 @2

~~2 .s
T ner, ) o
(36R* +77[*) &5 rv rv

%)

En las ecuaciones (4.1) y (4.2) resulta de gran importancia el factor R_ que

se conoce como el nimero de Reynolds. Este parametro es de vital importancia
en la dindmica de un fluido pues indica la transicion de estado laminar a
turbulento (Fox, 2002). Al valor de dicho punto se le llama ndmero de Reynolds

critico (R°).
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4] Limites del Modelo

El nimero de Reynolds mide la relacion entre los procesos cinematicos y
viscosos (Fox, 2002). Para mantener un flujo laminar los procesos viscosos
deberan de dominar a los cinematicos, lo que significa que el nimero de
Reynolds debera ser menor que su valor critico. Por ello:

VR =R <R’ U rvR, < R°h (4.3)

Se podria suponer que al asegurar un nimero Reynolds suficientemente
pequefio se salvarian los problemas de laminaridad, lo cual es cierto, pero
aparecerian problemas de estabilidad del sistema cavidad-fluido. Al observar la
ecuacion (4.2) resulta claro lo anterior, pues si R ® 0, la ecuacion se

transformaria en:
: 127 39 8%9_ g O[O0,
R=7— £ -1+—=R 4.4
(36R? +77 )¢ §8R5 iR, 49
cuya solucion crece exponencialmente, Io que es f|5|camente inaceptable. Por ello

la viscosidad del fluido debera de estar acotada superiormente de tal manera que
al suponer una simetria cilindrica y de acuerdo a ecuacion 1.2.13 se tendra que:

=aez'2'(DP-rgD€)Rg 5 RezrvR0>10 rP,ZRg>h2
&5 4hDr h 6
\ h?< rZ'Z R (45)

Por otra parte, el niumero de Reynolds debe de estar acotado
superiormente por su valor critico; lo anterior para mantener un fase laminar en
el flujo del fluido. Por ello, al desarrollar como en el caso anterior la ecuacion
(4.3) se tiene:
rP

h? > 672’(23 R (4.6)
De las desigualdades (4.5) y (4.6) se concluye facilmente que:
re, re,,
=e Ri<«h®< ; RS (4.7)

€

La relacion (4.7) acota con precision las propiedades fisicas del fluido y
geomeétricas de la cavidad para que se mantengan las hipdtesis con las que se
construyé el modelo. Que era la finalidad de este apartado.

Resulta importante hacer notar que la viscosidad también se encuentra
acotada superiormente, lo cual pareceria ir en contra del sentido comin. Lo
anterior se basa en la idea de que entre mas viscoso sea el fluido, podra guardar
mejor la laminaridad. Sin embargo, al aumentar la viscosidad, comienza a darse
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Andlisis del modelo [11

una transicion de fase en el comportamiento del fluido acercandose a un fluido
maxwelliano (Ladau, 1969) o vidrio. ElI comportamiento dindmico de los vidrios
se encuentra en un punto intermedio entre los fluidos y los solidos elasticos. Por
ende, el tensor de esfuerzos para estos materiales resulta distinto al de los fluidos
newtonianos. Es por ello que la viscosidad del fluido debe de estar acotada
superiormente.

I14.ii Limites para un Medio Elastico

Cuando se dice que un material es elastico significa que las deformaciones
sobre dicho material son linealmente proporcionales a los esfuerzos que actian

sobre él (Heinbockel). Esto es que existe una transformacion c* ; tal que:
M = Cklijt i (4.8)
Dicha transformacion siempre tiene inversa s', (Heinbockel), lo que
significa que:
i
t! =g e (4.9)
Punto de
ST . . ., Vencimi
La zona elastica tiene un rango de validez Regidn Tosimiento
(Heinbockel), tal y como se ve enla Figura 3.4. El punto
limite de la region elastica depende de cada material.
Muchos de los materiales sufren transicion plastica

Limiete Elastico

Esfuerzo

dentro del rango de 5% a 10% de deformacion. Por lo ey
cual, si las deformaciones son suficientemente grandes,

el material no conservara sus propiedades elasticas y Deformacicon
posiblemente sufra de fracturas. Figura 34. Relacion entre

deformacion y esfuerzo.

Por ello es indispensable que las deformaciones que se den en el sistema
cavidad-fluido sean pequefias. EIl criterio para caracterizar lo “pequefio”
dependera del material del que sea el medio que contenga a la cavidad.

De acuerdo al desarrollo de la teoria de la elasticidad el tensor de
deformaciones e" se define como (Landau, 1969):

R
el :E(N'uJ +Niu'+R'u*Niu, ) (4.10)

siendo u™ el desplazamiento en la direccion m-ésima.
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4] Limites del Modelo

La ecuacion (4.10) se reduce a la utilizada en el Capitulo | cuando se

suponen a los gradientes de desplazamientos suficientemente pequefios como
para despreciar términos cuadraticos de estos:

INiu, | <1 (4.11)
Obteniéndose por medio de lo anterior:
el :%(Niuj +Riu') (4.12)

Dado que el procedimiento que se seguird en el presente trabajo para la
solucion del sistema de ecuaciones sera la integracion numeérica. Para que se
cumpla la condicion N'u*N'u, » 0 en toda direccion s deberan de tener u'
suficientemente pequeiias. Para asegurar lo anterior, los pasos o incrementos de
la integracion numérica (Dt ) deberan de ser suficientemente “pequefios”. El

criterio para discernir lo pequefio de lo no pequefio dependerd de las
caracteristicas propias del sistema.
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CAPITULO APLICACION AL
\V4 VOLCANISMO

“Era un monstruo grandioso, lleno de ojos y
bocas en todas sus coyunturas. En cada articulacion de
sus miembros tenia una boca y con sus bocas sin
n0mero mordia, cual muerden las bestias... Cuando
la vieron los dioses, uno a otro se dijeron: ES necesario
dar a la Tierra su forma...” *

INTRODUCCION

Los tres capitulos anteriores han desarrollado el modelo tedrico que
describe el comportamiento fisico del sistema cavidad-fluido. Este capitulo tiene
como objetivo aplicar tal modelo a las condiciones fisicas propias de ambientes
volcénicos.

El presente capitulo constara de dos secciones: en la primera se exploran
los conceptos y términos basicos de la volcanologia. Y en la segunda se exponen
ejemplos de la aplicacion del modelo (Capitulo I1) enla generacidn de sefiales
sismicas volcanicas sintéticas.

El objetivo de esta seccion es mostrar al lector que la interaccion de
fluidos con los medios que los contienen puede generar sefiales sismico-
volcanicas.

1 GARIBAY, K. Angel Ma.. Epica Néhuatl. Edit. Direccién Gral. de Publicaciones, UNAM. México, 1993, cuarta
edicion. pp. 99, p. 1.
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Aplicacion al Volcanismo v

IV.IVVOLCANISMO

Nuestro planeta, la Tierra, es un sistema fisico fuera de equilibrio
termodindmico. Méas especificamente, es un cuerpo que lleva casi cinco mil
millones de afios enfriandose para alcanzar el equilibrio térmico con sus
alrededores. Esto ha sido y es motor de muchos fendmenos y quizas uno de los

mas bellos e impresionantes es el volcanismo.

El volcanismo es un proceso muy complejo cuyas etapas finales se dan en
las regiones superficiales de la Corteza Terrestre. Este consiste en el transporte de
materia liquida, sélida o gaseosa de zonas profundas de la corteza hacia la
superficie. La materia liquida, en su mayoria roca en fase liquida, recibe el
nombre de magma cuando se encuentra bajo la superficie terrestre y lava al
situarse ya en ella. La materia solida consiste en roca en fase solido y/o detritus;
mientras que los materiales gaseoscs tienen un espectro ampliamente variado.

IV.Li Propiedades Fisicas y Tipos de Magmas

El magma se puede definir como una
mezcla multifase de solidos, liquidos y
vapores a temperaturas superiores de 900 K
(Spera, 2000). La fraccion de materiales
solidos (cristales y vidrios) esta formada, en
su mayoria, por Oxidos de Si (silicio) y su
abundancia en el magma depende
fuertemente de la temperatura. Los
materiales liquidos son silicatos de O, Al,
Ca, Mg, Fe, Ky Na. Usualmente pequefios
porcentajes (0.5%-5%) de la masa de los
magmas son de H,O y CO,. El contenido
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Figura 4.1. Solubilidad del agua en un magma
riolitico. Adaptado de (Jaupart, 2000).

de volatiles (gases disueltos) es altamente dependiente de la presion ala que se

encuentra el magma, Figura 4.1.

a) Propiedades Generales
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1] Volcanismo

El cambio de fase en magma es un proceso paulatino, pues los distintos
constituyentes del magma cambian de fase en distintas condiciones
termodinamicas. Por ello se consideran dos puntos en un cambio de fase: el
inicio y el final de tal proceso. Para el caso de transicion de liquido a solido los
puntos reciben el nombre de: “sélidus” y “liquidus”. Los cuales dependen
principalmente del contenido de Si, el porcentaje de H,O, la presion vy, por
supuesto, de la temperatura.

Para conocer el comportamiento dindmico de los magmas, dentro de un
buen rango de temperaturas, sélo se requiere su densidad y viscosidad (Arafia,
1993; Jaupart, 2000). Por ello mucho esfuerzo se ha encaminado a conocer tales
propiedades. Experimentalmente se sabe que la viscosidad de los magmas es
proporcional asu contenido de Si; esto es debido a las estructuras moleculares
que forma el SiO, al cristalizar (Tarbuck, 2003). De igual manera, la viscosidad
decrece con la temperatura y el contenido de volatiles, en particular el porcentaje
de H,O es un factor preponderante para el valor de la viscosidad. (ver Figura
4.2)

— E Py | T

ETT 3 ;
10% [ ]
a gt Riolita b E
E 107 £ N
- Riolita (1173 K)
10° 1 1
3 10° ]
- E 3
& E 3 E ]
5 10 | ] LE
s r 3100 .
I Andesita (1423 K) ] ; Andesita 3
3 oF ] ZE
= 10 L 10 ]
Basalto (1523 K) ? E '\_\fflto E
l\. 1 j
I
10° P T U B S SR 10°0, R R B B

0 0.5 1 15 2 25 3 873 1073 1273 1473 1673

Contenido (%) de H,O Temperatura (K)

Figura 4.2. Viscosidades de magmas en funcion a) del contenido de agua y b) de la temperatura tipica del
material libre de volatiles. Las mediciones son a 0.1 MPa. Adaptados de (Spera, 2000).

Para el caso de la densidad, la temperatura y la presion no juegan un papel
preponderante pues los coeficientes de dilatacion volumétrica y compresibilidad

estan alrededor de 5” 10°K™'y 5 10"" Pa™* respectivamente. Los procesos de

difusion térmica pueden ser omitidos pues los magmas, al igual que las rocas, son
excelentes aislantes térmicos (Spera, 2000). La composicion del magma es lo que
decide, primordialmente, el valor de la densidad, Figura 4.3.
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Aplicacion al Volcanismo v

Los cambios en la densidad provocados por variaciones en la composicion
del fundido son, por lo menos, un orden de magnitud mayores que los procesos
térmicos (Arafia, 1993), ver Figura 4.4. Por ello, para la mayoria de estudios
incluyendo éste, los procesos de difusion y dilatacion térmica asi como los de
compresion son despreciados.

2700 ; ; ; . S — 5500L —

' a
2600 \ 1 5000 |-
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2400 |

r Andesita (1423 K) 1 3500
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[ 2500 4 ]
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Contenido (%) H20 Presion (GPa)

Figura 4.3. Comportamiento de la densidad para diferentes magmas. a) Densidades a temperaturas caracteristicas
de erupcién, a 0.1 MPa. b) Curvas de densidad para basalto a 0.1 MPa. Adaptadas de (Spera, 2000).

b) Tipos de Magmas

La clasificacion mas comun de los |
magmas Yy lavas se basa en su contenido : ,
de silicio. Por medio de esto se separan 2800 | Basalto (1 GP%’\D\D\G ]
en tres grandes grupos: basaltica, - Andesita(1 GPa) ]
andesitica y riolitica. La fuente primordial % #°f ]
del magma es la astendsfera (ver
Apéndice B); el magma proveniente de
este sitio es pobre en Si y rico en Fe
(basalto), en su mayoria formado por
olivino y piroxeno (ver Apéndice B). En

. . *T%—¢ Riolita (1 bar)
estudios experimentales se ha N A
comprobado que conforme se enfria un 878 M3 1273 1473 1673 1873

S Temperatura (K)

magma  basaltico los compuestos _ . g

S ; f ) Figura 4.4. Densidades de magmas en funcién de
quimicos que lo constituyen cristalizan a i temperatura. Adaptada de (Spera, 2000).
distintas temperaturas, lo que determina
un orden de solidificacion. Los primeros en realizar la transicion a fase sélida
seran los compuestos que contengan Fe, Mg y Ca. Al disminuir la proporcion de
estos elementos en el magma crecera la de los restantes, en particular la de Si.
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1] Volcanismo

Originando de esta manera las diferentes variedades de magma. EIl camino que
siguen los cambios de composicion de un magma al enfriarse se le conoce como
Serie de Bowen (ver Apéendice B).

Basalto: El contenido de silicio estd alrededor del cincuenta por ciento.
Mientras que el contenido de metales como el Fe, Mg y Ca puede llegar hasta

un 14% para cada uno. Son los magmas mas fluidos cubriendo un rango de
viscosidad de 0.1Pa>s a 10° Pa>s, dependiendo del contenido de Si, la fraccion
de volatiles y de la temperatura del fundido. La densidad de un magma basaltico a
presion atmosferica es, en promedio, de 2700 '%3, pero puede alcanzar los

3000 ‘%3. A presion atmosférica el liquidus del basalto ronda los 1400 K y las

temperaturas que se han registrado en la superficie para estos magmas oscila
entre los 1750-1300 K. Habitualmente se halla en el volcanismo marino y en
divergencias de placas tectonicas, un ejemplo es el archipiélago de Hawaii; este
tipo de magma/lava da origen al volcanismo efusivo.

Andesita: El porcentaje de Si para este magma es de alrededor del sesenta
por ciento. Disminuyendo el contenido en metales. Su viscosidad es intermedia

cubriendo el intervalo de 10° Pa>s a 10° Pa>s, dependiendo fuertemente de la
cantidad de volatiles disueltos y de la temperatura. La densidad caracteristica para
las andesitas es de 2500 k% » bajo una presion de 0.1MPa. La temperatura de
liquidus en la superficie terrestre esta alrededor de los 1200 K y se han medido

temperaturas de magmas andesiticos que cubren el rango de 1100-1400 K. Se
encuentra principalmente en volcanismo continental y en volcanismo de islas, los
Andes son un ejemplo.

Riolita: Este magma es el que alcanza el contenido mayor de silicio,
llegando a constituir un setenta por ciento o0 mas de su peso. Por ello su

viscosidad resulta ser la mayor, siendo aproximadamente 10° Pa>s para fundidos

altamente hidratados y alcanzando 10 Pa>s para magmas secos. En general el

comportamiento dinamico de un magma riolitico es el de un fluido maxwelliano
a diferencia de los dos casos anteriores que presentan un comportamiento
newtoniano. Al tener un alto contenido de Si, elementos mas pesados tienen una
importancia secundaria, por ello la densidad es baja en comparacion de los otros

magmas teniendo un valor promedio de 2200 '% » 0 Incluso menor, esto para

una presion de 10° Pa. Su temperatura de liquidus es la més baja, estando
alrededor de 1000 K, se han registrado fiolitas en la superficie en un rango de
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Aplicacion al Volcanismo v

950-1100 K. Con frecuencia los magmas rioliticos se hallan en procesos de
volcanismo continental, donde el magma original ha sido enriquecido por la
corteza continental abundante en silicio (ver Apéndice B). Favorece la formacion
de domos y da lugar al volcanismo explosivo.

IV.Lii Volcanes: Estructura 'y Tipos

Muchos de los autores de la literatura especializada concuerdan con
Bullard (1976) y Macdonald (1972) en definir a un volcan como una abertura o

fF—C_a. 4

-4

4

Figura 4.5, Estructura de un sistema
volcanico. a) intrusiones magmaticas; b)
conducto volcanico; c) edificio volcéanico; d)
erupcion de lava; €) expulsion de gases y
cenizas. Adaptado de (Tarbuk, 2003).

chimenea que conecta un reservorio de
magma que se encuentra en las profundidades
de la corteza terrestre con la superficie de la
Tierra. La edificacion rocosa que rodea a
dichas aberturas se le asigna el nombre de
edificio volcanico. El material eyectado
consiste en lava, fragmentos de roca parcial o
completamente  solidificada y  grandes
cantidades de gases: H,O, SO, y CO, entre

otros (Jaupart, 2000). (Figura 4.5)

Habitualmente la cAmara magmatica o
la fuente del magma (Figura 4.5 a)) se
encuentra a varios kildmetros de profundidad,
rara vez superando los 20km (Jaupart, 2000).

El radio del conducto volcanico (Figura 4.5
b)) varia en un rango de metros a decenas de

metros, por lo general no excede los 50 m (Jaupart, 2000; Gonnermann, 2003;

Melnik, 2000) y su longitud estara
determinada por la profundidad del

reservorio de magma del sistema
volcanico, la cual puede ser de centenares -5 pr e
de metros a kilémetros.

El tipo de material que eyecta un N %/ ]
volcan y el ambiente en el que se L
encuentra definen su comportamiento y TP e e o

apariencia. En particular la clase de

Figura 4.6. Cono de Cenizas. Imagen adaptada de

magma que un volcan transporta a la  Tarbuk (2003).
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1] Volcanismo

superficie, en muchos sentidos, determina su devenir. La mayoria de los volcanes
de la Tierra pueden ser incluidos dentro de las siguientes clasificaciones:

Conos de Ceniza: formados por fragmentos de lavas basaltico-
andesiticos. Ocasionalmente ocurren en cumulos de decenas o cientos de
volcanes. Poseen una forma semejante a un cono truncado y sus laderas
presentan una inclinacion que oscila entre 30° y 40°; por lo general son pequefios
y su altura no supera el kildmetro aungue el promedio es de 400 m. Figura4.6. El
Paricutin (México) es un famoso miembro de esta familia de volcanes.

Volcanes de Escudo: Su nombre proviene de la forma que tienen, que
asemeja a un escudo de los guerreros de la antlguedad De pendientes muy
pequefias son los volcanes mas .
grandes que se conocen,
llegando a alcanzar los nueve "in
kilometros de altura y varias
veces esta magnitud su base. Se
forman de lava basélticas con
un alto grado de fluidez (Figura
4.7). El archipiélago de Hawai
(E.UA) y el Monte Olimpo
(planeta Marte) ejemplifican Figura 4.7. Volcan de Escudo. Imagen adaptada de (Tarbuk, 2003)
esta variedad.

Erupcion lateral Caldera de la cima

Volcanes Compuestos (estrato-volcanes): Los edificios volcanicos de
estos estan formados por capas alternadas de lava y de escombros piroclasticos y
cenizas. Logran alcanzar alturas
de hasta seis mil metros. Sus
pendientes son mas
pronunciadas que en el caso de
un cono de cenizas y de un
escudo. Por lo general se
forman de lava andesitica, pero
no es una regla. Figura 4.4.
Ejemplos de este tipo de
volcanes son el Popocatepetl
(MéXiCO) y el monte Fugi Figura 4.8. Estrato-volcan. Imagen adaptada de (Tarbuk, 2003).

(Japon).

Cagpas piraclasticas

Flujos de lava
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IV .Liii Seiiales Sismicas VVolcanicas

Un sistema volcanico genera gran diversidad de alteraciones en el medio
circundante mientras se encuentra en actividad: el calentamiento de suelo,
manantiales hidrotermales, fumarolas, emisiones de gases por mencionar algunos
ejemplos. Sin lugar a discusiones, una fuente de informacion muy importante de
actividad de un sistema volcanico es la sismicidad. Lo anterior debido a que se ha
encontrado que las sefiales sismicas son fuente primordial de informacion para
entender como funcionan los procesos volcanicos. (Arciniega et. al., 1999,
Chouet, 1985, 1986, 1996; Feheler, 1983; Kumagai et. al., 2002; McNutt, 2000;
Nishimura et. al., 2003).

La manera mas util de clasificar las sefiales sismicas es por medio del
proceso fisico que las genera; pues con su estudio se puede conocer el estado del
sistema volcanico. La clasificacion basada en este criterio fue propuesta por
Bernard Chouet. (ver Chouet, 1996). De aqui en adelante ésta sera utilizada pues
es la mas aceptada en el medio sismico-volcanico y utiliza el proceso que genera
la sefial sismica para clasificarla.

Desde tal perspectiva existen dos procesos principales que generan una
sefial sismica-volcanica: los procesos de variacion volumétrica, en donde los
fluidos juegan un papel primordial, y los que involucran esfuerzos de corte, en
donde las fracturas de materiales es lo 1
trascendente. En los procesos con fuente de "‘W’W‘“‘*””‘“
variacion volumeétrica los fluidos y solidos estan
acoplados dinamicamente. La radiacion elastica o
sismo es el resultado de los flujos a través de un
sistema de conductos en el solido. Los procesos de : . -
fractura, son aquellos en las cuales 10s esfuerzos rou.’so Eimpro de sefal VT
generados por los magmas lesionan al material  Adaptado de Chouet (1996).
rocoso originando el sismo. Esto se da en la roca
que rodea al cuerpo de magma.

Frecuencia (Hz)

a) Tipos de Sefiales Sismicas Volcanicas

VT (Volcano Tectonic): Asociados a fracturas de roca solida. Los mapas
de localizacion de estos sismos proveen informacion de la distribucion de
esfuerzos sobre los volimenes y conductos que contienen y conducen los flujos
magmaticos. Son similares a las sefiales de origen tectonico pues comparten sus
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1] Volcanismo

mismas caracteristicas espectrales. Frecuentemente los arribos de las ondas
longitudinales (P) y transversales (S) son distinguibles con facilidad (Figura 4.9).

VLP (Very Long Period): Son los
eventos con periodos mayores de 10 s (£0.1 Hz)
(Figura 4.10). Estos se originan debajo de los
edificios volcénicos a profundidades de alrededor
de 15 km. Este tipo de sefal sismica esta
relacionada con erupciones explosivas Y
degasificacion. Aparentemente las fuentes de
estas sefiales son “pequefias” a pesar de que las .
longitudes de onda asociadas a la sefial son 02550 100 150 200 250 300
grandes; lo que tedricamente ya tiene explicacion Tiempo (s)
(Chouet, 1985) por medio de resonancia sonora  Figura 4.10. Ejemplo de sefial VLP.

. . . Adaptada de www.ees.nmt.edu/Geop
de fluidos y sus flujos dentro de cavidades. /mevo/seismic/verylong html
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LP (Long Period): Se originan particularmente en zonas donde existen
fuertes perturbaciones en los flujos y presiones del magma. Estas sefiales inician
con un paquete de ondas de alta frecuencia (activacion de la fuente) seguido por
una onda armonica que puede ser mono o policromatica con periodos tipicos en
el rango de 0.2 sa 2 s (505
Hz). Se considera que el origen
de estas sefiales sismicas estd
relacionado con procesos no
destructivos del transito de

WW"*%M‘Mﬁ'&kﬁ&(m‘l‘,’kﬂl'.‘MM:wwwwwwwww«ww

Velocidad
(normalizada)

N 15
fluidos a través de cavidadesen 3, |
la roca. Al igual que las sefiales £ N
VLP, las sefiales LP también g =t S
estan intimamente ligadas a “ °, 10 i 20 20 A
procesos de degasificacion. Tiempo (s)
(Figura 4.]_1). Figura 4.11. Sefial sismico -volcéanica de tipo LP. Adaptada de

(Arciniega et. al., 2000).

Tremor: Es una sefial cuya duracion puede ser de unos cuantos segundos
o llegar a abarcar, incluso, meses. Las frecuencias tipicas oscilan entre 0.5y 5 Hz
(Figura4.12). Su origen no es claro debido a la cantidad de energia necesaria para
mantener un sistema excitado por largos periodos temporales. Lo que es
ampliamente aceptado es la relacion que guarda con los procesos de conduccion
de fluidos en el sistema volcanico.
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Se ha observado que el tremor y los sismos LP comparten las mismas
caracteristicas espectrales. Tambien ocurre que al darse cambios en la actividad
volcanica se dan cambios en el espectro de ambos tipos de sefiales. La naturaleza
y relaciones entre los trenmores y las sefiales
LP’s apuntan a un mecanismo conformado " 3
por una camara resonante llena de algun \FV'YWM I’MW\WUAMM\

l‘ [k
fluido. Lo cual convertiria a los tremores y " W'
a las sefiales LP en distintas
manifestaciones de un mismo fendémeno:
la excitacion repetitiva de una fuente
estacionaria  bajo un proceso no
destructivo. Desde esta perspectiva se L[|
piensa que los sismos LP son la respuesta JJ “ ”M
del sistema a una rapida variacion de la } ’N\"MMM
presion mientras que el tremor se origina  © 2 4 6 8 1012 14 o' 2 %
por medio de una serie de fluctuaciones en Figura 4.12. Sefiales de Tremor volcénico.
la presion del fluido de la fuente (Chouet,  Adaptada de (Konstantinos et. al., 2002).

1996).

Muchas erupciones han sido previstas gracias al estudio de la sismicidad
previa (McNutt, 2000 R8]). Se considera que la probabilidad de una erupcion
aumenta cuando se presentan sefides de tipo LP y VLP en grupos (McNutt, 2001
[28]). Por ello resulta de vital importancia conocer los mecanismos que generan al
tremor y a la sefial LP para tener la capacidad de conocer la evolucion temporal
de un sistema volcanico y poder prevenir eventos eruptivos de gran impacto.

IV.2APLICACION DEL MODELO

Como se menciond en la seccion anterior, las sefiales LP y tremores estan
intimamente ligados con procesos dinamicos de flujos. Se sabe que una parte
fundamental del edificio volcanico es el conducto que comunica la fuente del
magma con la parte superficial de la corteza terrestre. En el conducto volcanico
(ver Figura 4.5), puede estar la fuente 0 mecanismo de las sefiales sismicas. El
sistema desarrollado en el Capitulo Il considera describe la interaccion fisica
cavidad-fluido, este sera utilizado para simular un conducto volcanico como
generador de sefiales sismico-volcanicas y en particular como fuente de sefiales
de tipo LP.
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. 2] Aplicacion del Modelo

IV.2.iEl Modelo Tedrico : o

R
Practicamente los tres capitulos anteriores se R

han ocupado en plantear, desarrollar y analizar las | .
ecuaciones construidas en el Capitulo Il que -
describen el comportamiento de las variables fisicas | !
que definen al sistema cavidad-fluido propuesto enel
Capitulo 1. (Figura 4.13)

e
m|r‘

El modelo: un canal cilindrico de radio R y
longitud L se encuentra inmerso en un medio
elastico cuya densidad es r, y de constantes de

Lamé | y mr. Dicho canal conecta dos reservorios, el
inferior a una presion P, mientras que la del superior )
es P,. De los reservorios ingresa-sale a la cavidad un  gigyra 415 Modelo cavidad-
fluido newtoniano cuya viscosidad es h y su fluido.

densidad es r (Figura 4.13). El medio elastico es infinito y presenta una
disipacion de energia de la forma r RA, donde A es la constante de
proporcionalidad de la disipacion y cuya unidad es el Hz .

¥ 0

4— S—T
o
ra

m|r‘

Se necesitan conocer cuatro variables para determinar el comportamiento
dindmico del sistema cavidad-fluido: la velocidad radial (v'(t,r)) y vertical

(v*(t,r,z)) del fluido, el campo escalar presion (P(t,z)) dentro de la cavidad y el

radio (R(t)) de la cavidad. Para lograr conocer los valores de las variables

anteriores se construyeron 5 ecuaciones. Dos de ellas (Ecuacion 11 (2.23) y
Ecuacion 11 (3.3)) forman un sistema diferencial acoplado no lineal de segundo
orden. Las tres restantes (Ecuaciones I (1.8), Il (1.11)y Il (2.24)) definen los
valores de las variables del sistema cavidad-fluido, una vez resuelto el sistema
diferencial.

A _P-P,+rg’L e6h 1RO, ,
fi(w), == iL 'grR2+§E;<W )

Ecuacién 11 (2.23). Ecuacién diferencial de la velocidad vertical media <wz>,
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El sistema diferencial resuelve el valor medio (respecto de la variable
radial) de la velocidad vertical (<wz>r, Ecuacion 11 (2.23)) y los valores del radio

(R), velocidad radial (R) y aceleracion radial (R, Ecuacion 11 (3.3)) de la pared
de la cavidad.

La variacion del valor medio de la velocidad vertical (Ecuacion 11 (2.23))
dependera fuertemente de la diferencia de presiones entre los reservorios. En la

Figura 4.14 se muestran posibles formas de la solucién de <wz>r, la solucion (a)

ocurre cuando la diferencia de presiones es constante y estrictamente positiva

mientras la (b) resulta cuando la diferencia es positiva pero de duracion finita.
AP=cte>0 AP=cte>0 AP=0

W -+ — — — — - - - — — — — - - _

t
Figura 4.14. Posibles soluciones para el valor medio de la velocidad vertical.
P-P+rg,lL
6r hL

mas posibilidades de las que se exponen enla Figura 4.14; pero explorarlas no es
el objetivo de este apartado. Para abordar un caso general se podria decir que la

funcion <wz>r es especialmente sensible a el valor de DP =P, - P, +rg,L.

. Existen

En la grafica se supone el valor de equilibrio de <WZ>r =

..
R =- Lz S a0 o+l L L RO o REASR
(BorRT+7r )6 & &RG5 450R g p

18 a§r<w2>2- P, - P, Al ) )(R- RO)ER

(36r ,RZ+7rL2) &5 R, o
Ecuacion 11 (3.3). Ecuacion diferencial del radio de la cavidad.

El comportamiento del radio de la cavidad esta determinado por la
Ecuacion 11 (3.3). La cual cerca del punto de equilibrio se puede ver como un
oscilador arménico amortiguado. Esto se basa en los estudios realizados en el
Capitulo Il de la mencionada ecuacion. Para asegurar la estabilidad del sistema
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. 2] Aplicacion del Modelo

debe de ocurrir que el material elastico sea capaz de soportar las tensiones

generadas por el fluido sobre la cavidad y que el medio elastico pueda disipar la
energia transmitida por la interaccion con el fluido.

Figura 4.15. Posible forma de la funcion radio de la cavidad (R).

Al ser resuelto el sistema diferencial, las restantes ecuaciones quedaran
determinadas y con ellas las variables que caracterizan al sistema cavidad-fluido.

3 R
& 0
&R g

Ecuacion 11 (1.8). Ecuaciéon de la velocidad radial.

v (t.r) =R

Una vez conocida la velocidad (R)
con la que se mueve la pared de la cavidad.
Para todo tiempo la velocidad radial quedara
definida por la Ecuacion Il (1.8) y exhibird roo R
una forma similar a la Figura 416, Figura 4.16. Forma de la velocidad radial.

La ecuacion para la velocidad vertical del fluido estara definida una vez
conocidos los valores de R, R y <wz>r. La Ecuacion I (1.11) exhibe la forma
general de la velocidad vertical.

A & a6 0R
(R? - r2)<w ) - §1+48§5,§§Z

Ecuacion | (1.11). Ecu acidn de la velocidad vertical.

Vi(r,zt) = 23

RZ
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El comportamiento de la
velocidad vertical del fluido dependera
de tres factores preponderantes: el
valor de la velocidad vertical media

(<wz>r), de la posicion a lo largo de la

cavidad (z) y de la velocidad radial

(R). De acuerdo a estas tres variables
se pueden presentar los siguientes casos

(suponiendo que <wz>r >(0) para los

frentes de la velocidad vertical del
fluido.

La Figura 4.17 muestra posibles
formas del frente de la velocidad
vertical del fluido para tres distintas
posiciones a lo largo de la cavidad. En
el inciso (a) de la imagen la cavidad se

- L
=3

R R R R

Figura 4.17. Posibles formas de la funcion velocidad
vertical del fluido

estd abriendo mientras que en la (b) se esta cerrando. Se eligio esta forma de la
velocidad pues en los experimentos posteriores la presion inferior serd mayor que
la superior, lo cual generaria frentes de velocidades similares a los ilustrados en la

figura.
S @Ry PPl Lo
<P(t,z)>r—r85R<w (1), 1rngz+2B+
L ETaRG TR, 8h RO=, A g0,
§158R,2, 6 R rRZRﬂg &25 %

R L (5)) - 5 )

Ecuacion | (2.21). Ecuacion de la presion media respecto de la coordenada radial.

68



. 2] Aplicacion del Modelo

La presion a lo largo de la p
cavidad queda descrita por la Ecuacion
| (221). A grandes rasgos la, Figura
4.18, describe la forma de la funcion
presion para un tiempo dado. De la
funcién presion queda claro que el
factor que domina la presion en el
fluido es la posicidon longitudinal a lo
largo del conducto.

|
|
|
|
|
|
|
|
L
2

Cuando se obtiene el valor _ iy

. ., . Figura 4.18. Posible forma de la presion para un
promedio de la ecuacion anterior s€  tiempo dado.

llega a la Ecuacion 1 (2.26):

3, 2 r@lay 0. aéth Oaé_o JPtP
P(t):- < > 2

2808Rs 5 TE3R TmERp

Ecuacion | (2.26). Ecuacion del valor medio de la presion.

Lo importante de esta relacion es que resulta ser, cuando el sistema se encuentra
en equilibrio,. el valor promedio de la ecuacion de Bernoulli, el cual da veracidad
al desarrollo expuesto.

IV.2.ii Rangos de los VValores a usar.

Para aplicar el modelo en la descripcion de procesos volcanicos se
considera a los magmas (baséaltico y andesitico) fluidos newtonianos
incompresibles y a las rocas como un medio homogéneo Yy elastico. De esta
manera el desarrollo tedrico del Capitulo Il es adecuado para modelar un
conducto volcanico. Los magmas rioliticos, a diferencia de los magmas andesitico
y basaltico, exhiben un comportamiento de fluido maxwelliano (Tuffen et. al.,
2003), por lo cual quedan fuera del alcance de este trabajo.

Para la aplicacion adecuada del modelo se debe de tener la certeza que se
desarrollara dentro de los rangos fenomenologicos que se han observado. Por
este motivo a continuacion se mostraran los valores adecuados de la constante
disipativa del medio elastico (A), del radio (R) y altura (L) de la cavidad.
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a) Constante Disipativa

Para conocer las cotas del valor de la =~ 4 agel o .0h
constante disipativa (A) del material elastico se ﬁggR—— } :r_
grafico la cota minima de la desigualdad Ecuacion E EG  go
11 (1.20) (Figura 4.’19_) utilizando vgl_ores promedio  Ecyacion 11 (1.20). Cota para la
para magmas basaltico y andesitico. El valor constante disipativa del material

- . elastico
utilizado para la roca continental fue r , = 3000/
=== LIR=5 — = ~L/R=10 == ="LIR=5 — = ~L/R=10
— — L/R=20 L/R=30 — — L/IR=20 L/R=30
100 ‘ I 100
—~ I a — M
T 807" \ T 80 N b
= : =
2 ! =]
S 601 S 60
=2 ! =
(8] [$]
2 ! K%
S 401 " S 40
© s
[} [}
© ©
5 20 5201
= = =
> >
0 0
0 4 8 12 16 0 4 8 12 16
Radio de la Cavidad (m) Radio de la Cavidad (m)

Figura 4.19. Cota inferior para el valor de la disipacion (A). Gréfica de la relacion 111.1.20 para valores
promedio de a) un basalto (r =2800 kg/m3y h=800 Pa-s) y b) una andesita (r =2500 kg/m3y h=4000 Pa-s).

En la Figura 4.19 se grafica el valor de la cota inferior para la constante disipativa
para distintos valores del radio de la cavidad y diferentes relaciones entre el radio
y la longitud de la cavidad (L/R). De la figura resulta evidente que el caso de un
magma basaltico requiere una constante mucho menor que el andesitico. Esto
debido a las diferencias entre las respectivas viscosidades. Como la constante de
disipacion es una caracteristica fisica de la roca continental y no de lo que fluye a
través de ella, se tomara un Unico valor (el méas general) para los experimentos ya
sean con magma de tipo baséltico o andesitico. En ambos casos el valor de de 10
Hz resulta una cota conveniente pues para R 2 6 m se cubren todos los rangos

(zona sombreada) de la relacion L/R con excepcion de % =30 para la andesita.
Por esto la cota inferior para la constante disipativa sera A =10 Hz.
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. 2] Aplicacion del Modelo

b) Radios y Longitudes

Para poder reproducir sefiales sintéticas de tipo LP se
han de cumplir que las sefiales sinteticas estén en el rango de
frecuencias de 05Hz a 5 Hz. Asi que se grafico la Ecuacion
I11 (1.22) que aproxima la frecuencia del modelo cavidad-
fluido.

---LIRs5 —--L/IR=7 — —L/R=10 — --L/R=15

Vb? - 4c

4pi

Ecuacion 111 (1.22).

Valor aproximado de
la frecuencia

n»

——L/R=20

n aproximada (Hz)

e frecuencias

Radio (m)
Figura 4.20. Frecuencia (n) aproximada para distintas relaciones (L/R) en funcion del radio de la cavidad. Para
valores de un magma andesitico (r =2500 kg/m3y h=4000 Pa-s) y roca continental (r =3000 kg/m3y

| =m=2.5%108 Pa) con una disipacion A=10 Hz. Gréfica de la relacion11.1.22.

Para encontrar el rango de frecuencias en relacion con el radio de la cavidad. La
Figura 4.20 muestra la relacion anterior para el caso de un magma andesitico para
distintos cocientes de la longitud y del radio de la cavidad (L/R); mientras que la
Figura 4.21 lo ilustra para un magma basaltico. La superficie sombreada, en
ambos casos, es el rango de frecuencias de las sefiales sismico volcanicas de tipo

LP.

De acuerdo con Jaupart (2000), Gonnermann (2003) y Melnik (2000) los
radios de los conductos volcanicos pueden tener valores que van de metros a

/1



Aplicacion al Volcanismo v

decenas de metros sin superar los 50 m. Ahora, de la Ecuacion 111 (122) se
concluye que el rango admisible para todas las relaciones L/R es R1 [2,11] :

---L/IR=5 =—--LIR=7 =— —L/R=10 =—--L/R=15 ——L/R=20

6 v \ \ i‘

n aproximada (Hz)

Radio (m)
Figura 4.21. Frecuencia (n) aproximada para distintas relaciones (L/R) en funcién del radio de cavidad. Para
valores de un magma andesitico (r=2800 kg/m3y h=800 Pa-s) y roca continental (r=3000 kg/m3y

| =n=2.5%108 Pa) con una disipacion A=10 Hz. Gréfica de larelacion 111.1.22.
Sin embargo, de acuerdo con lo tratado en la Figura 4.19 R 3 6 m; si ademas se
piensa que la Ecuacion 111 (1.22) es una aproximacion, se tendra que tomar cierto
rango para los valores expuestos en la Figura 4.20 y en la Figura 4.21. Por esto se
trabajara en un intervalo radial de 5 a 15 my con cocientes de altura-radio de 10 a
20. Los rangos seleccionados para los valores radiales y de longitudes para la
cavidad confirman que la seleccion de la constante disipativa fue adecuada. (ver

Figura 4.19)
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. 2] Aplicacion del Modelo

IV.2.iii  Procedimiento para la obtencion de
Sintéticos

El procedimiento para la modelacion consistio en
acoplar cierto numero de cavidades donde las propiedades
del medio elastico y del fluido fueron las de la roca
continental y del magma dentro del rango de los basaltos y
andesitas.

Las ecuaciones diferenciales se  resolvieron
numéricamente por medio del método de integracion Runge
y Kutta de cuarto orden (Press, 1992; Vetterling, 1992). El
cadigo calcula el punto de equilibrio del sistemay a partir de
esa posicion el sistema es perturbado por variaciones
temporales en la presion. Los resultados son los
desplazamientos, velocidades y aceleraciones radiales del
medio en la frontera de la cavidad, el valor promedio de la
presion dentro de la cavidad y las velocidades promedio

Figura 4.22. Esquema
del sistema.

radial y vertical del fluido. A profundidad y distancia dada se calculan los
desplazamientos, velocidades y aceleraciones radiales y verticales en un punto del
espacio, el valor promedio de la presion dentro de cada cavidad y las velocidades
promedio radial y vertical del fluido en cada cavidad. Todo esto mediante las

ecuaciones desarrolladas en los Capitulos 11y 1II.

Se simularon dos sistemas de conductos volcanicos acoplando cinco

sistemas cavidad-fluido

Figura 4.23. Posicion de las

(Figura 4.22),
Zp d geométricamente distintos entre si. En todos los
casos los sistemas fueron excitados variando la
s presion inferior de la cavidad base. Se utilizaron
cuatro diferentes funciones de excitacion: un pulso
/ h de delta de Dirac, un pulso cuadrado, un pulso
gaussiano y tres pulsos gaussianos consecutivos.
f L Los datos que se mostraran adelante seran medidos
a una distancia (d) del sistema cuya base se
encuentra a una profundidad (h) como lo ilustra la

mediciones. Figura 4.23. La presion en la base de la cavidad

mas profunda serd la litostatica.
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Para todos los casos d intervalo de integracion fue de una centésima de
segundo (dt=0.01s) y la duracion maxima de las sefiales no super6 los cien

segundos. Por ello una cota adecuada para el nimero de iteraciones es 10°.
, . ., . 5 R
Como el error del método de integracion es proporcional a (dt)” =10"°s se

concluye que el error serd proporcional a 10°. Dicho error, para todos los
resultados, fue menor que la centésima parte de los datos obtenidos por la
integracion. De esta manera se tiene una excelente certeza en los resultados del
proceso NUMerico.

IV.3EJEMPLOS CON DISTINTAS EXITACIONES

Se realizaron dos ejemplos. El primero representa un conducto volcénico
de roca basaltica, a una profundidad superficial, que contiene un fluido con las
caracteristicas dindmicas de un magma basaltico seco. Mientras que para el
segundo, localizado a una profundidad de varios kildmetros, el fluido posee las
caracteristicas de un magma andesitico hidratado.

IV .3.iBasalto Seco Superficial

El primer ejemplo a tratar posee
valores que corresponden a un basalto
seco, en el caso del fluido; y de una
roca basaltica para el caso de la cavidad.
Los valores de la densidad y viscosidad

del fluido fueron r =2.8" 103 K%3 y Figura 4.24. Croquis del ejemplo 1.

h=10° Pa>. El medio elastico tuvo

una densidad r, =3" 10° %/, constantes elasticas | =m=4"10° Pa y el valor
de la constante de disipacion fue de A =15 Hz. La base del sistema se coloco a
una profundidad h=900m bajo de la superficie del medio elastico y las

mediciones fueron realizadas a una distancia d =3Km como lo ilustra la Figura
4.24. La sefial sintética obtenida tiene una duracion de 90s.
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Los valores geométricos para cada uno de los cinco sistemas acoplados se

exponen en la siguiente tabla:
Cavidad | Radio (m) Longitud (m) |L/R
1 9.20 150 16.29
2 8.16 110 13.47
3 8.67 130 15.01
4 8.10 100 12.29
5 7.08 80 11.26
39.26¢

a) Pulso de Delta

La forma de la presion utilizada en 0239 55

este experimento es una funcion Deltade = |
Dirac cuya duracion fue de una

centésima de segundo y su magnitud fue 7

finita. La Figura 4.25 ilustra la presion |

inferior como funcion del tiempo. t(s)
Figura 4.25 Forma de la presion inferior del

sistema en funcién del tiempo.

El valor medio de la velocidad

vertical en todo el sistema asi como los
flujos de materia que ingresaron y salieron del sistema son mostrados en la

siguiente figura:

12 el
0.5 Y
a ] b
~ _;’
W ooal — B
(o] PR
E S eme-- Flujo E
oot AW 4_],' |
(=) JH .
> & ol e F|L|_||:| o
0.2 =
0 —_—5-E
0.1 Bl
AL
. . 5 L L | L L L
0 10 20 0 20 40 E0
t (s)

-0 (s)

Figura 4.26. a) Velocidad media respecto del tiempo del sistema. b) Flujos de entrada, salida y efectivo (S-E)
para el sistema de cavidades acopladas.
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El valor del campo de desplazamientos radiales en el sitio de medicion
(sismograma sintético de desplazamientos) es mostrado en la Figura 4.27.

0 QID I I I dID ‘ I I EID I I I E!ID
t(s)

Figura 4.27. Sismograma sintético de desplazamientos. Campo de desplazamientos radiales en el punto de
medicion.

De igual manera en la Figura 4.28 se ilustra el campo de velocidad radial
(sismograma sintético de velocidad radial) y su espectro de frecuencias.

25r

7

2 L
15F
1 -
”J)‘* 05
.
E o 0 1 2 3 4
3. v (Hz)
~—ns
| .
-3
_‘] L
15}
0 20 40 B0 80
t (s)

Figura 4.28 Campo de velocidad radial en el punto de medicién (sismograma sintético de velocidad radial) y
espectro de frecuencias del mismo.
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permanecio constante.

Ejemplos

Pulso Cuadrado

Para este caso la fluctuacion en la presion en la gse.zs—
base de la cavidad inferior responde a un pulso cuadrado « -
cuya duracion fue de cinco segundos (Figura 4.29),
mientras que el valor de la presion superior del sistema

39.26¢

39.24 0 10 20

t(s)

Los valores para el valor medio de las velocidades  gigyra 429 Forma de 1a

verticales para cada cavidad, asi como los flujos de  Presion inferior del sistema

materia que ingresaron y salieron del sistema se ilustran a
continuacion:

0
[1}

I
10

t Es)

20

an

(Kg x10°)

en funcion del tiempo.

I I I I )
10 20 30

t (s)

Figura 4.30. a) Velocidad media respecto del tiempo del sistema. b) Flujos de entrada, salida y efectivo (S-E)

para el sistema de cavidades acopladas..
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El valor del campo de desplazamientos radiales en el sitio de medicion
(sismograma sintético de desplazamientos) es mostrado en la Figura 4.31.

251

Ar (pm)

0 16 ZE I 36 I Ab I 56 I Bb ?b I Bb
t(s)
Figura 4.31. Sismograma sintético de desplazamientos. Campo de desplazamientos radiales en el punto de
medicion.

De igual manera en la Figura 4.32 se ilustra el campo de velocidad radial
(sismograma sintético de velocidad radial) y su espectro de frecuencias.

200

1

16+

1k

o JMMWV\WWN\MMMWWVWWWWWWWO 7 2 3 4

vy (HM/s)

10 26 Eb ‘ 4b I Sb I Bb I ?b
t(s)

Figura 4.32 Campo de velocidad radial en el punto de medicion (sismograma sintético de velocidad radial) y
espectro de frecuenciasdel mismo.
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39.26

C) Pulso Gaussiano

[a
339'25

La perturbacion del sistema en la base de la
cavidad inferior tiene la forma de una Gaussiana de
s =0.1s. La Figura 4.33 ilustra la excitacion del so.24

sistema a lo largo del tiempo. o5

T 03 06
t(s)

El valor medio de la velocidad vertical del Figura 4.33 Forma de la Presion

fluido a lo largo de todo el sistema como funcion gy fempe. o OO"

del tiempo asi como los flujos de materia que

ingresaron y salieron del sistema se ilustran en la Figura 4.34:

281
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“‘ES % g mmm—- Flujo E
;.. i
Eul Qosi / Flujo 5
> ~ |f —_— 5-F
u]
2
-05\
1_
0y 0 ‘ i o b ' 10 ' 2 ' E
t (s) t(s)

Figura 4.34. a) Velocidad media respecto del tiempo para cada cavidad del sistema. b) Flujos de entrada, salida
y efectivo (S-E) para el sistema de cavidades acopladas ..
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1\

El valor del campo de desplazamientos radiales en el sitio de medicion
(sismograma sintético de desplazamientos) es mostrado en la Figura 4.35.

K 1 1 1 1 1 1 1 1

£ (s)

Figura 4.35 Sismograma sintético de desplazamientos. Campo de desplazamientos radiales en el punto de

medicién.

De igual manera en la Figura 4.36 se ilustra el campo de velocidad radial
(sismograma sintético de velocidad radial) y su espectro de frecuencias.

201

vy (Hm/s)

1

f=L]

1 1 1 . 1
20 40

t (s)

)
a0

Figura 4.36 Campo de velocidad radial en el punto de medicion (sismograma sintético de velocidad radial) y

espectro de frecuencias del mismo.
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39.27 ¢
d) Triple Pulso Gaussiano 5026
g
La forma de la presionen labase de la =
cavidad inferior del sistema acoplado a lo ™ 3925
largo del tiempo es mostrada en la Figura
4.37. Se trata de tres pulsos Gaussianos g4

0 T4

t(s)

Figura 4.37 Forma de la Presion inferior del
sistema en funcion del tiempo.

todos con una s =0.15.

El valor de la velocidad vertical
promedio del fluido dentro del sistema asi como los valores de los flujos como
funciones del tiempo son mostrados a continuacion:

16 -~ b
a B s
’r
4 e
o > B
0 A -
E = £ e - Flujo E
2 £ .
S s | e Flujo 5
S’ = v
- 0 — =-E
4
21
1] L L L 4 L L L L L L L 1
] 10 20 ] 10 20 30 40

t(s) t (s)
Figura 4.38. a) Velocidad media respecto del tiempo del sistema. b) Flujos de entrada, salida y efectivo (S-E)
para el sistema completo.
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El valor del campo de desplazamientos radiales en el sitio de medicion
(sismograma sintético de desplazamientos) es mostrado en la Figura 4.39.

2581

Al WWWWWWWWWWW

L : : : - : : : - : : : - : : : éu
t(s)

Figura 439 Sismograma sintético de desplazamientos. Campo de desplazamientos radiales en el punto de

medicion.

De igual manera en la Figura 4.40 se ilustra el campo de velocidad radial
(sismograma sintético de velocidad radial) y su espectro de frecuencias.

1

i 20

40 G0 a0

t(s)
Figura 4.40 Campo de velocidad radial en el punto de medicion (sismograma sintético de velocidad radial) y
espectro de frecuencias del mismo.
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Ejemplos

1V 3.ii Andesita Humeda Profunda

El dltimo ejemplo a tratar posee valores
que corresponden a una andesita himeda, en el
caso del fluido; y de una roca andesitica para el
caso de la cavidad. Los valores de la densidad y

viscosidad del fluido fueron r =2.4" 10° K%s y
h=10* Pa>s. El medio elastico tuvo una
densidad r,=2.7" 10° *%/,, constantes elasticas

| =m=2"10° Pa y el valor de la constante de
disipacion fue de A=30Hz . La base del sistema se coloco a una profundidad
h=4Km bajo de la superficie del medio elastico y las mediciones fueron
realizadas a una distancia d =3Km como lo ilustra la Figura 4.41. La sefal
sintética obtenida tiene una duracion de 90s.

4 Km

Figura 4.41. Croquis del ejemplo 1.

Los valores geométricos para cada uno de las cinco cavidades acopladas se
exponen en la siguiente tabla:

Cavidad | Radio (m) Longitud (m) |L/R
1 11 350 26.8
2 10 300 25.5
3 9.5 280 25.3
4 9 240 23.0
5 6 120 17.3
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153.77¢

153.76 ¢

a) Pulso de Delta .
§153.75—

La forma de la presion utilizada en este o
experimento es una funcion Delta de Dirac cuya 18374
duracion fue de una centésima de segundo y su ’
magnitud fue finita. Esto es ilustrado por la Figura 4.42

153.73¢

mientras que el valor de la presion en el borde superior 040 g0
del sistema permanecio constante. Figura 4.42 Forma de la

presion inferior del sistema

. . . . en funcion del tiempo.
El valor medio de la velocidad vertical del fluido P

a lo largo de todo el sistema como funcién del tiempo
asi como los flujos de materia que ingresaron y salieron del sistema se ilustran en

e

5,
g A
—
<+ 5
1
E —
L )
> 4
o
2 <
3_
£ 2
= ol — .
1_
0
5 y

1 1 1 1
1] 0 40

Figura 4.43. a) Velocidad media respecto del tiempo del sistema. b) Flujos de entrada, salida y efectivo (S-
E) para el sistema de cavidades acopladas..

la Figura 4.43:
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El valor del campo de desplazamientos radiales en el sitio de medicion
(sismograma sintético de desplazamientos) es mostrado en la Figura 4.44,

2581

At (m x10'7)

Figura 4.44. Sismograma sintético de desplazamientos. Campo de desplazamientos radiales en el punto de
medicion.

De igual manera en la Figura 4.45 se ilustra el campo de velocidad radial
(sismograma sintético de velocidad radial) y su espectro de frecuencias.

150 !

1k
05

o

05F

Vr (HM/S)

-
v (Hz)

1 1 1 . . . . 1 1 1 1 1 1 1 1 )
1] 20 40 60 a0

t(s)

Figura 4.45 Campo de velocidad radial en el punto de medicion (sismograma sintético de velocidad radial) y
espectro de frecuencias del mismo.
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183.77 1

153.76 |

b) Pulso Cuadrado

153.75 f

(MPa)

Para este caso la fluctuacion en la presion en la o
base de la cavidad inferior responde a un pulso ™7
cuadrado cuya duracién fue de cinco segundos, como se |
ilustra en la Figura 4.46, mientras que el valor de la
presion superior del sistema permanecié constante.

153.73 1

-20 O 2IO
t(s)

: : Figura 4.46 Forma de Ia
~ Los valores para eI_vanr mgdlo de las veloqldades oresion inferior del sistema en
verticales para cada cavidad, asi como los flujos de  funcion del tiempo.
materia que ingresaron Yy salieron del sistema se ilustran

en la Figura4.47.

Figura 4.47. a) Velocidad media respecto del tiempo del sistema. b) Flujos de entrada, salida y efectivo (S-E)
para el sistema de cavidades acopladas..
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El valor del campo de desplazamientos radiales en el sitio de medicion
(sismograma sintético de desplazamientos) es mostrado en la Figura 4.48,

1 1 1 1 1 1 1 1 )
1] 20 &0 a0

40
t(s)
Figura 4.48. Sismograma sintético de desplazamientos. Campo de desplazamientos radiales en el punto de
medicion.

De igual manera en la Figura 449 se ilustra el campo de velocidad radial
(sismograma sintético de velocidad radial) y su espectro de frecuencias.

7

30p

201

10F

Ve (HM/s)
.

2ok

-30 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1] 20 40 =] a0

t(s)
Figura 4.49 Campo de velocidad radial en el punto de medicion (sismograma sintético de velocidad radial) y
espectro de frecuencias del mismo.

87



Aplicacion al Volcanismo v

163.77

153.76

C) Pulso Gaussiano

g
= 1563.75

.z - o
La perturbacion del sistema en la base de la 1537
cavidad inferior tiene la forma de una Gaussiana
de s =0.1s. La Figura 4.50 ilustra la excitacion ‘ ‘ :
-0.5 0 0.5

del sistema a lo largo del tiempo. t(s)
Figura 4.50 Forma de la Presion inferior

del sistema en funcién del tiempo.

153.73

El valor medio de la velocidad vertical del
fluido a lo largo de todo el sistema como funcion
del tiempo asi como los flujos de materia que ingresaron y salieron del sistema se
ilustran en la Figura 4.51:

121

a

t(s)
Figura 4.51. a) Velocidad media respecto del tiempo del sistema. b) Flujos de entrada, salida y efectivo (S-E) para el
sistema de cavidades acopladas..
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23] Ejemplos

El valor del campo de desplazamientos radiales en el sitio de medicion
(sismograma sintético de desplazamientos) es mostrado en la Figura 4.52,

74 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
20 40 60 a0
t(s)
Figura 452 Sismograma sintético de desplazamientos. Campo de desplazamientos radiales en el punto de
medicion.

De igual manera en la se ilustra el campo de velocidad radial (sismograma
sintético de velocidad radial) y su espectro de frecuencias.

20r

t(s) a0

Figura 453. Campo de velocidad radial en el punto de medicion (sismograma sintético de velocidad radial) y
espectro de frecuencias del mismo.
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153.79

153.78

d)  Triple Pulso Gaussiano T 153.77
[a

= 15376

La forma de la presion en la base de la 45575

cavidad inferior del sistema acoplado a lo largo del

tiempo es mostrada en la Figura 4.54. Se trata de
tres pulsos Gaussianos todos con una s =01s.

153.74

183.73

0

. . . t(s)
El valor de la velocidad vertical promedio Figura 4.54 Forma de la Presion

del fluido dentro del sistema asi como los valores itm[i)%r del sistema en funcion del

de los flujos como funciones del tiempo son
mostrados a continuacion:

a0

a

D 1 L L 1 L 4 1

k] 0 10 20 30 40
t(s)

Figura 4.55. a) Velocidad media respecto del tiempo del sistema. b) Flujos de entrada, salida y efectivo (S-E) para

el sistema de cavidades acopladas..
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El valor del campo de desplazamientos radiales en el sitio de medicion

(sismograma sintético de desplazamientos) es mostrado en la Figura 4.56.

f=az]
B
=

40 60

t(s)

Figura 456 Sismograma sintético de desplazamientos. Campo de desplazamientos radiales en el punto de

medicion.

De igual manera en la Figura 4.57 se ilustra el campo de velocidad radial

(sismograma sintético de velocidad radial) y su espectro de frecuencias.

40 r
30

201

10 F
0

Vr (Um/s)

-0 F 0

L

201

A0F

anf

A0 1 1 1 1 1 1 L 1 1 1 1 1 1

i 20 40 B0

t (s)

Figura 4.57 Campo de velocidad radial en el punto de medicion (sismograma sintético de velocidad radial) y

espectro de frecuencias del mismo.
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V.4 DiscusiON

En los ejemplos de la seccion anterior se utilizaron distintas formas de la
funcion presion para conocer la respuesta del modelo a dichas perturbaciones. Se
decidi6 variar las excitaciones y no el sistema cavidad-fluido pues, conocidas las
propiedades fisicas de la roca y del fluido, se pueden acotar las propiedades
geométricas del sistema cavidad-fluido que originen respuestas cercanas a las
caracteristicas espectrales deseadas, tal y como se realizd en la seccion 2 del
presente capitulo.

1V.4.] Acerca de las Frecuencias

Al experimentar con distintas formas de la funcion presion se obtuvieron
diferentes respuestas (sismogramas) para un mismo sistema. Las variaciones
principales se registraron en las frecuencias excitadas, para cada caso.

1 1

a b

0 i 2 3 4 0 1 2 3 4

v (Hz) v (Hz)
Figura 4.58. Espectros de potencia para un basalto seco. a) Para un pulso de delta. b) Para un pulso gaussiano.
¢) Para un pulso de cuadrado. d) Para untriple pulso gaussiano.
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4] Discusion

En las Figura 4.58 y Figura 4.59 se muestran los espectros de potencia de
las sefiales sintéticas expuestas en la seccion anterior. En ellas resulta claro el
condicionamiento de las frecuencias excitadas al proceso de perturbacion.
Existiendo las mayores similitudes entre las respuestas obtenidas por medio del
pulso de delta y el pulso gaussiano. En el caso del pulso cuadrado y el triple pulso
gaussiano se encuentra que comparten similitudes pero no son tan marcadas.

1

a b

0 1 2 0 1 2
v (Hz) v (Hz)

C d

0 1 0 1 2
v (Hz) v (Hz)

Figura 459. Espectros de potencia para una andesita himeda. a) Para un pulso de delta. b) Para un pulso
gaussiano. ¢) Para un pulso de cuadrado. d) Para un triple pulso gaussiano.

La excitacion de distintas frecuencias puede deberse a la respuesta de cada
sistema cavidad-fluido a la frecuencia propia de la funcion excitacion. De una
manera similar a la que un oscilador forzado resuena o amortigua el actuar de una
fuerza, el modelo resulta ser sensible a las caracteristicas de la funcién presion
que lo perturba. Por lo tanto la respuesta del sistema indirectamente contiene
informacion del proceso de excitacion.

De lo anterior se sigue que la forma de la perturbacion en la presion de los
conductos volcanicos puede condicionar las frecuencias registradas en un
sismograma. O también que las sefiales sismicas que compartan propiedades
espectrales y origenes espaciales pueden tener un mecanismo de excitacion
similar. Ademéas que el sismograma puede contener informacion de las
frecuencias del proceso de excitacion que le dio origen.
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IV .4.ii Flujos

Las perturbaciones en la presion dieron origen a flujos del material
contenido en el conducto. La magnitud y duracion de dichos flujos estuvieron
estrechamente relacionados con las propiedades de la funcion presion. Siendo
proporcionales las magnitudes de los flujos a las de las presiones. (ver Figura
4.26, Figura 4.30, Figura 4.34, Figura 4.38, Figura 4.43, Figura 4.47, Figura4.51y
Figura 4.55)

Las velocidades verticales promedio para el flujo de magma tuvieron como
méximo valor 1.8” 107" m/ que se registré para el caso de la andesita himeda
sometida a la excitacion de un pulso cuadrado y el pulso de delta de Dirac para el
mismo caso alcanzo la velocidad minima de 5~ 10 /.

A pesar de que las velocidades del flujo de magma resultan pequeias, estas
responden directamente a la duracion y magnitud de la perturbacién en la presion
del conducto. Si el gradiente de presiones se mantiene durante largos periodos
tanto tiempo es el que los flujos perduraran. Lo cual significaria procesos de
transporte de volumen proporcional a la duracion del fendmeno. De tal manera
que al presentarse sismos de larga duracion o numerosas sefiales sismicas en un
corto lapso de tiempo, al ser originadas por perturbaciones de la presion, se
podria afirmar que se han llevado a cavo un prolongado proceso o bien multiples
procesos de flujo de material. Lo que significaria acumulacion de magma en algun
sitio del sistema volcanico.
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CAPITULO

Vi CONCLUSIONES

V.1 El Modelo Teorico

Haciendo uso de las herramientas desarrolladas en el presente trabajo se
construyeron las ecuaciones que modelan el sistema fisico cavidad-fluido. Lo cual
se realizo sin despreciar ninguno de los términos de las ecuaciones diferenciales
que intervienen en el proceso.

Las ecuaciones que resuelven las variables principales del sistema fisico
componen un sistema diferencial de segundo orden no lineal de dos ecuaciones
acopladas:

, P, - P+rgL aebh 1Ro ,
1Tt<\N >r rL ér R2 5 R ﬂ<\N (t)>r
y
2 s
R =- 12 zaeai %92 reEl L R°R+3rRAR+
BorR+7 ) & ER5 5 4530 p

18 B 2 4(m+| ) 0

r -P-P+———~(R-R,)=R
(36rR+7|r|_)9_< )PP Ry ( °)g

Dénde <wz>r representa el valor promedio, respecto de la variable radial, de la

velocidad vertical. Siendo R el radio de la cavidad cilindrica. Por medio de la
solucion de este sistema diferencial se obtiene la informacion necesaria para
determinar al sistema en todo momento y para toda posicion. Puesto que al

conocer <wz>r, R, Ry R, quedan completamente definidas ks caracteristicas

fisicas esenciales del sistema: velocidad del fluido, presion del fluido y la
geometria de la cavidad. Dado que de acuerdo al desarrollo la velocidad radial
tiene la forma:
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3
\' t,I‘ =Rqc== ,
(tr) =R~
mientras que la de la velocidad vertical es:

vz(t,r,z):%(Rz-rzx ) - gl+4§19 oR,

y la del valor promedio de la presidn respecto de la variable radial es:
P-P, an L o

<P(t,z)>r:r§‘%g<wz(t)>r e

kS TR 8h RO®, o §0
- — - o=+,
§158Rg 6R IR’ R£ 8255

+P, - E<VZ (' %’t)2> ) %<Vr (- %’t)2>r

r

Es importante resaltar que a pesar de que la mayoria del desarrollo se basa
en el uso del valor promedio respecto la variable radial de la velocidad vertical:

<wz>r. Se elabor6 un método para recobrar la informacion perdida al colapsar
dicha funcion a su valor promedio. De tal manera que la forma completa de la
velocidad vertical v*(t,r,z) quedd definida.

Las ecuaciones diferenciales que modelan al sistema poseen una serie de
propiedades importantes, pues confirman lo esperado en la realidad fisica.

En primer lugar, a lo que refiere a puntos de equilibrio, se probd que existe
un anico punto de equilibrio cuyas circunstancias sean fisicamente viables; esto
es: v',v',RT R con R>0. El punto de equilibrio esta determinado por las

siguientes ecuaciones:
2

.\ _ PR
(W)= ghr ¥
rggp P, +rLg° OR MR_(P1+P2+4(m+|)):O_
5§ ehL R,

La unicidad del punto de equilibrio resulta importante pues significa que si
el sistema fisico esta en un estado de equilibrio, al ser excitado, no pasara a otro
estado de equilibrio distinto al inicial. Por lo cual o regresa al estado de equilibrio
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0 se aleja de él, dependiendo del tipo de equilibrio que se tenga: estable o
inestable.

Por lo general los sistemas fisicos se estudian cerca de los puntos de
equilibrio estable. Por ello se buscaron las condiciones paras las cuales el punto
de equilibrio del sistema es estable. Se encontraron dos relaciones que aseguran
un equilibrio estable. La primera:

m+1] 3 Ro 8@1+P2_§r<wz>22’

2(R.-R,)& 2 5 \ /g
condiciona las propiedades elasticas y geométricas del medio respecto de bs
propiedades energeticas del fluido. La cual nos dice que la elasticidad del medio
tiene que ser mayor que los esfuerzos del fluido que actiian sobre él. La segunda
relacion es:

A3 4 a?g\gLo 1_h

RIEER. 5 of,
que vincula los procesos disipativos y geometria del sistema. Una manera de
interpretarla es: que la capacidad de disipar energia del medio elastico tiene que
ser superior a la cantidad de energia que el fluido le transmite. Ambas
desigualdades concuerdan con lo esperado fisicamente pues si el material no es
suficientemente elastico y no puede deshacerse del momento y energia
transmitidos, en algin momento se vencera.

Cerca del punto de equilibrio, el radio (R) del sistema fisico se comporta
como un oscilador amortiguado y forzado. Cuya frecuencia puede ser
aproximada a:

y el tiempo de “vida media” de la perturbacién es:
(36r RZ +7r LZ)In(Z)

6948?- —Jq+3 R? A_
Eﬂ 4]

Para hacer al modelo flexible yaplicable a circunstancias cercanas a la
realidad fisica se encontraron las condiciones a la frontera que deben de cumplir
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dos cavidades geométricamente distintas para que puedan ser consideradas un
solo sistema fisico. Dichas condiciones afectan a las presiones en los extremos de
las cavidades, en particular a la presion intermedia. Al tener la capacidad de
acoplar dos sistemas cavidad-fluido, se pueden acoplar nsistemas. Haciendo al
modelo flexible y adaptable a diversas circunstancias fisicas.

También se encuentran aproximaciones del campo de desplazamientos, de
velocidades y aceleraciones que la cavidad genera en todo el medio elastico al
sufrir deformaciones. Esto resulta especialmente importante pues, en la practica,
este tipo de sistemas son estudiados por medio de estos datos. Esa es la razon
por la cual se precisa conocer tal informacion.

V.2 Volcanismo

El modelo tedrico que describe el comportamiento del sistema cavidad-
fluido construido en el presente trabajo fue utilizado, en el Capitulo 1V, para el
estudio de la sismicidad provocada por conductos volcanicos. Llegandose a las
siguientes conclusiones:

Los procesos de deformacion geométrica de la roca que contiene a los
fluidos volcanicos es un factible generador de sefiales sismico-volcanicas
de tipo LP.

El origen de los sismos volcanicos pueden ser las variaciones temporales
de la presion en los fluidos magmaticos. Ademas que la amplitud de la
sefial sismica es proporcional, en principio, a las variaciones de la presion.

Variaciones en el campo de presion del fluido contenido en el conducto
generaran flujos. El tamafio y la duracién de dichas variaciones, entre
otros factores como la densidad y viscosidad del fluido, dominaran la
magnitud de los flujos que se den a través de la cavidad.

Dado que algunos sismos volcanicos pueden ser originados por
variaciones en la presion y que dichas variaciones provocan flujos de
fluidos geofisicos. Al presentarse episodios sismicos de larga duracion o
grupos de sefiales LP esto significaria variaciones de presion prolongadas.
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Volcanismo

Lo que se podria interpretar como el proceso de acumulacion de material
en algun lugar del edificio volcanico.

La frecuencia del sistema cavidad-fluido estd determinada,
principalmente, por las propiedades fisicas del medio y las magnitudes
geométricas de la cavidad. En forma secundaria las propiedades fisicas
del fluido influyen sobre tal parametro.

El proceso de excitacion (funcion presion) condiciona fuertemente las
frecuencias dominantes de la sefial sintética.

La sefial sismica contiene informacion de dos factores: el proceso que
perturba al sistema cavidad-fluido y del mismo sistema cavidad-fluido.

Lo anterior da pauta a concluir que por medio de una sefial sismica se
puede conocer, aungue sea parcialmente, algunas caracteristicas del
proceso de excitacion de la fuente como el tiempo de la excitacion, su
magnitud, las frecuencias dominantes y ubicacion espacial.

Las conclusiones expuestas concuerdan con el conocimiento que se tiene

de la actividad y procesos volcanicos relacionados con la sismicidad volcanica.

V.2 Valores Promedio

Tratamiento Matematico

Con base en ideas de la Mecanica Cuantica, se estudio el proceso de

variacion de un valor promedio cuando su dominio de integracién variaba
también. Para estas circunstancias, se demostrd que la variacion del valor
promedio no es equivalente al valor promedio de la variacion, i.e., los operadores
de diferenciabilidad y de valor promedio no conmutan. La regla de conmutacién
encontrada fue:

&0 ), BF (o) =(f (xy)), - (I (x)),
= 9x (<f (x,y)>y - f (x,g))

g
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siendo g el dominio de integracion para el valor promedo. Claramente si el
dominio de integracion es constante bajo el parametro x o que se cumpla que
(f(xy)),° f(xg), el conmutador se anulard y por lo tanto se daré la

conmutacion, de otra manera no sera posible.

Meétodo

Lo trascendente de esta relacion es que brinda la oportunidad de construir
un método para el trabajo matematicamente correcto de ecuaciones diferenciales
por medio de los valores promedio sin pérdida de informacion. Esto permite
hacer estudios y desarrollos mas cercanos a la realidad fisica.

El método se basa en la relacion de conmutacion enunciada. Primero se
han de plantear las ecuaciones a usar. Después se aplica el operador de valor
promedio a toda la ecuacién, recordando que es un operador lineal. Finalmente
se utiliza la regla de conmutacion para obtener la forma correcta de la ecuacion
diferencial expresada por valores promedio respecto de alguna coordenada.

V.l Extensién de la Ecuacién de Continuidad

Uno de los resultados mas importantes obtenidos en este trabajo es sentar
la necesidad de ampliar la ecuacion diferencial de continuidad. Esto es de suma
importancia pues dicha ecuacion es una herramienta fundamental en muchas
areas de la Fisica.

En este trabajo se demostrd que la ecuacion diferencial de continuidad, tal
y como se conoce, no es adecuada para fendmenos donde se tratan volumenes
finitos que varian en el tiempo. Pues se demostrd que la ecuacion diferencial de
continuidad correcta para una geometria cilindrica que varia en el tiempo esta
dada por la ecuacion | (2.27):

. T.(rR)
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V.5 Final

Ha de mencionarse que la solucion del modelo, al ser solamente la
integracion de dos ecuaciones diferenciales, resulta ser econdmica en maultiples
aspectos, en particular en tiempo de solucion y capacidad de computo necesaria
para ello. Esto resulta ser una de sus fuertes ventajas pues se puede obtener un
resultado aproximado a la realidad fisica con una rapidez muy grande, a
diferencia de otros métodos.

El modelo superé las expectativas iniciales de este trabajo, pues a lo largo
de su desarrollo se generaron resultados secundarios que permitieron profundizar
en el estudio de los medios deformables y teoria de los valores promedio asi
como su implementacién en el proceso de solucion de ecuaciones diferenciales.

Finalmente es importante hacer notar que el modelo puede ser utilizado
para estudiar distintos sistemas fisicos naturales y no naturales. Ejemplos de estos
son los sistemas hidrotermales, termoeléctricos, hidroeléctricos y ce extraccion
petrolera. Pero también se debe de decir que para realizar un estudio méas preciso
de la actividad volcanica es una mejor alternativa utilizar el método de diferencias
finitas. El cual no fue empleado en este trabajo por ser considerado para estudios
posteriores.
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Apéndice A

Apéndice .
pA NOTACION TENSORIAL

INTRODUCCION

Esta seccion tiene un motivo: dotar al lector del vocabulario y notacion
usados a lo largo del presente trabajo. Se decidid incluir este apéndice pues no es
generalizado el uso de la herramienta tensorial y menor es la manera en que en
este trabajo se emplea.

A.l. Notacion

n

Se escribira a los tensores de rango (m) utilizado la notacion de Einstein®

(indicial). Si {&,} es base de un espacio lineal de dimension finita (n), se suele
escribir cualquier vector de dicho espacio como?:

i=1
La idea, en la notacion indicial de Einstein, es que si uno conoce la dimension del
espacio, esto es suficiente para llevar a cavo la suma, si los indices se ponen de la
manera adecuada. En el ejemplo anterior, resulta claro que la suma es sobre los
indices i's. Sin embargo hay operaciones mas complejas, como el producto

interior. El producto interior es una transformacion bilineal, que tiene un tensor

asociado de rango ((2’) Esto significa que toma dos vectores y arroja un escalar.

En el caso de una geometria euclidiana se tiene que &; - & =d,, por ello:

Qo5

n

o] ~ A~
Vow =g (viwj) 6o =

i=1 i

(viwj)dij :én AR
i=1

1
LN

1 En esta notacion la letra del indice es arbitraria pues sélo, cuando un indice se repite en una ecuacién cobra
importancia significando suma sobre todas las dimensiones en las que se esté trabajando. En particular, si se usan
las literales i, j 0 k no se debe pensar que indican alguna direccion en el espacio euclideo tridimensional.

2 Notese que el tensor v se escribié en “negritas”.
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Se observa de nuevo que los indices repetidos son sobre los que corre la
suma. En esto es en lo que se fundamenta la notacion de Einstein. En este

: . : - g , :
trabajo sera lo mismo escribirr vow=Q v,w, =v,w, S6lo que existe un
i=1
pequefio detalle. En las siguientes secciones, dado que no se trabaja en un
espacio euclideo, existira una diferencia entre el espacio vectorial y su espacio
dual o cotangerte. Por ello, el lector verad coeficientes con superindices y con
subindices. Cada uno miembro de un diferente espacio.

Se tendra que {&,} son una base para el espacio donde existe el vector v.
El conjunto de los {'.7 "} es una base para el espacio dual (Friedberg, 1984) del

espacio generado por los {éi} . Generalmente a los tensores con super indice se

les llama vectores o tensores de rango (g) y a los tensores con subindice se les

asigna el nombre de unoformas o tensores de rango (f)3 Cuando el tensor

muestra méas de un indice, se le nombra como tensores de rango (” )

m

A.2 Producto interior y la Métrica

El producto interior es una funciéon g "3 g:R"" R"® R con ciertas

propiedades y explicarlas todas esta mas alla de la finalidad de este apartado. Sélo
se discutiran las importantes para este trabajo.

Se sabe que vow =v'w'§ o8, =v'wd,=v'w;, esto para una base
cartesiana. Dado que el producto interior es una forma bilineal (Friedberg,
1984)*, tiene una matriz asociada, dicha matriz es un tensor (3) “¥. g =g,WW

cuyo nombre es tensor metrico. Algunas propiedades de la métrica son:
) Es una biyeccidn entre el espacio vectorial y su espacio dual. Por lo

cualsiv=v'g, b gv= (gijvi)(éi\iv")vvi =w,g/W =wW =w.
i) Es simétrico: g; =g; Y es la delta de Kroneker del espacio.

3 Desde principios del siglo XX hasta poco después de su primera mitad, a los vectores también se les llamaba
tensores contravariantes y a las unoformas se les conocia como tensores covariantes. Esta nomenclatura se
encuentra en desuso.

4 En la literatura, en el capitulo 7, se hace una discusion bastante clara de los espacios de formas biliniares.
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A.3 Derivadas

A lo largo de este trabajo se utilizaran varias notaciones para la derivada parcial,
estas formas son las convencionales®;

v
ﬂ__ =qv=v,
ﬂXJ J J
Para referenciar la derivada parcial temporal se utilizaran:
v
ﬂ_ = ﬂtv =V
1t
: . _ €,
En un sistema cartesiano, el término % se anula, pero en lo general esto
X
no ocurre. Por ello se recurre a la siguiente definicion:
e, .

Donde G; se le conoce como simbolo Christoffel’. Existe una estrecha relacion
entre los simbolos Christoffel y la Métrica:

1
Ggmzagag(gg)’m-i-ggm’b_ gbm’g) (A'l)
De la ecuacion resulta claro que G, =G,. Con esto se define la Derivada
Covariante para vectores”.

~

N, v’ :ﬂﬂxli"'quj =v', +G v (A2)

Lo excepcional de esta definicion es que la derivada covariante es valida
para todo tipo de geometria. Unicamente los simbolos Christoffel han de ser

. . . . . . . . v
5 Otras notaciones para denotar derivada parcial es la usada en ecuaciones diferenciales parciales siendo— = v, .
1z
En este trabajo seutiliza la notacion ortodoxa en la fisica.
6 Los simbolos Christoffel no son tensores a pesar de que su apariencia sugiera lo contrario, pues no se
transforman como tales.

7 En algunas referencias se utiliza para la derivada covariante: Na ® |a . En otros casos la notacion Na ®;, es
utilizada.
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ajustados en el caso particular. La derivada covariante en el caso de las uno-
formas adquiere la siguiente forma®:

~ w. .
N, w; = ﬂTkj - Gow; =w, - Gw, (A3)

Una de las importantes propiedades de la derivada covariante es que
N.g; =0. Ademés por medio de la derivada covariante los operadores
diferenciales del calculo adquieren la siguiente forma®:
Nv® N,V Nov® gN,v' =N,v*
N*v ® NNv* N v® e’ N V"

A.4 Geometria Cilindrica

Para una geometria sencilla, como es el caso de la cilindrica, la métrica y su
Inversa resultan sencillas:

& 0 06 2@ 2 06
0, =20 r* 0. gm=¢0 = 0% (A4)

015 & 2

4 & 0 1p

Utilizando la ecuacion (A.1), los simbolos Christoffel adquieren la siguiente
forma:

:E sz =0
r : (A.5)

G, =G}, =G}, =G, =G} =G}, =0
y por supuesto de (A.4) se sigue:

G =-r

aq ar

I =]

' (A6)
0 it]

d=9;=9"g, =

—_——

8 En Shutz, 1998, en el apartado de Prefacio a Curvatura se dan demostraciones bastante econdmicas y féciles de
comprender de lo enunciado a lo que respecta a la derivada covariante.

s e conocido como el tensor de Levi-Chivita, se puede encontrar en cualquiera de los libros de elasticidad de
las referencias.
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ELEMENTOS GEOLOGICOS

Composicion quimica de los componentes mas comunes de los

magmas (lavas)

Mineral Composicion
(compuesto) Quimica
Olivino (Mg,Fe), SiO,
Piroxeno (Mg,Fe)SiO,
Anfibol Ca, (Mg,Fe)SizO,, (OH),
Mica Biotita | K(Mg,Fe)AlSi,O,, (OH),
Mascovita | KAI, (AlSi,O,; ) (OH),
Feldespat Orosa KAISi, O,
eldespato - -
PEO Plagioclasa (Ca,Na)KAISi,O,
Cuarzo SiO,
Tabla B. 1. Silicatos comunes. Adaptado de (Tarbuck, 1999).
Serie de Bowen
Temperatura| Serie discontinua Serie continua Magma
{acidez) de cristalizacién de cristalizacién (roca)
4 (=) Olivino Rico Komatita
en Ca |(peridotita)
Piroxeno B d . Basalto
Anﬁi([)_l pfagi%sclgsg {gabro)
*'bit;fiat‘a “ 7 Rinco An_de:sita
-_ en Na (diorita)
Feldfespa}_o poté-sico Riolita
i (+) Mica n_ll_oscomta (granito)
Cuarzo

Tabla B.2. Serie de Bowen.
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Estructura de la Tierra:

B) Nucleo Interior (sélido): 1278 km.

F) Nucleo Exterior (liquido): 2210 km.

A) Manto (Liquido-Solido): 2855 km.
C, E) Corteza (Solido): 30 km.

Figura B.1. Estructura de la Tierra, en proporcion correcta.

Los datos en la parte superior muestran los espesores de las distintas capas
que conforman la Tierra. El criterio de division se fundamenta en las
caracteristicas fisicas de cada seccion.
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SIMBOLOS

Simbolos Matematicos

Ab B
AU B
\
.
u,u
]l
R,C

Cn

&
a &,

n=1

{f),

T

X

~

f
J

J

=9 f=9f=f,,

gij’gij! ©

fi - ﬂfl

Nf' =—+Gf’

ix
Re(l ), Im(I)

Si A, entonces B.
A siy solo si B.
Por lo tanto.

Tal que.

Para todo.

“y”y “0” logicos.

Elemento de, No es elemento de.

Campo de los Reales, campo de los Complejos.
Conjunto de todas las funciones cuya n-ésima derivada

sea continua.

La suma de los nimeros a, +a, +---+a,_, +a

N-1 N

Valor esperado de f respecto de la variable x.
Derivada parcial de f respecto de la coordenada j-
ésima.

Vector y uno-forma bases unitarios de la direccion j.

Tensor métrico, inverso del tensor métrico, producto
interior o punto.

La coordenada i-ésima del vector f y de la unoforma
h.

Tensor de Levi-Chivita, producto cruz o exterior.
Simbolo Christoffel.

Derivada covariante del vector f'.

Frontera del conjunto W.
Partes real e imaginaria del nimero complejo | .
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2 Simbolos Fisicos

t,r,qz

f=9qf=_=f
1i; it

't

R., RS
a,b
m, s, K, kg
Pa, N, J, W, Hz

110

Campo escalar densidad.

Campos escalares primer y segunda viscosidad.
Campo vectorial de velocidades.

Campo vectorial de desplazamientos.

Radio de la cavidad cilindrica, radio inicial y radio en

equilibrio de la cavidad.
Altura de la cavidad cilindrica.

Campo vectorial de aceleraciones gravitacionales.
Tensor de esfuerzos.
Tensor de deformaciones.

Constantes de Lame.

Constante disipativa del material elastico.
Variables independientes: tiempo, distancia radial,
desplazamiento angular y altura.

Derivada parcial respecto del tiempo.

Numero de Reynolds y nimero critico de Reynolds.

Rapidez de ondas longitudinales y transversales.
Abreviacion de metro, segundo, kelvin, kilogramo.
Abreviacion de pascal, newton, joule, watt, hertz.
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