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Introduccion

El propésito de esta tesis es dar los detalles de algunos resultados que aparecen
en el articulo [AP] escrito por M. Aguilar y C. Prieto.

Una aplicacién cubriente ramificada de grado n es un mapeo p : £ — X de
fibras finitas discretas, con una funciéon de multiplicidad definida sobre el espacio
total u : E — N, tal que la suma de las multiplicidades de cada fibra da n, y un
mapeo ¢, : X — SP"E que a cada z € X le asigna su fibra repitiendo cada elemen-
to de ésta, tantas veces como lo indique la funcién multiplicidad. Un tréansfer para
tales mapeos es un homomorfismo entre los grupos de homologia (o de cohomologia)
del espacio total y el espacio base, de direccién contraria al homomorfismo que el
mapeo p induce bajo homologia (o cohomologia), de tal modo que tiene una serie de
propiedades tutiles. La composicién del transfer con el homomorfismo inducido por p
debe tener una descripcion sencilla; en nuestro caso sera multiplicaciéon por el grado
de la aplicacién cubriente ramificada en la homologia (o cohomologia, dependiendo
del caso) del espacio base. De igual forma conserva la conmutatividad de los diagra-
mas de pullback y cumple cierta invariancia homotdpica; éstas y otras propiedades
seran expuestas en los capitulos 4 y 5.

El primero en trabajar con las aplicaciones cubrientes ramificadas aqui utilizadas
fue L. Smith, quien construyé un transfer para ellas en homologia singular con co-
eficientes enteros [LS]. Mds tarde, A. Dold da una definicién alternativa de estas
aplicaciones y define un trénsfer para ellas [AD]. Ambos trénsferes son de natu-

raleza algebraica y un tanto abstractos. La definicién que M. Aguilar y C. Prieto
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VI INTRODUCCION

dan del transfer en [AP] rescata el caracter topoldgico de la aplicacién cubriente
ramificada. Definen un homomorfismo continuo llamado pretransfer, entre ciertos
grupos topoldgicos asociados al espacio base y al espacio total. La construccion de
estos grupos topoldgicos se debe a McCord, y tienen la propiedad de definir una
teoria de homologia al calcular sus grupos de homotopia. El transfer resulta en-
tonces, el homomorfismo que el funtor homotopia induce a partir del pretransfer.
Maés atn, los grupos topologicos de McCord asociados a las esferas resultan espacios
de FEilenberg-MacLane, lo cual permite utilizarlos para definir una teoria de coho-
mologia. Precisamente este modelo de espacios Eilenberg-MacLane es el que se utiliza
par definir el transfer en cohomologia.

La construccién de los grupos topoldgicos F(X, G) que da McCord, resulta fun-
damental en la definicién del pretransfer. Sin embargo, esta llena de sutilezas técnicas
las cuales obligan a restringir la categoria de objetos con los que se puede trabajar.
El primer capitulo de esta tesis esta dedicado a detallar la categoria adecuada de la
cual tomaremos los objetos. Su caracter es técnico y un tanto tedioso, sin embargo
su importancia es capital para verificar que los grupos topoldgicos F'(X, G) cumplen
con las propiedades que necesitamos.

En el capitulo 2 se construyen los grupos topolégicos F'(X,G), se prueban sus
propiedades basicas, y se definen las teorias de homologia y cohomologia que uti-
lizaremos en los capitulos subsecuentes. También se construyen productos entre las
teorias. De particular importancia resulta el producto de Kronecker el cual serd la
herramienta indispensable para probar la dualidad entre el transfer para homologia
y el transfer para cohomologia.

El capitulo 3 introduce las aplicaciones cubrientes ramificadas. En este capitulo
se presentan, ademas de ejemplos interesantes y propiedades importantes, un par
de caracterizaciones. La primera debida a L. Smith, quien clasifica las aplicaiones
cubrientes ramificadas a través de diagramas de pullback. La segunda debida a A.

Dold, que utiliza una definicién alternativa de las aplicaciones cubrientes ramificadas,
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verifica que todas son esencialmente idénticas a mapeos entre espacios de dérbitas
dados por la acciéon de un grupo finito y un subgrupo.

Los capitulos 4 y 5 definen los transferes para homologia y cohomologia respecti-
vamente. En el 4 se define el pretransfer y sobre este homomorfismo es que se verifican
todas las propiedades que el transfer debe cumplir. El transfer, a su vez, cumple tales
propiedades debido a la funtorialidad de la homotopia. Al final del capitulo 5 se uti-
lizan las propiedades del transfer en cohomologia para probar un resultado de Conner
sobre mapeos orbitales entre espacios de érbitas de un grupo finito y un subgrupo.

En el capitulo 6 se prueba la dualidad entre los transferes para homologia y
cohomologia.

La definicion de las teorfas de homologia y cohomologia que utiliza los grupos
topologicos de McCord tiene la ventaja de que puede darse con coeficientes en
cualquier grupo discreto. Con ello, el trénsfer definido en [AP]estd dado en estas
teorias. Finalmente, en el capitulo 7, se toman coeficientes enteros y se prueba que
el transfer descrito por M. Aguilar y C. Prieto en [AP], coincide con el transfer de
L. Smith en [LS].

Para entender la tesis se necesitan nociones basicas de topologia y algebra. Con-
ceptos que puedan causar confusién llevan referencias a libros en donde se tratan
breve y claramente. Por tiltimo, cabe aclarar que algunos de los teoremas del capitu-
lo 2, y otros del capitulo 7, no son probados debido al cimulo de resultados de teoria
que ello implicaria. No obstante, la utilidad de tales teoremas exige enunciarlos. Ref-
erencias de articulos o libros en donde se encuentran las demostraciones se haran de

manera pertinente.



Capitulo 1

La categoria KDH

Cuando se trabaja en la construccién de un espacio topoldgico, es conveniente
elegir la categoria adecuada. No debe ser ni muy grande, ni muy chica. Suficiente-
mente grande para incluir espacios de interés y que las operaciones con las que se
trabaja, permanezcan cerradas, como por ejemplo tomar subespacios, productos, es-
pacios de funciones, etcétera. No muy grande de tal forma que ciertas proposiciones
acerca de las operaciones sean ciertas. Por ejemplo, que el orden en que se efectian
dos operaciones conmute.

A continuacion definiremos la categoria con la cual se trabajarda en buena parte

de la tesis, y daremos algunas de sus propiedades importantes.

Definicién 1.1. Sea ¢ : K — X un mapeo donde K es compacto Hausdorff y X
un espacio topolégico. Un subconjunto A de X es compactamente cerrado si ¢~1(A)
es cerrado en K para todo espacio K y todo mapeo ¢. Decimos que X es un k-
espacio si cada subconjunto compactamente cerrado de X es cerrado en X. Si X es
un espacio topolégico, k(X) consta del mismo conjunto subyacente con la topologia
determinada por los subconjuntos compactamente cerrados. Si f : X — Y es un
mapeo entre espacios topolégicos, k(f) : k(X) — k(YY) denota la misma funcién

entre los respectivos k-espacios.

Definicién 1.2. Un espacio X es débilmente Hausdorff, si para cada mapeo ¢: K —



X, donde K es compacto y Hausdorff, ¢(K) es cerrado en X.

Observaciéon 1.1. La propiedad de ser débilmente de Hausdorff esta entre ser Ty y
T5. Si un espacio X es Ty cada subconjunto compacto es cerrado, por lo que ¢(K)
es cerrado ya que ¢ es continua y K compacto. Ahora consideremos las inclusiones
i:{x} — X. Como los espacios singulares {z}, z € X, son Hausdorff y compactos,
si X es débilmente Hausdorff, entonces las inclusiones son cerradas, por lo que cada

punto resulta cerrado, y con ello, el espacio T7. [ |

En el caso particular que nos atane, la categoria conveniente es la de k-espacios
débilmente Hausdorff, propuesta por McCord en [MCM], que denotamos por K DH.
Esta categoria es un tanto mas grande que la categoria de k-espacios Hausdorff, cuya
utilidad expone Steenrod en [NES].

A pesar de que la categoria que propone Steenrod resulta de gran utilidad, no
se puede asegurar la cerradura bajo espacios de adjuncion y unién de sucesiones de
espacios. Condiciones mas fuertes se pueden pedir a los espacios involucrados para
asegurar que tales construcciones permanezcan en la categoria, sin embargo, segin
menciona McCord en [MCM], son condiciones dificiles de verificar en la mayoria de
los casos.

Segun fue sugerido a McCord por J.C. Moore, agrandar la categoria propuesta por
Steenrod corrige los problemas antes mencionados, mientras conserva las propiedades
técnicas expuestas en [NES].

A continuacion, se daran algunos resultados sobre la categoria K DH, varios de

los cuales seran indispensables en el siguiente capitulo.

Lema 1.1. Sea X débilmente Hausdorff y ¢ : K — X continua con K compacto y
Hausdorff. Entonces la imagen ¢(K) es compacta y Hausdorff.

Demostracion. Como K es compacto y ¢ es continua, ¢(K) es compacto. Para de-

mostrar que ¢(K) es Hausdorff, sean z1,29 € ¢(K) C X. Como X es T} por ser
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débilmente Hausdorff, entonces 1 y 2 son cerrados. Por lo tanto o= (z1), y o~ (22),
son cerrados en K.

Como K es compacto y Hausdorff, K es normal. Por lo tanto, existen Uy, Us,
vecindades abiertas disjuntas de ¢~ !(z1) y ¢ '(x2), respectivamente.

Como U es abierto, K \ U es cerrado en K, y al ser cerrado, resulta compacto.
Por lo tanto (K \ Uy) es cerrado en X ya que X es débilmente Hausdorff y cerrado
en p(K) ya que p(K) tiene la topologia relativa, por lo tanto ¢(K) \ ¢(K \ U;)
es abierto en p(K). Como U, también es abierto, siguiendo el mismo argumento
obtenemos que ¢(K) \ ¢(K \ Usz) es abierto en p(K).

Como ¢~ (z1) C Uy, 21 & p(K \ Uy), por lo tanto 1 € ¢(K) \ (K \ U;). De
igual forma 5 € ¢(K)\ p(K \ Uz). Entonces, basta probar que (p(K)\ ¢(K \Up))N
(e(K)\ e(K\ Us)) = 0.

Afirmacién 1. Sea A = {p(z) | = € Uy y Pas € K\ U; tal que o(x9) = ¢(x)}.
Entonces A = o(K) \ p(K \ Uy).

Demostracion. C) Sea p(x) € A. Como no existe x5 € K \ U; tal que p(z3) = ¢(z),
o(x) ¢ (K \Ujp). Yaque x € K, p(x) C ¢(K), entonces p(z) € p(K) \ (K \ Uy)

D) Sea p(z) € p(K) \ p(K \ Up). Como ¢(x) ¢ (K \ Uy), entonces x ¢ K \ U;.
Ademsds z € K, por lo tanto x € U;. Si existiera x5 € K \ U; tal que p(z3) = ¢(x),
entonces ¢(x) € (K \ Uy) lo cual es una contradiccién. Por lo tanto ¢(z) € A. W

De igual modo, si B = {p(z) | * € Uy y P 21 € K\ U tal que p(z1) = ¢()},
entonces B = p(K) \ p(K \ Us).

Segun la definicién de Ay B, y ya que Uy NU; = (), es claro que AN B = ().
Tenemos pues, que @(K) \ (K \ U) v p(K) \ (K \ Us) son vecindades abiertas

ajenas de x1 y xg, respectivamente. |

Este resultado permite dar la siguiente definicion.



Definicién 1.3. Si X es un espacio débilmente Hausdorff, el k-espacio asociado
k(X) es el conjunto con topologia definida de la siguiente manera: un subconjunto
cerrado de k(X) es un subconjunto cuya interseccién con cada subconjunto compacto

y Hausdorff de X resulta cerrada.

Lema 1.2. Sea X es un objeto de la categoria KDH, Y un espacio débilmente
Hausdorff, y f : X — Y continua en cada subconjunto compacto Hausdorff de X.

Entonces f es continua.

Demostracion. Sea A subconjunto cerrado de Y, y C' subconjunto compacto y Haus-
dorff de X. Como fic : C — f(C) es continua, AN f(C) cerrado en F(C), y
(fie) (AN f(C)) = f7H(A) N C, éste dltimo es cerrado en C. Para concluir la con-
tinuidad de f, resta recordar que los cerrados en X son aquellos que al intersectarse

con cualquier compacto y Hausdorff resultan cerrados. [ |

Teorema 1.1. Sea X un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son ciertas:

(i) La identidad k(X) — X es continua.

(ii) Si f : X — Y es continua, entonces k(f) : k(X) — k(YY) también lo es.
St ademds X y'Y son débilmente Hausdorff:

(iii) k(X) sigue siendo débilmente Hausdorff.

(iv) k(X) y X tienen los mismos subconjuntos compactos Hausdorff.

(v) k(X) pertenece a KDH.

(vi) Si X € KDH, entonces k(X) = X.

(vii) St f : X — Y es continua al restringirse a subconjuntos compactos Haus-

dorff, entonces k(f) es continua.

Demostracion. Sea A subconjunto cerrado de X. Sea ¢ : K — X continua con K
compacto y Hausdorff. Resulta inmediato que la imagen inversa ¢ ~1(A) es cerrada
en K, por lo que A es compactamente cerrado probando ().

Sea f : X — Y continua, A C Y compactamente cerrado y ¢ : K — X

continua con K compacto Hausdorff. La composicién foy: K — X — Y resulta
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continua, por lo que (f o ) 1 (A) = ¢ }(f7'(A)) es cerrado. Por lo tanto f~1(A)
es compactamente cerrado de donde se concluye la continuidad de k(f) : k(X) —
k(Y).

Sea ¢ : K — k(X)) continua con K compacto Hausdorff. Por (i) Ido¢ : K —
k(X) — X resulta continua, y como X es débilmente Hausdorff, Id o ¢(K) es
cerrada en X. Sin embargo Id~'(Id o (K)) = ¢(K), por lo que p(K) es cerrado
concluyendo (ii4).

Sea A subconjunto compacto Hausdorff de k(X). Por (i) y Lema 1.1, A también es
compacto y Hausdorff en X. Supongamos ahora que C' es un subconjunto compacto
Hausdorff de X. Denotemos por C” al conjunto C' con la topologia relativa obtenida en
k(X). Por (i), el mapeo identidad C" — C' es continuo. Falta probar la continuidad
de su inversa. Sea B un subconjunto cerrado de C’. Por definicién, B intersecta
cada subconjunto compacto Hausdorff de X en un subconjunto cerrado, por lo tanto
BNC = B escerrado en C, y C — C’ resulta continua. Esto muestra que C’ es
compacto Hausdorff probando (iv).

Si un subconjunto A intersecta a cada subconjunto compacto Hausdorff en un
subconjunto cerrado de k(X), entonces, por (iv), intersecta cada subconjunto com-
pacto Hausdorff de X en un subconjunto compacto Hausdorff, que resulta cerrado
ya que X es débilmente Hausdorff. Por lo tanto, A es cerrado en k(X') probando (v).

El inciso (vi) se sigue inmediatamente del (v).

Para probar (vii) basta, por el Lema 1.2, probar que k(f) es continua en cada sub-
conjunto compacto Hausdorff de k(X). Sea C’ un subconjunto compacto Hausdorff
de k(X). Llamemos C' al mismo subconjunto con la topologia de X. Por (iv) C' resul-
ta compacto en X y la identidad ¢ — C' un homeomorfismo. Como f), es continua
y Y débilmente Hausdorff, f(C) es compacto Hausdorff, y por (iv), también f(C")
: C" — f(C") se factoriza
en la composicién de fj, y dos mapeos identidad ¢ — C — f(C) — f(C"). De

con su topologia en k(Y"). Por lo tanto la funcién k(f),,

aqui que k(f) |¢ es continua, probando (vii). [ |



Corolario 1.1. La asignacion k resulta ser un funtor de la categoria de espacios
topologicos en la categoria de k-espacios que denotamos como K. Mads atun, por
el inciso (v) del Teorema 1.1, el funtor puede restringirse a la categoria de espa-
cios débilmente Hausdorff, asigndndole a cada objeto en esta categoria, un objeto en

KDH.

Esta es una de las razones por las cuales la categoria K DH resulta tan util.
Si una construccién que involucra espacios de K DH resulta débilmente Hausdorff,

basta aplicar el funtor k& para obtener nuevamente un espacio en K DH.

La categoria K DH no es cerrada bajo subespacios, un ejemplo se puede ver en

2,3 de [NES]. Sin embargo, algunos subespacios permanecen en K DH.

Proposicién 1.1. St X estd en KDH, cada subconjunto cerrado de X también

esta en KDH.

Demostracion. Claramente, si A es un subconjunto cerrado de X que es débilmente
Hausdorff, entonces A es débilmente Hausdorff.

Supongamos que A es cerrado en X y que B C A intersecta a cada subconjunto
compacto Hausdorff de A en un conjunto cerrado. Sea C' un subconjunto compacto
Hausdorff de X. Entonces A N C es un subconjunto compacto Hausdorff de A, por
lo tanto BN (ANC) = BNC es cerrado en X, y como por hip6tesis, X pertenece a
KDH, obtenemos que B es cerrado en X, y con ello en A. Por lo tanto, A esta en

KDH. |

La categoria K DH presenta el problema de que no es cerrada bajo el producto

cartesiano!. Para corregir este problema, Steenrod define un producto adecuado en
INES].

Definicién 1.4. Si X y Y pertenecen a la categoria de k-espacios, su producto

X XY es k(X xY), donde x denota el producto topolégico usual.

1Un ejemplo se puede encontrar en [CHD].
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Teorema 1.2. El producto recién definido satisface los axiomas del producto en la

categoria K.

Demostracion. Por el Teorema 1.1, la funcion identidad X x, Y — X X Y es
continua. Mas atn, las proyecciones de X x Y a X como a Y, son continuas, por lo
tanto, sus composiciones con la identidad también lo son, por lo que pertenecen a
K.

Sea W € K, ysean fy gmapeos W — X y W — Y en K. Los morfismos
f v g definen un mapeo tnico (f,g) : W — X x Y. Al aplicar k obtenemos
k(f,g) : W — X X, Y, que al componer con las proyecciones, da f y g. [ |

Corolario 1.2. FEl producto X es un producto en la categoria K DH.

Demostracion. Basta demostrar que si X y Y son débilmente Hausdorff, entonces
X x Y también lo es.

Sea ¢ : K — X X Y continua con K compacto y Hausdorff. Consideremos las
proyecciones p; : X XY — X y py: X XY — Y, y sus respectivas composiciones
con . Llamemos 1, = p; o p v ¥y = py 0 . Ambas 1) y 1o son continuas de un
compacto Hausdorff en un débilmente Hausdorff, por lo que sus imagenes ¢ (K) C X
y ¥9(K) C Y, son Hausdorff, por lo que ¢ (K) X 15(K) también. La imagen ¢(K)
estd contenida en ¥ (K) X 19(K), y como la primera es compacta, al estar contenida

Hausdorff, resulta cerrada. [ |

De lo anterior se sigue que el producto x, en K DH satisface las propiedades
usuales de conmutatividad y asociatividad. Mas atn, aplicando el funtor k al pro-

ducto usual, extendemos la construccion a cualquier nimero de factores.

Cabe observar el efecto que modificar el concepto de espacio producto tiene sobre
conceptos basados en productos, tales como el grupo topoldgico (G x G — G),
grupo de transformaciones G en X (G x X — X)), y la homotopia (X x I — X).

Si nos restringimos a Gy X en K DH, cualquier multiplicacion G x G — G o accién



G x X — X, que sea continua en la categoria de espacios topolégicos, permanece
continua bajo k. Por lo tanto, la nueva definicién permite un mayor numero de
grupos topoldgicos y acciones. El siguiente resultado afirma que en muchos casos no

hay ningtiin cambio; en particular, el concepto de homotopia no se altera.

Lema 1.3. St X es localmente compacto, débilmente Hausdorff, yY € KDH, en-
tonces X XY estd en KDH. i.e. X X3, Y =X xY.

Demostracion. Sea A C X x Y, tal que para todo compacto Hausdorft K C X x Y,
AN K es cerrado y sea (x,y) € X x Y — A. Por ser X localmente compacto, = tiene
una vecindad V, tal que su cerradura V es compacta. Ya que V x {y} es compacto,
AN (V x {y}) debe ser cerrado; asi, z tiene una vecindad U més pequefia que V, tal
que U x {y} no intersecta a A.

Sea ahora B la imagen en Y de AN (U x Y) bajo la proyeccién. Si C C Y es
compacto, entonces AN (U x C) es compacto; por lo tanto, BNC es cerrado. Ya que
Y € KDH, B tiene que ser cerrado en Y. En vista de que y no estda en B, resulta
que U x (B —Y) es una vecindad de (z,y) que no intersecta a A. En consecuencia,

A es cerrado en X x Y, por lo que este ultimo pertenece a K DH. [ |

Teorema 1.3. Si f : X — X' yg:Y — Y’ son identificaciones con X y Y en

KDH, entonces f x g: X X, Y — X' X, Y/ también es una identificacion.

Demostracion. Ya que f x g factoriza como (f x Id) o (Id x g) y la composicién de
identificaciones vuelve a ser una identificacion, es suficiente probar el caso Y =Y'y
g=1d.

Sea A C X' %, Y, tal que (f x Id)™*(A) es cerrado en X x; Y. Sea C C X' x,, YV
compacto Hausdorff y sean D y FE sus proyecciones en X' y Y, respectivamente.
Claramente D X E es un subconjunto compacto cerrado de X’ x; Y. Bastara probar
que AN (D Xy E) es cerrado, puesto que, entonces, también A N C' serd cerrado y,
ya que X' X, Y pertenece a KDH, A serd cerrado, probando con ello que f x Id es

una identificacién.
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Ya que (f x Id)™Y(D x3 E) = f~(D) x3 E es cerrado en X X, Y, tenemos
que (f x Id)"Y (AN (D xy E)) es cerrado en f~1(D) x; E. Sustituyendo X, X' y
Y por p~Y(D), D y E, respectivamente, hemos reducido la demostracién al caso en
que X'y Y son compactos. En particular, por el Lema 1.3, X' x, Y = X' x Y y
XX, Y =X xY.

Supongamos pues que X' y Y son compactos y sea ahora W C X’ x Y, tal que
(f x Id)~'(W) es abierto en X X Y; témese (zj,y9) € W. Sea xo € X tal que
f(xg) = x}. Al estar (zg,yo) en el abierto (f x Id)~'(W) y ya que Y es compacto,
existe una vecindad V' de g, tal que {zo} x V C (f x Id)"Y(W). Sea U = {x € X |
{f(x)} x V.C W}. Veamos que U es abierto en X. Si {7} € U, podemos cubrir
{21} x V por productos de abiertos contenidos en (f x Id)~!(W) y seleccionar de ellos
una subcubierta finita. Entonces la interseccion de los factores en X de este nimero
finito de productos es una vecindad N de xy, tal que N x V C (f x Id)~'(W);
por lo tanto, U es abierto. Por definiciéon U = f~1f(U), por lo que, al ser f una
identificacién, f(U) es abierto en X'. Ya que (xp,y0) € f(U) x V 'y que f(U) x V es

abierto y yace en W, W mismo resulta abierto, como queriamos demostrar. |

Proposicién 1.2. Sea X k-espacio. Entonces X es débilmente Hausdorff si y solo

si la diagonal Ax es cerrada en X xj X

Demostracion. Para probar la suficiencia tomemos un mapeo arbitrario ¢ : K — X
con K compacto y Hausdorff, y verifiquemos que ¢(K) C X es cerrado. Como X es
un k-espacio, basta ver que ¥ ~!(p(K)) es cerrado en L donde v : L — X es un
mapeo arbitrario con L compacto y Hausdorff.

Por hipétesis Ax es cerrado en X X X, por lo que (¢ X 1)} (Ax) es cerrado en
K x L donde ¢ y 1 son mapeos como los mencionados previamente. Las proyecciones
son cerradas, por lo que proyectar (¢ x 1) "}(Ax) sobre L da un subconjunto cerrado
de L. Resta demostrar que proyr((¢ x ¥) 1 (Ax)) = v~ Ho(K)).

Sil € v (p(K)) entonces (l) € p(K), esto es, existe k € K tal que p(k) =
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(1) y por lo tanto (p x ¥)(k,1) € Ax. Pero si (k,1) € (¢ x ¥) ' (Ax) entonces
I € proyr((¢ x ¥)"1(Ax)). Para obtener la otra contencién basta observar que las

implicaciones son en realidad equivalencias.

Para probar la ida hay que verificar que Ax es compactamente cerrado en X x X.
Para ello tomemos un mapeo arbitrario ¢ : K — X x X con K compacto y
Hausdorff, y demostremos que ¢~ *(Ax) es cerrado en K.

Como X es débilmente Hausdorff los mapeos 11 y 1o, que se obtienen de com-
poner a ¢ con las proyecciones, definen por el Lema 1.1, subconjuntos compactos y
Hausdorff ¢;(K) C X, (i=1,2). Sea A = ¢ (K) Uo(K). Al ser la unién de subespa-
cios Hausdorff, A es Hausdorff y con ello Ay C A x A cerrado. Como A también es
compacto y X débilmente Hausdorff, A x A C X x X es cerrado y en consecuencia
Ay C X x X también.

Dada la definicién de A, es claro que ¢(K) C A x A, por lo que ¢ }(Ax) =
0 1 (A4). Como A 4 es cerrado en X x X, entonces ¢! (A 4) es cerrado en K probando

la cerradura de o~ 1(Ax). |
Lema 1.4. Todo espacio cociente de un k-espacio X, es un k-espacio.

Demostracion. Consideremos un espacio cociente X/ ~, donde ~ es una relacién
de equivalencia, y la identificacién p : X — X/ ~ que le da su topologia. Como
Y C X/ ~ es cerrado si y sélo si p~}(Y) cerrado, y X es un k-espacio, si Y es
compactamente cerrado, basta verificar que p~!(Y") es compactamente cerrado para
concluir que Y C X/ ~ es cerrado.

Tomemos ¢ : K — X mapeo arbitrario con K compacto y Hausdorff. La com-
posicién de ¢ con p da un mapeo h : K — X/ ~yalser Y C X/ ~ compactamente
cerrado, h™1(Y) = o Y(p 1 (Y)) es cerrado en K, por lo que p~'(Y) es compacta-

mente cerrado en X. [ |

Proposicién 1.3. Sea X un objeto en KDH y p : X — Y wuna identificacion.
Entonces Y estd en KDH siy solo si (p x p)~H(Ay) es cerrado en X x; X.
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Demostracion. SiY estd en K DH la Proposicion 1.2 nos dice que Ay es cerrado en
Y %3 Y y con ello (p X p) "' Ay es cerrado en X x; X.

El Lema 1.4 permite concluir que Y es k-espacio ya que por hipotesis X esta
en KDH y p es una identificacién. Como ademas (p x p) '(Ay) es cerrado, y por
Teorema 1.3 p X p es identificacion, Ay es cerrado en Y X, Y, lo cual implica, por

Proposicién 1.2, que Y es débilmente Hausdorff. [ |

Definicién 1.5. A un mapeo de parejas h : (X, A) — (Y, B) lo llamamos home-
omorfismo relativo, si A es cerrado en X, h : X — Y es una identificacion, y
h|x\a: X \ A — Y \ B resulta biyectiva. De la definicién se sigue inmediatamente
que B es cerrado en Y, h |4 define una identificacién de A en B, y la biyeccién

h|x\a: X\ A— Y \ B es un homeomorfismo.

Proposicién 1.4. Si h : (X, A) — (Y, B) es un homeomorfismo relativo con X
y B en KDH, entonces Y estd en KDH. En particular, si A es cerrado en X, X/A
esta en KDH.

Demostracion. Como X y B estan en KDH, Ax C X X; X y Ag C B X B son
cerrados por lo que AxU(hxh)™'(Ap) es cerrado en X x;, X. Mds ain, h: X — Y es
una identificacién, por lo que la Proposicién 1.3 dice que si (h x h)~}(Ay) es cerrado,
Y estd en K DH. Basta probar entonces, que (h x h)1(Ay) = Ax U (h x h)"}(Ap).

C) Sea T = (z1,72) € (h x h)"'Ay; esto es (h(zy), h(z2)) € Ay o equivalente-
mente h(z1) = h(zy). Six; = x5 entonces (x1, 23) € Ay, delo contrario z1,x2 ¢ X\ A
ya que h [x\a: X \ A — Y \ B es una biyeccién. Como h es un homeomorfismo
relativo h(A) = B, por lo tanto h(zy),h(ze) € B y con ello (h(z1),h(z3)) € Ap.
Tenemos pues que (z1,22) € (h x h) 7' (Ap).

D) Seaz € Ax U (h x h)"*Ap. Si T € Ay, entonces z; = x5 lo que implica
h(z1) = h(xy), y por lo tanto T € (h x h)"*Ay. Si T € (h x h)"*(Ap), entonces
(h(x1,29)) € A C Ay, por lo tanto T € (h x h)"}(Ay).
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Sea A C X cerrado, y consideremos Y = X/A, B = {x}. La funcién h :
(X,A) — (X/A, *) es una identificacién de X a X/A, y claramente biyectiva de
X\ Aa(X/A)\ {*} de donde se sigue el resultado. [

Proposicién 1.5. Sea X = |J Xy, con Xo C Xy C ... sucesion de subespacios

neN
cerrados, y la topologia de la union. Si X,, estd en KDH para toda n € N, entonces

X estda en KDH.

Demostracion. Sea A C X compactamente cerrado. Como X, es k-espacio, en-
tonces A N X,, cerrado en X, si y s6lo si AN X,, compactamente cerrado en X,,.
Sea f : K — X, continua con K compacto Hausdorff, y h = j, o f donde
Jn + X, — X es la inclusion candnica. Como A es compactamente cerrado por
hip6tesis, h~1(A) es cerrado en K. Sin embargo, por la definicién de h, tenemos que
1 (A) = 151 A) = fFTH(AN X,), por lo tanto f~'(AN X,,) es cerrado en K.
Concluimos que A N X,, es compactamente cerrado, y por lo tanto A N X,, cerrado
en X,. Como n es arbitraria y X tiene la topologia de la unién, A resulta cerrado

en X y con ello X k-espacio.

Para ver que X es débilmente Hausdorff tomemos f : K — X continua con K

compacto Hausdorff. Como X = |J X,, tiene la topologia de la unién, f(K) C X
neN
es cerrado si y sélo si f(K) N X, es cerrado en X,, para toda n € N. Denotemos

K, = f(K)NX,. Por hipétesis, X,, es k-espacio por lo que K,, C X,, es cerrado si y
solo si K, es compactamente cerrado. Para demostrar esto, tomemos g : L — X,
mapeo arbitrario con L compacto y Hausdorff, y consideremos ¢—'(K,,). Llamemos
h=f |1k, [7HER) — X, y consideremos g x b : L x [7H(K,) — X, x5 X,
Utilizando los mismos argumentos que en la primera parte de la demostracion de la
Proposicién 1.2, tenemos que proyr((g x h)"1(Ax,)) = ¢ ' (K,), y como X,, estd en
KDH, Ax, C X, X, X, es cerrado con lo que se obtiene el resultado. n

. o . . . . . p
Proposicién 1.6. Consideremos el siguiente diagrama de funciones continuas: X —

X Y <Y con p suprayectiva, i inyectiva, y q identificacion.
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Supongamos que ¢ 1 (i(X")) es la unidn de una familia finita {Yy}aer de sub-
conjuntos cerrados, y que existen mapeos p, : Yo, — X que hacen conmutativo el

siguiente diagrama:

Entonces i es encaje cerrado y p identificacion.

Demostracién. Demostremos que si p~!(F) es cerrado en X, con F' C X', entonces

i(F) es cerrado en Y.

Ya que ¢~ ' (i(X’)) = | Ya, tenemos entonces ¢~ (i(F)) = ¢ '(i(F)) N (U Ya).

Claramente ¢~ (i(F)) ﬂo(leLeJIYa) = LEJI(YQ N g '(i(F))). Como Y, N q_l(z’(a;)) =
q |y} (i(F)), entonces LEJI(Ya Ng '(i(F))) = LEJI(q |y.> (i(F))). Por hipétesis, sabe-

mos que para toda a € [ el diagrama conmuta, por lo tanto, si FF C X' entonces
pa’ (071 (F) = g Iy, (i(F)), conlo que U (g y, (i(F))) = Upa' (b7 (F)), y con
ello 7' (i(F)) = Upg' (p~(F)).

Tanto p‘l(F)aegl X como Y, C Y son cerrados en sus respectivos espacios, por

lo que p;'(p™'(F)) es cerrado en Y para toda a. Més ain, {Y,}se; es un conjunto

finito con lo que Jpy'(p™'(F)) = ¢ *(i(F)) es unién finita de cerrados. Como g
acl
es una identificacion, i(F) es cerrado, y como i~ !(i(F')) = F por ser inyectiva, F es

cerrado, demostrando que p es una identificacion.
Trivialmente, si F es cerrado en X', p~'(F) es cerrado en X, y utilizando el
argumento previo vemos que i(F') es cerrado en Y'. Con esto, i resulta un encaje

cerrado. [ |



Capitulo 2

Los grupos topologicos F(X,G)

Todos los espacios topoldgicos considerados en este capitulo, al igual que las con-
strucciones que los involucren, seran tomados, salvo que se especifique lo contrario,
en la categoria K DH vista en el capitulo anterior.

Construiremos, a partir de un espacio topologico basado y un grupo topoldgico
abeliano, un grupo topoldgico abeliano en la categoria K DH, con el cual definire-
mos las teorias de homologia y cohomologia que usaremos en éste, y capitulos subse-
cuentes. Los mapeos entre los espacios topolégicos mandan el punto base en el punto

base.

Definicién 2.1. Sea X un espacio topoldgico basado * € X, y G un grupo abeliano
escrito aditivamente. Se define F'(X, G) como el conjunto de funciones v : X — G
tales que u(x) = 0, y u(z) = 0 para casi toda x € X: para todas salvo un nimero
finito. Si estos elementos son 1, ..., x,, y u(z;) = g;,i = 1,...,n, resulta conveniente
expresar a w Como y ., ¢;; = g1T1 + ... + gpT,. En caso de que z; = x;, i # j, la
suma tiene sentido como la funcién u que toma el valor g;+g; en x, donde x = z; = x;;
la suma se expresa de manera reducida. En particular, si x # *, gz resulta la funcién
cuyo valor en z es g, y 0 en cualquier otro elemento. El simbolo g% representa a la

funcién cuyo valor en cada x € X es 0.

15
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Proposicién 2.1. Con la operacion (u + u')(z) = u(z) + v'(z), F(X,G) tiene es-

tructura de grupo abeliano.

Demostracion. Tanto u como ¢’ no se anulan en a lo mucho un nimero finito de
elementos, por lo tanto, su suma, tal y como se definid, también.

Claramente, g* es elemento identidad. Siu = ) | g;z;, entonces —u =y . | —g;x;
es su inversa.

La asociatividad y la conmutatividad son claras. [ |

Proposicién 2.2. Sea v: X — X' una aplicacion continua de espacios topoldgicos,
Yy : G — G" un morfismo de grupos abelianos. Entonces, existe un inico morfismo
de grupos abelianos F (v, ¢) : F(X,G) — F(X',G") tal que F(¢¥,¢)(g1x1 + ... +
gnn) = @(g1)Y(x1) + - - + ©(gn) ¥ (xn)

Demostracion. Si g1z1+ ...+ gpx, = u € F(X,G) no es una expresién reducida, los
puntos que se repitan, bajo la funcién ¢, van a dar al mismo punto. Por lo tanto, no

importa la expresién que demos de u, la funcién F(v, p) esta bien definida.

Sea u € F(X,G). Definimos F(¢,¢) : F(X,G) — F(X',G") como

F(p, o) (u) = F(,0)(g1o1 + ... + gnn) = @(g1)¥(21) + ... + 0(gn)(25)

donde u = g1y + ... + gnTy.

Sean uy = Y | GiT; ¥ Uz = Z;nzl g;x’;. Entonces
F(,p)(uy +uz) = F(Y,0) (121 + .- + gntn + g1y + ...+ g 2)

= o(g)Y(x1) + ...+ 0(gn)V(2n) + (g0 (@) + ... + @(g),) V()
= F(,0)(u1) + F(¢, ¢)(uz)

Como ® es una aplicacién basada F'(¢, p)(gx) = g*', y por lo tanto, F(i,¢) es
un morfismo de grupos abelianos.

La unicidad es inmediata de la definicion. [ ]
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Por simplicidad, denotaremos a F'(¢, Idg) y a F(Idx, ) como ¥, y ¢, respecti-

vamente.

Considerando una topologia para G, compatible con su estructura algebraica,
se le dard una topologia a F'(X,G) con la cual tendra la propiedad de ser un grupo
topoldgico abeliano en K D H. Esto también se puede hacer para G monoide topologi-
co abeliano [MCM], sin embargo, en muchas de las aplicaciones, en cuyo caso se
especificard, nos restringiremos a grupos abelianos discretos. La razén serd clara mas

adelante.

Para cada n > 0, n € N, sea F,(X,G) el subconjunto de F(X, &) consistente de
aquellos elementos que no se anulan en a lo mas n puntos. Entonces, Fy(X,G) = {0}
y para n > 1, F,,(X,G) consta de elementos de la forma ¢iz1 + ... + gpxn ¢ €
G, z; € X. Por lo tanto, podemos ver a F(X,G), como la unién de la sucesion as-
cendente de subconjuntos Fy(X,G) C Fi(X,G) C ... C F,(X,G) C .... Claramente
U F.(X,G) = F(X,G).
neNA cada F,(X,G), n > 1, se le da la topologia del cociente a través de la funcién
suprayectiva

tn (G x X)" — Fo(X,G)

(91,15 oy Gny Tn) — G121 + « . + Gy

Finalmente, a F'(X, G) se le da la topologia de la unién de la sucesién ascendente

de los F,(X, Q). Para esto, falta verificar que F,,_1(X, G) es cerrado en F, (X, G).

Lema 2.1. Para toda n > 0, n € N, F, 1(X,G) es un subespacio cerrado de
F.(X, Q).

Demostracion. Sea
7 (Gx X)) e (G x X)"

(91;$17 e 7gn717xn71) L (9173017 ey On—1,Tn—1,0, *)
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Consideremos la inclusién i : F,,_1(X,G) — F,(X,G) y el siguiente diagrama

(Gx X)) —L (G xX)"

= lun

F,_1(X,G) ! F.(X,G)

Claramente j es continua, p,_1 y i, son identificaciones, y el diagrama conmuta.

Por lo tanto, 7 es continua.

Consideremos los siguientes subconjuntos cerrados de (G x X)"

Yie=A{(g1, 21, s gnyxn) | zr=x1} 1<k<li<n

)/j:{(glvxla"'agnumn)|gj:00xj:*} 1§]§TL

Si consideramos el homeomorfismo ¢y : (GXX)" — G"x X™ tal que (g1, 21, . . .,
Gns Tn) V> (g1, s Gy T, T, 1, - - -, Ty ), €ntonces o (Vi) = G" x Ax x X" 2. Como
X estd en KDH, y bajo esta hipétesis la Proposicion 1.2 asegura que Ax es cerrado
en X x X, entonces G™ x Ax x X" 2 es cerrado en G™ x X", con lo que Y}; es cerrado
en (G x X)".

Definamos U; ={(g1,%1,- .., 9n,n) |g; =0}, y Vi={(91,21, ..., Gn, Tn) |; = *}.
Claramente U; UV; = Y;. Como X y G son débilmente Hausdorff, también son T} y
con ello sus puntos cerrados. Por lo tanto U; y V; son cerrados en (G x X)" y con

ello Y; también.

Afirmacién 2. La union de los Yy y Y; es p,* (Fo1(X, G))

Demostracion. C) Siy € Y; entonces y = (g1, 21,...,0,%,...,gn, x,) donde g; =0
o x; = %, por lo tanto p,(y) = g121 + ... + gj-1%Tj-1 + gj+1%j41 + ... + Gy Es
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claro que 1, (y) no se anula en a lo mas n — 1 elementos de su dominio, por lo que
pn(y) € Froa(X,G).

Siy € Y,y = (90,01, ks Tk - - s G0, Ths - - s Gns Tn) Y fn(Y) = G101 + ... +
(e +9)xk+ ...+ g—12-1+ G111 - - - + gnZn. Una vez mads, es claro que p,(y) no

se anula en a lo mas n — 1 puntos, y concluimos que u,(y) € F,—1(X, G).

D) Seay €, (F,1(X, G)). Claramente p1,(y) € F,, 1(X, G). Siy= (g1, %1, - -, gn, Tn)
entonces x; = x; para alguna i # j, o g; = 0 para alguna ¢, o x; = * para alguna <.

Por lo tanto y € Y; para alguna 7, o Y, para algunas &k y [. |

Sea p; : Y; — (G x X)" ! la funcién que omite la j-ésima coordenada, y py :
Y — (G x X)" 1 la funcién que reemplaza la k-ésima coordenada por (g + g, Tx)
y omite la [-ésima coordenada. Ambas resultan continuas ya que son la restriccion
de una proyeccién, y composicién de operar en una entrada con una proyeccion,
respectivamente.

Tenemos pues, el siguiente diagrama conmutativo:

(G x X)n! Y}, Y C (G x X)"
J/unl lunlyj,ykl
F,1(X,G) d F.(X,G)

Claramente se cumplen las hipdtesis de la Proposicién 1.6, con lo que i es un

encaje cerrado. [

Definicién 2.2. Si X es un espacio topologico, y G es un grupo topoldgico abeliano,
a F(X, Q) se le da la topologia de la unién de la cadena ascendente de subespacios

F,(X, @), donde cada uno de éstos tiene la topologia del cociente dada por .

Definicién 2.3. Sea X un espacio topologico y X” = X x ... x X su enésimo

producto Cartesiano paran > 1. Si ¥, denota el grupo de permutaciones del conjunto
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{1,...,n}, entonces hay una accién derecha de este grupo sobre X™ que permuta las

entradas. Para o € ¥,, definimos
(@1, ., Tn)0 = (To(1), - -, To(n)) r, €X
El espacio de érbitas de esta accién
SP"X = X"/%,
dotado de la topologia cociente, es el enésimo producto simétrico de X.

Lema 2.2. St X estd en KDH, entonces su enésimo producto simétrico SP"™X

también.

Demostracion. Sip: X" — SP"X es el mapeo de orbitas, entonces, por la Proposi-
cién 1.3, basta verificar que (p x p) ' (Agpnx) es cerrado en X" x X", donde, clara-
mente, (p X p) N (Aspnx) = {(T,T0) | T€ X", 0 € X5,}.

Consideremos o € ¥, fijo, y el mapeo p, : X" — X" dado por p,(T) = To. La
funcién Id x p, : X™ x X™ — X" x X" es continua por lo que (Id x p,) ' (Axn) =
{(z,To7') | © € X} es cerrado en X™ x X™. Sin embargo, {(Z,7o) | * € X, 0 €

Y.b= U (Idxo) ' (Axn), y X, es finito, por lo tanto (p x p) ' (Agpnx) es cerrado.
O’EZn
[

Teorema 2.1. El espacio F(X,G) estd en KDH.

Demostracion. Segun la Proposicién 1.5, basta probar que F,,(X,G) estd en KDH
para toda n > 0.

Trivialmente Fy(X,G) estd en KDH. Sea n > 0 y supongamos inductivamente
que F,,_1(X,G) también esta.

Como G es abeliano, pu, : (G x X)" — F,(X,G) factoriza a través de las
identificaciones ¢ : (G x X)" — SP"(G x X) y fin, : SP"(G x X) — F,(X,G)
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(G x X)" T_-5P"(G x X)

T

F.(X,G)

Consideremos F,,_1(X,G) C F,(X,G). Por el Lema 2.1 esta contencién es cerra-
da, con lo que 11, (F,_1(X, G)) es cerrado en SP"(G x X).

El complemento de 11, (F,_1(X,G)) en SP"(G x X) consta de elementos con
todas las x; distintas, ninguna igual a *, y todas las g; distintas del cero. Por lo
tanto, ji,, en este complemento, es biyectiva, y define un homeomorfismo relativo
h: (SPYG x X), 1, (Fo1(X, Q) — (Fu(X,G), Foui (X, G)).

Por el Lema 2.2, SP"(Gx X ) estd en K DH y por hipétesis de induccién F,_1(X, G)
también. Entonces, por Proposicién 1.4, F,(X,G) estd en KDH. |

Definicién 2.4. Un espacio filtrado X consiste de un objeto X en KDH y una
sucesion de subespacios cerrados Xg C X3 C ... C X, C ... talque X = J X, y

n=0
X tiene la topologia de la unién.

Debido a los resultados que requiere el siguiente lema omitiremos su demostracion.
Los lineamientos de tal prueba se pueden verificar en el Lema 9.3 y Teorema 10.3

del articulo escrito por Steenrod [NES].

Lema 2.3. El producto X xY de espacios filtrados, tiene la topologia de la union

dada por los subespacios { (X XY )y }nen, donde (X xXY), = |JX;xY,—; (n=0,1...).
=0

Por lo tanto, el producto es un espacio filtrado.

Teorema 2.2. 57 X es un espacio topologico y G un grupo topoldgico abeliano,

entonces F(X,G) es un grupo topoldgico abeliano.

Demostracion. Para verificar la continuidad de la suma definida en la Proposicién

2.1, basta verificar, debido al Teorema 2.1, Lema 2.3, y a que F(X,G) tiene la
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topologia de la unién, que su restriccién a F,,(X,G) x F,(X,G) es continua para
toda m,n > 0.

Esta restriccion compone la parte inferior del siguiente diagrama conmutativo

(GxX)™ x (Gx X)" (G x X)mtn
lumxﬂn \Lﬂ«m+n
F.(X,G) x F,(X,Q) Frin(X, G)

donde la flecha superior es el homeomorfismo canénico. Como i, X fi,, €s una iden-
tificacion por el Teorema 1.3, entonces la restriccion resulta continua.
De manera similar, si G tiene una inversién continua, la inversién de F(X,G)

resulta continua debido al siguiente diagrama conmutativo

(G x X)" (G x X)"
F.(X,G) F.(X,G)

donde la flecha superior manda ((gl, 1,y (Gn, xn)) a ((—gl, 1),y (—Gn, xn))
[ |

Proposicién 2.3. Sea v : X — X' un mapeo y ¢ : G — G’ un morfismo de
grupos topolégicos abelianos. Entonces F(v,¢) : F(X,G) — F(X',G") definido

como en la Proposicion 2.2, es un morfismo de grupos topolégicos abelianos.

Demostracion. En la Proposicién 2.2 se demostrd que F(1, ) es morfismo de grupos
abelianos. Sélo falta probar que F'(1, ) es continua. Para ello, debido a la propiedad
universal de la topologia de la unién, basta probar que la restricciéon de F'(¢, ) a
F.(X,G), que denotamos por F, (¢, ¢), es continua.

Para cada n > 0 tenemos
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(pxy)™

(G x X)™ (G x X")™
J/M" J/u’n
Fn(X7 G) Fn(d)v%p) Fn<X,,G,)

Como i, o (p X )™ es continua y p, identificacién, F, (¢, ) es continua para

toda n > 1. [ |

Corolario 2.1. §i A es la categoria de espacios topologicos basados, y B la cate-
goria de grupos topoldgicos abelianos, entonces F(-,-) es un bifuntor A x B — B,

covariante en ambas variables.

Demostracion. La asignacién de objetos y morfismos ya fue dada. Que la identidad
va a la identidad es claro debido a la definicién de F(¢,): si ¢ = Idx y ¢ = Idg,

entonces

F(y,0)(g97) = ¢(g9)¢(x) = g

por lo tanto F'(v,¢) = Idpx,q)-

Si tenemos @y : G — Ga, o : Gog —> G3 v 1 : X1 — Xo, g 1 X9 — X,

entonces

F(a,02) 0 F(¢1,01)(9) = F (1, 02) (F (11, 91)(g)) = F (2, 02) (1(9)1h1())

(02 0 p1)(9) (b2 0 Y1) (x) = F(1h2 041, 02 0 1)
[ |
Las siguientes son algunas propiedades importantes del funtor F. En particular,

usaremos estos resultados para definir los grupos de homologia y cohomologia que

utilizaremos.
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Proposicién 2.4. Si G es un grupo topoldgico abeliano, y Hy : X — X' una

homotopia basada, entonces (Hy). : F(X,G) — F(X',G) es una homotopia.

Demostracion. Al igual que en la Proposicion 2.3, para demostrar la continuidad
de (H;), nos valemos de la propiedad universal de la topologia de la unién, y del

siguiente diagrama conmutativo

(G X X)n (IdXHt)n (G y X/)n
\L/J'n \L#n
F.(X,G) F.(X',G)

donde la flecha inferior es la restriccién de (¢4). a F,,(X, G).

Definimos H : F(X,G) x I — F(X', @) utilizando (H,),, de tal forma que (u, t)
va a (Hy).(u).

El siguiente diagrama conmutativo

(Gx X)"x [ —* (G x X')
l,unxld \LM
Fo(X,G) x I (X', G)

donde ¢ manda (g1, x1,...,gn, Tn,t) & (gl, H(xq,t),..., gn, H(xn,t)), permite veri-
ficar la continuidad de la flecha inferior, que es la restriccién de Ha F.(X,G), por lo

que H es continua. Claramente ﬁt = (H,), con lo que se concluye el resultado. W

Corolario 2.2. Si f,g : X — X' son funciones homotdpicas, entonces f., g, :
F(X,G) — F(X',G) también.
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Definicién 2.5. Sea M(Y') la suma topoldgica de los espacios Y™ (n = 0,1,...) y
e M(Gx X)— F(X,G) la funcién cuya restriccién a (G x X)™ es u, seguida de
la inclusion i, : F,(X,G) — F(X,G).

Lema 2.4. La funcion p recién definida, es una identificacion.

Demostracion. Segun la definicién de u, se tiene para toda n € N el siguiente dia-

grama conmutativo:

M(G x X) F(X,G)
(G x X)) — F,(X,Q)

Sea A C F(X, Q) tal que u~*(A) es cerrado. Como j, es continua, j, ' (u~(A))
es cerrado. Ademds j, ' (u ' (A4)) = u, (i, (A)) = u, (AN F,(X,Q)). Por lo tanto
u (AN F,(X,Q)) es cerrado.

Como i, es una identificacion, y el diagrama conmuta para toda n € N; AN
F,.(X, Q) es cerrado para toda n € N. Como F(X,G) tiene la topologia de la unién,

A es cerrado en F'(X,G), y con ello 1 es una identificacion. |

Proposiciéon 2.5. Sean X yY espacios topologicos, y G un grupo topolégico abeliano.

Entonces F(XAY,G) y F(Y, F(X,GQ)) son isomorfos como grupos topolégicos abelianos.

Demostracion. Definimos las siguientes funciones

p: F(XAY,G) — F(Y,F(X,G)) <Zglxz/\y,>EZgle "

v F(Y,F(X,G)) — F(XAY,G) w(Z(%ﬂiﬁii)%) = i(;gij(ﬂfij A yj)>
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Estas resultan ser inversas una de la otra:

¢<w(igi(wi /\yz-))) = ¢(i (gii)y ) Zgz i A y;)

i(j i(5)

) m  i(j) m
gzsz] y] ) - <Z(Zgw<xu /\y] ) Z(Z gzsz] y])
1

m
J=1 j=1 i=1 j=1 =1

=

Ademas
ple(z ANy)) = (ex)y Y((ex)y) = e(z A y)
Mas aun
@(Zgi(ﬂfi ANyi) + Zgj(%' A yj)> = @(Zgi(% N yi)) = Z(Qi%’)yz' =

n

> (gimi)yi + i(gg—fﬁj)yy— = w(igi(@ A yi)> + w(igj(xj A yj))

=1

donde x; = wj,9; = g,y = Yj, sii=n+j

n i(4) m (k) n+m i(j
¢<Z Zgl]x’bj y]) + Z( glkxlk yk> ¢<Z Zgljxlj yj) -
=1 =1 k=1 I[=1 j=1 =1

n

ntm  i(j) i(4) m k)
> (Z 9i5 (Tij N Y, ) = (Zgij(%j NYj ) + Z(ng Tik N\ Yk ) =
j =1

=t =l j=1 =1 k=1
n 10) m Uk

¢<Z Z (9ii;) ;) ) +¢(Z (gkTix) Yk >d0nde yi=ypsij=n+k
g=1 i=l k=1 I=1

Por lo tanto, ¢ y v son isomorfismos.
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Falta verificar que ¢ y v son continuas. Para este propdsito consideremos el

siguiente diagrama

M(Gx X xY) i M(M(GxX)xY)
M(Idgx\) v lM(Hxldy)
M(G x (X NY)) M(F(X,G)xY)
F(XNY,G) - F(Y,F(X,G))
(4

donde las flechas verticales son identificaciones; p como en la Definicion 2.5 y A :
X XY —XxY/XVY =XAY. Las funciones ¢ y ¢ estdn cubiertas por ¢ y 1Z

respectivamente, donde

(15((917 L1, y1)7 AR (gm Tn, yn)) = (((gl’ ‘rl)? Yis - ((gm C(]n), yn))

,lvb((((glla xll)a Ce (gmllv xmﬂ))? yl)v R (((gln> Tins -+ (gmnnv xmnn))a yn))) =

((g117 T11, 3/1), ) (gm117 Tmil, Z/l); ) (g1n7 TinsYny -« (gTI’Lnn7 Tmpn, yn)))

La conmutatividad del diagrama en el sentido de la ¢ y ¢, se sigue de que

n

(M (e Tdy ) ((g1,21,91); - (Gns @0y 90)))) = Y (95)ys

=1

y

n

(M (Idg x M) (91,21, 1), - (90> T 9)))) = (Y gils A y)) = D _(gs2:)y

=1

La prueba de que conmuta en el sentido opuesto es similar.
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Para verificar que pu(M(Idg x N)) y A(M(u x Idy)) son identificaciones consid-

eremos el siguiente diagrama

MG x X x V) 2N 36w (X AY))
] |
(G x X x Yy NG (X AY))n

Por el Teorema 1.3, (Idg X A)™ es una identificacién para toda n € N, y como el
diagrama conmuta para toda n, entonces M (Idg x A) también es identificacién. Un

diagrama similar permite concluir lo mismo de M (u x Idy).

De la funcién f =i x Idy : G x X xY — M(G x X) x Y tal que (g,z,y) —
((9,),y), que claramente es continua, obtenemos " : (G x X x Y)" — (M(G X
X) xY)". Esta ultima define M (f") en cada sumando por lo que M (f™) es continua.
Como M (f™) = ¢, concluimos la continuidad de .

Para establecer la continuidad de ¢ consideremos g, : (GxX)"xY — (G x

X X Y>n tal que ((917x1>7(927372)7~--7(9naxn)ay) — (9171’173/7---79117351179)- Esta

funcién se factoriza en
(GxX)"XY —-(GxX)"xY" — (GxXxY)"

((91,513'1), ) (gmxﬂ)vy> — ((glaxl)v t (gnvxn)vya s >y) —

((glawlay)7 tet (g’mxnay))

donde la segunda funcién es un homeomorfismo. Por lo tanto, g, es continua.
A partir de g,, definimos g : M(GxX)xY — M(GxX xY) como ¢ |(axx)nxy=
Gn- Sea g™ (M(G x X) xY)" — M(G x X xY) tal que g™ |(axx)xy)ym: (G %

X)xY)" — (G x X x Y)". Claramente ¢" también es continua.
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Sea G: M(M(G x X)xY)— M(GxX xY) tal que G |m@xx)xyym= g™

Como G es continua y G = 1;, entonces 1; resulta continua.

Hecho todo esto, podemos concluir la continuidad de ¢ y %, y con ello, el que

F(XANY,G)y F(Y, F(X,Q)) sean isomorfos como grupos topolégicos abelianos. W

Algunos de los siguientes resultados se enunciaran sin demostraciéon debido al
desarrollo previo que requieren. Se aconseja al lector leer el articulo de McCord
[MCM].

El resultado a continuacién es un caso particular del Teorema 10.2 de [MICM].

Necesitamos dos definiciones previas.

Definicién 2.6. Si G es un grupo topoldgico abeliano, definimos el mapeo

n:G— QF(S',G) n(g)(t) = g(T—1)

donde 1 — ¢ es la imagen de 1 — ¢ bajo la identificacién canénica p : I — S

Definicién 2.7. Un espacio topolégico X esta bien basado sila inclusién i : {*} — X
de su punto base en X, es una cofibracion cerrada.
Para verificar tanto definicion como los resultados importantes de cofibraciones,

remitimos al lector al capitulo 4 de [AGP].

Proposicién 2.6. Si G es un grupo topoldgico abeliano bien basado, entonces el
mapeo de la Definicion 2.6, es un H—isomorfismo. Esto es, un morfismo de H—espacios

al mismo tiempo que una equivalencia homotdpica basada.

Definicién 2.8. Si X es un espacio topoldgico y G un grupo topolégico abeliano,
definimos el mapeo
F(X,G) -5 QF(2X,G)

h(grzr 4 ...+ gnxn) () = gr(EAx1) + oo+ gu(t A )
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donde X ~ ST A X = (St x X)/(S! x {xx} U {*g} x X).

Proposiciéon 2.7. Si ademds de las condiciones de la definicion anterior, pedimos

que F(X,G) esté bien basado, entonces el mapeo h es un H—isomorfismo.

Demostracion. Seat : XX — XAS! el homeomorfismo dado por 7(fAz) = zAT —t.

Consideremos el diagrama

F(G, X) h QF(2X,G)

in o

QF(SY, F(X,G)) QF (X ASL,G)

donde 7 es el mapeo de la Definicién 2.6, y ¢ el homeomorfismo de la Proposicion 2.5.
El diagrama claramente conmuta. Por la Proposicién 2.6, n es un H —isomorfismo.
De igual forma, tanto (¢ como €)(7,) son H—isomorfismos ya que ¢ y 7. son home-

omorfismos. Por lo tanto, h es la composicion de tres H —isomorfismos. |

La seccién 7 de [MCM] estd dedicada a demostrar que F'(X, G) hereda estructura
de complejo CW cuando X es triangulable y G es discreto. En general, si X es un
complejo CW y A C X es un subcomplejo, entonces i : A — X es una cofibracién;
en particular el punto base de F'(X, G) es una 0—célula, por lo que F(X, G) esta bien
basado.t.

En [JM], J. Milnor prueba que si X es un espacio basado del mismo tipo de
homotopia que un complejo CW, entonces existe una equivalencia homotépica entre

éste y un espacio triangulable.

!Para verificar lo recién mencionado ver la seccién 7 de [MCM], y el capitulo 5 seccién 1 de
[AGP]
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Teorema 2.3. Si X es un espacio topologico del mismo tipo de homotopia que un
complejo CW, y G es un grupo abeliano discreto, entonces el mapeo definido en 2.8

es un H-isomorfismo.

Demostracion. Por [JM] existe una equivalencia homotépica basada f: X — X’
donde X’ es triangulable.

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

F(G, X) " QF(2X,G)
lf* lQ(Zf)*
F(X',G) QF(SX', Q)

Por lo mencionado previo al Teorema 2.3, F(X’, G) estda bien basado, con lo
que la Proposiciéon 2.7 permite concluir que la flecha inferior del diagrama es un
H —isomorfismo. Las flechas verticales son morfismos de grupos y H —grupos respecti-
vamente, gracias a la Proposicién 2.3. Como ademas f es una equivalencia homot6pi-
ca, Corolario 2.2 permite concluir que tanto f, como Q(Xf). son equivalencias ho-

motdpicas. Con ello la flecha superior es la composicion de tres H—isomorfismos. W
Teorema 2.4. Si h: F(X,G) — QF (XX, G) resulta un H-isomorfismo, entonces

obtenemos un isomorfismo

o [X,F(Y,G)]. — [X,QF (XY, Q). & [ZX, F(XY,G).

donde [—, —]« denota las clases de homotopia punteada. A o le llamamos isomorfismo

de suspension.

Definicién 2.9. Decimos que un espacio topolégico X es un espacio de Filenberg-
MacLane de tipo K(G,n) si
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L 1G sig=n
my(X) = .
0 sig#n
Si G es discreto, tenemos por Teorema 2.3 que F(S?, G) ~ QF (ST, G), y como

F(S°,G) & G, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.5. Si G es un grupo abeliano discreto yn > 0, entonces F(S?,G) es un
espacio de Eilenberg-MacLane de tipo K (G, q) que tiene estructura de grupo topoldgi-
co abeliano, y de complejo CW.

Demostracion. Del Teorema 2.4 tenemos que [ X, F(Y,G)]. = [2X, F(2Y,G)].. Por
lo tanto 7, (F (S, G)) = mo(F(S°, G)) = G. Como m,(F(S°,G)) = 7,(G) = 0 para
toda ¢ # 0, obtenemos que 7,(F(S", G)) = 0 si ¢ # n.

La estructura de complejo CW se obtiene de que S™ es triangulable y de los

resultados de la seccién 7 de [MCM]. |

Teorema 2.6. Si X es un espacio del mismo tipo de homotopia de un complejo
CW, y G es un grupo abeliano discreto, entonces HY(X;G) = [X, F(S9,G)], define
el q-ésimo grupo de cohomologia reducida ordinaria con coeficientes en G. La coho-
mologia de parejas estd dada por HY(X, A;G) = [X/A, F(S9,G)].. De igual forma,
ﬁq(X, G) = m(F(X,G)) define el g-ésimo grupo de homologia reducida ordinaria,
mientras que el de la pareja estd dado por H (X, A;G) = m,(F(X/A,G)). En par-
ticular Hy(X;G) = [S, F(X,G)|. y H(X;G) = [XT,F(S9,G)].; este dltimo es
simplemente [ X, F(S9,G)].

Demostracion. Del Teorema 2.5 tenemos que F(S9,G) es un espacio de Eilenberg-
MacLane con estructura de complejo CW, por lo que [X, F(SY, G)]. define grupos

de cohomologfa ordinaria.?

2Capftulo 7 de [AGP]
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Para la segunda afirmacién, verificaremos que se cumplen los axiomas de Eilenberg-
Steenrod.

La funtorialidad y homotopia se garantizan debido al Corolario 2.1, Corolario
2.2, y a que 7, cumple ambas propiedades. Para verificar escisiéon, notemos que si
(X; X1, X3) es una triada CW, esto es, X complejo CW con subcomplejos X; y Xy
tales que X = X; U Xy, entonces la inclusion j : X; — X induce un homeomorfismo
entre X,/X, N Xy y X/ X, Esta a su vez define un isomorfismo entre ?[q(Xl/Xl N
Xo;G) = Hy(X1, X1NXy;G) y fIq(X/Xg; G) = H, (X, X5; G), que es, precisamente,
la condicion de escision.

En la seccién 7 de [MCM], se prueba que si (Y, B) es una pareja triangulable y
G es discreto, entonces B Ly - Y/ B induce un haz principal locamente trivial
(F(Y, G),p., F(Y/B, G)) Como éste haz es una fibraciéon de Serre, obtenemos una

sucesion exacta larga al tomar grupos de homotopia®
. — 1 (F(B,G)) — 1 (F(Y,G)) — 1 (F(Y/B,G)) — -1 (F(B,G)) ...

Si (X, A) es una pareja del mismo tipo de homotopia que una pareja de complejos
CW, por [JM], sabemos que existe una homotopia de parejas entre (X, A) y una
pareja triangulable (Y, B), a través de la cual obtenemos la sucesién exacta larga de
(X, A).

Por dltimo, gracias a que F'(S7,G) es un espacio de Eilenberg-MacLane y a que

F(S°, G) = G, tenemos que

Ahora veremos que la construccién de F(-,-) permite definir productos para ho-

mologia y cohomologia.

3P4gina 182 de [AGP]
4Capftulo 4 seccién 3 de [AGP].
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Daremos unos resultados preliminares.

Lema 2.5. La funcidne: F(X,G) — G definida por ;- | gixi— Y ooy g; estd bien
definida y es continua. En caso de que G sea discreto, € : F(S°,G) — G es un

isomorfismo de grupos topoldgicos abelianos.

Demostracion. Consideremos la composicion

el (x,0)
—

(X x G)" % FL(X,G) G

(xlagla"'axnagn) = Zgz

Como G es grupo topoldgico, la composicién resulta continua. La funcién pu,, es
una identificacién, por lo tanto € |, (x,¢) es continua. Como esto pasa para toda
n € Ny F(X,G) tiene la topologia de la unién, e resulta continua.

En el caso particular de € : F(S°,G) — G debemos observar que como G es
discreto y Fi(S°, G) = F(S°, G), entonces F(S°, G) también es discreto. Ahora, la
biyeccién entre F(S°, G) y G es clara al ver que dada g € G existe un tinico elemento
en F(S° G), en concreto g(—1), tal que bajo € da g. Por lo tanto F(S°,G) y G son

homeomorfos como espacios topoldgicos e isomorfos como grupos. [ |

Proposicién 2.8. Sean X y Y espacios topologicos, y G y H grupos abelianos dis-

cretos. Entonces, la funcion definida a continuacion resulta bilineal y continua.

0 F(X,G)x F(Y,H) — F(XNY,G® H)
O giwi, Y higs) — O (g ® hy)(wi Ay;)
i j irj
Demostracion. Tanto la bilinealidad, como el hecho de que estd bien definida la

funcion, quedan claros dada la regla de correspondencia. La continuidad se verifica

a través del siguiente diagrama conmutativo
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MG x X)x M(HxY)—"9" _ MG o H) x (XAY))

o) v

F(X,G) x F(Y,H) ‘ F(G® H),X NY)

donde p es la identificacién de la Definicién 2.5 y las flechas horizontales tienen la
regla de correspondencia dada en esta proposicion.

Como p es identificacion, p x p también es una identificacion por el Teorema
1.3. La conmutatividad del diagrama da la continuidad de ¢ o (1 X p) con lo que se

concluye la continuidad de . |

Observacién 2.1. a) Como ¢ es bilineal, la funcién también se puede ver de la

siguiente forma

FIX,G)AF(Y,H) — F(X A\Y,G® H)

b) Si G = H = R, donde R es un anillo conmutativo con 1,y m: R® R — R

denota la multiplicacion en R, componer ¢ con m, da

F(X,R)AF(Y,R) — F(X AY,R)

Estamos en posicién de definir los productos.

Proposiciéon 2.9. Sea X del mismo tipo de homotopia que un complejo CW, y R

un anillo conmutativo con 1. Tenemos los siguientes productos cap.
St X es 0-conexo y k > q
HY(X;R)® Hy(X;R) — Hy_4(X;R)

Stk <q
HY(X;R)® Hy(X;R) — HT"(X;R)
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Si g = k tenemos
< >

HY(X;R)® H,(X;R) "=~ R

Observacién 2.2. A este tltimo se le conoce como producto de Kronecker y serd fun-
damental a la hora de verificar la dualidad entre el transfer para homologia y el

transfer para cohomologia.

Demostracion. Definimos la funcién
k:[XT,F(S%,R), x [S*", F(XT,R)], — [Z*X T, F(Z1X T R)],
mediante la composicién de dos funciones. La primera es la funcién
X+, F(S, R)], x [S*, F(XT,R)], — [XT ASF, F(S%, R) A F(X T, R)].
que manda ([f]), [f']) a [f A f']. La segunda es
[XTASF,F(S, R)AF(XT,R)], — [S*XT, F(1XT, R)].
inducida por m, o ¢ recordando que X+ ASF ~ SFXT.
Consideremos el isomorfismo o del Teorema 2.4 y apliquemos 09 a
[SEXT F(2IXT R),
en el caso en que k > ¢. Asi obtenemos
[SFXT F(XIXY R),.~ [YF9XT F(X, R)l..
En este caso, la funciéon k& queda como
k:[XT,F(S%, R). x [S*, F(XT,R)], — [ X T, F(X, R)].
Si ahora componemos k con el homomorfismo

[SFaXT P(XT R)], — [SF¥9 F(XT, R)],
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inducido por la inclusion punteada que manda el —1 a algiin punto z_; en el espacio

conectable por trayectorias X, obtenemos el primer producto
~: [XT, F(SY, R)], x [S*, F(X*,R)], — [S"" %, F(X*, R)],
En cambio, si k < g, usamos ¢~ % para obtener el isomorfismo
[SEXT F(SIXT R)], ~ [XT, F(X7FXT R),
y la funcién
k:[XT,F(S%,R), x [S*, F(XT,R)], — [XT, F(XT*XT R),
que al componer con el homomorfismo
(Xt F(XTFXT R)], — [XT, F(ST% R),
inducido por el mapeo basado X+ — S° permite obtener el segundo producto
~:[XF,F(SY, R). x [S5, F(X*,R)]. — [X*,F(S"", R)l.

Para el producto de Kronecker, tomemos ¢ = k, usemos el producto anterior, y

consideremos la composicién
X+, F(SY, R)], x [S*, F(XT,R)], — [XT,F(S°, R)], — [S", F(S°, R)]. = R

donde la tltima flecha estd inducida por la inclusién punteada S° — X7, y el

isomorfismo es consecuencia del Lema 2.5. [ ]



Capitulo 3

Aplicaciones cubrientes
ramificadas

En este capitulo tratamos las aplicaciones cubrientes ramificadas. Ninguna condi-

cién especial se les pide a los espacios topoldgicos utilizados, salvo que se especifique.

Definicién 3.1. Una aplicacion cubriente ramificada de grado n es un mapeo p :
E — X acompanado de una funcion multiplicidad p : £ — N, que cumple las
siguientes condiciones:

a) Las fibras p~!(z), z € X, son finitas y discretas.

b) Para cadax € X, > u(e)=n.

e€p~!(z)

c¢) La funcién ¢, : X — SP"E definida por

op(x) =€, €1,y myenyCm

u(er) pem)

es continua, donde p~!(z) = {e1,...,em}

Observacién 3.1. La funcién ¢, es una especie de mapeo inverso multivaluado
para p. Por un lado (SP"p) o (p,)(z) = [z,...,z] para toda z € X, donde SP"p :
SP"E — SP"X. Por otro lado, si e € F, entonces e € p~!(p(e)).

39
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De hecho, podemos considerar la categoria cuyos objetos son las aplicaciones

cubrientes ramificadas de grado n compuestos con sus inversos multivaluados (p, ¢,)
E -2 X 25 SPPE

y los morfismos son parejas de mapeos (¢, @), donde ¢ : F — E' y {Dv X — X

son tales que hacen conmutar el siguiente diagrama

E v E

P J{p’

X v X’
S(’pi \LLPP/
SP"E W SP"E'

Si (0, 0) : (0, p) — (Vs 00) ¥ (0,8) : (U, 0p) — (9", ) sOn morfismos, su

composicién estd dada por (¢, @) o (¥,¥) = (o, go)) : (p, ) — (P, o)

E El E/l
P B p/ \L p// \L
X i X/ SZ X/I

Sﬂpl Pp! \L Py’ \L

SP"E sPrg SP"E' T SPrE"

Observacién 3.2. Si p : F — X es una aplicacién cubriente ramificada de gra-
do n, con funcién multiplicidad ¢ : £ — N, podemos definir p* : ET — X,
donde Yt =Y U {+}, de tal forma que resulte nuevamente una aplicacién cubriente

ramificada de grado n. La forma es sencilla:
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La aplicacién se define como p*|g = p, p(+) = 4. Su funcién multiplicidad
put o BT — N se obtiene al considerar u*|g = p, u(+) = n. Claramente,
gp} : Xt — SP"E* es continua, y las demés condiciones son inmediatas gracias a

la definicién.

Si ahora consideramos A C X cerrado, podemos definir p : E — X/A, donde
E = E/p~'(A), como la funcién que resulta de tomar cocientes a través de p. La
funcién multiplicidad 7 : £ — N se define como 7| E—p-1(4) = [, ¥ [i(*¥) = n, donde
* es el punto al cual p~!(A) se colapsa. Las primeras dos condiciones de las apli-
caciones cubrientes ramificadas claramente se cumplen. Para ver que ¢z : X/A —
SP"(E/p~'(A)) es continua, consideremos ¢ : £ — E/p~'(A), su correspondi-
ente SP"(q) : SP"(E) — SP"(E/p~'(A)), y la composicién SP™(u) o ¢, : X —
SP"(E) — SP"(E/p~'(A)). Esta tltima funcién es la composicién de dos funciones
continuas. Mas atn, SP"(u) o p,(A) = {}, por lo tanto X/A — SP"(E) —
SP"(E/p~'(A)) es continua. Claramente esta aplicacién es igual a 5. Por lo tanto

p resulta continua.

De igual forma, si p: E — X es una aplicaciéon cubriente ramificada de grado
n,y A C X es cerrado, la funcién p|,-1(4) : p~'(4) — A resulta ser una apli-
cacion cubriente ramificada del mismo grado. La funcién multiplicidad se obtiene de
restringir uf,-104) : p~'(A) — N, la cual claramente cumple las condiciones nece-
sarias, mientras que el mapeo inverso multivaluado se obtiene de restringir ¢,|4 :
A — SP"E, observar que p,(a) € SP™"(p~'(A)), ya que p,(a) rescata la fibra de
a bajo p, y considerar topologias relativas en ¢,|4 : A — SP"(p~'(A)) C SP"(E),

por lo cual ¢,|4 resulta continua. |

Las aplicaciones recién descritas seran importantes a la hora de definir los trans-

feres en homologia no reducida mas adelante.

Ejemplo 3.1. Aplicaciones cubrientes con un nimero finito de hojas.
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Demostracion. Supongamos que la multiplicidad de la aplicacion cubriente es n.

Asignemos 1 € N a cada elemento de E para definir la funcién multiplicidad
p:E— N ule) =1

De esta forma, la aplicacién cubriente ramificada resulta de grado n y claramente,
las primeras dos condiciones de una aplicacion cubriente ramificada, se cumplen.

Para verificar la continuidad de ¢, : X — SP"E elijamos una base conveniente
para SP"E. Consideremos el conjunto {Ai}rex de hojas en E que yacen sobre
las vecindades cubiertas parejamente de X. Como éstas conforman una base de FE,
los subconjuntos en SP"E del tipo p(Aky, ..., Arw)), donde p : E" — SP"E
es una identificacién, conforman una base para SP"FE. Denotemos a esta base por
{B;}ic;r y supongamos que = € gogl(Bi) para alguna i € I, donde x € X. Como
op(r) = [e1,...,en] con e; € Ay, entonces {Agy) fi<i<n 0 subconjuntos de éstos,
conforman un conjunto de hojas sobre x. Para cada i, p(Agy)) es una vecindad
cubierta parejamente por p. Como el conjunto de vecindades cubiertas parejamente
conforman una base de X, entonces V = (I, p(Ay)) también es una vecindad
cubierta parejamente y por tanto, abierta. Ademds cada Ay ;), o subconjunto de éste,
cubre a V', por lo que cada elemento de V' tiene a su fibra bajo p en {Agu bi<i<n, ¥
por lo tanto, estd en ¢, (B;). Con esto vemos que V C ¢, '(B;). Como z € ¢, ' (B;)
fue elemento arbitrario, entonces ¢, YB) = U,z Vi, que claramente es abierta. Con

esto ¢, es continua. |

Un resultado importante es que las aplicaciones cubrientes ramificadas se preser-

van bajo pullbacks.

Proposiciéon 3.1. Sea p : E — X wuna aplicacion cubriente ramificada de grado
n con funcion multiplicidad p : E — N. Sea F' :' Y — X wuna funcion continua.
Entonces, la funcion F*(p) : F*(E) — Y, donde F*(E) es el pullback inducido por

F, resulta una aplicacion cubriente ramificada de grado n.
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Demostracion. Se considera F*(u) : F*(E) — N, F*(u)(y, e) = p(e), como funcién
multiplicidad de F*(p). Como F*(E) = {(y,e) € Y x E | F(y) = p(e)}, entonces
F*(p)"Yy) = {y} x p~(F(y)) que es discreto en Y x E ya que p~}(F(y)) lo es en E,
y consta del mismo nimero de elementos que p~!(F(y)), por lo que, las fibras son
finitas y discretas. Mds atn, F*(p)~*(y)={(y,e)e{y} x E |F(y) = p(e)} = {(y,e) €
{y} x E|ee€p ' (F(y))}, por lo tanto
Y Fwye= > ule)=n
(y,e)€F*(p)~(v) eep™ ' (F(y))

con lo cual vemos se cumple la segunda condicién. Para obtener la continuidad de
F*(¢,) 1 Y — SP™(F*(E)) consideremos la inclusién F*(E) — Y x E. Esta a su
vez induce SP"(F*(E)) — SP"(Y x E).

Tenemos el siguiente diagrama

F*(p)

Y SP"(F*(E))

T~

(Idy F) SP"(Y x E)

5

Y x X m‘ Y x SP (E)
donde D es la funcién inducida por la diagonal Y — Y™. Tanto D, (Idy, F’), como
(Idy, ¢p), son continuas, por lo tanto su composicién Do(Idy, p,)o(Idy, F), también
lo es. Como SP"(F*(E)) tiene la topologia relativa, y el diagrama conmuta, F*(¢,)

resulta continua. [ |

Ejemplo 3.2. Sea B espacio topolédgico, y sea g : B" Xy, n — SP"B, donde
n={1,...,n},y B"xyx, 7 es el espacio de 6rbitas de B” x7 bajo la accién diagonal de

Y., dada por mg[by, ..., by;i] = [by,...,b,]. Entonces, mp es una aplicacién cubriente
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ramificada de grado n, con funcién multiplicidad pp : B" X5, 7 — N, definida como

pa([br, ... bn;d]) = #{j | bj = b}

Demostracion. La accién diagonal de X, en B™ Xy, 7 se comporta de la siguiente
forma: si (b,i) € B" x i donde b = (by,...,b,) € B", y 0 € %, entonces o(b,i) =
(o(b),0(i)) = (by-1(1)s - - - » bo—1(n); 0(4)). Por lo tanto, cualquier representante de [b, ]
en B" Xy, 7, toma el mismo valor bajo 7, lo que comprueba la buena definicion de
esta funcién. En concreto, si [b,i] = [V/, j], entonces existe o € %, tal que o(b,i) =
(b, ), donde o(b) = ¥, por lo tanto, este mismo o relaciona a wg[b,i] = [b] v a

mgll,j| = [V'], en SP"B.

La buena definicién de la funcién multiplicidad es consecuencia de la siguiente
observacion:

Sioe€ X, y[bi € B"xy, i, entonces, por un lado tenemos

pplo(b,i)] = pp[(a(6),0(i))] = un[(bo-10)s - - -+ bo-1(m); 7(8))] = #45 | bj = bo1(0ip) }

ya que la o(i)-ésima entrada de o(b) estd ocupada por el elemento en la i-ésima
entrada de b.

Sin embargo ésta es la definicién de la funciéon multiplicidad

pplb ] =#{j [ bj = b;}
Por lo tanto
“B [U(b7 Z)] = UB [b7 Z]

Concluimos que el valor de 5 en [b, 7] no depende de la eleccién del representante.

Sea [b] € SP™B, y consideremos todos lo elementos en B" Xy, 7 que bajo mp
dan [b]. Claramente es un conjunto finito, ya que si el conjunto de entradas de

en (V/,7), no es el mismo que el conjunto de entradas de b, entonces bajo mg, no se
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obtiene el mismo elemento. Por lo tanto la fibra de [b] bajo g es finita. Més ain,
como v es discreto, y elementos distintos en la mismo fibra tienen representaciones
cuyos elementos en 7 son distintos, la fibra es discreta. Con esto se cumple la primer

condicién para que mg sea una aplicacién cubriente ramificada.

Paraprobar >  u([b,t]) = n, primero elegimos una representacién adecuada
[b,ijemy ([b])
de la fibra de [b] bajo 7p. Afirmamos que 75 ([b]) = {[b, 1], ..., [b,n]}.

Sib' € B es tal que o(b') = b entonces o (¥, i) = (o(V'),0(i)) = (b, o(i)). Lo tlti-
mo, junto a que o (i) es un elemento de 7, permiten ver que [0',i] € {[b,1],...,[b,n]}.
Esto es: si [/, 7] es un elemento que bajo g da b, entonces b se obtiene de b’ medi-
ante una permutacién. Por lo tanto o (Vi) = (o(V/),0(i)) = (b,0(i)), cuya clase de
equivalencia debe estar representada por [b, j] para algin j € 7.

Ahora consideremos a B™ como el espacio de funciones
B":={b:nm — B}

Definimos A(b,i) = b='(b(z)) € n. Como A(b,4) identifica las entradas de b que
son iguales a la i-ésima entrada, resulta claro que | A(b,i) |= p[b,i]. Mas atn,
considerar todos los A(b,7) 1 < i < n, permite obtener una particién P de 7, donde
cada elemento A(b,i) de la particién, contiene los indices de las entradas de b que
son iguales a la i-ésima entrada. De hecho, si (b,4), (b,j) € B™ x @ son tales que
b(i) = b(j), entonces [b,i7] = [b,j]. Basta considerar la permutacién o € ¥, que
manda i en j, j en i, y fija los elementos restantes. Si b(i) # b(j), es claro que no hay
permutacién que mande i en j tal que o(b) = b, por lo que [b,i] # [b, j]. Queda claro
entonces, que los elementos [b,7] de la fibra 75'[b] que representan la misma clase,
son aquellos que bajo A(b,7) pertenecen a la misma clase de la particién P. Por lo
tanto

S i) = [ Al=n

[b.ilem " ([o]) AP
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Para probar la continuidad de ¢, : SP"B — SP"(B" Xy, n) definimos
l; : B" — B" Xy, N
li(b) = [b,1]
La funcién [; es continua para cada ¢ € I ya que se obtiene de la composicién

B"—B"xn -2 B"xx 7

n

donde la primera funcion es la inclusion y por lo tanto continua, y p identifica los
elementos de cada drbita.

Las funciones [; permiten definir la funcién continua
l:B" — (B" xx, n)"

1(b) = (11(b), ..., 1. (D))
que ademas resulta ¥, equivariante. Para verificar esto consideremos b € B" y 0 €

Y.,.. Hay que probar [(c(b)) = o(I(b)). Por la definicién de la funcién [, resulta que

Uo(5) = ([o(5).1].- .. [o(5). )

o(1(5) = o([b, 1], [, m]) = (b, 0™ (D), ., [, 0~ (W)]).

En cada entrada de o(I(b)), la accién de o € ¥, recupera la entrada correspon-
diente de I(c(b)) ya que o[b,0=1(i)] = [0(b),o(c71(i))] = [o(b),i]. Por lo tanto, [ es
Y., equivariante lo cual permite considerar

SP"(l): SP"B — SP"(B" xx, )
donde SP™(1)([b]) = [[b,1],...,[b,n]]
Ya vimos previamente que cada elemento de la fibra aparece tantas veces como

su valor bajo la funcién multiplicidad en la coleccién [[b, 1],...,1[b, n]], por lo tanto,

la funcién SP"(I) coincide con ¢, y con esto, ¢, resulta continua. |
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Proposicién 3.2. Sip: E — X es una aplicacion cubriente ramificada de grado

n, entonces existe un diagrama cartesiano o de pullback

@

F E™ X%, n
pl le
X SP"E

Demostracion. Para definir ¢ tomemos e; € E' y consideramos la fibra de x = p(e;)
bajo p i.e. p~1(x). Ordenamos la fibra de tal forma que e; aparezca primero tantas
veces como su multiplicidad lo indique, seguida de los elementos restantes de la fibra;

éstos apareciendo también tantas veces como su multiplicidad. Por ejemplo:

(E1,...,€1 ,€2,...,€2 1ot Cmyenns )
e N e —_——
n(e1) n(e2) pn(em)
Definimos  @(e1) := [(e1,...,€1,€2,...);1] € E" Xy, T

El orden de los elementos restantes de la fibra después de colocar a e; no es
importante, de hecho, cualquier orden de estos elementos se obtiene de aplicar algin
elemento del grupo de isotropia de 1 € @, 0 € X, a [(eq,...,€1,€3,...); 1], que por
definicién, representan la misma clase de equivalencia. Por lo tanto $(e;) € E" X, 70

esta bien definida y permite comprobar la conmutatividad del diagrama ya que
7TE(§5(6)) = WE([(GM S, €1,62,.); 1]) =ler,...,e1,..en] = SOp(OC) = Qpp(p(ﬁ))

Para establecer la continuidad de ¢ y la naturaleza cartesiana del diagrama con-

sideremos E" como el espacio de funciones E™. La funcién evaluacion

e:E"xn—FE e(¢,j)=¢€(y)
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es continua ya que E™ tiene la topologia del producto, y es ¥, equivariante, por lo

que define

e " xy, n—F

La continuidad de esta funcién permite definir la funcién continua ¢ por medio

del siguiente diagrama conmutativo

X xp (E" X5, T) : X X (E™ xg, 7)

wl lpmy

E E" Xgnﬁ

ol

donde B = SP"E

Maés ain, como la proyeccién es un mapeo cerrado y X X (E™ Xy, ) es cerrado

en X x (E" xx, m), ¢ resulta cerrada.

La funcion
V:E— X xp(E"xxg,m) : le) = (ple), p(e))

es la inversa de ¢ ya que

Yoz, ler, ... emsi])) = w(e) = (ple), e - em; 1])

donde p(e;) = x debido a que {ey,...,em}t =p 1 (x), v [€is - em; 1] = [e1, -+, em; ).

Consideremos el siguiente diagrama donde Z = X X g (E™ Xy, 1)
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E
7 rou E™" xs 7
p
proy TE
X SP"E

Pp

Claramente 1 y proy son continuas, por lo tanto © = proy o 1 es continua.
Por todo lo anterior, podemos concluir que ¢ es un homeomorfismo, y con ello, el

diagrama es de pullback. |

Combinando este ultimo resultado con la Proposicién 3.1, obtenemos la siguiente
caracterizacion de las aplicaciones cubrientes ramificadas. Esta, a su vez, permite ver
amp: B" Xy, n — SP"B, como ejemplo genérico de las aplicaciones cubrientes

ramificadas de grado n. Aconsejamos ver [LS].

Teorema 3.1. El mapeo p : E — X es una aplicacion cubriente ramificada de

grado m si y solo si existe un diagrama cartesiano

@

E E" X%, n
Ik
X————=SP"E

Ejemplo 3.3. Mapeos p : X/H — X /G dados por la accién de un grupo G en X y
la accién restringida de un subgrupo H C G. Estos mapeos pueden ser considerados

aplicaciones cubrientes ramificadas de grado [G : H| cuya funcién multiplicidad se
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define como pu,(H,) =[G, : H,|, donde G, y H, denotan los subgrupos de isotropia
de z € X para la accién de G y la accién restringida de H, y [G : H] y [G, : H,],

denotan los indices correspondientes.

Demostracion. La funcién p : X/H — X/G esta dada por Hx — Gx.

La buena definicién se asegura por lo siguiente:
Si Hxy = Huxs, entonces existe h € H tal que hxy, = x5. Como H C (G, entonces

h € G, por lo tanto, Gx1 = Gxy. Esto es, p(Hzy) = p(Hxs).

Para lo que resta probar, supongamos que [G : H|] = n, y consideremos n ele-
mentos de G, {g1,...,gn}, tales que el conjunto {Hgy, ..., Hg,} represente las clases
laterales de G/H.

Tomemos Gz € X/G y consideremos el conjunto { Hgyx, ..., Hg,x}. Por un lado
es claro que cada elemento del conjunto mencionado representa algiin elemento de la
fibra de Gz; basta observar que p(Hg;xz) = Gg;x = Gz para toda i, 1 < i < n. No
s6lo esto, sino ademas el conjunto agota los elementos de la fibra de Gz. Sea x1 # x
y Hx; tal que p(Hz,) = Gx. Como p(Hz;) = Gxy, entonces Gx; = Gz, por lo que
existe g € GG tal que gr = &1 y Hgx = Hx;. Sin embargo, como Hg es clase lateral
de G/H, Hg = Hg; para alguna i, por lo tanto, Hg;x = Hgxr = Hx;. Con esto
vemos que {Hg,, ..., Hg,x}' es la fibra de Gz, con lo que la fibra de Gz, elemento

arbitrario en X/G, bajo p, es finita.

La funcién multiplicidad g, se definié como p,(Hz) = |G, : H,|. Para probar

que >, up(Hzx) = n, probaremos que
Hxep—1(Gx)

(Go - Hy] = ##{i | Hx = Hg;x}
Por lo que una definicién alternativa de la funciéon multiplicidad resulta

pp(Hz) = #{i | Hx = Hg;x}

'En este conjunto pueden haber elementos repetidos
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donde los Hg; son los elementos del conjunto {Hg, ..., Hg,}.

Proposicion 3.3. Sea Hg;x elemento del conjunto {Hqz, ..., Hg,x}, dondex € X.
Entonces, Hg;x = Hx siy solo si la clase lateral H g; tiene un elemento en el subgrupo

de isotropia de x en G.

Demostracion. =) Si Hg;x = Hux entonces dada h € H, existe hy € H tal que
hig;x = hx. Por lo tanto h='h,g;x = x, con lo que h™'h,g; € G, v h=*hig; € Hg,.

<) Si hy € H es tal que hyg;x = z, entonces Hhig;x = Hz. Sin embargo,
Hhyg;x = Hg;x, por lo tanto Hg;x = Hzx. |

Proposicién 3.4. Sea Hg; tal que Hg;x = Hx. Entonces hay tantos elementos en

Hg; que pertenecen a G, como elementos hay en H,.

Demostracion. La proposicion anterior, junto a la hipétesis Hg;x = Hx, asegura que
existe g € Hg; tal que gr = x, por lo tanto Hgx = Hzx.

Si h € H es tal que h € H,, entonces hgxr = hx = x, por lo tanto hg € G,. Mas
aun, si hy, ho € H, son distintos, entonces h1g # hog. Si h € H es tal que hx # x,
entonces hgr = hx # x, por lo tanto hg ¢ G,. Tenemos pues, el mismo nimero de

elementos en H,, que elementos en Hg; que pertenecen a G,. [ |

Como consecuencia de las dos proposiciones previas, tenemos que dada r € X,
(G, : Hy] = #{i | Hx = Hg,z}, por lo que p,(Hz) = #{i | Hr = Hg;z}.

Para cada z € X, se puede dar una particién del conjunto {Hg,..., Hg,},
determinada por la igualdad, una vez que cada elemento del conjunto es aplicado a
x. Esto es, Hg; = Hg; siy sélo si Hgx = H g;jx. Por la relacion recién descrita, y
como tenemos tantos elementos en este conjunto como posibles elementos en la fibra

de Gz, la fibra de Gx tiene tantos elementos como elementos tiene la particién de
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{Hg1,...,Hg,}. Por lo tanto, la suma de las multiplicidades de los elementos de la

fibra de Gz, es igual al nimero de elementos en {Hgi, ..., Hg,}

Z pp(Hz) =n

Hzep—1(Gx)

Para probar la continuidad de ¢, : X/G — SP"(X/H) consideremos la sigu-
iente construccién:

Tomemos la identificacién p : X — X/H y consideremos la composicién con
cada uno de los homeomorfismos determinados por los g; 1 < i < n utilizados en el
conjunto {Hgi, ..., Hg,}. Esto es, para cada g;, el homeomorfismo g; : X — X tal

que g;(z) = g;x, se compone con p. Claramente p o g; es continua para toda i.
Definamos 7 = (po g;); = (po g1,---, PO Gn)
7: X — (X/H)" 71(x):=(Hqx,...,Hgx)

Claramente, 7 es continua.

Tenemos la accién de G en X, y la accién de G en (X/H)". Esta tltima dada por
g(Hxy,...,Hzx,) = (Hgxy, ..., Hgx,)

Resulta inmediato probar que 7 es G equivariante
7(g9z) = (Hg19x, Hgagz, ..., Hgngx)

g7(x) = g(Hg1x, Hgox, . . ., Hgpx) = (Hg197, . .., Hgngx)

Por lo tanto 7(gx) = g7(x).

Queda bien definida, entonces, la funcién continua

t:x/a 2% (x/H)" G
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Como G actia sobre GG/H permutando los elementos en G/H, la accién de cada
g € G sobre cualquier elemento de (X/H)™ que esté en la imagen de 7, resulta una
permutacién. Por lo tanto, podemos definir una funcién suprayectiva ¢ de la imagen
de 7 a (X/H)"/%,.

Para verificar la continuidad de ¢ consideremos el siguiente diagrama

o
(X/H)"/G (X/H)" /%y,

donde ¢; y g2 son aplicaciones orbitales. El diagrama claramente conmuta por la
forma en que se definio q.

Si A C (X/H)"/%, es tal que g, (A) resulta abierto en (X/H)", entonces A
es abierto en (X/H)"/%, con la topologia de identificaciéon inducida por g. Por lo
tanto, la topologia inducida por ¢y esta contenida en la topologia inducida por q. Esto
permite concluir la continuidad de ¢ cuando (X/H)™ /%, tiene su topologia usual.

Por lo anterior, la composicién ¢ o t resulta continua, y como evidentemente,
debido a que la forma en que fue construida, coincide con ¢,, esta ultima resulta

continua. [ |

De hecho, como fue observado por Dold en [AD], el ejemplo anterior agota las
posibles aplicaciones cubrientes ramificadas si estamos en la categoria K DH.
Para la demostracion del resultado, necesitamos un lema previo que a su vez

requiere de la siguiente observacion.

Observacion 3.3. Los elementos z = [ey, ..., e,| de SP"E se pueden escribir como

sumas, z = »

i1 €j, donde e; € E. Por lo tanto, tiene sentido escribir (e + 2) €

SP™™FE parae € E, y (z —e) € SP"'E si e es uno de los sumandos de z. Estas
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operaciones resultan continuas si E estd en la categorfa K DH.?
Teniendo esto en cuenta, dada una aplicacion cubriente ramificada de grado n
p: E — X, su inverso multivaluado ¢, : X — SP"E es la aplicacién que cumple
1) e € py(p(e)) para toda e € E
2) (SP™p)(¢p(z)) =>"x =2+ ...+ z para toda x € X. [ |

Lema 3.1. Sea p : E — X wuna aplicacion cubriente ramificada de grado n. En-

tonces el siguiente diagrama es de pullback

Idg,3
g p gprip

”l la

X SP"E

Pp
donde @ = @,(p(e)) —e, ale,z) =e+ 2 cone € E, z€ SP"'E

Demostracion. Dada la definicién de ¢, el diagrama claramente conmuta.

Sean
(p/: (p,IdE,gZ)ZE—>XXB (EXSPnilE)

donde B = SP"E'y
t: X xp (ExSP"'E) — E

la proyeccion a E restringida al pullback.
Tanto una como la otra son continuas y t(¢'(e)) = t(p(e), e, z) = e. Por lo tanto

t(p/ = Id E
La composicion contraria da

' (t(x,e,2)) = ¢'(e) = (ple), €, p(ple)) —e)

2El producto simétrico infinito, que definiremos en el capitulo 7, resulta ser un monoide topoldgi-
co abeliano débil. Si F estd en K DH, el Lema 2.2 permite concluir que SP™F estda en K DH. Como
SPE esta filtrado por los subespacios SP™FE, entonces, por la Proposicién 1.5, SPFE estd en KDH.
Finalmente, el inciso (vii) del Teorema 1.1, permite concluir que las operaciones suma y resta recién
definidas, resultan continuas, ya que son continuas en subconjuntos compactos.
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Como X xp (E x SP"'E) es el pullback sobre SP"E, entonces p,(r) = € + z.
Ademds, por la Observacion 3.3 (SP"p)g,(z) = >." x. Por lo tanto

Z = SP"p(e+ z) = p(e) + SP" 'p(2)

Con esto vemos que p(e) =z y que @,(p(e)) —e = @,(x) —e = 2.
Por lo tanto ¢’ ot también es la identidad. |

Teorema 3.2. Para cada objeto (p, ¢,) de la categoria mencionada en la Observacion

3.1, existe un X, -espacio W tal que
E-L x 2 SP'E

es naturalmente homeomorfo a W/%,,_4 LR W/S, <L SPM(W/S,_1), donde P es

una proyeccion orbital como la descrita en el ejemplo 3.3.

Demostracion. Como vimos en el Ejemplo 3.3, el mapeo p: W/, 1 — W/%, es
una aplicacién cubriente ramificada de grado [X,, : ¥, 1] = n, donde %,,_; es visto
como subgrupo de ¥, mediante 1 x ¥, 1 C 3,. Por lo tanto, el homeomorfismo
natural se define en la categoria de aplicaciones cubrientes ramificadas de grado
n. Claramente, el primer funtor involucrado es el funtor identidad. El segundo se
construye de la siguiente manera:

Sea W = X xp E" el pullback de X % SP"E «— E", donde B = SP"E, y
consideremos la acciéon de ¥, sobre el segundo factor de W, y la accion restringida

de 3,1 sobre el factor E"' de W = X xp (E x E" ). El objeto (p, p,)
E- X 2, 5p"E
es mandado a (P, ¢5)
W/Sh 1 - W/, 22 SPYW/S, 1)

donde p(z, ej, > ei — ;) = (x,e5 + D ei) v pp(x, Y_ei) = D (x, e, () — €:).
=1 1 =

7 i#£] i=

[y

(2
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Si (1, 1;) : (p,pp) — (P, pp) es un morfismo, entonces

F(¢7J) = (¢W>JW) = (1:5 X @D X SPn_lwa{Z X SP”¢) : (]_)7 SOI_)) I (]—)/79017)

es el morfismo correspondiente. Donde la continuidad resulta clara ya que se con-

struye a partir de funciones continuas.

St (¢, %) : (o) — (0 00) ¥ (0,9) = (P, o) — (P, @pr) son morfismos de

aplicaciones cubrientes ramificadas de grado n entonces
F((, 8)o(,¥)) = F(pot, Foth) = ((Fogh) x (potp) x SP™ (spor)), (Foth) x SP™(poy))
= ((@x ¢ x SP"p) o ($ x § x SP"" '), (5 x SP"p) o (¢ x SP™)) =
(5 ¢ x SP" ', 5 x SP"p) o (¢ x ¥ x SP" 4,4 x SP") = F(p,§) o F(y, )
Ademds, si Id,.,) : (p,0p) — (D, @p) es la identidad entonces

p,¢p

F(Id.,)) = F(Idg, Idx) = (Idx x Idg x SP" 'Idg, Idyx x SP"Idg) =

Ldws,_is Ldwys,) = 1d e
Por lo tanto F' es un funtor covariante.
Para ver que (p,¢,) v (P, ¢p) son naturalmente homeomorfos, basta dar un iso-

morfismo entre ellos. Esto es: un morfismo en el que la pareja de mapeos que lo

conforman, sean homeomorfismos.

W/ 1 ~ E
| !
W/%, = X

%pl l‘ﬂp
~ n

SPH(W/%n1)
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Por el Lema 3.1, E =~ W/%,_; donde el homeomorfismo

t: W/, 1=XxgEXxSP'"E— FE

se definié en el Lema 3.1. Como F ~ W/X, 4, resulta inmediato que SP"(F) ~
SP"(W/%,-1).
Consideremos X % SP'"E <% Sp"F y su pullback

X x5 SP'E SP'E
l \Lfd
X SP"E

Pp
Como Id*(¢,(z)) consta de sélo un elemento para toda z € X, y ¢, es inyectiva,
el mapeo

s W/S, = X x5 SP"E — X
(m,Zei) — T

i=1

tiene inverso

X—>XXBSPnE

v — (7, (7))

lo que da el homeomorfismo entre X y W/3,,.

La conmutatividad del primer cuadrado

p(t(m,e,z)) = p(e) =T = S(ZL’, €+ Z) = S(ﬁ(l‘,e, 2))

es inmediata al notar que tanto e € E, como los sumandos de z € SP" 'E, que

conforman (z,e, z) € W/3,_1, son elementos de la fibra de x bajo p.
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La conmutatividad del segundo cuadrado se expresa en el diagrama

(z, ;ei) 2 X
‘Ppl Pp

n
> €
=1

i:l(x’ ei’ Qpp(x) - ei) SPn(t)

que conmuta ya que los sumandos de Zn:ei € SP™E son los elementos de la fibra de
x bajo p. =

Finalmente, si (1, 4) : (p, ©p) — (P, ) es un morfismo entre aplicaciones
cubrientes ramificada del mismo grado, la naturalidad se verifica a través de la con-

mutatividad del diagrama
s,t
F(pv (10]?) - (pv ‘,Op)
F(zp,zl)l lw,i
F(p, o) ey (0, )

Para ello, basta la conmutatividad de los siguientes diagramas

W/Sy 1 —=E W/E, ==X
W' /¥, ﬁE’ W,/En?’X/
SPYW/%,_;) — SP"E
SP"(ww)J/ SPm)

SPHW'[Xn1)

SP"E'

SP7L t/
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Sea (z,e;, > e; —e;) € W/¥,_1. Entonces
i=1

Yz, e5, Y e —e;) = Ple;)
i=1
Por el otro lado
tw (e, > e —e;) =t (@), (e;), Y wle) —1(e;)) = v(e;)
i=1

Por lo tanto, el primer diagrama conmuta.
La conmutatividad del segundo diagrama se verifica de manera similar, y como

el tercero se obtiene del primero, su conmutatividad es inmediata. [ |



Capitulo 4

Transfer para homologia

Este capitulo esta dedicado a la definicion del transfer en homologia y sus propiedades
elementales. Recordemos que cuando utilizamos el funtor F', los objetos son tomados
y las operaciones realizadas en la categoria K DH; en particular el producto. En
caso de no usar el funtor, los resultados son validos para espacios mas generales. Los

grupos considerados tienen la topologia discreta.

Definicién 4.1. Sea p : E — X una aplicacién cubriente ramificada de grado n

con funcién multiplicidad p. Llamamos pretréansfer a la siguiente funcion
t,: F(X,G) — F(E,G) : ty(u)=u

donde u(e) = p(e)u(p(e)). Mas claramente, si u = > g;x; € F(X, ), entonces
i=1

W= ne)ge

ple)==;
i=1,..., n

Observacién 4.1. Con esta definicién es claro que el pretransfer es un homomor-
fismo de grupos topolégicos, por lo tanto, resulta conveniente observar la manera en
que actia sobre generadores. Especificamente, si gz es una funcién de F(X, G), que
vale g en x, y cero en el resto de X, entonces es un generador, y bajo el pretransfer

obtenemos

61
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z)(e) = u(e)gz(ple)) = pe)g siple) =z
tp(g2)(e) = p(e)gx(p(e)) {0 i pe) £ 2

Por lo tanto, los tnicos puntos en donde ¢,(gx) es distinto de cero son los ele-

mentos de p~1(z) = {e1,...,emn}

tp(gr)(e1) = uler)g, tp(gz)(ea) = ple2)g, .- -, tp(97)(em) = plem)g

Con esto vemos que

tp(9r) = pler)ger + plez)ges + ... + p(em)gem
u

A continuacién probaremos que t, es continua. De esta forma, segin la construc-
cién de homologia dada en el Capitulo 2, aplicar el funtor homologia al pretransfer

da un morfismo en homologia
Tp ﬁq(X;G) — ﬁq(E; G)
que llamamos transfer.

Proposicién 4.1. Sea p : E — X una aplicacion cubriente ramificada de grado n
con funcion de multiplicidad pv : E — N. Entonces, el pretransfer t, : F(X,G) —
F(E,G) es continuo.

Demostracion. Como F(X,G) tiene la topologia de la unién, basta verificar que
tplF(x,c) s continua para toda r € N. Para este propdsito recordemos la identifi-

cacién g, : k(G x X)" — F.(X,G) y definamos
d:Gx, X — F,(E,G) : (g, x) =tp(q1(g,x)) = t,(92)

Consideremos
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k(G x X) —2 ~ F (B, G) X, ... X3 Fo(E,G)

F.(X,QG) F(E,Q)

tpl Fr(x,0)

donde >"!_, es la operacién en F,(E,G), que como ya vimos, en K DH resulta
continua.

Dada la conmutatividad del diagrama y la naturaleza proclusiva de ¢,., habremos
probado la continuidad de t,|F, (x,¢), si probamos la continuidad de 4.

Definamos a: G x X — (G x E)"/¥,, como

a(gvx) = [(9761)7 SRR (ga 61)7 R (976771)7 R (976771)]

- 7 - o

u(er) u(e2)
donde p~'(z) = {e1,...,em}
Para cada g € G, sea i, : X — G x X dada por i,(z) = (g,2), y sea
Jg 1 SP"E — (G x E)"/¥, dada por jgleq,...,e,] = [(g,€1),..., (g, en)].

Tenemos el siguiente diagrama

X ig GxX

Pp \La

g

que claramente conmuta para toda g, segiin las definiciones de los mapeos involucra-
dos.

Sea j, : E" — (G x E)" definida por jy(e1,...,en) = ((g,€1),-.,(g,en)). Esta
funcién claramente es continua, por lo que SP"(j,) : SP"E — SP"((G x X))
donde SP"(}g) = Jg, también lo es. Por hipdtesis, ¢, es continua. Esto tltimo deja
ver la continuidad de a o 44, que junto a la conmutatividad del diagrama para toda

g, v a la topologia discreta de G, permite concluir que « es continua.
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Sia: Gx X — (G x E)"/¥, es continua, entonces k(a) : k(G x X) —
k(G x E)"/%,) también lo es. Por el Lema 2.2, sabemos que el espacio de 6rbitas
de la accién de un grupo finito sobre un espacio en K DH, es un espacio en la misma
categoria, por lo que k((Gx E)"/%,,) = k((Gx E)")/%,. Mas atin, como G es discreto
k(G x X) =G x X. Tenemos entonces k(a) : G x X — (k(G x E)")/%,, continua.

La identificacién ¢, : k(G x E)* — F,(E,G) factoriza a través de la identifi-
cacién q, : k(G x E)" — (k(G x E)")/%, dando el siguiente diagrama conmutativo

k(G x E)") T k((G x E)")/Z,

\\ﬁﬁ\\\ l%

F.(E,G)

donde la definicién de p,, y su naturaleza proclusiva resultan claras.
El mapeo § hace conmutativo el préximo diagrama

k(a)

Gx X k(G x E)")/%,

\\ﬁF\x lm

F.(E,G)

Por lo tanto, d es continua, y con ello 0", por lo que t, | g, (x,¢) también, para toda
r e N. [ |

Corolario 4.1. Sea p : E — X una aplicacion cubriente ramificada de grado n con
funcion multiplicidad p : E — N, donde E y X son del mismo tipo de homotopia
de complejos CW. Entonces existe un trdnsfer en homologia T, : f]n(X;G) —
H,(E;G).

Ejemplo 4.1. Debido a la importancia de la aplicacién cubriente ramificada g :

B"™ Xy, n — SP"B, resulta interesante calcular su pretransfer.
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Primero veremos como se comporta sobre elementos generadores.

Sea

b:(bl,...,bl,b27...,bg,...,bT,...,bT)EB”
——_——— N — ——

i1 2 i

donde 4; + iy + ... + 4, = n. Entonces
ng[b] - {[bhil]’ [an il + 2.2]7 ceey [b’/‘u TL]}

Por lo tanto

tﬂ'B (g[b]) = M[bazl]g[ba Zl] + :u[bazl + ZQ]g[ba Z-1 + 22] + ...
+[b,i1 +22 + ... +Zr]g[b,21 +22 =+ ... +’LT] = ’ng[b, 7/1] +22g[b,21 +22] 4+ ...
+ipglbir +iz + ... 4] = glbi] + g[bix] + ...+ glb ]+

J

(51
+yb, i1 + 2] + glb iy +ia] + ...+ glbi + i) + ...
+9[b,n] + glb,n] + ...+ g[b, ]

=glb, 1]+ ...+ g[b,i1] + glbyir + 1] + ...+ g[b, i1 +ia] + ...
+glbyiy +io+ ...+ i+ 1]+ ...+ g[b,n]
=g[b, 1] 4+ g[b,2] + ... + g[b, n]

Por lo tanto
teg(glb1y .o, 0n]) = glb1, - by 1 4+ oo+ g[by, ..., b
k
En general, si 3 = > ¢;[b, ..., b"] entonces

=1

(k,n)

ey (B) = D gilbl,.. . b )
(3,0)=(1,1)

ya que al variar [ de 1 a n, los elementos de la fibra de [bi, ..., b!], especificamente

(i, ... bt 1], se repiten ug([bi, ... b ;1)) veces.
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Observacién 4.2. A partir de una aplicaciéon cubriente ramificada p : £ — X,
donde X es del mismo tipo de homotopia que un complejo CW, se pueden definir
transferes no solo para homologia reducida, como se hizo previamente, sino también
para homologia no reducida y homologia relativa. La Observacién 3.2 hace notar
que tanto p* : E¥ — XT,p: E — X/A, donde A C X, E = E/p~'(A), como
P |p-104): 1 (A) — A, son aplicaciones cubrientes ramificadas del mismo grado,
a partir de las cuales, y usando el mismo procedimiento, se obtienen los transferes
deseados. Basta observar que H,(XT; G) = H,(X;G) y Ho(X/A: G) = H, (X, A; Q).

Para obtener el transfer en homologia relativa, observemos que las aplicaciones
cubrientes ramificadas p,  y p |,-1(4), se pueden relacionar en el siguiente diagrama

conmutativo

’BI
e
=
LSl
=

F(A,G) - F(X,G) T F(X/AG)
tp|p—1(,4)l ltp ltp
F(p~'(A),G) —; F(E,G) F(E,G)

Del pretransfer t; obtenemos 7, : H,(X/A;G) — H,(E,G). Sin embargo, co-
mo H,(X/A:G) = H,(X,A;G) y E = E/p~*(A) entonces 7, : H,(X,4;G) —
H,(E,p~(A);G).

Por la conmutatividad del diagrama anterior obtenemos la conmutatividad del

siguiente
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H,(X,A;G)

Tp|p—1(A)\L lTP lTp

H,(p~'(A), G) — Ho(E, G) — Hy(E,p~'(A); G)
de donde vemos que el transfer manda la sucesién exacta larga de (X, A), en la
sucesion exacta larga de (E, E4).

La definicion del transfer para homologia no reducida resulta clara si tenemos en
cuenta que p : BT — X es una aplicacién cubriente ramificada y que H,, (X;G) =
H,(X":G). Tenemos pues T+ @ Hy(X;G) — H,(E;G). Por ultimo, el hecho de
que tanto p como pt sean del mismo grado que p, permite que las propiedades

fundamentales de los respectivos transferes, sean las mismas. Con esto, serd posible

considerar uno u otro transfer para p : F — X, segiin sea conveniente. ]
Los siguientes resultados establecen las propiedades fundamentales del transfer.

Teorema 4.1. La composicion p, o T, : H,(X;G) — H,(X; Q) es multiplicacién

por n.
La prueba es una consecuencia inmediata de la siguiente proposicion.

Proposicién 4.2. St p: E — X es una aplicacion cubriente ramificada de grado

n, entonces la composicion
F(X,G) -2 F(E,G) 2> F(X,G)
es multiplicacion por n

n
Demostracion. Siu =) g;x; € F(X,q), entonces

=1

P(tp(u)) Zp*(tp(Zgixi)) =p.( Y ule)gie) = > nle)gim; =

p(e)=z; pe)==;
i=1,...,n i=1,...,n
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(e)=z;

La invariancia bajo pullbacks estda dada por el siguiente teorema.

Teorema 4.2. Supongamos que F' :' Y — X es continua. Entonces, el siguiente

diagrama conmuta

~ TF*(p) ~ "
Hy(Y;G) Hy(F*(E); G)
I;T(F)J/ lﬁ(?)
H,(X;G) - H,(E;G)

donde F*(p) : F*(E) — Y es la aplicacion cubriente ramificada de grado n inducida

porp: B — X a través de F'.
La prueba es consecuencia inmediata de la siguiente proposicion.

Proposicién 4.3. Sip: E — X es una aplicacion cubriente ramificada de grado

n, y F':Y — X es continua, entonces el siguiente diagrama conmuta

F(Y,G)— " F(FY(E),G)
F(X,G) F(E,G)

P

Demostracion. Sea v = Y g;y; € F(Y,G). Entonces tp-)(v) € F(F*(E),G) es tal
i=1
que
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Z p(e)gie = tp(zgiF(yi)) = tp(F*(Zgiyi)) = tp<F*(U))

p(e)=F(yi)

Consideremos los mapeos fo,f1 : Y — X y sea p : E — X una aplicacién
cubriente ramificada de grado n. Tenemos las siguientes aplicaciones cubrientes ram-

ificadas inducidas por los mapeos fy, fi

" f * f
fo(E)LE fl E);E
pol p P1 J{p

Y 7o X Y—>f1 X

Otra propiedad del transfer es la siguiente invariancia homotopica.

Teorema 4.3. St fo, f1 : Y — X son homotépicas y p : E — X una aplicacion

cubriente ramificada de grado n, entonces
Jos 0 Tpy = frx0 Tyt Hy(Y;G) — Hy(E;G)
La prueba es consecuencia del siguiente resultado

Proposicién 4.4. Si fo~ f1:Y — X yp: E — X es una aplicacion cubriente

ramificada de grado n, entonces
fou 0ty = fru oty : F(Y,G) — F(E,G)

Demostracion. Si H : Y x I — X es una homotopia que relaciona a fy con fi,
entonces H : F(Y,G) x I — F(X,G) dada por H(v,t) =3

homotopia que relaciona a fy, con fi,. Por lo tanto, aplicando la Proposicién 4.3,

yey V(¥)H(y,t) es una

obtenemos fo. o t,, = t, 0 fo. = t, 0 fi. = fi. ot,,. Finalmente, de la invariancia

homotdpica de 7, obtenemos el resultado. n
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La siguiente propiedad del transfer para homologia resulta interesante.

Proposicién 4.5. Sea f : B — C funcion continua y consideremos el siguiente

diagrama conmutativo

Idn
B" Xy N X2 cn Xy, N
nBl lﬂc
SP"B SP SPC
Entonces el siguiente diagrama conmuta
(an2nIdW)*

F(Bn Xy, ﬁ,G) F(Cn X5, ﬁ,G)

T“B %T

F(SP"B,G) F(SP"C,G)

(SP™ )«

Como consecuencia inmediata, el diagrama obtenido al aplicar el funtor homologia

también conmuta.

Demostracion. Tanto los transferes t,, v tr., como (f" Xy, Idn).y (SP"f)., son

homomorfismos de grupos, por lo tanto, basta considerar generadores de F'(SP"B, G)

para comprobar la conmutatividad del diagrama.
Sea g[by,...,b,] € F(SP"B,G). Usando los calculos del Ejemplo 4.1
teg(glb1y - 0n]) = glb1, - by 1 4+ oo+ b1, ..., b
Siglb,...,bn;i] € F(B" Xy, 7, G), entonces

(f" Xz, Ldn)«(glbr, - -, bnii]) = g[f (b1), -, f (bn); 4]
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Por lo tanto
(P, L) (b (glb, - ba))) = (", Td)a(glbr, - bus )+ glb, . boim]) =

(f" xs, Idz)«(g[b1, ... bu; 1)) + ...+ (f" xx, Idg)«(g[b1, ..., by;n]) =
glf (br), o fbn); 1 4.+ glf (br), -, f(bn); ]
Recorriendo el diagrama en el otro sentido obtenemos

tre ((SP"£) (glbr, - - ba)) = tae (glf (D), -, f(D0)]) =

glf 1), f o) A+ o A glf (b1), -, S (bn); 7]
|

En la Proposiciéon 4.1 calculamos p, ot,. La composicién opuesta también resulta

interesante.

Proposicién 4.6. Sea p: E — X una aplicacion cubriente ramificada de grado n

con funcion multiplicidad . Entonces la composicion
F(E,G) 5 F(X,G) & F(B,G)

esta dada por

p(e)=p(e)
para toda u € F(E,G).

n
Demostracion. Sea u = ) g;e; entonces
i=1

tp(p*(u)) = tp(p*(zgi€i>) = tp(zgip(ei)) = Z u(e)gie
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Por lo tanto, es facil ver que
ty(pe(w)(e) = ple) D u(€)
p(e/)=p(e)

En el caso de la accion de un grupo finito en un espacio F, la composiciéon descrita

anteriormente es particularmente simple.

Corolario 4.2. Siv € F(E,G), entonces t,(p.(v)(e)) = > v(ge).

geG

Demostracion.

p: E— E/G

que también puede ser vista como
p: E/H — E/G
donde H = {eq}.

Utilizando la Proposicion 4.6

ty(p(v)(e)) = u(e) > v(e)
p(e)=p(e’)
Sin embargo, si ¢/ € E es tal que p(e) = p(e’), entonces existe g € G tal que
ge = ¢, por lo tanto {v(ge) | g € G} considera todos lo v(e’), donde p(e) = p(e’),
repitiendo cada uno tantas veces como elementos tenga su grupo de isotropia. Como

p(e) =| Ge |, y | Ge |=| G |, si p(e) = p(e’), entonces

ple) Y (@) =1Gel Y wle) =) vlge)

p(e)=p(e’) p(e)=p(e) geG
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Otra propiedad interesante resulta de considerar el transfer de la composicion de

un par de aplicaciones cubrientes ramificadas.

Definicién 4.2. Sean N y H grupos, y ¢ : H — Aut(N) un homomorfismo de
grupos. Definimos el producto semidirecto exterior N x, H como el conjunto de

parejas (n, h) dotado con la operacién

(1, h1) - (n2, ha) = (n1p(h1)(n2), hihs)

Si consideramos a %, y (¥,,)", podemos definir un homomorfismo ¢ : %, —
Aut((Zm)”) a partir de la accién de ¥, en (%,,)" que permuta los n factores. Al pro-

ducto semidirecto exterior ¥, X, (3,,)", lo llamamos producto orlado y lo denotamos
por X, f Y-

Proposicién 4.7. Sea p : Y — X una aplicacion cubriente ramificada de grado n
con funcion multiplicidad pn : Y — N y sea q : Z — Y wuna aplicacion cubriente
ramificada de grado m con funcion multiplicidad v . Z — N. Entonces, la composi-
cionpoq: 4 — Y — X es una aplicacion cubriente ramificada de grado mn, con

funcion multiplicidad & : Z — N dada por £(z) = v(z)u(q(z)).

Demostracion. Como p y ¢ son aplicaciones cubrientes ramificadas, y la fibra de un
elemento x € X estd dada por el siguiente conjunto ¢~!(p~!(z)) = Zqu’l(yi), donde
{Yi, ..., ys} eslafibra de x bajo p, entonces la fibra de x bajo poq es finita y discreta.

Para verificar la segunda condicién, tomemos = € X y enumeremos su fibra bajo
p como se hizo previamente: p~'(z) = {y1,...,ys}. Consideremos z € (po q) ! (z).
Como z estd en la fibra de z, q(z) = y; para algin i. Mds atn, usando la definicién

de £ : 7 — N, se cumple

Yo o= ) vEmla) = ulaz) Y v() = na(z)m

q(2")=q(z) q(z")=q(z) q(z")=q(z)
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Ahora, como la fibra de x bajo p o ¢ es la unién de las fibras de los y; bajo p,

obtenemos
Yoote)= D )= D> v@ule(z) = Y v(x)uly) =m> upy) =mn
z€(poq)~1(z) q(2)=yi q(z)=y: q(2)=y; i=1

i=1,...,s i=1,...,s i=1,...,8

con lo que se establece la segunda propiedad.

Resta probar la continuidad de ¢, : X — SP™Z. Para este propésito, con-

sideremos el producto orlado >, fEm y la accién 2™ x ... x Z™ x 3, fEm —

n-veces

Z™ x ... x Z™ dada por (Ci,...,Cn) - (0,71, Tn) = (Go) * Tis- -+ Co(n) = Tn) CON
GesZm o€, T €2, Usando la aplicacién orbital de esta accién obtenemos el

siguiente diagrama

aX.. X«

ZMm X XL ——— 2 [N, X X LT,

(Z™)" /80 [ S, A SP(SP™Z)

Tomemos z; = ((1,...,¢Y), 20 = (¢3,...,(?) € Z™ x ... X Z™ y supongamos que

pertenecen a la misma clase de equivalencia inducida por la accién X2, f Yim. Esto

es, existen 0 € X, y (71,...,7a) € ()", tales que ({{,...,¢Y) (o,71,...,7) =

(Co) * T1y-- > Con) - Tn) = %2. Claramente, aplicar (o,71,...,7,) a 2, da lo mismo
que calcular (1 - 7,-1(1),- -+, Cn * To-1(n)) - 0, por lo tanto, ' o (@ x ... x a)(z) =
o (a X ... X a)(z). Operar los elementos o € %,,, (11,...,7,) € (X,,)", al revés de

como se hizo previamente, permite demostrar, de manera similar, que las clases de
equivalencia inducidas por 7’ o (a X ... X «) son las mismas que las inducidas por 7.
Si a este hecho le sumamos la suprayectividad de ambas funciones, obtenemos una

funcién bien definida y biyectiva h : (Z™)"/%,, [ £, — SP"(SP™Z). La naturaleza
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proclusiva de 7y 7’ o (@ X ... X «), se encarga de la continuidad de h como de su
inversa. Por lo tanto, hay un homeomorfismo (Z™)"/%, [ ¥,, = SP"(SP™Z).

De la definicién de SP™(SP™Z) podemos ver que si 21, zg € Z™ X ... X Z™ son
tales que Z7 = Z3 en SP™"(SP™Z), entonces existe una permutacién & € %, tal que
21§ = z¢&, por lo que tenemos definido un cociente canénico p : SP*"(SP"Z) —

SP™Z. Al componerlo con ¢, y SP"(p,) obtenemos la funcién continua
poSP"(p,)0p,: X — SP"(Y) — SP"(SP™(Z)) — SP™Z

S
1=

Sin embargo, como la fibra de z € X bajo po q estd dada por Ui_,q '(y;), donde
{y1,...,ys} es la fibra de x bajo p, y la multiplicidad de poq por £(2) = v(2)u(q(z)),

entonces, bajo p o SP™(p,) o ¢,

T YLy ooy Yy o] = (2l e ooy Bl ey By ooy 2y By ey By e ey 2l e ey Bty e
—_— ——— ———

w(y1)-veces v(z1)-veces v(z¢)-veces v(z1)-veces v(z¢)-veces
= 2Ly ey By ey By ey By ey By e ey By ey Bty ey Bty et
—— —— ——
v(z1)-veces v(z1)-veces v(z¢)-veces v(z¢)-veces
A\ - A\ - 7
(a(z1))-veces (g(z1))-veces
= 21y 21 ey Bty 2t e =By By By e e s By 2] = Ppog(T)
—— —— ~——
v(z1)p(q(z1))-veces v(z¢)p(q(zt))-veces &(z1)-veces &(z1)-veces
donde ¢~ (y1) = {z1,...,2}. Por lo tanto ¢, es continua. |

Ahora estamos en posicion de ver qué sucede con el transfer de la composicién

de aplicaciones cubrientes ramificadas.
Teorema 4.4. Tenemos las siguientes igualdades:
thog =tg0t, : F(X,G) =5 F(Y,G) -% F(Z,G)

Tpoqg = Tg © Tp : f]k(X;G) LN ﬁk(Y; G) LN ﬁk(Z; G)
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Demostracion. Debido a que 7, es el morfismo obtenido al aplicar el funtor homo-
topia, la segunda igualdad se obtiene de la primera.
Seau € F(X,G),ve F(Y,G),y w e F(Z,QG), tales que v = t,(u) y w = t4(v).

entonces, como

Corolario 4.3. Dada una aplicacion cubriente ramificada p : E — X de grado
n, con funcion multiplicidad i, y dado un entero l, existe una aplicacion cubriente
ramificada de grado In, p; : B — X, tal que py = p y (e) = lu(e), e € E. Mds ain
ty=1t,: F(X,G) — F(E,G) y 7y = Ir, : Hy(X;G) — Hy(E;G)

Demostracion. Consideremos la aplicacion cubriente ramificada q : £ — F tal que
q=1dg y v(e) = para toda e € E. Claramente p; = p o q. Al usar el Teorema 4.4,

obtenemos ¢y = tpoq = g0ty =1 -1, V¥ Tt = Tpog = g0 Tp =17 [ |

Observacién 4.3. Haciendo uso del Corolario 4.3, vemos que a una misma aplicacién
cubriente ramificada podemos darle distintos grados. No obstante, el transfer resulta

ser esencialmente el mismo ya que difieren entre ellos por un multiplo.



Capitulo 5

Transfer para cohomologia

En este capitulo se define el transfer para cohomologia, se prueban algunas de
sus propiedades, y se demuestra una aplicacion para mapeos de érbitas obtenidos de
acciones de grupos finitos. Una vez mas, los objetos son tomados y las operaciones

realizadas en la categoria K DH.

Definicién 5.1. Sea p : E — X una aplicacién cubriente ramificada de grado n
con funciéon multiplicidad p donde E y X son del mismo tipo de homotopia que un

complejo C'W. Se define una funcién entre los respectivos grupos de cohomologia
™ Hq<E7G) = [Ev F(San>] - [Xa F(quG)] = Hq<X7G)

7 ([a]) = [o], donde a(z) = Y pule)d(e),x € X

p(e)=z

Proposicion 5.1. La funcion 7P estd bien definida y es un homomorfismo.

Demostracion. Primero demostraremos que « esta en [X, F/(S?, G)].
Debido a la forma en que se definié «, es facil ver que coincide con la siguiente
composicién

X -2 sprp 8 spr(F(SY, G)) = F(SY,G)

7
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donde el ultimo mapeo estd dado por la estructura de grupo en F(S%, G). Como cada
una de las funciones es continua, la composicién resulta continua, y con ello «.
Ahora demostraremos que 7°([a]) no depende de la eleccién del elemento de la
clase de [a].
Siaq,an € [E, F(S?,G)] son tales que [a] = [ag], entonces existe una homotopia
H:ExI— F(S%,G), donde H(e,0) = ay(e), y H(e,1) = a(e), que los relaciona.
Consideremos a1 = 77([aq]), ae=7P([as]), v definamos la siguiente funcién

a0 = Y (o) (e 1)
(e)=x

p

Claramente, debido a la definicion de 7P, obtenemos

H(z,0) = 37 () (e,0) = 3 ple)ile) = o)

p(e)=z pe)=z
Hie, 1) = 3 wl@fe1) = Y p(e)as(e) = as(a)
p(e)=z ple)=x

Veamos a H : X x I — F(S? G) como la siguiente composicién

SP"H

X x I -1 sprEx 1) 28 spr(p(se, G)) = F(SY,G)

Tanto SP"H como ¥ son continuas. La primera porque H es una homotopia, y
la segunda debido a la estructura de grupo de F(S?,G). A f la podemos ver como
la funcién que se obtiene de combinar ¢, : X — SP"E y la aplicacién diagonal
D:I—1I"

op X D: X xI— SP"E xI"

Como la imagen de la aplicacién diagonal consta de eneadas con entradas iguales,
la imagen de ¢, X D se puede considerar dentro de SP"(E x I). Entonces, la funcién

f se puede ver como

f=pp,xD:XxI— SP"ExI— SP"(E x1I)
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probando la continuidad de f. Resulta entonces claro, que H es una homotopia que

relaciona o con «s.

Para ver que 77 es un homomorfismo, basta observar que F'(S?) tiene estructura

de grupo y la definiciéon de 77. [ |

Corolario 5.1. Sea p : E — X wuna aplicacion cubriente ramificada de grado n
con funcion multiplicidad 1, donde E y X son del mismo tipo de homotopia que

un complejo CW . Entonces existe un trdnsfer para cohomologia 7 : H1(E;G) —

HI(X;G).

El transfer para cohomologia tiene una serie de propiedades similares a las del

transfer para homologia.
Teorema 5.1. La composicion
Pop*: H(X;G) — HYE;G) — HY(X;G)

resulta ser multiplicacion por n, donde n es el grado de la aplicacion cubriente ram-

ificada.

Demostracion. Si [a] € [X, F(SY,G)], entonces 7°(p*(a)) = (o p) : X —
F(S8%, Q).

Mads aun
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Teorema 5.2. Sea p: E — X wuna aplicacion cubriente ramificada de grado n y

sea F':Y — X continua. Entonces, el siguiente diagrama conmuta

HY(E; Q) ad HY(X;Q)

| -

HYY; Q)

donde F*(E) es el pullback de p inducido por F, TP y W) Jos trinferes de p y
F*(p), respectivamente, y 15*, E™ los mapeos correspondientes a F y F bajo el funtor

cohomologia HY.

Demostracion. Si [a] € HI(E;G) y 7 ([a]) = [@] donde
alz) = > wp(e)a(e), entonces

p(e)=s
Fr (7 ([a))(y) = F*([a])(y) = a0 Fy) = a(F(y)) = Y ple)ale)
p(e)=F(y)
Llamemos [6*] a F*([a]). De esta forma tenemos a*(y,e) = F*([a])(y,e) =

a(F(y,e)) = ale)

Por lo tanto

OE(A) ) =T P(@Ny) = > Fr(p)(ey)aley) =

F*(p)(e,y)=y

Y Fwlewale) = > ple)ale)

F*(p)(e,y)=y F*(p)(e;y)=y

Como F*(FE) es el pullback inducido por F, entonces, para cada y € Y

{ec E|(e,y) e FY(E)} ={ec E|ple) = F(y)}
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Por lo tanto

Con esto vemos que F*(77([a])) = 77" ®) (ﬁ*([&])) |

Similar al Teorema 4.3, tenemos la siguiente propiedad que se obtiene como con-

secuencia del Teorema 5.2.

Teorema 5.3. Si fy, f1 : Y — X son mapeos homotopicos y p : E — X una

aplicacion cubriente ramificada de grado n, entonces
™o ff =7 o fi: HI(E;G) — HY(Y;G)

Proposicién 5.2. Sea p: E — X una aplicacion cubriente ramificada de grado n

con funcion multiplicidad . Entonces la composicion

*

HY(E;G) =~ HY(X;G) 2 HY(E;G)

esta dada de la siguiente manera:
Sea [a] € HY(E;G) = [E,F(S9,G)], entonces p*rP[a] estd representada por la

aplicacion o' : E — F(S9,G) cuya regla de correspondencia es

Demostracion. Si 7P([a]) = «, entonces

p (P ([@))(e) = p*([al)(e) = aople) = alple) = D ple)a(e)
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En el caso de la accién de un grupo finito G sobre un espacio F, la composicién
estudiada en la proposicion anterior resulta interesante debido a la relevancia que
tienen las aplicaciones cubrientes ramificadas de este tipo, y a una aplicacién que se

demuestra al final de este capitulo.

Corolario 5.2. Si[a] € HY(E;G), entonces

P (@) =) g"(@)

geG

Demostracion. La aplicacién cubriente ramificada en este caso es
p: E— FE/G
que también puede ser vista como
p:E/H— E/G
donde H = {eq}

En el Ejemplo 3.3 vimos que el grado n de éste tipo de aplicaciones esta dado por
|G : H], y que la funcién multiplicidad esté definida por u(e) =[G, : H.]. Entonces,
parap: E — E/G, el gradoes [G :e,] =| G |,y pule) = [Ge : He| = [Ge : {e.}] =
| G, |. Por lo tanto

prrran)e) = Y ulae)= Y [G.la(e)
p(e’)=p(e) p(e’)=p(e)

Como | G, |=| G, | si p(e) = p(€’), entonces
{e' | p(e) =ple)} ={ge| g € G,e € E}

y ge = e tantas veces como | G, |, por lo que

Y. G lale) =) alge)

p(e’)=p(e) geG
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Entonces

(P ([a)))(e) = Y _alge)

geG
Si vemos a g € G como el homeomorfismo g : F — E dado por g(e) = ge,
entonces
> alge) = g (@)(e)
geG geG
Resulta inmediato que

p(r(a) =)o@

geG

|
Una consecuencia del Teorema 5.1 y del Corolario 5.2, es la siguiente proposicion.

Proposicién 5.3. Sea I' un grupo finito que actia en un espacio E. Sea IV C I" un
subgrupo de indice n. Supongamos que R es un anillo donde el entero n es invert-
ible. Entonces, el homomorfismo de cohomologia p* : HY(E/T; R) — HI(E/T"; R),
donde p: E/T" — E/T', es un monomorfismo que se escinde. Mds ain, si el orden
de T es invertible en R, entonces la imagen de p* es HI(E/T"; R)'. Por lo tanto, en

este caso HY(E/T; R) = HY(E/T"; R)".

Demostracion. Dadas las hipdtesis, y considerando el Ejemplo 3.3, tenemos que p :
E/T" — E/T es una aplicacién cubriente ramificada de grado [I" : T'] = n. Por el

Teorema 5.1, la composicion
op*: HI(E/T;R) — HYE/T";R) — HY(E/T'; R)

es multiplicacién por n. Como el grupo de coeficientes, en este caso, tiene estruc-
tura de anillo, la cohomologia tiene estructura de R-mdédulo. Por hipdtesis, n € R

es invertible, por lo tanto, multiplicacién por n~! tiene sentido. Claramente, los ho-

1

momorfismos multiplicacién por n, y multiplicacion por n™", son inversos uno del
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otro, por lo tanto, 7P o p* resulta un isomorfismo, y con ello, p* un monomorfismo.

Tomemos v € HY(E/T; R) y consideremos p*(v)

p'(v)=vop: E/T" — E/T — F(S, R)

La accién de todo elemento v € I'en H?(E/T"; R) esta determinada por v*(p*(v)) =
p*(v)ony
p'(v)oy: E/T" — E/T" — E/T — F(S, R)

Como cada elemento en /I, no sale de la érbita a la que corresponde en E/T

bajo la accién de cualquier v € T’
pr(v)oy=p'(v)
Por lo tanto
p*(H(E/T;R)) C HY(E/T";R)"

Sea m el orden de I' y consideremos la accién de I' en E/I". Como (E/T")/T" =
E/T, podemos considerar a p : E/T" — E/T" como una aplicacién cubriente rami-
ficada de grado m. Tomemos & € HY(E/TI"; R)'. Usando el Corolario 5.2, y el hecho
de que todo v € T" deja fija a &, tenemos

) =D /(=D &=m¢

verl’ vyerl

Como m € R es invertible, entonces m™77(¢) € HY(E/T; R) es un elemento en

la preimagen de &
p (m~I7P(E)) = mTip (P (€)) = mTimE = ¢

Dado que p* es un monomorfismo, y que la imagen de p* es HI(E/T’; R)", resulta

inmediato que HY(E/; R) = HY(E/T"; R)". |



Capitulo 6

Dualidad entre el transfer de
homologia y cohomologia

En este capitulo comparamos el transfer para homologia, y el transfer para coho-
mologia. Trabajamos en la categoria K DH.
Dada una aplicacion cubriente ramificada p : E — X de grado n , con funcién

multiplicidad p : F — N, se tiene el transfer para cohomologia
™ HI(E;G) — HI(X;G)

tal y como se definié en el capitulo pasado. La aplicacion cubriente ramificada se
puede extender a p™ : ET — X del mismo grado que p, tal y como se hizo en la

Observacién 3.2, y con ello definir el transfer para homologia no reducida
7, H(X;G) = I:jq(XJr; G) — [:Tq(EJr; G)

Teorema 6.1. Sea p: E — X una aplicacion cubriente ramificada de grado n, con
funcion multiplicidad 1 - E — N, donde E es un espacio conectable por trayectorias,
y sean 7, : H(X;R) — H,(E;R) y " : H(E; R) — HY(X; R), sus transferes
para homologia y cohomologia con coeficientes en R, un anillo conmutativo con uno.

Si &€ Hy(X;R) y & € HI(E; R) entonces
< 7p(€),E >p=< & 77(§) >x€ X

85
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donde < , >p y <, >x, son los productos de Kronecker con respecto a E y X

respectivamente.

Demostracion. Tenemos que probar la conmutatividad del siguiente diagrama

[E+,F(S9, R)], x [S%, F(E*, R)). R
[E+,F(S%, R)], x [S%, F(X*, R)].
X+, F(S%, R)], x [S%, F(X*, R)]. R

Recordemos el morfismo k& usado en la Proposicion 2.9 para definir el producto

cap. Consideremos el diagrama

[Et,F(S9, R)|. x [S1, F(E*,R)]. [Et, F(EY, R)].

e T

[ET, F(S%, R)], x [S%, F(XT, R)]. [ET,F(XT,R). R

] o /

(Xt F(S1, R)]. x [S1, F(XT,R)]. [ Xt F(XT,R).

donde los morfismos horizontales se obtienen de componer a k con el inverso del
isomorfismo de suspension ¢ veces, y la composicion de los dos morfismos horizon-
tales superiores como la de los dos morfismos horizontales inferiores, coincide con el
producto cap. Por lo tanto, basta demostrar la conmutatividad de los tres diagramas

que lo componen, para obtener el resultado.

Primero consideremos
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[E+,F(S9, R)], x [S?, F(X*, R)], — S4B+ F(S9XT, R)],

TP xId F2p

(Xt F(S9, R)]. x [S1, F(XT, R)]. [(XIXt F(21XT R).

Sea (£,€) € [EY, F(S%, R)], x [S%, F(X™, R)].. Recordemos que el transfer para

cohomologia esta dado por

De definicion de k, obtenemos, recorriendo la parte inferior del diagrama

ko, &)@ A s)(2' A ') = alz)(s) @ E(s)(2') = () ule)é(e))(s') © &(s) ()

p(e)=z

donde (z As), (2 ANs') e XT ASI~ X1XT.

De igual forma

k(. E)(eAs)(a' A s') = E(e)(s) @ &(s)(2)

por lo que al recorrer la parte superior del diagrama obtenemos

TP (RE ) @A) @A) = (D ulOkEEens)) (@A) =

p(ens)=zAs

Ahora consideramos
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[E*,F(S%, R)]. x [S, F(E*, R)], —* [S1E*, F(S9E*, R)l.
IdxTy Tsdp

[Et, F(SY, R)], x [S1, F(XT, R)].

[S9E*+, F(S9X, R)].

Utilizando la definicién del transfer 7, y del pretransfer ¢,,, obtenemos, recorriendo

la parte superior del diagrama
k(E tpo)(e As)(e/ N s') =E(e)(s) @ (tp 0 §)(s)(e)
Sin embargo
(tp 0 §)(5)(€") = tp(&(s))(e') = p(e)E(s) ()

donde p(e’) = x. Por lo tanto,

k(& tyo&)(e As)(e Ns') =E(e)(s) @ u(e)&(s)(x) = p(e') (E(e)(s) @ &(s)(x))

Realizando lo mismo, pero ahora por la parte inferior, obtenemos
7o (KE, ) (e A 8)(E A ) =ty (kE.E)(e A 8)) (€ A ) = ule)k(E (e As)a A s) =

p(e) (E(e)(s") @ £(s)(2))

donde p(e’) = x. Con ello, concluimos la conmutatividad.

Falta entonces considerar el diagrama

Sk
1

[XT,F(XT, R). [SY, F(X™, R)].
[E+, F(X*, R)l. >R
[E*, F(EY, R). — [S°, F(E*, R)].

i,
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Sean
e
(I S — X i (x) = {* S? o
r_q4 sizx=-1
) B ] * six =1
le_y S — B be_, (T) = .
e_; sizx=-1
Consideremos
g Xt — 8 ¢ Bt — §°

que inducen
F(q,1dg): F(X*,R) — F(S",R) y  Fl(q,Idg): F(E*,R) — F(S°, R)
Estas a su vez inducen
F(q, Idg). : [S°, F(X*, R)l. — [S", F(S", R)],

F(q, Idg). : [S°, F(ET,R)], — [S°, F(S°, R)].
donde [SY, F'(SY, R)]. = R.

m(e)
Sea 0 : Et — F(XT,R) donde §(e) = > ri(e)z;(e). Si recorremos la parte
i=1
superior del diagrama con el elemento 0, obtenemos n = F(q1, Idg). (z’; (7P (5))) €
[S°, F(S°, R)]., cuyo valor en R corresponde al valor de u(—1) en —1 € S°. Ahora,
debido a la naturaleza de i,_, como de g, este elemento es la suma de los elementos
de R distintos de cero, que definen a 77(0)(z_1).

Usando la definicion de 7P, tenemos que
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Por lo tanto, en el caso particular de z_; € X', obtenemos

m(e)
(8)(x-1) = Y ue)(Y_rile)ri(e))
pe)=z_1 i=1

Entonces, el valor de R que le corresponde a ¢ recorriendo la parte superior del

diagrama es

m(e)
r= Z M(e)(zri(e»
p(e)=z—1 =1

Utilizando argumentos similares, vemos que al recorrer el diagrama en su parte
inferior con el mismo elemento ¢, el valor que se obtiene en R, corresponde al valor
de la suma de los elementos en R que definen 7,(d)(e_1).

Recordando que para definir 7, se utiliza el pretransfer ¢, : F(XT, R) —

F(E™, R), tenemos pues

En el caso particular de e_; € B

) e-) = Y ule)rile)e

p(e)=zi(e—1)
i=1,...,m(e—1)

Por lo tanto, el valor de R que le corresponde a § recorriendo la parte inferior del

re= Y. plere)=n Y rilen)

ple)=w;(e—1) i=1,...,m(e_1)
i=1,....,m(e_1)

diagrama es

m(e)
Para verifica que r; = ry, llamemos p a »_ r;(e). Esto es
i=1

m(e)

p: BT — R ple) = Zn(e)
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Considerando la definicién de p, la de 6 € [ET,F(XT,R)]., vy la funcién ¢ :
F(X,R) — R del Lema 2.5, es fécil ver que p = €04, por lo que § es continua.
Por hipoétesis, E es un espacio conectable por trayectorias. Ademas, el anillo R

es discreto, por lo que p resulta constante con valor 7, € R. Entonces

m(e)
ri= Y pe)(D_rile) = D ule)ple) =nrs
ple)=r—1 i=1 ple)=z—1
y
ry =n Z ri(e_1) =np(e_1) = nrs
i=1,....,m(e_1)
Por lo tanto ry = ry y el diagrama conmuta. |
Por simplicidad, en lo que sigue, no se especificara el anillo R en homologia y
cohomologfa. Para el producto de Kronecker < —, — >y: HY(Y) ® H,(Y) — R,

existen homomorfismos inducidos
Oy : HI(Y) — Hom(H,(Y), R) Uy : H,(Y) — Hom(H(Y),R)

para cada espacio Y, dados por ®(y)(n) =< y,n >y vy V(n)(y) =< y,n >y, y €
HUY), n € Hy(Y).

Corolario 6.1. Los siguientes diagramas conmutan

Hi(E) 5 . Hom(H,(E), R) H,(X) YX_ Hom(H(X),R)
Tpl lHom(rp,ldR) Tpl lHom(Tp,IdR)
H(X) — Hom(H,(X), R) H,(E) — Hom(H(E), R)

Demostracion. Sean € HY(E) y £ € Hy(X). Entonces

Ox(m(n)(§) =< 7°(n), € >x

Recorriendo el diagrama por su parte superior utilizando n € H9(FE) obtenemos

Hom(7,, Idg) (®r(n))(€) = @p(n) (1,(€)) =< n,7(&) >
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Por el Teorema 6.1 < 7°(n),£ >x=< 1,7,(§) >p para toda { € H,(X), por lo

tanto

®x o 77 = Hom(7,, [dg) o P

Siguiendo la parte inferior del segundo diagrama y utilizando la definicién de
U obtenemos Vg (7,(€))(n) =< n,7,(§) >p. Recorriendo el diagrama en su parte
superior obtenemos Hom(7?, Idg)(Vx(£))(n) = Yx(&)(7P(n)) =< 77(n),£ >x. Por
el Teorema 6.1 < n, 7,(§) >p=< 7P(n),£ >x, por lo tanto

V(7p(61))(n) = Hom(7", Idg)(Vx(£))(n)



Capitulo 7

Relacion con el transfer de Smith

En este capitulo se verd que el transfer dado por Smith en [LS] coincide con el
expuesto en [AP] cuando se utilizan coeficientes en Z. Vamos a dar la definicién del
transfer de Smith para la cual requerimos de una serie de definiciones y resultados
previos, muchos de los cuales no probaremos, ya que un desarrollo riguroso requiere
de mucha teorfa. Para tratados cuidadosos de estas afirmaciones daré referencias.
Sélo cuando se especifique, los espacios utilizados y las operaciones entre ellos, seran

tomados de la categoria K DH.

Definicién 7.1. Definimos el producto débil ]:[Zolen de una familia de espacios

punteados {(X,,, *) }»>1, como el colimite o limite directo sobre n del sistema dirigido

Xl‘—>X1XX2‘—>X1XX2><X3‘—>...

donde las inclusiones estan dadas tomando el punto base en la tltima coordenada

del espacio en el que se incluye.

~ OO
Observacién 7.1. Otra manera, a veces mas 1til de ver el producto débil [, _, X,
es como el conjunto de elementos = € [[°2, X,, tal que todas las coordenadas z; de
x, salvo un nimero finito de ellas, son el punto base. Su topologia es la de la unién

dada por los productos finitos Hizl X, C ﬁ:ian.

93
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Observaciéon 7.2. El producto de complejos CW en K D H vuelve a ser un complejo
CW?'. Més ain, el colimite de complejos CW es un complejo CW. Por lo tanto, si
{(Xn,*)}n>1 es una familia de complejos CW, su producto débil ﬁ:ian también

lo es.

Definicién 7.2. Sea n > 1 un entero. Decimos que una aplicacién f : X — Y
entre dos espacios topologicos arbitrarios es una n-equivalencia, si para toda z € X

el homomorfismo
f* . ﬂ-q(X7 Z') - 71-q(va f(l'))

es un isomorfismo para ¢ < n — 1, y un epimorfismo para ¢ = n. Llamamos a f una

equivalencia homotépica débil si es una n-equivalencia para toda n > 1.

Observacién 7.3. Si f : X — Y es una equivalencia homotoépica, entonces f es
una equivalencia homotoépica débil. Esto se debe a que existe g : ¥ — X tal que
gof ~Idxy fog >~ Idy, y que al mandar dichas funciones bajo el funtor =,
obtenemos, gracias a la inversa homotépica, g, o fu = Idr (x2) Y f+ © g« = Ldr (vy)
donde f, : m (X, z) — m,(Y, f(2)) y g« : (Y, y) — m,(X, g(y)). Como esto sucede
para toda z € X, y los inversos de morfismos son dnicos, f. : 7, (X, x) — m,(Y, f(z))

resulta un isomorfismo para toda x € X. |

En cualquier teoria de homologia es valido el Teorema de suspension y f-vln(X ' R) =
H,(X:R) para n # 0. En particular, tenemos R = Hy(S°;R) = H,(S:R) =
H1 (Sl, R)2

Definicién 7.3. Sea X un espacio topolégico y [o] € m,(X,zp) un elemento del
enésimo grupo fundamental de X donde ¢ : S — X. Como H, es un funtor,

tenemos o, : H,(S"; R) — H,(X;R), y podemos considerar 0.(¢g,) € H,(X;R),

Wer 5,1,47 de [AGP]
2Ver 12,1 de [AGP].



CAPITULO 7. RELACION CON EL TRANSFER DE SMITH 95

donde g, € H,(S"; R) se obtiene de un generador canénico g; € H;(S';R) ® R a

través del isomorfismo de suspensién. Definimos el homomorfismo de Hurewicz
hy @ 7o (X, 20) — H,(X; R)
para n > 0 mediante h,([o]) = 0.(g,).

Que h,, esta bien definido es consecuencia del axioma de invariancia homotdpica,
ya que si ¢’ ~ o, entonces o/, = o,. Que es homomorfismo resulta inmediato de la

definicién.

De la prueba del Teorema a continuacion, sélo se dara un bosquejo. No obstante,
especial atencion se debe prestar al modo en que se determina la equivalencia ho-
motopica débil, ya que resultard muy importante en observaciones posteriores. Para

ver los detalles de la prueba recomendamos [GWW].

Teorema 7.1. Un espacio conexo X es débilmente homotopico equivalente al pro-
ducto débil ﬁn21K(7rn(X),n) de espacios de Eilenberg-MacLane, si y sélo si el ho-
momorfismo de Hurewicz hy, : ma(X) — H,(X:7Z) es un monomorfismo escisivo

pata toda n > 1.

Supongamos que ¢, : H,(X;Z) — m,(X) es un inverso izquierdo de h,. Co-
mo 7Z es un dominio de ideales principales, el producto de Kronecker determina un
epimorfismo?

HY(X;m0(X)) — Hom (H,(X),m (X))

Sea [€,] € H"(X;m,(X)) = [X, K(m,(X),n)], una preimagen de ,,. Entonces la

familia de mapeos punteados (§,) define la equivalencia homotépica débil.

Definicién 7.4. Un espacio topoldgico X es un monoide topologico abeliano si

esta dotado de una multiplicacion X x X — X asociativa, conmutativa, y con

3Ver 111,23 de [GH]
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un elemento neutro, tal que resulta continua. Si a la multiplicacién sélo le pedimos
que sea continua en subconjuntos compactos de X x X, entonces X es un monoide

topolégico abeliano débil.

Definicién 7.5. Recordemos la Definicion 2.3 del enésimo producto simétrico de X.
Denotemos a la clase de equivalencia de (zy,...,x,) como [z1,...,z,]. Utilizando el

punto base xy € X definimos las inclusiones
SP"X — SP"X
por
(1, .. &) — [T, 21, ..., Ty

para n > 1. Podemos entonces, tomar la unién
SPX =|JsP"X

equipada con la topologia de la unién: B C SPX es cerrado si y sélo si BN SP"X
es cerrado para cada n > 1. Decimos que SPX es el producto simétrico infinito de

X.

Observacién 7.4. Dado un espacio topolégico X, tenemos una multiplicacién S PX x
SPX — SPX dada por la yuxtaposicion de los elementos. Esto le da a SPX una

estructura de monoide topoldgico abeliano débil [DT]. |

Si X es del mismo tipo de homotopia que un complejo C'W, entonces SPX es
del mismo tipo de homotopia que un complejo C'W. Este resultado es consecuencia

de la Observacién 7.2 y la siguiente Proposicion.

Proposicién 7.1. Sean X y Y espacios punteados y f,g : X — Y mapeos puntea-
dos. Si f ~ g entonces f: g donde f,:q\ SPX — SPY.
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Demostracion. Por hipdtesis tenemos una homotopia punteada H : X x I — Y de

la cual obtenemos las siguientes homotopias
H":SP"X x I — SP"Y
En consecuencia, obtenemos una homotopia
H:SPX x I — SPY

~

Corolario 7.1. Si f : X — Y es una equivalencia homotopica, entonces f :

SPX — SPY también es una equivalencia homotopica.

Definicién 7.6. Sea X un complejo CW conexo con punto base xq. Definimos a su

enésimo grupo de homologia reducida con coeficientes en Z para n > 0 como

H,(X) = m,(SPX)

donde el grupo de homotopia se define con respecto al punto base de SPX determi-

nado por zy. Para n < 0 definimos H, (X) = 0.
En este caso, la inclusion 7 : X — SPX induce el homomorfismo de Hurewicz
h =i, : m(X) — H,(X;Z).

Corolario 7.2. 5i X es un monoide topolégico abeliano conexo del mismo tipo de

homotopia que un complejo CW , entonces existe una equivalencia homotopica X —
L1 K (mn(X), n).

Demostracion. Como X es un monoide topologico abeliano, las funciones

P X" — X Pn(T1, .o X)) =21+ ...+ Ty
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resultan continuas. Cada p,, factoriza a través de la identificacién ¢, : X — SP"X

y la funcién
rp: SP"X — X Tl xp = o+ xy,

Como se muestra en el siguiente diagrama

XTL

| e
qn
SP"X X

Tn

la funcién resulta continua y por lo tanto, una retraccion.

Por la Proposicion universal de la topologia de la union, las retracciones r,, definen
una retraccién r : SPX — X. Claramente, si i : X — SPX entonces roi = Idx,
y como T,(SPX) = H,(X), ¢ i induce el homomorfismo de Hurewicz, el morfismo
ry o Hy(X) = my(SPX) — m,(X) es un inverso izquierdo del homomorfismo de
Hurewicz. Por lo tanto, el Teorema 7.1 garantiza la existencia de una equivalencia
homotopica débil entre X y ﬁnle (mn(X), ).

Si tomamos como K(m,(X),n) a los F(S",m,(X)), el Teorema 2.5 y la Obser-
vacion 7.2 permiten ver a ﬁnZIK(Wn(X),n) como un complejo CW. Por hipétesis
X es del mismo tipo de homotopia de un complejo CW, por lo tanto, utilizando un

famoso resultado de J.H.C. Whitehead *, concluimos que la equivalencia homotépica

débil es una equivalencia homotdpica. [ |

Si tomamos a X en K DH, podemos debilitar la hipétesis del Corolario anterior
pidiéndole a X que sea monoide topoldgico abeliano débil. En este caso, la con-

tinuidad de la retraccion esta garantizada por el Lema 1.2.

45.1.37 de [AGP]
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Corolario 7.3. Dado un espacio conexo E en KDH del mismo tipo de homo-

topia que un complejo C'W, existe una equivalencia homotopica wg : SPE —

K(H(E)) = [1,_K(H.(E),n).

Demostracion. Para la existencia de la equivalencia homotopica, basta observar que
SPFE es un monoide topolégico abeliano débil del mismo tipo de homotopia de un

complejo CW, y que fI(E) = m,(SPE); el resultado se sigue del Corolario 7.2. W

La definicién del transfer de Smith tal y como aparece en [LS], es la siguiente:
dada una aplicacion cubriente ramificada p : £ — X de grado n , con funcién

multiplicidad p : & — N, consideramos la composicién
p: X 2 SP"E — SPE =5 K(H.(E))

donde la equivalencia homotépica es la del Corolario 7.3. Utilizando la familia de
mapeos punteados (§,) que definen la equivalencia homotdpica, obtenemos una fa-
milia de elementos [p] € H*(X, H,(E)). Por otro lado, el producto de Kronecker

determina un homomorfismo

v H*(X; H.(E)) — Hom(H,(X), H.(E))

El transfer de Smith es la imagen py : H,(X) — H,(E) de [p] bajo el homomor-
fismo .

Teorema 7.2. Sea p : E — X wuna aplicacion cubriente de grado n con funcion
multiplicidad p : B — N. Entonces py = 7, : ﬁ*(X;Z) — ﬁf*(E, Z), donde T, es

el transfer descrito en el Corolario 4.1.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama

o o~ ~ ~

[E,SP"E), —[E,SPE). — H*(E, H,(E)) — Hom(H,(E), H.(E))

P - Tpl lHGm(Tde)

R

[X,SPE). —[X,SPE]. — H*(X, H.(E)) —= Hom(H.(X), H.(E))
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Los primeros dos cuadrados claramente conmutan. El cuadrado de la derecha
conmuta por el Corolario 6.1, con lo que el diagrama conmuta. Tomemos [i| €
|[E,SP"E],, donde i : E — SP™FE es la inclusién candnica. Siguiendo este elemento
por la parte inferior del diagrama obtenemos p;. Para ver qué obtenemos recorriendo

la parte superior consideremos el siguiente

H*(SPE: H,(E)) Hom(H,(SPE), H,(E))

" l l Hom(iy)

H*(E, H.(E)) H

Hom(H,(E), H.(E))

Observemos que este diagrama conmuta gracias a la naturalidad del producto de
Kronecker.

Sea [a] € H*(E,H,(E)) el elemento al que [i] € [E,SPE], va a dar bajo el
isomorfismo del primer diagrama. Como el isomorfismo estd definido a partir de
& : SPE — K(H,(E),n)), tenemos que i*[,] = [¢, 0] = [a]. Recorriendo la
parte superior del segundo diagrama, [¢,] va a r, € Hom(H,(SPE), H,(E)) donde
r: SP(SPE) — SPE es la retraccién descrita en la demostracion del Corolario

7.2. Aplicando Hom(i,) obtenemos Hom(i,)(r.) = r. o i, = Id,, por lo que bajo

Hom(T,, Id), recuperamos T,. [ |
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