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Introduccion

Los problemas a los que se enfrentan actualmente los investigadores en todas las disciplinas
resultan en su mayoria complejos y rara vez dependen de un factor unico. La informacién
recolectada para el andlisis de estos problemas por lo general se compone de muiiltiples factores
y se trata por medio de alguna técnica de andlisis multivariado, que es la rama de la estadistica
dedicada al estudio de distribuciones multivariadas y sus muestras.

Independientemente del drea de investigacién, es frecuente enfrentarse a problemas de
clasificacién o diferenciaciéon de grupos de individuos u objetos, cuya solucién permitird un
mejor conocimiento de la realidad.

El analisis discriminante es una técnica estadistica multivariada cuyo principal objetivo es
la diferenciaciéon de dos o més grupos de individuos, objetos etc.; y que hoy en dia es aplicada
en diferentes dmbitos como pueden ser la biologia, la medicina, la psicologia, las finanzas o
la educacién. Esta técnica multivariada tiene dos grandes vertientes: el andlisis discriminante
descriptivo, que permite distinguir las caracteristicas que diferencian (discriminan) a los gru-
pos; y el andlisis discriminante predictivo, que, como su nombre lo indica permite obtener una
funcién capaz de asignar individuos nuevos al grupo al que pertenecen con mayor probabili-
dad. El objetivo del presente trabajo es realizar una aplicacién del andlisis discriminante a un
problema real, que en este caso se eligi6 fuera el nivel de ingreso en los hogares, presentando
cada uno de los pasos necesarios para llevarla a cabo, asi como la teoria que fundamenta este
tipo de andlisis.

El nivel de ingreso y su distribucién dentro de la poblacién estdan fuertemente asociados
con problemas econémicos y sociales, en diversas dreas como la educacion, la salud etc., que
actualmente son prioritarios no sélo en México sino a nivel mundial. Por ello, el estudio del
nivel de ingreso resulta importante a la hora de querer afrontar dichos problemas, comenzando
por su diagnostico, por medio del diseno y aplicacién de instrumentos politicos como pueden
ser programas de apoyo social o bien para realizar una evaluacién de las politicas aplicadas.
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Si bien el ingreso es un factor importante en muchos de los problemas socioeconémicos
actuales, su medicién resulta inexacta o errénea en la mayoria de los casos ya que es una
variable dificil de captar debido a la renuencia de las personas por declarar su nivel de ingreso.

Por ello, se decidi6 aplicar el andlisis discriminante al nivel de ingreso de los hogares en la
Repiblica Mexicana de manera que, al definir grupos correspondientes a distintos niveles de
ingreso, se puedan identificar los factores que diferencian estos grupos y que los hogares cuyo
nivel de ingreso sea desconocido puedan ser adscritos a alguno de estos grupos De obtener
resultados satisfactorios al aplicar la regla de clasificacion, esto permitirfa identificar el nivel
de ingreso de los hogares y utilizar esta informaciéon como estimador en estudios en los que no
se cuente con la informacion del nivel de ingreso o ésta sea inverosimil o incorrecta.

El presente trabajo busca entonces probar que por medio del andlisis discriminante es
posible identificar y estimar el impacto de los factores socioeconémicos que influyen en el
nivel de ingreso de los hogares, asi como generar una regla para la clasificacién de nuevos
hogares en grupos previamente definidos, a partir de caracteristicas de ingreso fijo de los
hogares y algunas caracteristicas socioeconémicas de sus miembros.

Para la realizacion de la aplicacién que se presenta en este trabajo, se utilizara informacion
estadistica a nivel nacional proveniente de la Encuesta Nacional de Ingreso y Gasto de los
Hogares 2002 (ENIGH 2002), realizada por el Instituto Nacional de Estadistica Geografia
e Informética (INEGI). Se aplicardn las técnicas de anédlisis discriminante con la ayuda del
paquete estadistico SPSS en su versién 13.

Dado que el anélisis discriminante es una técnica multivariada, es necesario tener el
conocimiento de varios conceptos de dlgebra matricial para poder expresar y manejar in-
formacion de muchas variables, por ello, en el primer capitulo de este trabajo se presentan
brevemente los elementos de dlgebra matricial necesarios para la comprensién y aplicacién del
andlisis discriminante.

Del mismo modo, el segundo capitulo de este trabajo se avoca a la presentacion de los
conceptos basicos del andlisis multivariado, necesarios para abordar la teorfa del andlisis dis-
criminante. En este capitulo se presentaran los datos y algunas distribuciones multivariadas y
las estadisticas de uso més frecuente en andlisis multivariado, incluyendo brevemente concep-
tos bédsicos de andlisis univariado cuyo entendimiento facilita la comprensién de los conceptos
de andlisis multivariado.

Una vez sentadas las bases del andlisis multivariado, es posible abordar la teoria del andlisis
discriminante que se presenta en el capitulo 3. En éste capitulo, se revisardn los objetivos
de estd técnica multivariada, los supuestos que han de cumplirse para poder aplicarla, se
definirdn las funciones discriminantes y se presentard el modo en el que estas iltimas se
obtienen. También se presentardn diversas reglas de clasificacion, los procedimientos para la
seleccién de variables y finalmente la interpretacién de los resultados.
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En el capitulo 4, se presenta la aplicaciéon del anédlisis discriminante al nivel de ingreso de
los hogares, asi como los resultados obtenidos por medio de dicha aplicacién. En este capitulo
se presentardn los detalles de la aplicaciéon al nivel de ingreso de hogares, asi como de la
informacion que se empleard para la realizacién de ésta. También se detallardn cada uno de
los pasos de la aplicacién tales como la comprobacién de los supuestos, la obtencién de las
funciones discriminantes, su interpretaciéon y finalmente el resultado obtenido por medio de
esta aplicacién en cuanto a la clasificacion de los individuos en los grupos predeterminados.

Aunado a esto, se incluyen dos apéndices. En el apéndice A se presenta brevemente la
metodologia de la ENIGH 2002; en el apéndice B se incluyen dos tablas con las principales
distribuciones de probabilidad, sus funciones de densidad, sus pardametros, su media y su
varianza.
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Capitulo 1

Algebra Matricial

El manejo de datos multivariados y el entendimiento de muchas de las técnicas de anilisis
multivariado, como el andlisis discriminante, requiere del conocimiento de varios conceptos
de dlgebra matricial ya que estos permiten expresar y manejar de manera clara y sencilla la
informaciéon de muchas variables.

En este capitulo se presentan brevemente los elementos de dlgebra matricial necesarios
para comprender y aplicar la teorfa del andlisis discriminante.

Las herramientas que nos brindan los paquetes estadisticos, como SPSS, facilitan en gran
medida los cdlculos necesarios para la aplicacion de técnicas multivariadas, sin embargo, es
necesario tener claros los conceptos de dlgebra matricial para poder comprender e interpretar
adecuadamente los resultados obtenidos.

1.1 Definiciones y terminologia basica

1.1.1 Definiciones basicas

Definicién 1 Vector Un wvector de n componentes es un conjunto ordenado de n nimeros.
De esta manera, definimos un vector renglon de n componentes como un conjunto ordenado
de n numeros escritos de manera horizontal, andlogamente, definimos un vector columna
de n componentes como un conjunto ordenado de n numeros escritos de manera vertical.

A lo largo del trabajo los vectores se denotardn por letras minidsculas negritas, los vec-
tores columna se denotaran entonces por u,v,a,b,c..., mientras que los vectores renglén se
denotardn por u/,v’,a’.b’,c’....
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Definiciéon 2 Matriz Una matriz A de m x n es un arreglo rectangular de mn nimeros
ordenados en m renglones y n columnas.

11 Q12 - Qi v Q1p
Q21 Q22 -+ Az - A2p
A =
X
(mxn) Qi1 Qig o Gyt Qg
| Am1 Am2 - Gmy - Gmp

Las matrices se representardn en este trabajo con letras maytsculas negritas A, B, X, ...

El vector renglén ag(lxn) = (a;1,a:2,..., Qi) € conoce como el renglén ¢ de la matriz A y el

alj

Q2 ., . .
vector columna aj(,x1) = . se conoce como la j-ésima columna de la matriz A.

Clmj

Cualquier elemento a;; de la matriz A puede identificarse gracias a su subindice donde ¢
denota el nimero de renglén y j el niimero de columna.

Una matriz A, x,) puede verse también como un conjunto de m vectores renglén o un
conjunto de n vectores columna. Si interpretamos un vector columna como m observaciones
de una variable, la matriz A puede verse como m observaciones de n variables.

Definicién 3 Igualdad de Matrices Sean A y B dos matrices, A =B si y sélo si A y B
tienen el mismo tamano y ademds cada elemento a;; de A es igual al correspondiente b;; de
B, esto es:

A =B s1 Y solo si Qi = bij V%,j

1.1.2 Algunas Matrices Especiales

Definiciéon 4 Matriz cuadrada Sea A una matriz de m x n, st m = n entonces A se
conoce como una matriz cuadrada de tamano n.



1.1 Definiciones y terminologia basica

Definicién 5 Transpuesta de una matriz Sea A una matriz de m x n, al intercam-
biar los renglones por las columnas de A, se obtiene una matriz A’(Wm) llamada matriz

transpuesta.

A(mxn) =

(nxm) —

11
21

A1n

@12
@22

A2

Qm2

21

@22

agj

Q2n,

alj
Csz

Qin

A1n
A2n,

Qin

La transpuesta de la transpuesta de una matriz A es igual a la misma matriz A.

(A)=A

Definicién 6 Matriz Simétrica Sea A una matriz de n X n, se dice que A es stmétrica
si y sdlo si a;; = aj; Vi, j es decir, A es simétrica si y sélo si A = A.

Definiciéon 7 Matriz Diagonal Una matriz D cuadrada es llamada diagonal cuando los
unicos elementos distintos de cero que tiene aparecen en la diagonal principal.

0 dy
0 0
0 0

Definicién 8 Matriz Identidad Se conoce como matriz identidad a aquella matriz 1,y
diagonal cuyos elementos de la diagonal principal son iguales a 1.

[lsii=j
| 0sii#j

I(an) = (bij)dondebij
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1.2 Operaciones Matriciales

1.2.1 Suma de matrices

La suma de matrices estd definida siempre y cuando las matrices sean del mismo tamano.
Sean A y B dos matrices de m x n, entonces C = A + B es también una matriz de m xn y

estd dada por:

11
21

A(mxn) -

Q12 - dyy a1y | [ b1 b - blj
Qoo -+ 25 Q2n, bar by - b2j
iz - Qi Qin Bimscn) = bin  biz -+ by
Am2  * " amj Amn i L bml bm2 e bmj
A+B
[ an+bn a2 t+biz - ay by o0 A, + by ]
a1 +ba1 age A+ by - agi by - ag, + Doy
aip+ba g +be 0 a by Qi+ Qin
| Am1 + bml A2 + bm2 Tt Oy + bmj ot Gt bmn _

Es decir C se obtiene al sumar las componentes correspondientes de A y B.

C

- A+B
= (a”—i‘bw)VZ,_}

Esto se hace extensivo para la resta de matrices

D
D

- A-B
= (aij_bij) WJ

Algunas Propiedades de la suma de matrices:

A+B = B+A

(A+B)+C = A+ (B+C)
(A+B) = (A'+B)

bln i
b2n




1.2 Operaciones Matriciales

1.2.2 Producto de Matrices
Multiplicacién de una matriz por un escalar

Sea A = (a;;) una matriz de m x n y « un escalar, definimos entonces A como una matriz
de m x n cuyos componentes son el resultado de la multiplicacién de cada elemento a;; de A
por «, es decir aA = (aa;;)

@11 A2 - Qiy ot Qip
a21 Q22 -+ Q25 -+ A2y
Sea A = ) ) ' ' y « un escalar, entonces
mXxn )
( ) Qi1 Qig 0 Gig ot Oy
| Am1 Qm2 0 Gmy 0 Gmp
[ aann oap -0 aay; - Qan, |
a9 (07057 R Qdag; - aQony

aA = () =
omxm) = (1) Qe Qi e Qi e Qg

| Q1 Qa0 Qo Qg

Algunas Propiedades del producto de una matriz por un escalar:

a(A+B) = aA+aB
(a+P)A = aA+ BA («, [ escalares)

Producto escalar o producto interno

ai by
Sean a = : |lyb= : dos vectores de n x 1, el producto escalar o producto interno

an, b,
de a y b esta entonces dado por:

a'-b = a1b1 + ...+ anbn
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El producto interno estd definido solamente para vectores con el mismo nimero de compo-
nentes y el resultado de éste es un escalar.

Si en cambio realizamos el producto a - b’ obtendremos una matriz de n x n

a1b1 albg cee (Ilbn
a-b — azby asby -+ ashy
anbi anby -+ apb,

Algunas propiedades del producto interno:

a-b = b-a
a-(b+c) = a-b+a-c
(c@)-b = a(a-b)

/ 2 2 2
a-a = ajtay+..+a,

La raiz cuadrada de a’-a se conoce como norma de a y se denota por:

la] = va'a

Se dice que un vector estd normalizado si a’-a =1, cabe senalar que un vector siempre
puede normalizarse dividiendo cada una de sus componentes por la norma del vector.

Producto de dos matrices

Sean A (yxn) ¥ B(nxp) dos matrices, el producto de A y B es una matriz C,,), donde cada
elemento (c;;) de AB es el resultado del producto interno del renglén i de A por la columna
j de B.

Cij = anbi + abzj + ... + inby;

Cij = E ik
P

La multiplicacién entre dos matrices estd definida inicamente cuando el nimero de colum-
nas de la primera sea igual al niimero de renglones de la segunda.



1.2 Operaciones Matriciales

Por lo general el producto de matrices no es conmutativo es decir

AB +# BA

de hecho, que el producto AB esté definido no implica que lo esté BA

Algunas propiedades del producto de matrices

Al

A(B +C)
(A+B)C

Producto de una matriz por un vector

A(BC)

(AB)

A

AB + AC
AC+ BC
(AB)C

B'A’

El producto de una matriz A, ) y un vector b, estd definido solamente cuando el niimero
de columnas de A es igual al nimero de componentes de b, y estd dado por:

c=Ab

que es equivalente a

a1
21

C:bl : +b2

Q12
22

;2

Am?2

.+ b

alj
(Zgj

aij

CLmj |

.+ by

Q1n
Q2n,

(0779

amn

El lado derecho de esta igualdad se conoce como combinacion lineal de las columnas de la

matriz A.

Vectores y Matrices ortogonales

Definicién 9 Vectores ortogonales Sean a yb dos vectores de n x 1 sia’b =0, entonces

a y b son ortogonales
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Definicién 10 Matriz ortogonal Sea A, ), si todas las columnas de A son mutuamente
ortogonales y estan normalizadas, entonces A es una matriz ortogonal y A’A = 1.

Forma Cuadratica

Sea v un vector de n x 1y A, «, una matriz simétrica, entonces el producto

v Av

conocido como forma cuadrdtica estd dado por:

! 2
VAv = E viaii—kg V045

i i

n n
= E E ’Uﬂ}jaij

i=1 j=1

1.3 Geometria Matricial

El dlgebra matricial es una herramienta muy 1til para la formulacién y desarrollo de conceptos
matemadticos. La interpretacién geométrica de los vectores y matrices, presentada en esta
seccion, suele ser de gran ayuda para la comprension de los resultados obtenidos.

1.3.1 Espacio Vectorial

U1

Vg
Seav = ) un vector de nx 1, los elementos de v pueden ser vistos como las coordenadas

Up,
de un punto en un espacio n-dimensional o bien como el segmento que conecta al origen con
este punto.

Por ejemplo en R?, si tenemos un vector a = (3), este puede ser visto como el punto a

cuyas coordenadas son x = 3 y y = 2, o bien como el segmento que conecta el origen con el
punto a. Cualquier miltiplo escalar de a es un segmento de la linea que conecta el origen con
el punto a. La norma del vector a, ||al| es la distancia que hay entre el origen y el punto a.
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De esta manera llamaremos espacio vectorial a aquel conjunto de vectores V' que cumplan
con los siguientes axiomas:

1. Cerradura bajo la suma
Seanx,y €V —=>x+4+yecV

2. Ley asociativa de la suma de vectores
Sean x,y,z€V = (x+y)+z=x+(y +2)
3. Ley conmutativa de la suma de vectores

Seanx,y €V =—=x4+y=y+Xx

4. Idéntico aditivo o vector cero
Jun vector 0 € V talqueVxeV
0+x = x+0=x
5. Inverso aditivo

Si x € V, entonces existe —x tal que x + (—x) =0

6. Cerradura bajo la multiplicacién por un escalar

Sean x € V' y a un escalar = ax € V'

7. Primera ley distributiva de la multiplicaciéon por escalares

Sean x,y € V y a un escalar = a(x+y) = ax + ay
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8. Segunda ley distributiva de la multiplicacién por escalares

Sean x € V' y a,  escalares = (a + )x = ax + (%

9. Ley asociativa de la multiplicacién por escalares

Sean x € V' y «, § escalares = (%) = (af)x

10. Idéntico multiplicativo
VxeV 1x=x

1.3.2 Base Vectorial

Una base de un espacio vectorial es un conjunto de vectores en ese espacio tales que cualquier
vector de dicho espacio puede escribirse como una combinacién lineal de los vectores de la
base.

Dependencia Lineal

Un conjunto de vectores {vy va, ..., v, } de un espacio vectorial V' es linealmente dependiente
si cualquiera de los vectores del conjunto puede escribirse como un combinacién lineal de los
otros, es decir si existen n escalares aq, as, ..., @, no todos cero tales que

a1vy + aove + ... + a,, v, = 0

Independencia Lineal

Sea {vy Vs, ...,v,} un conjunto de vectores en un espacio vectorial V, y sean oy, as, ..., o, ;1
escalares, si la tnica solucién a a;vy + asvo + ... + a, v, = 0esag = as = ... = o, = 0
entonces se dice que el conjunto de vectores {vy va, ..., v, } es linealmente independiente. Esto
es equivalente a decir que si el conjunto de vectores no cumple con la definicién de dependencia
lineal, entonces es linealmente independiente.

De esta manera, para un espacio n-dimensional, un conjunto de n vectores linealmente
independientes forma una base para ese espacio vectorial.
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1.3.3 Rango de una Matriz

El rango de una matriz es el nimero de columnas o renglones linealmente independientes.

Rango(A) = columnas linealmente independientes

= renglones linealmente independientes

Rango(A) < min(columnas, filas)

Matriz de rango completo

Se dice que una matriz A,y es de rango completo si su rango es igual al mds pequeno de
entre n y p. Es decir si su rango es igual al nimero de filas (si n < p) o es igual al nimero de
columnas (si n > p).

Por ejemplo sea A una matriz de m x n donde m < n cuyo rango Rango(A) = m es
equivalente a decir que la matriz tiene m renglones linealmente independientes y por lo tanto
es de rango completo. Las n columnas de A son entonces linealmente dependientes

Algunas propiedades del rango de una matriz
Rango(AB) < min(Rango(A), Rango(B))
Rango(A) = Rango(A’A) = Rango(AA’)

1.4 Sistema de Ecuaciones Lineales

Sea A,,«, una matriz cuyos componentes son conocidos, sea b,,«; un vector cuyos compo-
nentes también son conocidos y sea X, »; un vector cuyos elementos son desconocidos.

Considerando el sistema de n ecuaciones lineales

Ax=Db

se busca saber si existe una solucién, de existir como encontrarla y si esta es tnica.

1.4.1 Sistema de ecuaciones homogéneas

Un sistema de ecuaciones lineales de la forma Ax = 0 se llama sistema de ecuaciones ho-
mogéneas
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1.4.2 Matriz Inversa

La solucién de un sistema de ecuaciones lineales de la forma Ax = b requiere de algo similar
a lo que conocemos como inverso para los nimeros reales, es decir Va #0 3 b= é

Definicién 11 Matriz Inversa Sean A y B dos matrices de n x n si AB =BA =1,
entonces B es la inversa de A y se denota por A~. Tenemos entonces

AAT'=ATTA=1

Siuna matriz A es invertible (existe su inversa), podemos resolver un sistema de ecuaciones
lineales de la forma Ax = b premultiplicando el sistema por A~!

AT'Ax=Ix=x=A"b

Decir que una matriz A es invertible es equivalente a decir que el sistema homogéneo
Ax = 0 tiene sélo la solucién trivial x = 0, es decir que todas las columnas de A son lineal-
mente independientes.

Algunas propiedades de la matriz inversa

. : : . . —1y—1
e Si A es invertible, entonces su inversa es unicay (A™) = A

Sean A y B dos matrices invertibles de n x n , entonces (AB)™! = B~1A~!

Si A es invertible, entonces (A') "= (A

Si A es invertible y simétrica, entonces A~! es también simétrica

Si A es ortogonal, entonces A~! = A’

Matrices Singulares y No Singulares

Sea A una matriz cuadrada de n x n, si A es invertible, entonces decimos que A es una matriz
no singular. Por el contrario si no existe la inversa de A, esta tltima es una matriz singular.
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Determinante de una matriz

La obtencién de la matriz inversa de una matriz A(,.,) se hace con frecuencia a través
del determinante de la matriz que es un numero calculado como una funcién de todos los
elementos de la matriz. El determinante, denotado por det(A) 6 |A|, se obtiene empleando
una expansién por cofactores de la manera siguiente

Al =) a(-1)"7 Ayl i=1,..n
j=1

donde |A;;| es el determinante de la matriz que se obtiene al eliminar el renglén i y la
columna j de la matriz A. La expresién (—1)""7|A;;| se conoce como cofactor ij de A.

ail G2 013
Por ejemplo, sea Aiys) = | a1 a2 a3
as1 azz asg

’A’ = all(azzaszs - 6123(132) - (112(@21(133 - a31a23) + a13(a21a32 - a31a22)

|A| = Q11022033 + G12G23031 + Q13021032 — Q13022031 — Q12021033 — A11023032

Algunas propiedades del determinante de una matriz

A es invertible si y sélo si |A| #£ 0

Al = |A|
|AB| = |A][B]

1

Al —

AT = g

Obtencién de la matriz inversa por medio del determinante La inversa de una matriz
A, «, puede obtenerse por medio del determinante de la siguiente manera

_ r
A 1 = m@dj(A)

donde adj(A) es la matriz adjunta de A, es decir la transpuesta de la matriz de cofactores.



14

Algebra Matricial

Por ejemplo para una matriz A (sy9), se tiene:

ai; Qa2 . A2  —Q13
A= Al = (aj1a22 — as1a 0 adji(A)=
|: ao1  A22 :| | ‘ ( He 21 12) 7é ]< ) |: —ag1 a1 :|
Al — 1 Q22 —0a12
(a11a22 - a21a12) —G21 an

Para una matriz A (3.9), la obtencién de la matriz inversa resulta bastante sencilla, sin

embargo para matrices de tamano n > 3 este procedimiento resulta méds tedioso, la obtencién
de las inversas de dichas matrices por otros métodos puede consultarse en cualquier libro de
dlgebra lineal.!

1.4.3 Matriz Regular

Si A es una matriz cuadrada de rango completo, entonces A es invertible y se conoce como
matriz reqular.

1.4.4 Matriz positiva (negativa) definida

Sea A, ., una matriz simétrica y tenemos la forma cuadratica

n n
/
X Ax = E E Tl 0

i=1 j=1

e Six’Ax >0 V x## 0, entonces A es una matriz definida positiva

Six’Ax >0 V x#0,entonces A es una matriz definida no negativa o semidefinida
positiva

SixX’Ax <0 V x#0, entonces A es una matriz definida negativa

e Six’Ax <0 V x#0, entonces A es una matriz definida no positiva o semidefinida
negativa

!Stanley I. Grossman (1996) "Algebra Lineal" quinta edicion, Ed. Mc Graw Hill
Lehmann, C.H. (1964) "Algebra", Ed. Limusa
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Algunas propiedades de las matrices definidas no negativas En la teorfa del andlisis mul-
tivariado, es muy comun encontrar matrices definidas no negativas, por lo que las propiedades
de éstas son un caso de particular interés.

e Si A es una matriz definida no negativa, entonces |A| > 0

e La matriz identidad I es una matriz definida positiva

® Si Apxm) €s una matriz de rango completo con n > m , entonces A’A es definida
positiva y AA’ es una matriz definida no negativa

e Si una matriz A es definida positiva, su inversa A~! es también una matriz definida
positiva

e Si A es definida positiva y B es una matriz no singular, entonces B’AB es una matriz
definida positiva

1.5 Valores y Vectores Propios

1.5.1 Ecuacidén caracteristica

Muchas veces resulta 1til encontrar un escalar A y un vector x tales que para una matriz A, «,
se cumpla
Ax = \x

que es equivalente a

(A—XD)x=0

El sistema homogéneo de ecuaciones (A — AI)x = 0 tendrd una solucién diferente a la
trivial siempre y cuando la matriz (A — AI) sea singular o cuando |A — M| = 0, esta ecuacién
se conoce como ecuacion caracteristica de A.

1.5.2 Valores y vectores propios

Las soluciones de la ecuacién (A — AI)x = 0 son los valores propios A y los vectores propios X.
Estos también se conocen como raices y vectores caracteristicos o eigenvalores y eigenvectores,
en este trabajo nos referiremos a ellos simplemente como valores y vectores propios.
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Valores propios
Los wvalores propios se obtienen al resolver la ecuacion |A — M| = 0, cabe senalar que las raices

de este polinomio no forzosamente son reales. Si la matriz A es de n X n, entonces A tendra
n valores propios (A1, Ag, ..., Ay)

Vectores propios

Una vez hallados los valores propios, retomando la ecuacién (A —AI)x = 0 es posible encontrar
los vectores propios (diferentes de cero) correspondientes a A.

Por ejemplo sea Ayyo = [ 402 }

2 4
4—X\ 2
A= ATl _‘ 2 4—/\‘
= (4—-XN)4—-))—4
= AN _8\+12

resolviendo la ecuacién obtenemos los dos valores propios de A

/\1:6
/\2:2

retomando la ecuacién (A — AI)x = 0 y remplazando por los valores de A, tenemos

(A-—XDx = 0

A -

S ]n ]

{—21’1 + 21’2 =0

Para \; = 6

2&71 —21'2 =0

T1 — T2
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Para Ay = 2

2]l

21’1 + 25(72 =0
25(]1 + 21’2 =0
1 = —XT9

. . 1 1 .

De lo anterior tenemos que dos vectores propios de A son x; = (1) y Xo = (_1), sin

embargo es conveniente que los vectores propios estén normalizados, es decir que cumplan con
la condicién 2’z = 1. Normalizando los vectores tenemos entonces

Cabe senalar que los vectores propios normalizados de una matriz son ortogonales entre
. o o
si, es decir xjx; =0 V i #j

1.5.3 Descomposicion espectral de una matriz

A partir de los n vectores propios normalizados de una matriz A,y,) podemos formar una
matriz C, esta matriz cuyas columnas son ortogonales entre si es una matriz ortogonal que por
lo tanto cumple con la condiciéon C'C = I. Del mismo modo podemos agrupar los n valores
propios de una matriz A, en una matriz diagonal A, ,. Tenemos entonces

ailz Az - Qip 11 C2 -+ Cip A0 - 0

ag1 Q22 -+  Q2p Co1 Co2 -+ Cop 0 A -+ 0
A= ; . . C=1| . . . y A=| . .

Ap1 Ap2 - Ann Cp1 Cp2 - Cnn O 0 T )\n

La i-ésima columna del producto AC estd formada por el producto de A por su i-ésimo
valor propio es decir

C11
A = ACZ' = /\ici

Cn1
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tenemos entonces

A€ AxCiz o0 ApCin

AiCa1 AaCa -0 ApCop
AC = ) )

Alcnl AZCnQ T /\ncnn

pero esto es equivalente a CA, por lo que

AC=CA

premultiplicando por C’
C'AC=C'CA

pero dado que C es una matriz ortogonal, entonces C'C =1, y

A =C'AC
Del mismo modo partiendo de que AC = CA y postmultiplicando por C’ obtenemos
ACC' = CAC

Al CAC
A = CAC

Definicién 12 La diagonalizacion de una matriz A, ., estd dada por

A =C'AC

donde A es la matriz diagonal cuyos elementos son los valores propios de A y C es la
matriz cuyas columnas estdin formadas por los vectores propios normalizados de A.

Definicién 13 La descomposicion espectral de una matriz A, ., estd dada por

A =CAC

donde A es la matriz diagonal cuyos elementos son los valores propios de A y C es la
matriz cuyas columnas estan formadas por los vectores propios normalizados de A.



Capitulo 2

Analisis Multivariado

El anélisis multivariado (o analisis estadistico multivariado) es aquella rama de la estadistica
dedicada al estudio de distribuciones multivariadas (o multidimensionales) y sus muestras.

En un contexto aplicado, el analisis multivariado trata con un grupo (o varios) de individuos
para los cuales se tienen valores de dos o més variables (caracteristicas). Por medio del anélisis
multivariado se busca estudiar las interrelaciones entre las variables, las posibles diferencias
entre grupos (en términos de estas variables), asi como hacer inferencias sobre las poblaciones
(grupos) de las que fueron extraidas las muestras.

En la préactica, pocas veces se utilizan modelos univariados, sin embargo, el entendimiento
de estos estd estrechamente ligado con el entendimiento de los modelos multivariados, por ello
en este capitulo se presentardn tanto los conceptos univariados basicos como los multivariados.

En este capitulo se presentardn las distribuciones multivariadas, los datos multivariados
y las estadisticas bdsicas, haciendo especial énfasis en la distribucién normal multivariada y
sus propiedades. Asi mismo, se presentardn algunas pruebas de hipétesis. Los conceptos y
definiciones bédsicos que forman el marco tedrico del andlisis multivariado se presentan breve-
mente en este capitulo, muchos de ellos a manera de recordatorio, ya que el tema principal de
este trabajo es el andlisis discriminante. Un estudio més profundo y detallado de estos temas
puede consultarse en cualquier libro de probabilidad y estadistica o andlisis multivariado.

'Mood, Graybill and Boes (1974) "Introduction to the theory of Statistics" 3¢ Edicién, Ed. Mc Graw Hill
C. Chatfield A.J. Collins (1980) "Introduction to Multivariate Analysis", Ed. Chapman and Hall

19
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2.1 Definiciones basicas de probabilidad

Uno de los objetivos de la ciencia es describir y predecir eventos o fenémenos del mundo
que nos rodea, para ello, se pueden construir modelos mateméticos que describan adecuada-
mente la realidad. Cualquier andlisis estadistico debe construirse sobre la base de un modelo
matematico. El modelo deberd parametrizarse de tal manera que cada pardmetro sea interpre-
tado con facilidad y corresponda a algiin aspecto de la realidad. Por medio de la observacién
del fenémeno, que interpretamos como la realizaciéon de un fenémeno aleatorio, se obtendran
datos y de esta manera se podra inferir sobre los pardmetros del modelo.

En esta seccion, se hace un breve resumen de las definiciones y conceptos de probabilidad
necesarios para abordar la teorfa de la distribucién, indispensable a su vez para abordar la
teorfa del andlisis multivariado.

Definicién 14 Espacio Muestral FEl espacio muestral , denotado por (), es la coleccion
de todos los posibles resultados de un experimento conceptual.

Definicién 15 Evento y espacio evento Un evento es un subconjunto del espacio mues-
tral. La clase de todos los eventos asociados con un experimento dado se define como espacio
evento. Fl espacio evento se denota generalmente por A y debe cumplir con las siguientes
propiedades

1. Qe A.
2. 51 A e A entonces A € A.

3. Si Ay y Ay € A, entonces Ay U Ay € A.

Cualquier coleccion de eventos que cumpla con estas tres propiedades es conocida como
dlgebra de eventos.

Definicién 16 Funcion Una funcion f(-) es una regla que asocia cada punto en un con-
jgunto A con uno y solamente uno de los puntos de otro conjunto B. El primer conjunto de
puntos es llamado dominio de la funcion mientras que el sequndo se conoce como contrado-
minio.
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Definicién 17 Funcion de Probabilidad Sea ) un espacio muestral y A una coleccion de
eventos ( se asume que A es un dlgebra de eventos) de un experimento dado. La funcion
de probabilidad P[] es una funcion con dominio A y contradominio el intervalo [0, 1] que
satisface los siguientes axiomas:

1. P[A] > 0 para todo A € A
2. P[] =1

3. Si Ay, Ag, ... es una secuencia de eventos mutuamente excluyentes en A (es decir A; N
A; = ¢ para todo i # j,i,j = 1,2....) y ademds Ay UAU...UA, U...=JA4 € A

i=1
entonces tenemos

P

U
i=1

=3Pl

Definicién 18 Espacio de Probabilidad Un espacio de probabilidad es la tercia (2, A, P[]),
donde § es un espacio muestral, A es una coleccion (dlgebra) de eventos (subconjuntos de €))
y P[] es una funcion de probabilidad con dominio A.

Definicién 19 Variable aleatoria univariada Recordemos que, para un espacio de pro-
babilidad dado (2, A, P|-]),una variable aleatoria univariada (v.a.) denotada por X es
una funcion con dominio Q y contradominio la recta real. La funcion X (-) debe ser de tal

forma que el conjunto A, definido por A, = {w : X(w) < r} pertenezca a A para cada numero
real 7.

Definicién 20 Vector Aleatorio Un vector aleatorio o variable aleatoria p—dimensional
X se define de tal manera que

X' =[X1Xs,...X,] donde X1 Xs,....X, son v.a. univariadas
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2.2 Distribuciones Multivariadas

Las distribuciones de probabilidad sirven de modelos para fenémenos aleatorios cuya obser-
vacion o medicién genera los datos con los que se realizard el andlisis.

Uno de los conceptos esenciales del andlisis multivariado es la idea de una distribucion
de probabilidad multivariada, para poder entenderla es necesario tener claros los conceptos
de distribucién de probabilidad para el caso univariado. En esta seccién se presentan las
definiciones bésicas de la teoria de la distribucién para el caso univariado y se hace la extensién
al caso multivariado.

2.2.1 Definiciones basicas

Definicién 21 Funcion de distribucion La funcion de distribucion de una v.a. X
, denotada por Fx(-) es aquella funcion cuyo dominio es la recta real y contradominio el
intervalo [0,1] , que satisface

Fx(z) = P[X <z (2.1)
= PH{w: X(w) <z} para todo x € R

Definicién 22 Variable aleatoria discreta Una v.a. X se definird como discreta si el
rango de X es contable. Si una v.a. X es discreta, su funcion de distribucion Fx(-) también
serd discreta.

Definicién 23 Variable aleatoria continua Una v.a. X es llamada continua si existe
una funcion fx () tal que

Fx(z) = / fx(w)du  para cada nimero real x.

—00

Se dice que la funcion de distribucion de una v.a. continua Fx(x) es absolutamente continua.
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2.2.2 Funciones de densidad para variables aleatorias univariadas

Definicién 24 Funcion de masa de probabilidad Si X es una v.a. discreta con valores

distintos 1 xa, ..., T, ..., definimos la funcion de densidad o funcion de masa de probabilidad
fx(+) como:
[ PX=2x] si x=x5]=12,...n,..
fx(@) = { 0 six # T (2:2)

Definicién 25 Funcion de densidad para una v.a. continua Si X es una v.a. continua,
la funcion  fx(x) en la expresion

Fx(z) = /fX(u)du (2.3)

es la funcion de densidad de X. De esta manera, es posible obtener Fx(x) a partir de

fx(x) y viceversa (fx(z) = dej—I(x) para aquellos puntos x para los que Fx(x) sea diferenciable).

2.2.3 Distribucién Conjunta

Definicién 26 Funcion de distribucion conjunta Uno de los conceptos esenciales del
andlists multivariado es, como ya se habia mencionado, la idea de una distribucion de pro-

babilidad multivariada, para ello partimos de un vector aleatorio X' = [X; Xs,....X,| donde
X1, Xo,...X, son v.a. univariadas definidas en el mismo espacio de probabilidad (S, A, P[-]).
La funcion de distribucion conjunta de X; Xo,....X,, denotada por FXLXQ’,,,.XP(-, ey t) SE

define como

FX17X27-~~~X;D(.’ Ty ey ) = P[Xl S .Clﬁl,XQ S T2, ...,Xp S pr] para tOdO (331,552, ...,.pr) (24)

De esta manera, la funcion de distribucion conjunta de X; X,,....X, es una funcidn cuyo
dominio es el espacio euclidiano p-dimensional y contradomino el intervalo [0, 1].

Definicién 27 Funcion de masa de probabilidad conjunta Sea X' = [X; X, ....X,| un
vector aleatorio cuyas componentes son v.a. discretas. La funcion de densidad conjunta o
funcion de masa de probabilidad conjunta fX1’X2,A...Xp<'7 ‘s ) S€ define de la siguiente
manera:

fXLXQ,....Xp('a R ) = P[Xl = Zlfl,XQ = XT9, ...,Xp = ZL'p] (25)

para (1, Ts, ..., T,) un valor de [ X1 X, ....X,|, cero en otro caso.
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Cabe senalar que fx, x,,..x,(5 ) = 0V (21,22, ..., 7)) yque D fx; xu,.x, (5500 r) = 1
donde la suma se realiza sobre todos los posibles valores de X.

Definicién 28 Funcién de densidad conjunta

Se dice que el vector aleatorio X' = [X; Xo, ..., X,| es una v.a. continua de dimension p si

y solo si existe una funcion fx, x,...x,(-, " ...,-) = 0 tal que
Tp 1
FXLXQ,....Xp(xla T2y wuny LL‘p) = / / fXLXz,....Xp(ula Uy ..ny up)dul...dup (26)
- —00

para todo (1, T2, ..., xp) .

Dicha funcion se conoce como funcion de densidad conjunta y al igual que en el caso
univariado, fx, x,,.x,(+ ", -..,+) cumple con las siguientes propiedades:

1 fx) x,..x,(T1, 02, ...,1,) > 0

2. f f Ix1 Xo,x, (X1, 2,5 oy 2 )day . day =1

—0oQ — 0o
La funcién de densidad conjunta puede obtenerse a partir de la funcién de distribucién
conjunta de la siguiente manera:

_ OPFx(w1,13,...,7)

fx(x) = 011025...07)

(2.7)

De hecho, a partir de la funcién de distribucién conjunta es posible obtener la funcién de
densidad conjunta y viceversa.

En el caso univariado, la funcién de densidad es utilizada para encontrar el drea bajo la
curva de fx(-) en un intervalo (a,b), es decir

b
Pla <z <b = /fX(:B)d:B

Para el caso bivariado por ejemplo, las probabilidades se encontraran por medio del volu-
men bajo fx, x,(-,-) en una cierta region R, es decir P[(z1,22) € R] = [[ fx, x,(x1, x2)d21dz,.
R

De esta manera, en el caso de un vector aleatorio p-dimensional, las probabilidades se pueden
encontrar integrando sobre el subconjunto de interés en el espacio p-dimensional.
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2.2.4 Distribucion Marginal

Definicién 29 Funciones de distribucion Marginales

St FX1,X2,....XP(‘7 ey t) €8 la funcion de distribucion conjunta de X1 Xs, ....X,, entonces las
funciones de distribucion Fx, (+), Fx,(),....Fxp(+) se conocen como funciones de distribucion
marginales.

Definiciéon 30 Funcion de masa de probabilidad marginal A partir de la funcion de
densidad conjunta de un vector aleatorio discreto X' = [X; X5, ....X,| es posible obtener la
funcion de masa de probabilidad marginal de cualquiera de los X; de X' al sumar la
funcion de masa conjunta sobre todas las demds variables, es decir

fx(zi) = PIX; =] (2.8)

donde la suma se realiza sobre todas las x = (x1, %2, ..., T ..., T,) tales que el i-ésimo com-
ponente es fijo e igual a x;, es decir sobre x1, %2, ..., Ti_1, Tit1, ..., Tp

Definicién 31 Funcion de densidad marginal Sea X' = [X; X, ..., X,] una v.a. con-
tinua de dimension p, la funcion de densidad marginal de cualquier componente de X', X;
puede encontrarse a partir de la funcion de densidad conjunta, al integrar esta ltima sobre
todas las variables excepto X;

in(IIZi):/.../le,X%.mXp(.ﬁCl,QZQ,...,.CCp)d.ZCl,...,d.CCi1,d.§l?i+1,....dxp (29)

2.2.5 Distribucién Condicional

Definicién 32 Funcion de densidad condicional Sea X' = [X; X, ... X, una v.a. (con-
tinua o discreta) de dimension p y sean X1 Xo, ..., X, y Xit1,..., X, dos conjuntos disjuntos
de variables de X. La funcion de densidad condicional del vector aleatorio k—dimensional
(X1, Xo, ..., Xi| dado el valor (vgi1,..., x,) del vector [Xji1,..., X,] se define como

Fx0 Xaro Xp X1, X, (B1,T2, o0y Ty T, Tp)
IX0 X X XX (L1825 o T | Tpeg,o ) =

kale’...,Xp (mk_i,-l, ceuy .Z’p)
(2.10)

donde fx,., ..x,(Trt1,-..,7p) €s la funcion de densidad marginal de [Xpy1, ..., X))
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2.2.6 Independencia

Definicién 33 Independencia Sea X' = [X; X5, ....X,| una v.a. p-dimensional, las varia-
bles X; Xo,....X, son independientes si y solo si

p
Fx\ x5, %, (T1, T2, .., Tp) = HFXi (x;) para todo (x1, %2, ..., xp) (2.11)
i=1
o equivalentemente si
p
Ix1 Xy X, (T1, T2y oy Tp) = Hf)g(%) para todo (21,2, ..., Tp) (2.12)
i=1
donde Fx, x,,..x,(-,-.-,-) es la funcion de distribucion conjunta de X, fx, x,...x,(- 5 s ")

es su funcion de densidad conjunta y Fx,(z;) , fx,(z;) son las funciones marginales de dis-
tribucion y densidad respectivamente.

2.3 Datos Multivariados

Una variable es una caracteristica o atributo de interés del individuo o sujeto de estudio, esta
variable puede tomar diferentes valores, al ser observados para diferentes individuos consti-
tuyen los datos por medio de los cuales se hara el andlisis estadistico.

Definicién 34 Muestra aleatoria Se dice que las variables aleatorias X1, Xo, ..., X,, forman
una muestra aleatoria de una poblacion con distribucion F (-) si X1, Xs, ..., X, son varia-
bles aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con funcion de distribucion comin

Una parte importante de esta definicién es el significado de las variables aleatorias X1, X, ..., X,,,
la variable X; es la representacion del valor numérico que tomara el i-ésimo elemento muestreado.
Una vez realizadas las observaciones, los valores de X, X5, ..., X, son conocidos y se deno-
taran por x1, xa, ..., T, estos valores son llamados algunas veces muestra aleatoria. La muestra
aleatoria X, Xs, ..., X,,, no debe confundirse con el vector aleatorio X’ = [X; X, ....X,)] pre-
sentado anteriormente, ya que en éste no se definfa una distribucién comiin para las p variables
que lo conforman.
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Definicién 35 Matriz Multivariada Una matriz multivariada estd compuesta por una
serie de medidas u observaciones de diferentes variables realizadas para un cierto nimero de
individuos, sujetos u objetos. De esta manera obtenemos una matriz de datos multivari-
ados de la forma:

T11  T12 T1p

T21 T22 i) . .o
X = P individuos
Tnl Tp2 Tnp
variables

donde x;; es el valor de la j—ésima variable para el i—ésimo individuo.

El nimero de individuos es n y el nimero de variables observadas para cada uno de estos
n individuos es p, teniendo de esta forma un total de n x p observaciones (mediciones).

Definicién 36 Muestra aleatoria multivariada Se dice que un conjunto de datos consti-
tuye una muestra aleatoria multivariada si cada individuo ha sido extraido al azar de
una poblacion de individuos, y se ha realizado sobre él la medicion u observacion de ciertas
caracteristicas. El vector aleatorio X' no debe confundirse con la matriz de datos observados
X, por lo que serd mecesario especificar el significado segun el contexto.

Los datos obtenidos por medio de las observaciones o mediciones realizadas a los individuos
suelen ser de diferentes tipos, dependiendo si se busca obtener informacién cuantitativa o
cualitativa.

Los tipos de datos méds comunes son:

e Nominal: Variables categéricas sin un orden especifico (Por ejemplo el sexo, el alfa-
betismo o analfabetismo del individuo etc.)

e Ordinal: Variables categéricas en las que hay un orden sin que este implique una distan-
cia entre los diferentes puntos de la escala (Por ejemplo el nivel de educacién: Primaria,
Secundaria, Preparatoria...)

e Escala: Por medio de este tipo de medicién se puede cuantificar la "magnitud relativa"
de las observaciones de las variables, asi como las diferencias entre ellas y las diferencias
respecto a la posicién cero que es fija. (Por ejemplo la edad, la estatura y el peso)

La informacién cualitativa suele presentarse con cédigos numéricos por ejemplo para el
sexo de un individuo, podemos elegir arbitrariamente los cédigos sexo=1 para los hombres y
sexo=2 para las mujeres. Es importante notar que un mismo valor numérico puede representar
informaciéon completamente diferente de acuerdo con la escala de medicién de los datos.
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2.4 Estadisticas Multivariadas Basicas

Al igual que en el caso de los datos univariados, es posible obtener las estadisticas bésicas,
tales como la media y la varianza, a partir de los datos multivariados. Para poder resumir un
conjunto de datos multivariados, es necesario obtener las estadisticas basicas de cada una de las
variables por separado, asi como las relaciones entre las variables que generalmente se manejan
por pares. En esta seccion se presentan las estadisticas descriptivas de mayor interés, haciendo
a la par un recordatorio de las definiciones de esperanza, varianza, covarianza y correlacion.

2.4.1 Vector de Medias

11 e ‘/Elp
Una matriz de datos multivariados X,,, = : : puede verse como un conjunto

Tpl xnp
de n observaciones para cada una de las p variables de un vector aleatorio X' = [X; X, ....X}).

T11 T11
X1 = Xp =
Tni Tni

La media de cada una de las variables de X, que es una medida de localizacién central
de la densidad estd dada por

My = E[Xz] (2'13)

Recordemos que la esperanza de una v.a. X estd definida como:
E[X] =) zfx(x;) (2.14)
J

si X es una v.a discreta con puntos de masa 1, xs, ..., xj, ... y funciéon de masa de proba-
bilidad fx(z)

O

E[X| = / zfx(x) si X es una v.a continua con funcién de densidad fx () (2.15)

—00
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Algunas Propiedades de la Esperanza

Sean X una variable aleatoria; ¢, c; ¢ constantes y ¢(-), ¢1(-), g2(-) funciones con domino y
contradomino la recta real

e Elc]=c

Eleg(X)] = cE[g(X)]

Ele191(X) + c292(X)] = e1 E[g1(X)] + c2E[g2(X)]
Elg1(X)] < Eg2(X)] si g1(X) < g2(X) para toda x

La media muestral, que es una estimacién de la media a partir de las n observaciones
de X, estd dada por:

X =

SRS

En: X;. (2.16)

De esta manera, para un vector aleatorio p—dimensional, tendremos un vector de medias
cuyas componentes estdn conformadas por la media de cada una de las p variables en cuestién.

El vector de medias se representa entonces por

p' = (puy, pio, ..., p1,,) donde p1; = E[X;] (2.17)

y para un conjunto de datos multivariado X,,,, el vector de medias muestrales estard
dado por

_ _ _ 1
X = (X1, X3,..., X4, ..., Xp) donde X; = EZIX”' (2.18)
j:

2.4.2 Vector de Varianzas

Como ya habfamos mencionado, la media es una medida de localizacién central de la densidad

de una variable, del mismo modo, es posible medir la dispersién de la densidad de una variable

X a través de su varianza, denotada por 0% o var[X].
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En el caso univariado, para una variable aleatoria X con media p definimos la varianza
como:

var[X] = E[(X — jiy)? (2.19)

es decir,

var[X] =Y (x; — px)* fx () (2.20)
J
si X es una v.a discreta con puntos de masa x1, zs, ..., 7;, ... y funcién de masa de proba-

bilidad fx(x)

o bien

var[X| = /(x] — 1ix)? fx(x;) si X es una v.a continua con funcién de densidad fx (z)

—00

(2.21)

La desviacién estdndar de una variable X, denotada por o, estd definida como \/var|[X],

la desviacion estandar es también una medida de dispersiéon de los valores de la v.a., y en

ocasiones es preferible utilizarla ya que a diferencia de la varianza, tiene las mismas unidades
de medicién que X.

La varianza muestral, que es una estimacién de la varianza de una variable X a partir
de las n observaciones de ésta, se denota por S? y se define como:

Z(XZ- — X)? paran > 1 (2.22)

i=1

1
n—1

S2 =

De esta manera, para el caso multivariado, podemos definir el vector de varianzas,
denotado por o', cuyas componentes son las varianzas de cada una de las variables del vector
aleatorio.

o' =(01,03,....07,...,0,) donde o7 = E[(X; — 11,)°] (2.23)

77

Una estimacién de o, es el vector de varianzas muestrales

S = (5%2,83,..,52, ..., S;) donde S? es la varianza muestral de la i-ésima variable  (2.24)
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2.4.3 Matriz de Varianza-Covarianza

La covarianza entre dos variables aleatorias X y Y denotada por cov[X,Y,] o oxy estd
definida como:

cov[ X, Y] = E[(X — pux)(Y — py)] donde py y p1y son las medias de X y Y respectivamente
(2.25)

alternativamente,

cov|X,Y| = E[XY] — uypyx (por propiedades de la esperanza) (2.26)

La covarianza estd definida siempre y cuando esta esperanza exista y es una medida de la
relacion lineal entre X y Y, en efecto, cov[X, Y] serd positiva cuando (X — ) y (Y — uy)
tiendan a ser del mismo signo con alta probabilidad y serd negativa cuando (X —piy )y (Y —py )
tiendan a ser de signo contrario con alta probabilidad . Cabe senalar que la covarianza de una
variable consigo misma es simplemente la varianza de la variable, es decir

CoulX, X] = E[(X — jix)(X — jix)] (2.27)
= PE[(X - MX)2]
= wvar[X]

Del mismo modo tenemos que cov|[ X, Y] = covlY, X].

Por medio de las observaciones de dos variables X y Y podemos obtener la covarianza
muestral S;;, que se define de la manera siguiente

2t (M- X)) (X X )

n—1

S (2.28)

Si tomamos ¢ = j en la expresién anterior, obtenemos la varianza muestral la i-ésima
variable S?, en el caso multivariado, se utilizard la notacién S;; en lugar de S?, y para la
desviacién estdndar se usara la notacién S; .

. . . . . -1 .
Para una variable aleatoria p—dimensional tenemos entonces p varianzas y % covarian-

zas distintas que pueden ordenarse en una matriz simétrica X,,, de tal forma que
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011 012 -+ O1p
021 O22 -+ O

Yoxp = : : : donde 0;; = 0j; = cov[X;, X]] (2.29)
Opt Op2 " Opp

Esta matriz puede ser expresada en forma alternativa de la siguiente manera, utilizando
las ecuaciones (2.25) y (2.26)

pxp = E[(X - N)(X - U)l] (2-30)
= EXX - pp

Los elementos en la diagonal de esta matriz son las varianzas de las variables, mientras que
aquellos fuera de esta son las covarianzas entre cada par de variables del conjunto y dado que
0;j = 0j;, la matriz X,,,, es en efecto simétrica, ademds es positiva semidefinida. Esta matriz
se conoce como matriz de varianza covarianza y andlogamente para un conjunto de datos
multivariados X,,,, podemos definir la matriz de varianza covarianza muestral, denotada
por S

Su Sz - Sy
Sor Sag -+ Sy ) . C .

S = . . . donde S;; es la covarianza muestral entre la i-ésima y la j-ésima variable
Spl Sp? Y Spp

(2.31)

La matriz de varianza covarianza muestral es, al igual que la matriz de varianza cova-
rianza, una matriz simétrica cuyos elementos en la diagonal son las varianzas muestrales de
las variables y los elementos fuera de esta diagonal son las covarianzas muestrales entre cada
par de variables.

El determinante de la matriz de varianza covarianza V' = |X| es conocido como varianza
generalizada y es una medida que sintetiza la dispersién de los datos, siendo una especie de
varianza multivariada.
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2.4.4 Matriz de Correlacién

Dado que la covarianza entre dos variables depende de las unidades en las que se miden estas
iltimas, la interpretacion de la covarianza suele ser dificil, de hecho la magnitud de la cova-
rianza no tiene mucho significado ya que depende de la variabilidad de las dos variables. Por
ello, es muchas veces preferible contar con una medida de la relacién lineal entre las variables
que no dependa de las unidades en las que estas se miden. Esto se logra estandarizando la
covarianza al dividirla por el producto de las desviaciones estandar de las dos variables en
cuestion.

A esta medida de relacion lineal entre dos variables X y Y, que no tiene unidades de
medicién, se le conoce como coeficiente de correlacién, generalmente se denota por pyy v
estd dado por:

cov[X,Y]
= 2.32
Pxy oxoy ( )

siempre y cuando cov[X,Y],0x y oy existan y ademds ox > 0y oy > 0.

El coeficiente de correlacién mide el grado de relacién lineal entre dos variables y toma
valores ente -1 y 1, es decir —1 < pyy < 1, un coeficiente de correlacién cercano a 1 (6—1)
indicard una fuerte relacién lineal entre las variables, ddndose la igualdad cuando una de las
variables es una funcién lineal de la otra. En cambio una correlacién cercana a cero indicard
que no existe relaciéon lineal entre las variables, es importante senalar que una correlacién
igual a cero entre dos variables no implica que éstas sean independientes.

El coeficiente de correlacién muestral entre dos variables X; y X , denotado por 7;
estd dado por

N Y ey (X m X)) (X X )
RV (2.33)

3.5,

Estos coeficientes pueden ser vistos como covarianzas muestrales normalizadas, cuyos valo-
res estan entre -1 y1.

Para un vector aleatorio con p variables, tenemos entonces correlaciones distintas
que al igual que en el caso de la matriz de varianza covarianza pueden ordenarse en una matriz
simétrica P, llamada matriz de correlacién.

p(p—1)
2
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L pyp - P1p
1 PR X X
: : : 0X,0X;
Pt Pp2 1

Los elementos de la diagonal de P son iguales uno y dado que p;; = p;;, la matriz es
simétrica. Es posible relacionar esta matriz de correlaciones con la matriz de varianza cova-
rianza al definir una matriz diagonal D, cuyos elementos en la diagonal son las desviaciones
estandar de las variables del conjunto, es decir

g1 0 0
D — 0 g9 0

0 0 op

de esta manera tenemos que:

>= DPD (2.35)
P=D !'¥D!

Al igual que X, P es una matriz positiva semidefinida.

Del mismo modo es posible ordenar los coeficientes de correlacién muestral en una matriz,
simétrica y cuyos elementos en la diagonal son iguales a 1, R,, conocida como matriz de
correlacién muestral y que estd dada por

(2.36)

Tpl Tpg 1

donde 7;; es el coeficiente de correlacion muestral entre la ¢-ésima y la j-ésima variable.

Andlogamente con la ecuacién (2.35), es posible calcular la matriz R a partir de la matriz
de varianzas covarianzas muestrales S, definiendo una matiz diagonal D cuyos elementos en
la diagonal son las desviaciones estandar muestrales de las variables.
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S 0 0
D — 0 9 0
0 0 Sp
entonces tenemos
R=D"'SD" (2.37)

2.4.5 Combinacion Lineal de Variables

En muchos de los métodos del andlisis multivariado, se utilizan combinaciones lineales de
variables dado que son una alternativa para reducir la dimensién y de esta manera la manipu-
lacién de los datos es mds simple. En particular, en andlisis discriminante, las combinaciones
lineales de variables son utilizadas para formar la funcién discriminante, como se verd en el
siguiente capitulo. Por estos motivos es importante poder obtener los estadisticos relacionados
con una combinacién lineal de variables dada.

Definicién 37 Combinacion Lineal de variables Sea a' = (ajas._a,) un vector de
X1
X5 . . . ,
constantes y sea X= un vector aleatorio de dimension p , entonces Y = a’X es una
Xp

combinacion lineal de X.

Y es una variable aleatoria univariada cuya media y varianza son:

E[Y] = a'u donde p es el vector de medias de X (2.38)

var[Y] = a’¥a donde ¥ es la matriz de varianza covarianza de X (2.39)
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La demostracion de la ecuacién(2.38) es inmediata por propiedades de la esperanza.

Para la varianza de Y, tenemos que:

var(Y] = E[a'(X - p)’]
= Fa'(X — p)(X — p)'a] puesto que a’'(X — p) es un escalar y es igual a su transpuesta
= a'F[(X — p)(X — p)]a por propiedades de la esperanza
= a'Xa (ver 2.30)

Las ecuaciones (2.38) y (2.39) pueden generalizarse para el caso en que en lugar de un vector de
constantes, se tenga una matriz de constantes A, ,,,, entonces el vector aleatorio (de dimensién
(m x 1)) A’X tendra un vector de medias y una matriz de varianza covarianza dados por

E[A’X] = A'p (2.40)

var[A'X] = A’SA (2.41)

2.4.6 Distancias
Distancia entre dos puntos

Una de las nociones importantes empleadas en la teorfa del andlisis discriminante es la de
distancia. Consideremos en un principio la distancia entre dos puntos en un espacio bivariado
(X,Y). Desde un punto de vista geométrico, la distancia entre los puntos A(z1,y1) v B(z2,y2)
que denotaremos por d 4 es el segmento de recta que une los puntos A y B tal como se muestra
en la figura 2.1 .
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Alxy)

Yi-Y2

B(x,y>) Xq-X

Figura 2.1
Por el teorema de Pitdgoras, tenemos que

g = (x2 —21)” + (11 — 12)?

que es el la medida euclidiana de la distancia con la que todos estamos familiarizados. Esta
medida puede ser expresada en términos de vectores de la siguiente manera, considerando los

tenemos entonces

4y = la—Db|la—Db]

Ty — xz]
Y1 — Y2
= (z2—21)’ + (11 — 12)?

= [xl — T2,Y1 —y2] [

Esta medida es apropiada si se asume que no existe correlacién entre las dos variables y que
la varianza de cada una de ellas es igual a 1.
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Si extendemos la nocién de medida euclidiana a un espacio p—dimensional tenemos que:
d% 5 = [ X4 — Xp)[X4 — Xp] donde X4 v X son vectores de dimensién (p x 1) (2.42)

al igual que en el caso bivariado, este indice se basa en el supuesto que las variables no estén
correlacionadas y que todas ellas tengan varianza igual a uno, es decir 3 = 1.

Para comparar distancias entre dos o mas variables, es necesario que se haya utilizado
la misma métrica para medir las variables, si no es el caso, esto puede obtenerse al dividir
las mediciones por las desviaciones estdandar correspondientes. La intercorrelaciéon entre las
variables también debe tomarse en cuenta.

Si consideramos entonces que las variables no tienen varianzas iguales y su correlacién es
diferente de cero, podemos utilizar el indice de distancia cuadrada desarrollado por Mahalanobis:

A% L =[X4 — Xp]'E X4 — Xp] donde X es la matriz de varianza covarianza de A y B
(2.43)

Cabe senialar que si ¥ =1, tenemos A% 5 = d%p

Este es un indice de distancia (cuadrada) entre los puntos A y B definidos por los vec-

tores X4 y Xp respectivamente y se conoce como indice de distancia generalizada de
Mahalanobis.

Distancia entre centroides

Otro de los indices de distancia desarrollado por Mahalanobis que es importante en anélisis
discriminante, es aquel en el que los puntos entre los que se mide la distancia son los vectores
de medias, conocidos como centroides. El centroide para una poblacién k se denota como:

W = [f1g, togy s fi,r,) donde g1, es la media de la i-ésima variable de la poblacién k
(2.44)

Si tenemos dos poblaciones con centroides p, y p, la distancia entre estos dos centroides
estd dada por

A = [(p — “2)/2—1(“1 - N2)]1/2 (2.45)

donde X es la matriz de varianza covarianza comtin a las dos poblaciones, es decir, se asume
que las matrices de varianza covarianza de las dos poblaciones son iguales. Esta distancia es
interpretada como la "distancia entre las dos poblaciones".



2.5 Distribucion Normal Multivariada 39

Distancia entre un punto y un centroide

El tercer indice de distancia de Mahalanobis es aquel en el que se mide la distancia entre un
punto (un vector de p observaciones, que representa a un individuo) y el centroide de una
poblacién dada. Supongamos que tenemos g poblaciones de interés, la distancia entre Xj,
vector de observaciones para el i-ésimo individuo, y p,;, centroide de la poblacion k, estd dada
por:

Air = (X — ) (Xi = )] (2.46)

donde ¥, es la matriz de varianza covarianza de la poblacién k

Esta medida es de gran interés en el contexto de andlisis discriminante como se verd en el
siguiente capitulo, la idea es clasificar un individuo en una poblacién a la que esté mas cercano,
usando una medida que estandarice las variables y que elimine el efecto de la correlacion.

2.5 Distribucién Normal Multivariada

Muchas de las distribuciones univariadas continuas tienen distribuciones andlogas para el caso
multivariado, una de ellas es la distribucion Normal, cuyo equivalente para el caso multi-
variado es como su nombre lo indica la distribucién Normal Multivariada. La importancia
de la distribuciéon normal multivariada viene en parte del teorema del limite central, pero
también del hecho que algunos datos multivariados pueden aproximarse por medio de esta
distribucién. La distribucién Normal multivariada es una de las mds utilizadas en anélisis
multivariado ya que muchos de los procedimientos que éste emplea se hacen bajo el supuesto
de normalidad de los datos. Para los fines de este trabajo, se supondra que los datos se
distribuyen normalmente.

En esta seccién se define la distribucién Normal Multivariada y se presentan algunas de
sus propiedades m&s importantes, la demostraciéon de estas tultimas se puede consultar en
cualquier libro de andlisis multivariado.! Asf mismo se presentan algunas de las pruebas de
significancia que se utilizan en el andlisis discriminante.

'Por ejemplo: C. Chatfield A.J. Collins (1980) "Introduction to Multivariate Analysis", Ed. Chapman and
Hall
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2.5.1 Definicidon de la distribuciéon Normal Multivariada

Definicién 38 Distribucion Normal Univariada La funcion de densidad de una v.a.
univariada con distribucion normal se define como:

[ p— exp{_@_“)z} (2.47)

o2mo 202

donde i es la media de X y o su varianza, utilizaremos entonces la notacion X ~ N(u,c?).

La funcion de distribucion de X ~ N(u,o0?) estd dada por

1 €T
Fx (z) = —= / e~ (@ m?/20% gy (2.48)

A continuacién se muestran las gréficas de las funciones de densidad y distribucién para
una v.a. X ~ N(0,1)

L
t + + t
-5 -2.5 0 2.5 5

X

Figura 2.1: Funcién de densidad N(0,1)
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y 0.75T

0.25T

-5 -2.5 0 2.5 5

X

Figura 2.2: Funcién de distribucién N(0,1)

La generalizaciéon de esta funcién de densidad para el caso multivariado da origen a la
distribucién Normal Multivariada

Definicién 39 Distribucion Normal Multivariada Sea X' = [X; Xs,...,X,]| una v.a.
p-dimensional, se dice que X tiene una distribucion normal multivariada si su funcion
de densidad conjunta estd dada por

fx(x) = —— - W)= (x - ) (2.49)

————exp
(2m)r/2 |22 2

donde p es el vector de medias de X y 3 su matriz de varianzas covarianzas (que es una
matriz simétrica positiva definida), utilizaremos entonces la notacion X ~ N,(u,X).

De hecho, al igual que en el caso univariado, la funcién de densidad de una v.a. con
distribucién Normal multivariada estd totalmente determinada por g y 3 . Es interesante
observar que la expresién (x — p)'X 7! (x — p) de (2.49) es el indice de distancia entre un punto
y un centroide presentada en la seccién anterior. Un valor pequeno de la varianza generalizada
|X| indicara que las x estdn concentradas al rededor de p o que las variables estdn altamente
correlacionadas. Si todas las correlaciones son iguales a cero, las p componentes de X son
independientes.

o2 0

2

Si las p variables aleatorias son independientes, tenemos g = (g4, o, .-, up) yX = 0 o
0 O

por lo que la funcién de densidad conjunta de X ~ N,(u, 3) puede reescribirse de la forma

fx(x) = WGXI’ [_% i <%>2]
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2.5.2 Estimacion de parametros

Para una variable p—dimensional X con distribucién Normal Multivariada, es posible demostrar
que

E(X) = p y X es su matriz de varianza covarianza

Los pardmetros de una normal multivariada tienen entonces una interpretaciéon inmediata,
sin embargo, en la practica estos pardmetros son desconocidos, por lo que surge la necesidad
de estimarlos.

Recordemos primero que un estimador de un parametro 6 es insesgado si la media de su

~

distribucién muestral es 6, es decir si E[f] = 6.

Recordemos también que la funcién de verosimilitud es la funcién de densidad conjunta
definida como funcién del pardmetro desconocido 6 :

F(X1 Xy, .. X,,0) = []rF(x:,0)
i=1

= L(0 ] X) donde X representa los datos muestrales

El valor que maximiza esta funcién es el estimador maximo verosimil de #, denotado
generalmente por 6.

La obtencién de estos estimadores asi como sus propiedades y otros estimadores pueden
encontrarse en cualquier texto de probabilidad y estadistica.!

Dada una muestra aleatoria de n observaciones independientes de un vector aleatorio X,
el vector X y la matriz de varianza covarianza muestral S son estimadores insesgados de p
y 3. Cuando X tiene una distribucién normal multivariada, puede demostrarse que X es el
estimador maximo verosimil de p y que [(n — 1)/n]S es el estimador méximo verosimil de
3 y es sesgado. En este trabajo, utilizaremos como estimadores de p y ¥ los estimadores
insesgados X y S.

'Por ejemplo: Mood, Graybill and Boes (1974) "Introduction to the theory of Statistics" 3% Edicién, Ed.
Mc Graw Hill
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Ademss existe un estimador que es muy importante para el desarrollo del andlisis discri-
minante, la matriz de varianzas covarianzas ponderada (pooled). Esta matriz es una
medida de dispersion general entre los datos en la que se involucra la informacién de todas las
poblaciones. Supongamos que tenemos dos poblaciones X; ~ N (juy,0%) y Xo ~ N(py, 02) con
un total de n; y no observaciones respectivamente, las medias de las dos poblaciones son dis-
tintas pi; # ji, Pero sus varianzas son iguales o3 = 03 = o2. Podemos obtener los estimadores
de la varianza para cada una de las dos poblaciones S? y S2. De aqui, podemos obtener
otra medida que involucre la informacién de las dos poblaciones, conocida como estimador

combinado de la varianza, lo denotaremos por Sgl y estd dado por:

i

(X1 — E) + Z(Xzz‘ — E)

n
=1

5«2

pl —

2.50
ny + Ng — 2 ( )

Este estimador también puede calcularse como una ponderacién de las varianzas de cada
poblacién, es decir

n1—1 n2_1
s = () [
(n1 — 1)S1 + (ng — 1)S,
(n1—1)+ (ne—1)

S, (2.51)

En necesario que (ny + ny — 2)) > 0, para que la matriz S,; tenga inversa.

2.5.3 Algunas Propiedades de la distribucién Normal Multivariada
Cerradura bajo transformaciones lineales

Una definicién alternativa de la distribucién normal multivariada es:

Definicién 40 Se dice que una variable aleatoria p— dimensional X tiene una distribucion

normal multivariada si y solo si cada componente lineal de X tiene una distribucion normal
untvariada.
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Una consecuencia inmediata de esta definicién es el hecho que la normalidad multivariada
se conserva bajo transformaciones lineales. Si' Y = A’X donde A es una matriz de constantes
de orden (m x p) y X ~ N,(p, ), entonces

Y ~ N, (A'pu, A'SA) (2.52)

dado que cualquier componente de Y es un componente lineal de X y por lo tanto tiene una
distribucién normal. La media y la varianza se obtienen de las ecuaciones (2.40,2.41).

Estandarizacion de Variables

En el caso univariado, es comin transformar una variable aleatoria X ~ N(u, 0?) para obtener
una variable con distribucién N (0, 1), para el caso multivariado, la transformacién estd dada
por

U = B'X—p) (2.53)
U ~ N,(0,1)

donde B es una matriz de dimensién (p x m) de rango completo, tal que BB’ = X, esto sélo
es valido si ¥ es de rango completo.

Distribucioén Ji-cuadrada

Se dice que una variable aleatoria X tiene distribucién Ji-cuadrada con p grados de liber-
tad (X ~ X%p)), si estd definida como la suma de cuadrados de p variables aleatorias con
distribucién normal esténdar N (0, 1).

Entonces, si X ~ N,(p, ) , con X de rango completo, se tiene que

(x = p)Z7 (x—p) ~ X*(p) (2.54)

La funcién de densidad de una variable Ji-cuadrada se muestra en el Apéndice B.
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Normalidad de las distribuciones marginales, independencia

Supongamos que el vector aleatorio X ~ N,(u, X) estd particionado de la siguiente manera

X
X = {Xl} donde X es un vector de (¢ x 1),q¢ <p (2.55)
2

con las correspondientes particiones

— _ E11 2312
Hn = [“’17”’2] y 2 - |: 221 222 :|

Entonces, tenemos las siguientes propiedades:

1. La distribucién marginal de Xy es N,(p;, 311)

En particular la distribucién marginal de cualquier elemento de X tiene una distribucién
normal univariada, sin embargo el hecho que todos los componentes de vector aleatorio
tengan una distribuciéon normal no implica que el vector aleatorio tendra una distribucién
normal multivariada.

2. X7 y X5 son independientes si y sélo si 315 =0
( X5 =3, y su dimensién es (¢ X (p — q)))-

Normalidad de la distribucién condicional

Supongamos que el vector aleatorio X ~ N,(p, X)) esta particionado al igual que en (2.55),
si X; y X, no son independientes es decir 315 # 0 , la distribucién condicional de X,
dado X, fx,x,) €s una normal multivariada con E[Xy | Xi] = py + Ty B (Xq — py) ¥
CO’U[XQ ’ Xl] = 222 — 2212;11212

Distribucién de la media muestral

n
Sea V = > ¢, Xy, donde X son variables aleatorias p—dimensionales y ¢ son constantes, si
k=1
las X, estan distribuidas normalmente, V también lo estara.
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Supongamos que las X, son independientes y tienen una distribucién N, ~ (u,X), en-
tonces la media muestral de una muestra aleatoria de n observaciones independientes estd
dada por

3

= 1
X=- X
=
y tenemos que
— 1
X ~ Ny(p, =) (2.56)
n

2.5.4 Pruebas de Hipdétesis

En andlisis multivariado, al igual que en el caso univariado, existen pruebas con respecto a las
medias para una o mas poblaciones y pruebas con respecto a la varianza. En esta seccién se
presentardn la prueba 72 de Hotelling (que es el equivalente multivariado de la prueba t), la
A de Wilks y la prueba M de Box, que son utilizadas en anilisis discriminante.

Distribuciones F' y t de Student
Las distribuciones F' y t de Student juegan un papel esencial en el desarrollo de pruebas de
hipdtesis.

Recordemos que una v.a. X tiene distribucién F' con m y n grados de libertad, si esta
definida de la siguiente manera:

X = l‘]//T:? donde U ~ x*(m) y V ~ x*(n) (2.57)

X ~ F(m,n)

De mismo modo, una v.a. Y tiene distribucién ¢t de Student con k grados de libertad
si estd dada por

7
Y = donde Z ~ N(0,1) y U ~ x*(k) (2.58)

VU/k
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Y ~ (k)

Las funciones de densidad de estas variables se muestran en el Apéndice B.

Prueba respecto a la diferencia de medias (7% de Hotelling)

Primero consideremos el caso de la comparaciéon de dos grupos. Supongamos que se realiza
la medicién de una v.a. univariada X para dos grupos diferentes X; y X5 con tamanos
de muestra n; y ns , obtenemos de esta manera dos medias X y X5 y podemos definir un
estadistico ¢ dado por

N ¢
VUi + 1) Sy

donde S, es el estimador combinado de la varianza (2.50).

(2.59)

Este estimador puede compararse con una variable con distribucién ¢ de Student con
ny + ng — 2 grados de libertad, es decir

(X1 -X)°
(1/n1+1/n2)S%

t? =

Supongamos ahora que se obtienen dos muestras aleatorias de observaciones sobre un
vector aleatorio p-dimensional X, asumiremos que para las dos muestras se tiene una dis-
tribucién normal multivariada con matriz de covarianza (desconocida) ¥ de rango completo
p. Deseamos realizar una prueba con hipétesis nula de igualdad en los vectores de medias,
contra su alternativa de medias diferentes.

Ho : py = py vs Hy: py # po

Si tenemos vectores p—dimensionales de medicién con medias X; y X, respectivamente,
el estadistico multivariado correspondiente a esta prueba estd dado por:

ning

T2 - (Xl - XQ)IS;ll (Xl - Xg) (260)

N14N2
donde S, es el estimador ponderado de la varianza covarianza entre los grupos (2.51). Este
estadistico se conoce como la 7? de Hotelling. Es posible demostrar que

niyng —p—1

T? 2.61
(n1+ng — 2)p ( )
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tiene una distribucién F' con p y (ni;ng — p — 1) grados de libertad bajo la hipétesis de que
no hay diferencia entre los grupos.

La regla de decisiéon para la prueba a un nivel de significancia « es de la forma:

Aceptar Hy : p; = po si

(n1+n2 — 2)

T? < P pr
nNiyNng —p

-1 n1+n2—p—1<a) (262)

de lo contrario rechazar Hy

Lambda Wilks

En el caso univariado, para realizar el contraste de igualdad de medias para k poblaciones
normales (H, : j1y = iy = .... = 1), se utiliza el estadistico F' (F' ratio) dado por

1)
k)

- —

_ S in(E — 1)/ (k
> 2w —2)?/(n

Este estadistico tiene distribucién F' con (k—1) y (n — k) grados de libertad. La hipdtesis
de igualdad de medias se rechazard entonces si F' > ¢, donde ¢ es una constante tal que
P[F > c| H,| = . Este contraste se conoce generalmente como one-way-ANOVA.

El andlisis multivariado de la varianza (MANOVA) se realiza en términos de las diferencias
entre los vectores de medias o centroides. Para una v.a. p—dimensional, el centroide de la
poblacién k se denota por . y estd definido como pj, = [p1y, fog, -5 figs -5 Hypr |- La hipGtesis
que queremos probar es:

Hy:py=p,=...... =M,

Supondremos que las observaciones para las g poblaciones son independientes, tienen una
distribucién normal y sus matrices de varianza covarianza son idénticas.

El estadistico mas comuin para realizar esta prueba es la Lambda de Wilks que se define
como:

\%%

A W]

_ _ 2.63
B+ W| ( )

donde W es la matriz de sumas de cuadrados y productos cruzados al interior de los grupos,
y B es la matriz de suma de cuadrados y productos cruzados de la hipétesis (o intergrupos),
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tenemos entonces:

W = Zg: i(X;ﬂ- — X5) (X — Xi)' (2.64)

W = S +S+...4+8,

donde S; es la matriz de sumas de cuadrados y productos cruzados totales de la k—ésima
muestra, la matriz W es una generalizacién de la S,; descrita anteriormente.

Por su parte la variacién entre los grupos estd dada por

g
B =) (X — X)(X) - X) (2.65)
k=1

También es posible expresar el estadistico Lambda en funcién de los eigenvalores de la
matriz W—!'B de la siguiente manera:

LS

i, =1,..,q son los eigenvalores de W~ 'B (2.66)

La Lambda de Wilks para un conjunto de p variables mide las desviaciones dentro de cada
grupo respecto a las desviaciones globales, sin diferenciar entre grupos. Los pardmetros de
este estadistico son p, ¢ — 1 y n — ¢, generalmente toma valores entre 0 y 1 y se rechaza la
hipdtesis para valores pequenos.

El valor de Lambda puede transformarse en un estadistico multivariante F', que permite
contrastar la existencia de diferencias entre grupos.

Los puntos criticos exactos pueden encontrarse bajo ciertas condiciones (Schatzoff ;1966),
sin embargo es m&ds comuin utilizar una transformaciéon de A que tiene una distribucién
aproximada a la Ji-cuadrada, esta transformacion estd dada por:

V:—[n—l—@} In A (2.67)

y se aproxima a la distribucién Ji-cuadrada con p(g — 1) grados de libertad (Bartlett, 1947).
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Prueba M de Box

Algunas técnicas multivariadas como el andlisis discriminante se realizan bajo el supuesto
de homocedasticidad, es decir que las matrices de varianza covarianza son iguales entre los
grupos. La hipotesis que se quiere probar es entonces:

El contraste de esta hipétesis se realiza a través del estadistico M de Box que estd dado

por:
g

M = (n— g)log S| =Y " (n — 1)log[Sy|
k=1
donde S es la matriz de varianza covarianza combinada y Sy es la matriz de varianza covarianza
del k—ésimo grupo. El estadistico M puede transformarse en un estadistico F' para facilitar
su interpretacion, sin embargo, cabe senalar que este estadistico es muy sensible a pequenas
desviaciones de la normalidad multivariada y a tamanos de muestra grandes.?

2La transformacién del estadistico M, en un estadistico con distribucién F o Ji-cuadrada puede ser con-
sultada en Harris " A primer of multivariate statistics" Ed Orlando F1 Academic Press 1985.



Capitulo 3

Analisis Discriminante

3.1 Introducciéon

El ser humano, por su naturaleza, siempre busca incorporar cierto tipo de informacién para
conocer la realidad del mundo que lo rodea. Para poder conocer mejor la realidad, es necesario
construir una representacion limitada de ésta, reducida a elementos definidos y ordenados, que
permita su manejo intelectual. Es decir podemos comprender mejor la realidad al dividirla en
clases de elementos equivalentes entre si y diferenciados de aquellos incluidos en otras clases.
Uno de los procedimientos bdsicos que el hombre realiza para el conocimiento de la realidad
es entonces la clasificaciéon, que juega un papel de suma importancia en diversas dreas de la
ciencia por ejemplo la quimica, la biologfa y la medicina.

La palabra clasificacién puede tener varios significados de acuerdo con la naturaleza del
problema que se estd tratando. El primer tipo de problema asociado a la clasificacién, cono-
cido como agrupamiento (clustering), es aquel en el que a partir de una tnica poblacién, se
busca clasificar a los individuos u objetos de dicha poblacién en grupos lo mejor diferenciados
posible. De la misma manera, existen problemas en los que el objetivo es dividir en grupos
una unica poblacién, sea homogénea o no, por medio de delimitaciones naturales o no natu-
rales. Finalmente, existen problemas asociados a la clasificacién conocidos como problemas
de discriminacion, en ellos se supone la existencia de grupos o poblaciones definidos a priori,
de los que han sido extraidas las muestras. El problema consiste entonces en la adscripcién de
un nuevo individuo, cuyo grupo de origen es desconocido, a alguno de los grupos previamente
definidos.

Para cierto tipo de problemas de clasificacién, la percepcién humana es suficiente y las téc-
nicas matemadticas no son necesarias, sin embargo es necesario emplear estas técnicas cuando

o1
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las diferencias entre los grupos no son evidentes y se caracterizan por un gran nimero de
variables. Ademds por medio de estas técnicas, se asegura que la clasificacién no sea hecha
por intuiciéon y se elimina toda subjetividad. Existen técnicas estadisticas multivariantes
para la clasificacién de objetos o individuos, tales como el andlisis de conglomerados (anélisis
cluster) o el anélisis discriminante. La diferencia entre estos, es que en el andlisis de con-
glomerados, se utiliza la informacién (variables) de los individuos para determinar clases lo
mejor separadas entre si, que incluyan a los individuos en cuestién; es decir que los grupos o
clases surgen como resultado del andlisis. En cambio en el andlisis discriminante, los grupos
o clases estdn definidos previamente y el objetivo es clasificar nuevos individuos en alguno de
los grupos definidos a priori por medio de reglas basadas en la informacién de los individuos
ya clasificados.

El principal objetivo del anélisis discriminante es definir reglas de clasificacién que permitan
predecir el grupo o poblacién de la que sea méds probable que haya sido extraido un individuo,
basdndose en ciertas caracterfsticas conocidas de éste. Los problemas de discriminacién supo-
nen entonces la formulacién de prondsticos o predicciones, a partir de las caracteristicas del
individuo u objeto, por lo que también hay que tomar en cuenta el error puede generarse al
hacer un mal prondstico y las consecuencias que esto puede tener.

Los origenes de lo que hoy conocemos como andlisis discriminante se remontan a los anos
veinte, cuando el estadista inglés Karl Pearson propuso un “indice de parecido racial” que
era una especie de distancia entre grupos. Fue también en los anos veintes que Mahalanobis
empezo6 a estudiar en la India otro indice de distancia entre grupos, que quedaria formalizado
en los anos treinta. A partir de esta idea de distancia, R.A. Fisher desarrollarfa la idea
de una combinacién lineal de variables para la discriminacién entre grupos. En 1936 fue
publicado en el Annals of Eugenics, el articulo pionero de Fisher, titulado “The use of multiple
measurments in taxonomic problems”, en él se presentaban tanto la idea de distancia entre
grupos como la de combinacién lineal de variables para la discriminacién entre grupos y el
articulo estaba enfocado a la resolucién de problemas de antropologia fisica y biologia. Desde
los anos cuarenta, se han publicado multiples extensiones y refinamientos de las ideas de
Fisher, los primeros trabajos estaban basicamente enfocados a la prediccién de la pertenencia
entre grupos, pero a partir de los anos sesenta surgio el interés por interpretar los efectos
observados a través de un andlisis multivariado de la varianza (MANOVA). Si bien las primeras
aplicaciones del analisis discriminante se enfocaron a problemas relacionados con la medicina y
la biologfa, hoy en dfa el andlisis discriminante tiene muchas mas dreas de aplicacién tales como
la educacion, la psicologia, el marketing, el anélisis financiero, la agronomia, la arqueologia etc.
Cabe senalar también que gracias al desarrollo informatico y de los paquetes de estadistica,
la aplicaciéon del andlisis discriminante se ha vuelto mucho sofisticada, permitiendo ademas
manejar grandes cantidades de informacién de manera sencilla.



3.1 Introduccioén 53

Si bien las palabras discriminacién o discriminante pueden tener una connotacién negativa
o agresiva, la técnica del andlisis discriminante trata con problemas de cuya solucién suele
obtenerse algun beneficio o progreso, sin buscar el perjuicio de alguien o algo. A continuacién
se presentan algunos ejemplos en los que ha sido aplicado el anédlisis discriminante.

e En educacion, se han planteado problemas en los que se desea pronosticar si un alumno
tendrd éxito académico o no, con el fin de establecer un plan de apoyo y refuerzo de
estudio para aquellos alumnos a los que no se les pronostique éxito académico. En caso
de que el prondstico sea erréneo, se puede incurrir en diferentes tipos de errores con
consecuencias distintas, como por ejemplo brindar apoyo a un alumno que en realidad
no lo necesitaba o no brindarlo a un alumno que en realidad si lo requeria, siendo ésta
iltima una consecuencia quizds més grave.

e En el caso de la medicina, supongamos que un médico desea saber si un anestésico es
seguro para un paciente o no lo es, basado en ciertas caracteristicas conocidas de éste
iltimo. Si un anestésico es diagnosticado como inseguro para un paciente para el que
en realidad es seguro, las consecuencias pueden no ser tan graves siempre y cuando
se cuente con otro anestésico seguro para el paciente. Sin embargo, las consecuencias
pueden ser nefastas si se diagnostica como seguro un anestésico para un paciente para
él que en realidad no lo es.

e También existen diferentes aplicaciones del analisis discriminante en el &mbito financiero,
por ejemplo estimar la viabilidad de un crédito. Es decir se busca clasificar a los clientes
en el grupo de aquellos que son solventes y por lo tanto pagardn el importe de su deuda
o en el grupo de aquellos que incurrirdn en impagos y a los que por lo tanto no deberia
otorgarse el crédito. Las consecuencias de una mala clasificacién de los clientes resultan
entonces evidentes.

Una vez adquiridos los conocimientos bésicos de dlgebra lineal y andlisis multivariado, es
posible abordar la teorfa del andlisis discriminante, en sus dos grandes vertientes, el anédlisis
discriminante descriptivo y el andlisis discriminante predictivo. En este capitulo abordaremos
diferentes aspectos de esta teorfa tales como su objetivo y planteamiento del problema, las
funciones discriminantes, las reglas de clasificacién y las pruebas de significancia estadistica
empleadas en esta técnica. Finalmente, en el siguiente capitulo se realizara una aplicacion de
esta técnica multivariada al nivel de ingreso de los hogares.
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3.2 Objetivo y planteamiento del problema

Como ya se habfa mencionado, el andlisis discriminante es una técnica multivariada que busca
obtener reglas para la clasificacion de un nuevo individuo en la poblacién o grupo a la que
pertenezca mas probablemente. Esto supone la existencia de g grupos o poblaciones previa-
mente definidos que sean mutuamente excluyentes. Es decir cada individuo pertenece a uno
y s6lo uno de los grupos. La clasificacién de un nuevo individuo se hard a través de ciertas
caracterfsticas conocidas de éste. Estas caracteristicas deberdn ser las mismas que aquellas
de los individuos ya clasificados, utilizadas para obtener las reglas de clasificacién. Es decir
el andlisis discriminante pone en relacién (por medio de una combinacién lineal de variables)
una variable categérica dependiente ( la pertenencia a alguno de los g grupos) con una serie de
variables continuas independientes (caracteristicas del individuo) que seran llamadas variables
discriminantes.

En este sentido, el andlisis discriminante puede compararse con la regresién lineal, a ex-
cepcién que la variable dependiente es categérica y no continua. En el caso de que la variable
dependiente tenga tinicamente dos categorias, el andlisis discriminante podria compararse con
la regresion logistica y serfa interesante comparar los resultados arrojados para un mismo
problema por medio de estas dos técnicas.

En un problema tipico de andlisis discriminante, se cuenta con una muestra de n individ-
uos, clasificados en g grupos mutuamente excluyentes que forman una particién de la muestra.
Para cada uno de estos individuos, se tienen las observaciones de p caracteristicas. Por medio
de esta informacién, se tratard de obtener una funcién discriminante que permita la adscrip-
cion de nuevos individuos al grupo al que pertenezcan con mayor probabilidad. La variable
dependiente categorica tendrd tantos valores discretos como grupos y a lo largo del trabajo
serd denotada por D;, donde 7 indica que se trata del grupo del i-ésimo individuo. Las variables
independientes o discriminantes por medio de las cuales suponemos se diferencian los grupos
se notardn como Xy, Xy, ..., X, ..., X,,, de esta manera X;; representard la observacién de la
j-ésima variable para el i-ésimo individuo . Si tenemos una muestra de n individuos, contare-
mos con n observaciones de cada una de las variables y tendremos g grupos g1, g2, ..., Gk, ---9g
con tamafios iguales a ny ns, ..., ny, ...,n, donde Y 7_ ny = n. El problema principal radica
entonces en encontrar los pesos de las variables discriminantes en una combinacién lineal que
permita asignar un grupo a un nuevo individuo con el menor error posible, esta combinacién
lineal de variables se conoce como funcién discriminante y se detallard en la siguiente seccién.

La solucién de un problema de este tipo puede tener dos propdsitos diferentes, que son a la
vez las dos vertientes del andlisis discriminante, es decir el andlisis discriminante descriptivo y
el predictivo. Como su nombre lo indica, el anélisis discriminante descriptivo estd enfocado a la
descripcion de las diferencias entre los grupos, con el objetivo de determinar en que medida las
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variables discriminantes contribuyen a la diferenciacién entre grupos y cudles son las variables
que tienen mayor poder de discriminacién. Por su parte, el andlisis discriminante predictivo
estd enfocado a la obtencién de funciones discriminantes que permitan la clasificacién de
nuevos individuos con el menor error posible.

Con el planteamiento de un problema tal, surgen diferentes cuestiones que hay que tomar
en cuenta como cudles son las variables que hay que incluir en el modelo y cémo seleccionarlas,
cudles son las més representativas, como clasificar a un individuo con el menor error posible
y bajo que reglas realizar la clasificacién. Estas cuestiones propias del anilisis discriminante
se tratardn en las siguientes secciones.

Como todas las técnicas de andlisis multivariado, la teorfa del andlisis discriminante se basa
en el cumplimiento de ciertos supuestos que teéricamente deberfan ser comprobados antes de
la aplicacién de la técnica, pero cuya comprobaciéon muchas veces resulta muy complicada y
simplemente se dan por hecho. A continuacién se presentan estos supuestos, asi como algunas
alternativas para su comprobacion y algunas consecuencias de la violaciéon de estos.

e Distribucién Normal Multivariada

La aplicacién del andlisis discriminante supone que los datos con los que se trabaja rep-
resentan una muestra aleatoria de una poblacién con distribucion Normal Multivariada. Es
preciso que esto se cumpla para que puedan obtenerse correctamente las probabilidades de
pertenencia a un grupo asi como para que puedan ser empleadas las diferentes pruebas de sig-
nificancia estadistica empleadas en el andlisis discriminante. Estas pruebas utilizan estadisti-
cos que siguen un modelo tedrico de distribucion, y si el supuesto de normalidad multivariante
se viola, el estadistico tendrd una distribucién diferente a la del modelo.

Sin embargo la comprobacién de este supuesto resulta bastante dificil, por lo que en la
mayoria de los casos el supuesto queda sin comprobar. Si bien existen algunos métodos em-
piricos o graficos para la comprobacion de este supuesto (véase por ejemplo Stevens, 1986;
Krzanowski, 1990) por lo general son dificiles de implementar. Cabe senalar que si una variable
tiene distribucién normal multivariada, todas las distribuciones marginales son normales uni-
variadas, si bien el inverso de esta relacién es falso, el hecho de que las variables por separado
tengan una distribuciéon normal univariada aumenta la probabilidad de que su distribucién
conjunta sea normal multivariada. Por ello, serfa recomendable realizar pruebas de bondad
de ajuste a cada variable por separado para comprobar su normalidad (por ejemplo la prueba
Ji-cuadrada o la prueba de Kolmogorov-Smirnov).

Los resultados del andlisis discriminante no se ven seriamente afectados si la distribucién
de las variables discriminantes no se aparta demasiado de la normal multivariada, atin menos
si se trabaja con muestras muy grandes.
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e [gualdad de las matrices de varianza covarianza

Otro supuesto del andlisis discriminante es que las matrices de varianza covarianza para
las poblaciones de las que fueron extraidos los grupos deben ser iguales. Este supuesto resulta
bastante severo, y en la practica raramente se cumple ya que los tamanos de las matrices
son muy grandes y para que estas fueran iguales cada uno de sus elementos deberia ser igual.
Existen varias pruebas para comprobar la igualdad de matrices de varianza-covarianza como
por ejemplo la prueba M de Box, descrita en el capitulo anterior. Al trabajar con muestras
muy grandes, la diferencia entre las matrices de varianza covarianza suele resultar significativa
aunque éstas no difieran en gran medida. Es asf mismo importante tomar en cuenta que esta
prueba es sensible a la violacién del supuesto de normalidad multivariada.

e Linealidad

El modelo del andlisis discriminante asume relaciones lineales entre las variables, lo que
implica que existen relaciones lineales entre las variables de cada grupo, que pueden ser repre-
sentadas por una recta, por lo que los diagramas de dispersiéon pueden ser titiles para compro-
bar este supuesto. Otro método para comprobar el cumplimiento de este supuesto estd dado
mediante el cdlculo de los coeficientes de correlacion lineal de Pearson.

e Ausencia de multicolinealidad y singularidad

La multicolinealidad ocurre cuando dos variables de la matriz de correlaciones muestran
una correlacion perfecta y tienen el mismo patrén de correlaciones con el resto de las variables,
lo que indicarfa que las variables tienen el mismo comportamiento y aportan informacién
redundante. La singularidad se da cuando las puntuaciones alcanzadas en una variable son
aproximadamente una combinacién lineal del resto de las variables, es decir cuando existe
una correlacién multiple entre una variable y las demds. De nueva cuenta una variable con
estas caracteristicas estarfa aportando informacién redundante. De esta manera, si existe
multicolinealidad o singularidad, no puede realizarse la inversién de la matriz de varianza
covarianza ya que el determinante serfa igual a cero. Esta inversién es necesaria para la
obtencion de los coeficientes de la funcién discriminante, como se verd mas adelante, por lo
que es importante que el supuesto de ausencia de multicolinealidad y singularidad se cumpla.
En caso no cumplirse este supuesto, la solucién mas evidente es eliminar la o las variables
en cuestiéon. Existen diferentes métodos para detectar multicolinealidad o singularidad en las
matrices por ejemplo se puede obtener la matriz de correlaciones de Pearson y de arrojar
valores cercanos a (.99, esto nos indicarfa la presencia de variables redundantes.
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Ademsds de estos supuestos, hay que tener en cuenta algunas consideraciones para la
correcta aplicacion del andlisis discriminante.

Por ejemplo, el andlisis discriminante supone que las variables independientes sean varia-
bles continuas, sin embargo en la préctica es muy comin utilizar variables categéricas, que
en caso de ser de méds de dos categorias deberdn recodificarse en variables dicotémicas que
podran ser incluidas en el modelo siempre y cuando la distribucién muestral de la media sea
normal. De acuerdo con el teorema del limite central, siempre que el tamano de la muestra
sea grande, la distribuciéon muestral de la media es normal, por lo que para muestras grandes
las variables dicotémicas pueden ser empleadas sin mayor problema.

Teoéricamente, no existe limite para el niimero de variables independientes o discriminantes,
pero este debe no debe ser mayor al nimero de casos que se tengan para el grupo mas pequeno.
En la bibliografia del andlisis discriminante, es comin encontrar la recomendacién de que es
preferible contar con al menos 20 casos por cada variable independiente incluida en el modelo,
para asi obtener conclusiones correctas.

En lo que respecta al tamano de los grupos, no existe inconveniente en que estos difieran
en su tamano, de ser asf tinicamente habria que tomar en cuenta esto al momento de realizar
la clasificacién de los sujetos, al asignar probabilidades a priori diferentes a cada grupo de
acuerdo con su tamano.

Al igual que en otras técnicas estadisticas, deben tomarse en cuenta ciertas consideraciones
sobre los datos tales como los datos desaparecidos o “missing data” y los caso aislados o
“outliers”. En caso de los missing data, si estos se presentan en la variable dependiente,
los sujetos en cuestién pueden separarse y al finalizar el andlisis podrdn retomarse para asf
predecir su grupo de pertenencia. Si en cambio alguna de las variables discriminantes presenta
datos desparecidos, podemos recurrir diferentes procedimientos (por ejemplo substitucién por
la media o regresién) para estimar estos valores, siempre y cuando los casos en los que se
presenten no tengan un comportamiento diferente a los del resto de la muestra.

Una exploracién previa de los datos puede tener como resultado la identificaciéon de casos
aislados, para el caso de datos multivariados, es comtin recurrir a la distancia de Mahalanobis
entre un individuo y el centro de su grupo para la detecciéon de estos casos. De encontrarse
tales casos, habréd que tener cuidado en los efectos que pudieran tener en el andlisis, de nueva
cuenta al contar con muestras grandes el efecto de uno o dos casos aislados no tendra gran
impacto sobre los resultados.
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3.3 Funciones Discriminantes

El objetivo bésico del andlisis discriminante es la obtencién de funciones lineales, conocidas
como funciones discriminantes que permitan tanto clasificar a los individuos en uno de los
grupos definidos, como describir las diferencias entre esos grupos. Las funciones discriminantes
tienen entonces un papel fundamental para el desarrollo de esta técnica. En esta seccién se
definirén estas funciones, asi como la interpretacién geométrica que se les puede dar. También
se establecerd la manera en la que se obtienen los coeficientes de estas funciones.

3.3.1 Definicién

Una funcién discriminante es una combinacién lineal de variables discriminantes que per-
mite la asignacién de cada individuo a uno de los grupos previamente definidos, con el menor
error posible. Supongamos que tenemos p variables independientes (X, X, ..., X,) medidas
para n individuos divididos en ¢ grupos preestablecidos. La funcién discriminante o funcién
lineal discriminante para el i-ésimo individuo del grupo £ estd entonces dada por:

Yii = ap + a1 X1 + asXip + - + 0, X5 (3.1)
donde:

s

Y}: es el valor de la funcién discriminante para el i-ésimo individuo del grupo k. Este valor
es también conocido como puntuacién discriminante.

Xi; es el valor de la j-ésima variable para el i-ésimo individuo

aj ,j=1,...,p es la ponderacién o coeficiente de la j-ésima variable (ao es constante)

La asignacién de los valores aj, como se detallard més adelante, debera de ser de tal
manera que la variacién dentro de los grupos (within) sea minima y la variacién entre los
grupos (between) sea maxima. Los coeficientes de la primera funcién discriminante que se
determinen, deben de ser de tal forma que las puntuaciones medias de cada grupo sean los
mads distintas posible. La segunda funcién seguird el mismo criterio ademads de que sus valores
no deben estar correlacionados con los obtenidos en para la primer funcién. Las funciones
discriminantes sucesivas se obtendran de manera similar.

Si se tienen p variables independientes y ¢g grupos, el niimero méximo de funciones discri-
minantes que podremos obtener, denotado por ¢, estard dado por ¢ = min(p,g — 1), como
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veremos mas adelante. Si aplicamos todas las funciones discriminantes a las observaciones de
un individuo, obtendremos todas sus puntuaciones discriminantes, denotadas por z1;, 22, ..., Zgi
y gracias a ellas se podrd asignar un grupo de pertenencia al individuo en cuestion.

3.3.2 Interpretacion geométrica de las funciones discriminantes

Las observaciones de las p variables para los n individuos pueden interpretarse como las
coordenadas de n puntos en un espacio p-dimensional. Por ejemplo si contdramos con una
muestra de observaciones de tres variables para n individuos, estas podrian verse como las
coordenadas de n puntos en un espacio tridimensional, cuyos ejes estdn formados por las
tres variables discriminantes o independientes. Ahora bien, si partimos de la idea que los
n individuos de la muestra se dividen en tres grupos diferentes definidos previamente, es de
esperar que los individuos de cada grupo se comporten de manera similar y por lo tanto
se localicen en una regiéon determinada del espacio. Cada grupo puede ser caracterizado
por su centroide, el cual puede también ser interpretado como un punto en el espacio, que
caracterizard la posicion del grupo en este espacio, como se muestra en la siguiente figura.

X2

Grupo 1

- Grupo 3

Grupo 2

X3

* Observacion de un individuo

X 3 m Centroide

Figura 3.1 Observaciones y centroides de tres grupos, en un espacio definido por tres
variables discriminantes

Para poder describir las diferencias de los grupos en funcién de las variables discriminan-
tes, habrda que determinar, a través de la posicién de sus centroides, si los grupos estan lo
suficientemente diferenciados en el espacio p dimensional. Las diferencias entre las posiciones
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relativas de los centroides no necesariamente tienen que representarse en un espacio de dimen-
sién p, de hecho los centroides definen un espacio de dimensién (¢ — 1) donde g es el nimero
de centroides o grupos definidos previamente.

De esta manera si él nimero de grupos que se tiene es igual a tres, los centroides definirian
un plano y dentro de este plano es también posible caracterizar el centroide general que
es aquel en el que no se consideran las diferencias de grupos. Este centroide general serd
considerado como el origen en el espacio definido por los centroides de cada grupo. Una vez
definido el origen, resta a definir la orientacién de los ejes. El primer eje puede construirse de
tal manera que los centroides de los grupos queden lo més separados posible. Si el nimero
de grupos es mayor a dos, pueden generarse nuevos ejes hasta obtener (¢ — 1). Un segundo
eje se obtiene con el mismo criterio de maxima separacion entre los grupos con la condicién
adicional de que sea perpendicular al primer eje. En el caso de tener més de tres grupos, los
ejes sucesivos se definen de la misma manera. Para el caso de tres variables discriminantes
y tres grupos, tendrfamos entonces un plano definido por los centroides dentro del cual es
posible definir dos ejes como descrito anteriormente, tal y como se muestra en la siguiente
figura.

X2

X 3 B Centroide

Figura 3.2: Funciones discriminantes para tres grupos y tres variables discriminantes

Estos ejes que maximizan la diferencia entre los grupos y ademds son ortogonales entre si,
corresponden a las funciones discriminantes. En otras palabras, las funciones discriminantes
pueden ser vistas como ejes o dimensiones de un espacio en el que pueden ser examinadas
las diferencias entre los grupos. Por medio de las ecuaciones de las funciones discriminantes,



3.3 Funciones Discriminantes 61

se transforman las coordenadas de las observaciones, del espacio p dimensional al espacio
definido por medio de los centroides. Es decir las puntuaciones discriminantes de las
observaciones, obtenidas con cada ecuacién discriminante, son las coordenadas de éstas sobre
un eje discriminante.

Como hemos visto, el nimero de funciones discriminantes nunca a puede ser mayor al
nimero de grupos menos uno. Sin embargo si el nimero de variables p es menor que niimero
de grupos, tendremos p funciones discriminantes y en este caso las funciones discriminantes
no permiten el cambio de coordenadas a un espacio de dimensién menor, sino simplemente
generan un cambio de ejes dentro del mismo espacio p-dimensional.

3.3.3 Obtencién de los coeficientes de las funciones discriminantes

Supongamos que contamos con p variables discriminantes, a partir de las cuales generamos
una combinacién lineal que permita la discriminacién de n individuos en g grupos diferentes.
Esta combinacién serfa entonces de la forma:

Y = CL1X1 + a2X2 + -+ Clep (32)

Por medio de esta combinacién lineal, obtendremos para cada individuo una sola pun-
tuacion, y las puntuaciones de todos los individuos pueden agruparse en una unica variable.
A partir de esta variable podemos determinar las diferencias entre las medias de los grupos,
al analizar el cociente entre las sumas de cuadrados intergrupos y las sumas de cuadrados
intragrupos.

Recordemos primero las matrices W y B, brevemente presentadas en el capitulo ante-
rior (2.64 ,2.65). La matriz W es la matriz de sumas de cuadrados y productos cruzados
intragrupos y estd dada por:

g ng

W= (X — X)) (Xps — Xi)' (3.3)

k=1 1=1

Esta matriz recoge toda la informacién referente a la variabilidad al interior de los grupos.

La matriz B es la matriz de sumas de cuadrados y productos cruzados intergrupos, en ella
se recaba toda la informacién referente a la variabilidad entre los grupos y estd dada por:

B= Eg:(xk - X)(X, — X (3.4)
k=1
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Gracias a estas matrices, tenemos entonces toda la informacién referente a la variabilidad
intergrupos e intragrupos, de hecho es posible demostrar que':

T=W+B (3.5)

donde T es la matriz total de sumas y productos cruzados dada por:

g ng
T=> ) (Xu—X)(Xp — X) (3.6)
k=1 i=1
En esta matriz se recoge la informacién de la covarianza entre cada pareja de variables, de
hecho bastaria dividir por (n—1) cada elemento de la matriz para obtener la covarianza mues-
tral entre cada par de variables. La ecuacién (3.5) se conoce también como descomposicién
de la varianza.

Gracias a estas matrices, podemos expresar la variabilidad intergrupos e intergrupos para
la variable Y.

La variabilidad intragrupos en términos de Y esta dada por:
a’'Wa (3.7)
y la variabilidad intergrupos en términos de Y es:
a’Ba (3.8)
donde a = (ay, as, ..., a,)
Recordemos que W = S; + Sy + ... + S, (2.64) , donde S;(X) es la matriz de sumas de
cuadrados y productos cruzados totales del :—ésimo grupo, que puede expresarse de la forma

S, = X'X — X’X . Ahora bien para la matriz de sumas de cuadrados y productos cruzados
totales de Y, tenemos, para el :—ésimo grupo:

S;(Y)=YY-YY
donde Y puede expresarse como Xa y Y como Xa, de esta manera tendriamos
S(Y) = (Xa)'(Xa) - (Xa)'(Xa)
= (a'X)(Xa) — (a’X’)(Xa)
= a/(X'X)a—a'(X'X)a
= a/(X'X - X'X)a
a's;(X)a

Ver por ejemplo Bardos Mireille "Analyse discriminante, Application au risque et scoring financier" Ed
Dunod 2001
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ahora bien respecto a la matriz de sumas de productos cruzados intragrupos en términos de
Y, que denotaremos como SSy(Y), tenemos, aplicando lo anterior a cada uno de los grupos
y sumando los resultados:

SSw(Y) =a'S;(X)a+a'Sy(X)a+ - +a’'S,(X)a
o simplemente
SSw(Y) = a'Sja+a'S,a+---+a'Sya
a'(S1 4+ Ss+---+8,)a

lo que es equivalente a
SSw(Y) =a'Wa

La demostracién para la variabilidad intergrupos se realiza de manera similar?

Utilizando las ecuaciones (3.7) y (3.8) podemos escribir el cociente entre la variabilidad
intergrupos e intragrupos de Y , como funcién del vector de coeficientes a. De esta manera
obtenemos:

!/

aBa_ (3.9)

a’Wa
donde A es un escalar que utilizaremos como criterio para medir la diferenciaciéon de los
grupos y que es conocido como criterio de discriminacién. Cabe senalar que este cociente
es similar a la F utilizada en el anélisis de varianza (F = %g), con la diferencia que
el segundo factor es constante para cualquier situacién concreta, y por lo tanto sélo el primer
factor es relevante para determinar en qué medida las medias de los grupos varfan en relacién

con la variabilidad interna de los grupos.

El problema consiste entonces en encontrar los valores de a, que maximicen el criterio de
discriminacién. Para ello, se calcula la derivada parcial del cociente respecto a cada elemento
a; de a, y se iguala el resultado a cero.

Es posible demostrar® que 2 (x'Ax) = (A + A’)x, donde x es un vector de dimensién p
y A una matriz de dimensién p x p (si A es simétrica esto se reduce a = (x'Ax) = 2Ax ),y
que By W son matrices simétricas, es decir B = B’ y W = W'. De esta manera, la derivada
parcial de \ respecto a a, estd dada por:

oA _ 9w
da da
2Ba(a’Wa) — (a'Ba)2Wa
(a’Wa)?

2Ver por ejemplo Tatsuoka Maurice, "Multivariate Analysis: Techniques for educational and psychological
research", Fd John Wiley and Sons,1971

3Ver por ejemplo Tatsuoka Maurice, "Multivariate Analysis: Techniques for educational and psychological
research", Ed John Wiley and Sons,1971
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dividiendo el numerador y el denominador por (a’Wa) obtenemos:

2[Ba — A\Wa] 0
(aWa)
lo que es equivalente a
(B—AW)a=0

Asumiendo que W es invertible y postmultiplicando por W~! tenemos
(W'B—-AM)a=0 (3.10)

que es una ecuaciéon del tipo (A — AMI)v = 0 y como sabemos las soluciones de A son los
eigenvalores de la matriz A y las soluciones de v corresponden a los eigenvectores asociados
(ver seccién 1.5). De esta manera, al obtener los eigenvalores y eigenvectores de W~1B, se
resuelve el problema de maximizacién del criterio discriminante.

El rango de una matriz producto no puede ser mayor al menor de los rangos de las matrices
que conforman el producto. Suponiendo la no singularidad de W y que n-g>p, la matriz W
serd de rango p. Por otra parte, el rango de B es igual al minimo entre ¢ — 1 y p. Por
ello, el rango de la matriz W~'B, que denotaremos como ¢ serd igual a ¢ = min(g — 1, p).
Dado que el nimero de eigenvalores distintos de cero coincide con el rango de la matriz,
para W1B tendremos ¢ eigenvalores no nulos y ¢ eigenvectores asociados. Asi, al resolver
la ecuacion (3.10) obtendremos ¢ eigenvectores Ay, Ag, ..., A, (ordenados de mayor a menor) y
q eigenvectores asociados Ay, Ay, ..., A, (6 aj, ay, ..., a,). Puesto que el eigenvalor \; es el de
mayor magnitud, la funcién

q

Y = (anXy) + (a12Xsg) + -+ + (a,Xp) (3.11)

es la combinacién lineal que consigue una mayor discriminacion.

La segunda funcién, asociada al segundo eigenvalor, estarfa dada por

Y, = (a21 X)) + (ag2Xs) + -+ - + (az,Xp) (3.12)

y es la que presenta mayor poder de discriminacién después de Y; y ademads no estd correla-
cionada con esta tltima.

Las funciones discriminantes sucesivas se definen de manera andloga, hasta completar ¢
funciones discriminantes, que también se conocen como funciones lineales discriminantes.

Los coeficientes a;, conocidos como coeficientes no estandarizados, obtenidos de esta
manera suelen utilizarse para la clasificacién de los individuos, sin embargo no son interpreta-
bles ya que estos fueron calculados tomando en cuenta diferentes escalas. Para que estos
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coeficientes fueran comparables bastaria multiplicar cada elemento del eigenvector a; por la
raiz cuadrada del elemento diagonal correspondiente de W. Asi tendriamos:

Wi

n—g

a, i=1,..p (3.13)

Estos coeficientes se conocen como coeficientes discriminantes estandarizados y por
medio de ellos es posible comparar las distintas contribuciones de las variables a las funciones
discriminantes. Algunos algoritmos de anilisis discriminante incluyen un ajuste a los coefi-
cientes y una constante en el modelo, para hacer coincidir el origen de cada eje discriminante
con el centroide global, esta pude calcularse de la manera siguiente:

/
a; = a;\/n — g
p
apg = — E aiXi
i=1

De esta manera, la puntuaciéon discriminante asignada a un caso representa el nimero de
desviaciones tipicas que este se aleja del centroide global.

3.4 Reglas de Clasificacién

Como ya lo habfamos mencionado, uno de los objetivos del anélisis discriminante es la clasifi-
cacion de los individuos en uno de los grupos previamente definidos, con el menor error posible.
En esta secciéon, se describirdn brevemente algunos de los métodos de clasificacién, como por
ejemplo aquellos en los que no es necesario el uso de funciones discriminantes, sino mas bien
de funciones de clasificacién. Sin embargo, muchos autores senalan que la clasificacién a través
de las funciones discriminantes arroja mejores resultados en muchos de los casos y ademas es
més facil de implementar.

3.4.1 Funciones de Clasificaciéon de Fisher

Como se mencioné anteriormente, Fisher fue el primero que sugirié una combinacién lineal
de variables para la clasificaciéon de los individuos. Esta combinacién deberia construirse de
tal manera que lograra la maximizaciéon de las diferencias entre los grupos al tiempo que
minimizara la diferencia dentro de los grupos. Basada en esta idea, existe una funcién de
clasificacién, llamada funcién de clasificacién lineal que estd dada por:

hi = bro + bra X1 + bpaXo + - -+ + b X, (3.14)
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donde hy, es la puntuacién obtenida por un individuo para el grupo k (k = 1...g).

En el caso de esta funcién de clasificacién, conocida como funcién de clasificacién de
Fisher, los coeficientes se obtienen de la siguiente manera:

p
b = (n—g)) w;X; (3.15)
=1
I, —
bko — —§Zlbij]
j:

donde w;; es un elemento de la matriz W definida anteriormente.

Estas puntuaciones serdn maés altas cuanto més cercano esté el caso del grupo, de esta
manera se evaliian las puntuaciones de cada individuo para todos los grupos y el individuo
serd asignado al grupo para el cual haya obtenido la puntuacién més elevada. Cabe senalar
que este procedimiento es sensible a la violacién del supuesto de igualdad de las matrices de
varianza covarianza, de violarse este supuesto, los individuos tenderdn a ser clasificados en
el grupo de mayor dispersiéon. Algunos paquetes estadisticos tales como el SPSS permiten la
obtencion de los coeficientes de la funcién de clasificaciéon de Fisher con facilidad, para asi
poder construir una funcién de clasificacién para cada grupo que permitird la obtencién de las
puntuaciones para cada individuo. El individuo quedara entonces clasificado en el grupo para
el que haya obtenido una mayor puntuacién. Si bien las funciones discriminantes ascienden
a ¢ =min(g — 1,p), en el caso de las funciones de clasificacién de Fisher, siempre tendremos
tantas funciones como grupos.

3.4.2 Funciones de Distancia Generalizada

Otra manera de clasificar a un individuo dentro de un grupo se realiza por medio del cédlculo
de la distancia entre las observaciones de este individuo y los centroides de los grupos. En
este caso, el individuo se asignarfa al grupo de cuyo centroide se encuentre mas préximo. La
distancia de Mahalanobis entre un individuo con vector de observaciones X; y el centroide de
un grupo f,, como se menciono en el capitulo anterior (2.46) estd dada por:

Ay = [(Xi—ug)'Zgl(Xi—ug)]l/ ? donde %, es la matriz de varianza covarianza de la poblacién g

Para la clasificacién de los individuos, es comtn utilizar una expresién equivalente a la



3.4 Reglas de Clasificacién 67

anterior dada por:

p p

D*(X [Gr)=(n—g) ) > wiy(X; = Xu)(X; — X ) (3.16)

i=1 j=1

donde G, es el centroide del grupo k y w;; es un elemento de la matriz W definida anterior-
mente.

De esta manera un individuo se asignara al grupo respecto al cual presenta la distancia més
pequena. Mads delante veremos como este mismo concepto de distancia puede ser empleado
para la clasificacién de los individuos desde un punto de vista probabilistico.

3.4.3 Probabilidad de pertenencia a un grupo

Reglas de clasificaciéon en general

Muchas de las reglas de clasificaciéon utilizadas cominmente se basan en el principio de
méaxima verosimilitud, es decir se pretende asignar un individuo al grupo para el cual
su vector de observaciones tenga la mayor verosimilitud de ocurrencia. Esto puede verse en
términos de las funciones de verosimilitud o de las funciones de densidad.

Por ejemplo consideremos el caso de una sola variable X y dos grupos distintos, denotados
por G y G5, Supongamos ademds que los modelos ( o funciones de distribucién) para las dos
poblaciones son como se representan en la siguiente figura:

fgX)
f

f, (2

f;

f,(

Figura 3.3: Representacién grafica de dos funciones de densidad.
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Ahora bien, supongamos que tenemos una observaciéon extraida del grupo 1, digamos
X = a. Denotaremos la funcién de verosimilitud de para el grupo 1 como fi(a) y para el
grupo 2 como fy(a). De acuerdo con el principio de méxima verosimilitud obtendriamos la
siguiente regla de clasificacion:

Asignar un individuo con X = a al grupo 1 si fi(a) > f2(a), de lo contrario asignarlo al grupo 2.

Para el caso de g grupos distintos, suponiendo que las distribuciones son iguales para los
g grupos (por ejemplo todas son normales) y que f denota la funcién de densidad conjunta,
la regla de clasificacién de maxima verosimilitud serfa:

Asignar un individuo 7 al grupo k si
X [ k) > f(Xi | K) (3.17)
para todo k # k'

Es decir asignar un individuo ¢ al grupo £ si la verosimilitud de su vector de observaciones
X, es mayor para el grupo k que para cualquier otro grupo k/ .

Esta regla también puede verse en términos de probabilidades méds que en términos de
funciones de verosimilitud. Sea P(X | k) la probabilidad de que un individuo tenga un perfil
parecido a X dado que el individuo pertenece al grupo k, en otras palabras, es la probabilidad
de que ocurra el vector de observaciones X dado que el individuo pertenece al grupo k. De
esta manera, podemos obtener una segunda versién de la regla de clasificaciéon de méaxima
verosimilitud, en términos de probabilidades:

Asignar un individuo ¢ al grupo k si
P(X; | k) > P(X; | k) (3.18)
para todo k # Kk’

Esta regla puede ser vista desde otro punto de vista, al considerar la probabilidad de que
un individuo ¢ pertenezca a un grupo k£ dado que tiene un vector de observaciones X;, es decir
P(k | X;). Esta probabilidad se conoce como probabilidad a posteriori de pertenencia
a un grupo y en este caso, se considera que todos los grupos tienen la misma probabilidad
de ocurrencia, esto es P(k) = P(k') para todo k # k’. De esta manera, los individuos seran
clasificados en el grupo para el cual su probabilidad de pertenencia a posteriori sea més grande.
La regla de clasificacién estaria entonces dada por:

Asignar un individuo i al grupo k si
Pk |X;)> P(K|X;) (3.19)
para todo k # k'
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donde
P(X; | k)

Pk | X;) =
X wor DX | K)

(3.20)

Demostracion.

Sea 7, la proporcién de individuos de la muestra total que pertenecen al grupo k, 7 es
conocida como la probabilidad a priori de pertenencia al grupo % ya que representa la
probabilidad de que un individuo seleccionado aleatoriamente en la poblacién pertenezca al
grupo k, en ocasiones 7y, es denotada por P(k).

Recordemos que por el teorema de Bayes tenemos:

 P(ANB) P(B|
PAIE) ==pm =~ P

Tomando k y X;, como los eventos de interés tenemos:

P(kNX;) = P(X,)P(k | X;) = mP(X; | k)

despejando para P(k | X;) tenemos:

Pk|X;)=—F7" 21
Sin embargo
g g
7Tk/P )(Z k/
ZP(k/|Xi):1:Z]3((—X~)‘)
k'=1 k=1 !
por lo que
g
P(X;) =Y muP(X; | k)
k=1
Substituyendo esta expresion en (3.21) tenemos:
P(X;
Pl | X)) = — P LK) (3.22)

- Yl T P(X | )
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si consideramos que todos los grupos tienen la misma probabilidad es decir que 7 = 7y
para todo k # k', la expresién anterior se simplifica a

P(X; | k)

Pk | X;) =
1% =555, )

(3.23)

Para todas estas reglas de verosimilitud es necesario calcular g valores distintos, para las
dos ultimas reglas, la eficacia dependera del célculo adecuado de las probabilidades, por ello
en caso de que los tamanos de los grupos sean diferentes, habra que tomarlos en cuenta para
el calculo de estas probabilidades.

Al incorporar las probabilidades a priori de pertenencia a los grupos en la regla de decisién
(3.19), como hemos visto en la demostracién anterior, obtenemos la llamada regla de maxima
probabilidad Bayesiana, dada por:

Asignar un individuo 7 al grupo k si
Pk |X;)> Pk | X;) (3.24)
para todo k # Kk’
donde
e P(X; | k)

Plk|X;) =
X = S P W)

(3.25)

Dado que el denominador de la expresién anterior es constante para todos los grupos, la
regla de clasificacién podria basarse unicamente en los valores de 7, P(X; | k) que ademas
resultan proporcionales a los valores de 7. f(X; | k). De hecho la expresion (3.25) podria verse
de manera equivalente como:

Pk |X;) =
B 1% = S T )

(3.26)

Reglas de clasificaciéon basadas en el supuesto de normalidad

Hasta ahora, hemos presentado reglas de clasificacién sin especificar alguna distribucién para
los grupos, sin embargo existen reglas de clasificacién para cuando se supone distribucién
normal multivariada y estas son las que utilizaremos para el andlisis discriminante ya que uno
de los supuestos de este es la normalidad de las distribuciones.

Como se presenté en el capitulo anterior (2.49), la funcién de densidad de un vector
aleatorio con distribucién normal multivariada para un grupo k esta dada por:
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1 1

exp |—=(X — ) Z 1 (X — 3.27

fX k) =

donde p,, es el vector de medias de X y ¥ su matriz de varianzas covarianzas.

Como también ya habfamos sefialado el término (X — p, )3, (X — ) es el indice de
distancia A;; entre un punto y el centroide del grupo. Usualmente, los pardmetros son desco-
nocidos, por lo que se remplazan por sus estimadores muestrales X, y S;, ,dando origen a la
funcién de densidad muestral:

. 1 1 - el %
fX k)= WGXP {—§(X — X3)'S; (X Xk:)} (3.28)

La expresién anterior puede también escribirse para un individuo ¢ como:

. 1 1
fXi| k)= ————exp {——D?} 3.29
(X0 = e | 5P (3.29)
donde D2, = (X; — X;)'S; '(X; — X},) es el indice muestral de Mahalanobis de distancia entre
un individuo y el centroide del grupo k.

Retomando la expresién presentada en (3.26), y substituyendo por la funcién de densidad
muestral tendriamos:

qr ]Sk|_1/2 exp [—%ka}

> w1 v |Sl~c’|71/2 exp [_%D?k/}

donde ¢, = 7, ( dado que (2m)7?/2 es un factor comtin del numerador y el denominador, éste
queda simplificado)

P(k|X;) = (3.30)

De esta manera, la regla de clasificacién de maxima probabilidad para el caso de
una distribucién normal p—variada estard dada por:

Asignar un individuo i al grupo k si
Pk |X;)> P(K|X;) (3.31)
para todo k # k'

donde P(k | X;) se obtiene como en (3.30).

Consideremos ahora el caso de que las matrices de varianza covarianza de los g grupos
sean iguales, esto es ¥ = 3; = ¥y = ... = X, en este caso un estimador de X es la matriz de
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varianzas covarianzas ponderadas S,; presentada en el capitulo anterior (2.51), de esta manera

tendiamos: . .
F(X. — __D*2
FOIR = e e | 5D (3.3

donde D? = (X; — X,,)'S, ' (X; — Xy).

Dado que para este caso (27)?/2 |Spl]_1/ ? serfa un factor comiin en la expresion (3.30), la
regla de maxima probabilidad para el caso de una distribucién normal p—variada
bajo el supuesto de igualdad en las matrices de varianzas covarianzas estaria dada
por:

Asignar un individuo i al grupo k si
P(k|X;) > P(K | X,) (3.33)
para todo k # k'

donde

_1yx2
Pk | X)) = @ exp [~ Dif]

— 3.34
ST geoxp [ 1D72] (334

Esta es la regla de clasificaciéon que utilizaremos ya que para el modelo de anélisis discri-
minante se supone distribucién normal multivariada e igualdad de las matrices de varianza
covarianza. Los estimados de las probabilidades de la expresiéon anterior son los que se cal-
culan en el modelo discriminante y los paquetes estadisticos més comunes (como SPSS y
SAS) las proporcionan para cada individuo y para todos los grupos, no sélo para el de mayor
probabilidad.

Cabe senalar que a partir de estas reglas basadas en la normalidad pueden construirse
otras reglas como por ejemplo las basadas en una funcién cuadritica derivada de (3.31) ,0 en
una funcién lineal basada en (3.33) ,0 en la minima distancia. Sin embargo, para los fines de
este trabajo, la obtencién de estas reglas se deja al lector.?

3.4.4 Clasificacién por medio de la funcién discriminante.

Si bien la funcién discriminante es muy 1til para analizar un problema de discriminacién
desde un punto de vista descriptivo, también resulta 1til para la clasificacién de los individuos.
Las reglas de clasificacién presentadas hasta ahora consideran el cdlculo de g puntuaciones
(obtenidas por combinaciones lineales, distancias o probabilidades) calculadas a partir de las
p variables discriminantes. Para la clasificacién de los individuos, el planteamiento seria el

4Ver por ejemplo Huberty "Applied Discriminant Analysis", 1994 Ed. John Wiley and Sons.
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mismo que el presentado hasta ahora, con la diferencia que los calculos se realizan a partir
de las ¢ funciones discriminantes y no de las p variables, lo que en la mayoria de los casos
resulta mds préctico para el calculo de probabilidades y de distancias. Las clasificaciones
basadas en las funciones discriminantes suelen ser las mismas que aquellas basadas en las
variables independientes, a excepciéon de cuando se viola el supuesto de igualdad de matrices
de varianzas covarianzas.

Para el caso concreto de la aplicacién de este trabajo, la clasificacién se hard entonces uti-
lizando la regla de maxima probabilidad de Bayes aplicada a las puntuaciones discriminantes
obtenidas por cada individuo por medio de las funciones de discriminacién no estandarizadas.
Supondremos que la distribucién de estas tltimas es normal multivariada y por medio del
paquete estadistico SPSS obtendremos tanto las probabilidades de pertenencia a un grupo de
los individuos como las puntuaciones discriminantes de cada sujeto.

3.5 Seleccién de Variables

Otro de los aspectos importantes que hay que tener en cuenta para una buena aplicacién del
andlisis discriminante es la selecciéon de variables. En realidad, al comienzo del anélisis se
cuenta con una serie de variables y el objetivo de la seleccion serd guardar todas aquellas
variables que tengan mayor capacidad de discriminacién y eliminar aquellas que no lo tengan,
de tal manera que el modelo resultante sea el mas eficiente en cuanto a la clasificaciéon de
los individuos. Las variables cuyos valores medios sean iguales para todos los grupos no
estardn aportando informacién por lo que serdn eliminadas, y aquellas variables que aporten
informaciéon redundante también se eliminardn. Si bien es posible realizar un andlisis con
todas las variables que se tienen disponibles (método de inclusién completa), la seleccién de
variables permite obtener mejores resultados al determinar el subconjunto de variables que
méas discrimine los grupos, ademds que al eliminar variables se reduce la complejidad del
problema. Una vez encontradas las variables para el modelo éptimo se realiza la obtencién
de las funciones discriminantes basada en estas variables y posteriormente se clasifican los
individuos.

3.5.1 Condiciones minimas para la selecciéon de variables

Todas las variables, que se considere pueden ser incluidas en el modelo del andlisis discrimi-
nante, deben cumplir ciertas condiciones antes de ser sometidas a los criterios de seleccion,
de no cumplir con estas condiciones, no seran incluidas en el modelo. De igual manera, una
vez realizada la seleccién, independientemente del criterio utilizado, las variables deberédn ser
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revisadas para comprobar que ninguna de las ya seleccionadas deba ser excluida del anélisis.
Las condiciones que las variables deben cumplir se basan en la tolerancia y en los estadis-
ticos parciales Fye entrada ¥ Fue salida- Em otras palabras, para que una variable sea incluida
en el andlisis deberd cumplir con las condiciones de tolerancia y de Fje entrada para poder ser
sometida a los criterios de selecciéon previamente presentados. En cada paso de seleccién de
variables, se comprobard que todas las variables incluidas hasta ese paso cumplan con las
condiciones referentes al estadistico Fye saiqa, de no ser asi, la o las variables que no satisfagan
esta condicién serdn eliminadas.

Tolerancia

La tolerancia es una medida del grado de asociacién lineal entre las variables. En otras pala-
bras, la tolerancia de una variable es la proporcién de varianza de esa variable que no depende
del resto de las variables independientes. La tolerancia para una variable no seleccionada esta
dada por:

tolerancia = 1 — R? (3.35)

donde R? es el cuadrado de la correlacién miiltiple entre la variable candidata a ser incluida
en el modelo y todas las variables ya incluidas en el modelo.

Una variable con tolerancia cercana cero no deberd ser incluida en el modelo, pues esto
indicarfa una fuerte relacion lineal entre esta variable y las variables previamente seleccionadas,
es decir la variable no estarfa aportando informacién adicional. Para poder ser incluida una
variable, debe entonces tener una tolerancia mayor al valor fijado (para el paquete SPSS este
valor es por defecto 0,001) y no debe provocar que el nivel de tolerancia de alguna de las
variables previamente seleccionadas descienda por debajo del nivel fijado.

Estadistico F de entrada

El estadistico parcial Fj. cniraqa mide el incremento producido en la discriminacién tras la
incorporacién de una variable respecto al nivel de discriminacién obtenido por las variables ya
seleccionadas. De esta manera si una variable arroja un valor pequeno en la Fy cntrada S€ria
aconsejable no incluirla en el modelo. El estadistico Fje entrada para una variable ¢ esta dado

por:
n—g—s\ (1-N\/Agy
F, = .
de entrada < g— 1 ) ( Al/A(l) (3 36)
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donde A; es el valor de la lambda de Wilks (ver 2.63) tras la inclusién de la variable i, A;) es
el valor de lambda antes de incluir a la variable 7 y s es el niimero de variables ya incluidas
en el modelo. Este estadistico tiene una distribucién F con (¢ — 1) y (n — g — s + 1) grados

de libertad.

En el paquete SPSS el valor fijado como minimo para la Fy. entraqa €S de 3.84, si una variable
obtiene un estadistico con un valor inferior a este serd excluida del modelo. Sin embargo este
paquete estadistico permite modificar este valor o bien modificar la probabilidad de entrada
que es nivel critico asociado al valor del estadistico Fye entrada (por defecto este nivel se fija en
0.05, pero también es posible modificarlo).

Estadistico F de salida

El estadistico parcial Fj. .4, mide el descenso en la discriminacién suponiendo la elimi-
nacién de una variable del modelo. Un valor bajo del estadistico Fye saiiqa implicarfa que la
variable puede ser eliminada. El estadistico Fy. saiqa para una variable ¢ esta dado por:

n—g-—s 1—Ai/A(i)>
Fesaia: 3.37
feselid ( g—1 )( Ai/Ag) (337)

donde A; es el valor de la lambda de Wilks basado en todas las variables en el modelo (incluida
la variable ©), A(; es el valor de lambda que se obtendrfa tras la eliminacién de la variable i y
s es el nimero de variables ya incluidas en el modelo. Este estadistico tiene una distribucién
Fecon(g—1)y (n—g—s+1) grados de libertad.

Un valor alto en el estadistico Fj saiqa indicarfa una perdida importante en la separacién
de los grupos si se eliminara la variable 7, por lo que serfa recomendable no eliminar esa
variable. Del mismo modo que para el caso del estadistico Fye entrada, €l paquete estadistico
SPSS permite modificar el valor fijado para éste que es de 2.71, o bien modificar la probabilidad
de salida que por defecto es de 0.10. De esta manera si una variable obtiene un estadistico
Fie satiaa menor que 2.71 serd eliminada del modelo. Una vez terminado el proceso de seleccién
de variables, el estadistico Fje saliqa puede ser utilizado para ordenar las variables de acuerdo
con su poder de discriminacién, es decir aquellas que obtengan un valor de Fy, gaiqa mMayor
seran las que més contribuyan a la discriminacién entre grupos.

3.5.2 Meétodos de seleccion de variables

Para resolver el problema de seleccién de variables existen béasicamente tres tipos de algoritmos,
el de seleccién hacia adelante (forward), el de seleccién hacia atras (backward) y el de
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seleccién por pasos (stepwise). El método mas cominmente utilizado es el de seleccién por
pasos, que es el que se empleard para la aplicacion en el siguiente capitulo.

Método de seleccién hacia adelante (Forward)

En el método de selecciéon hacia delante, el primer paso consiste en determinar cual es la va-
riable que logra mayor discriminacion entre los grupos, es decir la que maximiza la separacién
de estos. Una vez seleccionada la primera variable, se procede a la eleccién de la segunda va-
riable, se forman parejas entre la primer variable seleccionada y las restantes, para determinar
la pareja que produce mayor discriminacién. La variable que consiga junto con la primera
variable la mayor discriminacién posible, es seleccionada como segunda variable. Con estas
dos variables seleccionadas y las restantes, se forman triadas para determinar cual serd la
tercera variable seleccionada, con los mismos criterios que para la segunda. Este proceso se
repite hasta que sean incluidas en el modelo todas las variables necesarias, de tal manera que
las restantes no contribuyan en forma significativa a la discriminacién.

Método de seleccién hacia atras (Backward)

El método de seleccién hacia atrds comienza considerando la inclusion de todas las variables,
después de esto se considera la eliminacion de la variable aparentemente menos titil para la
discriminacién. El proceso de seleccién hacia atrds termina cuando ninguna de las varia-
bles incluidas en el modelo pueda ser eliminada, es decir cuando la variable candidata a ser
eliminada (esto es la que menos contribuye a la discriminacién) resulta significativa.

Método de seleccién por pasos (Stepwise)

El método de seleccién por pasos o Stepwise, es el mds cominmente utilizado, en realidad
este procedimiento es una combinacién del método de seleccién hacia delante y hacia atras.
En este método las variables son seleccionadas para su inclusiéon en el modelo exactamente
igual que en el método de seleccién hacia delante, la diferencia radica que en cada paso,
es decir antes de incluir una nueva variable, se comprueba que todas variables previamente
seleccionadas sean significativas. En realidad, las variables se seleccionan una a la vez, y en
cada paso son reevaluadas para asegurar que ninguna de las incluidas anteriormente resulte
redundante ante la presencia de otra variable. De esta manera, se obtiene un subconjunto
6ptimo de variables para la discriminacion, pero cabe senalar que este método no resulta muy
estable ante muestras pequenas. Al emplear el método de seleccién de variables Stepwise
en el paquete estadistico SPSS, se cumplen los supuestos de ausencia de multicolinealidad y
singularidad requeridos para el andlisis discriminante.
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3.5.3 Criterios de seleccion

Para determinar que variables entran y cuales salen, independientemente del método utilizado,
es preciso recurrir a algin criterio de discriminacién. A continuacién se presentan estos crite-
rios, que generalmente suelen conducir a resultados muy similares, cabe también senalar que
el paquete SPSS ofrece la opcién de elegir el criterio que se desea utilizar.

Lambda de Wilks

Como se mencioné en el capitulo anterior (2.63), la lambda de Wilks mide las desviaciones
dentro de cada grupo respecto a las desviaciones globales, sin diferenciar grupos. El estadistico
Lambda de Wilks permite contrastar la hipétesis de igualdad de medias, este estadistico esta
dado por:

A W]

Este estadistico toma valores entre 0 y 1, y la hipotesis se rechaza para valores pequenos
de lambda.

Siguiendo este criterio, en cada paso se selecciona la variable que produce el valor de lambda
mds pequeno para el conjunto de variables seleccionadas. En una selecciéon hacia adelante,
la primera variable seleccionada serd la que presente el valor mds pequeno para lambda. La
segunda variable seleccionada serd aquella que en conjunto con la primer variable seleccionada
arroje el valor de lambda més pequeno. El proceso continuard hasta que todas las variables
sean incluidas o bien ninguna de las restantes cumpla con ciertos criterios minimos para la
seleccion presentados en el apartado anterior.

Como también habiamos mencionado el estadistico lambda puede ser transformado en un
estadistico F' para poder contrastar la existencia de diferencias significativas entre los grupos.
De igual manera, es posible calcular un estadistico F' parcial como vimos en el apartado
anterior. El uso de los estadisticos lambda, F' exacta o F' parcial suele conducir a los mismos
resultados.

EL criterio de lambda Wilks es uno de los m&ds cominmente empleados, en realidad al
utilizar este criterio se busca obtener un modelo que maximice las distancias entre los grupos
al tiempo al tiempo que reduce la variabilidad al interior de los mismos. Este es el criterio
que utilizaremos para realizar la aplicacién del siguiente capitulo.
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Distancia de Mahalanobis

A partir de la distancia de Mahalanobis entre dos centroides (2.45), se tiene una medida,
de la separacion entre dos grupos. Para el caso de la seleccién de variables, el estadistico
utilizado para medir la distancia multivariada entre dos grupos, digamos a y b, serfa:

x(@ (b) (@) <70
D% =(n—g ZZUJ” X" =X X" -X,") (3.39)

=1 j=1

donde p' es el niimero de variables en el modelo y wj; es el elemento ij de la inversa de la
matriz W.

El criterio de seleccién basado en la distancia de Mahalanobis supone el cédlculo de este
indice para todos los grupos respecto a las variables seleccionadas. De esta manera, se de-
termina cual es la pareja de grupos més cercana, esto es la que tenga un valor de D? més
pequeno. La siguiente variable que serd incluida en el modelo, es aquella que maximice el
valor de D? para los grupos que inicialmente estaban més cercanos. Al utilizar este criterio,
se busca que la separacién entre los grupos més cercanos sea maxima en cada paso, de tal
manera que el modelo final logre una distancia méxima entre estos.

F intergrupos

El estadistico F', es un estadistico empleado para medir la diferencia entre dos grupos y con-
trastar la hipétesis de igualdad de medias para estos. Con base en la distancia de Mahalanobis
(3.39) es posible construir un estadistico F que permita la seleccién de variables, éste quedaria

dado por:
n—1—=pnny

F = =Dy P (3.40)

donde p’ es el nimero de variables en el modelo y n,, n, son los tamanos de los grupos a
y b respectivamente.

En cada paso, la variable a ser seleccionada es aquella que produce un mayor valor de F'
para la pareja de grupos inicialmente mas distantes. Este criterio difiere con el criterio basado
en la distancia de Mahalanobis tinicamente porque en él se consideran los tamanos de los
grupos, es decir el estadistico F' es la distancia de Mahalanobis ponderada por los tamanos
de los grupos.
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Varianza residual o Varianza no explicada

El criterio basado en la varianza residual utiliza como criterio de inclusién la suma de la
variacién entre todos los grupos no explicada por las variables ya incluidas en el modelo. Es
decir en cada paso se incorpora al modelo la variable que minimiza la varianza residual. La
varianza explicada por el modelo, denotada por R?, resulta ser proporcional a la distancia
de Mahalanobis en una constante ¢ (R* = D?2), para el cédlculo de la varianza residual,
generalmente se utiliza el estadistico R dado por:

Z Z yan D2 (3.41)

i=1 j=i+1

V de Rao

Otro criterio de seleccién de variables se basa en una medida de distancia entre los grupos
propuesta por Rao (1952), esta medida es conocida como la V' de Rao o la traza de Lawley-
Hotteling y estd dada por:

/

pp g

V-9 Y uw; Y nX" -X)X" - X)) (3.42)

i=1 j=1 k=1

donde p’ es el nimero de variables en el modelo y wy; es el elemento ij de la inversa de la
matriz W.

Cuanto mayor sea la distancia entre los grupos, mayor serd el valor de V', por lo que
la contribucién de una variable a la discriminacién puede medirse a través del incremento
que esta produce en V. Es posible demostrar que V' tiene una distribucién aproximada a
la Ji-cuadrada con p/(g — 1) grados de libertad. El cambio que se produce en V' tiene una
distribucién andloga pero con m(g — 1) grados de libertad, donde m es el nimero de variables
anadidas o eliminadas en cada paso. De este modo, es posible contrastar la significancia
estadistica del cambio en V' tras la inclusién de una variable, si este no resultara significativo,
la variable no serd incluida en el modelo.

Al utilizar este criterio, se busca obtener un modelo que maximice la distancia entre los
grupos, sin embargo, no se toma en cuenta la variabilidad intragrupos. Por medio del paquete
SPSS, es posible especificar el incremento minimo que se tiene que dar en el valor de V' para
que la variable sea incluida en el modelo.
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3.6 Interpretacion de los resultados

Una vez seleccionadas las variables se procede a la obtencién de las funciones discriminantes
y posteriormente a la clasificacién de los individuos cuyo grupo de origen es conocido (mues-
tra de individuos empleada para obtener la regla de clasificacién). Con ello, surgen diversas
cuestiones tales como el determinar si todas las funciones discriminantes son significativas,
como contribuye cada funcién a la discriminacién y como debe interpretarse. En esta sec-
cion trataremos de esclarecer estas cuestiones asi como de determinar si una vez obtenidas
las funciones discriminantes significativas, éstas conllevan a una buena clasificacién de los
individuos.

3.6.1 Funciones discriminantes significativas

Como vimos en la seccién 3.3.3, las funciones discriminantes se obtienen a través de los ei-
genvalores y eigenvectores de la matriz W~'B. Cada funcién discriminante tendrd entonces
asociado un eigenvalor A\ y un conjunto coeficientes, correspondientes a los eigenvectores aso-
ciados. Estos eigenvalores reflejan el grado en que una funcién discrimina entre los diferentes
grupos, es decir mide las desviaciones de las puntuaciones discriminantes entre los grupos con
respecto a las desviaciones totales dentro de los grupos, y su valor es siempre mayor o igual
a cero. De esta manera, la funcién que tenga un valor de A mayor serd aquella que tenga
mayor poder discriminante, por ello si una funcién discriminante tiene un eigenvalor cercano
a cero, esto nos estard indicando que la funcién tiene un poder discriminante priacticamente
irrelevante. El problema radica entonces en tener un pardmetro de que tan pequeno debiera
ser A como para descartar la funcién discriminante en cuestién, que no resulta entonces 1itil
para la discriminacion.

Criterio a partir de porcentajes relativos

Es posible comparar las funciones discriminantes entre si al sumar todos los eigenvalores y
dividir cada eigenvalor por el total obtenido. De esta manera, el porcentaje relativo obtenido
por cada funcién nos indicard que porcentaje tiene esta respecto poder discriminante total de
las funciones. Estos porcentajes relativos, si bien dan informacién de que tan importante es
una funcién respecto de las demds, no permiten determinar si una funcién debe ser excluida,
debido a que no es posible fijar un porcentaje minimo a partir del cudl se considere que la
funcién no es ttil para la discriminacién.
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Correlacién candnica y coeficiente eta

Otra medida de las desviaciones de las puntuaciones discriminantes entre los grupos respecto a
las desviaciones dentro de los grupos estd dada por el coeficiente de correlacién canénica,
que a su vez permite determinar la importancia de las funciones discriminantes. Para la
i-ésima funcién discriminante, el coeficiente de correlacion canénica denotado por «; puede
expresarse a partir del eigenvalor de la funcién ¢ de la manera siguiente:

7"_\/1+>\i

El coeficiente de correlacién canénica puede interpretarse como una medida de asociacion
entre el conjunto de las variables discriminantes y el conjunto que surge de representar los ¢
grupos mediante (g — 1) variables dicotémicas (dummy). Asi, un coeficiente de correlacién
alto, indicard que existe una relaciéon entre la funcién discriminante y los grupos, es decir que
la funcién tiene un buen poder de discriminacién entre los grupos.

Desde el punto de vista del anélisis de la varianza, el coeficiente de correlaciéon canénica, que
en esta caso recibe el nombre de coeficiente eta, mide el grado en que difieren las medias
alcanzadas por la funcién discriminante en los grupos. En este caso se consideran como
variables independientes los grupos y como variable dependiente la funcién discriminante.
Desde este punto de vista tendriamos

2 _ Suma de cuadrados intergrupos

" Suma de cuadrados total

El coeficiente % representaria entonces el porcentaje de varianza de la funcién discrimi-
nante explicada por la diferencia entre grupos.

Si bien el porcentaje relativo indica que tan importante es la funcién respecto a las demés,
el coeficiente de correlacién o coeficiente eta indica el grado de relevancia que esta tiene. Un
coeficiente de correlacién bajo, nos indicard que la funcién puede ser rechazada, aunque esta
funcién tenga un porcentaje relativo importante, lo que sucederia en el caso de que los grupos
no estén lo suficientemente diferenciados respecto a las variables tomadas en consideracion.

Lambda de Wilks

El estadistico lambda Wilks, denotado por A, es una medida de las diferencias entre los
grupos debidas a varias funciones discriminantes, que considera las desviaciones de las pun-
tuaciones discriminantes dentro de los grupos respecto a la desviacién total sin considerar
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grupos. Si el valor de lambda es cercano a 1, esto indicard que los grupos estdn poco separa-
dos. Este estadistico es generalmente usado para medir la discriminaciéon que obtendriamos
al eliminar una funcién discriminante del modelo, lo que nos permitiria en caso de no resultar
significativa, eliminar una funcién discriminante. Como vimos en (2.66) el estadistico lambda
puede escribirse como:

CE |

A= —
s,
Jj=1

donde \;,j =1,..,¢ son los eigenvalores de W~'B

Si el valor de lambda es significativo, consideraremos que la primera funcién discriminante
(que es la correspondiente al eigenvalor més grande) debe conservarse, después de esto se
obtiene el valor de lambda sin incluir a la primer funcién es decir:

CH

A= —_—
s,
Jj=2

En general, el valor de lambda después de la extracciéon de r funciones discriminantes esta
dado por

1 1
A=l

Jj=r+1

Si después de extraer r funciones el residuo no resulta significativo, concluiremos que sélo
las primeras r funciones deben de ser consideradas, en otras palabras, que bastard con r
dimensiones para explicar las diferencias entre los grupos.

Como sabemos, el estadistico lambda toma valores entre cero y uno, y los valores cercanos
a uno indican una escasa discriminacién, sin embargo para determinar si este valor es significa-
tivo 0 no, nos basaremos en la transformacién de lambda vista en el capitulo anterior(2.67),
que tiene una distribucién Ji-cuadrada con p(g — 1) grados de libertad. Esta transformacién
estd dada por:

V=- {n—l—@} In A
Ahora bien dado que
q
1
A=
[T+,
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Tenemos que

Y dado que todas las funciones discriminantes no estdn correlacionadas, los términos In(1+\;)
de la expresiéon anterior son estadisticamente independientes y por lo tanto cada uno tiene
una distribucién aproximada Ji-cuadrada con (p + g — 2j) grados de libertad ®. En general
tendrfamos, para el j—ésimo componente:

V= [n—1—(p*27—9)]1n<1+xj)

Por lo tanto si extraemos V7, V5, etc. de V', el residuo tiene una distribucién Ji-cuadrada y
nos basaremos en estos estadisticos para determinar si la discriminacién residual es significativa
a un nivel a (generalmente fijado en 0.05) y de no ser asi podremos eliminar la funcién o
funciones en cuestion.

A continuacion se presentan estos estadisticos residuales asi como sus grados de libertad.

Residuo al eliminar Estadistico aproximado y? Grados de libertad
Primer funcién V-V plg—1)—(+g9-2)=(p—-1)(9—2)
Primeras dos funciones V-V -V (p—2)(g—3)
Primeras tres funciones V-Vi—Vy—1j3 (p—3)(g—4)

Tabla 3.1 Estadisticos residuales x2 , con sus grados de libertad

Existen otros criterios para determinar la significancia en las diferencias de los grupos
debidas a las funciones discriminantes, como por ejemplo el criterio de Bartlett-Pillai, el
criterio de Roy o el criterio de Hotelling-Lawley, sin embargo para la aplicacién del siguiente
capitulo, nos basaremos en el criterio basado en la lambda de Wilks presentado en esta seccién,
y el estudio de los demés es dejado al lector.’

5Ver Apéndice B

6Ver por ejemplo Huberty "Applied Discriminant Analysis", 1994 Ed. John Wiley and Sons.
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3.6.2 Interpretacién de las funciones discriminantes

Una vez determinadas las funciones discriminantes significativas, se procede a la interpretacién
de las mismas, tomando en cuenta la posicién que determinan para los casos asf como para los
centroides de cada grupo. Ademds, se analizard la relacién entre las variables y las funciones
discriminantes, para asi poder medir la contribucién de cada variable a la discriminacion.

Puntuaciones discriminantes

Por medio del calculo de las puntuaciones discriminantes para cada caso, podemos determinar
las coordenadas de cada individuo sobre los ejes discriminantes. Sin embargo, para estudiar
el comportamiento de los grupos, serd conveniente calcular estas puntuaciones discriminantes
para los centroides, mds que para los casos aislados. Este cédlculo se realiza por medio de
los coeficientes no estandarizados a; (3.2) y permite determinar la posicién del centroide de
cada grupo en el espacio discriminante. Si contamos con varios ejes discriminantes, resultara
complicado determinar la lejanfa o cercania de los centroides, por lo que en este caso se
recurrird a procedimientos gréficos que ayuden a la visualizacién de las posiciones relativas
tanto de los centroides como de los casos individuales. Entre estos procedimientos graficos
tenemos los histogramas totales y por grupo o bien los diagramas de dispersién.

Contribucién de las variables

Los coeficientes no estandarizados pueden ser interpretados como la contribucién absoluta de
una variable a la determinacién de la puntuacién discriminante, sin embargo estos coeficientes
no son comparables entre sf debido a la diferencia en las unidades de medida de las variables asi
como su variacién. Sin embargo, es posible estandarizar estos coeficientes, como se mencioné
en (3.13). Asf obtendriamos:

al=Y""a i=1,.p (3.43)

Por medio de estos coeficientes estandarizados, es posible comparar la contribucién de cada
variable a la discriminacién a lo largo de las diferentes funciones discriminantes.

La contribucién de una variable a las funciones discriminantes también puede medirse en
términos de la correlacién de Pearson entre las puntuaciones de las variables y las puntuaciones
discriminantes.
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Estas correlaciones se conocen también como coeficientes de estructura y pueden cal-
cularse a partir de la siguiente férmula:

wzkak]
rhan; = Z i (3.44)

I M”@

donde
s;; es el coeficiente de estructura intragrupos para la variable i y la funcién j
rl. es el coeficiente de estructura intragrupos entre la variable 7 y la variable k

aj; es el coeficiente estandarizado correspondiente a la variable £ en la funcién j

Estos coeficientes de estructura toman valores entre —1 y 1, un coeficiente cercano a estos
valores indicard que la variable contribuye de manera importante a la funcién, mientras que
un valor cercano a cero indicard que la variable no aporta informacién relevante a la funcién.

La contribucién de una variable a la funcién discriminante puede medirse entonces a través
de los coeficientes estandarizados, que representan la contribucién de cada variable a las pun-
tuaciones discriminantes, o a través de los coeficientes de estructura que miden la correlacién
entre las variables y las funciones discriminantes.

3.6.3 Clasificacién de los individuos

Una vez realizada la parte descriptiva del andlisis discriminante, ya se cuenta con la informa-
cion de céomo estdn separados los grupos y de cuales son las variables que mds contribuyen
a la discriminacién, sin embargo, si el problema se centra en la obtencion de reglas para la
clasificacién de los individuos, esta informacién resultard poco interesante y el interés principal
serdn los resultados de clasificacién. Como hemos visto en la seccién 3.4, existen diferentes
reglas de clasificacién, la que utilizaremos para la clasificacién de los individuos en el siguiente
capitulo se basa en la regla de maxima probabilidad de Bayes y se realiza a través de las
funciones discriminantes. Una vez realizada la clasificacién, habrda que determinar que tan
precisa es por medio de la cuantificacién de los casos correctamente clasificados, pero también
de los errores. De este modo podremos evaluar si esta regla es aplicable a nuevos individuos
y saber que resultados pueden esperarse en este caso.

Al aplicar la regla de clasificacién a los individuos en los que nos basamos para construir
esta regla, podemos comparar los resultados obtenidos con los datos observados. Esta com-
paracion se resume en la llamada matriz de clasificacién o matriz de confusién, en ella
se presentan los casos que resultaron clasificados en cada grupo, asi como los esperados.
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La estructura de esta matriz para el caso de tres grupos se muestra en la siguiente tabla:

Grupo esperado
Grupo 1 | Grupo 2 | Grupo 3 | Total
Grupo Grupol ni1 N12 13 ny
observado | Grupo 2 N9t N9 93 o
Grupo 3 n31 N3 N33 n3
Total n.a .9 n.3 n

Tabla 3.2: Estructura de la matriz de clasificacion

donde n;; es el nimero de casos del grupo 7, adscritos al grupo j por medio de la regla de
clasificacién.

Por medio de esta matriz es posible identificar los casos clasificados correctamente, que son
los que se sitian en la diagonal descendente, asi como los errores que se estdn cometiendo. El
paquete estadistico SPSS, arroja en su salida esta matriz, y en ella se presentan los casos en
valores absolutos asi como en porcentajes. Si el porcentaje de clasificacion correcta total (para
tres grupos estaria dado por (nj; + ngs + ng3)/n) es alto, podriamos esperar que al aplicar
esta regla a nuevos individuos se obtengan buenos resultados. El porcentaje de clasificacién
correcta es una medida de bondad de ajuste de la clasificacién, pero también es un reflejo
de las diferencias entre los grupos. Una buena clasificacién indica que las variables permiten
diferenciar correctamente los grupos, sin embargo una mala clasificacién indicard que los
grupos no estdn suficientemente diferenciados respecto a las variables discriminantes. Por
ejemplo, en el caso de dos grupos, si estos estan originalmente solapados o poco diferenciados,
las probabilidades de error en la clasificaciéon son grandes como se muestra en la siguiente
figura:

Grupo 1 Grupo 2

H Ho

[ sujetos en el grupo 1 incorrectamente clasficados en el grupo

Figura 3.4: Errores de clasificacién para dos grupos mal separados
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El porcentaje de clasificacién correcta nos da una idea de que tan buena es la regla de
clasificacién, sin embargo este porcentaje puede resultar optimista, ya que el modelo de dis-
criminacion se ajustard mejor a la muestra que sirvié para construirlo que a cualquier otra
muestra extraida de la poblacién. Por ello, existen algunos métodos para obtener una mejor
estimacién de los errores de clasificacion.

e Uno de estos métodos, consiste en la divisién de la muestra en dos submuestras, una
empleada para construir el modelo y la otra para la validaciéon de la bondad de la
clasificacién. El inconveniente de este método es que buena parte de la informacion 1til
para la construccién de las funciones discriminantes queda inutilizada y ademas supone
la utilizacion de muestras grandes.

e Otro método para reflejar con més realismo la efectividad de las funciones discriminantes
es el método de “dejar uno fuera” o “leave-one-out” (Lachenbruch (1967)) que consiste
en extraer un caso de la muestra y obtener las funciones discriminantes a partir de
los n — 1 casos restantes. El caso extraido es entonces clasificado con las funciones
discriminantes obtenidas por los demads casos. Este procedimiento se realiza para los n
casos, y los individuos no toman parte en la construccién de las funciones que permitiran
su clasificaciéon. Este método es empleado generalmente para muestras pequenas o no
muy grandes, ya que en estas ultimas los resultados de la clasificaciéon pueden diferir de
los obtenidos originalmente.

Otro aspecto que podemos considerar para estimar la bondad de la clasificacién, es que
tanto mejora la clasificaciéon por medio de las funciones discriminantes respecto a una clasifi-
cacién realizada al azar. Por ejemplo en el caso de dos grupos, al clasificar a los individuos
al azar (por ejemplo el lanzamiento de una moneda), esperariamos obtener un 50% de los
individuos correctamente clasificados, y si por medio de las funciones discriminantes obtene-
mos un porcentaje digamos de 60%, esto nos indicarfa que nuestra regla de clasificacién no es
buena y esta muy cercana a la distribucién al azar. Podemos medir este error de clasificacién

a través del estadistico

g
Ne = 2 =1 Tl

g
n— )y il
donde n,. es el nimero de casos correctamente clasificados, m; es la probabilidad a priori de
pertenencia al grupo 1.

T =

En efecto el valor de 7 indicard la proporciéon en que se reduce el error de clasificacion
frente al error que se cometerfa por medio de una clasificacién al azar. Un valor cercano a
uno indicaria que no existen errores de clasificacién.

En lo que respecta a los individuos mal clasificados, es decir aquellos fuera de la diagonal
de la matriz de confusién, hay que tener en cuenta, como se mencionaba al inicio del capitulo,
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que algunos de los errores cometidos, en determinadas circunstancias pueden tener serias
repercusiones. Es el caso por ejemplo de pronosticar que un anestésico es seguro para un
paciente para él que no lo es. Por ello, en muchas ocasiones, se incluyen en el anédlisis costos
de clasificaciéon 7. El paquete estadistico SPSS no ofrece esta opcién, y en el caso de la
aplicacién que realizaremos supondremos que todos los errores tienen el mismo costo.

"Ver por ejemplo Huberty "Applied Discriminant Analysis", 1994 Ed. John Wiley and Sons.



Capitulo 4

Aplicacién

4.1 Introduccion

Una vez adquiridos los conocimientos de la teorfa del anédlisis discriminante, pueden realizarse
distintas aplicaciones de éste en diferentes &mbitos, como se mencioné en el capitulo anterior.
En lo que concierne a este trabajo, la aplicacion se realizard sobre el ingreso per cépita en los
hogares. Los objetivos de ésta aplicacién son determinar los factores que influyen en el nivel
de ingreso per cdpita asi como obtener una regla que permita la clasificaciéon de los hogares
en grupos correspondientes a distintos niveles de ingreso.

El ingreso es una variable muy importante que se utiliza con diversos propésitos, como
puede ser el estudiar las diferencias de ingreso en una poblacién determinada, es decir, evaluar
la inequidad o equidad en la distribucién del ingreso. Dado que dicha inequidad es actualmente
uno de los problemas sociales méds frecuentes en los paises en vias de desarrollo, su evaluacién
resulta critica para la implementacién adecuada de programas prioritarios de desarrollo. De
igual manera, el ingreso es un factor determinante en diversos problemas sociales tales como el
analfabetismo, la desercién o rendimiento escolar, la desnutricién, la incidencia y prevalencia
de ciertas enfermedades, entre otras. Resulta entonces deseable estimar con la mayor precisién
posible el ingreso de las personas para una poblaciéon dada.

Si bien el ingreso es una variable continua, es muchas veces necesario categorizarla para
facilitar asf su manejo. Existen diversas maneras de categorizar el ingreso, se pueden definir
tantas categorfas como se desee y los umbrales que las demarcan pueden ser establecidos bajo
distintos criterios. La divisién del ingreso en rangos resultara entonces subjetiva puesto que el
investigador podra generar tantos grupos como desee y desplazar los umbrales entre un grupo
y otro de manera tal que las categorias se adapten a sus necesidades.
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Por ejemplo, es comin en muchos estudios socio-demogréficos dividir a la poblacién en
dos grupos, los “pobres” y los “no pobres”, sin embargo, el concepto de pobreza es relativo
al tiempo y a las distintas culturas o sociedades, ademds de que existen diferentes tipos de
pobreza, tales como la pobreza en ingreso, la pobreza en salud, la pobreza en educacién, la
pobreza cultural, etc. Categorizar entonces el ingreso para obtener dos grupos de la poblacién,
los “pobres” y los “no pobres”, depende del criterio utilizado para definir “pobreza”. Podria
basarse por ejemplo en el precio de la canasta bésica y dividir asf a aquellos hogares cuyo
ingreso es insuficiente para adquirir la canasta bdsica de bienes y aquellos cuyo ingreso es
suficiente para adquirirla. En 2002, la Secretaria de Desarrollo Social (SEDESOL), a través
del Comité Técnico para la medicién de la Pobreza,! propuso una metodologia para la medicién
de la pobreza monetaria en México, en efecto se definen tres lineas de pobreza:

° Linea de pobreza 1: Considera a todos aquellos hogares cuyo ingreso es insuficiente
como para cubrir las necesidades minimas de alimentacion.

° Linea de pobreza 2: Incluye a los hogares cuyo ingreso es insuficiente como para
cubrir las necesidades de alimentaciéon, asi como para sufragar los gastos minimos en
educacién y salud.

. Linea de pobreza 3: Se refiere a todos aquellos hogares cuyo ingreso es insuficiente
como para cubrir las necesidades de alimentacién, salud, educacién, vestido, calzado,
vivienda y transporte piblico.

Otra categorizacion frecuente del ingreso es aquella en la que se generan deciles, quintiles,
cuartiles, terciles, etc. respecto a la poblacién, es decir, se ordena la poblacién en un orden
creciente respecto al ingreso y se divide en n-grupos del mismo tamano. Siendo la més frecuente
la categorizacién por deciles, empleada por ejemplo por el Instituto Nacional de Estadistica y
Geograffa e Informatica (INEGI), para reportar la reparticion del ingreso en la poblacién. Del
mismo modo, es posible categorizar el ingreso generando percentiles a partir de su distribucién
empirica.

Asi mismo, es frecuente dividir el ingreso en rangos de salarios minimos, tal como se hara en
el presente trabajo. Al categorizar el ingreso, el investigador puede definir diversos umbrales
por ejemplo podriamos encontrar categorizacion con base en salarios minimos por zonas, en
salarios minimos de los hogares o per cépita, asi como con diferentes umbrales, por ejemplo
de 0-2,de 2-4,de4 -8, de 8-14 y méas de 14 salarios minimos, o bien, de 0-1, 1-3, 3-5, 5-7,
7-10 y mds de 10 salarios minimos.

Ver: Comité Técnico para la Medicién de la Pobreza. "Medicién de la Pobreza: Variantes metodoldgicas
y estimacion preliminar". Serie de Documentos de Investigacién, No. 1, SEDESOL, 2002.
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Para realizar la aplicaciéon propuesta en este trabajo, como se detallard més adelante, se
opté por utilizar el ingreso mensual per cédpita en el hogar y una categorizacién de éste en
cinco grupos cuyos umbrales se definen de la siguiente manera:

° Grupo 1: Menos de 1 salario minimo.
° Grupo 2: De 1 a 2 salarios minimos.
° Grupo 3: De 2 a 4 salarios minimos.
° Grupo 4: De 4 a 6 salarios minimos.
° Grupo 5: Més de 6 salarios minimos.

En un principio, se pensaba utilizar para la realizacién de esta aplicacion el criterio pro-
puesto por SEDESOL para distinguir entre la poblacién “pobre” y la “no pobre”, sin em-
bargo, ésta clasificaciéon no serd empleada ya que si bien distingue tres categorias dentro de
la poblacién “pobre”, en la poblaciéon “no pobre” quedan mezclados aquellos hogares cuyo
ingreso es bajo pese a haber cruzado el umbral propuesto de “pobreza”, aquellos cuyo ingreso
es relativamente alto y aquellos cuyo ingreso es muy elevado. En lo que respecta a la catego-
rizacién por percentiles de poblacién, ésta proporciona una aproximacién de la posicién que
ocupan los hogares en la distribucién del ingreso dentro de la poblacién, es decir, el nivel de
ingreso se aproxima mediante su posicién dentro de la poblacién y no de manera nominal. Por
ello se opté por considerar una categorizacion con base en salarios minimos, que proporciona
una gama mds amplia de los niveles de ingreso y refleja la mala distribucién del ingreso en
México como se detallard més adelante.

Cualquiera que sea la categorizacion empleada, es de esperarse que los datos reflejen la
mala distribucion del ingreso que hay en México, y dado que se trata de una variable continua
que fue categorizada, los grupos tendrdn tendencia a solaparse, es decir que los grupos no
estdn completamente diferenciados entre si, por ejemplo un hogar cuyo ingreso mensual per
cépita es de 1 salario minimo tendrd caracteristicas similares de aquel cuyo ingreso es de 1.2
salarios minimos mensuales per cdpita. Ademds que el problema resulta bastante complejo
ya que el comportamiento del ingreso suele ser en ocasiones bastante erratico. Este andlisis
podria del mismo modo realizarse por medio de una regresién lineal que estimara el ingreso
y después categorizar la variable resultante, sin embargo uno de los propdsitos principales del
presente trabajo es mostrar la aplicacién del andlisis discriminante, por lo que la comparacién
con la regresion lineal se deja al lector.

Uno de los aspectos dificiles de captar por medio de una encuesta es el ingreso en los
hogares debido a que los informantes muchas veces no conocen con precisién el ingreso de
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los deméds miembros del hogar, lo que puede traer como consecuencia que se reporten valores
inverosimiles o incorrectos. Muchas veces también se reportan valores perdidos (“missing”)
porque los informantes desconocen el nivel de ingreso de los miembros del hogar o sencillamente
no desean responder por cuestiones personales que pueden ser de seguridad o privacidad por
ejemplo. Asi, en la mayoria de las encuestas, la variable del ingreso tiene valores perdidos,
valores inverosimiles y/o incorrectos.

Por ello, en el presente trabajo, se propone realizar una aplicacién para clasificar a los
hogares en cinco grupos correspondientes a distintos niveles de ingreso, utilizando tnicamente
caracteristicas de ingreso fijo del hogar y algunas de sus caracteristicas socioeconémicas, en
particular del jefe del hogar. De obtenerse una tasa de clasificacién correcta elevada, esto
permitirfa aproximar el nivel de ingreso per cdpita en encuestas que no cuenten con esta
informacién o cuya informacién sea incompleta, inverosimil y/o incorrecta.

Para toda aplicacién, es importante contar con una fuente de informacién veraz y confiable,
por ello, la realizacién del presente trabajo se llevard a cabo utilizando la Encuesta Nacional
de Ingresos y Gastos de los Hogares 2002 (ENIGH 2002), publicada por el INEGI, cuya
metodologia se presenta en el apéndice A. Se opté por utilizar esta fuente de informacién
por ser una encuesta especializada, como su nombre lo indica, en el ingreso de los hogares,
que tiene representatividad a nivel nacional y que es generalmente empleada para los estudios
referentes al ingreso de los hogares en el paifs, por ejemplo, la metodologia propuesta por
SEDESOL utiliza como una de sus principales fuentes de informacién la ENIGH 2000. Cabe
senalar también que se empleé la ENIGH 2002 por ser la versién mas actualizada de las
encuestas de ingreso y gasto de los hogares al momento de realizar el presente trabajo. Si bien
como toda encuesta ésta puede contener informacién errénea o incompleta en lo referente al
ingreso, la ENIGH 2002 , dada su metodologia, resulta ser una fuente confiable en lo referente
a la captacién del ingreso en los hogares.

En el presente capitulo, se detallaréan los aspectos técnicos de la realizacion de la aplicacion,
como son la construccién de la variable dependiente, las variables independientes consideradas
para la construccién del modelo, asi como otras consideraciones sobre los datos tales como
los tamanos de muestra y el comportamiento de las variables. Posteriormente, se realizara
la comprobacién de los supuestos requeridos para la realizacion del andlisis discriminante,
para después llevar a cabo el andlisis discriminante en si mismo. Una vez realizado el anédlisis
discriminante se procederd a la interpretacion de los resultados, permitiendo asf la descripcion
de los factores que influyen en los distintitos niveles de ingreso, la evaluacion de las diferencias
entre los grupos propuestos, asf como la obtencién de una regla de clasificaciéon cuya eficacia
deberd ser evaluada.
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4.2 Consideraciones sobre los datos

La ENIGH 2002, es una encuesta cuyo objetivo general es proporcionar informacién sobre la
distribucién, monto y estructura del ingreso y el gasto de los hogares. Como se detallard en
el apéndice A, el diseno muestral de la ENIGH se caracteriza por ser probabilistico, lo que
permite generalizar los resultados obtenidos a toda la poblacién de la Repiblica Mexicana. El
marco muestral de la ENIGH se basa en la informacién demogréfica y cartogréfica del conteo de
poblacién y vivienda 1995 realizado por el INEGI. La base de datos de la ENIGH 2002 cuenta
con 17,167 observaciones de hogares, que, una vez expandidos los datos, representan 24,650,169
hogares, con un promedio de 4.1 personas por hogar, tomando como definicién de hogar aquel
conjunto de personas, unidas o no por lazos de parentesco, que residen habitualmente en la
vivienda y se sostienen de un gasto comin para comer.

La encuesta contiene informacion de las 32 entidades federativas del pafs que se divide en
dos estratos, urbano y rural; siendo una localidad rural aquella en la que haya menos de 2,500
habitantes y una urbana aquella en la que existen méas de 2,500 habitantes. En la ENIGH
2002, tomando los datos expandidos, los hogares en dreas rurales representan el 36.5% del
total, y aquellos en dreas urbanas el 63.5%.

La encuesta contiene también informacién sobre el ingreso corriente total en los hogares,
que se compone del ingreso corriente monetario y del ingreso corriente no monetario. Para
la realizacién de esta aplicaciéon se considerd unicamente el ingreso corriente monetario de
los hogares que es la cantidad de dinero que recibe un perceptor miembro del hogar por su
trabajo, utilidades, rendimientos, indemnizaciones y transferencias corrientes, de acuerdo a
sus diferentes fuentes >

2Ver Apéndice A
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Las cifras publicadas por el INEGI, con base a la ENIGH 2002, muestran que el ingreso
corriente monetario tiene una distribucién desigual dentro de la poblacién, como se puede ver
en el cuadro siguiente:

Distribucion del Ingreso Corriente Monetario Seguin Deciles de Hogares
(Miles de Pesos)

Ingreso
Hogares Corriente Porcentaje del ingreso total
Deciles Monetario
TOTAL 24,650,169 493,997,718 100 100.00
I 2,465,017 5,845,104 1.18
I 2,465,017 12,391,057 2.51
11.98
n 2,465,017 17,919,047 3.63
v 2,465,017 23,044,450 4.66
\% 2,465,017 29,007,534 5.87
VI 2,465,017 36,097,309 7.31
VI 2,465,017 45,183,146 9.15 50.90
Vil 2,465,017 58,462,506 11.83
IX 2,465,017 82,683,962 16.74
X 2,465,016 183,363,603 37.12 37.12

Los hogares a nivel nacional estan ordenados en los deciles de acuerdo a su ingreso corriente monetario trimestral.
Los hogares que tuvieron cero ingreso corriente monetario, se clasifican en el primer decil.
FUENTE: INEGI. Encuesta Nacional de Ingresos y Gastos de los Hogares, Tercer Trimestre 2002.

Cuadro 4.1: Distribucién del Ingreso Corriente Monetario

Como puede observarse, el 37.12% del ingreso corriente monetario total pertenece al iltimo
decil de hogares, mientras que los cuatro primeros deciles en conjunto sélo tienen el 11.98%.

La variable dependiente del modelo se construyé entonces a partir del ingreso per cdpita
mensual en el hogar (ingreso percédpita), que es a su vez el promedio de los ingresos corrientes
monetarios totales del hogar de los tltimos seis meses, dividido entre el niimero de personas
que conforman el hogar. Para la categorizacién en rangos de salarios minimos, se tomo el
valor del salario minimo legal en la Reptiblica Mexicana (sin distinguir entre las tres zonas de
salario) para 2002, que es de 1192.2 pesos mensuales.
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Asi, los cinco grupos propuestos en la seccién anterior para la realizacién de la presente

aplicaciéon quedarfan definidos de la siguiente manera:

° Grupo 1:

° Grupo 2:

° Grupo 3:

° Grupo 4:

° Grupo 5:

ingreso percédpita <=$1192.2

$1192.2 < ingreso percapita <= $2384.4

$2384.4 < ingreso percapita <= $4768.8

$4768.8 < ingreso percépita <= $7153.2

$7153.2 > ingreso_ percapita

Al categorizar de esta manera la variable de ingreso obtenemos la siguiente distribucién

de la poblacién:

Distribucion de la poblacién en cinco grupos, con base a salarios minimos
|

Frecuencia Porcentaje

Grupo 1: Menos de 1 salario minimo 12,691,800 51.49
Grupo 2: Entre 1 y 2 salarios minimos 6,517,506 26.44
Grupo 3: Entre 2 y 4 salarios minimos 3,470,300 14.08
Grupo 4: Entre 4 y 6 salarios minimos 921,971 3.74
Grupo 5: Mas de 6 salarios minimos 1,048,592 4.25
Total 24,650,169 100

Cuadro 4.2: Distribucién de la poblacién en cinco grupos, con base a salarios minimos

Como se puede observar en el cuadro anterior, el primer grupo es el que tiene una mayor
concentraciéon de hogares, esto debido a la mala distribucion del ingreso mencionada anterior-
mente. En un principio, se considerd la categorizacién 0 - 2, de 2 - 4, de 4 - 8, de 8 - 14
y mds de 14 salarios minimos para realizar la presente aplicaciéon del andlisis discriminante,
sin embargo, el primer grupo presentaba una concentracién atin mayor de la poblacién que el
grupo propuesto de 0-1 salarios minimos, ademds de que la barrera de 1 salario minimo puede
ser mas representativa.
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En la metodologia propuesta por SEDESOL, se considera a una persona “no pobre” (en
referencia a la Linea de pobreza 3) si su ingreso diario es equivalente a 41.8 pesos®, tomando
como referencia un mes de 30 dias, esto serfa equivalente a un ingreso mensual per cédpita de
1,254 pesos, que es un valor no muy lejano al de un salario minimo. Cabe senalar que estos
umbrales son en términos del ingreso per capita, por lo que bajo el criterio de SEDESOL, el
ingreso mensual de un hogar de 4 personas deberfa ser superior a 5,016 pesos, si en ese hogar
existe un solo perceptor, éste deberfa ganar aproximadamente 4.2 veces el salario minimo para
que dicho hogar dejara de ser considerado como pobre. En lo referente al iltimo grupo, se
opté por elegir el rango de los ingresos mayores a 6 salarios minimos, ya que si este umbral se
elevard, la proporcién de la poblacién en el tltimo grupo quedarfa aiin més reducida.

Las variables que se consideraron para ser incluidas en el modelo como variables dependien-
tes pueden dividirse basicamente en dos grupos, las caracteristicas del hogar y sus miembros,
en particular el jefe de familia; y las caracteristicas de las viviendas y su equipamiento. Muchas
de las variables contenidas en la ENIGH son categdricas, como suele ocurrir en la préactica, por
lo que para poder ser empleadas para el andlisis discriminante fueron recodificadas variables
dicotémicas (“dummy”), algunas otras variables se generaron a partir de variables contenidas
en la base de datos.

A continuacién se presenta una lista de todas las variables dependientes consideradas para
ser incluidas en el modelo, especificando la recodificacion o cdlculos realizados sobre ellas. Para
las variables categéricas (més de dos categorias) se especifican los nombres de las variables
dicotémicas creadas ("Dicotémicas"), tomando como cédigos de estas variables, 1 si posee la
categoria en cuestién, 0 de lo contrario.

3Pesos del 2000 en dreas urbanas
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Caracteristicas de los miembros del hogar, ENIGH 2002

Variable I-’regunta Opciones Codigos Dicotomicas
Norte 1 Centro
Zona Zona geografica del pais** Centro 2 Norte
Sur 3 Sur
Hogar unipersonal 1 cla_hog1l
Hogar nuclear 2 cla_hog2
cla_hog Clase de hogar Hogar ampliado 3 cla_hog3
Hogar compuesto 4 cla_hog4
Corresidentes 5 cla_hog5
Urbano 1
urbano Estrato
Rural 0
tam_hog NuUmero de personas en el hogar
hacina Indice de hacinamiento personas/numero de cuartos
depend Indice de dependencia econdmica personas/ nimero de perceptores
menores Nifilos menores de 12 afios
nintraba Nifos entre 12 y 15 afios que trabajan
analfabe Personas de 15 afos y mas analfabetas
. Al menos una persona en el hogar tiene |Si 1
smedich . ‘s
servicio médico No 0

**Nota: Se consideran las zonas geogréficas de acuerdo a la siguiente clasificacion de las entidades federativas:

Zona Centro

Zona Sur

Zona Norte

01- Aguascalientes

04- Campeche

02- Baja California

06- Colima

07- Chiapas

03- Baja California Sur

09- Distrito Federal 12- Guerrero 05- Coahuila

11- Guanajuato 17- Morelos 08- Chihuahua

13- Hidalgo 20- Oaxaca 10- Durango

14- Jalisco 21- Puebla 18- Nayarit

15- México 23- Quintana Roo 19- Nuevo Leodn

16- Michoacén 27- Tabasco 24- San Luis Potosfi
22- Querétaro 30- Veracruz 25- Sinaloa

29- Tlaxcala 31- Yucatan 26- Sonora

28- Tamaulipas

32- Zacatecas

Cuadro 4.3.1: Caracteristicas de los miembros del Hogar
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Caracteristicas del Jefe del hogar, ENIGH 2002

Variable Pregunta Opciones Codigos Dicotomicas
. . - Hombre 1
sexo_jef Sexo del jefe de familia Mujer 0
edad_jef Edad del jefe de familia Edad en afios
i 1
jef_alfa ¢El jefe de familia sabe leer y escribir? s; 0
Unidn libre 1 edo_civl
Casado 2 edo_civ2
edociv  Estado civil del Jefe de familia Separgdo 3 edo_c!v3
Divorciado 4 edo_civ4
Viudo 5 edo_civh
Soltero 6 edo_civé
Ninguna 0
Preprimaria 1 edu_0
Primaria 2
Secundaria 3
educ Educacion del jefe de familia Preparatoria, edu 1
vocacional, normal o -
técnica 4
Unllver5|dad 5 edu 2
Maestria, Doctorado 6
. El jefe de familia trabajo el mes pasado |Si 1
jno_trab .
(por salario, por su cuenta, etc) No 0
cervmed El jefe de familia tiene derecho a Si 1
servicios médicos del IMSS, ISSSTE, No 0
El jefe de familia tiene derecho a otras |Si 1
otraspre . . .
prestaciones como aguinaldo, vacaciones|No 0
El jefe de familia no tiene derecho a Si 1
prestacO .
prestaciones No 0

Cuadro 4.3.2 : Caracteristicas del Jefe del Hogar
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Caracteristicas y equipamiento de la Vivienda, ENIGH 2002

Variable Pregunta Opciones Codigos Dicotémicas
Casa sola que comparte 1
muros tvivl
Casa sola que no 5
comparte _muros
Depaljta?mentp en 3 tviv3
condominio horizontal
tipo_viv Tipo de vivienda Departamer?tc.) en qufICIO 4 tviv4
o0 condominio vertical
Departamento que
comparte el servicio 5 tvivs
sanitario
Cuarto de azotea, local
usado como vivienda, 6 tvive
vivienda movil, refugio
prestada? 1 viv_1
recibida como > viv 2
prestacion? —
rentada o alquilada? 3 viv_3
propia y la estan 4 viv 4
pagando? -
propia en terreno de 5 viv 5
tenencia ¢Esta vivienda es... asen_tamlento |rregl__|_lar? -
propia en terreno ejidal 6 viv 6
0 comunal? —
propia y totalmente
pagada en terreno 7 viv_7
propio?
propia y construida en 8 viv 8
terreno prestado -
otro tipo de tenencia? 9 viv_9
cocina ¢Esta vivienda tiene cuarto para cocinar? s(') (1)
cocinad | ¢En el cuarto para cocinar también duermen? ,i') (1)
Cartoén, hule, tela,
llantas, lamina de
carton, carrizo bambu, 1 murosl
palma, tejamanil,
embarro o bajareque
Lamina de asbesto o
metalica, fibra de vidrio,
P . o 2 muros2
plastico o mica, vidrio o
muros ¢De qué material es !a mayor parte.d'e las cristal
paredes o muros exteriores de esta vivienda? Madera 3 muros3
Adobe 4 muros4
Panel de concreto,
concreto monolitico,
tabique, ladrillo, tabicén, 5 muros5
block, piedra o cemento
(incluye cantera)
Otro material 6 muros6

Cuadro 4.3.3 : Caracteristicas y equipamiento de la vivienda
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Caracteristicas y equipamiento de la_Vivienda, ENIGH 2002
Variable Pregunta Opciones Codigos Dicotémicas |
murosr é¢Los muros exteriores de la vivienda tienen Si 1
algun recubrimiento por la parte externa? No 0
Cartoén, hule, tela,
llantas, lamina de
carton, palma. 1 techol
Tejamanil, Carrizo o
bamb
Madera 2 techo2
Lamina metalica, fibra
de vidrio, plastico o mica 3 techo3
¢De qué material es la mayor parte de los | Terrado, teja, ldmina de
techos techos de esta vivienda? asbesto 4 techod
Panel de concreto,
concreto monolitico,
tabique, ladrillo, tabicon, > techoS
block, losa de concreto
Vigueta y poliuretano,
vigueta y bovedilla, 6 techo6
vigueta v cufa
otros materiales Z
techosr ¢Los techos de la vivienda tienen algin Si 1
recubrimiento por la parte externa? No 0
Tierra 1 pisol
Cemento o firme 2 Diso2
Mosaico o terrazo 3 piso3
Loseta de vinil o
. plastico, lindleum o 4 piso4
isos ¢De qué material es la mayor parte de los conadleum
P pisos de esta vivienda? Loseta de cemento 5 iso5
(vitropiso), marmol P
Madera, duela o parquet 6 piso6
Otros recubrimientos .
como alfombra etc 7 piso7
dentro de la vivienda? 1 aqual
fuera de la vivienda pero
agua éLa vivienda tiene agua entubada... dentro del edificio o 2 aguaz
terreno?
No dispone de agua
entubada 3 agua3
¢Esta vivienda cuenta con drenaje para el Si 1
drenaje desalojo de las aguas jabonosas del
fregadero, reqadera, lavabo o lavadero ? No 0
o Si 1
cbano ¢Esta vivienda tiene cuarto de bafio? No 0
hoyo negro o pozo
Ciean? 1 banol
bafo ¢Esta vivienda tiene... letring? 2 bano2
excusado? 3 bano3
no dispone del servicio
sanitario? 4 bano4

Cuadro 4.3.3 : Caracteristicas y equipamiento de la vivienda (Continuacién 1)
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Caracteristicas Y eguigamiento de la Vivienda‘ ENIGH 2002

Variable Pregunta Opciones Cdédigos Dicotémicas
Le echa agua con cubeta
a la letrina, excusado o 1 banoa
sanitario
La letrina excusado o
bafio2 ¢ A la letrina, excusado o sanitario... sanitario tiene conexion 2 banob
de agua
No le echa agua a la
letrina, excusado o 3 banoc
sanitario
Tiran la basura al rio 1 basural
Oueman la basura 2 basura2
Tiran la basura en un
terreno baldio o a la 3 basura3
calle
Entierran la basura 4 basura4
Tiran la basura en el
basurero publico : basuras
basura ¢Habitualmente que hace con la basura? Utiliza el servicio de
recoleccion publico de la 6 basura6
basura
Utiliza el servicio de
recoleccién particular / basura7
Recicla la basura, la
vende, la regala, elabora
productos con los 8 basura8
desechos etc
Lefa 1 combusti
Carbon 2 combust2
combust | ¢Habitualmente qué combustible utiliza para EIZiE:?cliiload 2 Egmgﬂzgi
cocinar o calentar sus alimentos?
Gas 5 combust5
Otros 6 combust6
No utiliza combustible 7 combust?7
, o ) L Si 1
luz ¢Esta vivienda tiene luz eléctrica? No 0
De un acumulador 1 luzl
luzf ¢De donde obtiene la luz eléctrica? De una DIa_nFa Dartl_cular 2 luz2
Del servicio publico 3 luz3
De otra fuente 4 luz4
| . ¢En todos los cuartos de la vivienda hay Si 1
uz_ins |. . -
instalaciones fijas para focos? No 0
e Si 1
luz_con |¢{Tiene contrato de luz? No 0
tinaco [¢Esta vivienda cuenta con tinaco(s)? ﬁlo (1)
cisterna |iEsta vivienda cuenta con cisterna o aljibe? ﬁlo (1)
bomba |éEsta vivienda cuenta con bomba de agua? ﬁlo (1)

Cuadro 4.3.3 : Caracteristicas y equipamiento de la vivienda (Continuacién 2)
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Caracteristicas y equipamiento de la Vivienda, ENIGH 2002

Variable Pregunta Opciones Cédigos
calentad |¢Esta vivienda cuenta con calentador de gas? Elo (1)
. ¢Esta vivienda cuenta con sistema de aire Si 1
s_aireac o
acondicionado? No 0
¢Esta vivienda cuenta con sistema de Si 1
s_calef L,
calefaccion? No 0
lavabo [éEsta vivienda cuenta con lavabo? ﬁlo (1)
regadera |éEsta vivienda cuenta con regadera? Elo é
lavadero |éEsta vivienda cuenta con lavadero? Elo é
fregader |éEsta vivienda cuenta con fregadero? ﬁlo é
closet |iEsta vivienda cuenta con closet? Elo é
. |En los Ultimos 6 meses le dieron un crédito |Si 1
apoyoviv 7 i
para la compra, ampliacion mejora de la No 0
teléfono |éEsta vivienda tiene teléfono? ﬁllo (1)
¢Cuenta con teléfono celular para el uso del |Si 1
celular
hogar? No 0
¢Cuenta con television por cable, Sky, Direct- |Si 1
tvcable S
tv o multivision para el uso del hogar? No 0
inernet JéCuenta con Internet para el uso del hogar? Elo é
¢Cuentan con Automdévil, camioneta o Si 1
automov - .
camioneta de caja para el uso de este hogar? |No 0
¢Cuentan con motocicleta para el uso de este |Si 1
moto
hogar? No 0
bici ¢Cuentan con bicicleta (que utilicen como Si 1
medio de transporte) para el uso de este No 0
. ¢Cuentan con Radio para el uso de este Si 1
radio
hogar? No 0
¢Cuenta con grabadora para el uso de este Si 1
grabador
hogar? No 0
¢Cuenta con estéreo, modular o consola para |Si 1
estereo
el uso de este hogar? No 0
¢Cuenta con reproductor de discos compactos |Si 1
repro_cd
para el uso de este hogar? No 0
¢Cuenta con antena parabdlica para el uso de |Si 1
antena
este hogar? No 0
¢Cuenta con television blanco y negro para el |Si 1
tv_bn
uso de este hogar? No 0

Cuadro 4.3.3 : Caracteristicas y equipamiento de la vivienda (Continuacién 3)
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Caracteristicas y equipamiento de la Vivienda, ENIGH 2002

Variable Pregunta Opciones Cédigos |
tv color ¢Cuenta con television a color para el uso de |Si 1
— este hogar? No 0
video ¢Cuenta con videocasetera para el uso de Si 1
este hogar? No 0
dvd ¢Cuenta con reproductor de video discos Si 1
(dvd) para el uso de este hogar? No 0
compu ¢Cuenta con computadora para el uso de este |Si 1
hogar? No 0
. ¢Cuenta con impresora para el uso de este Si 1
impresor hogar? NG 0
apcompu ¢Cuenta con escaner, quema,dor de cd, Si 1
modem, lector de cd, y demas aparatos No 0
videoj ¢Cuenta con video juegos (Playstation, Si 1
nintendo, sega u otros) para el uso de este No 0
licuador ¢Cuenta con licuadora para el uso de este Si 1
hogar? No 0
batidor ¢Cuenta con batidora para el uso de este Si 1
hogar? No 0
¢Cuenta con extractor de jugos para el uso de|Si 1
extracto este hogar? No 0
¢Cuenta con tostador para el uso de este i
tostador hogar? P ﬁo (1)
¢Cuenta con cafetera para el uso de este Si 1
cafetera hogar? No 0
. ¢Cuenta con sandwichera para el uso de este |Si 1
sandwich hogar? NG 0
jugos ¢Cuenta con exprimidor de jugos para el uso |Si 1
de este hogar? No 0
horno el ¢Cuenta con horno eléctrico para el uso de Si 1
—~ Jeste hogar? No 0
micro ¢Cuenta con horno de microondas para el uso |Si 1
de este hogar? No 0
refri ¢Cuenta con refrigerador para el uso de este |Si 1
hogar? No 0
¢Cuenta con estufa de gas para el uso de este|Si
estufa_g hogar? 9ee P No é
molino ¢Cuenta con molino de mano para el uso de |Si 1
este hogar? No 0
| ¢Cuenta con lavadora para el uso de este Si 1
avadora
hogar? No 0
¢Cuenta con maquina de coser para el uso de |Si 1
maq_cos este hogar? No 0
aire ac ¢Cuenta con aparato de aire acondicionado Si 1
— (excluya sistema) para el uso de este hogar? [No 0
calef ¢Cuenta con aparato calefactor (excluya Si 1
sistema) para el uso de este hogar? No 0
aspira ¢Cuenta con aspiradora para el uso de este Si 1
hogar? No 0
n

Cuadro 4.3.3 : Caracteristicas y equipamiento de la vivienda (Continuacién 4)
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Para cada variable categérica de k categorias, se generaron k variables dicotémicas , para
algunas de estas variables se eliminaron algunas categorfas que no tuvieron incidencias en
ningun caso (basura4, basura8, combust2, combust3, combust6, muros6, luzl, luz2, tvive).
Dado que el método de seleccién de variables que se utilizard es el método stepwise, para cada
variable de k categorias, se dejara fuera al menos una categoria de manera tal que las variables
no estén correlacionadas.

En la bibliografia del andlisis discriminante, como ya se habia mencionado, es comin
encontrar la recomendacién de que al realizar una aplicacién de éste, se cuenten al menos con
20 casos por cada variable discriminante; en el caso de la presente aplicacién esta condicién
se cumple ampliamente, pese a que se contemplan inicialmente 145 variables discriminantes.

Al realizar una primera exploracion de los datos se eliminaron 370 casos (datos no ex-
pandidos) que tenian valores perdidos en alguna de las variables discriminantes (por ejemplo
hogares en los que el jefe del hogar esta ausente y no se cuenta con la informacién completa
sobre este). Dado el tamano de la muestra de la encuesta, se prefirié eliminar estos casos en
lugar de estimarlos sea remplazandolos por las medias de las variables o realizando alguna
regresion sobre ellos.

4.3 Comprobacion de supuestos

4.3.1 Outliers

La mayorfa de las variables consideradas para ser incluidas en el modelo son categoricas, sin
embargo, también se incluyen algunas variables continuas. En un primer paso, se realiza la
exploracién de los datos para identificar los casos aislados (outliers univariados). Este pro-
cedimiento se realiza tinicamente para las variables continuas y se consideran outliers aquellos
casos que rebasen los puntos de corte Z = 43 dentro de cada grupo.

A continuacién se presentan los resultados obtenidos de esta primera exploracién, presen-
tando los estadisticos descriptivos de las variables en cuestién.
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Cuadro 4.4:

GRUPO 1
N Media | Desv. Tip| Min.| Max.| Zmin | Zmax
tam_hog | 12,421,286 4.67 2.14 1 17 -1.71 5.75
hacina 12,421,286 2.33 1.58] 0.13 15| -1.39 8.00
depend2 | 12,421,286 1.64 1.49 0 14] -1.10 8.29
menores | 12,421,286 1.53 1.42 0 9 -1.08 5.27
nintraba | 12,421,286 0.08 0.31 0 3| -0.25 9.37
analfabe | 12,421,286 0.46 0.77 0 7 -0.60 8.50
edad_jef | 12,421,286 | 47.51 1591 15 97| -2.04 3.11
GRUPO 2
N Media | Desv. Tip| Min.| Max.| Zmin | Zmax
tam_hog 6,381,513 3.89 1.70 1 17] -1.70 7.70
hacina 6,381,513 1.44 0.88] 0.1 9 -1.52 8.58
depend2 6,381,513 1.26 1.18 0 71 -1.07 4.86
menores 6,381,513 0.86 0.98 0 6| -0.87 5.25
nintraba 6,381,513 0.03 0.19 0 3] -0.15] 15.73
analfabe 6,381,513 0.13 0.41 0 4] -0.32 9.55
edad_jef 6,381,513 | 46.96 14.79] 14 97| -2.23 3.38
GRUPO 3
N Media | Desv. Tip| Min.| Max.| Zmin | Zmax
tam_hog 3,430,463 3.35 1.48 1 12| -1.58 5.84
hacina 3,430,463 1.01 0.56] 0.08 6] -1.67 8.90
depend2 3,430,463 0.99 1.12 0 7] -0.89 5.36
menores 3,430,463 0.58 0.82 0 4] -0.71 4.19
nintraba 3,430,463 0.01 0.11 0 2 -0.10f 17.46
analfabe 3,430,463 0.06 0.27 0 2| -0.21 7.21
edad_jef 3,430,463 | 47.03 14.64 17 94| -2.05 3.21
GRUPO 4
N Media | Desv. Tip| Min.| Max.| Zmin | Zmax
tam_hog 911,180 2.97 1.46 1 9| -1.34 4.12
hacina 911,180 0.82 0.46] 0.14 3| -1.45 4.70
depend2 911,180 0.76 0.96 0 5| -0.79 4.42
menores 911,180 0.53 0.79 0 4] -0.67 4.38
nintraba 911,180 0.00 0.04 0 1] -0.04f 24.56
analfabe 911,180 0.03 0.18 0 2| -0.15f 11.00
edad_jef 911,180 | 45.34 14.45] 18 89| -1.89 3.02
GRUPO 5
N Media | Desv. Tip| Min.| Max.| Zmin | Zmax
tam_hog 1,039,821 2.54 1.32 1 8| -1.17 4.13
hacina 1,039,821 0.66 0.51] 0.13 5| -1.05 8.52
depend2 1,039,821 0.66 0.97 0 7| -0.68 6.56
menores 1,039,821 0.33 0.71 0 6| -0.47 8.00
nintraba 1,039,821 0.00 0.06 0 1] -0.06f 16.18
analfabe 1,039,821 0.02 0.20 0 2] -0.11 9.89
edad_jef 1,039,821 | 46.70 14.08] 20 86| -1.90 2.79
Estadisticos para la deteccién de outliers univariados dentro de cada grupo
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Como podemos ver en el cuadro 4.4 existen outliers en todos los grupos y para practi-
camente todas las variables. Dado que la muestra es lo suficientemente grande, se decidié
eliminar estos casos del andlisis. De esta manera, para los outliers univariados, fueron elimi-
nados de andlisis 1280 casos.

Una vez eliminados los casos aislados univariados, se procede a la identificacién de los
casos aislados multivariantes, esta deteccién puede llevarse a cabo por medio del calculo de la
distancia de Mahalanobis en cada grupo, que mide la distancia entre un caso y el centroide de
su grupo. El siguiente cuadro presenta las 25 mayores distancias de Mahalanobis registradas
en cada grupo.

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4 Grupo 5
8652.00 1481.70 1936.00 490.00 470.00
1442.83 1442.57 1936.00 490.00 470.00
1431.85 1426.07 1936.00 490.00 470.00
1407.28 1356.79 1022.35 490.00 470.00
1362.41 1222.54 1022.35 490.00 470.00
1360.04 1214.19 885.21 490.00 470.00
1342.91 1158.54 805.74 490.00 470.00
1342.62 1156.85 797.58 490.00 470.00
1333.51 1139.69 759.66 490.00 399.30
1329.48 1103.88 733.53 490.00 399.30
1320.47 1092.07 726.87 490.00 399.30
1310.27 1073.92 721.04 490.00 365.65
1292.27 1072.37 719.25 490.00 365.65
1282.73 1061.81 713.69 357.04 333.84
1276.01 1061.41 689.04 357.04 333.84
1017.93 1055.86 642.06 287.62 333.38

998.89 1047.80 640.20 285.74 328.47
912.32 1046.64 636.45 285.10 323.69
895.97 1035.89 630.48 270.67 317.16
887.80 906.65 629.45 268.40 317.16
859.03 894.41 627.47 268.13 308.16
847.64 866.50 624.89 262.69 301.20
796.21 851.33 624.14 258.50 293.54
793.45 839.64 618.03 256.55 293.54
758.53 831.18 599.88 256.32 273.18

Cuadro 4.5 : 25 Mayores distancias de Mahalanobis dentro de cada grupo
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La distancia de Mahalanobis sigue una distribucién chi-cuadrada con 156 grados de liber-
tad, el valor critico para un nivel de significancia de «=0.01 es 200.006. El nimero de casos
que se sitian por encima de este valor, y por lo tanto son considerados como outliers multi-
variados, es de 2,232 casos, si bien es una cantidad importante de casos (13% de la muestra
original), se decidi6 eliminar estos casos del anélisis dado que la muestra restante sigue siendo
de tamano importante.

De esta manera, una vez eliminados los casos con valores perdidos en las variables discri-
minantes y los outliers tanto univariados como multivariados, obtenemos una muestra final
de 13,285 casos, que una vez expandidos representan 19, 469,032 hogares de la Repiblica
Mexicana. Si bien el nimero de casos eliminados es importante (22.6% de la muestra origi-
nal), la muestra final sigue siendo suficientemente amplia para realizar la aplicacién, y si sigue
respetando el criterio de tener al menos 20 casos por variable discriminante.

4.3.2 Pruebas de Normalidad

Una vez eliminados los outliers y los casos con valores perdidos, se procede a la comprobacién
de los supuestos. Uno de los supuestos del anélisis discriminante es, como ya habfamos men-
cionado, el de la distribucién Normal Multivariada. Sin embargo, la comprobacién de este
supuesto es complicada, por lo que generalmente no se realiza, como es el caso del presente
trabajo. La normalidad univariante no es una condicién suficiente para la normalidad multi-
variante, sin embargo, si las variables siguen una distribucién normal univariada aumenta la
probabilidad de que en conjunto sigan una distribucién Normal Multivariada. En el presente
trabajo, la mayorfa de las variables independientes son categéricas y fueron recodificadas a
variables dicotémicas para poder ser incluidas en el modelo, sin embargo, también se incluyen
algunas variables continuas sobre las cuales realizaremos la comprobacién de la normalidad.
Para comprobar la normalidad univariada, se utiliza la prueba Kolmogorov- Smirnov, aplicéan-
dola a cada variable por separado, en cada uno de los grupos definidos. A continuacién se
presentan los resultados obtenidos al aplicar esta prueba a las variables continuas incluidas en
el modelo.
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tam_hog| hacina |depend2] menores|nintraba|analfabe|edad_jef
Diferencias |Absoluta | 0.1275] __ 0.1799] 0.1864| 0.1744] 0.5405] 0.4153] 0.0867|
mas Positiva 0.1275 0.1799] 0.1864] 0.1744] 0.5405] 0.4153] 0.0867
Grupo 1| extremas [Negativa| -0.0931 -0.0885] -0.1260] -0.1296] -0.4061| -0.2638] -0.0495
Kolmogorov-Smirnov Z| 10.9142 15.4029| 15.9599] 14.9318] 46.2779] 35.5606| 7.4278
Sig. (bilateral) 0.0000 0.0000f 0.0000f 0.0000f 0.0000f 0.0000f 0.0000
Diferencias [Absoluta | 0.1411 0.1575] 0.2280] 0.2931|*/ 0.5337] 0.0648
mas Positiva 0.1411 0.1575] 0.2280f 0.2931 0.5337] 0.0648
Grupo 2| extremas [Negativa] -0.1263 -0.0824] -0.1342) -0.1897 -0.3774] -0.0316
Kolmogorov-Smirnov Z| 8.2384 9.1984] 13.3148] 17.1187 311713 3.7829
Sig. (bilateral) 0.0000 0.0000f 0.0000f 0.0000 0.0000] 0.0000
Diferencias |Absoluta | 0.1570 0.1967] 0.2336] 0.3448|*/ */ 0.0589
mas Positiva 0.1379 0.1967] 0.2336] 0.3448 0.0589
Grupo 3] extremas [Negativa] -0.1570 -0.0842| -0.1738] -0.2222 -0.0279
Kolmogorov-Smirnov Z| 6.4277 8.0548| 9.5658] 14.1214 2.4104
Sig. (bilateral) 0.0000 0.0000f 0.0000f 0.0000 0.0000
Diferencias [Absoluta | 0.1732 0.1450] 0.2221] 0.4278|*/ */ 0.0550
mas Positiva 0.1732 0.1450] 0.2221] 0.4278 0.0550
Grupo 4] extremas [Negativa] -0.1410 -0.0891] -0.2097] -0.2744 -0.0288
Kolmogorov-Smirnov Z] 3.6326 3.0413] 4.6598] 8.9741 1.1536
Sig. (bilateral) 0.0000 0.0000f 0.0000f 0.0000 0.1396
Diferencias |Absoluta | 0.2075 0.1529] 0.2867] 0.4768|*/ */ 0.0699
mas Positiva 0.2075 0.1529] 0.2867] 0.4768 0.0699
Grupo 5] extremas |Negativa| -0.1164 -0.0917] -0.2427) -0.3185 -0.0404
Kolmogorov-Smirnov Z| 4.2768 3.1526] 5.9102] 9.8302 1.4406
Sig. (bilateral) 0.0000 0.0000f 0.0000f 0.0000 0.0315

Cuadro 4.6: Estadisticos para prueba Kolmogorov-Smirnov

Como podemos ver en el cuadro anterior, los valores de z resultan altos en la mayorfa de los
casos y presentan probabilidades asociadas inferiores al nivel de significacién o = 0.05, por ello,
se rechaza la hipétesis nula de que la distribucién observada no se diferencia de la distribucién
normal (excepto para la edad del jefe del hogar (edad jef) en los dos ultimos grupos). Sin
embargo, pese a que los resultados obtenidos para estas variables reflejan que la distribucién
univariada de los datos se diferencia de la distribucién normal univariada, el resultado debe
valorase tomando en cuenta que ligeras separaciones del supuesto de normalidad multivariante

no afectan demasiado el resultado del andlisis discriminante.

Dado que la mayoria de las

variables son dicotémicas, podriamos esperar que la distribucién multivariada de los datos no
se aleje excesivamente de la distribucién normal multivariada.
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4.3.3 Igualdad de Matrices de Varianza Covarianza

En lo referente a la comprobacién del supuesto de igualdad de matrices de varianza covarianza
en todos los grupos, esta puede llevarse a cabo por medio de la aplicacién de la prueba M
de Box, el estadistico M se calcula a partir de los determinantes de las matrices de varianza
covarianza de cada uno de los grupos, sin embargo, dada la cantidad de variables incluidas
en el modelo, el resultado rdpidamente conduciria a rechazar la hipétesis de que las matrices
de varianza covarianza son iguales. En el caso de esta aplicacién las matrices de varianza
covarianza resultan ser de entrada (es decir considerando todas las variables propuestas) sin-
gulares, por lo que el célculo de del estadistico M de Box no puede llevarse a cabo. Aun
eliminado variables de modo a obtener matrices de varianza-covarianza no singulares (como
se realizard mds adelante) lo mas probable es que la hipétesis de que no existen diferencias
entre las matrices de varianza covarianza sea rechazada, puesto que el estadistico M de Box,
como se mencioné en la seccién 2.5, es sensible a tamanos de muestra grandes y a pequenas
desviaciones de la distribucién Normal. En el caso de la presente aplicacion, los tamanos de
muestra son grandes y desiguales respecto a los grupos, por lo que probablemente se concluira
que las matrices de varianza covarianza no son iguales, ademds de que los datos no se ajustan
en su totalidad a la distribucién Normal; la violacién de estos dos supuestos puede llevar a
un incremento en el porcentaje de casos mal clasificados por medio del andlisis discriminante.
Cabe senalar que en la préctica es dificil contar con datos que cumplan estos supuestos en su
totalidad.

En lo referente a los supuestos de multicolinealidad y singularidad no serdan revisados ya
que, como hemos visto en la seccién 3.5, al emplear el método “Stepwise” y el criterio de
tolerancia para la inclusién de variables se asegura el cumplimiento de estos supuestos. De
esta manera, la utilizaciéon del método Stepwise permitird la eliminacién de variables de modo
tal que la matriz de varianza covarianza sea no singular y el estadistico M de Box podra
calcularse, teniendo en cuenta que muy probablemente se rechazara la hipétesis de igualdad
de matrices de varianza covarianza por los motivos previamente expuestos.

4.4 Comportamiento de los datos

Antes de proceder a la obtencién de las funciones discriminantes y a la clasificacion, se llevard
a cabo un andlisis del comportamiento de las variables entre los grupos con la finalidad de
comprobar si estas variables contribuirdn o no a la diferenciacién entre los grupos. En un
primer acercamiento, se realiza un andlisis descriptivo del comportamiento de algunas de
las variables, los siguientes cuadros muestran los promedios (porcentajes si la variable es
dicotémica) alcanzados por las variables para cada grupo y en total.
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COMPORTAMIENTO DE LAS VARIABLES

CARACTERISTICAS DE LOS MIEMBROS DEL HOGAR
__________________________________________________________________________________________________________________|

Grupo
Total
1 2 3 4 5

Estrato Urbano/Rural 45.66%| 84.25%|] 84.68%| 88.31%| 88.00%| 64.96%
Al menos uno tiene servicio médico en el hogar 26.87%| 58.86%| 68.54%| 68.08%| 56.74%| 44.18%
Numero de personas en el hogar* 4.47 3.78 3.36 2.91 2.40 3.97
Indice de hacinamiento* 2.23 1.36 0.96 0.75 0.59 1.69
Indice de dependencia econdémica* 1.58 1.24 0.98 0.62 0.54 1.32
Nifilos menores de 12 anos* 1.43 0.80 0.59 0.41 0.24 1.05
Niflos entre 12 y 15 afios que trabajan* 0.05 0.00 0.00 0.00 0.00 0.02
Personas de 15 afios y mas analfabetas* 0.42 0.08 0.00 0.00 0.00 0.23
Sexo del jefe del hogar 80.76%)| 79.24%| 77.43%| 74.80%| 77.04%| 79.48%
Alfabetismo del jefe del hogar 79.90%| 96.21%| 100.00%| 100.00%| 100.00%| 88.76%
Escolaridad del Jefe del hogar (NInguna, Preprimaria, Primaria) 74.56%| 47.69%| 26.33%| 15.26% 4.07%| 55.02%
Escolaridad del Jefe del hogar (Secundaria, Preparatoria, Normal) 23.91%| 42.56%| 39.77%| 29.65%| 22.11%| 31.18%
Escolaridad del Jefe del hogar (Universidad, Maestria, Doctorado) 1.52% 9.75%| 33.90%| 55.09%| 73.82%| 13.80%
Estado civil del jefe del hogar (Unién libre) 14.47% 9.92% 5.43% 4.44% 5.14%| 11.16%
Estado civil del jefe de familia (Casado(a)) 64.22%| 66.43%| 64.26%| 55.40%| 56.60%] 64.10%
Estado civil del jefe de familia (separado(a)) 6.67% 6.93% 7.35% 9.90% 9.92%| 7.11%
Estado civil del jefe de familia (divorciado(a)) 0.85% 2.23% 4.63% 5.16% 8.16%| 2.26%
Estado civil del jefe de familia (viudo(a)) 10.44% 9.44% 9.84% 8.71% 6.27%|] 9.83%
Estado civil del jefe de familia (soltero(a)) 3.36% 5.06% 8.48%| 16.38%| 13.90%| 5.54%
El jefe de familia trabajo el mes pasado 83.69%| 82.08%| 83.63%| 74.68%| 84.12%| 82.93%
No tiene prestaciones 79.94%| 58.10%| 47.79%| 50.01%| 48.55%| 67.00%
Tiene derecho a servicios médicos del IMSS, ISSSTE etc. 18.20%| 39.77%] 50.99%| 48.96%| 49.68%| 31.20%
Tiene derecho a otras prestaciones como aguinaldo, vacaciones etc. 19.03%| 40.94%] 52.06%| 49.99%] 51.45%| 32.20%
Edad del jefe del Hogar* 47.46 47.00 46.60 46.45 46.62 47.14

*Promedio

Cuadro 4.7.1 : Comportamiento de las variables (Caracteristicas de los miembros del hogar)
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COMPORTAMIENTO DE LAS VARIABLES

CARACTERISTICAS DE LA VIVIENDA
__________________________________________________________________________________________________________________________|

Grupo
Total
1 2 3 4 5
Vivienda prestada por algun pariente amigo u otra persona 12.96%| 10.46%| 10.98% 6.61% 4.50%) 11.38%)
Vivienda dada en su trabajo como prestacion 0.15% 0.22% 0.00%] 0.57%) 0.75%| 0.19%]
Vivienda rentada o alquilada 8.91%| 14.91%] 18.54%| 20.79%| 28.85%| 13.26%
Vivienda propia y aun la estdn pagando 1.77% 8.99%| 11.08%| 16.13%| 11.33%| 5.99%
Vivienda propia en terreno ejidal o comunal 15.92% 1.97% 0.97%] 1.69% 0.08%| 8.84%
Vivienda propia y totalmente pagada en terreno propio 58.35%| 63.05%| 58.07%| 53.87%| 54.49%| 59.18%
Vivienda propia y construida en terreno prestado 1.68%] 0.40%) 0.37% 0.00% 0.00%| 1.02%
¢Esta vivienda tiene cuarto para cocinar? 85.58%| 92.57%] 95.51%| 95.52%| 98.49%| 89.82%
¢En el cuarto para cocinar también duermen? 3.80% 1.07%] 0.23% 0.00% 0.22%| 2.26%
Muros de carton, hule, tela, llantas, lamina de cartdn, carrizo, bambu, etc. 5.55%) 0.00% 0.00%) 0.00%) 0.00%| 2.83%
Muros de madera 7.63%] 2.24% 1.17% 0.28%) 0.43%| 4.68%
Muros de asbesto 13.11% 4.87% 2.66%] 1.52% 1.61%| 8.47%
Muros de panel de concreto, concreto monolitico, tabique, ladrillo etc. 73.15%| 92.89%] 96.17%| 98.21%| 97.96%| 83.74%
Techos de cartén, hule, tela, llantas, ldmina de cartéon, palma, etc. 8.39%) 0.67%) 0.00% 0.00% 0.00%| 4.46%
Techos de Madera 1.44% 3.46% 4.31% 3.04% 1.83%| 2.46%)
Techos de ldmina metélica, fibra de vidrio plastico o mica 19.98% 5.50%) 2.84% 1.42% 1.22%)| 12.14%
Techos de terrado, ldmina de asbesto o teja 20.50%) 7.64%] 3.23% 1.14% 0.00%| 12.96%)
Techos de panel de concreto, concreto monolitico, tabique, ladrillo, etc. 45.86%] 79.09%| 83.76%| 88.74%| 95.22%| 63.95%
Techos de vigueta y poliuretano, vigueta y bovedilla, vigueta y cufia 3.76%)] 3.64%] 5.86% 5.67% 1.73%| 4.01%
Pisos de tierra 17.42%] 0.81%) 0.00% 0.00% 0.00%| 9.10%
Pisos de cemento o firme 68.65%] 54.12%|] 24.58%| 13.38%) 6.86%| 53.49%
Pisos de mosaico o terrado 10.07%| 26.56%| 38.26%| 45.31%| 38.54%| 21.11%
Pisos de loseta de vinil o plastico, lindleum o congdéleum 0.61% 5.25%| 10.11%| 10.36%) 5.04%| 3.76%
Pisos de loseta de cemento (vitro piso),marmol 3.25%| 13.26%| 26.34%| 26.41%| 39.73%| 11.79%
Pisos de madera, duela o parquet 0.00%) 0.00%) 0.00% 1.11%] 1.64%| 0.12%)
Pisos de otros recubrimientos como alfombra etc. 0.00%) 0.00%) 0.71% 3.43% 8.20%| 0.62%]
Agua entubada dentro de la vivienda 38.85%| 83.56%] 96.00%| 98.94%| 100.00%| 63.91%
Agua entubada fuera de la vivienda pero dentro del edificio o terreno 43.72%| 14.49% 3.93% 1.06%) 0.00%| 26.68%)
No dispone de agua entubada 17.43%| 1.95%) 0.07% 0.00% 0.00%| 9.41%
¢Esta vivienda tiene cuarto de bafio? 86.06%| 99.16%] 99.95%| 100.00%| 100.00%| 92.67%)
Vivienda con hoyo negro o pozo ciego 5.63%)] 0.04%] 0.00%] 0.00%] 0.00%| 2.88%
Vivienda con letrina 15.53%) 2.73% 0.35% 0.00% 0.00%| 8.68%
Vivienda con excusado o sanitario 67.32%] 96.41%| 99.61%| 100.00%| 100.00%| 82.34%
Vivienda que no dispone del servicio sanitario 11.52% 0.81%) 0.05% 0.00% 0.00%| 6.09%
¢Esta vivienda tiene luz eléctrica? 96.12%| 100.00%] 100.00%| 100.00%| 100.00%| 98.02%)

Cuadro 4.7.2 : Comportamiento de las variables (Caracteristicas de la vivienda)
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COMPORTAMIENTO DE LAS VARIABLES

EQUIPAMIENTO DE LA VIVIENDA
____________________________________________________________________________________________________________________|

Grupo
Total
1 2 3 4 5
¢Esta vivienda cuenta con regadera? 36.22%| 82.01%] 94.91%| 98.73%| 100.00%| 62.00%
¢Esta vivienda cuenta con closet? 10.86%| 43.46%| 71.92%| 86.53%| 91.88%| 34.86%
¢Cuenta con teléfono para el uso del hogar? 19.32%| 58.44%| 74.08%| 77.05%| 83.79%| 42.65%
¢Cuenta con teléfono celular para el uso del hogar? 8.28%| 22.27%| 34.11%| 52.45%| 56.38%| 19.61%
¢Cuenta con television por cable para el uso del hogar? 3.04%| 12.62%| 29.68%| 47.22%| 62.32%| 13.87%
¢Cuenta con Internet para el uso del hogar? 0.00% 3.33%| 11.91%| 32.08%| 36.46%| 5.54%
¢Cuenta con automovil, camioneta o camioneta de caja 15.47%| 42.64%| 65.15%| 83.59%| 83.65%| 35.53%
¢Cuenta con estéreo, modular o consola para el uso de este hogar? 31.99%| 61.79%| 73.69%| 74.79%| 74.65%| 49.41%
¢Cuenta con reproductor de discos compactos para el uso de este hogar? 4.52%| 15.99%| 27.90%] 38.50%| 49.16%| 14.28%
¢Cuenta con television a color para el uso de este hogar? 66.85%| 94.07%| 97.15%| 99.82%| 92.00%| 80.75%
¢Cuenta con video casetera para el uso de este hogar? 18.02%)| 48.59%| 64.81%| 72.02%| 84.46%| 37.93%
¢Cuenta con reproductor de video discos (dvd) para el uso de este hogar? 0.46%) 5.77%| 10.44%| 25.00%| 34.07%| 5.82%
¢Cuenta con computadora para el uso de este hogar? 0.07%| 13.52%] 35.41%| 53.97%| 57.62%| 13.45%
¢Cuenta con impresora para el uso de este hogar? 0.07%| 10.81%| 29.27%| 48.68%| 47.42%| 11.17%
¢Cuenta con (escaner, modem) y demas aparatos para la computadora ? 0.00% 4.31%| 16.41%| 24.60%| 30.57%| 5.87%]
¢Cuenta con video juegos para el uso de este hogar? 2.27%| 11.07%| 15.69%| 29.42%| 23.11%| 8.52%
¢Cuenta con licuadora para el uso de este hogar? 74.21%| 94.17%| 94.87%| 93.74%| 95.69%| 84.15%
¢Cuenta con horno de microondas para el uso de este hogar? 10.39%| 37.73%| 58.75%| 68.78%| 81.18%| 30.05%)
¢Cuenta con refrigerador para el uso de este hogar? 61.04%| 93.24%| 96.89%| 97.78%| 98.73%| 77.78%
¢Cuenta con estufa de gas para el uso de este hogar? 78.48%| 98.07%| 98.47%| 96.59%| 97.46%| 88.05%
¢Cuenta con lavadora para el uso de este hogar? 38.09%| 74.40%| 81.46%| 85.59%| 81.56%| 57.66%

Cuadro 4.7.3 : Comportamiento de las variables (Equipamiento de la vivienda)

Como se puede observar en los cuadros anteriores, dentro de las variables propuestas
existen variables que tienen valores promedio (o porcentajes) claramente diferenciados entre
los grupos de ingreso propuesto, principalmente entre el grupo de ingreso més elevado y el
mas bajo.

Por ejemplo, para las caracteristicas de los miembros del hogar (cuadro 4.7.1), observamos
que en 73.82% de los hogares del grupo 5 el jefe del hogar tiene un grado de escolaridad de
Universidad, Maestria o Doctorado; mientras que esta misma caracteristica se observa en tan
s6lo 1.52% de los hogares del Grupo 1.

Del mismo modo, en el caso de las caracteristicas de la vivienda (cuadro 4.7.2), dentro
de los grupos 3, 4 y 5 ninguno de los hogares observados cuenta con piso de tierra dentro de
sus viviendas, mientras que para el grupo 1, el 17.42% de los hogares observados cuentan con
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esta caracterfstica y para el grupo 2 este porcentaje es de 0.81%. Por el contrario, ninguno
de los hogares observados en los grupos 1 y 2 cuenta con recubrimientos de piso tales como
alfombras etc., mientas que para el grupo 5 este porcentaje es de 8.20%.

Sin embargo, también existen variables cuyos porcentajes no son demasiado distintos para
todos los grupos, como es el caso por ejemplo de la variable (cocina) (;Esta vivienda tiene
cuarto para cocinar?).

En lo referente al equipamiento de las viviendas (cuadro 4.7.3), podemos ver, por ejemplo,
que més de la mitad de los hogares observados en el grupo 5 (57.62%) cuentan con computa-
doras para su uso dentro del hogar, mientras que este porcentaje se reduce a sélo 0.07% para
el grupo 1.

Ademsds de permitir analizar el comportamiento de las variables dentro de los grupos, para
ver si estas contribuirdn a la diferenciacion de estos, el realizar este andlisis descriptivo aporta
informacién sociodemogréfica interesante, como por ejemplo el hecho de que en promedio
el 98.02% de los hogares observados cuenta con luz eléctrica, el 9.41% no dispone de agua
entubada, el 5.54% cuenta con Internet; o que la proporcién de nifios que trabajan, de acuerdo
con la muestra observada, es de 0.02% etc.

Al realizar el andlisis descriptivo de las variables, podemos observar que existen variables
que resultan constantes dentro de los grupos y dado que la mayoria de las variables contem-
pladas son originalmente categéricas, y por lo tanto recodificadas en variables dummy, dentro
de un mismo grupo encontramos variables constantes idénticas, por lo que al obtener las ma-
trices de varianza covarianza de cada grupo estas resultan singulares y de rangos diferentes.

Si bien el andlisis discriminante puede llevarse a cabo omitiendo la singularidad de las
matrices de varianza covarianza, puesto que las funciones discriminantes se obtendran a partir
de la matriz de varianza covarianza global cuya no singularidad es asegurada por la utilizacién
del método Stepwise y el criterio de tolerancia; y a pesar de que probablemente la prueba de
igualdad de matrices de varianza covarianza sea rechazada, las variables que resulten cons-
tantes dentro de un grupo determinado serdn eliminadas, permitiendo de esta manera poder
realizar la prueba M de Box y no alejarse tanto del supuesto de igualdad de matrices de va-
rianza covarianza. La eliminacién de estas variables se ve justificada también por el hecho de
que el nimero de variables contempladas originalmente para el andlisis es muy elevado, por lo
que la eliminacién de éstas no resulta demasiado importante. Para asegurar que las matrices
de varianza covarianza de cada uno de los grupos sean no singulares, se eliminardan también
las variables que presenten una correlacién perfecta dentro de un grupo determinado.

Las 52 variables eliminadas en estos procesos se muestran el cuadro 4.8, las matrices de
varianza covarianza de cada grupo, asf como la matriz de varianza covarianza global se omiten
debido a su gran tamano.
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GRUPO1 _ GRUPO3 _ GRUPO4 _ GRUPO5 _ TODOS LOS
Constante ngfffg:n Constante C::if;:n Constante ng:ff;:n Constante Cg:;f;:n GRUPOS

cla_hog4 impresora cla_hog5 bano2 cla_hog4 luz_con cla_hog4 otraspre agual
cla_hog5 combust1 viv_2 banoc viv_5 agua2 tviv_5 agua2
viv_9 viv_5 luz_con viv_8 agual viv_5 agua3d

pisos6 viv_9 bano4 cocinad banoa viv_8 analfabe
pisos7 muros cbano muros1 banob viv_9 antena

combust4 muros2 luz_ins muros2 otraspre muros1 apcompu

combust7 techo1 techo1 muros2 apoyoviv
s_calef pisos1 pisos1 techo1 aspira
apoyoviv pisos6 agua3d techo4 bano1
internet bano1 cbafio pisos1 bano2
antena basura1 bano1 agual bano3
apcompu basura3 bano2 agua2 bano4
calef combust1 bano3 agua3 banoa
aspira combust4 bano4 cbafio banob
luz banoc bano1 banoc

luz3 basura1 bano2 basura1

GRUPO2 luz4 basura3 bano3 basura3

Constante Correlacion .

Perfecta nintraba combust1 bano4 calef
cla_hog4 combust1 analfabe luz banoa cbano
cla_hog5 luz_ins jef_alfa luz3 banob cla_hog4
viv_5 luz_con luz4 banoc cla_hog5
viv_9 luz_ins drenaje cocinad
muros1 nintraba basura1 combust1
muros2 analfabe basura3 combust4
pisos6 jef_alfa combust1 combust?
pisos7 luz drenaje
basura1 luz3 impresora
basura3 luz4 internet
combust4 luz_ins jef_alfa
combust7 luz_con luz
luz regadera luz_con
luz3 nintraba luz_ins
luz4 analfabe luz3
nintraba jef_alfa luz4

muros1
muros2
nintraba
otraspre
pisos1
pisos6
pisos7
regadera
s_calef
techo1
techo4
tviv_5
viv_2
viv_5
viv_8
viv_9

Cuadro 4.8: Variables eliminadas por ser constantes dentro de los grupos o por tener
correlacion perfecta.
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Para determinar de manera més apropiada si existen diferencias estadisticamente significa-
tivas entre los valores de las medias, se realizard una prueba basada en el estadistico lambda
de Wilks. Los resultados de esta prueba se presentan a continuacién:

Pruebas de Igualdad de Medias en los Grupos

Caracteristicas de los Miembros del Hogar
- " - - -~~~ ]

Wilks' .
Lambda F df1 df2 Sig.

Estrato Urbano/Rural 0.829 1002941.789 | 4 | 19469027 | O
indice de hacinamiento 0.775 1410777.849 | 4 | 19469027 | O
Indice de dependencia economica 0.938 319787.204 | 4 | 19469027 | O
Numero de personas en el hogar 0.89 603771.876 | 4 | 19469027 | O
Nifios menores de 12 afios 0.877 683819.283 | 4 | 19469027 | O
Nifios entre 12 y 15 afios que trabajan 0.976 121986.448 | 4 | 19469027 | O
Personas de 15 afios y mas analfabetas 0.874 701602.975 | 4 | 19469027 O
Al menos uno tiene servivio medico en el hogar 0.869 734618.12 4 | 19469027 | O
Sexo del jefe del hogar 0.998 7689.393 4 ] 19469027 O
Edad del Jefe del Hogar 0.999 2753.887 4 119469027 O
Alfabetismo del jefe del hogar 0.916 444444205 | 4 | 19469027 | O
Escolaridad del Jefe del hogar (NInguna, Preprimaria, Primaria) 0.794 1265588.516 | 4 | 19469027 § O
Escolaridad del Jefe del hogar (Secundaria, Prepartoria, Normal) 0.965 176927.131 4 ] 19469027 O
Escolaridad del Jefe del hogar (Universidad, Maestria, Doctorado) 0684 2247413639 | 4 | 19460027 | o
Estado civil del jefe del hogar (Union libre) 0.986 70436.034 4 | 19469027 | O
Estado civil del jefe de familia (Casado(a)) 0.997 14849.802 4 ] 19469027 O
Estado civil del jefe de familia (separado(a)) 0.999 5832.581 4 | 19469027 | O
Estado civil del jefe de familia (divorciado(a)) 0.983 85060.812 4 | 19469027 O
Estado civil del jefe de familia (viudo(a)) 0.999 4821.878 4 119469027 O
Estado civil del jefe de familia (soletero(a)) 0.978 110004.947 | 4 | 19469027 | O
El jefe de familia trabajo el mes pasado (por salario, por su ccuenta, sin
remuneracion) 0.998 11117.783 4 | 19469027 | O
No tiene prestaciones 0.916 447602.277 4 119469027 O
Tiene derecho a servicios médicos del IMSS, ISSSTE, PEMEX etc. 0912 472033.824 | 4 | 19460027 | o
Tiene derecho a otras prestaciones como aguinaldo, vacaciones etc. 0.911 476561.858 | 4 | 194690271 o

Cuadro 4.9.1 : Pruebas de igualdad de medias (Caracteristicas de los miembros del hogar)
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Pruebas de Igualdad de Medias en los Grupos

Caracteristicas de la Vivienda
|

Wilks' .
Lambda F df1 df2 Sig.

Vivienda prestada por algun pariente amigo u otra persona 0.995 22509.232 4 ] 194690271 O
Vivienda dada en su trabajo como prestacion 0.999 6750.551 4 119469027 O
Vivienda rentada o alquilada 0.976 121779.567 | 4 | 19469027 O
Vivienda propia y aun la estan pagando 0.964 183157.485 | 4 | 19469027 O
Vivienda propia en terreno ejidal o comunal 0.935 338229.1 4 | 194690271 O
Vivienda propia y totalmente pagada en terreno propio 0.997 13257.609 4 119469027 O
Vivienda propia y construida en terreno prestado 0.995 23172.206 4 | 194690271 O
¢ Esta vivienda tiene cuarto para cocinar? 0.977 112139.639 | 4 | 19469027 O
¢En el cuarto para cocinar también duermen? 0.988 57064.713 4 119469027 O
Muros de cartén, hule, tela, llantas, lamina de cartén, carrizo, bambu etc 0.972 140146.358 | 4 | 19469027 O
Muros de Lamina de asbesto, lamina métalica, fibra de vidrio plastico etc. 0.997 13463.705 4 119469027 O
Muros de madera 0.979 104416.251 4 | 194690271 O
Muros de asbesto 0.97 150648.748 | 4 | 19469027 O
Muros de panel de concreto, concreto monolitico, tabique, ladrillo etc. 0.913 465208.069 | 4 | 19469027 O
Techos de cartén, hule, tela, llantas, lamina de carton, palma, etc. 0.962 192439.506 | 4 | 19469027 O
Techos de Madera 0.995 26679.672 4 | 194690271 O
Techos de lamina metalica, fibra de vidrio plastico o mica 0.939 317495.489 | 4 | 19469027 O
Techos de terrado, lamina de asbesto o teja 0.944 289407.123 | 4 | 19469027 O
Techos de panel de concreto, concreto monolitico, tabique, ladrillo,etc. 0.847 879762.422 | 4 | 19469027 O
Techos de vigueta y poliuretano, vigueta y bovedilla, vigueta y cuiia 0.998 11580.449 4 119469027 O
Pisos de tierra 0.913 465858.576 | 4 | 19469027 | O
Pisos de cemento o frime 0.838 938297.772 | 4 | 19469027 O
Pisos de mosaico o terrado 0.911 477719.61 4 | 194690271 O
Pisos de loseta de vinil o plastico, linéleum o congéleum 0.964 183527.395 | 4 | 19469027 O
Pisos de loseta de cemento (vitro piso),marmol 0.891 595862.074 | 4 | 19469027 O
Pisos de madera, duela o parquet 0.987 65855.921 4 119469027 O
Pisos de otros recubrimientos como alfombra etc. 0.946 276773.562 | 4 | 19469027 O
Agua entubada dentro de la vivienda 0.706 2024057.089 | 4 | 19469027 O
Agua entubada fuera de la vivienda pero dentro del edificio o terreno 0.836 951838.15 4 119469027 O
No dispone de agua entubada 0.921 418016.064 | 4 | 19469027 | O
¢ Esta vivienda tiene cuarto de bafo? 0.933 348921.691 | 4 | 19469027 O
Vivienda con hoyo negro o pozo ciego 0.972 140547.666 | 4 | 19469027 O
Vivienda con letrina 0.937 324598.828 | 4 | 19469027 O
Vivienda con excusado o sanitario 0.838 943832.228 | 4 | 19469027 O
Vivienda que no dispone del servicio sanitario 0.946 276062.316 | 4 | 19469027 O
¢ Esta vivienda tiene luz electrica? 0.981 96301.953 | 4 | 19469027} O

Cuadro 4.9.2 : Pruebas de igualdad de medias (Caracteristicas de la vivienda)
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Pruebas de Igualdad de Medias en los Grupos

Equipamiento de la Vivienda
- - - - -~ - -~~~ ]

Wilks' .
Lambda F df1 df2 Sig.

¢ Esta vivienda cuenta con regadera? 0.695 2136971.378 | 4 | 19469027 | O
¢ Esta vivienda cuenta con closet? 0.662 2480513.442 ) 4 | 194690271 O
¢Cuenta con telefono para el uso del hogar? 0.751 1616711.873 | 4 | 19469027 § O
¢Cuenta con telefono celular para el uso del hogar? 0.871 719339.317 4 | 19469027 O
¢ Cuenta con television por cable, Sky, Direct-tv o multivision para el
uso del hogar? 0.791 1289665.907 | 4 | 19469027
¢Cuenta con Internet para el uso del hogar? 0.818 1082404.319 | 4 | 19469027 O
¢ Cuenta con automovil, camioneta o camioneta de caja 0.763 1510891.18 4 | 19469027 O

; & ?
¢ Cuenta con estéreo, modular o consola para el uso de este hogar? 0866 751119.924 4 | 194690271 o

¢ Cuenta con reproductor de discos compactos para el uso de este

hogar? 0.872 712324.394 | 4 | 19469027 O
¢Cuenta con television a color para el uso de este hogar? 0.869 732699.819 4 ] 19469027 | O
¢Cuenta con videocasetera para el uso de este hogar? 0.795 1255371.848 | 4 | 19469027 | O
¢ Cuenta con reproductor de video discos (dvd) para el uso de este

hogar? 0.873 710291.344 | 4 | 19469027 | O
¢ Cuenta con computadora para el uso de este hogar? 0.728 1814522255 | 4 | 19469027 | O
¢ Cuenta con impresora para el uso de este hogar? 0.772 1436727273 | 4 | 19469027 | O

¢Cuenta con escaner, quemador de cd, modem, lector de cd, y demas

. . ”
aparatos inegrados a la computadora para el uso de este hogar? 0.861 782859.198 4 | 194690271 o

¢Cuenta con video juegos (Playstation, nintendom sega u otros) para el
uso de este hogar? 0.928 375552.979 4 119469027 O

19469027

IN
o

¢Cuenta con licuadora para el uso de este hogar? 0.923 406886.599

¢ Cuenta con horno de microondas para el uso de este hogar?

0.756 1569091.106 | 4 | 19469027 | O
¢ Cuenta con refrigerador para el uso de este hogar? 0.83 997081.931 4 | 19469027 O
¢Cuenta con estufa de gas para el uso de este hogar? 0.909 485697.075 4 119469027 O
¢Cuenta con lavadora para el uso de este hogar? 0.833 972933.787 | 4 | 19469027 | O

Cuadro 4.9.3 : Pruebas de igualdad de medias (Equipamiento de la vivienda).

Como puede observarse en los cuadros anteriores, ninguna de las variables presenta valores
del estadistico lambda Wilks menores a 0.5 (recordemos que el estadistico lambda toma valores
entre 0 y 1, donde valores cercanos a cero indican grandes diferencias entre los grupos y
valores cercanos a 1 indican que no hay gran diferenciacién entre los grupos), lo que indica
que las diferencias entre las medias no son demasiado importantes. Los valores méds bajos
del estadistico lambda de Wilks en lo referente a las caracteristicas de los miembros del
hogar (cuadro 4.9.1) se presentan para las variables edu 2 (Escolaridad del jefe de familia
(Universidad, Maestrfa, Doctorado)) y hacina (Indice de hacinamiento).
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En cuanto a las caracteristicas de la vivienda (cuadro 4.9.2), los valores més bajos obtenidos
para el estadistico lambda corresponden a las variables agual y agua2 (agua entubada dentro
de la vivienda y agua entubada fuera de la vivienda pero dentro del edificio o terreno).

Los valores mds bajos del estadistico lambda para las variables del equipamiento de la
vivienda (cuadro 4.9.3) se presentan en las variables closet y regadera (;Esta vivienda cuenta
con closet?, ;Esta vivienda cuenta con regadera?).

Sin embargo, para todas las variables, estas diferencias resultan significativas al utilizar la
transformacién del estadistico lambda en un estadistico F, por lo que la prueba de igualdad de
medias puede ser rechazada en todos los casos y todas las variables pueden ser consideradas
como candidatas a ser incluidas en el andlisis.

4.5 Seleccién de variables

La seleccién de variables que se incluyen en el modelo se realiza, como ya se habia mencionado,
a través del método Stepwise (método de inclusién por pasos), el criterio empleado para la
seleccion de las variables es el criterio basado en el estadistico lambda Wilks descrito en el
capitulo anterior, como condiciones minimas para la inclusién de variables se fija un nivel
de tolerancia de 0.001 y los estadisticos F de entrada y F de Salida se fijan en 3.84 y 2.71
respectivamente.

El proceso de seleccién de variables consta de 90 pasos en el caso de esta aplicacion,
al finalizar este proceso, tnicamente 3 de las 93 variables contempladas quedan fuera del
modelo al no cumplir con las condiciones de entrada, las demds variables no cumplen con
las condiciones de salida por lo que se consideraran en el modelo. Los cuadros 4.10 a 4.13
corresponden a las salidas que ofrece el paquete SPSS en cuanto a la seleccién de variables y
en ellos se muestra un resumen de los resultados obtenidos por medio de este proceso.
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Variables introducidas/eliminadas(a.b.c.d)
Lambda de Wilks

Paso | Introducidas Estadistico | gi1 | gI2 gl3 __ F Exacta : __ F aproximada :

Estadistico | gl1 gl2 Sig.| Estadistico | g1 gl2 Sig. |
1 closet 0.662 1 4] 19469027] 2480513.442 4] 19469027 0]
2 edu 2 0.524 2 4] 19469027] 1857192.274 8| 38938052 0]
3 fregader 0.461 3 4] 19469027 1460147.331] 12] 51510198.71 0]
4 tam_hog 0.415 4 4] 19469027 1238618.045] 16] 59478851.43 0]
5 compu 0.382 5 4] 19469027 1086220.943] 20] 64571445.28 0]
6 smedich 0.353 6 4] 19469027 984416.899] 24| 67919304.34 0]
7 tostador 0.332] 7| 4] 19469027 897485.734] 28] 70196554.92 0
8 tvcable 0.316) 3 4] 19469027 824019.973] 32| 71798199.77 0f
9 automov 0.303, 9 4] 19469027 761029.672] 36| 72959428.33 0f
10 depend2 0.289] 10 4] 19469027 713958.017] 40| 73824244.58 0]
11 urbano 0.279] 11 4] 19469027 671267.615] 44 74483595.2 0]
12 dvd 0.272] 12| 4] 19469027 628380.826] 48 74996687.7 0]
13 cla_hog1 0.266] 13| 4] 19469027 591334.855] 52| 75403172.97 0]
14 telefono 0.261] 14 4] 19469027 558542.128| 56| 75730299.41 0]
15 celular 0.255| 15| 4] 19469027 530913.474] 60] 75997234.34 0]
16 edu 1 0.251] 16| 4] 19469027 504221.734] 64| 76217747.13 0]
17 viv_3 0.248] 17| 4] 19469027 479489.394| 68 76401918.5 0]
18 pisos5 0.245| 18] 4] 19469027 457253.326] 72| 76557255.83 0]
19 lavabo 0.242] 19 4] 19469027 436970.647| 76| 76689437.21 0]
20 repro_cd 0.24] 20 4] 19469027 418354.57| 80| 76802817.77 0
21 sandwich 0.238] 21 4] 19469027 401443.792| 84| 76900780.83 0f
22 pisos4 0.236] 22| 4] 19469027 385802.336] 88| 76985985.54 0]
23 tv_color 0.234] 23| 4] 19469027 371446.369] 92| 77060544.32 0]
24 pisos3 0.232] 24 4] 19469027 358134.81] 96| 77126151.75 0]
25 edo _civ4 0.231] 25| 4] 19469027 345685.089] 100] 77184179.58 0]
26 cafetera 0.229] 26 4] 19469027 333919.955| 104 77235747.5 0]
27 videoj 0.228] 27| 4] 19469027 322902.261] 108] 77281776.58 0]
28 bomba 0.227] 28 4] 19469027 312625.119] 112] 77323029.91 0]
29 pisos2 0.226] 29| 4] 19469027 303056.845] 116] 77360143.98 0]
30 video 0.225] 30| 4] 19469027 294055.847] 120] 77393652.95 0]
31 aire_ac 0.224] 31 4] 19469027 285603.009] 124] 77424007.78 0]
32 jno_trab 0.223] 32 4] 19469027 277622.465| 128 77451591.2 0]
33 extracto 0.222] 33| 4] 19469027 270124.43| 132| 77476729.77 0]
34 techo5 0.221] 34 4] 19469027 263052.24] 136] 77499703.42 0
35 edo _civb 0.22] 35 4] 19469027 256380.485] 140] 77520753.24 0]
36 menores 0.219] 36| 4] 19469027 250014.237] 144] 77540087.72 0]
37 tviv_3 0.218] 37| 4] 19469027 243987.208] 148 77557887.9 0]
38 edo_civ3 0.217] 38| 4] 19469027 238273.923] 152| 77574311.62 0]
39 lavadora 0.216] 39 4] 19469027 232808.674| 156] 77589496.95 0]
40 horno_el 0.216] 40| 4] 19469027 227617.225| 160 77603565.1 0]
41 viv_4 0.215] 41 4] 19469027 222650.775] 164] 77616622.83 0]
42 techo2 0.214] 42 4] 19469027 217887.196] 168| 77628764.48 0]
43 basura2 0.214] 43| 4] 19469027 213290.305] 172] 77640073.62 0]
44 S_aireac 0.213] 44 4] 19469027 208872.798| 176] 77650624.54 0]
45 batidor 0.213] 45| 4] 19469027 204624.746] 180] 77660483.41 0]
46 estereo 0.212] 46| 4] 19469027 200498.747] 184] 77669709.38 0]
47 radio 0.212] 47| 4] 19469027 196577.988| 188] 77678355.38 0]
48 techosr 0.211] 48| 4] 19469027 192790.986| 192| 77686468.97 0]
49 sexo_jef 0.211] 49 4] 19469027 189141.956| 196] 77694092.89 0]
50 edo_civs 0.21] 50 4] 19469027 185613.798| 200 77701265.72 0

Cuadro 4.10 : Variables que entran o salen en cada paso de la seleccion.
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Variables introducidas/eliminadas(a,b,c.d)
Lambda de Wilks

Paso | Introducidas Estadistico | gi1 | gI2 gi3 __ F Exacta : __ F aproximada :

Estadistico | gl1 gl2 Sig.| Estadistico | gl1 gl2 Sig.
51 basura? 0.21] 51 4] 19469027 182213.363] 204] 77708022.31 0]
52 refri 0.21] 52| 4 19469027 178926.369] 208] 77714394.19 0]
53 tv_bn 0.209] 53] 4] 19469027 175774.607] 212| 77720409.98 0]
54 centro 0.209] 54] 4] 19469027 172730.74] 216 77726095.7| 0]
55 edad jef 0.209] 55| 4] 19469027 169784.405] 220] 77731475.01 0]
56 viv_7 0.208] 56| 4] 19469027 166944.78| 224| 77736569.52 [
57 moto 0.208] 57| 4] 19469027 164189.604] 228] 77741398.94 0]
58 servmed 0.208] 58] 4] 19469027 161525.37| 232 77745981.33 0]
59 lavadero 0.208] 59 4] 19469027 158950.518] 236] 77750333.22 0]
60 cla_hog3 0.207] 60| 4] 19469027 156455.43| 240 77754469.8] 0]
61 cla_hog2 0.206] 61 4] 19469027 154780.891] 244] 77758405.01 0]
62 hacina 0.205] 62| 4] 19469027 152422.676] 248 77762151.7 0]
63 sur 0.205] 63] 4] 19469027 150134.403] 252| 77765721.69 0]
64 basura6 0.205] 64] 4] 19469027 147900.655] 256] 77769125.91 0]
65 basurab 0.205] 65 4] 19469027 145762.171| 260] 77772374.44 0]
66 techo6 0.205] 66 4] 19469027 143661.832| 264] 77775476.63 0]
67 bici 0.204] 67] 4] 19469027 141623.998| 268| 77778441.11 0]
68 jugos 0.204] 68| 4] 19469027 139643.067] 272 77781275.9 0]
69 graba 0.204] 69| 4] 19469027 137717.292| 276] 77783988.45| 0]
70 edo civ2 0.204] 70 4] 19469027 135846.132] 280] 77786585.66 0]
71 viv_1 0.204] 71 4] 19469027 134029.941] 284] 77789073.98 0]
72 calentad 0.203] 72| 4] 19469027 132259.385| 288] 77791459.39 0
73 cisterna 0.203] 73] 4] 19469027 130534.338| 292| 77793747.48 0]
74 cocina 0.203] 74] 4] 19469027 128850.415] 296] 77795943.46 0]
75 muros5 0.203] 75| 4] 19469027 127206.713] 300} 77798052.21 0]
76 tviv_4 0.203] 76| 4] 19469027 125603.293] 304] 77800078.26 0]
77 combust5 0.203| 77 4] 19469027 124042.001] 308] 77802025.88 0]
78 muros3 0.202] 78] 4] 19469027 122511.592| 312| 77803899.05] 0]
79 murosr 0.202] 79| 4] 19469027 121020.561] 316] 77805701.51 0]
80 tviv1 0.202] 80| 4] 19469027 119571.35] 320 77807436.78 0]
81 micro 0.202] 81 4] 19469027 118149.331] 324] 77809108.13 0]
82 molino 0.202] 82| 4] 19469027 116760.6] 328] 77810718.66 0]
83 prestacO 0.202] 83| 4] 19469027 115403.974] 332| 77812271.27 0]
84 estufa g 0.202] 84 4] 19469027 114070.378] 336] 77813768.72 0]
85 mag_cos 0.202] 85| 4| 19469027 112760.374] 340] 77815213.56 0]
86 licuador 0.202] 86| 4] 19469027 111480.014] 344] 77816608.23 0]
87 tinaco 0.202| 87| 4] 19469027 110223.493| 348] 77817955.02 0]
88 muros4 0.201] 88| 4] 19469027 108990.103] 352] 77819256.08 0]
89 viv_6 0.201] 89| 4] 19469027 107780.311] 356] 77820513.47 0]
920 techo3 0.201] 90 4] 19469027 106591.138| 360] 77821729.09 0]
En cada paso se introduce la variable gue minimiza la lambda de Wilks global.
a. El nimero maximo de pasos es 186.
b. La F parcial minima para entrar es 3.84.
c. La F parcial maxima para eliminar es 2.71
d. Elnivel de F, la tolerancia o el VIN son insuficientes para continuar los calculos.

Cuadro 4.10 : Variables que entran o salen en cada paso de la seleccién (Continuacion).
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Variables en el analisis

Paso Tolerancia ell-ir‘r:?r::r Lambda de Wilks
1 closet 1 2480513.442

2 closet 0.983 1488373.65) 0.684

edu_2 0.983] 1286748.382 0.662

closet 0.854 543100.924] 0.512

3 edu_2 0.98] 1178523.464 0.572

fregader 0.86 665800.891 0.524

closet 0.724 48126.347| 0.203

edu_2 0.653 343227.192 0.216

fregader 0.545 15831.882 0.202

tam_hog 0.335 83674.554 0.205

compu 0.774 64604.601 0.204

smedich 0.382 79825.546, 0.205

tostador 0.717 50513.448, 0.204

tvcable 0.862 137332.769 0.207]

automov 0.728 134983.758| 0.207

depend2 0.633 240130.808 0.211

urbano 0.566 18786.859 0.202

dvd 0.842 80346.529 0.205

cla_hog1 0.027 22056.351 0.202

telefono 0.638 53367.998, 0.204

celular 0.86 65829.493, 0.204

90 edu_1 0.619 15582.33] 0.202

viv_3 0.104 5870.431 0.202

pisos5 0.324 28348.479 0.203

lavabo 0.46 9917.113 0.202

repro_cd 0.882 25033.309 0.202

sandwich 0.778 26120.889 0.203

pisos4 0.539 51119.742 0.204

tv_color 0.51 10562.286 0.202

pisos3 0.228 21359.024 0.202

edo_civ4 0.676 34679.404 0.203]

cafetera 0.757 24472.285 0.202

videoj 0.841 19250.058 0.202

bomba 0.452 13705.271 0.202

pisos2 0.237 12920.838 0.202

video 0.737] 12683.395, 0.202

aire_ac 0.776 27159.952 0.203

jno_trab 0.668 15848.976 0.202

Cuadro 4.11 : Variables en el andlisis en cada paso
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ariables en el analisis

Paso Tolerancia F para Lambda de Wilks
lextracto 0.745 15427222 0.20
[techob 0.392 3335.03| 0.20
ledo civ6 0.478 21158.316 0.20
lmenores 0427 21420.392 0.20
tviv 3 0448 15702574 020
ledo civ3 0,422 19708.624 0.20
llavadora 0.659 10868.198 020
thorno el 0.83 21028.053 0.20
viv 4 0.189 4858 428 020
Itecho2 0.709 6462.208 0.20
|lbasura2 0.083 1965.22 0.20
s aireac 0.867 9867.831 0.20
|batidor 0.709 10129.336 0.20
lestereo 0.681 10298.591 0.20
lradio 0921 11427.829 0.20
itechosr 0.707 9830.308 0.20
Isexo jef 0.357, 14490.832) 0.20
ledo cjvb 0317 7840347 020
|basura?7 0.375 12985.984 0.20
lrefri 0.591 5175.891 020
tv bn 0.741 9600.823 0.20
lcentro 0.386 3247 181 0.20
ledad ief 0.44 6611.279 0.20
viv 7 0.053 1555.625 0.20
moto 0,978 6647.068 0.20
|servmed 0.075 6124 647 0.20
lavadero 0.853 6654.139 0.20
cla hoa3 0.01 39794 085 0.20

20 cla hoa2 0.008 37350.601 0.203
|hacina 0.531 6951.382 0.20
Isur 0.439 4371.853 020
| basura6 0.061 6477.872 0.20
Ibasurad 0227 5673248 0.20
Itecho6 0.701 4078 877 0.20
| bici 0932 5107.689 0.20
liugos 0.775 4713.863 0.20
laraba 0.864 4918 842 0.20
ledo civ2 0.381 4305.829 0.20
viv 1 0117 2581 588 0.20
 calentad 0.526 4966.2 0.20
Icisterna 0479 3841.139 0.20
cocina 0.841 3915 807 020
ImurosS 0171 3398.945] 0.20
tviv 4 0.199 3468 546 0.20
lcombust5 0.342, 2360.527] 0.20
Imuros3 0.406 1840.128 0.20
lmurosr 0.742 3645.244, 0.20
tvivi 0.167 3422 322 0.20
micro 0.711 3165.988 0.20
Imolino Q772 2812 055 0.20
| prestac0 0.084 2783.8 0.20
lestufa a 0.42 1884573 0.20
lmaa cos 0.833 1767.464 020
llicuador 0.639 1745.731 0.20
Itinaco 0513 1470227 0201
imuros4 0.245 1368.002 0.201
viv 6 0.15 912 935 0.201
techo3 0.65 527.336 0.201

Cuadro 4.11 : Variables en el andlisis en cada paso (Continuacién)
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Variables no incluidas en el analisis

Paso Tolerancia | Tolerancia min. in't:rgcal_:lacir Lamdda de Wilks
tam_hog 1 1 603771.876 0.89
centro 1 1 73335.875] 0.985i
sur 1 1 370285.461 0.929
norte 1 1 93159.856 0.981
urbano 1 1] 1002941.789 0.829
cla_hog1 1 1 164711.086 0.967
cla_hog2 1 1 5469.594 0.999
cla_hog3 1 1 49274.226 0.99
tvivi 1 1 166026.665 0.967|
tviv_3 1 1 63241.817 0.987]
tviv 4 1 1 199106.869 0.961
viv_1 1 1 22509.232 0.995i
viv_3 1 1 121779.567, 0.976
viv_4 1 1 183157.485 0.964}
viv_6 1 1 338229.1 0.935
viv_7 1 1 13257.609 0.997]
hacina 1 11 1410777.849 0.775i
depend2 1 1 319787.204 0.938]
cocina 1 1 112139.639 0.977
muros3 1 1 104416.251 0.979
muros4 1 1 150648.748 0.97
muros5 1 1 465208.069 0.913]
murosr 1 1 667179.2 0.879

0 techo2 1 1 26679.672 0.995i
techo3 1 1 317495.489 0.939
techo5 1 1 879762.422 0.847]
techob 1 1 11580.449 0.998]
techosr 1 1] 1249537.313 0.796}
pisos2 1 1 938297.772 0.838]
pisos3 1 1 477719.61 0.911
pisos4 1 1 183527.395 0.964]
pisos5 1 1 595862.074 0.891
basura2 1 1] 1081875.779 0.818]
basura5 1 1 26243.508] 0.995i
basura6b 1 1 765804.422 0.864
basura7 1 1 29046.011 0.9941
combust5 1 1 817145.513 0.856}
tinaco 1 1 924826.184 O.84]
cisterna 1 1 631487.631 0.885i
bomba 1 1 785097.454 0.861
calentad 1 1] 2062918.884 0.702i
s _aireac 1 1 270822.129 0.947
lavabo 1 1] 2182690.131 0.69
lavadero 1 1 75256.06 0.985
fregader 1 1] 2354426.724 0.674]
closet 1 1] 2480513.442 0.662
telefono 1 1 1616711.873 0.751
celular 1 1 719339.317 0.871

Cuadro 4.12 : Variables que no estdn en el andlisis en cada paso.
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Variables no incluidas en el analisis

Paso Tolerancia | Tolerancia min. in't:rgglrl?‘ir Lamdda de Wilks
[tvcable 1 1 1289665.907. 0.791
lautomov 1 1 1510891.18 0.763
moto 1 1 20934 461 0.996
|bici 1 1 140616.647 097
lradio 1 1 122432.345 0.975
laraba 1 1 31793.355 0.9041
lestereo 1 1 751119924 0.866
lrepro cd 1 1 712324 .394 0.87
tv bn 1 1 113753.084 0.977
tv_color 1 1 732699.819 0.869
lvideo 1 1 1255371.848 0.795
dvd 1 1 710291.344 0.873
combpu 1 1 1814522 255 0.728
lvideoij 1 1 375552.979 0.928
llicuador 1 1 406886.599 0,923
|batidor 1 1 1243497.296 0.797
|lextracto 1 1 1229693.807 0.798
[tostador 1 1 1648777 581 0.747|
| cafetera 1 1 1420386.054 07741
|lsandwich 1 1 1094299 187 0.816
liudos 1 1 794556.65 0.86}
|lhorno el 1 1 849969.994 0.851

0 |micro 1 1 1569091.106 0.756)

lrefri 1 1 997081.931 0.83
lestufa a 1 1 485697.075 0.909
Imolino 1 1 267974214 0,948
llavadora 1 1 972933.787. 0.833
lmaa cos 1 1 126426.239 0,975
laire ac 1 1 341671.556 0.9341
lmenores 1 1 683819.283 0.877
lsmedich 1 1 734618 12 0.869
Isexo jef 1 1 7689.393 0,998
ledad jef 1 1 2753 887, 0.999
ledu 0 1 1 1265588.516 0.7941
ledu 1 1 1 176927.131 0.965|
ledu 2 1 1 2247413.639 0.684|
ledo civ1 1 1 70436.034 0.986
ledo civ2 1 1 14849.802 0,997
ledo civ3 1 1 5832.581 0.999
ledo civ4 1 1 85060.812 0.983
ledo civ5 1 1 4821 878 0.999
ledo cjv6 1 1 110004947 0978
lino trab 1 1 11117.783 0,998
lprestac0 1 1 447602 277 0916
servmed 1 1 472033.824 0.91
norte 0l 0
viv 6 0.15 0.008 905.888 0.201

88 itecho3 0.65) 0.008 520.29 0.201
ledu 0 0 0 76703.718 0.251
edo civi 0 0
inorte 0 0

89 [techo3 0.65] 0.008 527.336 0.201
ledu 0 0 0 76703.718 0.251
edo cijv1 0 0
inorte 0 0

920 ledu 0 0 0 76703718 0251
edo civi 0 0

Cuadro 4.12 : Variables que no estén en el andlisis en cada paso (Continuacién).
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Lambda de Wilks

Paso Nl'm!ero de Lambda | g1 | gi2 gl __ F exacta : __ F aproximada :
variables Estadistico | gl1 gl2 Sig.| Estadistico | gl1 gl2 Sig.

1 1 0.662] 1] 4] 19469027| 2480513.442| 4| 19469027

2 2 0.524| 2| 4] 19469027| 1857192.274] 8| 38938052

3 3 0.461 3] 4] 19469027 1460147.331] 12| 51510198.71 0f
4 4 0.415| 4] 4] 19469027 1238618.045| 16| 59478851.43 0f
5 5 0.382] 5| 4] 19469027 1086220.943] 20| 64571445.28 0f
6 6 0.353] 6] 4] 19469027, 984416.899| 24| 67919304.34 0
7 7 0.332] 7] 4] 19469027 897485.734] 28| 70196554.92 0
8 8 0.316| 8] 4] 19469027 824019.973| 32| 71798199.77 0f
9 9 0.303] 9| 4] 19469027 761029.672| 36| 72959428.33 0f
10 10 0.289| 10 4] 19469027 713958.017| 40| 73824244.58 0f
11 11 0.279| 11| 4] 19469027 671267.615| 44 74483595.2 0f
12 12 0.272] 12| 4] 19469027, 628380.826| 48 74996687.7| 0
13 13 0.266] 13| 4] 19469027, 591334.855| 52| 75403172.97 0
14 14 0.261] 14| 4] 19469027, 558542.128| 56| 75730299.41 0
15 15 0.255] 15| 4] 19469027, 530913.474] 60| 75997234.34 0
16 16 0.251] 16| 4] 19469027 504221.734| 64| 76217747.13 0f
17 17 0.248| 17| 4] 19469027 479489.394| 68 76401918.5 0f
18 18 0.245| 18] 4] 19469027 457253.326| 72| 76557255.83 0f
19 19 0.242] 19| 4] 19469027 436970.647| 76| 76689437.21 0f
20 20 0.24] 20 4] 19469027 418354.57] 80| 76802817.77 0]
21 21 0.238] 21| 4] 19469027 401443.792| 84| 76900780.83 0f
22 22 0.236| 22| 4] 19469027 385802.336| 88| 76985985.54 0f
23 23 0.234| 23] 4] 19469027 371446.369| 92| 77060544.32 0f
24 24 0.232| 24| 4] 19469027 358134.81| 96| 77126151.75 0f
25 25 0.231] 25| 4] 19469027 345685.089 100 77184179.58 0f
26 26 0.229] 26| 4] 19469027, 333919.955| 104 77235747.5 0
27 27 0.228] 27 4] 19469027 322902.261] 108] 77281776.58 0]
28 28 0.227| 28] 4] 19469027 312625.119| 112 77323029.91 0f
29 29 0.226| 29| 4] 19469027 303056.845( 116] 77360143.98 0f
30 30 0.225| 30 4] 19469027 294055.847| 120 77393652.95 0f
31 31 0.224] 31| 4] 19469027, 285603.009| 124 77424007.78 0f
32 32 0.223| 32| 4] 19469027 277622.465| 128 77451591.2 0f
33 33 0.222] 33 4] 19469027 270124.43] 132] 77476729.77 0]
34 34 0.221] 34 4] 19469027 263052.24] 136] 77499703.42 0]
35 35 0.22| 35| 4] 19469027 256380.485| 140 77520753.24 0f
36 36 0.219| 36| 4] 19469027 250014.237| 144 77540087.72 0f
37 37 0.218| 37| 4] 19469027 243987.208| 148 77557887.9 0f
38 38 0.217| 38| 4] 19469027 238273.923| 152| 77574311.62 0f
39 39 0.216] 39| 4] 19469027, 232808.674| 156] 77589496.95 0
40 40 0.216] 40 4] 19469027 227617.225] 160 77603565.1 0]
41 41 0.215| 41| 4] 19469027 222650.775| 164 77616622.83 0f
42 42 0.214] 42| 4] 19469027 217887.196| 168| 77628764.48 0f
43 43 0.214] 43| 4] 19469027 213290.305| 172 77640073.62 0f
44 44 0.213| 44| 4] 19469027 208872.798| 176 77650624.54 0f
45 45 0.213] 45| 4] 19469027 204624.746] 180 77660483.41 0f
46 46 0.212] 46| 4] 19469027, 200498.747| 184] 77669709.38 0
47 47 0.212] 47) 4] 19469027, 196577.988| 188] 77678355.38 0
48 48 0.211] 48] 4] 19469027 192790.986| 192 77686468.97 0f
49 49 0.211] 49| 4] 19469027 189141.956| 196 77694092.89 0f
50 50 0.21] 501 4] 19469027 185613.798| 200| 77701265.72 0

Cuadro 4.13: Lambda Wilks en cada paso
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Lambda de Wilks

Numero de F exacta F aproximada
Paso . Lambda | gl1 | gl2 gl3

variables Estadistico | gl1 gl2 Sig.| Estadistico | g1 gl2 Sig.
51 51 0.21] 51 4] 19469027 182213.363| 204| 77708022.31 0
52 52 0.21] 521 4] 19469027 178926.369| 208| 77714394.19 0
53 53 0.209| 53| 4| 19469027 175774.607| 212| 77720409.98 0
54 54 0.209| 54| 4] 19469027 172730.74] 216 77726095.7, o
55 55 0.209] 55 4] 19469027 169784.405] 2201 77731475.01 0
56 56 0.208| 56| 4| 19469027 166944.78| 224 77736569.52 0
57 57 0.208| 57| 4] 19469027 164189.604| 228| 77741398.94 0
58 58 0.208| 58] 4| 19469027 161525.37| 232| 77745981.33 0
59 59 0.208| 59| 4| 19469027 158950.518| 236] 77750333.22 0
60 60 0.207| 60] 4| 19469027 156455.43| 240 77754469.8 o
61 61 0.206] 61 4] 19469027 154780.891| 244] 77758405.01 0
62 62 0.205] 62 4] 19469027 152422.676| 248 77762151.7| O
63 63 0.205| 63] 4| 19469027 150134.403| 252| 77765721.69 0
64 64 0.205| 64| 4] 19469027 147900.655| 256| 77769125.91 0
65 65 0.205| 65| 4| 19469027 145762.171| 260] 77772374.44 0
66 66 0.205] 66 4] 19469027 143661.832| 264| 77775476.63 0
67 67 0.204] 67 4] 19469027 141623.998| 268| 77778441.11 0
68 68 0.204| 68| 4| 19469027 139643.067| 272 77781275.9 0
69 69 0.204| 69 4| 19469027 137717.292| 276] 77783988.45 0
70 70 0.204| 70| 4| 19469027 135846.132| 280|] 77786585.66 0
71 71 0.204| 71 4] 19469027 134029.941| 284| 77789073.98 0
72 72 0.203| 72| 4] 19469027 132259.385| 288| 77791459.39 0
73 73 0.203] 73 4] 19469027 130534.338| 292| 77793747.48 0
74 74 0.203| 74| 4] 19469027 128850.415| 296| 77795943.46 0
75 75 0.203| 75| 4| 19469027 127206.713| 300] 77798052.21 0
76 76 0.203| 76| 4| 19469027 125603.293| 304| 77800078.26 0
77 77 0.203| 77| 4] 19469027 124042.001| 308| 77802025.88 0
78 78 0.202| 78] 4] 19469027 122511.592| 312| 77803899.05 0
79 79 0.202] 79 4] 19469027 121020.561| 316] 77805701.51 0
80 80 0.202| 80| 4| 19469027 119571.35| 320] 77807436.78 0
81 81 0.202| 81 4] 19469027 118149.331| 324| 77809108.13 0
82 82 0.202| 82 4] 19469027 116760.6] 328 77810718.66 0f
83 83 0.202| 83| 4| 19469027 115403.974| 332| 77812271.27 0
84 84 0.202| 84| 4] 19469027 114070.378| 336] 77813768.72 0
85 85 0.202] 85 4] 19469027 112760.374| 340 77815213.56 0
86 86 0.202| 86| 4| 19469027 111480.014| 344| 77816608.23 0
87 87 0.202| 87| 4| 19469027 110223.493| 348| 77817955.02 0
88 88 0.201| 88 4| 19469027 108990.103| 352| 77819256.08 0
89 89 0.201 89| 4| 19469027 107780.311| 356] 77820513.47 0
90 90 0.201| 90| 4| 19469027 106591.138| 360] 77821729.09 0

Cuadro 4.13: Lambda Wilks en cada paso (Continuacion)
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En el cuadro 4.10 (variables introducidas/eliminadas) se muestran los estadisticos lambda
Wilks y su correspondiente F asociados a las variables que entran o salen en cada paso del pro-
ceso, en cada paso, se selecciona la variable que en conjunto con las ya introducidas minimice
el valor de lambda Wilks global. En esta tabla se muestra el estadistico correspondiente al
método seleccionado, por lo que el encabezado de la tabla cambiard dependiendo del método
seleccionado, que en el caso de la presente aplicacién corresponde al criterio basado en el
estadistico lambda de Wilks. Cabe senalar que el estadistico lambda Wilks que se presenta
en este cuadro es el estadistico lambda Wilks global y este va disminuyendo conforme se
introducen variables en el modelo.

El cuadro 4.11 (variables en el andlisis) muestra los estadisticos de las variables incluidas
en el modelo en cada paso, el nivel de tolerancia alcanzado, el estadistico F de Salida y
el estadistico Lambda Wilks. Las variables con una tolerancia muy baja serdn eliminadas
del modelo ya que esto indica multicolinealidad. En este cuadro, se muestra inicamente un
resumen de los pasos, correspondientes a los pasos 1, 2, 3 y 90 debido al gran espacio que
ocuparia el mostrar cada uno de los 90 pasos del proceso, ademas de que esto resultaria poco
ilustrativo.

El cuadro 4.12 (variables no incluidas en el andlisis) presenta los estadisticos para las
variables que no estén incluidas en el modelo en cada paso (Tolerancia, Tolerancia minima, F
para introducir y lambda Wilks). De esta manera, en cada paso serd introducida la variable
que tenga asociado un valor de F para introducir méas alto o equivalentemente un valor de
lambda Wilks més bajo. De igual manera que para el cuadro 4.11. sélo se muestra en resumen
de los pasos, que en este caso corresponden a los pasos 0, 88, 89 y 90.

El cuadro 4.13 (Lambda de Wilks en cada paso) muestra el estadistico lambda de Wilks
global para cada paso de la seleccién, en el caso de la presente aplicacién, dado que se emplea
el criterio basado en el estadistico lambda de Wilks, la informacién contenida en esta tabla es
la misma que la contenida en el cuadro 4.10.

Al iniciar el proceso de seleccién de variables (paso cero en el cuadro 4.12), la primera
variable candidata a ser incluida es aquella que tiene en valor de lambda Wilks mé&s pequeno,
que en este caso es la variable closet (;Esta vivienda cuenta con closet?) (lambda = 0.662),
al revisar las condiciones minimas para su inclusién, se comprueba que su estadistico F de
Entrada ( F Entrada closet = 2480513.442) es muy superior al valor fijado (F=3.84) , en
este paso, la tolerancia es igual a 1 dado que no existen atn variables incluidas en el modelo.
Puesto que cumple con las condiciones necesarias, la variable closet serd introducida en el
modelo en el paso 1 (ver cuadro 4.11 paso 1).

Después de incluir la variable closet, se seleccionara la variable que en conjunto con ésta
logre la mayor discriminacién entre los grupos, que es la variable edu 2 (Educacién del jefe de
familia (Universidad, Maestria, Doctorado)) con un valor de lambda asociado de 0.524 (cuadro
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4.10), el valor del estadistico F asociado a esta variable es F=1286748.382 (corresponderfa al
paso 1 en cuadro 4.12) que es muy superior al nivel fijado, el nivel de tolerancia (F=.983)
sigue siendo superior al nivel fijado como minimo, por lo que la variable edu 2 es incluida en
el modelo.

Después del paso 1, el modelo cuenta ya con dos variables, por lo que es necesario revisar
las condiciones de salida, en el cuadro 4.11 (paso 2) podemos ver que ninguna de las dos
variables incluidas hasta este paso en el modelo tiene valores inferiores al nivel fijado para el
estadistico F de salida (F=2.71) por lo que las dos variables seleccionadas permanecerdn en
el modelo.

El proceso de seleccién continia de manera similar con el resto de las variables hasta el
paso 89, en el que unicamente quedan fuera del modelo cuatro variables, la tnica candidata a
ser seleccionada es la variable techo3 que presenta un valor de lambda de 0.201, y que cumple
con las condiciones de entrada (F de entrada = 527.336 >3.84 , Tolerancia = 0.65, Tolerancia
minima =0.008) (ver cuadro 4.12 paso 89). Por lo que esta variable es incluida en el modelo.
Al revisar las condiciones de salida tras la inclusion de la variable techo3, ninguna de las 90
variables incluidas en el modelo presenta valores F de salida inferiores a 2.71 (ver cuadro 4.11
paso 90), por lo que las 90 variables permaneceran en el modelo. En el paso 90, quedan tres
variables fuera del modelo ( norte (zona norte), edu 0 (Educacién del jefe de familia Ninguna,
Preprimaria, Primaria), edo civl (Estado civil del jefe de familia: unién libre)), sin embargo
ninguna de estas variables puede ser incluida en el modelo ya que el nivel de tolerancia que les
estd asociado es 0, lo que indica que estas variables tienen una relacién lineal con alguna de las
variables ya incluidas en el modelo, en efecto, por ejemplo la variable norte tiene una relacién
lineal con las variables centro y sur previamente incluidas en el modelo y como se menciond,
al utilizar el método Stepwise se garantiza que no haya multicolinealidad ni singularidad en la
matriz de varianza covarianza global. Por ello, las tres variables mencionadas no son incluidas
en el modelo por aportar informacién redundante.

De esta manera quedan seleccionadas 90 de las 93 variables contempladas para ser incluidas
en el modelo y con ello se logra obtener un valor global de lambda de Wilks de 0.201, que
resulta significativo (sig=0.000) (ver cuadro 4.10 paso 90 o cuadro 4.13 paso 90). Como se
puede observar, en cada paso de la seleccién el valor del estadistico lambda de Wilks va
disminuyendo conforme se introducen variables en el modelo, sin embargo, atin en el paso 90
este valor no es demasiado cercano a cero, lo que nos indica que los grupos estéan solapados.

Si bien la utilizaciéon del método Stepwise garantiza que no exista multicolinealidad ni
singularidad en la matriz de varianza covarianza global, esto no es asi para las matrices de
varianza covarianza por grupos dado que la mayorfa de las variables son variables dummy, es
decir, el hecho de que no exista multicolinealidad en la matriz de varianza covarianza global
no implica que esto se cumpla dentro de los grupos. De hecho, al realizar la prueba M de Box
contemplando tnicamente las 90 variables seleccionadas, las matrices de varianza covarianza
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por grupos siguen siendo singulares y de rangos diferentes. Por ello, serd necesario revisar las
correlaciones parciales de las variables incluidas, especialmente aquellas que forman parte del
conjunto de variables dummy generadas a partir de una variable de més de dos categorias. Al
revisar dichas correlaciones parciales, encontramos que dentro de los grupos, existen variables
con correlacién parcial perfecta, y en cada caso, una de las variables deberd ser eliminada,
las matrices de correlacién se omiten de nueva cuenta por su gran tamano. De esta manera
quedan eliminadas 5 variables del modelo que son: basura7 (Utiliza el servicio de recoleccién
particular), cla_hog2 (hogar nuclear), muros3 (muros de madera), techo2 (techos de madera),
tvivl (Casa sola que comparte muros o que no comparte muros). Una vez eliminadas estas 5
variables, se repetird el proceso de seleccién de variables por el método Stepwise, de manera
similar al descrito anteriormente.

Al realizar nuevamente este proceso con unicamente 85 variables, como era de esperarse,
todas las variables son incluidas en el modelo y se obtiene un valor de lambda de 0.204
que resulta significativo (sig=0.000). Por medio de este proceso de seleccién, se contemplan
entonces un total de 85 variables a ser incluidas en el modelo y que serdn utilizadas para
la construccién de las funciones discriminantes. Los cuadros correspondientes a este nuevo
proceso de seleccién se omiten por ser similares a los del proceso de seleccién anterior.

4.5.1 Obtencién M box

Una vez eliminadas las variables correlacionadas dentro de los grupos y sin tomar en cuenta
la diferencia de grupos, es posible realizar la prueba M de Box, puesto que las matrices
de varianza covarianza de todos los grupos son no singulares y son de rango completo, los
resultados obtenidos por medio de la realizacién de esta prueba se muestran en los siguientes
cuadros.

Logaritmo de los determinantes

Logaritmo del

Grupo Rango degt’erminante
1 85 -229.35
2 85 -204.619
3 85 -214.003]
4 85 -237.537|
5 85 -250.665|
Intra-grupos combinada 85 -198.937|
Los rangos y logaritmos naturales de los determinantes impresos son
los de las matrices de covarianza de los grupos.

Cuadro 4.14 : Logaritmos de los determinantes de las matrices de varianza covarianza por
grupo
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Resultados de la prueba

M de Box 4E+008
F Aprox. 30747.968
gl 14620
gl2 3E+013
Sig. .000

Contrasta la hip6tesis nula de que las matrices
de covarianza poblacionales son iguales.

Cuadro 4.15: Resultados de la prueba M de Box

El cuadro 4.14 muestra los log determinantes de cada una de las matrices de varianza
covarianza (es decir el producto de sus eigenvalores), que sirven para distinguir los grupos
cuyas matrices de varianza covarianza difieren més, como podemos observar, en el caso de los
resultados obtenidos para esta aplicacion, los grupos que difieren més son los grupos 1, 4 y 5.

El cuadro 4.15 muestra los resultados de la prueba M de Box realizada para la compro-
bacién del supuesto de igualdad de matrices de varianza covarianza, el estadistico M se calcula
a partir de los determinantes de las matrices, y para el caso de esta aplicaciéon toma un valor
de M= 449544989.4163. La significancia de este estadistico se basa en una transformacién
de éste a un estadistico F, que en este caso toma un valor aproximado de F=30747.9683654
con una probabilidad asociada de p=0.000, lo que permite rechazar la prueba de igualdad de
matrices de varianza covarianza de los 5 grupos.

Como ya habfamos mencionado, pese a que la prueba arroja resultados que indican dife-
rencias entre las matrices de varianza covarianza, estos deben ser matizados por los motivos
previamente expuestos (ver 4.3.3).

4.6 Obtencion de las funciones discriminantes

Una vez terminado el proceso de selecciéon de variables, se procede a la obtencién de las fun-
ciones discriminantes que en el caso de esta aplicacién ascenderdn a 4 (min(5-1, 85 variables),
ver 3.3.1 ), y se llevara a cabo utilizando las 85 variables seleccionadas para el modelo. A
continuacion se presentan los coeficientes no estandarizados de estas funciones:
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Coeficientes de las funciones candnicas discriminantes

Funcién
1 2 3 4
tam_hog -0.153 0.032] 0.063 -0.017|
centro 0.013 -0.034 0.135 0.413
sur -0.047 -0.012 0.45) 0.08
urbano -0.028 -0.286 -0.644 0.109
cla_hog1 0.585 0.74] -0.586 -0.07
cla_hog3 -0.099 -0.097 -0.115] 0.152
tviv_3 0.303 -0.865 -0.529 0.411
tviv_4 0.021 0.082] -0.561 -0.074
viv_1 -0.038 -0.333 0.505] -0.469
viv_3 0.363 -0.188 -0.03 -0.646
viv_4 0.28 -0.393 -0.158] 0.522
viv_6 -0.086 -0.213 0.09 -0.027|
viv_7 0.016 -0.328 -0.11 -0.258
hacina 0.025 0.08 -0.108 0.027
depend2 -0.259 0.056) 0.024] -0.046
cocina 0.082 0.124] -0.145] -0.271
muros4 -0.039 0.33 -0.113] 0.062
muros5 0.079 0.291 -0.125] 0.066
murosr 0.001 -0.155] -0.05 0.069
techo3 0.017 0.042] -0.148] 0.014
techo5 0.043 0.031 -0.397| 0.048
techo6 -0.153 -0.005 0.542 0.323
techosr 0.109 -0.012 -0.261 -0.389
pisos2 -0.075 -0.469 0.296| 0.012
pisos3 0.069 -0.49 1.24 0.248
pisos4 0.136 -0.985 2.761 -0.01
pisos5 0.337 -0.354 1.211 -0.959
basura2 -0.116) 0.234 0.034 0.576
basura5 0.014 0.106| -0.17 1.356
basura6 0.054 0.158] 0.208 0.569
combust5 -0.004 -0.217 -0.343] -0.148
tinaco -0.065 0.008] -0.063] -0.022
cisterna 0.057, 0.101 -0.226 0.341
bomba 0.167 0.044 0.477 -0.476
calentad 0.129 -0.024 0.015 0.169
s_aireac 0.26) 0.14] 0.334 -0.829
lavabo 0.06 -0.328 -0.164 -0.197|
lavadero -0.002 0.237| -0.161 0.423
fregader 0.093 -0.369 -0.059 -0.111
closet 0.338 -0.046 0.412 0.098
telefono 0.275| -0.387 -0.157| -0.439
celular 0.383 0.128 -0.097 0.257

Cuadro 4.16 : Coeficientes no estandarizados para las funciones discriminantes.
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Coeficientes de las funciones candnicas discriminantes

Funcion

1 2 3 4
tvcable 0.491 0.866 -0.246 -0.143]
automov 0.529 0.051 0.355 0.559
moto 0.05 -0.742 0.103 -1.206]
bici -0.051 0.166 -0.285 0.017
radio 0.095 0.002 0.388 -0.036]
lgraba 0.08 -0.012 0.011 -0.106]
estereo 0.043 -0.207] 0.265 -0.126
repro_cd 0.262 0.107| -0.053] -0.197|
tv_bn -0.133 -0.082 0.267 0.33
tv_color 0.056 -0.24 0.275 0.672
video 0.136 0.005 -0.295 -0.277|
dvd 0.236 0.955 -1.807 0.795
compu 0.46) 0.071 0.963 0.389
videoj -0.062 -0.292 -0.119 1.257
licuador -0.04 0.048 -0.231 -0.065)
batidor 0.04 -0.253 0.128 0.09
extracto 0.205] 0.014] -0.182 0.051
tostador 0.291 0.536 -0.069 0.07
cafetera 0.195] 0.331 0.478 -0.017]
sandwich 0.177 0.278 -0.219 -1.174
jugos 0.02 -0.004 0.195 0.494
horno_el 0.13 0.352 -0.879 0.209
micro 0.069 -0.006 0.069 -0.266)
refri 0.078 -0.099 -0.385 -0.096]
estufa_g -0.002 0.126 -0.011 -0.428
molino -0.049 0.116 -0.121 0.183
lavadora -0.046] -0.267 -0.086 0.177
maq_cos -0.05] 0.001 0.064 -0.115
aire_ac 0.245] -0.025 -0.599 1.344
menores -0.083] 0.119 0.121 0.023
smedich 0.371 -0.635 0.286) 0.459
sexo_jef 0.258 0.029 0.064 0.35]
edad jef -0.002 0.006 0.001 -0.008]
edu_1 0.173 -0.117] 0.089 -0.134
edu 2 1.082 1.342 0.038 -0.155]
edo _civ2 -0.083 -0.086 0.265 -0.122
edo civ3 0.407 0.223 0.533 0.44
edo _civ4 0.731 0.649 0.429 -0.157|
edo civ5s 0.173 -0.039 0.897| 0.091
edo_civ6 0.381 0.304 0.758 1.114
jno_trab 0.126 -0.066| -0.044 -0.854
prestac0 -0.044 0.324 0.489 0.15]
servmed -0.06 0.55 0.599 -0.279
(Constante) -1.063] -0.021 -0.574 0.044
Coeficientes no tipificados

Cuadro 4.16 : Coeficientes no estandarizados para las funciones

discriminantes.(Continuacion)
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4.6.1 Funciones discriminantes significativas.

Antes de proceder a interpretar los resultados, es necesario determinar si cada una de las fun-
ciones discriminantes obtenidas resulta significativa, para ello, en un primer paso, se obtienen
los eigenvalores asociados a cada una de las funciones. El cuadro 4.17 presenta los eigenva-
lores asociados a cada una de las funciones discriminantes, recordaremos que los eigenvalores
reflejan el grado en el que una funcién discrimina entre los diferentes grupos (ver 3.6.1).

Eigenvalores

Funcién Eigenvalor | % de varianza % acumulado Correlacion canodnica

1 2.551(a), 87.7 87.7 0.848|
2 .281(a), 9.7 97 4 0.468|
3 .046(a) 1.6 99 0.211
4 .030(a), 1 100 0.17
a Se han empleado las 4 primeras funciones discriminantes canonicas en el analisis.

Cuadro 4.17: Eigenvalores y porcentaje de varianza explicada por las funciones
discriminantes.

Como podemos observar, la primera funcién discriminante es la que presenta un eigenvalor
asociado mds grande (A; = 2.551) y por lo tanto esta funcién es la que presenta un mayor poder
discriminante. Las restantes tres funciones discriminantes presentan eigenvalores pequenos lo
que nos indica que no tienen demasiado poder de discriminacion, particularmente la cuarta
funcién discriminante cuyo eigenvalor alcanza apenas un valor de Ay = 0.030.

El examinar los porcentajes relativos, que permiten determinar que tan importante es una
funcién discriminante respecto a las demds, podemos ver que la primer funcién es responsable
del 87.7% de la varianza entre grupos, y que contando las tres primeras funciones discrimi-
nantes se explica el 99% de la dispersién entre los grupos. Las correlaciones que se presentan
en el cuadro 4.17 muestran el grado de asociacion entre las puntuaciones discriminantes y
los grupos, podemos observar que esta medida es mucho mas cercana a uno para la primera
funcién (.848) que para la cuarta o incluso la tercera ( .221 y .170 respectivamente).

Si bien estos resultados indican que la primera funcién discriminante es mucho més impor-
tante que las demds, e incluso que las tltimas dos funciones podrian no ser muy relevantes,
estos resultados no permiten valorar la significancia de cada una de las funciones obtenidas.
Para determinar si las cuatro funciones discriminantes obtenidas son significativas, se realiza
una prueba basada en el estadistico lambda Wilks (ver 3.6.1) , para contrastar la hipétesis nula
de igualdad entre las puntuaciones alcanzadas por los grupos para las cuatro funciones discri-
minantes. Los resultados obtenidos por medio de la aplicacién de esta prueba se presentan a
continuacion:
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Lambda de Wilks

Contraste de las funciones Lambda de Wilks Chi-cuadrado | gl | Sig.
1alad 0.204 30947294.65| 340 0
2ala4 0.724 6274802.651| 252 0
3ala4 0.928 1453799.445| 166 0
4 0.971 568956.48| 82 0

Cuadro 4.18: Prueba de contraste para las funciones discriminantes

Para determinar la significancia de las funciones discriminantes, se utiliza una transforma-
cién de este estadistico en un estadistico Chi-cuadrado, al realizar esta transformacién para
los estadisticos lambda obtenidos, los valores de los estadisticos Chi cuadrados resultan sig-
nificativos en todos los casos, incluyendo el caso en el que sélo se considera la cuarta funcién
que es la que menos poder de discriminacién tiene (y*= 568956.480, sig=0.000). Por lo tanto,
se conservaran las cuatro funciones discriminantes, teniendo en cuenta que las dos primeras
funciones son las que mayor poder de discriminacién poseen.

4.7 Interpretacion de los resultados.

Después de determinar que funciones discriminantes son significativas, y por lo tanto deberfan
de ser conservadas, en el caso de esta aplicacion se conservaron las cuatro funciones discrimi-
nantes obtenidas, se procede a la interpretaciéon de las mismas considerando la posicién que
determinan para cada uno de los casos y para los centroides de los grupos.

El siguiente cuadro presenta las puntuaciones discriminantes para los centroides de cada
grupo que resultan de la evaluacién de las funciones discriminantes no estandarizadas en los
centroides de cada grupo.

Funciones en los centroides de los grupos

uncion
Grupo 1 2 3 4
1 -1.332 .265 .028 .002
2 .397 -.708 -.213 .016
3 1.894 -.257 405 -.155
4 3.088 .507 137 T72
5 3.907 1414 -.459 -.266

Funciones disciminantes candénicas no tipificadas evaluadas
en las medias de los grupos

Cuadro 4.19: Puntuaciones discriminantes para los centroides de cada grupo
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El cdlculo de las puntuaciones discriminantes para los centroides de los grupos (asi como
para cada caso), permite la determinacién de las coordenadas de estos sobre los ejes discri-
minantes. Como podemos observar en el cuadro 4.19, las puntuaciones alcanzadas por cada
grupo sobre el eje correspondiente a la primera funcién discriminante determinan una mayor
separacién entre los grupos, que las alcanzadas a lo largo de los ejes correspondientes a las
otras funciones discriminantes, particularmente en el caso de la cuarta funcién discriminante.

Debido a que para esta aplicacién se cuenta con cuatro ejes discriminantes, resulta com-
plicado determinar la distancia entre los centroides, por lo que se recurrird a diagramas de
dispersién para determinar que tan lejanos o cercanos se encuentran los centroides respecto
a las dos primeras funciones discriminantes, que son las que mayor poder de discriminacién
poseen. A continuacién se presentan los diagramas de dispersién de los grupos respecto a las
dos primeras funciones discriminantes de manera conjunta e individual.

Funciones discriminantes canénicas

Grupos

(11 Menos de 1 s.m.
a O 2Entre 1y 2s.m.
“ 3Entre 2y 4 s.m.
4Entre 4 vy 6 s.m.
O 5 Mas de 6 =.m.
Centroide de grupo

Funcion 2

i J

4=

Funcion 1

Figura 4.1: Diagrama de dispersién para todos los grupos
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Funcion 2

Grupos
- (11 Menosdelsm.
4 o 2Entre 1y 2sm.
3Entre 2y 4 sm.
4 Entre 4 v 6 s.m.
O 5 Mas de § s.m.
24 O Centroide de grupo
]
=}
)
£
3 07
[
=
4=
T T I T T 1
-50 25 oo 25 5.0 7.5

Funcion 1

Figura 4.2: Diagrama de dispersién para los grupos 1y 5

Funciones discriminantes candnicas Funciones discriminantes candnicas

Grupo1 = Menos de 1 s.m. Grupo2= Entre1y2s.m.

W Centroide de grupo

B Centroide de grupo
© Menos de 1 s.m.

QO Entre 1y Zsm.

Funcion 2
T

Funcién 1 Funcién 1

Figura 4.3: Diagrama de dispersién grupo 1  Figura 4.4: Diagrama de dispersién grupo 2
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Funciones discriminantes canénicas Funciones discriminantes canénicas

Grupo3=Entre2y 4 s.m. Grupod =Entre 4y 6 s.m.

4]
B Certroide de grupo

B Centroide de grupo
OEtre2y4 sm. 3

QEntredy6em

Funcion 2
T
Funcion 2

Funcion 1 Funcion 1

Figura 4.5: Diagrama de dispersion grupo 3 Figura 4.6: Diagrama de dispersién grupo 4

Funciones discriminantes candnicas

Grupo5 = Mas de 6 s.m.

W Centroide de grupo
o (O Mas de 6sm.

Funcion 2

Funcién 1

Figura 4.7: Diagrama de dispersién grupo 5

Al examinar el diagrama de dispersién de los grupos y sus centroides respecto a las dos
primeras funciones discriminantes (Figura 4.1), lo primero que salta a la vista es el sola-
pamiento de los grupos que, dadas las caracteristicas de la aplicaciéon que estamos realizando,
era de esperarse como se mencioné anteriormente y que puede traer consigo una tasa de clasi-

ficacion baja. Como podemos observar (Figura 4.2) incluso los grupos 1 y 5 presentan un
ligero solapamiento.
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Los diagramas de dispersién también permiten, como su nombre lo indica, ver que tan
dispersos se encuentran los casos respecto a sus centroides, las figuras 4.3 a 4.7 reflejan que
pese a la eliminacién de outliers, los casos de los grupos en general se encuentran dispersos
respecto a sus centroides, particularmente en los dos tltimos grupos, lo que provoca a su vez
el solapamiento de los grupos.

Al examinar més detalladamente el diagrama de dispersién de los grupos (figura 4.1) y las
puntuaciones discriminantes de los centroides, podemos observar que pese al solapamiento de
los grupos, estos se diferencian a lo largo del eje de las abscisas (Primera Funcién discrimi-
nante) y en menor medida a lo largo del eje de las ordenadas (Segunda funcién discriminante).
La primera funcién discriminante permite diferenciar entonces en mayor medida los grupos,
en particular el grupo 1 del grupo 5, mientras que la segunda funcién discriminante diferencia
(en menor medida que la primera) los grupos 2 y 3 del resto de los grupos, en particular del
grupo 5, y también permite una distinciéon, aunque en menor medida entre los grupos 1 y 5.

En lo referente a las dos tltimas funciones discriminantes, no se presentan diagramas de
dispersién correspondientes a estas funciones dado que su relevancia es menor que la de las dos
primeras funciones como ya habifamos mencionado. Sin embargo, al analizar las puntuaciones
de los centroides para estas dos funciones discriminantes, podemos ver que la tercera funcién
discriminante permite diferenciar el grupo 3 de los demds, particularmente del grupo 5, sin
embargo, las diferencias entre las puntuaciones de los centroides son mucho menores que para
las funciones anteriores. Finalmente, como puede observarse en el cuadro 4.19, para la cuarta
funcién discriminante, que resulta ser la de menor poder de discriminacién, las puntuaciones de
los centroides alcanzadas para esta funcién se encuentran relativamente préoximas y inicamente
se aprecia una ligera diferenciacién entre el grupo 4 y los demds grupos.

4.7.1 Contribucion de las variables

Otro aspecto esencial para la interpretacién de las funciones discriminantes es la contribucién
de las variables discriminantes o variables independientes. Los coeficientes no estandarizados
(cuadro 4.16) pueden interpretarse como la contribucién absoluta de una variable a la pun-
tuacién discriminante obtenida, sin embargo, estos coeficientes proporcionan poca informacién
acerca de la contribucién de las variables al modelo ya que no son comparables como habfamos
mencionado en el capitulo anterior. Por ello, es preferible utilizar los coeficientes estandariza-
dos (que no dependen de la métrica de las variables) para analizar la contribucién relativa
de las variables independientes. El cuadro 4.20 presenta los coeficientes estandarizados de las
funciones discriminantes.
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Coeficientes estandarizados de las funciones discriminantes

canonicas
Funcion
1 2 3 4
tam_hog -0.257| 0.054 0.105 -0.029
centro 0.007| -0.017] 0.067| 0.203
sur -0.021 -0.005 0.197 0.035
urbano -0.012 -0.124 -0.28 0.047]
cla_hog1 0.145 0.183 -0.145 -0.017,
cla_hog3 -0.04 -0.039 -0.047| 0.062
tviv_3 0.039 -0.111 -0.068] 0.053
tviv_ 4 0.005 0.019 -0.128 -0.017]
viv_1 -0.012 -0.106| 0.16! -0.149
viv_3 0.121 -0.063 -0.01 -0.216
viv_4 0.065 -0.092 -0.037| 0.122
viv_6 -0.024 -0.058 0.025 -0.007
viv_7 0.008 -0.161 -0.054 -0.126
hacina 0.028 0.087 -0.118] 0.029
depend2 -0.32 0.069 0.03] -0.057|
cocina 0.024 0.037] -0.043 -0.081
muros4 -0.011 0.091 -0.031 0.017
muros5 0.028 0.103 -0.044 0.023
murosr 0 -0.066 -0.021 0.03
techo3 0.005 0.013 -0.047| 0.004
techo5 0.019 0.014 -0.175| 0.021
techo6 -0.03 -0.001 0.106 0.063
techosr 0.048 -0.005 -0.114 -0.169
pisos2 -0.034 -0.214 0.135 0.006
pisos3 0.027 -0.191 0.483] 0.097|
pisos4 0.025 -0.184 0.516 -0.002
pisos5 0.103 -0.108 0.369 -0.292
basura2 -0.044 0.089 0.013 0.22
basura5 0.003 0.021 -0.033] 0.266
basura6 0.023 0.068 0.089 0.243
combust5 -0.001 -0.071 -0.112 -0.048
tinaco -0.03 0.003 -0.029 -0.01
cisterna 0.023 0.041 -0.092 0.139
bomba 0.067 0.018 0.192 -0.192
calentad 0.054 -0.01 0.006 0.07
S _aireac 0.043] 0.023 0.056 -0.138
lavabo 0.025 -0.136 -0.068| -0.081
lavadero 0 0.07 -0.048 0.125]
fregader 0.038 -0.151 -0.024 -0.046
closet 0.131 -0.018 0.16) 0.038
telefono 0.118] -0.166 -0.067 -0.188
celular 0.142] 0.048 -0.036 0.095

Cuadro 4.20: Coeficientes estandarizados de las funciones discriminantes.
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Coeficientes estandarizados de las funciones discriminantes

canodnicas
Funcion
1 2 3 4
tvcable 0.151 0.266 -0.076 -0.044
automov 0.221 0.021 0.149 0.234
moto 0.005 -0.067| 0.009 -0.109
bici -0.016 0.054 -0.093] 0.006
radio 0.043 0.001 0.175 -0.016
graba 0.04 -0.006 0.005 -0.053
estereo 0.02 -0.096 0.123 -0.059
repro_cd 0.086 0.035 -0.017 -0.064
tv_bn -0.049 -0.03 0.098 0.121
tv_color 0.021 -0.088 0.101 0.247
video 0.059 0.002 -0.128 -0.12
dvd 0.052 0.209 -0.395 0.174
compu 0.134 0.021 0.281 0.113
videoj -0.017 -0.079 -0.032 0.338
licuador -0.014 0.017 -0.081 -0.023
batidor 0.016 -0.103 0.052 0.037
extracto 0.074 0.005 -0.066 0.018
tostador 0.1 0.185] -0.024] 0.024
cafetera 0.063] 0.107 0.154 -0.006
sandwich 0.052 0.081 -0.064 -0.343
jugos 0.007 -0.001 0.07 0.177]
horno el 0.034 0.092 -0.23 0.055]
micro 0.027 -0.002 0.027 -0.106
refri 0.03 -0.037| -0.146 -0.036
estufa g -0.001 0.039 -0.003 -0.132
molino -0.017 0.04 -0.041 0.063
lavadora -0.021 -0.121 -0.039 0.08
mag _cos -0.022 0.001 0.028 -0.05
aire_ac 0.062 -0.006 -0.151 0.339
menores -0.09| 0.13 0.132 0.025]
smedich 0.172 -0.294 0.133 0.212
sexo_jef 0.104 0.012 0.026 0.141
edad jef -0.03 0.093 0.014 -0.128
edu 1 0.079 -0.053 0.04] -0.061
edu 2 0.309 0.383 0.011 -0.044
edo civ2 -0.04 -0.041 0.127 -0.059
edo civ3 0.104 0.057 0.137 0.113
edo civ4 0.108 0.096 0.063 -0.023
edo _civs 0.051 -0.012 0.267 0.027
edo civb 0.086 0.069 0.171 0.252
jno_trab 0.047, -0.025 -0.017| -0.321
prestac0 -0.02 0.146| 0.22) 0.067
servmed -0.027 0.243 0.265 -0.123

Cuadro 4.20: Coeficientes estandarizados de las funciones discriminantes. (Continuacién)

Al examinar los coeficientes estandarizados podemos entonces determinar qué variables

contribuyen mds a las puntuaciones alcanzadas en esa funcién, de hecho, el valor absoluto de
los coeficientes estandarizados nos indicard la importancia de la contribucién de cada variable

a las puntuaciones discriminantes.
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El cuadro 4.21 muestra, en orden descendente, las veinte variables con coeficientes es-
tandarizados de mayor magnitud para cada funcién discriminante (coeficientes sombreados en
el cuadro 4.20).

Funcion 1 Funcién 2 Funcién 3 Funcién 4
depend2 -0.32 jedu_2 0.383 [pisos4 0.516 Jsandwich -0.343
edu_2 0.309 [smedich -0.294 |pisos3 0.483 Jaire_ac 0.339
tam_hog -0.257 [Jtvcable 0.266 jdvd -0.395 |videoj 0.338
automov 0.221 |servmed 0.243 [pisos5 0.369 |jno_trab -0.321
smedich 0.172 [Jpisos2 -0.214 Jcompu 0.281 [Jpisos5 -0.292
tvcable 0.151 jdvd 0.209 jurbano -0.28 [basura5 0.266
cla_hog1 0.145 [pisos3 -0.191 Jedo_civ5 0.267 Jedo_civb 0.252
celular 0.142 [Jtostador 0.185 [servmed 0.265 [Jtv_color 0.247
compu 0.134 [pisos4 -0.184 Jhorno_el -0.23 |basura6 0.243
closet 0.131 Jcla_hog1 0.183 |prestacO 0.22 automov 0.234
viv_3 0.121 |Jtelefono -0.166 Jsur 0.197 |basura2 0.22
telefono 0.118 fviv_7 -0.161 [Jbomba 0.192 Jviv_3 -0.216
edo_civ4 0.108 [fregader -0.151 Jtecho5 -0.175 [Jsmedich 0.212
sexo_jef 0.104 JprestacO 0.146 Jradio 0.175 Jbomba -0.192
edo_civ3 0.104 Jlavabo -0.136 Jedo_civ6 0.171 Jtelefono -0.188
pisos5 0.103 |menores 0.13 viv_1 0.16  jjugos 0.177
tostador 0.1 urbano -0.124 Jcloset 0.16 dvd 0.174
menores -0.09 [lavadora -0.121 Jcafetera 0.154 |Jtechosr -0.169
repro_cd 0.086 Jtviv_3 -0.111 Jaire_ac -0.151 Jcentro 0.203
edo_civé 0.086 |pisos5 -0.108 fautomov 0.149  lviv_1 -0.149

Cuadro 4.21: 20 variables con coeficientes estandarizados de mayor magnitud.

Como podemos observar en el cuadro anterior, la variable que contribuye de mayor manera
a la primer funcién discriminante es la variable depend (indice de dependencia), seguida
por las variables edu2 (educacién del jefe del hogar: Universidad, Maestria, Doctorado),
tam hog (tamano del hogar), automov (;Cuenta con automévil, camioneta o camioneta de
caja?), smedich (Al menos uno tiene servicio médico en el hogar), etc. De manera andloga,
las variables que mds contribuyen al segundo eje discriminante son edu2, smedich, tvcable
(;Cuenta con televisién por cable, Sky, Direct-tv o multivisién para el uso del hogar?), servmed
(El jefe del hogar tiene derecho a servicios médicos del IMSS, ISSSTE, etc.). La interpretacion
de la contribucién de las variables se presentard brevemente para las dos primeras funciones
discriminantes que son las que mayor importancia tienen y presentando sélo algunas de las
variables ya que la interpretaciéon para cada una de las 85 variables independientes resultarfa
poco ilustrativa.

Para determinar la contribucién de las variables, también se recurre a la matriz de estruc-
tura que presenta las correlaciones entre las variables discriminantes y la funcién discriminante
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candnica. Dentro de la matriz de estructura, las variables son ordenadas de manera descen-
dente, de acuerdo con su grado de correlacién con la funcién discriminante en cuestion. Es
frecuente que en la matriz de estructura se incluyan todas las variables discriminantes, incluso
aquellas que no seran incluidas en el modelo debido a que presentan colinealidad con otras
variables. Si bien en algunos casos esto puede resultar 1til para la interpretacién de las fun-
ciones discriminantes, en el caso de la presente aplicacién, sélo se mostrardn en la matriz de
estructura las variables que serdn incluidas en el modelo, esto debido principalmente a que el
nimero de variables consideradas es grande y la interpretacién de las funciones con un gran
nimero de variables resulta complicada. A continuacién se presenta la matriz de estructura.

Matriz de estructura

Funcién
1 2 3 4
closet A444(), -0.124] 0.201 -0.006
fregader A416(%) -0.382) 0.005] -0.065|
edu_2 A404(%) 0.398 0.094] -0.02
lavabo .399(%) -0.388 -0.032] -0.102]
calentad .398("), -0.26) 0.006) -0.032]
compu .378(%) 0.138 0.244 0.158]
tostador .361(%), 0.138 -0.009 -0.042,
micro .354(%) -0.084 0.027| -0.108|
automov .347(%), -0.08 0.125 0.131
telefono .345(%), -0.314] -0.05] -0.125]
cafetera .334(%) 0.15 0.108 -0.019|
hacina -.329(*) 0.224] 0.053] 0.043]
extracto 315(*), 0.012 -0.037| 0.02]
video .313(%) -0.152 -0.074] -0.12
batidor .313(%), -0.149 0.032 0.013]
techosr .312(%), -0.158] -0.086 -0.128]
tvcable .312(%), 0.243] -0.034 0.004]
sandwich .291(%) 0.154] -0.049 -0.276
tinaco .263(%) -0.222 -0.005] -0.085|
horno_el .254(%) 0.172 -0.176) 0.036]
jugos .252(%) -0.021 0.092, 0.112]
bomba .250(%), -0.02) 0.103 -0.148]
celular .239(), 0.053 -0.056 0.165]
repro_cd .238(%), 0.074 -0.05 -0.033]
menores -.228(*) 0.154] 0.129 0.028
cisterna .225(%), -0.016] 0.012] -0.049
tam_hog -.220(*) -0.001 0.14] 0.039
pisos3 189(*) -0.136 0.157| 0.108]
depend2 -.160(*) -0.01 0.033 -0.097|
s_aireac 146(%) 0.064 0.033 -0.115]
tviv_4 125(*) -0.025 -0.122) -0.055]
bici -.106(*) 0.03 -0.068 0.009|
viv_3 .098("), 0.012 -0.094 -0.09
cocina .092(%) -0.071 -0.03] -0.068|
tv_bn -.092(*) 0.081 0.046) 0.049
graba .049(%) 0.041 0.001 -0.015]

Cuadro 4.22: Matriz de estructura
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Matriz de estructura

Funcién

1 2 3 4
combust5 0.217]  -.402(%) -0.228 -0.056
urbano 0.248]  -.401(*) -0.287| 0.017
basura2 -0.266]  .379(%) 0.157 0.032
refri 0.253] -.378(*) -0.192 -0.045]
tv_color 0.209] -.369(%) -0.076] 0.091
smedich 0.212] -.356(*) 0.095 0.037
lavadora 0.254] -.352(%) -0.095 0.034
basuraé 0.223] -.327(%) -0.09 -0.058]
edu_1 0.057] -.316(%) -0.022, -0.059
estufa_g 0.166]  -.314(%) -0.172 -0.071
techo5 0.248]  -.272(%) -0.243] -0.044]
licuador 0.156] -.266(*) -0.169 -0.066]
estereo 0.231] -.256(%) 0.027 -0.054]
murosr 0.216]  -.255(*)| -0.026 -0.04
muros5 0.176]  -.236(*) -0.104] -0.001
viv_6 -0.145]  .232(%) 0.14] 0.064]
molino -0.128]  .216(%) 0.067 0.069
prestac0 -0.177 .200(") -0.059 0.1
servmed 0.183] -.199(*) 0.087 -0.096]
techo3 -0.147]  .190(*) 0.083] 0.008
cla_hog1 0.098]  .178(*) -0.093] -0.008]
tviv_3 0.057]  -.123(%) -0.072, 0.046
muros4 -0.103]  .118(*) 0.033 0
maq_cos 0.094[ -.109(%) 0.023 -0.027
pisos2 -0.27] -0.072]  -.326(%) 0.049
dvd 0.222 0.226]  -.315(") 0.154
pisos4 0.106 -0.137] .285(*), 0.074
sur -0.156] 0.203 .222(*), -0.048|
techo6 0.008] -0.028 .201(%), 0.06|
radio 0.097] 0.016] 14104, -0.004]
viv_1 -0.039| -0.018| 119(%) -0.05
centro 0.07] -0.081 -.110(%) 0.049
viv_7 -0.007| -0.087]  -.095(%) -0.039|
edo_civs -0.016 -0.013f .074("), 0.012
edad_jef -0.014] 0.009]  -.017(%) -0.005]
videoj 0.17] -0.025f -0.018]  .348(%)
pisos5 0.217 0.024] 0.077] _ -.274(%)
aire_ac 0.162] -0.045| -0.074]  .267(%)
jno_trab -0.012] 0.015 0.017] -.249(*)
edo_civé 0.088] 0.072 0.039]  .216(%)
viv_4 0.114 -0.115} 0.005]  .184(*)
basura5 0.038] -0.039 -0.103] _ .153(%)
cla_hog3 -0.058] -0.056 0.054]  .114(%)
edo_civ2 -0.018] -0.081 0] -.109(%)
moto 0.033 -0.065} 0.018] -.105(*)
edo_civ4 0.081 0.044] 0.009]  -.099(*)
lavadero 0.075 -0.052 -0.059 .099(*),
edo_civ3 0.018] 0.029] -0.024] .053(*)
sexo_jef -0.024] 0.003 -0.031]  -.051(%)
Correlaciones intra-grupo combinadas entre las variables
discriminantes y las funciones discriminantes canénicas
tipificadas
Variables ordenadas por el tamafio de la correlacion con
la funcion.
* Mayor correlacion absoluta entre cada variable y
| cualquier funcién discriminante.

Cuadro 4.22: Matriz de estructura (Continuacion)
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Como podemos observar en el cuadro 4.22; la variable que tiene una mayor correlaciéon
con la primera funcién discriminante es la variable closet (;Esta vivienda cuenta con closet?)
que es a su vez una de las 10 primeras variables con coeficientes estdandar de mayor magnitud.
La segunda variable con mayor correlaciéon con la primer funcién discriminante es la variable
fregader (;Esta vivienda cuenta con fregadero?) que no es una de las 20 primeras variables
con coeficiente estdndar de mayor magnitud, seguida por la variable depend2 (indice de
dependencia) que es la variable con mayor coeficiente estdndar.

Las variables que presentan una mayor correlacién con la segunda funcién discriminante
son combust5 (Utilizan gas para cocinar), urbano (Estrato Urbano/Rural) y basura2 (Que-
man la basura), de estas tres variables, inicamente la variable urbano figura en la lista de las
20 variables con mayores coeficientes estdndar para la segunda funcién discriminante. Sin em-
bargo, podemos observar que las variables edu 2, smedich y tvcable que son las tres primeras
variables con mayores coeficientes estdndar para la segunda funcién discriminante presentan
valores de correlaciéon no muy lejanos a los de las variables con mayor correlacién para esta
funcién.

En general, podemos observar que tanto los coeficientes de correlacién como los coeficientes
estandar de las funciones presentan valores relativamente pequenos para todas las variables,
por lo que podemos anticipar errores de clasificacién debido al solapamiento de los grupos que
a su vez esta ligado tanto a la manera en la que se construyé la variable dependiente como
a las caracteristicas de esta tltima. Es decir, es de esperarse que un hogar con un ingreso
mensual per cdpita de por ejemplo 1 salario minimo tenga caracteristicas similares a las de
un hogar con un ingreso mensual per cdpita de 1.5 salarios minimos.

Ademss de esto, el hecho de presentar alguna caracteristica en particular no garantiza la
pertenencia a un grupo en particular (por ejemplo que el jefe de familia tenga un nivel de
educacién de universidad, maestria o doctorado no implica que el hogar en cuestién no pueda
pertenecer al grupo de hogares con menor ingreso), por lo que los coeficientes estandar son
relativamente pequenos, sin embargo habra que esperar que en conjunto las caracteristicas del
hogar logren discriminar el grupo de pertenencia de los hogares.

Los coeficientes estandarizados asi como la matriz de estructura revelan informacién acerca
de la importancia de las variables, para el andlisis de la relacién directa entre las variables
y las funciones discriminantes se recurre a los coeficientes no estandarizados (cuadro 4.16) y
se analiza la direccion en la que las puntuaciones se mueven respecto a los centroides de los
grupos.

Por ejemplo, para las variables referentes a la educacién del jefe de familia (edu 1y edu_2)
y respecto a la primera funcién discriminante, si el jefe de familia tiene un nivel de educacion
de "secundaria o preparatoria" (edu 1=1 y edu 2=0 ) tendriamos entonces 1*(0.173) y
0*(1.082) (ver cuadro 4.16), al tener estos valores la puntuacién discriminante se moveria un
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poco més hacia los centroides de los grupos 3, 4 y 5 (ver cuadro 4.19), pero en menor medida
que si el jefe de familia tuviera un nivel de educacién de "universidad, maestria o doctorado"
(edu_1=0 y edu_ 2=1 =-0%(0.173) y 1*(1.082)). Ahora bien, si el jefe de familia tiene un
nivel de educacién de "ninguna, preprimaria o primaria" (edu 1=0y edu 2=0 =—-0%(0.173)
y 0%(1.082)) la puntuacién discriminante no se mueve hacia los grupos de ingreso superior y
permanece cercana a los centroides de los grupos 1 y 2. Esto resulta légico si tomamos en
cuenta que a mayor nivel de educacién resulta més probable que se tenga un mejor ingreso,
pero como habifamos mencionado, esto es relativo puesto que un hogar cuyo jefe familia no
tenga educacion puede tener un ingreso elevado.

Para las variables categéricas de dos categorias, como es el caso de la mayoria de las varia-
bles de equipamiento de la vivienda, la interpretacion es muy similar por ejemplo, en el caso
de la variable teléfono cuyo coeficiente no estandarizado para la primera funcién discriminante
es 0.275, si el hogar cuenta con teléfono, tendriamos 1*0.275 lo que moverfa la puntuacién
hacfa los centroides de los grupos 3, 4 y 5; si, por el contrario, el hogar no cuenta con teléfono
tendriamos 0*.275 lo que no moveria la puntuacién. Como podemos observar en el cuadro
4.16, la mayoria de las variables correspondientes al equipamiento del hogar tienen un coefi-
ciente no estandarizado positivo, lo que de nueva cuenta resulta légico ya que supondriamos
que un hogar que cuente con enseres tales como teléfono, celular, dvd etc. tendrd un mayor
ingreso que aquellos hogares que carezcan de estos bienes, mencionado de nueva cuenta que
este hecho no es vélido en todos los casos.

En cuanto las variables continuas, tomemos por ejemplo la variable tam_hog (tamano
del hogar) cuyo coeficiente no estandarizado es -0.153, si un hogar cuenta tinicamente con
2 miembros tendriamos (-0.153*2 = -.306) mientras que si el hogar cuenta con 8 miembros
tendrfamos (-1.53*%8 =-1.224), es decir entre mas personas haya en un hogar, mas la puntuacién
se moverd hacia el centroide del grupo de menor ingreso (Grupol). De nueva cuenta esto es
concordante con el hecho de que muchos de los hogares con ingresos bajos tienden a ser hogares
de familias numerosas, situaciéon que también es discutible.

La interpretacion para las deméds variables en cuanto a su contribucién a las puntuaciones
discriminantes de cualquiera de las cuatro funciones obtenidas se realiza de manera similar,
de acuerdo con el tipo de variable en cuestién (categérica o continua) y atendiendo siempre a
la posicién de los centroides de los grupos.

De esta manera hemos visto la importancia de las variables gracias a los coeficientes es-
tandarizados y a la matriz de estructura, asf como su contribucion a las puntuaciones discrimi-
nantes gracias a los coeficientes no estandarizados. Respecto a los coeficientes no estandariza-
dos resulta interesante ver de qué manera influyen diversos factores tales como la educacién
del jefe de familia, el tamano del hogar etc.
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4.7.2 Clasificacion

Como habfamos mencionado, otro de los objetivos de esta aplicacién es obtener una regla
de clasificaciéon que permita la clasificacién de los hogares en los distintos niveles de ingreso,
determinados por los grupos generados, a partir de las caracteristicas de los hogares. El
siguiente cuadro presenta los coeficientes de clasificacion de Fisher para cada grupo (ver sec.
3.4.1). Al conocer los valores de las variables discriminantes de un hogar determinado, se
realiza el cdlculo de las puntuaciones de este hogar para cada una de las cinco funciones de
clasificacién y se asignara ese hogar al grupo en el que haya obtenido una puntuacién méds
alta.

Coeficientes de la funcién de clasificacién

Grupo
1 2 3 4 5
tam_hog 0.65] 0.34] 0.167)  -0.024 -0.139
centro 6.185] 6.214 6.231 6.568 6.039
sur 8.164 7.987 8.175 8.063] 7.662
urbano 2.315] 2.701 2.114 2.136 2.125
cla_hog1 2.988 3.42] 4.279 5.635 7.208
cla_hog3 -4.399 -4.447 -4.736 -4.757 -5.016
tviv_3 -1.917] -0.419 -0.754 -0.53 -1.178
tviv_4 -1.096] -1.006 -1.272]  -1.102 -0.6]
viv_1 76.041 76.171 76.356]  75.486) 75.339
viv_3 76.357 77.164 77.714]  77.414 78.229
viv_4 76.937 77.848 77.903|  78.463 77.887
viv_6 74.753 74.79 74.625| 74.311 74.022
viv_7 72.962 73.331 73.183|  72.743 72.791
hacina 4.377 4.37| 4.372 4.518 4.648
depend2 0.309] -0.199 -0.538 -0.853 -0.981
cocina 8.524 8.576) 8.711 8.691 9.238)
muros4 12.116 11.757] 11.767| 12.061 12.332]
muros5 9.934 9.818 9.979 10.39) 10.725]
murosr 0.422 0.587| 0.475 0.434 0.252
techo3 7.143 7.167 7.117 7.222) 7.347|
techo5 2.737 2.877| 2.702 2.928 3.179
techo6 -0.756 -1.143 -1.095|  -1.127| -1.916
techosr 1.573 1.831 1.895) 1.726) 2.365
pisos2 4.401 4.657] 4.513 3.997| 3.321
pisos3 2.755] 3.057 3.664] 3.27] 1.885
pisos4 3.519 4.047 5.515 4.176 1.758]
pisos5 4.359 4.981 6.238 5.159 5.387|
basura2 35.818 35.388 35.242| 35.807] 35.306
basura5 29.911 29.892 29.624| 31.023 29.825
basura6 29.701 29.598 29.781] 30.438 29.912
combust5 7.524 7.81 7.519 7.304 7.462
tinaco -3.33] -3.436 -3.565|  -3.641 -3.628
cisterna -0.917] -0.858 -0.927 -0.405 -0.486
bomba -0.625| -0.5 0.146 -0.19 0.196)
calentad 1.651 1.897 2.06| 2.349 2.249
s_aireac 0.713] 0.934 1.736) 1.296] 2.298
lavabo 0.439 0.899 0.772 0.455 0.507
lavadero 7.238 7.049 6.982 7.596) 7.468
fregader 0.28] 0.813 0.769 0.511 0.403
closet -0.835] -0.303 0.419) 0.768] 0.655
telefono -1.329| -0.446 -0.232 -0.564 -0.142
celular -0.328] 0.237] 0.765 1.584] 1.805]

Cuadro 4.23 : Coeficientes de clasificacion



4.7 Interpretacién de los resultados.

147

Coeficientes de la funcién de clasificacion

Grupo
1 2 3 4 5

tvcable -0.562] -0.498] 0.5 1.681 3.164]
automov 0.256 1.044] 1.983] 3.078] 2.766|
moto -2.146 -1.38] -1.369) -3.019 -2.461
bici -0.038] -0.218] -0.399 -0.241 0.02
radio 0.732] 0.801 1.19 1.169 1.055
graba 0.701 0.846 0.985) 0.971 1.129]
estereo 0.013] 0.224] 0.38] 0.086 -0.094]
repro_cd -0.74] -0.381 0.061 0.287] 0.835)
tv_bn 2.022] 1.813] 1.685) 1.699 1.014
tv_color 3.726] 4.001 4.032] 4.464] 3.432]
video 0.131 0.428| 0.498| 0.487] 1.066
dvd -0.625] -0.699| -1.169| 1.063| 2.373]
compu -0.037] 0.464] 1.714 2.42 1.883
videoj -0.085] 0.138] -0.375] 0.523] -1.026]
licuador -0.04] -0.101 -0.27 -0.279 -0.063]
batidor -0.382] -0.096 -0.087] -0.183] -0.55]
extracto -0.602] -0.216] -0.024] 0.328] 0.565|
tostador 1.444] 1.443] 2.065) 2.906 3.599
cafetera 1.379 1.278| 2.017| 2.358] 2.551
sandwich -0.106 -0.034] 0.423 -0.182] 1.564
jugos -0.285) -0.286 -0.221 0.205] -0.411
horno_el -0.671 -0.573] -0.799 0.055 0.787]
micro -0.237] -0.133] 0.055 -0.132] 0.154]
refri 0.957] 1.28 1.131 1.163] 1.467
estufa_g 2.199 2.068| 2.188| 1.888 2451
molino 3.839 3.673| 3.546 3.779 3.726
lavadora -0.264] -0.06 -0.333] -0.406 -0.818]
maq_cos -1.56] -1.665] -1.681 -1.863] -1.822)
aire_ac 2.09] 2.701 2.457] 4.137| 3.278|
menores 1.438 1.15 1.15 1.131 1.075
smedich 1.111 2.307| 2.674] 2.98 2.061
sexo_jef 14.285 14.692 15.07] 15.707| 15.544
edad_jef 0.489 0.479 0.481 0.475] 0.488|
edu_1 4.317] 4.707| 4.992) 4.961 5.083|
edu_2 4.905] 5.459] 7.734] 9.897] 12.138
edo_civ2 7.016] 6.891 6.913] 6.565] 6.388|
edo_civ3 21.328] 21.693] 22.656] 23.577 23.337|
edo_civ4 19.064 19.591 21.27] 22.37§] 23.472)
edo_civs 20.513] 20.635) 21.415]  21.436 20.913]
edo_civé 22.696 22.893] 23.879| 25.395 24.375)
jno_trab 12.918 13.199 13.477 12.798] 13.754
prestac0 58.811 58.304 58.661] 58.863] 58.674]
servmed 55.295| 54.507| 55.083] 55.012] 55.394]
(Constante) -140.324] -141.433 -144.965 -149.34] -153.502
Funciones discriminantes lineales de Fisher

Cuadro 4.23 : Coeficientes de clasificacién (Continuacién)

A continuacion se presenta el mapa territorial que es una representacién del espacio corres-
pondiente a cada uno de los grupos, en el plano definido en este caso por las dos primeras

funciones discriminantes (Funcién 1: eje de abscisas, Funcién 2: eje de ordenadas).
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Mapa territorial
(Asumiendo que todas las funciones excepto las dos primeras son = 0)
Discriminante candnica
Funcién 2

-6.0 -4.0 -2.0 .0 2.0 4.0 6.0
f f f f f
6.0 15
15
15
15
. 15 .
. 15 .
4.0 + + + 45 + + T
15
15
155
13455
. 1334455 .
2.0 + + + +3 3444554+ + T
. 13 34 445 .
13 34 455 *
123 34 4455
12 23 34 %4455
. * 12 23 34 4455 .
.0+ + + 12 + 23 F4 4455 +
. 12 23 * 34 4455
12 * 23 34 445
12 23 34 455
12 23 344 4455,
12 23 334 44.
-2.0 T + 412 + 23+ 34 —+
12 23 34
12 23 34
12 23 34
12 23 34
12 23 34
-4.0 4+ + 12 4+ 4+ 23+ 4+ 34 4
12 23 34
12 23 34
12 23 34
12 23 3
12 23
-6.0 12 23
f f f f f
-6.0 -4.0 -2.0 .0 2.0 4.0 6.0

Funcién discriminante candnica 1
Simbolos usados en el mapa territorial
Simbolo Grupo Etiqueta

Menos de 1 s.m.
Entre 1 y 2 s.m.
Entre 2 yv 4 s.m.
Entre 4 y 6 s.m.
Mas de 6 s.m.
Indica un centroide de grupo

* O W N
g w N =

Figura 4.8: Mapa Territorial

Por medio de la figura 4.8 podemos observar también el solapamiento de los grupos, se
observa como los centroides de los grupos se encuentran relativamente cercanos, ademés de
que los territorios de los grupos 2, 3 y 4 quedan bastante reducidos, es decir que una ligera
variaciéon en las puntuaciones discriminantes puede traer consigo una mala clasificaciéon de
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los individuos, principalmente en estos grupos que presentan un mayor solapamiento. Como

podemos observar, los grupos que se encuentran mejor diferenciados son el grupo 1 y el grupo

5, sin embargo, el mapa territorial muestra que existe una zona fronteriza entre estos dos
) )

grupos, lo que indica que no se encuentran completamente diferenciados.

Por ejemplo, al contar con los valores de todas las variables discriminantes para un hogar
determinado, se podrian calcular las puntuaciones discriminantes de éste para las dos primeras
funciones discriminantes (a partir de los coeficientes no estandarizados), tomando estas pun-
tuaciones como coordenadas en el mapa territorial podriamos asignar este hogar al grupo
correspondiente a la zona en la que se encuentre dicho hogar. Sin embargo no estarfamos
tomando en cuenta las ltimas dos funciones discriminantes que si bien son menos importantes
resultaron significativas, ademéds de que se presentarfan problemas para los casos fronterizos.

La regla de clasificacién que se empleara en la presente aplicacién es la regla de méxima
probabilidad de Bayes aplicada a las puntuaciones discriminantes, como se mencioné en el

capitulo anterior (ver sec. 3.4.3 y 3.4.4). Al aplicar esta regla obtenemos los siguientes
resultados:
Resultados de la clasificacion(a)
Grupo de pertenencia pronosticado
Grupo Total
1 2 3 4 5
1 8027477 1797786 99869 3194 676 9929002
2 774354 3194080 832787| 1989701 79048 5079239
Recuento |3 35750 744716] 1219636 475684 313410 2789196
4 607 39727 159016| 309458 236257 745065
Original 5 0 21503 82382 189276| 633369 926530
1 80.8 18.1 1 0 0 100
2 15.2 62.9 16.4 3.9 1.6 100
% 3 1.3 26.7 43.7 171 11.2 100
4 0.1 5.3 21.3] 41.5 31.7 100
5 0 2.3 8.9 20.4 68.4 100
a Clasificados correctamente el 68.7% de los casos agrupados originales.

Cuadro 4.24: Matriz de confusién

Como podemos observar en el cuadro 4.24, la tasa global de clasificacién correcta asciende
a 68.7% de los casos que no resulta una tasa muy elevada, sin embargo es interesante observar
como en particular para el grupol se tiene una tasa de clasificacién correcta considerablemente
elevada (80.8%). De acuerdo con estos resultados, los grupos que presentan una mayor tasa
de clasificacién correcta son los grupos 1 y 5, resaltando el hecho de que para estos grupos
la clasificacién incorrecta se da en particular con el grupo més cercano y es casi nula para
el grupo opuesto (0% de los originalmente pertenecientes al grupol son clasificados como
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pertenecientes al grupo 5 y viceversa). Los grupos intermedios (2, 3 y 4) presentan una tasa
de clasificacién més baja, siendo el grupo 4 el que presenta un valor mas bajo (41.5 %), esto
debido al solapamiento de grupos principalmente.

A continuacién se presentan los resultados obtenidos para dos casos particulares, ambos
originalmente pertenecientes al grupo 1, estos resultados son los mismos que obtendriamos al
tratar asignar un nuevo caso a alguno de los grupos preestablecidos.

Estadisticos por casos

Grupo real 1
Grupo pronosticado 1

P(D>d | G=g) P 0.156

Grupo mayor gl 4
P(G=g | D=d) 0.889

Distancia de Mahalanobis al cuadrado hasta el centroide 6.643

1 Grupo 2
Segundo grupo mayor P(G=g | D=d) 0.102]
Distancia de Mahalanobis al cuadrado hasta el centroide 10.982]

Funcién 1 -1.312

Puntuaciones discriminantes Func!?n 2 0.183
Funcion 3 1.074

Original Funcion 4 -2.352
Grupo real 1
Grupo pronosticado 2()

P(D>d | G=g) p 0.081

Grupo mayor gl 4
P(G=g | D=d) 0.611

Distancia de Mahalanobis al cuadrado hasta el centroide 8.3]

2 Grupo 3
Segundo grupo mayor P(G=g | D=d) 0.266
Distancia de Mahalanobis al cuadrado hasta el centroide 9.961

Funcién 1 1.456

Puntuaciones discriminantes Funcién 2 0.024
Funcién 3 -2.608

Funcion 4 -0.936

Para los datos originales, la distancia de Mahalanobis al cuadrado se basa en las funciones canénicas.
Para los datos validados mediante validacion cruzada, la distancia de Mahalanobis al cuadrado se basa en las observaciones.
** Caso mal clasificado

Cuadro 4.25: Resultados de clasificaciéon para dos casos particulares.

De acuerdo con los resultados mostrados en el cuadro anterior, el primer caso queda cor-
rectamente asignado al grupo 1, dado que al calcular la distancia de Mahalanobis al cuadrado
respecto a los centroides de cada uno de los cinco grupos, el menor valor encontrado corres-
ponde justamente al grupo 1 (6.643) seguido por el grupo 2 (10.982). Como podemos obser-
var en el cuadro 4.25 para el primer caso, la probabilidad de encontrar casos més alejados
del centroide dentro del grupol es de P(D>d | G=g) =1.56 y la probabilidad a posteriori de
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pertenencia al grupo 1 para un caso con puntuaciones discriminantes como las observadas es
de P(G=g | D=d) =.889, siendo la segunda mayor probabilidad la correspondiente al grupo
2, con un valor de 0.102. De esta manera, el primer caso queda correctamente clasificado en
el grupo 1.

Podemos también observar el ejemplo del caso 2, que originalmente pertenece al grupo 1,
pero queda incorrectamente clasificado en el grupo 2 debido que este se encuentra mas cercano
del centroide del grupo 2 e incluso del grupo 3 que del grupo 1 . La probabilidad de pertenencia
al grupo 2 dadas las observaciones de este caso es de 0.611 y la segunda probabilidad mayor

(correspondiente al grupo 3) es de 0.266, por lo que este caso queda mal clasificado en el grupo
2.

Para validar estos resultados, se realiza una segunda clasificacién excluyendo de la ob-
tencién de las funciones discriminantes el caso que va a ser clasificado (método jacknife), los
resultados obtenidos por medio de esta segunda clasificacién se presentan a continuacién:

Resultados de la clasificacion(b,c)

Grupo de pertenencia pronosticado
Grupo Total
1 2 3 4 5

1 7968181 1857082 99869 3194 676 9929002
2 805326 3106167 888172 200526 79048 5079239
Recuento |3 35750 822553 1103676 511180 316037 2789196
4 607 62609 191509 202965 287375 745065
s 5 0 21503 82883 314986 507158 926530
Validacion cruzada(a) . 503 57 ; o 5 700
2 15.9 61.2 17.5 3.9 1.6 100
% 3 1.3 29.5 39.6 18.3 11.3 100
4 0.1 8.4 257 27.2 38.6 100
5 0 2.3 8.9 34 54.7 100

a La validacién cruzada soélo se aplica a los casos del analisis. En la validacién cruzada, cada caso se clasifica mediante las funciones
derivadas a partir del resto de los casos.

b Clasificados correctamente el 68.7% de los casos agrupados originales.

¢ Clasificados correctamente el 66.2% de los casos agrupados validados mediante validacion cruzada.

Cuadro 4.26: Matriz de confusién para validacién cruzada

Como podemos observar, la tasa de clasificacién por medio de la validacién cruzada dismin-
uye un poco (pasa de 68.7% a 66.2%), podemos observar también que la tasa de clasificacién
se mantiene priacticamente igual para el grupol, pero disminuye considerablemente para el
resto de los grupos en particular para el grupo 4 cuya tasa de clasificacién pasa de 41.5% a
27.2%. Con esto se comprueba que la bondad de los resultados no es demasiado buena debido
al solapamiento de los grupos asf como a la violacién de ciertos supuestos, queda entonces por
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comprobar que tanto aporta el andlisis discriminante respecto a una clasificacién realizada al
azar. Como vimos en la seccién 3.6.3, podemos medir la reduccién del error de clasificacién a

través del estadistico

T =

g

Ne — 2 =1 Tl

n — Z?:l T

donde n. es el nimero de casos correctamente clasificados, m; es la probabilidad a priori de

pertenencia al grupo .

En efecto el valor de 7 indicaré la proporcién en que se reduce el error de clasificacién frente
al error que se cometeria por medio de una clasificacién al azar, si consideramos que todos los
grupos tienen la misma probabilidad (7; = 0.2) y substituimos por el nimero casos correc-
tamente clasificados (cuadro 4.24), obtenemos un valor de 7 = 0.609, lo que nos indica que
pese a que la clasificacién no es demasiado buena, se logra reducir los errores de clasificacién
en alrededor de 60.9%. Por ello, podriamos concluir que la regla de clasificacién obtenida
no es muy precisa (principalmente para los grupos intermedios), pero si aporta informacién
importante para la clasificacion de los individuos.

Si se incorporaran a la regla de clasificacién las probabilidades a priori para cada grupo,
basadas en los tamanos de muestra de éstos, obtendriamos los siguientes resultados:

Probabilidades a priori para los grupos

Casos utilizados en el analisis

Grupo | Previas
pon dr:(r)a dos Ponderados

1 0.51 7332 9929002
2 0.261 3411 5079239
3 0.143 1677 2789196
4 0.038 440 745065
5 0.048 425 926530
Total 1 13285 19469032
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Resultados de la clasificacion(a)

Grupo de pertenencia pronosticado
Grupo Total
1 2 3 4 5
1 8675906| 1224973 27988, 135 0] 9929002
2 1261063| 3065667 631523] 59650 61336 5079239
Recuento |3 96783 942362 1296733| 211548 241770] 2789196
4 2009] 100606| 235166 177661 229623 745065
- 5 0 29831 176978 105846 613875| 926530
Original
1 87.4 12.3 0.3 0 0 100
2 24.8 60.4 12.4 1.2 1.2 100
% 3 3.5 33.8 46.5 7.6 8.7 100
4 0.3 13.5) 31.6 23.8 30.8 100
5 0 3.2 19.1 11.4 66.3 100
a Clasificados correctamente el 71.0% de los casos agrupados originales.

Cuadro 4.27: Matriz de confusién con probabilidades a priori.

Como podemos observar en el cuadro 4.27, al incorporar las probabilidades a priori de los
grupos la tasa de clasificacién se incrementa ligeramente (pasa de 68.7% a 71%). Podemos
ver que este aumento se debe al incremento en la tasa de clasificaciéon correcta correspon-
diente al grupo 1 (pasa de 80.8% a 87.4%). En efecto la clasificacién correcta en el grupo
1 se ve incrementada debido a que al ser el grupo con mayor tamano de muestra, tiene una
probabilidad a priori significativamente mayor a la de los deméds grupos. Sin embargo, en lo
referente a los cuatro grupos restantes podemos observar que las tasas de clasificacion correcta
disminuyen en todos los casos, siendo muy notorio el descenso en el grupo 4 (pasa de 41.5%
a 23.8%). De esta manera, los tamanos desiguales en los tamanos de muestra, originados
por la mala distribucién del ingreso, provocan que al emplear las probabilidades a priori los
casos tiendan a ser clasificados en el primer grupo, obteniendo una tasa de clasificacién global
relativamente elevada, pero con un incremento la clasificacién incorrecta al interior de todos
los grupos excepto el grupol.

En general hemos visto que las diferentes reglas de clasificacién tienden a clasificar de
manera correcta a los individuos de los dos grupos extremos y no logran una muy buena
clasificacién en los grupos intermedios. Al querer clasificar nuevos individuos en alguno de los
5 grupos, el investigador debera decidir si aplicar la regla de clasificacién en la que todos los
grupos tienen la misma probabilidad a priori, o bien incorporar al modelo probabilidades a
priori basadas en los tamanos de muestra o algin otro criterio de acuerdo a sus necesidades e
intereses.
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Aplicacion

Asf mismo es posible, como se mencioné anteriormente, modificar el nimero de grupos y
los umbrales que demarcan a estos tltimos de acuerdo con los intereses que se tengan. Por

ejemplo, podrfamos reducir a tres el nimero de grupos de la siguiente manera:

° Grupo 1: Menos de 1 salario minimo.
° Grupo 2: De 1 a 6 salarios minimos.
° Grupo 3: Més de 6 salarios minimos.

Al repetir el anélisis discriminante para esta nueva categorizacion (considerando las mismas
85 variables), obtendriamos los siguientes resultados:

Funcion 2

Funciones discriminantes candnicas

5 Tres Grupos
* O
2
+* 3
B Centroide de grupo

Funcién 1

Figura 4.9: Diagrama de dispersién tres gurpos



4.7 Interpretacién de los resultados.
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Resultados de la clasificacion(a)

Grupo de pertenencia

Grupo pronosticado Total
1 2 3

1 8626137 1301296 1569] 9929002
Recuento |2 1260271| 6140954| 1212275| 8613500
Original 3 0] 125662 800868 926530
1 86.9 13.1 0 100
% 2 14.6 71.3 14.1 100
3 0 13.6 86.4 100

a Clasificados correctamente el 80.0% de los casos agrupados originales.

Cuadro 4.28: Matriz de confusién para tres grupos

La Figura 4.9 muestra que al realizar el andlisis discriminante con esta nueva categoriza-
cién, los grupos aparecen mejor diferenciados que con la categorizacién original, sin embargo
atin se observa un importante solapamiento de los grupos.Como podemos observar en el cuadro
anterior, la tasa de clasificaciéon global se incrementa considerablemente respecto al modelo
con 5 grupos (pasa de 68.7% a 80%), y los tres grupos tienen tasas de clasificacién correctas
relativamente altas, siendo nuevamente el grupo intermedio el que presenta la menor tasa de

clasificacién correcta (71.3%).
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Capitulo 5

Conclusiones

En el presente trabajo hemos presentado la teorfa del andlisis discriminante as{ como los
resultados de la aplicacién de éste sobre el nivel de ingreso de los hogares en la Repiblica
Mexicana, con informacién estadistica a nivel Nacional para el ano 2002.

Como principales resultados del andlisis discriminante descriptivo, podemos destacar que
como era de esperarse, factores como la educacién y el género del jefe de familia influyen de
manera considerable en el nivel de ingreso de los hogares, asi como la tenencia o carencia de
ciertos bienes o servicios contribuyen a la diferenciacién entre los distintos niveles de ingreso.
Sin embargo, cabe destacar que no se cuenta con un factor que sea determinante a la hora de
la diferenciacién de los grupos correspondientes a los distintos niveles de ingreso, esto debido
principalmente al comportamiento erratico que presenta muchas veces el ingreso.

En cuanto a los resultados del andlisis discriminante predictivo, hemos visto que la tasa
de clasificacién correcta alcanzada no es demasiado elevada, debido en parte al solapamiento
de los grupos propuestos. Sin embargo, podemos concluir que el modelo aporta informacién
significativa para la discriminacién de los grupos. Como hemos visto en el capitulo anterior,
el nivel de ingreso tiene una distribucién desigual dentro de la poblacion, lo que se ve reflejado
en la mala diferenciacién de los grupos.

En realidad existe una clara polarizacién entre el grupo con menor nivel de ingreso, que es
a su vez el grupo que concentra la mayor parte de la muestra; y el grupo con mayor nivel de
ingreso, grupo con una concentracién de muestra significativamente menor. Los grupos con
niveles de ingreso intermedios quedan entonces mal diferenciados. Esto es el claro reflejo de
la inequidad que existe actualmente en México, pese a la implantacién de programas sociales
como un esfuerzo para combatir la pobreza y la desigualdad (por ejemplo: Oportunidades,
Seguro Popular, Escuelas de Calidad etc.)
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Al querer aplicar esta regla para determinar el nivel de ingreso en hogares en los que
éste sea desconocido, habra que considerar varios aspectos importantes como la temporalidad,
yva que toda sociedad va sufriendo procesos evolutivos y las condiciones que prevalecian en
el momento en el que fue captada la informacién por medio de la cual se generé la regla de
clasificacién presentada pueden cambiar con el paso del tiempo y perder su validez. Esperando
que el cambio atente la polarizacién entre los grupos de mayor y menor ingreso y no la acentue.

También habra de tenerse en cuenta si el niimero de grupos propuestos asi como sus
umbrales son los mds adecuados para los propésitos que se buscan. Ademds de que serd
necesario observar que el ingreso es una variable no fécil de tratar y que dificilmente se
obtendra una tasa de clasificacién correcta muy elevada, por lo que serd importante valorar
los costos que traerfan consigo los errores de clasificacion cometidos.

Finalmente, podemos concluir que el andlisis discriminante es una técnica estadistica mul-
tivariada que puede ser de mucha utilidad en la bisqueda de la diferenciacién de dos o mas
grupos de individuos u objetos, incluso cuando estos no estén perfectamente diferenciados y
sean dificiles de tratar como es el caso de los grupos correspondientes a los distintos niveles
de ingreso. Cabe senalar también que este tipo de problemas pueden ser tratados con otras
técnicas estadisticas como son la regresién logistica o los modelos multilogit.



Apéndice A
Metodologia de la Encuesta

A continuacién se presenta brevemente la metodologia de la Encuesta Nacional de Ingresos y
Gastos de los Hogares 2002 (ENIGH 2002), empleada como principal fuente de informacién
de este trabajo, con el fin de mostrar el marco conceptual de la encuesta.

A.1 Objetivos

Como se mencioné en el capitulo 4, el principal objetivo de la ENIGH 2002 es proporcionar
informacién sobre la distribucién, monto y estructura del ingreso y el gasto de los hogares, lo
que permite, junto con las versiones anteriores de la encuesta evaluar en el tiempo los cambios
en el nivel de vida de la poblacién.

Algunos de los objetivos especificos de la ENIGH 2002 son la generacién de informacién
respecto a los siguientes rubros:

) La estructura del ingreso corriente de los hogares segin la fuente de donde provenga.

° La estructura del gasto corriente de los hogares en la adquisicién de bienes de con-
sumo final (duraderos y no duraderos) asi como las transferencias a otras unidades.

° Las caracteristicas sociodemogréficas de los miembros del hogar.

) La condicion de actividad y las caracteristicas ocupacionales de los miembros del
hogar de 12 anos y més.

° Las caracteristicas de infraestructura de la vivienda y de equipamiento del hogar.
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A.2 Metodologia

A.2.1 Marco Conceptual

Dado que el ingreso determina la capacidad econémica de los hogares para adquirir los bienes
y servicios necesarios, éste resulta ser un condicionante principal en el nivel de bienestar de la
poblacion. Asi, la ENIGH se basa en la consideracién del que el tanto el monto del ingreso,
su procedencia y su forma de distribucién condicionan en gran medida el nivel de bienestar de
la poblacién. Para abordar el estudio de estos condicionantes, se seleccionaron como unidad
de muestreo a la vivienda particular y como unidad de observacién el hogar, considerando las
siguientes definiciones de vivienda particular y de hogar:

e Vivienda:

Es el espacio delimitado por paredes, techos y pisos de cualquier material de construccion
donde viven, duermen, preparan alimentos, comen y se protegen de las inclemencias del tiempo
una o m&s personas. La entrada a la vivienda debe ser independiente, es decir, que sus
ocupantes puedan entrar o salir de ella sin pasar por el interior de otra vivienda. Cabe aclarar
que el (los) cuarto (s) de la vivienda cuyo acceso era independiente, si se rentaron o prestaron
a otra (s) persona (s), que no eran miembros del hogar se consideré como otra vivienda.

Vivienda Particular
Es la vivienda regular de alojamiento de uno o mds hogares.
Vivienda colectiva

Es la que se destina a servir de alojamiento habitual a personas sujetas a una subordi-
nacién de cardcter administrativo u obligadas a cumplir normas de convivencia, en virtud de
estar relacionadas por un objetivo piblico o interés personal comin, como: razones de salud,
disciplina, ensenanza, religién, trabajo, asistenciales, de alojamiento o militares. (Este tipo
de viviendas no se consideran en la encuesta).

e Hogar:

Es el conjunto de personas unidas o no por lazos de parentesco que residen habitualmente
en la vivienda y se sostienen de un gasto comin para comer, una persona que vive sola o
que no comparte gastos con otra(s) aunque viva en la misma vivienda también constituye un
hogar. El criterio bédsico para la identificacién de los miembros del hogar, es la existencia
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de disposiciones bédsicas comunes para la vida doméstica, tales como compartir una provisiéon
comtn de alimentos y como caracterfstica adicional la misma unidad de habitacién.

Ademas de observar las variables relacionadas al ingreso (monto, procedencia, forma de
distribucién), serd necesario observar las caracteristicas sociodemograficas de los miembros
del hogar, estrechamente relacionadas con los patrones de distribucién del ingreso.

Serd también importante precisar y conocer el marco conceptual referente a las transac-
ciones econémicas de ingresos y gastos realizadas por los miembros del hogar. Las transac-
ciones econdmicas se clasifican en dos grandes rubros segiin su finalidad:

e Transacciones econdémicas corrientes

Las transacciones econémicas corrientes son las que se realizan para cubrir las necesidades
bésicas y su resultado no es acumulable (como la compra de bienes de consumo final o el pago
del alquiler de la vivienda). A su vez estas se dividen en:

eIngreso Corriente Total

eGasto Corriente Total
e Transacciones econémicas financieras y de Capital

Se considera en este concepto de las transacciones econémicas a las operaciones financieras
y de capital ocurridas en el perfodo de referencia, cuyo resultado es la modificacién del acervo
patrimonial de los hogares. Dentro de las transacciones financieras y de capital se incluyen
también los actos cuyo propdésito es el financiamiento para adquirir bienes y servicios de
consumo final o bienes de capital (por ejemplo, el retiro de ahorros para comprar alimentos
o los préstamos para comprar una casa). Las transacciones financieras y de capital, ademas,
permiten explicar el déficit o superdvit ente los ingresos y los gastos corrientes. A su vez se
dividen en:

ePercepciones Financieras y de Capital Totales

eErogaciones Financieras y de Capital Totales

Para los fines practicos del presente trabajo, sélo se detallard brevemente el ingreso corr-

iente total, el detalle del resto de las transacciones puede consultarse en el documento metodolégico
de la ENIGH 2002 !

!Encuesta Nacional de Ingreso y Gasto de los Hogares 2002, Documento Metodolégico, INEGI 2002
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Ingreso Corriente Total

Son las percepciones monetarias y no monetarias (en especie) que recibieron los miembros
del hogar durante el periodo de referencia de la encuesta por su participacién en el proceso pro-
ductivo, por indemnizaciones y por transferencias corrientes sin contrapartida. Se registraron
los ingresos netos que disponen los hogares para cubrir sus necesidades, es decir, después de
descontar impuestos, cuotas a organizaciones laborales, a instituciones de seguridad social y
deducciones similares. El ingreso corriente Total se clasifica en:

° Ingreso Corriente Monetario

° Ingreso Corriente no Monetario

A continuacién se describen estos ingresos, principalmente el ingreso corriente monetario
que es el ingreso considerado para la realizacién del presente trabajo.

Ingreso Corriente Monetario

Es la cantidad de dinero que recibe un perceptor miembro del hogar por su trabajo, por
utilidades, por rendimientos e indemnizaciones y transferencias corrientes, de acuerdo a sus
diferentes fuentes se clasifica en:

e Remuneraciones al trabajo

Son los ingresos netos que las personas ocupadas miembros del hogar obtienen a cambio
de la venta de su fuerza de trabajo a una empresa o patrén, con quien establecieron
determinadas condiciones de trabajo mediante un contrato o acuerdo (verbal o escrito),
incluye:

eSueldos, salarios y horas extras
eComisiones y propinas

eAguinaldos, gratificaciones y premios
ePrimas vacacionales

eReparto de utilidades
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e Renta Empresarial

Son todas aquellas percepciones provenientes de un negocio propiedad de algiin miembro
del hogar o de una actividad productiva que se realiza en forma independiente o asociada.

Los ingresos provenientes de la renta empresarial, se clasifican de acuerdo a las caracterfs-
ticas del negocio o a las actividades realizadas en:

elngresos por Negocios No Agropecuarios
elngresos por Negocios Agropecuarios
eRenta de la Propiedad

elngresos Netos de Cooperativas

e Transferencias

Percepciones monetarias que reciben los miembros de los hogares y que no constituyen el
pago por trabajos realizados, incluye:

e Jubilaciones y pensiones

eIndemnizaciones de seguros contra riesgos a terceros
eIndemnizacién por despido y accidentes de trabajo
eBecas y donativos provenientes de instituciones
eRegalos y donativos originados dentro del pafs

eRegalos y donativos provenientes de otros paifses

e Otros Ingresos

Son todos aquellos ingresos monetarios no clasificados en los anteriores ingresos. Como
por ejemplo: los ingresos provenientes de la venta de bienes muebles de segunda mano (au-
tomoviles, aparatos eléctricos, etc.). Siempre y cuando no sean de la actividad econémica a
la que se dedica alguno de los miembros del hogar, en cuyo caso se clasifican como ingreso
provenientes de "Negocios Comerciales".
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Ingreso Corriente No Monetario

Se refiere al valor estimado, a precios corrientes al consumidor, de los bienes y servicios
para el consumo privado de los hogares.

Se clasifican en:

e Autoconsumo

Valor estimado a precios corrientes al consumidor de los bienes y servicios producidos y
consumidos por el propio hogar.

e Pago en especie

Valor estimado a precios corrientes al consumidor de los bienes y servicios que propor-
cionan los patrones a sus obreros o empleados como pago a su trabajo.

e Regalos

Valor estimado a precios corrientes al consumidor de bienes y servicios recibidos por los
miembros de los hogares como regalo.

e Estimaciéon del alquiler de la vivienda

Es la estimacion a precios corrientes, del alquiler de la casa habitacién propia, la prestada
por algin familiar o amigo y la vivienda recibida como prestacion, a través de la empresa
donde trabaja.

A.2.2 Captacién de la Informacion

La ENIGH 2002, como ya se habia mencionado, fue disenada para poder presentar re-
sultados a nivel nacional y para dos estratos urbano y rural, siendo una localidad urbana
aquella que cuente con méds de 2,500 habitantes y una localidad rural aquella con menos de
2,500 habitantes. El levantamiento de la encuesta se realizé en el periodo comprendido del 21
de Agosto al 15 de Noviembre de 2002, permitiendo por medio de visitas, la recolecciéon de
informacién en las viviendas seleccionadas. Para ello se utilizaron:

e Instrumentos de captaciéon muy especializados que permitieron la operacionalizacién del
marco de conceptos de la encuesta.

e Un equipo de entrevistadores, supervisores y jefes de drea capacitados de manera especial
sobre los procedimientos, lineamientos y criterios establecidos con base al marco de
conceptos.
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e Por otra parte se implementaron mecanismos de control para asegurar la calidad de la
informacion.

A.3 Selecciéon de la muestra

A.3.1 Diseno Muestral

Como habfamos mencionado en el capitulo 4 del presente trabajo, el diseno muestral de la
ENIGH 2002 se caracteriza por ser probabilistico, lo que permite que los resultados arrojados
por la encuesta puedan generalizarse a toda la poblacién. El diseno de la muestra es también
Polietapico, Estratificado y por conglomerados.

Probabilistico.- Por que todas las unidades de muestreo tienen una probabilidad cono-
cida y distinta de cero de ser seleccionadas.

e Estratificado.- Porque las unidades de muestreo con caracteristicas similares de tipo
geograficas y socioeconémicas se agrupan para formar estratos.

e Polietapico.- Porque la unidad ultima de seleccién (vivienda) es seleccionada después
de varias etapas.

e Por conglomerados.- Porque previamente se conforman conjuntos de unidades mues-
trales de los cuales se obtiene la muestra.

A.3.2 Marco Muestral de la Encuesta

El marco muestral de propésitos multiples del INEGI, constituido por la informacién demogra-
fica y cartografica obtenida por medio del Conteo de Poblacién y Vivienda 1995, es el marco
muestral que se utilizé para la realizacién de la ENIGH 2002.
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Cada una de las 32 entidades federativas del pafs se divide en zonas que agrupan a las
localidades de la siguiente manera:

Zona Descripcién

eCuidades y dreas metropolitanas objeto de estudio
de la Encuesta Nacional de Empleo Urbano (ENEU)
eResto de las ciudades de 100,000 y més habitantes
y/o capitales de estado.

Urbano Alto

elocalidades de 20,000 a 99,999 habitantes

Complemento Urbano de Alta densidad | - Jp " 1.4 10C 6 15,000 a 19.999 habitantes

Complemento Urbano de Baja densidad | eLocalidades de 2,500 a 14,999 habitantes

Rural eLocalidades con menos de 2,500 habitantes

A.3.3 Formacion de Unidades de Muestreo

1. Unidades Primarias de Muestreo (UPM)

Las UPM se constituyen por un Area Geoestadistica Basica (AGEB), parte de un AGEB o
varios AGEB colindantes, dependiendo de la zona de referencia, como se detalla a continuacién.

UPM en urbano alto:
° Un AGEB con un minimo de 480 viviendas.

° La unién de 2 o mds AGEB contiguas del mismo estrato, con un minimo de 480
viviendas en conjunto.

UPM en el resto de las zonas:
e Un AGEB o la unién de dos o mas AGEB que contengan un minimo de:
° 280 viviendas en localidades urbanas.

° 100 viviendas en localidades rurales

2. Unidad Secundaria de Muestreo (USM)
USM en urbano alto:

e La formacion de la Unidad Secundaria de Muestreo se realiza tinicamente en las ciudades
ENEU. La USM o édrea de listado estd conformada por la agrupaciéon de viviendas bajo las
siguientes condiciones:

° Puede estar formada por una manzana que tenga un minimo de 40 viviendas habitadas.
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° Puede estar formada por dos o més manzanas contiguas con al menos 40 viviendas
habitadas.

USM en el resto de las zonas:

e En las zonas definidas como no ENEU, la unidad secundaria de muestreo esta constituida
por las viviendas particulares habitadas permanentemente o aptas para habitarse.

3. Unidad Terciaria de Muestreo (UTM)

Las unidades terciarias de muestreo se definen solamente en la zona denominada Ciudades
ENEU y se conforman por las viviendas particulares, habitadas permanentemente o aptas
para habitarse.

A.3.4 Tamano de la Muestra

El tamano de muestra estd calculado para dar estimaciones a los siguientes niveles de desagre-
gacién:

e Nacional

e Localidades de 2500 y méds habitantes

e Localidades de menos de 2500 habitantes

El tamano de muestra para estos dominios se calcula con la proporcién de perceptores de
ingresos por vivienda, considerada como la variable principal de la encuesta y la que requiere
los tamanos de muestra mayores, esto garantiza que las estimaciones del resto de las variables
de interés queden cubiertas con este tamano. Los tamanos de muestra obtenidos de esta
manera son:

e Area Urbana: 14,539 viviendas en muestra

o Area Rural: 5,317 viviendas en muestra

e Total Nacional: 19,856 viviendas en muestra

Los detalles del cédlculo de estos tamanos de muestra pueden ser consultados en el docu-
mento metodoldgico de la encuesta publicado por el INEGI.
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A.3.5 Seleccién de la Muestra

La seleccién de la muestra en la ENIGH 2002, se realiza en forma independiente para cada
entidad y estrato, el procedimiento varfa dependiendo de la zona, los detalles de esta seleccién
para cada una de las zonas puede consultarse en el documento metodolégico de la encuesta.



Apéndice B
Distribuciones de Probabilidad

En este apéndice se resumen las distribuciones de probabilidad mé&s usuales, se presentan sus
funciones de densidad, sus pardmetros, su media y su varianza .

B.1 Distribuciones Discretas

Nombre Funcién de Densidad Parametros Media Varianza
Bernoulli p* (1 —p)' " I (v) p€]0,1] P p(1—p)
o ny , n—z p€]0,1]
Binomial (:E)p (1—=p)" "I, n (x) n=12 . np np(1l — p)
e AN

Poisson 0 Ii00,.1 (x) A>0 A A
1-— 1—

Geométrica  p (1 —p)”* Ioa,.3 () p€]0,1] e 2}9

p p
Binomial r+x—1Y\ z p€]0,1] r(1—p) r(1—p)
Negativa ( x )p (1 - p> I{O’l""} (:E) r >0 D p2
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Distribuciones de Probabilidad

B.2 Distribuciones Continuas

Nombre Funcién de densidad Parametros Media Varianza
. 1 a,beR a+b b—a)?
Uniforme m[[%b] (x) w<b 5 %
1
Exponencial Aexp (—Ax) Lo oo (x) A>0 N e
1 Y- R
_(z—p) ) IS 2
Normal \/W exp ( 902 >0 % o
Normal exp(—%(X—u)’ Zil(X_N)) > pxp o singular, Z
Multivariada V@mr[| positiva definida K
! A>0 r r
r—1_—\x — —
Gamma T (T)x e 1o oo (x) A 3 2
. 1 NS kg _1
Ji-Cuadrada k (5) 2x2 e 2 g oo () k=1,2, k 2k
I (3) 7
— k
. D(k+1)/2) 1 1 k>0 p=0 -2
L(§)  Vhr (a2 5 para k > 1 para k > 2
I ((m + n>/2) (m)m/2 n_ 2n2(m+n—2)
F r (m/22 ['(n/2) " m,n=1,2, n—2 (n—2)2(n—4)
L(m—2)/2 paran >2  paran >4

[1+(m/n)a] T/ T(0,00) ()
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