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Capítulo 1

Introducción

1.1. El problema

Consideremos el problema

(}G)

8<: ��u = jujp�2 u+ f en 

u = u0; en @


u(gx) = u(x) x 2 
; g 2 G

donde G es un subgrupo cerrado del grupo O(N) de todas las transformaciones orto-
gonales de RN ; 
 � RN es abierto, acotado, suave y G-invariante, N � 3, 2 < p <
2� := 2N

N�2 y f; u0 : 
! R son funciones continuas G-invariantes.
Recordemos que un subconjunto 
 de RN es G-invariante si gx 2 
 para toda

x 2 
; g 2 G y que una función h : 
 ! R es G-invariante si h(gx) = h(x) para toda
x 2 
; g 2 G:
El objetivo de esta tesis es investigar la existencia de una in�nidad de soluciones

G-invariantes para este problema.

1.2. Antecedentes

El problema

(})

�
��u = jujp�2 u+ f en 


u = 0; en @


donde 
 es un dominio abierto, acotado y suave de RN ; N � 3; 2 < p < 2� y f 2 L2(
);
ha sido estudiado por muchos especialistas durante los últimos 25 años. Se trata de un
problema interesante y difícil que aún no ha sido resuelto del todo.

1



2 1. INTRODUCCIÓN

Es bien sabido que, si f = 0; este problema tiene una in�nidad de soluciones para
toda p 2 (2; 2�); véase por ejemplo [28]. En este caso el problema es simétrico, es decir,
u es solución de (}) si y sólo si �u lo es. Esto permite usar métodos conocidos para
obtener una in�nidad de puntos críticos del problema variacional asociado.
Cuando f 6= 0 el problema ya no es simétrico y los invariantes topológicos que se

usan en el caso simétrico como el género de Krasnoselskii o la categoría equivariante de
Lusternik-Schnirelmann, no funcionan en este caso. Los primeros resultados para este
problema se deben a Bahri y Berestycki [2], Struwe [26] y Rabinowitz [22]. Mencionamos
el siguiente:

Teorema 1.1 (Bahri-Berestycki, 1981) Para toda f 2 L2(
) el problema (}) tiene
una in�nidad de soluciones si

2 < p < pN

donde pN es la solución más grande de la ecuación 2(N � 1)p2 � (N + 2)p�N = 0.

Es fácil ver que pN < 2�: Por otro lado, Bahri [4] probó el siguiente resultado:

Teorema 1.2 (Bahri, 1981) Para casi toda f 2 L2(
) el problema (}) tiene una
in�nidad de soluciones si

2 < p < 2�:

Es razonable conjeturar que el problema (}) tiene una in�nidad de soluciones para
toda f 2 L2(
) y para toda p 2 (2; 2�) pero este resultado, a la fecha, no ha sido
demostrado. El mejor resultado que se conoce respecto de p se debe a Bahri y Lions
[3] quienes, utilizando estimaciones fuertes para el índice de Morse de operadores de
Schrödinger obtenidas por Cwickel [13], Lieb [20] y Rosenbljum [24] demostraron el
siguiente resultado:

Teorema 1.3 (Bahri-Lions, 1988) Para toda f 2 L2(
) el problema (}) tiene una
in�nidad de soluciones si

2 < p <
2N � 2
N � 2 :

Por otra parte, el problema

(}0)

�
��u = jujp�2 u+ f en 


u = u0; en @


con condición no homogénea a la frontera u0 2 C2(@
) ha sido también muy estudiado.
Candela y Salvatore [11] obtuvieron un resultado semejante al de Bahri y Berestycki
citado arriba. El mejor resultado que se conoce hasta la fecha es el siguiente resultado
de Bolle, Ghoussoub y Tehrani [6], que se basa en un método desarrollado por Bolle [5]
y en las estimaciones de Cwickel [13], Lieb [20] y Rosenbljum [24].



1.3. RESULTADOS DE LA TESIS 3

Teorema 1.4 (Bolle-Ghoussoub-Tehrani, 2000) El problema (}0) tiene una in-
�nidad de soluciones si

2 < p <
2N

N � 1 :

1.3. Resultados de la tesis

En esta tesis consideraremos dominios 
 que son invariantes bajo la acción de un
subgrupo cerrado G de O(N) y supondremos que f y u0 son G-invariantes. Es de
esperarse que en este caso la condición sobre p pueda ser mejorada. Probaremos que,
en efecto, si 
 contiene una G-órbita de dimensión su�cientemente grande, entonces
las condiciones sobre p dadas en los Teoremas 1.3 y 1.4 pueden ser mejoradas. A conti-
nuación enunciaremos en detalle los resultados principales de esta tesis.
Consideremos el problema

(}G)

8<: ��u = jujp�2 u+ f en 

u = u0; en @


u(gx) = u(x) x 2 
; g 2 G

donde G es un subgrupo cerrado del grupo O(N) de todas las transformaciones orto-
gonales de RN ; 
 � RN es abierto, acotado, suave y G-invariante, N � 3, 2 < p <
2� := 2N

N�2 ; f 2 C
0(
) y u0 2 C2(@
):

Denotamos por
Gx := fgx : g 2 Gg

a la G-órbita de un punto x 2 RN y por

m = m(G;
) := m�axfdim(Gx) : x 2 
g

a la máxima dimensión de una G-órbita de 
:
Denotamos por p0N;m a la máxima raíz de la ecuación

(2N �m� 2)p2 � (5N � 2m� 2)p+ 2N = 0;

es decir,

p0N;m :=
5N � 2m� 2 +

p
(5N � 2m� 2)2 � 8N(2N �m� 2)
2(2N �m� 2) ;

y denotamos por

pN;m := m�ax

�
p0N;m;

2N � 2
N � 2

�
; epN;m := m�ax� 6N � 4m

3N � 2m� 2 ;
2N

N � 1

�
:
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Denotamos además por

kuk2 :=
Z



jruj2 ;

a la norma en el espacio de Sobolev H1
0 (
): Probaremos los siguientes resultados.

Teorema 1.5 Si p 2 (2; epN;m) entonces el problema (}G) tiene una sucesión no acotada
(uk) de soluciones G-invariantes que satisfacen

kukk2 � ak
;

donde a es una constante positiva y 
 = 2p=(N �m)(p� 2):

Teorema 1.6 Si u0 = 0 y p 2 (2; pN;m) entonces el problema (}G) tiene una sucesión
no acotada (uk) de soluciones G-invariantes que satisfacen

kukk2 � ak
;

donde a es una constante positiva y 
 = 2p=(N �m)(p� 2):

Se tiene que

pN;m >
2N � 2
N � 2 si m >

N2

2(N � 1) ;

y que epN;m >
2N

N � 1 si m >
N

2
;

es decir, las condiciones sobre p dadas por los Teoremas 1.5 y 1.6 son mejores que
las obtenidas por Bahri-Lions [3] y Bolle-Ghoussoub-Tehrani [6] si 
 contiene una G-
órbita de dimensión su�cientemente grande. Notemos, sin embargo que, en todos los
casos, pN;m < 2� y epN;m < 2� (véase la Sección 3.6).
En el caso radial G = O(N); Candela, Palmieri y Salvatore [10] probaron que,

si N � 4; el problema (}O(N)) tiene in�nidad de soluciones para toda p 2 (2; 2�):
Su demostración se basa en estimaciones análogas a las de Cwickel [13], Lieb [20] y
Rosenbljum [24] para el índice de Morse de operadores de Schrödinger en H1

0 (
)
O(N):

Aquí usaremos una fórmula asintótica para los valores propios del Laplaciano en
H1
0 (
)

G obtenida por Brüning y Heinze [7, 8] y por Donnelly [14].
Queremos hacer notar que, para el grupo trivial G = f1g la estimación kukk2 � ak


es idéntica a la obtenida por Castro y Clapp en [9].
Esta tesis está organizada como sigue: En el Capítulo 2 daremos la demostración

de un resultado abstracto debido a Bolle, Ghoussoub y Tehrani [6] que será la base
de nuestros resultados. En el Capítulo 3 probaremos las a�rmaciones de existencia
de sucesiones no acotadas de soluciones de los Teoremas 1.5 y 1.6. En el Capítulo 4
probaremos las estimaciones para la norma de tales soluciones.



Capítulo 2

Preliminares

2.1. El teorema de Bolle, Ghoussoub y Tehrani

Sea X un espacio de Hilbert de dimensión in�nita y sea � : X � [0; 1] ! R un
funcional de clase C2. Podemos pensar a � como una trayectoria de funcionales

�t : X ! R; �t(u) = �(u; t); 0 � t � 1;

y denotar por �0t(u) =
@
@u
�(u; t) la derivada de �t: Supongamos que �t cumple las

siguientes propiedades.
(P1) Toda sucesión (un; tn) 2 X�[0; 1] tal que (�tn(un)) está acotada y



�0tn(un)

!
0 tiene una subsucesión convergente.
(P2) Para todo b 2 R existe una constante C tal que���� @@t�(u; t)

���� � C(k�0t(u)k+ 1)(kuk+ 1) si j�t(u)j � b:

(P3) Existen dos funciones continuas �1; �2 : [0; 1]�R! R, �1 � �2; las cuales son
Lipschitz continuas en la segunda variable, ��2 es monótona en la segunda variable y
tales que

�1(t;�t(u)) �
@

@t
�(u; t) � �2(t;�t(u)) si �0t(u) = 0;

donde h� := m�ax f�h; 0g
(P4) �0 es par y para todo subespacio W de dimensión �nita de X; se tiene que

sup
0�t�1

�t(w)! �1 si w 2 W; kwk ! 1:

Fijemos una sucesión de subespacios lineales X1 � ��� � Xk � ��� de X; con dimXk = k
y de�namos

ck =��nf
'2�

sup
x2Xk

�0('(x)) (2.1)

5



6 2. PRELIMINARES

donde

� = f' 2 C(X;X) : ' es impar y 9 R > 0 tal que '(x) = x para kxk > Rg:

Sean � i : [0; 1]� R! R; i = 1; 2; de�nidas por�
� i(0; s) = s
@
@t
� i(t; s) = �i(t; � i(t; s)):

(2.2)

El siguiente resultado fue probado en [6] (ver Teorema 2.2).

Teorema 2.1 (Bolle, Ghoussoub, Tehrani). Supongamos que �t cumple (P1)-
(P4). Si �2(1; ck + ") < �1(1; ck+1) para alguna " > 0, entonces para toda ' 2 �
tal que sup'(Xk)�0 < ck + " existe un valor crítico eck de �1 tal que

�2(1; ck) < �1(1; ck+1) � eck � �2(1; sup
x2Xk+1

�0('(x))): (2.3)

Más aún, si la sucesión0@ ck+1 � ck
m�ax
0�t�1

j�1(t; ck+1)j+ m�ax
0�t�1

j�2(t; ck)j+ 1

1A (2.4)

no esta acotada, entonces eck !1:

Antes de ver la demostración veremos algunas propiedades de los valores ck de�nidos
por (2.1). Supondremos de aqui en adelante que se cumplen (P1)-(P4).

Lema 2.2 Sea W un subespacio de X de dimensión �nita y ' 2 � entonces existe
x0 2 W tal que

sup
W
�0 (' (x)) = �0 (' (x0)) :

Demostración: Por (P4) existe una bola �B � W; tal que

sup
W
�0 (' (x)) = sup

�B

�0 (' (x)) :

Por ser W de dimensión �nita �B es compacta, como �0 � ' es continua alcanza su
máximo, es decir existe x0 2 W tal que

sup
W
�0 (' (x)) = �0 (' (x0)) :
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De�namos por
��b0 := fu 2 X : �0 (u) � bg :

Sea e 2 Xk+1 n Xk: Usando el Lema anterior es fácil ver que para toda ' 2 � se
tiene que

�
�ck+1
0 \ f' (u+ se) : (u; s) 2 Xk � [0;+1)g 6= ?;

ya que por la de�nición de ck+1 se sigue que

sup
Xk+1

�0 (' (x)) = �0 (' (x0)) � ck+1:

Proposición 2.3 Sea e 2 Xk+1 nXk y sea

# : fv + se 2 Xk+1 : v 2 Xk; s 2 [0;+1)g ! X

una función continua con las siguientes propiedades:
i) # jXk es impar,
ii) Existe R > 0 tal que #(u) = u si kuk > R:
Entonces existe un punto (v0; s0) 2 Xk � [0;+1) tal que

�0 (# (v0 + s0e)) � ck+1:

Demostración: Consideremos a ~# : Xk+1 ! X; la extensión de # de�nida por

~# (v + se) :=

8<:
# (v + se) si s � 0

�# (�v � se) si s � 0:

recordemos que la dim (Xk+1) = dim (Xk) + 1: Dado que # jXk es impar, ~# está bien
de�nida, es continua y satisface que ~#(v) = v; si kvk > R: Por el Teorema de Tietze
la podemos extender a una función impar en todo el espacio X tal que ~#(v) = v para
kvk grande, es decir, ~# 2 �: Por el Lema 2.2 y la de�nición de ck (véase 2.1), existe
u0 2 Xk+1; tal que

�0

�
~# (u0)

�
� ck+1:

Como �0 es par y ~# es impar podemos suponer que u0 = v0 + s0e; con
(v0; s0) 2 Xk � [0;+1) :
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Proposición 2.4 Los valores ck cumplen las siguientes propiedades:
i) Existen Mk; tal que ck � sup

Xk

�0 (u) �Mk para todo k:

ii) �0 (0) � ck � ck+1.

Demostración: Para demostrar la primera a�rmación observemos que la identidad
pertenece a � y por la de�nición de ck (véase 2.1) y el Lema 2.2 se obtiene (i) : Ahora
para la segunda a�rmación tenemos que

�0 (0) = �0 (' (0)) � sup
Xk

�0 (' (u)) para toda ' 2 �;

y además como Xk � Xk+1, se sigue que ck � ck+1:

Sea t 2 [0; 1] ; denotamos por

Kc = fu 2 X : �t (u) = c y �0t (u) = 0g :

Proposición 2.5 Si � satisface (P1) entonces Kc es compacto.

Demostración: Como � satisface (P1), entonces �t satisface la condición de Palais-
Smale es decir toda sucesión (un) � Kc, tiene una subsucesión que converge a un punto
crítico de �t: Y por la continuidad de �t, se cumple que u 2 Kc:

Proposición 2.6 ck es valor crítico de �0:

Demostración: Por de�nición de ck (véase 2.1) para toda " > 0; existe ' 2 �, tal
que

sup
Xk

�0 (' (u)) � ck + "; (2.5)

como ' 2 � y �0 cumple (P4) existe R > 0 tal que

' (u) = u; si kuk � R;

�0 (u) � ck � " si kuk � R y u 2 Xk:

Supongamos que ck es valor regular �0, como �0 satisface (P1), existe " > 0 tal que �0
no tiene valores críticos en [ck � "; ck + "] : Usando el Lema de Deformación ([28, Lema
3.1]). Entonces existe una homotopía continua � : X � [0; 1]! X tal que:

i) �(u; t) = u si t = 0 ó u =2 ��10 ([ck � "; ck + "]) ó kuk � R;
ii) �(u; 1) 2 ��ck�"0 para todo u 2 ��ck+"0 ;
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iii) �(�; t) es impar para todo t 2 [0; 1] :
Sea '̂(u) := � (' (u) ; 1) ; como � satisface (i) y (iii) entonces '̂ 2 �; pero por (ii) y
(2.5)

sup
Xk

�0 ('̂ (u)) � ck � ";

contradiciendo la de�nición de ck:

Observemos que el hecho de que �0 es par implica que � es impar y por lo tanto
tenemos que '̂ 2 �; esto fue fundamental en la demostración anterior. Los valores ck
no son valores críticos de �1; por que este funcional no es par, entonces no podemos
usar el mismo argumento, que usamos para �0:
De las hipótesis (P1) y (P3) se obtiene el siguiente resultado.

Lema 2.7 Para cada b; � > 0 existe � > 0 tal que

�1(t;�t(u))� � � @

@t
�(u; t) � �2(t;�t(u)) + �

para toda (u; t) 2 X � [0; 1] ; con j�t(u)j < b y k�0t(u)k < �:

Demostración: Argumentando por contradicción, supongamos que existen b; � > 0
y (uk; tk) 2 X � [0; 1] tales que

tk ! t; j�tk(uk)j < b; y


�0tk(uk)

! 0 si k ! +1

y además cumplen que

@

@t
�(uk; tk) � �1(tk;�tk(uk))� � ó

@

@t
�(uk; tk) � �2(tk;�tk(uk)) + �:

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que (uk; tk) satisface

@

@t
�(uk; tk) � �1(tk;�tk(uk))� �:

Por (P1) existe una subsucesión de (uk) que converge a un punto crítico u de �t y por
continuidad

@

@t
�(u; t) � �1(t;�t(u))� �;

y esto contradice (P3).
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Fijemos � > 0. Para �1 y �2 como en (P3) consideramos los �ujos �� i : [0; 1]�R! R;
i = 1; 2; de�nidos por 8<:

��1(0; s) = s

@
@t
��1(t; s) = �1(t; ��1(t; s))� �

(2.6)

y 8<:
��2(0; s) = s

@
@t
��2(t; s) = �2(t; ��2(t; s)) + �

(2.7)

Observemos que ��1; ��2 son continuas, ��1 � ��2 y que ��1 (t; �) ; ��2 (t; �) son no decre-
cientes en la segunda variable.

Lema 2.8 Si existe " > 0; tal que �2(1; ck + ") < �1(1; ck+1) entonces existe � > 0 tal
que

��2(t; ck + ") < ��1(t; ck+1) para toda t 2 [0; 1] :

Demostración: Usando [1, Teorema 8.3] podemos escoger � > 0 tal que ��2(1; ck+") <
��1(1; ck+1): Ahora supongamos que existe t0 2 [0; 1) tal que ��2(t; ck + ") < ��1(t; ck+1)
para toda t 2 (t0; 1] y que ��2(t0; ck + ") = ��1(t0; ck+1): Entonces se sigue que

@

@t
��2(t0; ck + ") � @

@t
��1(t0; ck+1)

es decir
�2(t0; ��2(t0; ck + ")) + � � �1(t0; ��1(t0; ck+1))� �;

y esto contradice que �1 � � < �2 + �; por lo tanto obtenemos el resultado.

En el siguiente resultado usamos el método de Bolle [5], para de�nir deformaciones
que preserven los conjuntos de subnivel y supernivel de la familia �t usando el �ujo
gradiente.

Proposición 2.9 Para cada ~d 2 R y cada par de números reales d1 � d2 existen
homotopias
�� : X � [0; 1]! X con � = 1; 2 tales que

i) �� (u; 0) = u para toda u 2 X;
ii) �� (u; t) = u si �t (u) � m��n

0�t�1
���
�
t; �d1

�
� 1 ó �t (u) � m�ax

0�t�1
���
�
t; �d2

�
+ 1; donde

�d1 = m��n
n
~d; d1

o
y �d2 = m�ax

n
~d; d2

o
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iii) �� (�; t) : X ! X; es un homeomor�smo para cada t 2 [0; 1] y el mapeo X �
[0; 1]! X de�nido por (u; t)! (��)

�1
t (u) := (�� (�; t))

�1 (u) es continuo,

iv) Si �0 (u) � ~d entonces �t (�1 (u; t)) � ��1
�
t; ~d
�
para toda t 2 [0; 1] ;

v) Si c 2 [d1; d2] y �0 (u) � c entonces �t (�2 (u; t)) � ��2 (t; c) para toda t 2 [0; 1] :

Demostración: Denotemos por

�� = m��n
0�t�1

�
���
�
t; �d1

�	
y �� = m�ax

0�t�1
���
�
t; �d2

�
;

sea b = m�ax fj�� j ; j�� j : � = 1; 2g+1 y la � que �jamos en el Lema 2.8, escojamos � > 0

como en el Lema 2.7.
Sean �� ; � 2 C1 (R; [0; 1]) tales que �� � 0 en

�
�1; �� � 1

2

�
[
�
�� +

1
2
;+1

�
�� � 1

en [�� ; �� ] y � � 0 en
�
��
2
; �
2

�
; � � 1 en (�1;��] [ [�;+1) : Supongamos que ��2 es

creciente en la segunda variable entonces consideremos los campos vectoriales de�nidos
por

V1 (u; t) =
��

@
@t
�
��
(u; t) + 1 + �+1

�
t; ��1 (t; ~c)

��
�1 (�t (u))� (kr�t (u)k)

r�t (u)
kr�t (u)k2

V2 (u; t) = �
��

@
@t
�
�+
(u; t) + 1 + ��2

�
t; ��2

�
t; �d2

���
�2 (�t (u))� (kr�t (u)k)

r�t (u)
kr�t (u)k2

donde h� := m�ax f�h; 0g � 0:
Observemos que V� = 0 si �t (u) =2

�
�� � 1

2
; �� +

1
2

�
ó kr�t (u)k � �

2
; esto se sigue

de la de�nición de � y de �� : Por otro lado, si �t (u) 2
�
�� � 1

2
; �� +

1
2

�
y kr�t (u)k � �

2
;

implica

�b � �� �
1

2
� �t (u) � �� +

1

2
� b

es decir

j�t (u)j � b
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entonces usando (P2) y como
���� �t; ��� (t; c)��� es continua se sigue que

kV� (u; t)k �
���� @

@t
�
�
(u; t)

��+ 1 + ���� �t; ��� (t; c)����
kr�t (u)k

� C1 (kr�t (u)k+ 1) (kuk+ 1)
kr�t (u)k

� C1

�
1 +

1

kr�t (u)k

�
(kuk+ 1)

� C1

�
1 +

2

�

�
(kuk+ 1)

� C2 (kuk+ 1)

para algunas constantes positivas C1 y C2: Usando lo anterior y como V� es continua
y localmente Lipschitz con respecto a la segunda variable, ya que �t 2 C2, implica la
existencia del siguiente �ujo global continuo �� : X � [0; 1]! X; dado por8><>:

�� (u; 0) = u

@

@t
�� (u; t) = V� (�� (u; t) ; t)

(véase [25, Capítulo 4]). Es claro que �� cumple i) y ii), ya que

�t (u) � m��n
0�t�1

���
�
t; �d1

�
� 1

�t (u) � �� � 1 < �� �
1

2

por lo tanto �� (u; t) = u el otro caso es análogo. La propiedad (iii); se sigue de la
de�nición de �� como �ujos. Demostremos la propiedad (v): Sea u 2 X tal que �0 (u) �
c, con c 2 [d1; d2] : Sea

f(t) := �t (�2 (u; t)) :

Dado que
f (0) = �0 (u) � c = ��2 (0; c)

es su�ciente demostrar que si

f (t) = ��2 (t; c) entonces f
0 (t) <

@

@t
��2 (t; c) = �2

�
t; ��2 (t; c)

�
+ �: (2.8)
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Supongamos que f (t) = ��2 (t; c) ; como

�2 � ��2
�
t; �d1

�
� ��2 (t; c) � ��2

�
t; �d2

�
� �2

que se sigue que �2 � f (t) � �2; de donde �2 (f (t)) = 1; es decir, �2 (�t (�2 (u; t))) = 1;
denotemos por

' (t) := �
 �

@

@t
�

�+
(�2 (u; t) ; t) + 1 + �

�
2

�
t; ��2

�
t; �d2

��!
� 0;

entonces

V2 (�2 (u; t) ; t) = ' (t)� (kr�t (�2 (u; t))k)
r�t (�2 (u; t))
kr�t (�2 (u; t))k

2 : (2.9)

Ahora

f 0 (t) = �0t (�2 (u; t)) (V2 (�2 (u; t) ; t)) +
@

@t
� (�2 (u; t) ; t)

usando (2.9)

f 0 (t) = �0t (�2 (u; t))

�
' (t)� (kr�t (�2 (u; t))k)

r�t (�2 (u; t))
kr�t (�2 (u; t))k

2

�
+
@

@t
� (�2 (u; t) ; t)

es decir

f 0 (t) = ' (t)� (kr�t (�1 (u; t))k) +
@

@t
� (�1 (u; t) ; t) :

Si kr�t (�2 (u; t))k < �; entonces por el Lema 2.7

f 0 (t) � @

@t
� (�2 (u; t) ; t) < �2

�
t; ��2 (t; c)

�
+ �:

Si kr�t (�2 (u; t))k � � entonces � (kr�t (�2 (u; t))k) = 1 y entonces

f 0 (t) = ' (t) +
@

@t
� (�2 (u; t) ; t)

= �
 �

@

@t
�

�+
(�2 (u; t) ; t) + 1 + �

�
2

�
t; ��2

�
t; �d2

��!
+
@

@t
� (�2 (u; t) ; t) :

Como ��2 (t; c) � ��2
�
t; �d2

�
y ��2 es creciente en la segunda variable se sigue que
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��2
�
t; ��2 (t; c)

�
� ��2

�
t; ��2

�
t; �d2

��
de donde

�
 �

@

@t
�

�+
(�2 (u; t) ; t) + 1 + �

�
2

�
t; ��2

�
t; �d2

��!
+
@

@t
� (�2 (u; t) ; t)

� �
 �

@

@t
�

�+
(�2 (u; t) ; t) + 1 + �

�
2

�
t; ��2 (t; c)

�!
+
@

@t
� (�2 (u; t) ; t)

� �2
�
t; ��2 (t; c)

�
< �2

�
t; ��2 (t; c)

�
+ �:

Esto prueba (2.8), el caso en que ��2 es decreciente en la segunda variable se hace un
procedimiento análogo. Por lo tanto �2 satisface (v): Para probar que �1 satisface (iv) no
es necesaria la hipótesis de monotonía en la segunda variable de �+1 y el procedimiento
también es análogo.

De�nición 2.10 Dado un subconjunto A � X; denotamos por � (A) como el conjunto
de todas las funciones continuas � 2 C0 (X;X) tales que:

i) � (u) = u para toda u 2 A;
ii) Existe R > 0 tal que � (u) = u si kuk � R:

Proposición 2.11 Si existe " > 0 tal que

�2 (1; ck + ") < �1 (1; ck+1)

entonces para toda ' 2 � tal que sup
'(Xk)

�0 < ck+" existen dos subconjuntos Ak � Bk � X;

con las siguientes propiedades:
i) sup

Ak

�1 � ��2 (1; ck + ") < ��1 (1; ck+1)

ii) sup
Bk

�1 � ��2

 
1; sup
'(Xk+1)

�0

!
;

iii) ��nf
�2�(Ak)

sup
�(Bk)

�1 � ��1 (1; ck+1)

Demostración: Por el Lema 2.8 existe � > 0 tal que

��2(t; ck + ") < ��1(t; ck+1) para toda t 2 [0; 1] :

Sea ' 2 � tal que sup
'(Xk)

�0 < ck + ": Como

��2 (1; ck + ") < ��1 (1; ck+1) � ��2 (1; ck+1)
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y por de�nición de ck+1 (véase 2.1) se tiene que

ck + " < ck+1 � sup
'(Xk+1)

�0:

Por la Proposición 2.9, existen homotopias �� : X � [0; 1]! X; con ~d = ck+1; si � = 1
y d1 = ck + "; d2 = sup

'(Xk+1)

�0; si � = 2; es decir �1; �2 cumplen que

si �0 (u) � ck+1 entonces �t (�1 (u; t)) � ��1 (t; ck+1) 8 t 2 [0; 1] (2.10)

y

si c 2
"
ck + "; sup

'(Xk+1)

�0

#
y �0 (u) � c entonces �t (�2 (u; t)) � ��2 (t; c) 8 t 2 [0; 1] :

(2.11)
Como �0 (' (u)) � ck + " para toda u 2 Xk; entonces por (2.11) se tiene que

�t (�2 (' (u) ; t)) � ��2 (t; ck + ") ; para toda t 2 [0; 1] y u 2 Xk (2.12)

y por (2.10)

�t (�1 (u; t)) � ��1 (t; ck+1) ; para toda t 2 [0; 1] ; u 2 �
�ck+1
0

donde ��ck+10 := fu 2 X : �0 (u) � ck+1g : Por hipótesis obtenemos que

�t (�2 (' (u) ; t)) � ��2 (t; ck + ")

< ��1 (t; ck+1)

� ��nf �t

�
�1

�
�
�ck+1
0 ; t

��
para toda u 2 Xk; t 2 [0; 1]

es decir
�2 (' (Xk) ; t) \ �1

�
�
�ck+1
0 ; t

�
= ?; para toda t 2 [0; 1] : (2.13)

Sea e 2 Xk+1 nXk y de�namos a los conjuntos Ak y Bk como sigue

Ak : = f�2 (' (u) ; 1) : u 2 Xkg
Bk : = f�2 (' (u+ te) ; 1) : u 2 Xk; t � 0g :

Por de�nición se tiene que Ak � Bk � X; veamos que estos conjuntos satisfacen las
condiciones (i) ; (ii) y (iii) : Veremos que se cumple (i)

sup
Ak

�1 = sup
Xk

�1 (�2 (' (u) ; 1))
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como �0 (' (u)) � ck + " para toda u 2 Xk y (2.12) se tiene que

�1 (�2 (' (u) ; 1)) � ��2 (1; ck + ") para toda u 2 Xk

es decir
sup
Ak

�1 = sup
Xk

�1 (�2 (' (u) ; 1)) � ��2 (1; ck + ") < ��1 (1; ck+1) :

Para (ii)
sup
Bk

�1 = sup f�1 (�2 (' (u+ te) ; 1)) : u 2 Xk; t � 0g

�0 (' (u+ te)) � sup f�0 (' (u+ te)) : u 2 Xk; t � 0g � sup
'(Xk+1)

�0

por (2.11)

sup
Bk

�1 � ��2

 
1; sup
'(Xk+1)

�0

!
de donde se obtiene (ii) :
Para demostrar (iii) es su�ciente probar que para todo � 2 � (Ak) existe w0 2 Bk tal
que

��1 (1; ck+1) � �1 (� (w0)) : (2.14)

Sea � 2 � (Ak) ; es decir, � : X ! X; � (u) = u para toda u 2 Ak y existe R > 0 tal
que � (u) = u si kuk � R: De�nimos la función # : fu+ te : u 2 Xk; t � 0g ! X como

# (u+ te) :=

8><>:
(�1)

�1
2t (�2 (' (u) ; 2t)) ; si 0 � t � 1

2

(�1)
�1
1 � � (�2 (' (u+ (2t� 1) e) ; 1)) ; si t � 1

2
:

Esta función esta bien de�nida por que si t =
1

2
; entonces �2 (' (u) ; 1) 2 Ak y

� (�2 (' (u) ; 1)) = �2 (' (u) ; 1) además por la (Proposición 2.9 (iii)) es continua.
Veremos que # satisface las hipótesis de la Proposición 2.3. Sea u 2 Xk; es decir t = 0
y como �� (u; 0) = u para toda u 2 X, � = 1; 2 se tiene que # (u) = ' (u), es decir # jXk
es impar.
Por de�nición de '; � y la propiedad (P4), existe ~R > 0 tal que si u 2 Xk+1 y kuk � ~R;
entonces ' (u) = u; � (u) = u y

�t (u) � m��n
�
m��n
0�t�1

��2(t; ck + "); m��n
0�t�1

��1(t; ck+1)

�
� 1 para toda t 2 [0; 1]

por la Proposición (2.9) (ii) ; se tiene que �� (u; t) = u si u 2 Xk+1 y kuk � ~R: Por lo
tanto # satisface la Proposición (2.3), entonces existe un punto (u0; t0) 2 Xk � [0;+1)
tal que

�0 (# (u0 + t0e)) � ck+1:
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Si t0 �
1

2
entonces

(�1)2t0 # (u0 + t0e) = (�2 (' (u0) ; 2t0)) ;

contradiciendo (2.13) por que # (u0 + t0e) 2 ��ck+10 : Por lo tanto t0 >
1

2
y

(�1)1 � # (u0 + t0e) = � (�2 (' (u0 + (2t0 � 1) e) ; 1))

de donde

�1 (� (�2 (' (u0 + (2t0 � 1) e) ; 1))) = �1 ((�1)1 � # (u0 + t0e))

y como # (u0 + t0e) 2 ��ck+10 ; por (2.10) se sigue que

�1 ((�1)1 � # (u0 + t0e)) � ��1 (1; ck+1) ;

de�nimos a w0 := �2 (' (u0 + (2t0 � 1) e) ; 1) 2 Bk con esto se cumple (2.14) y esto
prueba (iii)

La Proposición anterior garantiza que los conjuntos Ak y Bk tienen la siguiente
propiedad de enlace respecto al funcional �1

� (Bk) \ (�1)�
��1(1;ck+1) 6= ? para toda � 2 � (Ak) ;

donde (�1)
���1(1;ck+1) :=

�
u 2 X : �1 (u) � ��1 (1; ck+1)

	
: Esta propiedad junto con la

condición de Palais-Smale (P1) garantiza lo siguiente:

Teorema 2.12 Supongamos que �t cumple(P1)-(P4). Si �2(1; ck + ") < �1(1; ck+1)
para alguna " > 0, entonces para toda ' 2 � tal que sup'(Xk)�0 < ck+" existe un valor
crítico eck de �1 tal que

�2(1; ck) < �1(1; ck+1) � eck � �2(1; sup
x2Xk+1

�0('(x))): (2.15)

Demostración: Como �2(1; ck + ") < �1(1; ck+1); por el Lema (2.8) se sigue que
��2(t; ck + ") < ��1(t; ck+1) para toda t 2 [0; 1] : Por el Lema anterior existen Ak; Bk � X
que satisfacen (i)� (iii) : Si de�nimos a

~ck := ��nf
�2�(Ak)

sup
u2Bk

�1 (� (u))

como se cumple el Lema anterior tenemos que

sup
Ak

�1 � ��2 (1; ck + ") < ��1 (1; ck+1) � ~ck � sup
Bk

�1 � ��2

 
1; sup
'(Xk+1)

�0

!
(2.16)
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para toda ' 2 � tal que sup
'(Xk)

�0 < ck + "; ya que la identidad pertenece a � (Ak) :

Supongamos que ~ck es un valor regular de �1. Entonces por la condición de Palais-Smale
(P1) existe h > 0 tal que �1 no tiene valores críticos en [~ck � h; ~ck + h] : Escogemos h >
0 de modo que, ��2 (1; ck + ") < ~ck � h: Por el Lema de Deformación (véase Proposición
2.6) existe una homotopía continua � : X � [0; 1]! X tal que:
(D1) �(u; 0) = u para toda u 2 X;
(D2) �(u; t) = u si kuk � R1; (véase la demostración de Proposición 2.6)
(D3) �(u; r) = u para toda u 2 ��~ck�h1 ; r 2 [0; 1]
(D4) �(u; 1) 2 ��~ck�h1 para todo u 2 ��~ck+h1 :

Sea � 2 � (Ak) tal que
sup
u2Bk

�1 (� (u)) � ~ck + h

y sea ~� (u) = �(� (u) ; 1); si probamos que ~� 2 � (Ak) ; entonces por la desigualdad
anterior y por (D3) se sigue que

sup
u2Bk

�1 (~� (u)) = sup
u2Bk

�1 (�(� (u) ; 1)) � ~ck � h

y esto es una contradicción por la de�nición de ~ck y entonces ~ck es un valor crítico de
�1:
Probaremos que ~� 2 � (Ak) sea u 2 Ak entonces por (2.16) se tiene que

sup
Ak

�1 � ��2 (1; ck + ") < ~ck � h

y como � 2 � (Ak) y (D2) tenemos que ~� (u) = �(� (u) ; 1) = �(u; 1) = u:
Por (D2) existe R1 > 0 tal que �(u; t) = u si kuk � R1: Y también existe R2 > 0 tal que
� (u) = u si u 2 X y kuk > R2; entonces tomando ~R su�cientemente grande tenemos
que

~� (u) = �(� (u) ; 1) = �(u; 1) = u si kuk � ~R:

Con esto demostramos que ~� 2 � (Ak) : Ahora haciendo tender � y " a cero en (2.16)
obtenemos que

sup
Ak

�1 � �2 (1; ck) < �1 (1; ck+1) � ~ck � sup
Bk

�1 � �2

 
1; sup
'(Xk+1)

�0

!
:

Para demostrar el Teorema de (Bolle, Ghoussoub, Tehrani) solo hace falta el
siguiente Lemma.
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Lema 2.13 Si se cumple (2.4) entonces las sucesiones�
m��n
0�t�1

(�1 (t; ck+1)� �2 (t; ck))

�
y

�
m��n
0�t�1

�2 (t; ck)

�
no están acotadas superiormente

Demostración: Por la De�nición 2.2 de � i y por el Teorema 4.1.5 de [25] se tiene
que

j� i (t; s)� sj � ekit
Z t

0

j�i (�; s)j d� para toda t 2 [0; 1]

� Aim�ax
0�t�1

j�i (t; s)j

donde ki es la constante de Lipschitz para �i y Ai = eki : Si denotamos a ��i(s) :=m�ax
0�t�1

j�i(t; s)j, tenemos que

j� i (t; s)� sj � A��i(s) para toda t 2 [0; 1] (2.17)

donde i = 1; 2 y A = m�ax fA1; A2g > 0: Haciendo s = ck+1 para i = 1 y s = ck para
i = 2, se tiene que

0 � ck+1 � ck = (ck+1 � �1 (t; ck+1)) + �1 (t; ck+1)� �2 (t; ck) + (�2 (t; ck)� ck)

aplicando (2.17) tenemos que

jck+1 � �1 (t; ck+1)j � A��1(ck+1) y j�2 (t; ck)� ckj � A��2(ck)

es decir

0 � ck+1 � ck
��1(ck+1) + ��2(ck) + 1

� �1(t; ck+1)� �2(t; ck)�
��1(ck+1) + ��2(ck) + 1

� + A

y como �
ck+1 � ck

��1(ck+1) + ��2(ck) + 1

�
(2.18)

no está acotada, entonces la sucesión

m��n
0�t�1

(�1 (t; ck+1)� �2 (t; ck))

no está acotada superiormente. Además como �1 � �2, entonces

m��n
0�t�1

(�1 (t; ck+1)� �2 (t; ck)) � m��n
0�t�1

(�2 (t; ck+1)� �2 (t; ck))
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es decir
m��n
0�t�1

�2 (t; ck)

tampoco está acotada superiormente.

Demostración del Teorema (2.1) (Bolle, Ghoussoub, Tehrani)
Demostración: Por el Teorema 2.12 tenemos que eck es valor crítico de �1 y además

m��n
0�t�1

�2 (t; ck) � �2(1; ck) < eck
y por el Lema anterior se sigue que (eck) no está acotada superiormente es decir eck ! +1
cuando k ! +1.



Capítulo 3

Multiplicidad de soluciones
simétricas

3.1. El problema

Consideremos el problema

(}G)

8<: ��u = jujp�2 u+ f en 

u = u0; en @


u(gx) = u(x) x 2 
; g 2 G

donde G es un subgrupo cerrado del grupo O(N) de las transformaciones ortogonales
de RN ; 
 � RN es abierto, acotado, suave y G-invariante, N � 3, 2 < p < 2� := 2N

N�2 ;

f 2 C0(
), u0 2 C2(@
); f y u0 son G-invariantes.
Recordemos que un subconjunto 
 de RN es G-invariante si gx 2 
 para toda

x 2 
; g 2 G y que una función h : 
 ! R es G-invariante si h(gx) = h(x) para toda
x 2 
; g 2 G:
Sea bu0 2 H1(
) la única solución del problema

��bu0 = 0 en 
; bu0 = u0 en @
; (3.1)

entonces bu0 2 C2(
), (veáse [17, Teorema 9.19]). Para cada g 2 G la función bu0 � g es
también una solución de (3.1), ya que @
 es G-invariante, bu0(gx) = u0(gx) = u0(x) para
toda x 2 @
 y ��(bu0 � g) = 0 en 
: De la unicidad de la solución de (3.1) concluimos
que bu0(gx) = bu0(x) 8g 2 G; x 2 
:

En consecuencia, el cambio de variable u = v + bu0 transforma al problema (}G) en
21
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el problema equivalente

(}0G)

8<: ��v = jv + bu0jp�2 (v + bu0) + f en 

v = 0; en @


v(gx) = v(x) x 2 
; g 2 G

con condición homogénea de Dirichlet en la frontera.

3.2. Formulación variacional del problema

Denotaremos por

hu; vi :=
Z



rurv; kuk :=
�Z




jruj2
�1=2

;

al producto escalar y la norma en H1
0 (
); por

jujp :=
�Z




jujp
�1=p

a la norma en Lp(
): Consideremos el funcional I1 : H1
0 (
)! R, dado por

I1(v) =

Z



�
1

2
jrvj2 � 1

p
jv + bu0jp � fv

�
=

1

2
kvk2 � 1

p
jv + bu0jpp � Z




fv:

Es bien sabido que I1 es de clase C2 (véase [28, Proposición 1.12]) y que las soluciones
del problema

(}0)

�
��v = jv + bu0jp�2 (v + bu0) + f en 


v = 0; en @


son los puntos críticos de I1:
Fijemos t 2 [0; 1] y consideremos el funcional It : H1

0 (
)! R de clase C2 dado por

It(v) =
1

2
kvk2 � 1

p
jv + tbu0jpp � t

Z



fv:

La acción deG en 
 induce una acción deG enH1
0 (
) como sigue: Dados v 2 H1

0 (
)
y g 2 G, de�nimos

(gv) (x) := v
�
g�1x

�
:
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Esta acción es isométrica tanto para la norma k�k como para la norma j�jp : En
efecto,

r (gv) (x) = grv
�
g�1x

�
8g 2 G; x 2 
;

y por la invariancia de la integral bajo transformaciones ortogonales se tiene que

kgvk2 =

Z



jr (gv)j2 =
Z



��grv �g�1x���2 dx = Z



jrvj2 = kvk2 ;

jgvjpp =

Z



jgvjp =
Z



��v(g�1x)��p dx = Z



jvjp = jvjpp :

Además, como f es G-invariante,Z



f(gv) =

Z



f(x)v(g�1x)dx =

Z



f(g�1x)v(g�1x)dx =

Z



fv;

en consecuencia, dado que bu0 es G-invariante, obtenemos
It(gv) =

1

2
kgvk2 � 1

p
jgv + tbu0jpp � t

Z



f(gv)

=
1

2
kgvk2 � 1

p
jgv + gtbu0jpp � t

Z



f(gv)

=
1

2
kvk2 � 1

p
jv + tbu0jpp � t

Z



fv

= It(v);

para toda g 2 G; v 2 H1
0 (
); es decir, el funcional It : H

1
0 (
) ! R es G-invariante.

Notemos que

hrIt (gv) ; ui = l��m
s!0

It (gv + su)� It (gv)

s

= l��m
s!0

It (v + sg�1u)� It (v)

s
=



rIt (v) ; g�1u

�
8g 2 G, u; v 2 H1

0 (
);

y como la acción de G en H1
0 (
) es una isometría, obtenemos que

hrIt (gv) ; ui = hgrIt (v) ; ui 8g 2 G, u; v 2 H1
0 (
);

es decir,
rIt (gv) = grIt (v) 8g 2 G, v 2 H1

0 (
): (3.2)
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Denotemos por

H1
0 (
)

G : = fv 2 H1
0 (
) : gv = v 8g 2 Gg

= fv 2 H1
0 (
) : v(gx) = v(x) 8g 2 G; x 2 
g;

al espacio de puntos �jos de H1
0 (
) bajo la acción de G: Este es un subespacio vectorial

cerrado de H1
0 (
) y por tanto, es un espacio de Hilbert. Una consecuencia de (3.2) es

el siguiente resultado que, en un contexto más general, se debe a Palais (véase [28,
Teorema 1.28]).

Proposición 3.1 (Principio de criticalidad simétrica) Si v 2 H1
0 (
)

G entonces,
para toda t 2 [0; 1]; se cumple que

r(It jH1
0 (
)

G) (v) = rIt (v) 8v 2 H1
0 (
)

G:

En particular, las soluciones de (}0G) son los puntos críticos de la restricción del fun-
cional I1 al espacio de puntos �jos H1

0 (
)
G:

Demostración: Si v 2 H1
0 (
)

G; se sigue de (3.2) que

rIt (v) = rIt (gv) = grIt (v) 8g 2 G;

es decir, rIt (v) 2 H1
0 (
)

G: Por lo tanto,

r(It jH1
0 (
)

G) (v) = rIt (v) 8v 2 H1
0 (
)

G:

Las soluciones de (}0G) son los puntos críticos de I1 : H
1
0 (
)! R que están en H1

0 (
)
G:

Por lo anterior, éstos son precisamente los puntos críticos de la restricción I1 jH1
0 (
)

G :

H1
0 (
)

G ! R.

3.3. Propiedades de la trayectoria de funcionales

De aquí en adelante denotaremos por It : H1
0 (
)

G ! R a la restricción de It a
H1
0 (
)

G. Consideremos la familia de funcionales It : H1
0 (
)

G ! R, t 2 [0; 1]; de�nidos
en la sección anterior,

It(v) =

Z



�
1

2
jrvj2 � 1

p
jv + tbu0jp � tfv

�
=

1

2
kvk2 � 1

p
jv + tbu0jpp � t

Z



fv:

Claramente el funcional I : H1
0 (
)

G� [0; 1]! R dado por I(v; t) := It(v) es de clase
C2: A continuación veremos que I satisface las condiciones (P1)-(P4) del Teorema 2.1.
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Proposición 3.2 It cumple (P1) y (P2).

Demostración: Si jIt(v)j � b; usando las desigualdades de Hölder y Sobolev obte-
nemos que

1

p
jv + tbu0jpp =

1

2
kvk2 � t

Z



fv � It(v)

� 1

2
kvk2 + �0 jf j2 kvk+ b

� �1 (kvk+ 1)2 :

Dado que 
 es acotado, usando de nuevo la desigualdad de Hölder y la desigualdad
anterior obtenemos

jv + tbu0jp�1p�1 � �2 jv + tbu0jp�1p

� �3 (kvk+ 1)2(p�1)=p

donde �i son constantes positivas. Por otro lado tenemos que

I 0t(v)v = kvk2 �
Z



jv + tbu0jp�2 (v + tbu0) v � t

Z



fv

= kvk2 � jv + tbu0jpp + t

Z



jv + tbu0jp�2 (v + tbu0) bu0 � t

Z



fv;

en consecuencia,

pIt(v)� I 0t(v)v =
�
p
2
� 1
�
kvk2 � t

Z



jv + tbu0jp�2 (v + tbu0) bu0 � (p� 1) tZ



fv

� �4 kvk2 � �5 (kvk+ 1)2(p�1)=p � �6 kvk :
(3.3)

Por tanto, si (vn; tn) es una sucesión enH1
0 (
)

G�[0; 1] tal que jItn(vn)j � b y


I 0tn(vn)

!

0; entonces
kvnk2 � �7 (1 + kvnk)2(p�1)=p ;

de donde se sigue que (vn) está acotada en H1
0 (
):

Claramente (tn) contiene una subsucesión convergente tn ! t en [0; 1]: Probaremos aho-
ra que (vn) contiene una subsucesión convergente en H1

0 (
)
G: Como (vn) está acotada

en H1
0 (
)

G; contiene una subsucesión tal que vn * v débilmente en H1
0 (
)

G: Por el
Teorema de Rellich-Kondrakov (véase [28, Teorema1.9]) se tiene que vn ! v en L2(
)G
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y en Lp(
)G: Denotemos por z (u) := u jujp�2 : Entonces z (vn)! z (v) en Lq (
) con
q = p

p�1 [28, Teorema A.2] y usando la desigualdad de Hölder obtenemos������
Z



(z (vn)�z (v)) (vn � v)

������ � jz (vn)�z (v)jq jvn � vjp ! 0;

������(tn � t)

Z



f(vn � v)

������ � jtn � tj jf j2 jvn � vj2 ! 0:

Por otra parte,

I 0tn(vn)� I 0t(v); vn � v

�
= kvn � vk2 � jvnjpp + jvj

p
p

�
Z



(z (vn)�z (v)) (vn � v)� (tn � t)

Z



f(vn � v):

Como I 0tn(vn)! 0; (vn) está acotada enH1
0 (
) y vn * v débilmente enH1

0 (
)
G tenemos

que ��
I 0tn(vn)� I 0t(v); vn � v
��� �

��
I 0tn(vn); vn � v
���+ jhI 0t(v); vn � vij

� krItn(vn)k kvn � vk+ krIt(v)k kvn � vk ! 0;

y como vn ! v en Lp(
)G se tiene que jvnjp ! jvjp : En consecuencia,

kvn � vk2 ! 0;

y por tanto, se cumple (P1).
Para demostrar (P2) observemos que

@

@t
I(v; t) = �

Z



jv + tbu0jp�2 (v + tbu0) bu0 � Z



fv

= �
Z



jv + tbu0jp�2 (v + tbu0) bu0 � Z



f (v + tbu0) + t

Z



fbu0;
por lo tanto, usando la desigualdad de Hölder obtenemos���� @@tI(v; t)

���� � �1 jv + tbu0jp�1p + �2 jv + tbu0jp + �3

� �4(jv + tbu0jp�1p + 1): (3.4)
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Por otra parte,

2It(v)� I 0t(v)v = (1� 2
p
) jv + tbu0jpp � t

Z



jv + tbu0jp�2 (v + tbu0) bu0 � t

Z



fv

� (1� 2
p
) jv + tbu0jpp � �5 jv + tbu0jp�1p � �6 jv + tbu0jp

� �7 jv + tbu0jpp � �8; (3.5)

donde �i son constantes positivas. Por tanto, de las desigualdades (3.4) y (3.5) con-
cluimos que, para todo v 2 H1

0 (
)
G tal que jIt(v)j � b; se cumple que���� @@tI(v; t)

���� � �9(kI 0t(v)k kvk+ 1) � �10(kI 0t(v)k+ 1)(kvk+ 1);

lo que demuestra la propiedad (P2).

Para demostrar que It satisface (P3) requerimos el siguiente lema.

Lema 3.3 Si v es punto crítico de It entonces existe C > 0 tal queZ
@


 
1

2
jruj2 �

����@u@�
����2
!
d� � C

Z



�
jruj2 + jujp + 1

�
;

donde u = v + tbu0:
Demostración: Sea v punto crítico de It. Entonces�

��v = jv + tbu0jp�2 (v + tbu0) + tf en 

v = 0; en @
:

Por resultados clásicos de regularidad se tiene que v; u = v + tbu0 2 C2
�


�
: Para

x 2 
; sea l (x) = d (x; @
) la distancia de x a la frontera de 
: Como 
 es de clase
C2; existe � > 0 tal que l 2 C2(fx 2 
 : l(x) < 2�g). Sea ' : R! [0; 1] una función
suave tal que ' � 1 en (�1; 0] y ' � 0 en [�;+1) : De�nimos el campo vectorial
� (x) := ' (l (x))rl (x) de clase C1 en 
: Nótese que � coincide con la normal interior
en @
: Como u = v + tbu0 es solución de�

��u = jujp�2 u+ tf en 

u = tbu0 en @
;
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se tiene que Z



��u(ru � �) =
Z



jujp�2 u(ru � �) +
Z



f(ru � �) (3.6)

Usando la fórmula de Green obtenemosZ



��u(ru � �)dx =
Z
@


�
����@u@�

����2 d� + Z



ru � r (ru � �) dx: (3.7)

Observemos que

r (ru � �) = r
 X

j

uxj�j

!
;

de dondeZ



ru � r (ru � �) dx =

Z



X
i;j

uxi
�
uxj�j

�
xi
dx

=

Z



X
i;j

uxiuxj
�
�j
�
xi
dx+

Z



X
i;j

uxiuxjxi�j: (3.8)

Ahora observemos queZ



X
i;j

uxiuxj
�
�j
�
xi
dx � C1

Z



X
i;j

uxiuxjdx � C2

�Z



jruj2
�
: (3.9)

y usando el teorema de cambio de variable [16, Appendix C, Theorem 2], obtenemosZ



X
i;j

uxiuxjxi�jdx =
X
i;j

Z



�
1

2
u2xi

�
xj

�jdx

= �
X
i;j

Z



1

2
u2xi�jdx+

X
i;j

Z
@


1

2
u2xi�

2
jd�

= O

�Z



jruj2
�
+
1

2

Z
@


jruj2 j�j2 d�

= O

�Z



jruj2
�
+
1

2

Z
@


jruj2 d�: (3.10)

De (3.8), (3.9) y (3.10) se sigue queZ



ru � r (ru � �) = O

�Z



jruj2
�
+
1

2

Z
@


jruj2 d�;
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sustituyendo en (3.7) obtenemosZ



��u(ru � �)dx =
Z
@


 
1

2
jruj2 �

����@u@�
����2
!
d� +O

�Z



jruj2
�
: (3.11)

De manera análoga obtenemos queZ



jujp�2 u(ru � �)dx = tp
Z
@


jbu0jp
p

d� +O

�Z



jujp
�
; (3.12)

Z



f(ru � �)dx = t

Z
@


fbu0d� +O

 �Z



jujp
�1=p!

; (3.13)

juntando (3.6), (3.11), (3.12) y (3.13) obtenemos el resultado.

Proposición 3.4 Existe a > 0 tal que���� @@tI(t; v)
���� � a

�
It(v)

2 + 1
�1=4

si I 0t(v) = 0:

Es decir, It cumple (P3) con �2(t; s) = a (s2 + 1)
1=4
= ��1(t; s); por lo tanto ��2 = 0:

Demostración: Sea v punto tal que I 0t(v) = 0: Entonces v cumple que�
��v = jv + tbu0jp�2 (v + tbu0) + tf en 
;

v = 0 en @
;

usando la fórmula de Green,

@

@t
I(v; t) = �

Z



jv + tbu0jp�2 (v + tbu0) bu0 � Z



fv

=

Z



(�v + tf) bu0 � Z



fv

= �
Z



rvrbu0 + Z
@


@v

@�
bu0d� + t

Z



fbu0 � Z



fv:

Por de�nición de bu0 y v tenemos que
0 =

Z



v�bu0 = �Z



rvrbu0 + Z
@


@bu0
@�

vd� = �
Z



rvrbu0;
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es decir
@

@t
I(v; t) =

Z
@


@v

@�
bu0d� + t

Z



fbu0 � Z



fv:

Observemos que ������
Z



fv

������ � jf j p
p�1
jvjp � c1

�
jv + tbu0jp� ;

de modo que, usando (3.5) y que v cumple I 0t(v) = 0; obtenemos que existe c2 > 0 tal
que ������

Z



fv

������ � c1

�
jv + tbu0jp� � c2

�
jIt (v)j1=p + 1

�
:

Como p > 2 es su�ciente probar que������
Z
@


@v

@�
bu0d�

������ � c3
�
jIt (v)j2 + 1

�1=4
; (3.14)

de hecho, probaremos a continuación queZ
@


����@v@�
����2 d� � c4 (jIt (v)j+ 1) (3.15)

y esta desigualdad implica (3.14).
Como

@v

@�
=
@u

@�
� t

@bu0
@�

;

es su�ciente probar (3.15) para
Z
@


���@u@� ���2 d�: Sea r@
u := ru � @u
@�
la componente de

ru tangencial a @u
@�
: Nótese que r@
u = r@
bu0: En consecuencia,Z

@


 
1

2
jruj2 �

����@u@�
����2
!
d� =

Z
@


 
1

2
jr@
bu0j2 � ����@u@�

����2
!
d�;

por el Lema (3.3) tenemos queZ
@


����@u@�
����2 d� � c5

��Z



jruj2 + jujp
�
+ 1

�

� c6

��Z



jrvj2 + jvjp
�
+ 1

�
;
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usando(3.5) y (3.3) obtenemosZ
@


����@u@�
����2 d� � c7 (It (v) + 1) ;

esto concluye la demostración.

En el caso en que la condición de frontera es cero obtenemos mejores estimaciones
para @

@t
I(t; u):

Proposición 3.5 Si u0 = 0 entonces existe a > 0 tal que���� @@tI(t; v)
���� � a

�
It(v)

2 + 1
� 1
2p si I 0t(v) = 0:

Es decir, It cumple (P3) con �2(t; s) = a (s2 + 1)
1
2p = ��1(t; s); por lo tanto ��2 = 0::

Demostración: Sea v un punto crítico de It en H1
0 (
) : Entonces, usando la de-

sigualdad de Hölder obtenemos

It (v) = It (v)�
1

2
I 0t (v) v

=

�
1

2
� 1
p

�
jvjpp �

t

2

Z



fv

�
�
1

2
� 1
p

�
jvjpp � a1 jvjp

� a2

Z



jvjp dx� a3:

Por lo tanto,

jvjpp � a4
�
It (v)

2 + 1
� 1
2 ; (3.16)

donde ai son constantes positivas. Por otro lado, de la desigualdad de Hölder obtenemos
que ���� @@tI(t; v)

���� = ����Z



fv

���� � a5 jvjp ;

esta desigualdad y la desigualdad (3.16) implican que existe a > 0 tal que���� @@tI(t; v)
���� � a

�
It (v)

2 + 1
� 1
2p

para todo punto crítico v de It:
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Proposición 3.6 It satisface (P4).

Demostración: Notemos primero que el funcional I0 es par:

I0(�v) =
1

2
k�vk2 � 1

p
j�vjpp = I0 (v) :

Además

It(v) =
1

2
kvk2 � 1

p
jv + tbu0jpp � t

Z



fv

� 1

2
kvk2 � 1

p
(jvjp + jbu0jp)p � �1 jvjp ;

seaW un subespacio de dimensión �nita de H1
0 (
)

G: Como en un espacio de dimensión
�nita todas las normas son equivalentes, existe �2 > 0 tal que

It(w) � �2 jwj2p �
1

p
(jwjp + jbu0jp)p � �1 jwjp 8w 2 W

y como p > 2; concluimos que

sup
0�t�1

It(w)! �1 si w 2 W y kwk ! 1;

es decir, It satisface (P4).

3.4. Estimaciones de los valores minimax G-invariantes

Consideremos el problema G-invariante de valores propios

(EVG)

8<:
��u = �u en 


u = 0; en @

u(gx) = u(x) x 2 
; g 2 G:

Denotemos por
0 < �G1 � �G2 � : : : � �Gk � : : :

a los valores propios del problema (EVG) contados con su multiplicidad y por eGk 2
H1
0 (
)

G a una función propia correspondiente al valor propio �Gk tal que
��eGk ��2 = 1:

Denotemos por
Xk := spanfeG1 ; : : : ; eGk g
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al subespacio de H1
0 (
)

G generado por las primeras k funciones propias. Por tanto,
dimXk = k:
De�nimos

cGk = ��nf
'2�G

sup
Xk

I0('(x)); (3.17)

donde

�G := f' 2 C0(H1
0 (
)

G; H1
0 (
)

G) : ' es impar y 9 R > 0 tal que '(x) = x si kxk > Rg:

El objetivo de esta sección es obtener cotas para estos valores. Empecemos probando
el siguiente resultado.

Lema 3.7 Para toda � > 0 se tiene que

cGk � ��nffI0(u) : u 2 X?
k�1; kuk = �g;

donde X?
k denota al complemento ortogonal de Xk en H1

0 (
)
G:

Demostración: Vamos a hacer la demostración por contradicción. Supongamos que
existe � > 0 tal que

cGk < ��nffI0(u) : u 2 X?
k�1; kuk = �g;

entonces, por de�nición de cGk ; podemos escoger " > 0 y ' : H
1
0 (
)

G ! H1
0 (
)

G en �G

tales que
I0('(u)) � cGk + " < ��nffI0(u) : u 2 X?

k�1; kuk = �g:
Por lo tanto ' (Xk)\ S�X?

k�1 = ;; donde S�X?
k�1 := fu 2 X?

k�1 : kuk = �g: Denotemos
por ER := fu 2 H1

0 (
)
G : kuk � Rg y consideremos la función

� : H1
0 (
)

G n S�X?
k�1 �! Xk�1 [ ER =: Y

de�nida de la siguiente manera: Sea �(u) la proyección ortogonal de u sobre X?
k�1; sea

��(u) := �
� (u)

k� (u)k ; u =2 Xk�1;

y sea tu := m��nft � 0 : ��(u) + t(u� ��(u)) 2 Y g: De�nimos

�(u) :=

�
��(u) + tu(u� ��(u)) si u 2 H1

0 (
)
G n (S�X?

k�1 [ Y )
u si u 2 Y:

Observemos que � es impar ya que �� es impar y

�(�u) = ��(�u) + tu(�u� ��(�u))
= ���(u)� tu(u� ��(u))

= ��(u):
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La composición � � ' : Xk ! Y; está bien de�nida ya que ' (Xk) \ S�X?
k�1 = ;; es

impar, continua y si kuk � R; se tiene que (� � ') (u) = u: En consecuencia, � � '
induce una función en los espacios cocientes obtenidos identi�cando a ER en un punto.
Componiendo esta función con homeomor�smos radiales, obtenemos una función

Xk [ f1g �= Xk=(Xk \ ER)
��'�! Y=ER �= Xk�1 [ f1g;

impar en Xk que manda al 1 al 1: Esto contradice el teorema de Borsuk-Ulam con
puntos �jos. [21, 12].

Denotemos por Gx := fgx : g 2 Gg a la G-órbita de x y por

m = m(G;
) := m�axfdim(Gx) : x 2 
g:

Es decir,m(G;
) es la dimensión de lasG-órbitas principales en 
: Brüning y Heinze
[7, 8] y Donelly [14] estudiaron el comportamiento asintótico de los valores propios �Gk ;
probaron el siguiente resultado

Teorema 3.8 (Brüning-Heintze 1978, Donelly 1978) Para k ! 1 se tiene la
fórmula asintótica

�Gk � �0k
2=(N�m);

donde �0 es una constante positiva que depende únicamente de 
; de G y m = m(G;
)
es la dimensión de las G-órbitas principales en 
:

La expresión �Gk � �0k
2=(N�m) signi�ca que

�Gk
�0k

2=(N�m) ! 1 cuando k !1;

en consecuencia se cumple lo siguiente.

Corolario 3.9 Existen �1; �2 > 0 y k0 2 N tales que

�1k
2=(N�m) � �Gk � �2k

2=(N�m) 8k � k0;

donde m es la dimensión de las G-órbitas principales en 
:

Demostración: Sea " = 1
2
; entonces existe k0 2 N; tal que

1

2
<

�Gk
�0k

2=(N�m) <
3

2
8k � k0;
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es decir, existen �1; �2 > 0; tal que

�1k
2=(N�m) � �Gk � �2k

2=(N�m) 8k � k0;

como a�rma el corolario.

La cota superior fue obtenida también por Kajikiya [19] usando métodos más ele-
mentales que los de [7, 8, 14]. Usando este resultado obtenemos las siguientes estima-
ciones para los valores cGk :

Corolario 3.10 Existen �3 > 0 y k0 2 N tales que

�3k
� � cGk 8k � k0;

donde � = m�ax
n
(N+2)�(N�2)(p�1)

(N�m)(p�2) ; 2p
N(p�2)

o
y m es la dimensión de las G-órbitas prin-

cipales en 
:

Demostración: Por el Lema 3.7, para toda � > 0 se tiene que

cGk � ��nffI0(v) : v 2 X?
k�1; kvk = �g; (3.18)

donde X?
k denota al complemento ortogonal de Xk en H1

0 (
)
G: Queremos encontrar

� > 0 que optimice esta cota. Usaremos la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg

jvjp � �p kvk1�s jvjs2 ; (3.19)

donde �p es una constante positiva y s 2 (0; 1) es tal que

1

p
=
1� s

2�
+
s

2
: (3.20)

Ahora, si v 2 X?
k�1; tenemos que

jvj2 �
�
�Gk
��1=2 kvk

y en consecuencia, usando (3.19) obtenemos

I0(v) =
1

2
kvk2 � 1

p
jvjpp

� 1

2
kvk2 �

�pp
p
kvkp(1�s) jvjps2

� 1

2
kvk2 �

�pp
p

�
�Gk
��ps=2 kvkp : (3.21)
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La función t 7! 1
2
t2 � �pp

p

�
�Gk
��ps=2

tp alcanza su máximo en

� :=
�
��pp

�
�Gk
�ps=2�1=(p�2)

;

por tanto, si v 2 X?
k�1 y kvk = �; obtenemos de (3.21) que

I0(v) �
�
1

2
�
�pp
p

�
�Gk
��ps=2

�p�2
�
�2 =

p� 2
2p

�2 = �0
�
�Gk
�ps=(p�2)

:

Del Corolario 3.9 se sigue que existe una constante positiva �3 tal que

I0(v) � �3k
2ps=(N�m)(p�2) 8v 2 X?

k�1, kvk = �;

y de la desigualdad (3.18) concluimos que

cGk � �3k
2ps=(N�m)(p�2):

Se sigue de (3.20) que

s =
N

p
� N � 2

2
;

por tanto, 2ps = 2N � p(N � 2) = (N + 2)� (N � 2)(p� 1) y en consecuencia,

cGk � �3k

; con 
 :=

(N + 2)� (N � 2)(p� 1)
(N �m)(p� 2) ; (3.22)

Por otro lado, cuando el grupo G es trivial denotamos a los valores cGk simplemente por
ck: Bahri y Lions [3], probaron que existen b1; b2 > 0 y k0 2 N tales que

b1k
2p=N(p�2) � ck � b2k

2p=N(p�2) 8k � k0;

de donde
cGk � ck � b1k

2p=N(p�2): (3.23)

Por lo tanto usando (3.22) y (3.23) obtenemos que existen �3 > 0 y k0 2 N tales que

�3k
� � cGk 8k � k0;

donde � = m�ax
n
(N+2)�(N�2)(p�1)

(N�m)(p�2) ; 2p
N(p�2)

o
:
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Corolario 3.11 Existen �4 > 0 y k0 2 N tales que

cGk � �4k

 8k � k0;

donde 
 =
2p

(N �m)(p� 2) y m es la dimensión de las G-órbitas principales en 
:

Demostración: Por de�nición de Xk tenemos que

kuk2 � �Gk juj
2
2 para u 2 Xk;

como p > 2 existe a1 > 0 tal que

juj2 � a1 jujp ;

entonces
kukp �

�
�Gk
�p=2 jujp2 � (a1)p ��Gk �p=2 jujpp ;

es decir, existe a2 > 0 tal que

a2
�
�Gk
��p=2 kukp � jujpp :

Usando esta desigualdad y como u 2 Xk; tenemos que

I0 (u) =
1

2
kuk2 � 1

p
jujpp

� 1

2
kuk2 �

a2
�
�Gk
��p=2
p

kukp : (3.24)

Sea f (t) la función real de variable real dada por

f (t) =
1

2
t2 �

a2
�
�Gk
��p=2
p

tp;

como p > 2; esta función tiene un único máximo t� dado por

f 0 (t�) = t�
�
1� a2

�
�Gk
��p=2

(t�)p�2
�
= 0;

de donde

t� =
�
a�12

�
�Gk
�p=2�1=p�2

;
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además

f (t�) =
1

2

�
a�12

�
�Gk
�p=2�2=p�2 � a2

�
�Gk
��p=2
p

�
a�12

�
�Gk
�p=2�p=p�2

=
�
a�12

�
�Gk
�p=2�2=p�2 1

2
�
a2
�
�Gk
��p=2
p

�
a�12

�
�Gk
�p=2�!

=
�
a�12

�
�Gk
�p=2�2=p�2�1

2
� 1
p

�
=

�
�Gk
�p=p�2

a
�2=p�2
2

�
1

2
� 1
p

�
:

De esto y de (3.24) se sigue que existe a3 > 0; independiente de u y de k; tal que

I0 (u) � a3
�
�Gk
�p=p�2

para u 2 Xk;

usando el Corolario 3.9 tenemos que existe �4 > 0 tal que

cGk � sup
Xk

I0(u) � �4k

 8k � k0;

con 
 =
2p

(N �m)(p� 2) :

3.5. In�nidad de soluciones G-invariantes.

Probaremos ahora los dos primeros teoremas de la Introducción que enunciamos
nuevamente a continuación. Requeriremos el siguiente lema.

Lema 3.12 Sea (bk) es una sucesión de números reales positivos tales que existen 
1 >
0; � > 1; k0 2 N; con la siguiente propiedad

0 � bk+1 � bk � 
1b
1=�
k 8k � k0;

entonces existe 
0 > 0 tal que

bk � 
0k
�=(��1) 8k � 1:

Demostración: Denotemos por

�k :=
bk

k�=(��1)
> 0;
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demostraremos que la sucesión (�k) está acotada superiormente. Sabemos que para
t > 0

1 +
�

�� 1t � (1 + t)
�=(��1) ;

ya que �
��1 > 1: En particular,

1 +

�
�

�� 1

�
1

k
�
�
1 +

1

k

��=(��1)
=
(k + 1)�=(��1)

k�=(��1)
;

de donde �
1 +

�
�

�� 1

�
1

k

�
(k + 1)��=(��1) � k�

�=(��1)
;

y como �k =
bk

k�=(��1)
se tiene que�

1 +

�
�

�� 1

�
1

k

�
�k+1 � bk+1k

��=(��1) ;

es decir,�
�

�� 1

�
�k+1
k
+ �k+1 � �k � bk+1k

��=(��1) � �k = k�
�=(��1)

(bk+1 � bk) :

Por hipótesis bk+1 � bk � 
1b
1=�
k ; de modo que�

�

�� 1

�
�k+1
k
+ �k+1 � �k � k�

�=(��1)

1b

1=�
k = 
1

�
1=�
k

k
;

es decir �
�

�� 1

�
�k+1
k
+ �k+1 � �k � 
1

�
1=�
k

k
para k � k0: (3.25)

Si �k � �k+1; k � k0; obtenemos que

�k � �k+1 �
�� 1
�


1�
1=�
k , (3.26)

de donde se sigue que

�k �
�
�� 1
�


1

��=(��1)
=:M; (3.27)

ahora supongamos que

�k+1 > M =

�
�� 1
�


1

��=(��1)
;
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por (3.26), se sigue que �
�� 1
�


1

��=(��1)
<
�� 1
�


1�
1=�
k ;

es decir

M =

�
�� 1
�


1

��=(��1)
< �k;

y esto contradice (3.27) por lo tanto tenemos que

�k+1 �M:

Solo falta el caso cuando �k+1 < �k; por lo tanto en ambos casos obtenemos que

�k+1 � m�ax f�k0 ;Mg ; para toda k � k0;

por lo tanto la sucesión (�k) esta acotada, es decir existe 
0 > 0 tal que

bk � 
0k
�=(��1) 8k � 1:

De�nimos epN;m := m�ax� 6N � 4m
3N � 2m� 2 ;

2N

N � 1

�
donde m := m�axfdim(Gx) : x 2 
g:

Teorema 3.13 Para toda p 2 (2; epN;m) el funcional I1 : H1
0 (
)

G ! R dado por

I1(u) =

Z



�
1

2
jruj2 � 1

p
ju+ tbu0jp � fu

�
tiene una sucesión no acotada de valores críticos ecGk : Es decir, el problema (}G) tiene
una sucesión no acotada de soluciones.

Demostración: Como vimos en la Sección 3.1, las soluciones de (}G) corresponden
a las soluciones de (}0G) vía el cambio de variable u = v + bu0: Y por la Proposición
3.1, éstas últimas son justamente los puntos críticos del funcional I1 : H1

0 (
)
G ! R.

Para obtener nuestro resultado aplicaremos el Teorema 2.1 a la familia de funcionales
It : H

1
0 (
)

G ! R, t 2 [0; 1]: Vimos en la Sección 3.3 que esta familia satisface las
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condiciones (P1)-(P4) del Teorema 2.1 con �2(t; s) = a (s2 + 1)
1=4

= ��1(t; s) y que
por lo tanto ��2 = 0: Resta probar que la sucesión�

cGk+1 � cGk
a((cGk+1)

2 + 1)1=4 + a((cGk )
2 + 1)1=4

�
(3.28)

no está acotada. Supongamos, por contradicción, que sí lo está. Entonces, como cGk �
cGk+1; se tiene que

cGk+1 � cGk � 
1((c
G
k )
1=2 + 1)

para alguna constante positiva 
1: Del Lema 3.12 se sigue entonces que, para k su�-
cientemente grande,

cGk � 
0k
2

Por otra parte, el Corolario 3.10 a�rma que, para k su�cientemente grande, se tiene que

�k� � cGk ; con � = m�ax

�
(N + 2)� (N � 2)(p� 1)

(N �m)(p� 2) ;
2p

N(p� 2)

�
:

Por tanto � � 2: Si � = (N+2)�(N�2)(p�1)
(N�m)(p�2) se sigue que

(N + 2)� (N � 2)(p� 1) � 2(N �m)(p� 2)
6N � 4m � p (3N � 2m� 2)

p � 6N � 4m
3N � 2m� 2 :

Si � = 2p
N(p�2) se sigue que

p � 2N

N � 1 :

Por lo tanto p � epN;m; contradiciendo nuestra hipótesis. En consecuencia, la sucesión
(3.28) no está acotada y se sigue del Teorema 2.1 que el funcional I1 : H1

0 (
)
G ! R

tiene una sucesión no acotada de valores críticos. Por tanto, el problema (}G) tiene una
sucesión no acotada de soluciones.

Denotamos por p0N;m a la máxima raíz de la ecuación

(2N �m� 2)p2 � (5N � 2m� 2)p+ 2N = 0;

es decir,

p0N;m :=
5N � 2m� 2 +

p
(5N � 2m� 2)2 � 8N(2N �m� 2)
2(2N �m� 2) ;
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denotamos por

pN;m := m�ax

�
p0N;m;

2N � 2
N � 2

�
;

donde m := m�axfdim(Gx) : x 2 
g:

Teorema 3.14 Para toda p 2 (2; pN;m); el funcional I1 : H1
0 (
)

G ! R dado por

I1(u) =

Z



�
1

2
jruj2 � 1

p
jujp � fu

�
tiene una sucesión no acotada de valores críticos ecGk : Es decir, el problema (}G) con
u0 = 0 tiene una sucesión no acotada de soluciones.

Demostración: Argumentando como en la demostración del teorema anterior, donde
ahora la propiedad (P3) se cumple para �2(t; s) = a (s2 + 1)

1=2p
= ��1(t; s) y que por

lo tanto ��2 = 0 la demostración se reduce a probar que la sucesión�
cGk+1 � cGk

a((cGk+1)
2 + 1)1=2p + a((cGk )

2 + 1)1=2p

�
(3.29)

no está acotada. Suponiendo, por contradicción, que sí lo está y aplicando el Lema 3.12,
concluimos que, para k su�cientemente grande,

cGk � 
0k
p=(p�1):

Por otra parte, el Corolario 3.10 a�rma que, para k su�cientemente grande,

�k� � cGk ; con � = m�ax

�
(N + 2)� (N � 2)(p� 1)

(N �m)(p� 2) ;
2p

N(p� 2)

�
::

Por tanto � � p=(p� 1): Si � = (N+2)�(N�2)(p�1)
(N�m)(p�2) se sigue que

(2N �m� 2)p2 � (5N � 2m� 2)p+ 2N � 0:

Si � = 2p
N(p�2) se sigue que

p � 2N � 2
N � 2 ;

contradiciendo nuestra hipótesis. En consecuencia, la sucesión (3.29) no está acotada
y se sigue del Teorema 2.1 que el funcional I1 : H1

0 (
)
G ! R tiene una sucesión no

acotada de valores críticos. Por tanto, el problema (}G) con u0 = 0 tiene una sucesión
no acotada de soluciones.
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3.6. Comparación con resultados previos

Bolle, Ghoussoub y Tehrani [6], probaron que el problema�
��u = jujp�2 u+ f en 


u = u0 en @


tiene una in�nidad de soluciones si p 2
�
2; 2N

N�1
�
; N � 3: Vamos a ver para qué valores

de m 2 f0; 1; :::; N � 1g obtenemos un mejor resultado.

Observación 1. Se cumple que

2N

N � 1 < epN;m () N

2
< m:

Para comprobar esta a�rmación basta observar que las siguientes desigualdades
son equivalentes:

2N

N � 1 <
6N � 4m

3N � 2m� 2
2N (3N � 2m� 2) < (6N � 4m) (N � 1)
6N2 � 4Nm� 4N < 4m� 6N � 4Nm+ 6N2

N

2
< m: �

Notemos también que epN;m es siempre subcrítica:
Observación 2. Se cumple que

epN;m � 2N + 4

N
< 2� :=

2N

N � 2 :

Para demostrar la primera desigualdad consideremos la función

p(t) :=
6N � 4t

3N � 2t� 2 ;

su derivada
p0(t) =

8

(3N � 2t� 2)2
es siempre positiva, de modo que,

p(m) � p(N � 1) = 2N + 4

N
8m 2 f0; 1; :::; N � 1g:

Notemos ahora que

2(N + 2)

N
<

2N

N � 2 () N2 � 4 = (N + 2)(N � 2) < N2: �
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Bahri y Lions [3] probaron que el problema�
��u = jujp�2 u+ f en 


u = 0 en @


tiene una in�nidad de soluciones si p 2
�
2; 2N�2

N�2
�
: Vamos a ver para qué valores de

m 2 f0; 1; :::; N � 1g se tiene que

2N � 2
N � 2 < pN;m:

Observación 3. Se cumple que

2N � 2
N � 2 < pN;m ()

N2

2(N � 1) < m � N � 1:

Para demostrar esta a�rmación consideremos la ecuación

(2N � t� 2)p(t)2 � (5N � 2t� 2)p(t) + 2N = 0; t 2 [0; N � 1];

derivando implícitamente obtenemos

[2(2N � t� 2)p(t)� 5N + 2t+ 2] p0(t) = p(t)2 � 2p(t):

Para p(t) > 2 y N � 4 se cumple que p(t)2 � 2p(t) > 0 y que

2(2N�t�2)p(t)�5N+2t+2 > 4(2N�t�2)�5N+2t+2 = 3N�2t�6 � N�4 > 0;

por tanto,

p0(t) =
p(t)2 � 2p(t)

2(2N � t� 2)p(t)� 5N + 2t+ 2
> 0 si N � 4: (3.30)

Por otra parte, las siguientes identidades son equivalentes:

(2N � t� 2)
�
2N � 2
N � 2

�2
� (5N � 2t� 2)

�
2N � 2
N � 2

�
+ 2N = 0

(2N � 2) [(2N � t� 2)(2N � 2)� (5N � 2t� 2)(N � 2)] + 2N(N � 2)2 = 0

(2N � 2)(�N2 + 4N � 2t) + 2N(N � 2)2 = 0

2N2 � 4t(N � 1) = 0:

En consecuencia,

p

�
N2

2(N � 1)

�
=
2N � 2
N � 2 :
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Nótese que

N � 4) N2

2(N � 1) :

Como p0(t) > 0 si N � 4; obtenemos que

pN;m := p(m) >
2N � 2
N � 2 () m >

N2

2(N � 1) : �

También se tiene que pN;m es siempre subcrítica:

Observación 4. pN;m < 2�:
Se tiene que

(N � 1)p2N;N�1 � 3NpN;N�1 + 2N = 0

En consecuencia,

pN;N�1 =
3N +

p
9N2 � 8N(N � 1)
2(N � 1) <

3N + (N + 4)

2(N � 1) =
2N + 2

N � 1 <
2N

N � 2 = 2
�:

Se sigue de (3.30) que pN;m � pN;N�1 < 2
� si m � N � 1 y N � 4: Se comprueba

directamente que esto también se cumple si m � N � 1 y N = 3: �

Observación 5. Si 
 es una bola, f es radial y u0 = 0; Candela, Palmieri y Salvatore
[10] probaron que (}O(N)) tiene una in�nidad de soluciones si 2 < p < 2� para
N � 4:
Para obtener este resultado encuentran una cota inferior para los valores cO(N)k

mejor que la que obtuvimos en el Corolario 3.10. Esto lo hacen estimando el
número de los valores propios menores o iguales que cero del operador de Schrödinger

��+ V en H1
0 (BR)

O(N) ; donde V = �p(p� 1) jujp�2 :
Conjeturamos que debe ser válido que el número de valores propios menores o

iguales que cero de este operador enH1
0 (
)

G es� �5k

; donde 
 =

2p

(N �m)(p� 2)
y m es la dimensión de las G-órbitas principales en 
: Esto permitiría mejorar
nuestros teoremas, obteniendo una in�nidad de soluciones para toda p subcrítica
cuando m es su�cientemente grande.
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Capítulo 4

Cotas superiores para la energía de
soluciones G-invariantes

4.1. Cotas superiores

Estimaremos la energía de las soluciones dadas por los Teoremas 3.13 y 3.14. Como
antes denotamos por

m := m�axfdim(Gx) : x 2 
g;

probaremos el siguiente resultado.

Teorema 4.1 Los valores críticos de I1 : H1
0 (
)

G ! R dados por los Teoremas 3.13 y
3.14 satisfacen ecGk � �k
;

donde � > 0 es una constante que no depende de k y 
 = 2p=(N �m)(p� 2):

Para simpli�car notación escribimos I := I0; es decir,

I(u) =
1

2
kuk2 � 1

p
jujpp :

Denotemos por

IC(u) :=
C

2
kuk2 � 1

p
jujpp ; C > 0:

Para cada u 2 H1
0 (
)

G consideremos las funciones reales de variable real

fu (t) : = I(tu) (4.1)

gu (t) : = IC(tu):

47
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Lema 4.2 Sean fu y gu como en (4.1) entonces

m�ax
t�0

gu (t) = Cp=p�2m�ax
t�0

fu (t) :

Demostración: Como

gu (t) := IC(tu) =
C

2
kuk2 � 1

p
jujpp ;

t > 0 y p > 2; existe un único t̂#u > 0 tal que gu alcanza su máximo, como

g0u (t) = t
�
C kuk2 � tp�2 jujpp

�
;

se sigue que t̂#u =
�
Ckuk2
jujpp

�1=p�2
y además

gu
�
t̂#u
�
=

 
C kuk2

jujpp

!2=p�2 
C kuk2

2
� C kuk2

p

!

=

 
C kuk2

juj2p

!p=p�2
(p� 2)
2p

:

Haciendo C = 1; encontramos el único t̂u > 0 tal que fu alcanza su máximo

t̂u =

 
kuk2

jujpp

!1=p�2

fu
�
t̂u
�
=

 
kuk2

juj2p

!p=p�2
(p� 2)
2p

:

Por lo tanto
gu
�
t̂#u
�

fu
�
t̂u
� = Cp=p�2:

como a�rma el lema.

Lema 4.3 Si C � 1 entonces existe una función continua � : H1
0 (
)

G ! [0;1) con
las siguientes propiedades:
(i) I([(1� s) + s�(u)]u) � I(u) para todo u 2 H1

0 (
)
G; s 2 [0; 1]:

(ii) Si IC(u) � 0 entonces �(u) = 1:
(iii) Existe una constante �1 � 1 tal que

IC(�(u)u) �
�
0 si 2I(u) � m�axt�0 I(tu)
�1I(u) si 2I(u) � m�axt�0 I(tu):
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Demostración: Para cada v 2 H1
0 (
)

G con kvk = 1 consideremos la función real de
variable real fv (t) := I(tv): Como p > 2; su grá�ca tiene la siguiente forma:

x
y

(4.2)

En consecuencia existen únicos 0 < t�v < btv < t+v < Tv <1 tales que

I(btvv) = m�ax
t�0

I(tv);

2I(tv) � m�ax
t�0

I(tv)() t 2 [t�v ; t+v ];

IC(Tvv) = 0:

De�nimos �v : [0;1)! [0;1) como:

�v (t) :=

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

0 si 0 � t � t�v
t� t�v
t̂v � t�v

t̂v si t�v � t � t̂v�
Tv � t̂v

� �
t� t̂v

�
t+v � t̂v

+ t̂v si t̂v � t � t+v

Tv si t+v � t � Tv
t si Tv � t:

Para cada u 2 H1
0 (
)

G;denotemos por t := kuk y por v := u
kuk si u 6= 0: De�nimos la

función � : H1
0 (
)

G ! [0;1) mediante

�(u) :=

(
�v(t)

t
si u 6= 0

0 si u = 0:

Vamos a demostrar que � cumple (i)� (iii) : Para (i) hay dos casos:
a) Si � (u) � 1, �v(t) � t, 0 � t � t̂v: Sea 0 � s � 1 entonces

� = (1� s) + s� (u) � 1) �t � t;
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de donde
I (�u) = I (�tv) = fv (�t) � fv (t) = I (u) ;

ya que fv es creciente si 0 � t � t̂v:
b) Si � (u) � 1, �v(t) � t, t̂v � t: Sea 0 � s � 1 entonces

� = (1� s) + s� (u) � 1) �t � t;

de donde
I (�u) = I (�tv) = fv (�t) � fv (t) = I (u) ;

ya que fv es decreciente si t � t̂v: Por lo tanto se cumple (i) :
Para demostrar (ii) ; por de�nición de Tv; se tiene que IC (Tvv) = 0 y

IC (u) = IC (tv) � 0, t � Tv;

y por lo tanto � (u) = 1:
Ahora demostraremos la primera parte de (iii) : Por de�nición de t�v ; t

+
v ; Tv, se tiene lo

siguiente

2I (tv) = 2I (u) � m�ax
t�0

I (tu) = m�ax
s�0

I (stv)

, 0 � t � t�v o t � t+v :

Si 0 � t � t�v entonces � (u) = 0 por lo tanto IC (� (u)u) = 0:
Si t � t+v entonces �v (t) � Tv por lo tanto

C

2
k� (u)uk2 = C

2
k�v (t) vk

2 � 1

p
j�v (t) vj

p
p =

1

p
j� (u)ujpp ;

es decir IC (� (u)u) � 0: Por lo tanto IC (� (u)u) � 0 si 2I (u) � m�ax
t�0

I (tu) :

Para la segunda parte de (iii) ; tenemos m�axt�0 I(tu) � 2I(u) y por el Lema (4.2), se
sigue que

IC (� (u)u) � m�ax
t�0

IC (tu) = m�ax
t�0

gu (t)

= Cp=p�2m�ax
t�0

fu (t)

= Cp=p�2m�ax
t�0

I(tu)

� 2Cp=p�2I (u) ;

con �1 = 2Cp=p�2 � 1, se obtiene el resultado.
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Denotamos por
R := m�axfjxj : x 2 
g;

y por
K := fx 2 
 : jxj = Rg;

Lema 4.4 Existe r 2 (0; R) tal que si x 2 @
; jxj > r entonces
i) tx 2 
 para todo t 2 (r jxj�1 ; 1);
ii) tx =2 
 para todo t > 1:

Demostración: Como la norma es continua, K es cerrado en 
 y por tanto, com-
pacto. Además, K � @
. Sea � : @
! RN el campo vectorial normal unitario exterior
a 
 y sea A := fx 2 @
 : h� (x) ; xi > 0g : Dado que � es continua, se tiene que A es
abierto en @
. Observemos que, si x 2 K; entonces � (x) = x

jxj : Por tanto, K � A:

Dado que @
 es compacto, existe " > 0 tal que M := fx 2 @
 : jxj � R� "g � A: De
no ser así, existiría una sucesión (xn) tal que R � 1

n
� xn � R, xn 2 @
 n A; xn ! x;

x 2 @
 y por continuidad de la norma, jxj = R: Es decir, x 2 K y x 2 @
 n A: Esto
contradice el hecho de que K � A:
Sea r = R � "; vamos a demostrar que si x 2 @
; jxj > r entonces tx =2 
 para to-
do t > 1: Supongamos que no, es decir, que existe t0 > 1 y x 2 @
; jxj > r; tal que
t0x 2 
; entonces existen t1; t2 > 1 tal que t1x; t2x 2 @
; estos puntos tiene la siguiente
propiedad, h� (t1x) ; t1xi < 0 y h� (t2x) ; t2xi > 0 por el teorema del valor intermedio
existe t� > 1 tal que t�x 2 @
 y h� (t�x) ; t�xi = 0; es decir t�x 2 M y t�x =2 A; esto es
una contradicción. El otro caso es análogo.

Sea � : [0;1) ! R una función no decreciente de clase C1 tal que �(t) = 0 si
t 2 [0; r] y �(R) = 1: Para cada s 2 [1; 2]; sea � s : RN ! RN la función dada por

� s(x) := (1 + (s� 1)�(jxj))x: (4.3)

Lema 4.5 La función � s; s 2 [1; 2]; de�nida en (4.3) satisface:
(i) � s(x) = x si jxj � r ó s = 1;
(ii) � s(@
) � RN r 
;
(iii) Existe d 2 (r; R) tal que j� 2(x)j � R si jxj � d;
(iv) � s(gx) = g� sx para toda g 2 G y x 2 RN :

Demostración: Las propiedades (i) y (iv) se siguen inmediatamente de la de�nición
(4.3). Para probar la propiedad (ii) observemos que, si x 2 @
 y jxj � r entonces, por el
inciso (i), � s(x) = x 2 @
 � RNr
 y si x 2 @
 con jxj > r; como (1 + (s� 1)�(jxj)) >
1 para toda s 2 [1; 2]; se sigue del Lema 4.4 que � s(x) � RN r 
: Para probar (iii)
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basta tomar d 2 (r; R) tal que d � 2R
3
y �(d) � 1

2
: Entonces, si jxj � d; se tiene que

j� 2(x)j = (1 + �(jxj)) jxj � (1 + �(d)) d � 3d
2
� R.

Denotamos por

C1 := m�axfkD� s (x)k2 : x 2 
; s 2 [1; 2]g; (4.4)

y por
C2 := m�axfjdetD� s (x)j : x 2 
; s 2 [1; 2]g: (4.5)

Lema 4.6 Existe una función continua

H1
0 (
)

G � [0; 2]! H1
0 (
)

G; (u; s) 7�! us;

tal que, para toda u 2 H1
0 (
)

G; satisface:
(i) u0 = u:
(ii) 
rsupp(u2) 6= ;:
(iii) Existe una constante � > 0 tal que I(us) � m�axf�I(u); 0g para todo u 2 H1

0 (A)
G;

s 2 [0; 2]:

Demostración: Sea C := C1C2 y sea � : H1
0 (
)

G ! [0;1) la función dada por el
Lema (4.3). Pensaremos a H1

0 (
)
G como subespacio de H1(RN)G; es decir, considera-

remos a cada u 2 H1
0 (
)

G como la función de�nida en RN que se obtiene extendiendo
a u como 0 fuera de 
: De�nimos

us(x) :=

�
[(1� s) + s�(u)]u(x) si s 2 [0; 1]
�(u)u(� sx) si s 2 [1; 2] :

Sea s 2 [1; 2]: Por de�nición de us tenemos que

rus(x) = �(u)ru(� s (x))D� s(x)

Por tanto,

jrus(x)j2 � �(u)2 jru(� s (x))j2 kD� s (x)k2 � C1�(u)
2 jru(� s (x))j2 ;

donde C1 es la constante de�nida en (4.4). En consecuencia,Z
jrusj2 �

Z
jrus(x)j2 jdetD� s (x)j dx

� C1

Z
j�(u)ru (� s (x))j2 jdetD� s (x)j dx = C1

Z
jr(�(u)u)j2 :
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Por otra parte,Z
j�(u)ujp =

Z
j�(u)u (� s (x))jp jdetD� s (x)j dx

=

Z
jus (x)jp jdetD� s (x)j dx � C2

Z
jusjp :

donde C2 es la constante de�nida en (4.5). En consecuencia,

I(us) =
1

2

Z
jrusj2 �

1

p

Z
jusjp

� C�12

�
C

2

Z
A

jr(�(u)u)j2 � 1
p

Z
A

j�(u)ujp
�

= C�12 IC(�(u)u)

� m�axf�I(u); 0g si s 2 [1; 2];

donde C := C1C2 y � := m�axfC�12 �1; 1g con �1 como en el lema anterior. Por otra
parte, el lema anterior también implica que

I ([(1� s) + s�(u)]u) � I(u) � m�axf�I(u); 0g si s 2 [0; 1]:

Esto concluye la demostración.

Lema 4.7 a) Si u 2 I0 := fu 2 H1
0 (
)

G : I(u) � 0g y t � 1 entonces tu 2 I0.
b) I0 r f0g es homotópicamente equivalente a la esfera unitaria en H1

0 (
)
G:

Demostración: a) Sean u 2 I0 y t � 1: Entonces, como p > 2; se tiene que t2 � tp:
Por lo tanto

I(tu) =
t2

2
kuk2 � tp

p
jujpp �

t2

2
kuk2 � t2

p
jujpp = t2I(u) � 0;

es decir, tu 2 I0:
b) Sea u 2 H1

0 (
)
G con kuk = 1: De�nimos

fu(t) = I(tu);
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como p > 2; la grá�ca de fu tiene la siguiente forma:

x
y

(4.6)

En particular, existe un único tu > 0 tal que fu(tu) = 0: Denotemos por S a la esfera
unitaria en H1

0 (
)
G: Entonces la función

S ! @(I0 r f0g)
u 7! tuu

es continua y de hecho, es un homeomor�smo con inverso

@(I0 r f0g)! S
w 7! w

kwk

Por el inciso a) se tiene que @(I0 r f0g) es un retracto por deformación de I0 r f0g ;
de modo que I0 r f0g es homotópicamente equivalente a S:

Proposición 4.8 Existen constantes �; � > 0; que dependen sólo de 
 y de p; con
la siguiente propiedad: Para todo par de subespacios V � W de dimensión �nita de
H1
0 (
)

G con dimW = dimV + 1 y para toda función impar ' : V ! H1
0 (
)

G y
R > 0 que cumplen que '(v) = v si kvk � R; existen eR > R y una función impare' : W ! H1

0 (
)
G tales que

(i) e'(v) = '(v) para toda v 2 V;
(ii) e'(w) = w para toda w 2 W con kwk � eR;
(iii) m�axw2W I(e'(w)) � �m�axv2V I('(v)) + �:

Demostración: Sean V � W subespacios vectoriales de dimensión �nita de H1
0 (
)

G;
tales que dimW = dimV + 1 y sea ' : V ! H1

0 (
)
G una función impar y continua tal
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que '(v) = v si kvk � R: Fijemos e 2 W ortogonal a V tal que kek = 1: Extendemos
primero ' al semiespacio W+ = fv + re : v 2 V; r � 0g como sigue:

 (v + se) =

�
'(v)s v 2 V; s 2 [0; 2]
'(v)2 + (s� 2)! v 2 V; s 2 [2;1);

donde us es la función de el Lema 4.6 y ! 2 H1
0 (
r supp(u2))G; ! 6= 0 es una función

tal que Z



jr!j2 =
Z



j!jp

además cumple que
m�ax
t�0

I(t!) � I(!) =: � (4.7)

(véase la �gura 4.2). Observemos que

 (v) = '(v)0 = '(v) 8v 2 V:

Además, como los soportes de '(v)2 y ! son ajenos, usando la Proposición 4.6 obtene-
mos que

I( (v + se)) �
�
m�axf�I('(v)); 0g v 2 V; s 2 [0; 2]
m�axf�I('(v)); 0g+ I((s� 2)!) v 2 V; s 2 [2;1):

Se sigue de (4.7) que

I( (v + se)) � m�axf�I('(v)); 0g+ � 8v 2 V; s 2 [0;1): (4.8)

Además, como dimV < 1; '(v) = v si kvk � R y I(v) ! �1 cuando kvk ! 1; se
tiene que la función v 7! I('(v)) alcanza su máximo en V y que existe R1 � R tal que

�I(v) � �� si kvk � R1;
I((s� 2)!) � �m�axv2V �I('(v)) si s � R1:

En consecuencia,

I( (v + se)) � 0 si kvk � R1 o si s � R1:

Sea R2 � R1 tal que  (w) 2 I0 nf0g ; para toda w 2 W+ con kwk � R2: Como I0 nf0g
es homotópicamente equivalente a la esfera unitaria en H1

0 (
)
G (Lema 4.7), I0 n f0g es

contraible y en consecuencia, existe una homotopía

	 : fw 2 W+ : kwk = R2g � [0; 1]! I0 n f0g
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tal que 	(w; 0) =  (w) , 	(w; 1) = w y 	(v; t) = v para toda v 2 V y t 2 [0; 1] :
De�nimos eR := R2 + 1 y e' : W ! H1

0 (
)
G como sigue:

e'(w) =
8>>><>>>:

 (w) si w 2 W+; kwk � R2
kwk
R2
	(R2

w
kwk ; kwk �R2) si w 2 W+, R2 � kwk � eR

w si w 2 W+; eR � kwk
�e'(�w) si � w 2 W+:

Entonces e'(v) = '(v) para toda v 2 V y como ' es impar, e' está bien de�nida y es
continua. Por de�nición, e' es impar y e'(w) = w para toda w 2 W con kwk � eR: Como
I es par y I (e'(w)) � 0 si kwk � R2, se sigue de (4.8) que

m�ax
w2W

I(e'(w)) � �m�ax
v2V

I('(v)) + �:

Esto concluye la demostración.

Demostración del Teorema 4.1. Sean � i : [0; 1]� R! R; i = 1; 2; de�nidas
por �

�1(0; s) = s
@
@t
�1(t; s) = ��(�1(t; s))

�
�2(0; s) = s
@
@t
�2(t; s) = �(�2(t; s))

donde �(s) = a (s2 + 1)
1=4 si u0 6= 0 y a (s2 + 1)1=2p si u0 = 0: Sea cGk es valor de�nido

en (3.17). Si �2(1; c
G
k + ") < �1(1; c

G
k+1) para alguna 0 < " < 1; escogemos ' 2 �G tal

que
sup
u2Xk

I('(u)) < cGk + "

(recordemos que hemos denotado I0 = I). Aplicando la proposición anterior obtenemos
una función impar ~' : Xk+1 ! H1

0 (
)
G tal que ~'(u) = '(u) para toda u 2 Xk; ~'(u) = u

si kuk > R y
sup

u2Xk+1
I (~'(u)) � �

�
cGk + "

�
+ � < �cGk + �+ �:

Por el teorema de extensión de Tietze ~' se puede extender a una función impar ~' :
H1
0 (
)

G ! H1
0 (
)

G tal que ~'(u) = u si kuk > R: El Teorema 2.1 asegura que

ecGk � �2(1; sup
u2Xk+1

I (~'(u))) � �2(1; �c
G
k + �+ �): (4.9)

Por de�nición �2 se cumple que

js� �2(t; s)j � C1 j�(s)j � C1(s
2 + 1)

1
4 (4.10)
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por (4.9), (4.10), haciendo s = �cGk + �+ � y t = 1 obtenemos que

ecGk � C1(
�
�cGk + �+ �

�2
+ 1)

1
4 + �cGk + �+ � (4.11)

Por otra parte, el Corolario 3.11, a�rma que

cGk � �4k
2p

(N�m)(p�2) : (4.12)

Usando (4.11) y (4.12) se obtiene que existe � > 0 tal que

ecGk � �k
;

con 
 = 2p=(N �m)(p� 2): �
Para el grupo trivial, el Teorema 4.1 fue probado por Castro y Clapp en [9].

4.2. Demostración de los teoremas principales

El Teorema 1.5 se obtiene inmediatamente del Teorema 3.13 y el Teorema 4.1.
El Teorema 1.6 se obtiene inmediatamente del Teorema 3.14 y el Teorema 4.1.
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