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Capitulo 1

Introduccion

1.1. El problema

Consideremos el problema

—Au=|uf?u+f enQ
(pc) u = ug, en 0N
u(gr) = u(z) reQ, geqd

donde G es un subgrupo cerrado del grupo O(N) de todas las transformaciones orto-
gonales de RV, QO C R¥ es abierto, acotado, suave y G-invariante, N > 3, 2 < p <
2% = 13—]_\[2 y f,uo : © — R son funciones continuas G-invariantes.

Recordemos que un subconjunto 2 de RY es G-invariante si gz € Q para toda
x € (), g € Gy que una funcién h : Q — R es G-invariante si h(gx) = h(z) para toda
ref ged.

El objetivo de esta tesis es investigar la existencia de una infinidad de soluciones
G-invariantes para este problema.

1.2. Antecedentes

El problema
—Au=|ufPu+f enQ
() { u =20, en 0f)

donde € es un dominio abierto, acotado y suave de RN, N > 3,2 < p < 2*y f € L*(Q),
ha sido estudiado por muchos especialistas durante los iltimos 25 anos. Se trata de un

problema interesante y dificil que ain no ha sido resuelto del todo.
1



2 1. INTRODUCCION

Es bien sabido que, si f = 0, este problema tiene una infinidad de soluciones para
toda p € (2,2*), véase por ejemplo [28]. En este caso el problema es simétrico, es decir,
u es solucién de (p) si y sélo si —u lo es. Esto permite usar métodos conocidos para
obtener una infinidad de puntos criticos del problema variacional asociado.

Cuando f # 0 el problema ya no es simétrico y los invariantes topoldgicos que se
usan en el caso simétrico como el género de Krasnoselskii o la categoria equivariante de
Lusternik-Schnirelmann, no funcionan en este caso. Los primeros resultados para este
problema se deben a Bahri y Berestycki [2], Struwe [26] y Rabinowitz [22]. Mencionamos
el siguiente:

Teorema 1.1 (Bahri-Berestycki, 1981) Para toda f € L*(2) el problema (p) tiene
una infinidad de soluciones si

2<p<pn
donde py es la solucion mds grande de la ecuacion 2(N — 1)p? — (N +2)p — N = 0.

Es fécil ver que py < 2*. Por otro lado, Bahri [4] probé el siguiente resultado:

Teorema 1.2 (Bahri, 1981) Para casi toda f € L*(Q) el problema (p) tiene una
infinidad de soluciones si
2<p<2t.

Es razonable conjeturar que el problema () tiene una infinidad de soluciones para
toda f € L?*() y para toda p € (2,2*) pero este resultado, a la fecha, no ha sido
demostrado. El mejor resultado que se conoce respecto de p se debe a Bahri y Lions
[3] quienes, utilizando estimaciones fuertes para el indice de Morse de operadores de
Schrodinger obtenidas por Cwickel [13], Lieb [20] y Rosenbljum [24] demostraron el
siguiente resultado:

Teorema 1.3 (Bahri-Lions, 1988) Para toda f € L*(Q) el problema (p) tiene una

infinidad de soluciones si
5 < p< 2N —2
P="N=—2

Por otra parte, el problema

() —Au=|ufPu+f enQ
& U = uyg, en 0f)

con condicién no homogénea a la frontera ug € C*(9N2) ha sido también muy estudiado.
Candela y Salvatore [11] obtuvieron un resultado semejante al de Bahri y Berestycki
citado arriba. El mejor resultado que se conoce hasta la fecha es el siguiente resultado
de Bolle, Ghoussoub y Tehrani [6], que se basa en un método desarrollado por Bolle [5]
y en las estimaciones de Cwickel [13], Lieb [20] y Rosenbljum [24].
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Teorema 1.4 (Bolle-Ghoussoub-Tehrani, 2000) El problema (') tiene una in-
finidad de soluciones si

2N
N-—-1

2<p<

1.3. Resultados de la tesis

En esta tesis consideraremos dominios {2 que son invariantes bajo la accién de un
subgrupo cerrado G de O(N) y supondremos que f y ug son G-invariantes. Es de
esperarse que en este caso la condicién sobre p pueda ser mejorada. Probaremos que,
en efecto, si €2 contiene una G-6rbita de dimensién suficientemente grande, entonces
las condiciones sobre p dadas en los Teoremas 1.3 y 1.4 pueden ser mejoradas. A conti-
nuacion enunciaremos en detalle los resultados principales de esta tesis.

Consideremos el problema

—Au=[ufPu+f enQ
(pc) u = uy, en 0f2
u(gzr) = u(z) reQ, ged

donde G es un subgrupo cerrado del grupo O(N) de todas las transformaciones orto-
gonales de RY, Q C RY es abierto, acotado, suave y G-invariante, N > 3, 2 < p <
2% = 20 £ € COQ) y up € C2(090).

— N—2
Denotamos por
Gz :={gx: g € G}
a la G-6rbita de un punto z € RY y por
m =m(G, Q) := mix{dim(Gz) : v € Q}

a la mdxima dimensién de una G-érbita de €.
Denotamos por p'y,, a la médxima raiz de la ecuacién

(2N —m —2)p* — (5N — 2m — 2)p + 2N = 0,

es decir,

, 5N —2m—2+ /(BN —2m —2)2 —8N(2N —m — 2)
pN,m T 2(2N—m—2) ’

y denotamos por

o, 2N-2 )
pN,m = max pN,m7 m s pN,m = Imax

6N —4m 2N
3N —-2m —2"N -1
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Jul? = / IVl

a la norma en el espacio de Sobolev H} (). Probaremos los siguientes resultados.

Denotamos ademds por

Teorema 1.5 Sip € (2,py.m) entonces el problema (p¢) tiene una sucesion no acotada
(ug) de soluciones G-invariantes que satisfacen

||u1€||2 < ak’h
donde a es una constante positiva y v = 2p/(N —m)(p — 2).

Teorema 1.6 Siuy =0 yp € (2,pym) entonces el problema (p¢) tiene una sucesion
no acotada (uy) de soluciones G-invariantes que satisfacen

lug])® < ak?,
donde a es una constante positiva y v = 2p/(N —m)(p — 2).

Se tiene que

-2 N
m 1 —7
Pm = N9 BTSN )
¥y que
N N
pN7m N _1 S1 T 2,

es decir, las condiciones sobre p dadas por los Teoremas 1.5 y 1.6 son mejores que
las obtenidas por Bahri-Lions [3] y Bolle-Ghoussoub-Tehrani [6] si 2 contiene una G-
orbita de dimensién suficientemente grande. Notemos, sin embargo que, en todos los
casos, Pn.m < 2° v Pym < 2* (véase la Seccién 3.6).

En el caso radial G = O(N), Candela, Palmieri y Salvatore [10] probaron que,
si N > 4, el problema (po(n)) tiene infinidad de soluciones para toda p € (2,2%).
Su demostracién se basa en estimaciones andlogas a las de Cwickel [13], Lieb [20] y
Rosenbljum [24] para el indice de Morse de operadores de Schrodinger en Hi (Q)94V).

Aqui usaremos una férmula asintética para los valores propios del Laplaciano en
H}(Q)% obtenida por Briining y Heinze [7, 8] y por Donnelly [14].

Queremos hacer notar que, para el grupo trivial G = {1} la estimacion |jug||* < ak?
es idéntica a la obtenida por Castro y Clapp en [9].

Esta tesis estd organizada como sigue: En el Capitulo 2 daremos la demostracién
de un resultado abstracto debido a Bolle, Ghoussoub y Tehrani [6] que serd la base
de nuestros resultados. En el Capitulo 3 probaremos las afirmaciones de existencia
de sucesiones no acotadas de soluciones de los Teoremas 1.5 y 1.6. En el Capitulo 4
probaremos las estimaciones para la norma de tales soluciones.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. El teorema de Bolle, Ghoussoub y Tehrani

Sea X un espacio de Hilbert de dimensi6n infinita y sea ® : X x [0,1] — R un
funcional de clase C?. Podemos pensar a ® como una trayectoria de funcionales

i X =R, Qyu) =P(u,t), 0<t<1,

y denotar por ®)(u) = %@(u,t) la derivada de ®;. Supongamos que ®; cumple las
siguientes propiedades.

(P1) Toda sucesion (un, t,) € X x[0,1] tal que (®,, (u,)) estd acotaday ||} (u,)|| —
0 tiene una subsucesién convergente.

(P2) Para todo b € R existe una constante C' tal que

0 .
S aw 0| < CUail+ Dul +1) s fouw)] <
(P3) Existen dos funciones continuas 61,6, : [0,1] x R — R, §; < 65, las cuales son
Lipschitz continuas en la segunda variable, §; es monétona en la segunda variable y
tales que

01(t, ®(u)) < %@(u, t) < O(t, P4(u)) si D(u) =0,

donde A~ := méx {—h,0}
(P4) @ es par y para todo subespacio W de dimensién finita de X, se tiene que
sup @ (w) — —o0 siwe W, ||w|]| — oo.
0<t<1
Fijemos una sucesion de subespacios lineales Xy C --- C X, C --- de X, con dim X}, = k
y definamos

¢k =Mf sup Py(p(x)) (2.1)

QOEF rxeXy
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donde
I'={peC(X,X):pesimpary 3 R >0 tal que ¢(z) = z para |z| > R}.
Sean (; : [0,1] x R — R, i = 1,2, definidas por
¢;(0,s) =s
] 2.2
{ %Cz(ta 8) = 01(t7gz(tv 8)) ( )
El siguiente resultado fue probado en [6] (ver Teorema 2.2).

Teorema 2.1 (Bolle, Ghoussoub, Tehrani). Supongamos que ®, cumple (P1)-
(P4). Si (5(1,cx +¢) < (4(1,¢ck41) para alguna € > 0, entonces para toda ¢ € T
tal que sup,,(x,) Po < ¢, + € existe un valor critico ¢, de @y tal que

Co(l,cr) < (1(1, cpy1) < < G(1, sup Po(p(2))). (2.3)

Z‘EXk+1

Mas atn, si la sucesion

Ck+1 — Ck

max [01(4, crr)| + max [02(t, )| + 1

no esta acotada, entonces ¢ — 0.

Antes de ver la demostracién veremos algunas propiedades de los valores ¢, definidos
por (2.1). Supondremos de aqui en adelante que se cumplen (P1)-(P4).

Lema 2.2 Sea W un subespacio de X de dimension finita y ¢ € T' entonces existe
xo € W tal que

Syvp@o (¢ () = Do (¢ (20)) -
Demostracion: Por (P4) existe una bola B C W, tal que
sup®y (¢ (z)) = sup®o (¢ (x))
W B

Por ser W de dimensién finita B es compacta, como $( o ¢ es continua alcanza su
méximo, es decir existe xqg € W tal que

sup®g (¢ (z)) = o (¢ (70)) -
11%
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Definamos por
O = {ue X : dy(u)>b}.

Sea ¢ € Xjy1 \ Xi. Usando el Lema anterior es facil ver que para toda ¢ € I' se
tiene que
5 N {p (u+se) :(u,s) € Xy x [0,+00)} # 2,

ya que por la definicién de ¢ se sigue que

sup @ (¢ (z)) = Po (¢ (70)) = Cp1-

Xpi1
Proposicién 2.3 Sea e € Xy1 \ Xy y sea
V:{v+se€ Xgp1:v€ Xy, s€[0,+00)} = X

una funcion continua con las siguientes propiedades:
i) V|x, esimpar,
it) Existe R > 0 tal que ¥(u) = u si ||u]| > R.
Entonces eziste un punto (vo, so) € X X [0, +00) tal que

q’o (19 (Uo + 806)) > Cky1-
Demostracién: Consideremos a 9 : X ki1 — X, la extension de ¥ definida por

) U (v+se) sis>0

V(v + se) =
—¥(—v —se) sis<0.

recordemos que la dim (X;41) = dim (X}) + 1. Dado que 9 |x, es impar, ¥ estd bien
definida, es continua y satisface que 9(v) = v, si ||v|| > R. Por el Teorema de Tietze
la podemos extender a una funcién impar en todo el espacio X tal que &(U) = v para
|v]| grande, es decir, 9 € T. Por el Lema 2.2 y la definicién de ¢; (véase 2.1), existe
ug € Xga1, tal que

i <1~9 (Uo)) > Cht1-

Como (I)o es pary 19 es impar podemos suponer que ug = Vg + Sg€, con
('U(),So) € Xk X [0, —|—OO) . n
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Proposicion 2.4 Los valores ¢, cumplen las siguientes propiedades:
i) Existen My, tal que ¢ < sup®@q (u) < My, para todo k.
Xk

ZZ) (I)Q (O) < Cr < Ckt1-

Demostracion: Para demostrar la primera afirmaciéon observemos que la identidad
pertenece a I' y por la definicién de ¢; (véase 2.1) y el Lema 2.2 se obtiene (7). Ahora
para la segunda afirmacién tenemos que

o (0) = 2o (¢ (0)) < sup®y (¢ (u))  para toda p €T,

y ademds como Xj C X1, se sigue que ¢ < Cxyq1. B

Sea t € [0, 1], denotamos por
K.={ue X : 9 (u)=cy & (u) =0}.
Proposicién 2.5 Si ® satisface (P1) entonces K. es compacto.

Demostracion: Como P satisface (P1), entonces ®; satisface la condicién de Palais-
Smale es decir toda sucesién (u,) C K., tiene una subsucesién que converge a un punto
critico de ®;. Y por la continuidad de ®;, se cumple que u € K.. m

Proposicion 2.6 ¢, es valor critico de .

Demostracion: Por definicién de ¢, (véase 2.1) para toda e > 0, existe ¢ € T, tal
que
sup®Pg (¢ (u)) < ¢ +¢, (2.5)
Xk

como ¢ € I''y &, cumple (P4) existe R > 0 tal que

p(u) = u, sillul =R,
Oy(u) < cp—e si|ul|>RyueX;.

Supongamos que ¢ es valor regular @, como ®, satisface (P1), existe € > 0 tal que ®q
no tiene valores criticos en [c; — €, ¢; + €| . Usando el Lema de Deformacién ([28, Lema
3.1]). Entonces existe una homotopia continua 7 : X x [0, 1] — X tal que:

i) n(u,t) =usit=06u¢ &5 ([cx —e,cx +¢]) 6 ||Jul| > R,

i) n(u, 1) € ®5% " para todo u € &5,



2.1. EL TEOREMA DE BOLLE, GHOUSSOUB Y TEHRANI 9

i1i) n(-,t) es impar para todo t € [0, 1].
Sea ¢(u) := n (¢ (u),1), como n satisface (i) y (iii) entonces ¢ € T, pero por (ii) y
(2.5)

sup®q (¢ (u)) < ¢ — ¢,
Xk

contradiciendo la definicién de ¢;,. m

Observemos que el hecho de que @, es par implica que 7 es impar y por lo tanto
tenemos que ¢ € I', esto fue fundamental en la demostraciéon anterior. Los valores ¢
no son valores criticos de ®, por que este funcional no es par, entonces no podemos
usar el mismo argumento, que usamos para Pg.

De las hipétesis (P1) y (P3) se obtiene el siguiente resultado.

Lema 2.7 Para cada b,§ > 0 existe p > 0 tal que

By (1, @y (u)) — 6 < %‘I)(u, 1) < Oa(t, &4(w) + 6

para toda (u,t) € X x [0,1], con |®i(u)| < by || P (u)|| < p.

Demostracion: Argumentando por contradiccién, supongamos que existen b, 6 > 0
y (ug, tr) € X x [0,1] tales que

th—t, [Py (w)| <b, y [P, (w)|| >0 sik— +oo

y ademds cumplen que

0
D (ug, ty) < O1(ty, Py, (ug)) — 9 6 D (ug, ty) > Oa(ty, Py (ug)) + 0.

ot ot

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que (ug, t;) satisface

e D (ug, ty) < 01(ty, Dy, (ug)) — 0.

Por (P1) existe una subsucesién de (uy) que converge a un punto critico u de ®; y por
continuidad

%CI)(U £) < 04 (t, By(u)) — 0,

y esto contradice (P3). m
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Fijemos ¢ > 0. Para 6; y 65 como en (P3) consideramos los flujos ¢, : [0, 1] xR — R,
i = 1,2, definidos por

(1(0,8) =
_ _ (2.6)
561t s) = 01(1,Ci(t.5)) = 0
v )
C2(0,8) =5
(2.7)

#Ca(t 8) = Oa(, ot 5)) + 6

Observemos que (;, (, son continuas, ¢; < {, y que (; (£,-), {y (t,-) son no decre-
cientes en la segunda variable.

Lema 2.8 Si eziste ¢ > 0, tal que (5(1, ¢, +¢) < (4(1,cry1) entonces existe § > 0 tal
que

Colt, e +¢) < (i (t, cra1) para toda t € [0,1].

_ Demostracion: Usando [1, Teorema 8.3] podemos escoger § > 0 tal que (y(1, cx+e) <
(1(1, cry1). Ahora supongamos que existe to € [0,1) tal que (y(t,cr +¢) < (¢, crr1)
para toda t € (tg, 1] y que (y(to, cx + €) = (;(to, ck+1). Entonces se sigue que

0 0 -
aCz(thCk +¢) < a(&(fo,ckﬂ)

es decir

02(to, Co(to, cx + €)) + 8 < 01(to, ¢ (to, Cry1)) — 6,

y esto contradice que #; — § < 05 + 6, por lo tanto obtenemos el resultado. =

En el siguiente resultado usamos el método de Bolle [5], para definir deformaciones
que preserven los conjuntos de subnivel y supernivel de la familia ®; usando el flujo
gradiente.

Proposicién 2.9 Para cada d € R y cada par de niumeros reales di < do existen
homotopias
n,: X x[0,1] = X conv =1,2 tales que

i) 1, (u,0) = u para toda u € X,
ii) 0, (u,t) = u si ®; (u) < min (, (t,Jl) —1 6 ®, (u) > max(, (t,Jg) + 1, donde

0<t<1 0<t<1

d; = min {J, dl} Y dy = méx{cz, dz}
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iii) n, (-, t) : X — X, es un homeomorfismo para cada t € [0,1] y el mapeo X X
0,1] — X definido por (u,t) — (n,); " (u) == (1, (1)) " (u) es continuo,

w) Si @ (u) > d entonces By (1, (u,t)) > ¢, (t, cZ) para toda t € [0, 1],

v) Sic € [dy,dy] y Py (u) < ¢ entonces O, (ny (u,t)) <y (t,¢) para toda t € [0,1].

Demostracion: Denotemos por

sea b = méx {|a,|,|6,|: v =1,2}+1ylad que fijamos en el Lema 2.8, escojamos p > 0

como en el Lema 2.7.
Sean A, € C™ (R, [0,1]) tales que A, = 0 en (—o0,a, — 3] U [B, + 1, 400) A, =11

en [o,,3,] yp=0en [-2,2], p=1en (—o0,—p] U [p, +00) . Supongamos que 6, es

creciente en la segunda variable entonces consideremos los campos vectoriales definidos
por

Vi) = ((50) 00) + 107 (1.3 (1:9)) o (0 ) V0 ()])
Vi 00) = = ()7 (004105 (1. (6.0)) o (0 00) (198 0)) 0

donde h* := max {+h,0} > 0.
Observemos que V, = 0 si ®; (u) ¢ [ow, — 3,58, + 3] 6 [V®; (u)]| < £, esto se sigue

de la definicién de p¢ y de A,. Por otro lado, si ®; (u) € [on, — 1,8, + ] y [V, (u)| > &,
implica

es decir
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entonces usando (P2) y como |6, (¢, ¢, (t,¢))| es continua se sigue que

(|(5®) (w.t)] + 1+ 16, (¢, (1,0)])

Wt ol < V. Wl
GV @]+ D (Jul + 1
- v Gl

1
“(“WWEEW)W“+”

< ¢ (14 2) ull+ )

IN

< Co([lull+1)

para algunas constantes positivas C; y C5. Usando lo anterior y como V,, es continua
y localmente Lipschitz con respecto a la segunda variable, ya que ®, € C?, implica la
existencia del siguiente flujo global continuo 7, : X x [0,1] — X, dado por

Uy (U,O) =u

O 0.0) = Vi (n, (1) 1)

(véase [25, Capitulo 4]). Es claro que 7, cumple i) y ii), ya que

P, (u) < ming, (¢,dy) — 1

- 0<t<1

1
O (u) < a,—1 <ay—§

por lo tanto 7, (u,t) = u el otro caso es andlogo. La propiedad (iii), se sigue de la
definicién de 71, como flujos. Demostremos la propiedad (v). Sea u € X tal que ®¢ (u) <
¢, con ¢ € [dy,dy] . Sea

f(t) =@y (13 (u, 1))
Dado que
f(0) =@ (u) < c=(5(0,¢)

es suficiente demostrar que si

f(t) = (5 (¢ c) entonces f' (t) < %QQ (t,c) =05 (t,Cy (E,¢)) + 0. (2.8)
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Supongamos que f (t) = (, (,¢) , como

ay <y (6 dh) < (o (te) <o (Eda) <5,

que se sigue que ay < f (t) < By, de donde Ay (f (t)) = 1, es decir, g (P4 (95 (u,))) =1,
denotemos por

o(t) = - ((%@) (s 0. 1).1) 41405 (1., (m@))) <0,

entonces
V&, (1 (u,t))
Va 2 U, 1) ,1) = Vo, 2 \U, 5 .
12 01), ) = 0 ) (17 ) ot 22 29)
Ahora 9
f, (t) = (I):t (772 (u’ t)) (VvQ (772 (u7 t) 7t)) + ECI) (7]2 (u’ t) 7t>
usando (2.9)
/ o / U u V(I)t (772 <u7t))
PO = B 0) (20 (178 0 ()] ot D)
Py (), )
es decir 5
Frt) =@ nIVe: (n (w ) + 5 (n (w,1) 7).
Si [|V®; (0, (u,t))]| < p, entonces por el Lema 2.7
F1(0) < 0@ O (0,8) 1) < 03 (1.Ca (1,0)) +6
Si ||V, (1, (u,t))]| > p entonces p (||V; (1, (u,t))]|) =1y entonces
£ = o)+ @ 1) 1)
= < (g (u,t) 1) + 1+ 65 (,¢y (t,Jg))> + aatcb(n2 (u,t),t).

Como (, (t,¢) < C t dg) y 05 es creciente en la segunda variable se sigue que
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05 (t,(y (t,c)) <65 (t,¢, (t,da)) de donde

= ((%D) (1 (u, 1), ) + 1460 (1,6, (tﬂz))> + %q’% (1), 1)

S - ((%(I)) (772 (u>t) 7t) + 1+ 92_ (tv &2 (t’ C))) + %(D (772 (u’t) ’t)

< 05 (t,¢y (t ) <62 (t, ¢y (E0)) + 6.

Esto prueba (2.8), el caso en que 65 es decreciente en la segunda variable se hace un
procedimiento andlogo. Por lo tanto 7, satisface (v). Para probar que 7, satisface (iv) no
es necesaria la hipétesis de monotonfa en la segunda variable de ] y el procedimiento
también es andlogo. m

Definicién 2.10 Dado un subconjunto A C X, denotamos por I (A) como el conjunto
de todas las funciones continuas 7 € C° (X, X) tales que:

i) T (u) = u para toda u € A,

i1) Existe R > 0 tal que T (u) = u si ||u|| > R.

Proposicién 2.11 Si existe € > 0 tal que

Co(1,en+€) < ¢ (1, erp)
entonces para toda € I tal que sup @y < cp+¢ existen dos subconjuntos A C B C X,

o(Xk)
con las siguientes propiedades:

7’) squ)l < 62 (17ck + 5) < El (17ck+1)
k

ii) sup®; <, (1, sup %) :
@

By (Xk+1)

iii) inf sup®; > ¢ (1, ¢
) TGF(A;C)T(BI;) 12> (o (1, cpp)

Demostracion: Por el Lema 2.8 existe 0 > 0 tal que
(ot cp +€) < (4 (t, cryr) para toda t € [0,1].

Sea ¢ € I tal que sup ®¢ < ¢ + €. Como
0(Xk)

52 (17 Cr + 5) < Zl (17 Ck+1> S 52 (17 Ck+1)
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y por definicién de ¢;1 ;1 (véase 2.1) se tiene que

ckt+e<cpr < sup Do
©(Xp+1)

Por la Proposicién 2.9, existen homotopias 7, : X x [0,1] — X, con d= Cpr1, Siv =1

ydi =cp+e,dy= sup Do, siv =2, es decir ny, n, cumplen que
P(Xkt1)
si @ (u) > cpy1 entonces @ (ny (u,t)) > ¢, (t,cpsr) V€ [0,1] (2.10)
y
sice |c;+¢e, sup @0] y @ (u) < ¢ entonces ®; (1, (u,t)) <, (t,c) Ve [0,1].
(Xk+1)
(2.11)
Como @q (¢ (u)) < ¢, + € para toda u € Xy, entonces por (2.11) se tiene que
Dy (g (¢ (u),1)) <y (t,cp +¢), paratodat € [0,1] y u € X, (2.12)
y por (2.10)
&, (1, (u, 1)) > ¢, (£, crsr), para todat € [0,1], u € dF
donde 7%+ := {u € X : By (u) > ¢411} . Por hipétesis obtenemos que
@ (ny (0 (u), 1)) < Coltiente)
< Cl (t7 Ck+1)
< inf®, (7]1 <(I>§c"”“+1,t>> para toda u € Xy, t € [0, 1]
es decir
ny (@ (Xk),t) Ny (<I>OZC'“+1, t) = @, para toda t € [0,1]. (2.13)
Sea e € X471 \ X y definamos a los conjuntos Ay y By como sigue
A o =A{ny (@ (u),1) :ue Xy}
B : ={ny(p(u+te),1):ue Xy t>0}.

Por definicién se tiene que A, C Br C X, veamos que estos conjuntos satisfacen las
condiciones (i), (ii) y (iii) . Veremos que se cumple (7)

sup®; = sup®; (1, (¢ (u), 1))
Ap X
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como g (¢ (u)) < ¢ + ¢ para toda u € Xy y (2.12) se tiene que
Dy (ny (0 (u),1)) <y (1,c +€) para toda u € X,

es decir B B
SXP@l = S)t{lpfbl (M2 (p(u), 1)) < (o (Ler+) < (1, chyp1)
k k
Para (i)
sup®; = sup {P1 (ny (p (u+te),1)) :u € Xy, t >0}
By
Qg (p(u+te)) <sup{Pg(p(u+te)) :uec Xy t>0}< sup Py
O(Xp41)
por (2.11)

sup®; < ¢, (1, sup <I>o>
By o(Xk+1)
de donde se obtiene (7).
Para demostrar (iii) es suficiente probar que para todo 7 € I' (A) existe wy € By tal
que

¢ (1, cpr) < Dy (7 (wy)) - (2.14)
Sea 7 € I'(Ay), es decir, 7 : X — X, 7(u) = u para toda u € Ay y existe R > 0 tal
que 7 (u) = w si |Jul| > R. Definimos la funcién ¢ : {u +te:u € X, t > 0} — X como

(M1)ar (12 (0 (w),2)), si0<t<

U (u+te) = )
(m); oT(me(p(u+(2t—1)e),1)), si

-~ D=

1
> —.
-2

., . . ) 1
Esta funcién esta bien definida por que si ¢ = 2 entonces 7, (¢ (u),1) € Ay
T (ny (p(u),1)) =ny (¢ (u),1) ademds por la (Proposicién 2.9 (iii)) es continua.
Veremos que 1} satisface las hipétesis de la Proposicién 2.3. Sea u € Xy, es decir t = 0
y como 7, (u,0) = u para toda u € X, v = 1,2 se tiene que 9 (u) = ¢ (u), es decir ¥ | x,
es impar.

Por definicién de ¢, 7 y la propiedad (P4), existe R > 0 tal que siu € Xy v ||ul| > R,
entonces ¢ (u) =u, 7 (u) =uy

®; (u) < min {Orgtiglg(t, cr +€), Orgtl'glfl(t, ck+1)} —1 paratodat € [0,1]

por la Proposicién (2.9) (i4), se tiene que 7, (u,t) = u si u € Xpy1 y ||u|| > R. Por lo
tanto o satisface la Proposicién (2.3), entonces existe un punto (ug, tg) € Xy x [0, +00)
tal que

q)O (19 (UQ + toe)) > Cl41-
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. 1
Sitg < 5 entonces
(1)1, ¥ (0 + toe) = (15 (¢ (o) , 2t0))

c 1
contradiciendo (2.13) por que 9 (ug + toe) € B Por lo tanto t, > 3y

(1)1 00 (uo +toe) = 7 (na (¢ (uo + (2t — 1) €) , 1))
de donde
Dy (7 (02 (0 (w0 + (200 — 1) €) ;1)) = 1 (1), © ¥ (o + toe))
y como ¥ (ug + toe) € B, por (2.10) se sigue que

@1 (1), 09 (uo + to€)) > ¢y (1, crp) s

definimos a wy = 1, (p (ug + (2t — 1) e),1) € By, con esto se cumple (2.14) y esto
prueba (7ii) m

La Proposicién anterior garantiza que los conjuntos A, y By tienen la siguiente
propiedad de enlace respecto al funcional &,

7 (Bk) N (@1)261(1’0’““) # & paratoda T el (Ag),

donde (@1)251(1’6’““) = {ue X :® (u) >( (1,¢041)} . Esta propiedad junto con la
condicién de Palais-Smale (P1) garantiza lo siguiente:

Teorema 2.12 Supongamos que ®; cumple(P1)-(P4). Si (5(1, ¢ +¢) < (4(1,cpr1)
para alguna ¢ > 0, entonces para toda ¢ € I' tal que sup,,x,) Po < ¢+ existe un valor
critico ¢, de ®1 tal que

Co(l,cr) < (1(1cpp1) <G < ((1, sup Po(p(x))). (2.15)

.Z’GXk+1

_ Demostracion: Como (y(1,¢p + ) < (4(1,crp1), por el Lema (2.8) se sigue que
Co(t,cp +€) < (4(t, crr1) para toda t € [0,1]. Por el Lema anterior existen Ay, By C X
que satisfacen (i) — (#47) . Si definimos a

Cr = Inf sup®; (7 (u
¥ Ter(Ak)uGBgc l( ())

como se cumple el Lema anterior tenemos que

sup®; < (o (1, +¢) < (1, 1) <& <sup®; < ([ 1, sup P (2.16)
Ak By, ©(Xky1)
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para toda ¢ € I' tal que sup &g < ¢, + ¢, ya que la identidad pertenece a I" (Ay).
(Xk)
Supongamos que ¢ es un valor regular de ®;. Entonces por la condicién de Palais-Smale

(P1) existe h > _0 tal que ®; no tiene valores criticos en [¢x — h, ¢ + h] . Escogemos h >
0 de modo que, (, (1, ¢ + €) < & — h. Por el Lema de Deformacién (véase Proposicién
2.6) existe una homotopl’a continua 7 : X x [0,1] — X tal que:

( (u,
(D2) n(u, t) = wsi [jul| > Ry, (Vease la demostracién de Proposicién 2.6)
(D3) n(u, ) = u para toda u € ®T* " € [0, 1]
(D4) n(u,1) € %" para todo u € ®<c"+h
Sea 7 € I" (Ay) tal que

sup Py (7 (u)) < é +h

u€E By,
y sea 7 (u) = n(7(u),1), si probamos que 7 € I'(Ay), entonces por la desigualdad
anterior y por (D3) se sigue que

sup @ (7 (u)) = sup @y (n(7(u),1)) < é —h

u€ By, u€E By,

y esto es una contradiccién por la definicién de ¢ y entonces ¢ es un valor critico de
D,.
Probaremos que 7 € I' (A ) sea u € A, entonces por (2.16) se tiene que

sup®; < ¢y (1,¢,+¢€) <& —h
A

y como T € I' (Ay) vy (D2) tenemos que 7 (u) = n(r (u),1) = n(u, 1) = u.
Por (D2) existe Ry > 0 tal que n(u,t) = usi [|ul]] > R;. Y también existe Ry > 0 tal que
7(u) =usiu € X y ||ul| > Ry, entonces tomando R suficientemente grande tenemos
que )

7(u) = (7 (u), 1) = n(u, 1) = usi [jul| = R.
Con esto demostramos que 7 € ' (A) . Ahora haciendo tender 6 y € a cero en (2.16)
obtenemos que

Sup(I)l S C2 (]_,Ck;) < Cl (17ck+1) S 61{: S SUp‘bl S <,.2 17 sup q)O .
Ap By, ©(Xky1)

Para demostrar el Teorema de (Bolle, Ghoussoub, Tehrani) solo hace falta el
siguiente Lemma.
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Lema 2.13 Si se cumple (2.4) entonces las sucesiones

(i 6 e -G ed) v (pme o)

0<t<1 0<t<1
no estdn acotadas superiormente

Demostracion: Por la Definicién 2.2 de (; y por el Teorema 4.1.5 de [25] se tiene
que

G (£ 5) — 5]

IN

¢

ekit/ 10; (&,8)|d§  para toda t € [0,1]
0

A;méax |0; (t, s)]

0<t<1

IN

donde k; es la constante de Lipschitz para 6; y A; = €*. Si denotamos a 0;(s) := 013?<X1

|0;(t, s)|, tenemos que
¢, (t,5) — 8| < Af;(s) para toda t € [0,1] (2.17)

donde i = 1,2 y A = max {A;, A2} > 0. Haciendo s = ¢,y parai =1y s = ¢; para
1 = 2, se tiene que

0 <cr—cr=(chy1 — (1 (tcr1)) + Gy (E errn) — Co (t,er) + (o (£, ck) — )

aplicando (2.17) tenemos que

k1 — G (8 crin)] < Abi(crrr) y |G (Ean) — ] < ABs(cr)

es decir
0< Ch1 — Ck < gl(t,CkH) - Cot, ) A
01(ck1) +02(ck) +1 7 (Or(crsa) + 02(ci) +1)
y COmo
Cr+1 — Ck
0 0 2.18
<91(Ck+1) + Os(ck) + 1) (2.18)

no estd acotada, entonces la sucesién

o?tf% (Cy (t, crqr) — Co (t, ch))

no estd acotada superiormente. Ademds como (; < (,, entonces

0%5211 (€1 (ts err1) — G () < Orgtféll (Ca (£, ) — Co (t, )
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es decir

O%I%C? (t,cr)

tampoco estd acotada superiormente. m

Demostracién del Teorema (2.1) (Bolle, Ghoussoub, Tehrani)
Demostracion: Por el Teorema 2.12 tenemos que ¢ es valor critico de ®; y ademads

012%1162 (t,cr) < Go(1, k) <

y por el Lema anterior se sigue que (¢x) no esté acotada superiormente es decir ¢, — +00
cuando k — 4+o00. ®m



Capitulo 3

Multiplicidad de soluciones
simétricas

3.1. El problema

Consideremos el problema

—Au=u?u+f enQ
(c) u = uo, en 0N
u(gr) = u(z) reQ, geqd

donde G es un subgrupo cerrado del grupo O(N) de las transformaciones ortogonales
de RN, O c RY es abierto, acotado, suave y G-invariante, N > 3, 2 < p < 2* := ]\?—],\[27
feC ), ug € C*09), f y ug son G-invariantes.

Recordemos que un subconjunto 2 de RV es G-invariante si gz € Q para toda
r € Q, g € Gy que una funcién h : Q — R es G-invariante si h(gx) = h(x) para toda
ref ged.

Sea Uy € H'(2) la tnica solucién del problema
—Aug=0 en ),  Uy=ug en I, (3.1)

entonces 1y € C%(Q), (vedse [17, Teorema 9.19]). Para cada g € G la funcién g o g es
también una solucién de (3.1), ya que 092 es G-invariante, Uy (gz) = uo(gz) = up(x) para
toda z € 02y —A(ug o g) =0 en Q. De la unicidad de la solucién de (3.1) concluimos
que

Uo(gx) =up(z) Vge G, ze.

En consecuencia, el cambio de variable u = v + Uy transforma al problema (p¢) en
21
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el problema equivalente

—Av=|v+T["?(v+T)+ f enQ
(pc) v =0, en 09
v(gx) = v(z) reQ, ged

con condicién homogénea de Dirichlet en la frontera.

3.2. Formulacién variacional del problema

Denotaremos por

1/2
o= [ wusu = ([ vak)
Q Q

al producto escalar y la norma en H}(2), por

o= ([ )

a la norma en LP(Q). Consideremos el funcional I; : H}(2) — R, dado por

1 1
IL(v) = /(— Vol? — = v+ TP — v)
0 = [ (9 - Lo - s

Es bien sabido que I es de clase C? (véase [28, Proposicién 1.12]) y que las soluciones
del problema
, —Av=|v+ 0" (v+T)+ f enQ
(¢) v =0, en 0f)

son los puntos criticos de ;.
Fijemos t € [0,1] y consideremos el funcional I; : H}(Q) — R de clase C? dado por

1 1 .
Li(v) = 3 Jv]|* = . v+t — t/Q fo.

La accién de G en  induce una accién de G en Hg () como sigue: Dados v € Hy (2)
y g € G, definimos

(gv) (@) == v (g7").
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Esta accién es isométrica tanto para la norma ||-|| como para la norma |[-|,. En
efecto,
V(gv)(z)=gVv(¢7'z) VgeG, z€Q,

y por la invariancia de la integral bajo transformaciones ortogonales se tiene que
172
ool = [ 9@ = [ ovo (o ta) fde = [ 9ol = o],
Q Q Q

iy = [lgor = [ ol )P do = [ 1o = 1ol
Q Q Q

Ademss, como f es G-invariante,

st = [ tantgaae = [ i apote = [ o

en consecuencia, dado que 7y es G-invariante, obtenemos

1 1 ~
Bav) = 5 llol® = 1o+t — ¢ [ fov
1o, 1 .
= g llgvll” = Jlgv+ gtiiol, =t | flgv)
1., 1 ~
= Il —]—)|v+tu0|§—t/ﬂfv
= ]t(U),

para toda g € G, v € Hj(f), es decir, el funcional I, : H}(Q) — R es G-invariante.
Notemos que

I (gv + su) — I; (gv)

(VI (gv),u) = lim

s—0 S
NGRSk A0
5— S

= <V[t (v) ,g’1u> Vg € G, u,v € Hy(Q),
y como la accién de G en H}(f2) es una isometria, obtenemos que
(VI (gv),u) = (gVI; (v),u) Vg€ G, u,ve Hy(N),

es decir,

VI (gv) =gV, (v) Vg€ G, ve H;(Q). (3.2)
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Denotemos por

HY Q)Y : ={ve H}Q):gv=1v Vge G}
={v e H}(Q) :v(gz) =v(z) Vg€ G, =€},

al espacio de puntos fijos de H} () bajo la accién de G. Este es un subespacio vectorial
cerrado de Hg(2) y por tanto, es un espacio de Hilbert. Una consecuencia de (3.2) es
el siguiente resultado que, en un contexto méds general, se debe a Palais (véase [28,
Teorema 1.28]).

Proposicién 3.1 (Principio de criticalidad simétrica) Si v € H(Q) entonces,
para toda t € [0, 1], se cumple que

V(L |gye) () = VI (v) Yo e Hy(Q)°.

En particular, las soluciones de () son los puntos criticos de la restriccion del fun-

cional I, al espacio de puntos fijos HE(Q)C.

Demostracion: Siv € H} (), se sigue de (3.2) que
VI (v) =VI, (gv) =¢gVI (v) VgeQG,
es decir, VI; (v) € H}(Q)C. Por lo tanto,
V(L |gyye) () = VI (v) Yo € Hy(Q)°.

Las soluciones de (g};) son los puntos criticos de I; : H}(Q) — R que estdn en Hg ().
Por lo anterior, éstos son precisamente los puntos criticos de la restriccién 1 | HL(Q)G"
H}(Q)Y - R. =

3.3. Propiedades de la trayectoria de funcionales

De aquf en adelante denotaremos por I; : H}(2)¢ — R a la restriccién de I; a
H}(Q)¢. Consideremos la familia de funcionales I; : H} ()¢ — R, t € [0, 1], definidos
en la seccién anterior,

1 1 -
L(v) = /(—|Vv|2——|v+tu0|p—tfv)
a\2 p
1, 1 -
= — v ——|U+tu0|p—t/fv.
2 p P 0

Claramente el funcional [ : H}(Q)¢ x [0,1] — R dado por I(v,t) := I;(v) es de clase
C?. A continuacién veremos que I satisface las condiciones (P1)-(P4) del Teorema 2.1.
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Proposicién 3.2 I, cumple (P1) y (P2).

Demostracion: Si |I;(v)| < b, usando las desigualdades de Holder y Sobolev obte-
nemos que

1 - 1
Skl = ol =t [ o - 1o)
Q

IN

1
5 I10* + a0l /1y o]+
< ar(flof + 1)

Dado que €2 es acotado, usando de nuevo la desigualdad de Holder y la desigualdad
anterior obtenemos
|U + tﬂdij S (0D |U + ta0|£71

< ag([lof + 1"

donde «; son constantes positivas. Por otro lado tenemos que

Hww — |yvu2—/\u+tao|p2 <v+tao)v—t/fv
Q Q

= Joll? - o+ ol + t/ v+ P2 (0 + £110) o — t/fv,
Q Q
en ConsecuenCia,

ph(v) = L = (§ = 1) ||v]* — ¢ / [v -+ tiio|"™* (v + tiio) Wy — (p — 1) ¢ / fv
(3.3)
2 . 2(p—-1)/p .
> ay||o]]* = as ([[vl] + 1) — ag o]l

Por tanto, si (v,, t,,) es una sucesién en Hg ()% x[0, 1] tal que | I, (v,)| < by ||1;, (va)|| —
0, entonces
loall” < @7 (1 + [foal)**~V7,

de donde se sigue que (v,) estd acotada en HE(S).

Claramente (t,,) contiene una subsucesién convergente t,, — t en [0, 1]. Probaremos aho-
ra que (v,) contiene una subsucesién convergente en H}(2)¢. Como (v,) estd acotada
en H}(Q)%, contiene una subsucesién tal que v, — v débilmente en H}(Q2)¢. Por el
Teorema de Rellich-Kondrakov (véase [28, Teoremal.9]) se tiene que v, — v en L*(Q)¢
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y en L?(Q)¢. Denotemos por F (u) := u |u[’~>. Entonces F (v,) — F (v) en L4 (£2) con
q = -5 [28, Teorema A.2] y usando la desigualdad de Holder obtenemos

/(F (0n) = F (0)) (vn = 0)| < |F (vn) = F ()], [vn — 0], =0,

|t — | ’f|2 Uy, — U|2 — 0.

—~
~
3
|
~
<
~
—~
<
S
|
4
N~—
N

Por otra parte,
<[£n<vn) — Ij(v), vy — U> = lvn — U||2 - ‘Un‘g + |U|Z
= [ ) = F @) =)= ta=1) [ £ =)

Como I (v,) — 0, (v,) estd acotada en H} () y v, — v débilmente en Hg(€2)¢ tenemos
que

‘<It,n(vn) - ]1,{(“)77)71 - U>| < ‘<I,n(vn)avn - U>| + |<I£(U)avn — )|
< VI, () lve = vl + [[VI(0)[| lv, — v]| =0,

G

y como v, — v en LP(Q)“ se tiene que |v,[, — [v|,. En consecuencia,

lon —]* =0,

y por tanto, se cumple (P1).
Para demostrar (P2) observemos que

%I(Uat) = _/|U+t%|p_2 (v+t30>a0_/fv
Q 0

_ —/|v+tao|p2(v+tao)a0—/f(v+tao)+t/fao,
Q Q Q

por lo tanto, usando la desigualdad de Holder obtenemos

9, e -
aI(m)‘ < By v+ tuol; 1+62|v+tu0|p+63

< Bu(jv+ t%]z—l +1). (3.4)
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Por otra parte,

2 ~ ~ p— o\~
2I(v) — L(v)v = (1—5)\v+tu0]§—t/|v+tuo\p 2(U+tu0)ug—t/fv
Q Q

2 N i ~
> (1—;)\v+tu0]§—55 v+ Lo} e v+ tuio|,,

donde f3; son constantes positivas. Por tanto, de las desigualdades (3.4) y (3.5) con-
cluimos que, para todo v € H}(Q)¢ tal que |I;(v)| < b, se cumple que

S1(0.0)] < B o] + 1) < (L] + (el + 1),

lo que demuestra la propiedad (P2). m

Para demostrar que I; satisface (P3) requerimos el siguiente lema.

Lema 3.3 Siv es punto critico de I; entonces existe C' > 0 tal que

1 2
/39(2' |

donde u = v + tuyg.

on

2
>da§0/ (IVul* + [ul” + 1),
0

Demostracion: Sea v punto critico de I;. Entonces

—Av = |v+tU|" % (v +tTo) +tf en Q
{ v =0, en 0f2.

Por resultados cldsicos de regularidad se tiene que v, u = v + tiy € C? (ﬁ) . Para
x €, seal(z) = d(r,00) la distancia de z a la frontera de . Como 2 es de clase
C?, existe 6 > 0 tal que | € C*({x € Q : I(z) < 20}). Sea ¢ : R — [0, 1] una funcién
suave tal que ¢ = 1 en (—00,0] y ¢ = 0 en [0, +00). Definimos el campo vectorial
n(x) := (I (z)) VI(x) de clase C* en Q. Nétese que 7 coincide con la normal interior
en 0F). Como u = v + tug es solucién de

—Au=[ul" Pu+tf enQ
u = tuy en 0,
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se tiene que

/ — Au(Vu-n) = / ]u\p_2 uw(Vu-n) + /f(Vu -1) (3.6)
Q Q Q
Usando la féormula de Green obtenemos
ou|?
— Au(Vu - n)dr = —|=—| do+ [ Vu-V (Vu-n)dz. (3.7)
Q o0 on Q

Observemos que

V(Vu-1) (Z um]n]) :

de donde
/Vu-V(Vu-n) de = /Zum (umjnj)m dx
Q Q>
— /Zu%u% (nj)mj dx+/2uxiuxjxinj. (3.8)
Q5 ' Q53
Ahora observemos que

/Zumuz] (77j)$ dz < Cl/ Zuxiuxjdx < Oy (/ |Vu|2> ) (3.9)
Q5 ‘ Q5 Q

y usando el teorema de cambio de variable [16, Appendix C, Theorem 2], obtenemos

1,
/QZuwiumﬂmjdx Z/Q (iumi)z.njdx
2y 2,7 J
= —Z/luzn-dijZ/ 1u2772-cl0
— g2 @il — 902 il

1
0 (/ ]Vu]Q) + —/ Vul? [nf? do
Q 2 onN

0] (/ quyQ) + 1/ \Vu|? do. (3.10)
Q 2 Jaq
De (3.8), (3.9) y (3.10) se sigue que

1
/Vu V (Vu-n) (/|Vu|)+—/ \Vu|? do,
2 Joa
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sustituyendo en (3.7) obtenemos

/ — Au(Vu - n)dx = / (1 |Vl —
Q o0 \ 2

De manera andloga obtenemos que

ou

; 2) do + O (/Q |Vu|2) . (3.11)

0

[to|”

/ luf’ 2 w(Vu - n)de =t* [ —do + O (/ |u|p) : (3.12)
Q o P Q

/Q F(Vu-)de = 1 /8 fido +0 (( /Q |u|p) Up) | (3.13)

juntando (3.6), (3.11), (3.12) y (3.13) obtenemos el resultado. m

Proposicién 3.4 FExiste a > 0 tal que
0 9 1/4 -
a[(t, v)| < a(L(v)* +1) st I;(v) = 0.

Es decir, I; cumple (P38) con 0,(t,s) = a (s> + 1)1/4 = —04(t,s), por lo tanto 65 = 0.
Demostracion: Sea v punto tal que I](v) = 0. Entonces v cumple que

—Av = |v+ th|"* (v + tly) + tf en Q,
v=20 en OS2,

usando la férmula de Green,

%I(W) = _/|U+t%1p—2(v+t%)%_/fv
Q 0

_ /(Av+tf)ao—/fv

Q Q
. ov__ -
= —/VUVUO+/a—uod0+t/fuo—/fU-
Q a0 " Q Q

Por definicién de 4y y v tenemos que

0= /mao - —/VvVﬂo n /%vda - —/WV@U,
Q o0 K Q

Q
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es decir

—Ivt /—uoda+t/fﬁ0—/fv.
Q

[0 <101, ol < e (fo+ 2ol ).
Q

Observemos que

de modo que, usando (3.5) y que v cumple I;(v) = 0, obtenemos que existe co > 0 tal
que

/fv < (o-+ tnl,) < ea (11 @)+ 1).

Como p > 2 es suficiente probar que
1/4
/—uoda <oy (I () + 1) (3.14)

de hecho, probaremos a continuacién que
2

/ g—z do < cs (|1 ()] + 1) (3.15)
o9
y esta desigualdad implica (3.14).
Como .
dv  Ou Oy
TR

2
du

o do. Sea Vgqu := Vu — g_:; la componente de

2
> do,

es suficiente probar (3.15) para /

oQ
Vu tangencial a g—z. Noétese que Vaou = Vally. En consecuencia,

L = |20 ) dr = [ (2ol
5 u o = 5 a0 U
o9 o9
por el Lema (3.3) tenemos que
s <(/ IVl + |u|p> +1>
Q

/ Ou|?
o <</Q|Vv|2+ |v|p> +1>,

ou

on

ou

on

do

IN

an
1)9)

IA
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usando(3.5) y (3.3) obtenemos

/ ou?
on
o0

esto concluye la demostracion. m

do < c; (I (v) +1),

En el caso en que la condicién de frontera es cero obtenemos mejores estimaciones
el
para 5 I(t,u).

Proposicion 3.5 Si uy = 0 entonces existe a > 0 tal que
‘ 9,

Ef(t, )| <a (L) + 1)ﬁ si I;(v) = 0.

Es decir, I; cumple (P8) con 0(t,s) = a(s? + 1)% = —04(t, s), por lo tanto 05 = 0..

Demostracion: Sea v un punto critico de I; en H] (). Entonces, usando la de-
sigualdad de Holder obtenemos

L) = 1)~ 5T

= (3-3) k-5 [
> (1 - 5) |vl, — a1 v,

> a2/|v|pd1’—a3

Por lo tanto,
o) < ay (I, (v)*+1)2, (3.16)

donde a; son constantes positivas. Por otro lado, de la desigualdad de Holder obtenemos

que
ot

esta desigualdad y la desigualdad (3.16) implican que existe a > 0 tal que

S as |U|p 9

0
5 I(t,v)

‘%](t,v) <a(l (v)? + 1)ﬁ

para todo punto critico v de ;. m
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Proposicién 3.6 I; satisface (P4).

Demostracion: Notemos primero que el funcional [y es par:
1 1
(=) = 5 =0l = S|~ = I (v).
Ademss

| T
L) = §||v\|2——|v+tuo\§—t/fv
p Q

1 9o 1 ~
2 vl —];(Iv|p+|uOlp)p—Oz1 [0l

sea W un subespacio de dimensién finita de Hg(£2)¢. Como en un espacio de dimensién
finita todas las normas son equivalentes, existe as, > 0 tal que

1 ~
Li(w) > g ]wli—]—g(]w]p+|u0|p)p—a1 lw|,  YweW

y como p > 2, concluimos que

sup [;(w) — —o0 siweWy ||w|— oo,
0<t<1

es decir, I, satisface (P4). m

3.4. Estimaciones de los valores minimax (G-invariantes

Consideremos el problema G-invariante de valores propios

—Au=Xu  en(
(EVe) u =0, en 0f)
u(gr) =u(z) z€Q, gedq.

Denotemos por
0<X <A<, <\ <. .

a los valores propios del problema (£Vg) contados con su multiplicidad y por e €
H}(Q)Y a una funcién propia correspondiente al valor propio )\f tal que |ekG = 1.
Denotemos por

B

Xy :=span{e{, ... e}
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al subespacio de H}(Q)“ generado por las primeras k funciones propias. Por tanto,

Definimos
¢ = inf suply(p(z)), (3.17)
el x,
donde

%= {p € CO(H}(Q)Y, Hy(N)Y) : ¢ es impar y I R > 0 tal que p(z) = = si ||z| > R}.

El objetivo de esta seccién es obtener cotas para estos valores. Empecemos probando
el siguiente resultado.

Lema 3.7 Para toda p > 0 se tiene que

¢ > f{Io(u) 1 v € Xi=y, |ull = p},

donde Xj- denota al complemento ortogonal de Xj, en Hg(Q)C.

Demostracion: Vamos a hacer la demostracion por contradiccién. Supongamos que
existe p > 0 tal que
G _ 1
o < mf{Io(u) s u€ X\, [ul = p},

entonces, por definicién de ¢{, podemos escoger € > 0y ¢ : H}(Q)¢ — H}(Q)Y en I'¢
tales que
Lo(p(u)) < ff +e < inf{Io(u) s u € Xy, ||ull = p}.

Por lo tanto ¢ (X;) N S,Xi-; =0, donde S,Xj- , := {u € Xj-, : |lu|| = p}. Denotemos
por Er = {u € H}(Q)“ : ||lu|| > R} y consideremos la funcién

n:Hy()9\ S, X", — X4 1UER =Y
definida de la siguiente manera: Sea 7(u) la proyeccién ortogonal de u sobre Xi- |, sea

R0
o) = P

y sea t, :=min{t > 0 : 7,(u) + t(u — 7,(u)) € Y}. Definimos

nwy:{zxm+mw—wxw>2Z§5am0uaxﬁmnw

U ¢ Xk:—la

Observemos que 7 es impar ya que 7, es impar y
n(—u) = mp(—u)+tu(—u—m,(-u))

= () = ty(u — my(u))

= —n(u).
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La composicién n o ¢ : X — Y, estd bien definida ya que ¢ (X3) N S, Xj-, = 0, es
impar, continua y si ||u|| > R, se tiene que (no¢)(u) = u. En consecuencia, 7 o ¢
induce una funcién en los espacios cocientes obtenidos identificando a Er en un punto.
Componiendo esta funcién con homeomorfismos radiales, obtenemos una funcién

Xk U {OO} = Xk/<Xk N ER) ﬂ Y/ER = Xk,1 U {OO},

impar en X; que manda al co al co. Esto contradice el teorema de Borsuk-Ulam con
puntos fijos. [21, 12]. m

Denotemos por Gz := {gz : g € G} ala G-6rbita de x y por
m =m(G, Q) := mix{dim(Gz) : z € Q}.

Es decir, m(G, 2) es la dimension de las G-érbitas principales en Q2. Briining y Heinze
7, 8] v Donelly [14] estudiaron el comportamiento asintético de los valores propios A$,
probaron el siguiente resultado

Teorema 3.8 (Briining-Heintze 1978, Donelly 1978) Para k — oo se tiene la

formula asintdtica
AG ~ o/,

donde (3, es una constante positiva que depende tinicamente de ), de G y m = m(G, Q)
es la dimension de las G-drbitas principales en €.

La expresién \S ~ B,k (N=m) significa que

A
W — 1  cuando k — o0,
en consecuencia se cumple lo siguiente.
Corolario 3.9 Existen 31,8, >0 y kg € N tales que
Blk2/(N*M) < )\g < B2k2/(N*M) Vk > ko,

donde m es la dimension de las G-orbitas principales en Q.

Demostracion: Sea € = %, entonces existe kg € N, tal que

<g Yk > ko,
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es decir, existen (3, 3, > 0, tal que
Blk2/(N_m) S )\]? S ﬁsz/(N—m) Vi > kOa
como afirma el corolario. =

La cota superior fue obtenida también por Kajikiya [19] usando métodos mds ele-

mentales que los de [7, 8, 14]. Usando este resultado obtenemos las siguientes estima-

ciones para los valores c{.

Corolario 3.10 Euisten 3 > 0 y ko € N tales que
Bsk® < cf Yk > ko,

(N+2)—(N—-2)(p—1) 2p
(N—-m)(p—2) > N(p—2

donde o = méx{ )} y m es la dimension de las G-orbitas prin-

cipales en Q.

Demostracion: Por el Lema 3.7, para toda p > 0 se tiene que
¢ > mf{l(v) :ve Xy, vl =p}, (3.18)

donde Xj- denota al complemento ortogonal de X en HE(Q)“. Queremos encontrar
p > 0 que optimice esta cota. Usaremos la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg

[ol, < ap [l o3, (3.19)

donde «, es una constante positiva y s € (0,1) es tal que

1 1—s s
- = —. 3.20
P 2% + 2 ( )

Ahora, si v € Xi- |, tenemos que

o]y < (A) ™2l

y en consecuencia, usando (3.19) obtenemos
1, 2 1
Ii(v) = =|o||"==
( 5 10l p\ i

1-
5 H -2 Hva( Vol

v

v

—H = (AG) o (3.21)
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) b —ps/2 o
La funcion t v 3t* — 22 (AF) tP alcanza su maximo en

Y

/(p—2)
pi= (a;p ()\kG)pS/2>1 p—2

por tanto, si v € X;i- | y |[v|| = p, obtenemos de (3.21) que

aoP s _9 e
Iy(v) > (__?p()\’?) p/2pp_2) 2 Z%pzzao ()\kG)p /=2

Del Corolario 3.9 se sigue que existe una constante positiva 34 tal que
Io(v) > 53k2p5/(N_m)(p_2) Yo € Xizy, [lvll = p,
y de la desigualdad (3.18) concluimos que

& > 53]{;2178/(N—m)(p—2)‘

Se sigue de (3.20) que

por tanto, 2ps = 2N —p(N —2) = (N +2) — (N —2)(p — 1) y en consecuencia,

(N+2)-(N-2)p—1)
(N=m)(p—-2)

& > BskY,  con y:= (3.22)

Por otro lado, cuando el grupo G es trivial denotamos a los valores ¢ simplemente por

¢k Bahri y Lions [3], probaron que existen by, by > 0y ko € N tales que
blk2p/N(p—2) < < b2k2p/N(p—2) Yk > ko,

de donde
& > ¢p > b kNP2, (3.23)

Por lo tanto usando (3.22) y (3.23) obtenemos que existen 55 > 0y ko € N tales que

Bak® < & Yk > ko,

(N+2)~(N-2)(p=1) __2p } -

donde o = max{ N—m)(p—2) ’ N(p—2)
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Corolario 3.11 FExisten 3, >0 y kg € N tales que
& < BT V> ko,

2p
(N —=m)(p—2)

donde v = y m es la dimension de las G-drbitas principales en §Q2.

Demostracion: Por definicién de X, tenemos que
ull* < XS |u|§ para u € X,
como p > 2 existe a; > 0 tal que
uly < axlul,,

entonces y )
2 2
lull” < (A7) fuly < ()" (A7) uly

es decir, existe as > 0 tal que
G\ —p/2
as () ™" flulP” < Jul?.
Usando esta desigualdad y como u € X}, tenemos que

1 1

lo(w) = 5 llull* = Jul}
_/2
1 as (\&)7°F
< 5uuu2——2( ’;) Jull”. (3.24)

Sea f (t) la funcién real de variable real dada por

1, a()™”

tP,
2 D

como p > 2, esta funcién tiene un inico méximo ¢* dado por

de donde )
1/p—2
t* = (ag_l (Af)pp) ’ ;



38 3. MULTIPLICIDAD DE SOLUCIONES SIMETRICAS

adema4s

22 ay (AC) " p/p—2
( -1 ()‘k: )P/2> B 2( k) (a;l ()\g)ph)

: ;
o -p/2
_ ( p/z>2/p—2 (%_aa (A;) <a51 (A,f)””))
(e 00) " (3-3)
(A

\G p/p—2 —2/p 2 (1 1)
7) 5-1).
p

De esto y de (3.24) se sigue que existe a3 > 0, independiente de u y de k, tal que
Iy (u) <ag ()\,CG)p/IF2 para u € X,
usando el Corolario 3.9 tenemos que existe 5, > 0 tal que

cg < S)l(lp[o(u) < BT Yk > ko,
k

con = 2p [ |
TN w2

3.5. Infinidad de soluciones (G-invariantes.

Probaremos ahora los dos primeros teoremas de la Introduccién que enunciamos
nuevamente a continuacién. Requeriremos el siguiente lema.

Lema 3.12 Sea (by) es una sucesion de nimeros reales positivos tales que existen y; >
0, u>1, kg € N, con la siguiente propiedad

0 < by — b < 1" Wk > ko,
entonces eziste v, > 0 tal que
b < kWD VE> 1.

Demostracion: Denotemos por

by,
5k = W >0,
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demostraremos que la sucesién (J;) estd acotada superiormente. Sabemos que para
t>0
1+ < (e
pw—1
ya que ﬁ > 1. En particular,

. L 1 < ) 1 w/(p—1) _ (k‘l‘ 1)#/(#*1)
VESY A G = D

% 1 —p/(u—1) /(1)
1 L)) (k+ 1)y <k
( +(ﬂ—1)k)<_+) - ’

— _ b ;
y €omo 0y = =y se tiene que

7 1 /(1)
(14 () ) o s i

) -1 w/(u—1
(%) % O — O bk =g = kY (b1 — b) .

de donde

es decir,

Por hipétesis b1 — b < 71511/ # de modo que

1/p
o\ Okt _w/=1) 1) J
(ﬁ) T Ok G SET b =T
es decir y
L NS WS i k> k 2
F T—i‘ k+1 — k_’hT para k£ = Ko. (3.25)
Sidp < 0py1, k> kg, obtenemos que
-1
O < O0py1 < M—’Ylé;lg/ua (3.26)
14
de donde se sigue que
w— 1 w/(p=1)
0 < (Tfyl) =M, (3.27)
ahora supongamos que
1 w/(p—1)
Opt1 > M = (M—%) ;
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por (3.26), se sigue que

es decir

-1 N/(N_l)
M = (“—71> < 6,
1

y esto contradice (3.27) por lo tanto tenemos que
Opt1 < M.
Solo falta el caso cuando d;.1 < 0, por lo tanto en ambos casos obtenemos que
01 < méx{dy,, M}, para toda k > ko,
por lo tanto la sucesién (J) esta acotada, es decir existe v, > 0 tal que

by < kWD VE> 1.

Definimos

_( 6N—4m 2N
PNm =R BN —2m — 2 N - 1
donde m := max{dim(Gz) : z € Q}.

Teorema 3.13 Para toda p € (2,pym) el funcional I, : H} ()¢ — R dado por

1 1 ~
nw) = [ (G190 = sl - fu)
Q p

tiene una sucesion no acotada de valores criticos ¢<. Es decir, el problema (pg) tiene
una sucesion no acotada de soluciones.

Demostracion: Como vimos en la Seccién 3.1, las soluciones de (p¢) corresponden
a las soluciones de (pf;) via el cambio de variable u = v + uy. Y por la Proposicién
3.1, éstas tltimas son justamente los puntos criticos del funcional I; : H}(Q)Y — R.
Para obtener nuestro resultado aplicaremos el Teorema 2.1 a la familia de funcionales
I« HY(Q)C — R, t € [0,1]. Vimos en la Seccién 3.3 que esta familia satisface las
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condiciones (P1)-(P4) del Teorema 2.1 con 65(t,s) = a(s* + 1)1/4

por lo tanto f, = 0. Resta probar que la sucesiéon

< Ui — & > (3.28)

a((cf1)? + DY+ a((ef)? + 1)1/4

= —0.(t,s) y que

no estd acotada. Supongamos, por contradiccién, que sf lo estd. Entonces, como c§ <
.1, se tiene que

a G G\1/2

o — o <m((E)?+1)
para alguna constante positiva ;. Del Lema 3.12 se sigue entonces que, para k sufi-

cientemente grande,
a 2
¢k < Yok

Por otra parte, el Corolario 3.10 afirma que, para k suficientemente grande, se tiene que

(N+2)-(N=2)p—-1) 2 }
(N-m)p—2)  'Np-2))

Bk~ < c,?, con o= méx{

(N+2)—(N-2)(p—1)

Por tanto o« < 2. Si v = se sigue que

(N-m)(p—2)
(N+2)=(N=2)(p—1) < 2(N-m)(p—2)
6N —4m < p(3N —2m —2)
6N —4m
P 2 oo o
3N —2m — 2
Sia= Nép_ 5 se sigue que
P
N -1

Por lo tanto p > pn,,, contradiciendo nuestra hipétesis. En consecuencia, la sucesién
(3.28) no estd acotada y se sigue del Teorema 2.1 que el funcional I; : H(Q) — R
tiene una sucesién no acotada de valores criticos. Por tanto, el problema (p¢) tiene una
sucesién no acotada de soluciones. m

Denotamos por pfy,, a la méxima raiz de la ecuacién
(2N —m —2)p* — (5N — 2m — 2)p + 2N = 0,

es decir,

, BN —=2m—2+ /6N —2m —2)2 —8N(2N —m — 2)
PNm = 202N —m — 2) ’
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denotamos por

, , 2N —2
DPNm = MAX PN s N_9 [’

donde m := méx{dim(Gz) : x € Q}.

Teorema 3.14 Para toda p € (2, pn.m), el funcional I, : H}(Q)¢ — R dado por

nw) = [ (GIVal = Sl - fu)

tiene una sucesion no acotada de valores criticos ¢5. Es decir, el problema (pg) con
ug = 0 tiene una sucesion no acotada de soluciones.

Demostracion: Argumentando como en la demostracion del teorema anterior, donde
ahora la propiedad (P3) se cumple para 65(t,s) = a (s + 1)1/2p = —0,(t,s) y que por
lo tanto 65 = 0 la demostracién se reduce a probar que la sucesion

¢ .G
(i s ) (320
a((cgy1)? + DY +a((c)? + 1)1/

no estd acotada. Suponiendo, por contradiccion, que si lo estd y aplicando el Lema 3.12,
concluimos que, para k suficientemente grande,

CkG < ,yokp/(p—l)_
Por otra parte, el Corolario 3.10 afirma que, para k suficientemente grande,

LEREILELISONE NS

Bk* < ckG, con o = mzix{

(N-m)(p—2)  "N(p-2)
Por tanto o < p/(p—1). Si a = (Nt?\?:g(_ﬁ%)—l) se sigue que

(2N —m —2)p* — (5N — 2m — 2)p + 2N > 0.

2p
N(p—2)

Sia= se sigue que

2N —2

N-—-2"

contradiciendo nuestra hipétesis. En consecuencia, la sucesién (3.29) no estd acotada
y se sigue del Teorema 2.1 que el funcional I; : H} ()¢ — R tiene una sucesién no
acotada de valores criticos. Por tanto, el problema (pg) con uy = 0 tiene una sucesién
no acotada de soluciones. m

D>
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3.6. Comparacién con resultados previos

Bolle, Ghoussoub y Tehrani [6], probaron que el problema
~Au=|ufPu+f enQ
U = Ug en 0f)
tiene una infinidad de soluciones si p € (2, ]\2,—]7\[1) , N > 3. Vamos a ver para qué valores
de m € {0,1,..., N — 1} obtenemos un mejor resultado.

Observacién 1. Se cumple que

N N _
N_1 PemsT s

Para comprobar esta afirmacién basta observar que las siguientes desigualdades
son equivalentes:

2N 6N — 4dm
N—1 = 3N—2m_2
2N (3N —2m —2) < (6N —4m)(N —1)
6N2 —ANm — AN < 4m —6N —4ANm + 6N?
N

— < m. N
5 m

Notemos también que py.,, es siempre subcritica:

Observacion 2. Se cumple que
DNm < 2N +4 < 2% = ﬂ
"= N N -2
Para demostrar la primera desigualdad consideremos la funcién
p(t) = 6N — 4t
3N —2t -2’

su derivada

8
(3N — 2t — 2)?

p(t) =

es siempre positiva, de modo que,

2N +4

p(m) <p(N —1) = vm e {0,1,...,N —1}.

Notemos ahora que

2(N+2)< 2N
N N -2

= N’ —4=(N+2)(N-2)< N> H
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Bahri y Lions [3] probaron que el problema

—Au=|ufPu+f enQ
u=20 en 02

tiene una infinidad de soluciones si p € (2, 2J<,V__22)

m € {0,1,..., N — 1} se tiene que

. Vamos a ver para qué valores de

2N — 2 -
N —92 PNm-
Observacién 3. Se cumple que
2N=2 PRI, S
m ———<m< N-—-1
N_2 =PV 2(N — 1)

Para demostrar esta afirmacién consideremos la ecuacién
(2N —t —2)p(t)> = (5N — 2t = 2)p(t) +2N =0, te€ [0, N —1],
derivando implicitamente obtenemos
[2(2N —t —2)p(t) — 5N + 2t + 2] p'(t) = p(t)* — 2p(t).
Para p(t) > 2 y N > 4 se cumple que p(t)* — 2p(t) > 0 y que
22N —t—-2)p(t)—5N+2t+2 > 4(2N—t—2)—5N+2t+2 = 3N—-2t—6 > N—4 > 0,

por tanto,

iy p(t)* — 2p(t) .
PO = aN - ap@) —sN a0 SN =4 (3:30)

Por otra parte, las siguientes identidades son equivalentes:

2N —2 2N —2
N -2 N -2
(2N —2)[(2N —t —2)(2N —2) — (BN — 2t — 2)(N — 2)] + 2N(N — 2)* =
(2N —2)(=N? +4N —2t) + 2N(N - 2)2 = 0
2N? —4t(N —1) = 0.

(2N—t—2){ }2—(5N—2t—2){ }+2N =0

En consecuencia,
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Nétese que
2
N>4= ———.
- 2(N —1)
Como p/(t) > 0 si N > 4, obtenemos que
(m) > N2 s Al |
m = p(m m>————.
Prm =P N2 2(N — 1)

También se tiene que py,, es siempre subcritica:

Observacién 4. py ., < 2.
Se tiene que
(N —1)pyn_1 —3Npyn-1+2N =0

En consecuencia,

3N +ON2—8N(N —1) 3N+ (N+4) 2N+2 2N

1= = < = 2%
Pr.N-1 2(N — 1) 2(N — 1) N-1 N_2

Se sigue de (3.30) que pym < pyn-—1 <2*sim < N —1y N > 4. Se comprueba
directamente que esto también se cumplesim < N -1y N=3. R

Observacion 5. Si () es una bola, f es radial y ug = 0, Candela, Palmieri y Salvatore
[10] probaron que (po(n)) tiene una infinidad de soluciones si 2 < p < 2* para
N > 4.
Para obtener este resultado encuentran una cota inferior para los valores CS(N)
mejor que la que obtuvimos en el Corolario 3.10. Esto lo hacen estimando el
nimero de los valores propios menores o iguales que cero del operador de Schrodinger

—A+V en HY (BR)°™  donde V = —p(p — 1) [ul" 2.

Conjeturamos que debe ser vilido que el nimero de valores propios m2enores o
14

(N —m)(p—2)

y m es la dimensién de las G-érbitas principales en 2. Esto permitiria mejorar

nuestros teoremas, obteniendo una infinidad de soluciones para toda p subcritica

cuando m es suficientemente grande.

iguales que cero de este operador en Hg ()¢ es > (5:k7, donde v =
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Capitulo 4

Cotas superiores para la energia de
soluciones G-invariantes

4.1. Cotas superiores

Estimaremos la energfa de las soluciones dadas por los Teoremas 3.13 y 3.14. Como

antes denotamos por
m = max{dim(Gz) : x € Q},

probaremos el siguiente resultado.

Teorema 4.1 Los valores criticos de I : HY(Q)Y — R dados por los Teoremas 3.13 y
3.1/ satisfacen
;< PR,

donde 5 > 0 es una constante que no depende de k y v = 2p/(N —m)(p — 2).

Para simplificar notacién escribimos [ := I, es decir,

1 s 1,
) = 5 [l = .
Denotemos por
C s 1.
Io(u) == 5 Jul® - » lul,, C>0.

Para cada u € H}(Q)® consideremos las funciones reales de variable real

fu(t) = =1I(tu) (4.1)
gu (t) + = Ic(tu).
47
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Lema 4.2 Sean f, y g, como en (4.1) entonces
1 — (P/P—2,, 4
mixgy (t) = O méxf. ().

Demostracion: Como

Coa 1,
9u (8) = Io(tu) = o fJu]” - ’ Jul ,

t>0yp> 2, existe un tnico fjf > 0 tal que g, alcanza su m&aximo, como

g () =t (C llull® = 172 uf?)

A 2\ 1/p—2
se sigue que 7 = (%) y ademds
p

2\ 2/P—2 2 2
g, (i#) = Clul Cllul]”  Clull
) Jul, 2 P
9\ P/p—2
C |l (p—2)
Jul? 2p
Haciendo C' = 1, encontramos el tnico ¢, > 0 tal que f, alcanza su méximo
2\ 1/p—2
- (Hun )
p
|ul,

2\ P/P—2
£ = (uun) (-2

Jul? 2p

~
<

Por lo tanto

>

~

gu (£F)

L= v,
fu (t)

como afirma el lema. =

Lema 4.3 Si C > 1 entonces existe una funcion continua \ : H} ()¢

las siguientes propiedades:

(i) I([(1 = s) + sA(u)]u) < I(u) para todo u € H} (), s € 0,1].
(i1) Si Ic(u) < 0 entonces A(u) = 1.

(i1i) Existe una constante oy > 1 tal que

0 si 21 (u) < méx>o I (tu)
le(Muw)u) < { arl(u) si2I(u) > maxgso I (tu).

— [0,00) con
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Demostracion: Para cada v € H}(Q)% con ||v]| = 1 consideremos la funcién real de
variable real f, (t) := I(tv). Como p > 2, su grafica tiene la siguiente forma:

y

(4.2)
En consecuencia existen tnicos 0 < ¢, < t, < tr < T, < oo tales que
I(t,w) = r£1>aox I(tv),
2I(tv) > mfgc I(tv) <=t et t]
]C(Tvv) = 0.
Definimos p, : [0,00) — [0, 00) como:
( 0 s$i0<t <t
t—tr . o :
= ty sit, <t<t,
b=t
Ne=4 (T,—%)(t—1%) . .
p’U() ( )(A )_'_tv Sltvgtgt,j—
t— 4,
T, sith <t<T,
| t si T, < L.
Para cada u € H}(Q)% ,denotemos por t := |ju]| y por v := Tuy 8w # 0. Definimos la

funcion A : H} ()¢ — [0, 00) mediante

o(t)
)\(u)::{pt siu#0
0 siu=0.

Vamos a demostrar que A cumple (i) — (iii) . Para (i) hay dos casos:

~

a) Sid(u) <1&p,(t) <t 0<t<t, Sea < s <1 entonces

T=1-5)+sA(u)<1=r7t<t,
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de donde
I(ru) =1 (rtv) = f, (1t) < f, (t) = I (u),

ya que f, es creciente si 0 <t < ty.
b) SiA(u) > 1< p,(t) >t t, <t Sea 0 <s <1 entonces

T=(1-5)+sA(u)>1=171t>t,

de donde
I(ru) =1 (rtv) = f, (1t) < f, (t) = 1 (u),

ya que f, es decreciente si t > £,. Por lo tanto se cumple (i).
Para demostrar (ii), por definicién de T, se tiene que I (T,v) =0y

Ic(u):IC(tv)§O<:>t2Tv,

y por lo tanto A (u) = 1.
Ahora demostraremos la primera parte de (ii7) . Por definicién de ¢, ¢}, T,, se tiene lo
siguiente

21 (tv) = 2I(u) < rgioxl (tu) = Iilég([ (stv)
& 0<t<t, o t>tF

Si 0 <t <t, entonces A (u) =0 por lo tanto /¢ (A (u)u) = 0.
Sit >t entonces p, (t) > T, por lo tanto

C , C
5 IX@ul® =5

, 1 1
1oy () 0" < . Py (t) 0], = . A () uly,

es decir I¢ (A (u)u) < 0. Por lo tanto I (A (u)u) < 0si 2] (u) < I?égd (tu) .

Para la segunda parte de (iii) , tenemos max;=o I(tu) < 2I(u) y por el Lema (4.2), se
sigue que

e (A (u)u)

IN

Ig%x]g (tu) = MAXGu (1)

— P/P—2, 4
CPP méxfu ()

= CPP 2 max I(tu)
>0

2077721 (u) |

IN

con oy = 20P/P=2 > 1, se obtiene el resultado. m
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Denotamos por
R :=méx{|z| : 2 € Q},

y por
K:={rcQ:|z|=R)},

Lema 4.4 Existe r € (0, R) tal que si x € 09, |z| > r entonces
i) tx € Q para todo t € (r|z|™", 1),
i) tx ¢ Q para todo t > 1.

Demostracion: Como la norma es continua, K es cerrado en  y por tanto, com-

pacto. Ademds, K C 99Q. Sea n : 9Q — RY el campo vectorial normal unitario exterior
aQysea A:={recd: (n(z),z)>0}. Dado que 1 es continua, se tiene que A es
abierto en J). Observemos que, si x € K, entonces 7 (z) = % Por tanto, K C A.
Dado que 952 es compacto, existe € > 0 tal que M := {x € 9N : || > R—¢c} C A. De
no ser asi, existirfa una sucesién (z,) tal que R — % <z, <R,z, € 0Q\A, x, — 1,
x € 0N y por continuidad de la norma, |z| = R. Es decir, x € K y x € 90\ A. Esto
contradice el hecho de que K C A.
Sea r = R — ¢, vamos a demostrar que si x € 9, |z| > r entonces tx ¢ ) para to-
do t > 1. Supongamos que no, es decir, que existe tg > 1y z € 99, |z| > r, tal que
tor € €, entonces existen 1, to > 1 tal que tyx, tox € 0L, estos puntos tiene la siguiente
propiedad, (1 (t1x),t12) < 0y (n(taz),t2x) > 0 por el teorema del valor intermedio
existe t* > 1 tal que t*z € I y (n (t*x),t*z) =0, es decir t*z € M y t*x ¢ A, esto es
una contradiccién. El otro caso es andlogo. m

Sea x : [0,00) — R una funcién no decreciente de clase C* tal que x(¢) = 0 si
t €[0,7] y x(R) = 1. Para cada s € [1,2], sea 7, : RY — R¥ la funcién dada por

Ts(x) = (14 (s — D)x(|z])) . (4.3)

Lema 4.5 La funcion 7, s € [1,2], definida en (4.3) satisface:
(i) Ts(x) =x si|x| <r ds=1,
(ii) T(02) C RN \ Q,
(iii) Existe d € (r, R) tal que |T3(x)| > R si |z| > d,
(iv) 74(gx) = gTsx para toda g € G y v € RV,

Demostracion: Las propiedades (i) y (iv) se siguen inmediatamente de la definicién
(4.3). Para probar la propiedad (i) observemos que, si x € 90 y |x| < r entonces, por el
inciso (i), 7,(z) =2 € 00 C RN\ Qysiz € 90 con |z| > r, como (1 + (s — 1)x(|z])) >
1 para toda s € [1,2], se sigue del Lema 4.4 que 7,(z) C RY \ . Para probar (iii)
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basta tomar d € (r, R) tal que d > 28 y y( :. Entonces, si |z| > d, se tiene que
d

d) >
> R.

[m2(2)l = (1 +x(|z]) [2] = (1 +x(d)) d > F m
Denotamos por
Cy == méx{||Dr, ()||> : z € Q, s € [1,2]}, (4.4)
y por B
Cy := max{|detD7, (z)| : x € Q,s € [1,2]}. (4.5)

Lema 4.6 Fuxiste una funcion continua
Hy(Q)9 % [0,2] — Hg(D)F,  (u,8) — us,

tal que, para toda u € HE(Q)®, satisface:

(i) uo = u.

(ii) Q~supp(ug) # 0.

(i4i) Eziste una constante a > 0 tal que I(u,) < max{al(u),0} para todo u € HE(A)%,
s €10,2].

Demostracion: Sea C := C1Cy y sea A : H ()¢ — [0,00) la funcién dada por el
Lema (4.3). Pensaremos a HE ()% como subespacio de H'(R™)% es decir, considera-
remos a cada u € H(9)¢ como la funcién definida en RY que se obtiene extendiendo
a u como 0 fuera de (). Definimos

1@ =s) + sA(u)]u(x) sisel0,1]
%“”—{MmmR@ Gisell?

)

Sea s € [1,2]. Por definicién de ug tenemos que
Vus(z) = ANu)Vu(rs (z))D7s(x)
Por tanto,
Vus(2)]* < Muw)? [Vu(r, (2))]* | D7, (@)[* < Cox(w)? [Vulr, (2)),
donde C es la constante definida en (4.4). En consecuencia,
[ivul < [19u@P denr, @) ds

< Cl/\)\(u)Vu (75 ()| |det D7, ()| da = Cl/]V()\(u)u)\Q.
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Por otra parte,

[ @l = [ P @)l detdr (@) da
=:/MMWM&AMMSQ/MW

donde C} es la constante definida en (4.5). En consecuencia,

1 1
Iw) = 5 / Vu - / ]

< o'l / VO3 [ M|
= Oy e(Mu)u)
< méx{al(u ),O} si s € 1,2,

donde C := C1Cs y a := méx{C;lozl, 1} con a; como en el lema anterior. Por otra
parte, el lema anterior también implica que

I([(1=8)+ sA(u)]u) < I(u) <mix{al(u),0} sisel0,1].

Esto concluye la demostracién. m

Lema 4.7 a) Siu € I°:={ue€ H}(Q)%: I(u) <0} yt > 1 entonces tu € I°.

b) 19\ {0} es homotdpicamente equivalente a la esfera unitaria en H}(2)C,

Demostracion: a) Sean u € I° y t > 1. Entonces, como p > 2, se tiene que t? < .
Por lo tanto

t2 t? )
I(tu) = 7 |lull* ~ \ [ < <% Hu|| = luly =11 <0,

es decir, tu € I°.
b) Sea u € HE(Q)Y con ||ul| = 1. Definimos

fu(t) = I(tu),
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como p > 2, la gréfica de f, tiene la siguiente forma:

(4.6)

En particular, existe un unico t, > 0 tal que f,(t,) = 0. Denotemos por S a la esfera
unitaria en H}(2)¢. Entonces la funcién

S — 9(1° < {0})

U — t,u
es continua y de hecho, es un homeomorfismo con inverso

oI’ {0}) — S
(e
flewll
Por el inciso a) se tiene que I(I° \. {0}) es un retracto por deformacién de I° \ {0},

de modo que I° \. {0} es homotépicamente equivalente a S. =

Proposicion 4.8 FEuxisten constantes o, > 0, que dependen sélo de 2 y de p, con
la siguiente propiedad: Para todo par de subespacios V- C W de dimension finita de
H}(Q)C con dimW = dimV + 1 y para toda funcion impar ¢ @V — H} Q) y
R > 0 que cumplen que ¢(v) = v si ||v|]| > R, existen R > R y una funcion impar
o : W — HYQ)C tales que
(i) p(v) = p(v) para toda v €V,
(ii) p(w) = w para toda w € W con |w|| > R,
(i) mix e I(F(w)) < amix,ey [((0)) + 5.

Demostracion: Sean V C W subespacios vectoriales de dimensién finita de H{ ()¢,
tales que dim W = dimV + 1 y sea ¢ : V — H}(Q)% una funcién impar y continua tal
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que ¢(v) = v si ||v|| > R. Fijemos e € W ortogonal a V' tal que ||e|| = 1. Extendemos
primero ¢ al semiespacio W+ ={v+re:v €V, r > 0} como sigue:

_ [ o), vev, se
¢(U+86)—{ Z(U)2+(3_2)w veV, sel200),

donde u, es la funcién de el Lema 4.6 y w € H (2~ supp(uz))®, w # 0 es una funcién
tal que

ademds cumple que
max [ (tw) < I(w) =: (4.7)

(véase la figura 4.2). Observemos que

() =)y =pv) YveV.

Ademds, como los soportes de p(v)s y w son ajenos, usando la Proposicién 4.6 obtene-
mos que

max{al(p(v)),0} veV, selo0,2]
I (v + se)) < { il (o(0)).0) 4 I((s— 20) veV sc [2.00).

Se sigue de (4.7) que
I(¢Y(v+ se)) < max{al(p(v)),0} + 5 Yo eV, se€|0,00). (4.8)

Ademds, como dimV < oo, p(v) =wvsi ||v]| > Ry I(v) — —oo cuando ||v|| — oo, se
tiene que la funcién v — I(p(v)) alcanza su méximo en V' y que existe R; > R tal que

I(v) <
s—2

o B si-[Jol] = R,
I(( )

Jw) < —max,ey ol (p(v)) sis > Rjy.

En consecuencia,
I(W(v+se) <0 si|v]|>Riosis>R;.

Sea Ry > Ry tal que ¢(w) € I°\ {0}, para toda w € W con ||w|| > Ry. Como I°\ {0}
es homotdépicamente equivalente a la esfera unitaria en H} ()¢ (Lema 4.7), I°\ {0} es
contraible y en consecuencia, existe una homotopia

U:{weWt:||w| =Ry} x[0,1] — I°\ {0}
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tal que ¥(w,0) = P(w) , ¥(w,1) = wy ¥(v,t) = v para toda v € V y t € [0,1].
Definimos R := Ry + 1y ¢ : W — H}(2)C como sigue:

(w) siwe W, ||wl| < Ry

5(w) = V(R lwll = Ro) siw e W*, Ry < |l < R
w stwe W, R< |w|
—p(—w) si —we W,

Entonces p(v) = p(v) para toda v € V' y como ¢ es impar, » estd bien definida y es
continua. Por definicién, p es impar y p(w) = w para toda w € W con ||w|| > R. Como
Iespary I(p(w)) <0si||lw]] > Ry, se sigue de (4.8) que

méx [(p(w)) < amdxI(p(v)) + 5.

Esto concluye la demostracién. m

Demostracién del Teorema 4.1. Sean (; : [0,1] x R — R, i = 1,2, definidas

por
{ €1(0,8) =5 { ,(0,8) = s
%gl (t’ 8) = _Q(CI (tv S)) %§2(t7 S) = Q(CQ(tJ S))

donde 0(s) = a (s +1)"* siug £ 0y a(s2+1)"* si ug = 0. Sea ¥ es valor definido
en (3.17). Si (,(1,¢§ + ) < ¢4(1,¢§, ;) para alguna 0 < & < 1, escogemos ¢ € I'“ tal
que

sup I(p(u)) < cf 4 ¢

ue Xy
(recordemos que hemos denotado Iy = I'). Aplicando la proposicién anterior obtenemos
una funcién impar @ : Xy — HE(Q)Y tal que p(u) = p(u) para todau € Xy, p(u) = u
si flull > Ry

sup [ (p(u)) < a(cf +e) +B8 <acf +a+B.
u€EXpy1

Por el teorema de extension de Tietze ¢ se puede extender a una funcién impar @ :
H}(Q)E — H}(Q) tal que @(u) = u si |Ju]| > R. El Teorema 2.1 asegura que

& <Gl sup T(@(w)) < Co(1 ac) +a+ ). (4.9)

UEXk+1

Por definicién ¢, se cumple que

s — (ot )] < C1|0(s)| < Cu(s® +1)3 (4.10)
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por (4.9), (4.10), haciendo s = ac{ + a + 8 y t = 1 obtenemos que

EE§C’l((acg+a+ﬁ)2+1)i+Ozcg+a+6 (4.11)
Por otra parte, el Corolario 3.11, afirma que

o < Bk (4.12)
Usando (4.11) y (4.12) se obtiene que existe § > 0 tal que
& < BKY,
cony=2p/(N-m)(p—2). R
Para el grupo trivial, el Teorema 4.1 fue probado por Castro y Clapp en [9].

4.2. Demostracion de los teoremas principales

El Teorema 1.5 se obtiene inmediatamente del Teorema 3.13 y el Teorema 4.1.
El Teorema 1.6 se obtiene inmediatamente del Teorema 3.14 y el Teorema 4.1.
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