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Introduccion

En las ciencia naturales y en otras disciplinas surge la necesidad de opti-
mizar. Una herramienta 1til para lograr este propédsito es la teoria de control
6ptimo. ; Qué es la teoria de control? Una respuesta que podemos dar a esta
pregunta es la siguiente: dado un sistema, deseamos modificar su compor-
tamiento de forma que el resultado sea éptimo en algin sentido. El objetivo
principal de esta tesis es poder dar una introduccién a esta teoria en dos
contextos matematicos; el determinista y el estocastico.

Este trabajo se divide en tres capitulos, los primeros dos estan dedica-
dos a desarrollar los conceptos basicos para entender las correspondientes
formulaciones y el ultimo para desarrollar ejemplos concretos.

En el primer capitulo presentamos algunos conceptos fundamentales del
cdlculo de variaciones que ayudardn a introducir a la teoria de control
optimo determista. Después, enunciamos el principio de Pontryagin y lo
desmostramos en un caso particular. Y por ultimo abordamos el tema de la
programacién dindmica y sus consecuencias: los principios de verificacién y
la relacién con la teoria de control.

En el segundo capitulo construimos la integral de It6 , definimos las
ecuaciones diferenciales estocdsticas y presentamos los correspondientes re-
sultados de existencia y unicidad, asi como la propiedad de Markov y la
férmula de Dynkin. Al final desarrollamos la teoria de control y los princip-
ios de verificacion correspondientes a este caso.

El tercer capitulo estd dedicado a desarrollar y mencionar ejemplos en
finanzas y biologa.
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Capitulo 1

Teoria de Control

En este capitulo presentaremos los conceptos fundamentales de la teoria
de control que seran necesarios para abordar problemas de control estocdsti-
co. En particular desarrollaremos las nociones basicas del cédlculo de varia-
ciones y deduciremos condiciones necesarias para la existencia de extremos
(ecuacién de Euler-Lagrange). Posteriormente abordaremos las nociones cor-
respondientes a la teorfa de control (principio de Pontryagin, ecuacién de
Hamilton-Jacobi-Bellman). Se pueden consultar [102], [FR75], [FS92] y [KSh91].

1.1. Calculo de Variaciones

El propésito de esta seccién es poder dar los conceptos basicos del calculo
de variaciones. Posteriormente veremos cémo relacionar este problema con
la teoria de control.

1.1.1. El Problema mas Simple

El problema central del calculo de variaciones es andlogo a uno de los
problemas més importantes del cdlculo diferencial. Este consiste en que dada
una funcidn, y ciertas restricciones sobre ésta, deseamos encontrar un maxi-
mo o minimo interior (en caso de existir) de dicha funcién en una region,
ie.

J(z) = méxzex J(z), donde X={ funciones admisibles }.

Esto nos dice que las funciones que consideraremos esta constituida por
funciones cuyas variables son a su vez funciones. A estas “funciones de fun-
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ciones” las llamaremos funcionales. Hemos de notar que las restricciones
estan dadas por la clase de funciones consideradas, por ejemplo:

1. C%a,b) =C°(I)={ f: I — R | f(t) es continua },

2.C"I)={ f : I — R | f(t) tiene derivadas hasta orden n y sus
derivadas son continuas },

3. LP(D)={f: I —R| f; |f(t)|Pdt < oo para 1 < p < co}.

Nuestro objetivo es deducir condiciones necesarias sobre los funcionales
para la existencia de un extremo (i.e. maximo o minimo) anélogas a las cor-
respondientes del calculo diferencial sobre la anulacién de la derivada.

Sea F(t,z,p) € C! una funcién tal que
1. F: I xRxR— R con z(t) € C(I),
2. z(a) = A, z(b) = B.

Sea

b
(1.1) J(z) = / Ft, (1), 2/ (1)) dt,
a
entonces nuestro problema es encontrar una funcién z tal que

J(2) = méx J(z),

con X ={xr € C'(I)|z(a) = Ayx(b) =B }.

Asi como en el calculo diferencial sabemos que si en z se alcanza un
méximo o un minimo interior, ¢’(z) = 0, (siguiendo este mismo razonamien-
to) veremos que una condicién parecida es necesaria para nuestro problema.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que z es un maximo de (1.1),
ie. J(z) > J(z) Vo € X. Sea z(t) = z(t) + kh(t) tal que h € CY(I) y
h(a) = h(b) =0, k € R.

Notemos que = € X, ya que cumple con las condiciones de la clase de
funciones admisibles.
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Sea,
b
g(k) = / (Pt 2(0) + k(). (1) + B/(1)) ) .

Como z es un méximo entonces ¢'(0) = 0. A continuacién veremos como
calcular ésta derivada:

Para & fija tenemos
g'k) = ;ﬂ(/@bF(t,m(t),x’(t)) dt)
(12) = F.a). x’(b»dé,? ~ Fla,a(a), 2/ (@) S +
/ ; (1) )
/ ( (t, 2 + kh, 2 + Kkl )h + Fy(t, 2 + kh, 2 + kh’)h’) dt.
Es decir

(1.3) g (0) = /b (Fm(t, z,2Yh + FL(t, 2, z')h') dt.

La expresion (1.2) se deduce de la regla de Leibnitz. A (1.3) se le conoce
cémo la primera variacién, y se le denota frecuentemente (sobre todo en la
literatura fisica) por dg(z)h. La condicién de extremo es entonces dg(z)h = 0.

Integrando por partes desde a hasta b y usando las condiciones de fron-
tera

(1.4) /F h'dt = /j( Nhdt.

Entonces obtenemos que

g'(0) = /ab (Fx - %(Fx/))hdt —0

por el Lema 1.1.1 (ver mds adelante) tendremos que
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siendo esta una ecuacién diferencial ordinaria (EDO). A la expresién ante-
rior se le conoce como la ecuacion de Euler-Lagrange (E-L).

Entonces una condicién necesaria para que z sea un maximo interior, es
que cumpla la ecuacién anterior.

Observacién 1.1.1 Para deducir (1.3) sélo usamos el hecho de que z sea
un punto extremo interior.

Ejemplo 1.1.1 (Geodésicas en el plano) Dados dos punto en el plano,
deseamos encontrar la curva que una a estos puntos y a su vez, la longitud
de la curva sea minima.

Para este problema, consideramos F(t,z,z') = (1 + (m’)Q)% con z(a) =
A, z(b) = B y el funcional resultante representa la longitud de una curva.

Sea X = Cla, b], entonces la ecuacién de E-L es

!/

(Fo) = (@)1 +@))73) = R =0,

y por tanto
1
Fp=@(1+@))2=C

con C constante. Entonces podemos observar que z(t) = ct + d son las
soluciones a la correspondiente ecuaciéon de E-L, con ¢ = A — B/a — by
d = B — bc. Notemos que las soluciones son rectas, si A # B; una constante
si A = By, en particular cero si A = B = 0. De otra forma, no serian
admisibles. La interpretacion de este resultado responde a la pregunta de
cudl serfa la longitud minima de curva dada por la grafica de una funcién.
Es curioso ver que obtenemos un resultado que ya conociamos, y que se puede
resolver sin esta herramienta usando argumentos geométricos. Lo importante
de lo que hicimos anteriormente es ejemplificar un resultado conocido, ya
que este tipo de razonamientos no necesariamente es el mas adecuado , pero
sirve para poder tratar el problema de las geodésicas en forma mas general,
por ejemplo buscar las geodésicas en una superficie o en una variedad (ver

[Ca93)).
Ejemplo 1.1.2

Sea F(t,z,2') = cx® + dz' con z(a) = A y x(b) = B, donde c,d son
constantes. Entonces la ecuacién de E-L es

!
dx" —cx =0,

4



Teoria de Control 1.1 Célculo de Variaciones

que es una EDO de segundo orden. Notemos que si la ecuacién anterior la
multiplicamos por 22’ y sumamos y restamos z” F, lo que nos queda es

d
a(F — xlF$/) = 0,
que es lo mismo que

F—2'Fy =ca® — dz'* = K,

que es una EDO de primer orden. A la ecuacién anterior se le conoce como
la integral primera y es de utilidad cuando F' no depende explicitamente de
la variable t.

Definicién 1.1.1 (Derivada de Gateaux) Sea J un funcional definido
en un espacio vectorial normado (e.v.n.) denotado por (X, ||-||). Si J cumple
con:

1. J(z +th) estd definido para |t| pequeno.

2. lim;_.o w = %J(m + th) existe,

se dice que J tiene deriwada de Gateaur en x en la direccion h, y se denota
como DpJ(x).

Definicién 1.1.2 (Derivada de Fréchet) Sea J un funcional definido en

e.v.n. (X,| -1). Si existe un funcional lineal acotado en X, DJ(x), tal que:

J(x+h)=J(x)+ DJ(x)h+ o(||h]]), Vh € X,
entonces se dice que J(x) tiene derivada de Fréchet en X, denotada por
DJ(x).

Si X = R"™ obtendriamos, de la primera definicién, la derivada direccional
y en el segundo caso la diferencial.

Ejemplo 1.1.3

Sea F(t,x,2') una funcién continua, con derivadas parciales F,, Fj
continuas en [a,b] x R%. Sea J(z) el funcional asociado definido en un sub-
conjunto de C[a,b]. Un célculo directo nos da que

b
DhJ(:U):/ Foh+ Fyuh' dt

5
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y también se puede demostrar que ( véase [102])
DypJ(x) = DJ(x)h.

Por lo tanto la derivada de Fréchet como la de Gateaux coinciden. Ver
[102].

Enunciaremos los siguientes resultados que justifican algunos pasos an-
teriores. A estos se les conoce como lemas fundamentales del célculo de
variaciones.

Lema 1.1.1 Sean g y h funciones continuas en I, con h(a) = h(b) = 0. Si

(1.5) /bg(t)h(t) dt =0,

V h entonces g(t) =0V t € I.

Demostracion. Haremos la demostracion por contradiccién. Sin pérdida de
generalidad, suponga que g(tg) > 0 para algun to € I. Por continuidad de
g, existe un intervalo («a, 3) alrededor de ¢y donde g > 0 para todo punto en
(o, B). Consideremos

h(t):{ (()t_a)(ﬁ—t) ifa<t<gp

€.0.C.

y notemos que

b s
/ g(t)h(t)dt = / g)(t —a)(B—t)dt >0
y esto contradice (1.5) [J.

Lema 1.1.2 Si g(t) es una funcion continua en I con ffg(t)h’(t) dt =0
para toda h(t) € CY(I) con h(a) = h(b) = 0, entonces g(t) es constante en
1.

Demostracion. Ver [102] O.
A estos lemas se les conoce como lemas fundamentales del cdlculo de
variaciones (véase [102]).

Podemos observar que nuestra clase de funciones nos permitieron in-
tegrar por partes en (1.4) para obtener la ec. de E-L. Los lemas nos dan

6
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condiciones méas débiles con respecto a la diferenciabilidad de g(t) y los re-
sultados serfan méas generales si h(t) fuera infinitamente diferenciable (en el
sentido distribucional ver [E02]). La demostracién no se dard, pero ésta se
puede consultar en [102].

Anéalogamente presentamos la segunda variacion que seria el equivalente
a la segunda derivada y ésta es

b
g"(0) = 6%g(t)h = / Fyoh? + 2F, hh' + Fyph'? dt.

Ahora bien, una condicién suficiente para que en un extremo se alcance
un méximo (minimo) es que F(t, z,z’) sea céncavo (convexo) en x y 2/, ya
que si _

F = F(t,z,2') y F = F(t,z,2') entonces tendrfamos, por definicién de
concavidad, que

F(t,z,2') — F(t,2,2') < (x — 2)Fp + (2' — 2/ Fy,

e integrando esta desigualdad
b _ b N _
(1.6) / (F—Fydt < / (x— 2)Fy+ (2 — &) Fr dt

b — —~
(1.7) = / hF, + h'Fy dt

(1.8) = /abh<ﬁ;—i(5)> dt = 0.

La segunda igualdad se debe a que h = x — z, h(a) = h(b) =0y z es un
extremo, por lo tanto cumple con la ecuacién de E-L.

El inconveniente con esta condiciéon es que la mayoria de los problemas
no van a ser necesariamente concavos (convexos).

Andlogamente, una condicién necesaria para encontrar un maximo (minimo),
es que 62J(2)h <0 (> 0). Notemos que

b b d
/ 2F, . hh' dt = — / h2$(Fm/) dt.

Observemos que no hay términos de frontera, porque h(a) = h(b) = 0,
por lo que
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b
d
62 J = / <Fm - dt(Fm/)> h? + F b/ dt.

Ahora usaremos el siguiente lema para obtener otra condicién necesaria
para la existencia de méximos o minimos.

Lema 1.1.3 Sean P(t) y Q(t) funciones continuas en I tales que el sigu-
iente funcional cuadrdtico

/ (PO (1) + Q1P dt

esté definido ¥V h € C*(I) con h(a) = h(b) = 0. Una condicion necesaria
para que el funcional no sea positivo para toda h es que P(t) <0 en I.

Demostracion. Ver [102] OJ.

Aplicando el lema anterior, con P(t) = Fypp y Q(t) = Fpp — (Fow)',
tenemos que una condicién necesaria es que Fy,» < 0. A esta condicién se
le conoce como la condicion de Legendre.

Ejemplo 1.1.4 (continuacién del Ejemplo 1.1.1)

En este caso )

Fllzi
'z (1—|—$/2)%

> 0.

Entonces

b
§2J(x)h = / Foph/*dt > 0.

Por el resultado y la condicién anterior, las soluciones de la ecuacién de
E-L correspondientes a este problema cumplen la condicién de Legendre.

Ejemplo 1.1.5 (continuacién Ejemplo 1.1.2)

Analogamente,
Fprp = 2d.

Entonces si la solucién al problema existiera, d < 0 es necesario para que
fuera méaximo, més no suficiente y la desigualdad se invierte si se buscara

8
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un minimo. Ahora sélo hay que verificar la segunda variacién para darnos
cuenta cudl seria su signo , i.e.

b
2 / ch? + dh'* dt,

y observamos que el signo de la segunda variacién no esta bien determinado
si ¢ # d, si ¢ = d el signo de la segunda variacién seria el mismo de c.

1.1.2. Condiciones Holonémicas y no Holonémicas

En esta seccién hablaremos de los tipos de restriccién que podemos aso-
ciar a nuestra funcional. En varios casos podemos ver que dada una funcion,
no siempre va a existir un maximo o un minimo interior, ain cuando la
funcién sea continua i.e. una funcién mondtona creciente y continua. Si res-
tringimos los valores que toma la funcién en un conjunto més pequeno (i.e.
compacto), nuestro problema esta resuelto por el teorema de Heine-Borel.
En las aplicaciones, de forma natural se dan cierto tipo de restricciones i.e. la
cantidad de combustible de una nave espacial, la cantidad de material para
construir una caja 6ptima, etc. Podemos dividir los tipos de restricciones en
tres:

1. Los problemas condicionados por un funcional,

2. Los problemas condicionados por un operador no lineal que dependa
de la funcién z (condicién holonémica), y

3. Los problemas condicionados por un operador no lineal que dependa
de las derivadas de la funcién = (condicién no holonémica).

Para que podamos dar alguna respuesta a nuestro problema con restric-
ciones, tenemos que hablar primero de los multiplicadores de Lagrange:

Teorema 1.1.1 (Multiplicadores de Lagrange en X [I102]) Sean J(x),
Gi(x), -+ ,Gm(z) funcionales definidos en una vecindad de xo en X, con
derivada de Gateauz en esta vecindad para toda direccion h en X. Supong-
amos que cada derivada es continua en x para cada h fijo. Si J(x) tiene un
extremo local en xq, condicionado por G;(x) = 0, entonces ezisten constantes
VA, 5 A con |V 4 [ A 4 -+ 4 | A | # 0 tales que:

Z/DhJ({E()) + Z AiDhGi(xo) = 0,
=1
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en particular st los funcionales tienen derivadas de Fréchet continuas en X,
entonces

i=1

Demostracion. Ver [102].
Condiciones Holonémicas

Sea J(x) = fab F(t,z,2')dt con = € [a,b] dado y condicionado por
G(t,x) =0.

Dado que podemos usar los multiplicadores como herramienta de opti-
mizacién, buscamos plantear el problema de forma adecuada, ya que G no
es un funcional.

Para u € C*(I) con u(a) = u(b) = 0, y dado G(t,z) como antes defini-
mos,

b
Gla,u) = / G(t, )u(t) dt.
a
Como queremos la condicién G(t,x) = 0, tenemos que G(z,u) = 0 Yu
admisible. La igualdad esta bien justificada por el Lema 1.1.1 de la seccién
anterior, y por lo tanto esta G(x,u) ya es un funcional.
Si J, G tienen derivada de Fréchet, entonces

vDJ(z,u)(h,k) + ADG(x,u)(h,k) =0,

Y h,k € CY(I) con h(a) = h(b) = k(a) = k(b) = 0. En este caso tenemos un
vector (h, k) para la derivada direccional, porque tenemos dos funciones z, u.

Entonces
b b
1// F,h+ Fyh'dt + A/ Gyuh + Gkdt = 0.

Usando el lema (1.1.2) para integrar por partes y agrupando los términos
multiplicados por h, obtenemos

b b
/ V(Fyh — Fy + AGpu)hdt + / FAGEdt = 0.

10
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Notemos que h = 0 o £k = 0 cumplen con las direcciones consideradas.
Para cada caso, obtenemos una ecuacién de E-L por el lema (1.1.1) y éstas
son

vF, + A\Gyu = v(Ey), AG = 0.

Si A = 0, entonces v # 0 y tendriamos un punto critico libre de J i.e. no
depende de la restriccion; si A # 0, entonces G(t,x) = 0y con \(t) = —Au(t).
En consecuencia se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.1.2 ([I02]) Si J(x) estd condicionado por G(t,z) = 0, en-
tonces existe v constante y una funcion A(t), con |v|+ |\| # 0, tales que:

u[(F_,E/)’ — F ]+ A(t)Gy = 0.
Condiciones no Holémicas

Considere J(z), con x € [a,b] dado y condicionado por G(t,z,z") = 0.
Una observacién importante es que si G+ # 0, por el teorema de la funciéon
implicita, entonces tenemos que =’ = f(¢,x) es una ecuacién diferencial, sin
solucion en general. Si dejamos de lado esta dificultad y siguiendo el mismo
razonamiento, obtendremos lo siguiente:

Sea

b
G(m,u):/ G(t,z, 2" )u(t) dt

para u € C*(I), con u(a) = u(b) = 0 y claramente G(x,u) = 0 para todo u
si se cumple la condicién no holonémica.

Entonces por un proceso similar con la diferencia que en este caso aparece
un término extra (AG,/u), llegamos a que

VvE, + MGyu — (VEy + AGpu) =0, AG =0.

Si A = 0, obtenemos la ecuacién de E-L sin restringir el funcional J. Si
A # 0, tendremos la condicién G = 0y Au(t) = ().

Teorema 1.1.3 ([I02]) Si J(x) estd condicionado por G(t,x) = 0, en-
tonces existe v constante y una funcion A(t), con |v|+ |\ #Z 0, tales que:

vF, + )\(t)Gm — (I/Fx/ + )\(t)Gx/), = 0.
Se puede consultar [102].

11
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Ejemplo 1.1.6

Definamos el siguiente funcional

b
J(:J;):/ 2 dt,

sujeto a x(a) = A,z(b) = By

b
/ xdt—(b—a)=0.
a
Entonces obtendriamos
2w’ + X =0.

De esta ecuacién podemos ver que v # 0 y que A es un miltiplo de la
segunda derivada de la solucién.

Ejemplo 1.1.7

Consideremos el siguiente funcional

b
J(z) = / F(t,z,u)dt,
a
sujeto a u — 2’ = 0. Entonces tendremos
vFy, + Noo=
vE,+ )\ =

Se puede ver que v # 0 y si sustituimos A obtenemos la ecuacién de
E-L. Este ejemplo relaciona al problema del calculo de variaciones como un
caso particular del problema de la teoria de control, que se discutird mas
adelante.

Ejemplo 1.1.8 (El problema isoperimétrico clasico)

Este problema consiste en encontrar una curva que encierre un area maxi-
ma con longitud dada. Su nombre proviene del griego iso=igual, peri=alrededor
y metron=medida. Es uno de los problemas clésicos del calculo de varia-
ciones (ver [102]). En general se puede plantear de la siguiente forma:

Sea J(x) como en (1.1) en el mismo espacio de funciones, pero en esta
ocasién sujeto a

b
G(z) = / G(t,z,2")dt — K =0,

con G(t,r,2') € C1(I) y K constante.

12
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Ejemplo 1.1.9

Si F(t,z,2') =z, G(t,z,2") = (1 +a:’2)% yx>0,20)=x(0b)=0K =
L, entonces tendriamos lo siguiente

!/
A/
PR QL.
(1+a%)z

Es claro que A # 0. Ahora, si suponemos que v = (, se puede ver que
la solucién es una recta, por lo tanto inadmisible, entonces integrando y
despejando ' podemos llegar a que

(@ — )+ (t—k)? = (A)Q,

14

con ¢, k constantes de integracién. Como podemos ver, la solucién es un
circulo. Si usamos las restricciones y algunos hechos conocidos, se puede
ver que con b = 2k,¢c = 0,\? = k?,L = wk. Como estamos considerando
funciones sélo seria medio circulo, y no perdemos generalidad si se supone
v=1.

Ejemplo 1.1.10

Sea F' = (2')%, G = x, con las condiciones de frontera usuales y K = C.
Entonces obtendriamos

A +22" =0,
de aqui la solucién es
At
T = e +cit + ¢

de donde cq, co se determinan por las condiciones de frontera y la restriccion.

1.2. Teoria de Control

En esta seccién hablaremos sobre la teoria de control y algunos resulta-
dos que nos serviran para encontrar condiciones necesarias para la existencia
de extremos de un funcional. Este desarrollo se basa en el principio de Pon-
tryagin que por un lado, nos da las condiones necesarias para la existencia de
un extremo. Y por otro lado, la relacién de éste con la ecuacién de Hamilton-
Jacobi-Bellman es de los temas centrales de esta tesis. Queremos senalar que
resultados andlogos se veran al abordar el problema de control estocéstico.

13
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Sea f(t,x(t),u(t)), g(t,z(t), u(t)) funciones tales que f,g € C1(I x I x1I),
fyg: I xR xR — Rsujetoaxz(a) =A, con I =]a,b].

En problemas de control éptimo las variables se separan en dos tipos:
variables de estado y variables de control, que denotaremos por z(t) y u(t)
respectivamente.

Nuestro problema en este caso es encontrar una u(t) € U tal que

b
(1.9) J(u) = / £t 2(8), u(t)) dt
sea maximo (minimo) sujeto a

(1.10) ' = g(t, (1), u(t))
(1.11) a,b,z(a) dados y x(b) libre,

donde U = {u: I — R | u es continua por pedazos}. A una funcién u que
cumpla con lo anterior se le conoce como control 6ptimo. Si consideramos
el caso 2’ = u el problema de célculo de variaciones se puede escribir como
un problema de control.

Regresando a nuestro problema, podemos notar que la restriccién en este
caso se debe cumplir para toda t en I, y tendremos que hacer uso de los mul-

tiplicadores por lo que supondremos que A(t) pertenece al conjunto C(I).

Para cualquier par de funciones z,u que satisfagan (1.9),(1.10) y para
algun A(t) tenemos que:

(1.12) /ab flt,z,u)dt = /ab (f(t,x,u) + Ag(t,x,u) — Ax') dt.

Integrando por partes
b

b b
—/ ' dt = —\z +/ x N dt.

Sustituyendo la expresién anterior en (1.12) obtenemos

(1.13) /abf(t,x,u)dt = /ab(f(t,x,u)—i-)\g(t,x,u)—Xﬂ:)dt

b
- Az

a

14



Teoria de Control 1.2 Teoria de Control

Supongamos que % es un control éptimo, y consideremos u = %+ dh, con

h fijay d € R.

Sea y(t,d) una variable de estado generada por (1.10) y (1.11). Supong-
amos que y € O,

Si 6 = 0 entonces obtenemos que y(¢,0) = Z y ademads y(a,d) = A.
Considerando u, & fijas, vemos que
b b
J(6) = / (F(t,y, @+ 8R) + Ag(t,y, @+ 0h) — Ny ) dt = Ay

Como @ es 6ptimo, J'(0) = 0. Diferenciando con respecto a d y evaluando
en =0

b
J'(0) = / ((fz + A9z — N)ys + (fu+ )\gu)h) dt — \ys ’

a

Notamos que ys(a,0) = 0 ya que y(a,d) = AV a.

Si suponemos que A resuelve la siguiente ecuacion
con A\(b) = 0, entonces (1.13) queda

b
/ (fu+ Agu)hdt =0,

para cualquier h, en particular debe seguir valiendo si h = f,, + Agy, ¥y con
esto se concluye que

(1.15) futAgu=0 Vtel.

Podemos concluir que si v y  son extremos, entonces existe A € C1(I)
tal que
a'(t) = g(t z(t),u(t)) z(a) = A
No= fat Ao AD) = 0
JutAgu = 0.
Si definimos a H(t,z,u,A\) = f(t,z,u) + Ag(t, z,u), obtenemos lo sigu-
iente:
(1.16) H, = 0 que recupera (1.15)
(1.17) H, X' que recupera (1.14)
(1.18) H, = 2’ que recupera (1.10)

15
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Notamos que con esta reformulacién recuperamos lo que antes desarrol-
lamos. A la funcién H se le conoce como el hamiltoniano y su nombre se
debe a la formulacion de la mecanica clédsica en fisica.

El resultado que presentaremos a continuacién es debido a Lev Seme-
novich Pontryagin. Este nos da condiciones necesarias para que un extremo
sea candidato a un control éptimo. Tenemos que senalar que en los 50’s,
Pontryagin después de haber dedicado su vida matematica a resolver prob-
lemas en topologia hasta ese momento, empezd a trabajar en ecuaciones
diferenciales ordinarias, en especifico problemas de control.

Teorema 1.2.1 (Principio de Pontryagin [FR75]) Sea t € I = [a,b],
AeR™ uweR™, A(t),g € R" y f € R. Las condiciones necesarias para que
(A,u) sea una condicion inicial y un control dptimos son la existencia de

un vector no cero v = (v, ,v;) € RF con vy <0 y una funcién X\ tal que
parat € I:
(1.19) N = —Hy(t, z,u)

para t € (a,b) yu € U. Para cualquier funcion v admisible se cumple

(1.20) H(t,z,v) — H(t,z,u) <0

AT = vy (a,b,x(a), z(b))
)'= =" ¢u)(a,b,x(a), z(b))

b)) = —v'¢y(a,b,x(a),x(b))

b)) = v ¢a(a,b,x(a),x(b)),

d(a,b,x(a),z(b)) = (J(u),da(a,b,z(a),z(b)), -, dp(a,b,z(a), (b))
¢i(a,b,z(a),z(b)) = 0

son las condiciones finales de las trayectorias para cada i y definimos a la
funcion H(t,xz,u) = f(t,z,u) + AXt)Tg(t, 2z, u).

Omitimos la demostracién del resultado anterior por ser demasiado larga.
Esta se puede encontrar en [FR75]. Més adelante enunciaremos y demostraremos
una version particular.

16
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A continuacién presentaremos los conceptos bésicos de la programacién
dindmica y algunos resultados que relacionan a ésta con el problema de con-
trol.

Definamos el problema de una forma més general. Sea b fijo, Qo = [a, b) X
R™ U C R™ cerrado donde U es el espacio de control. Consideremos una
funcién g tal que:

g:@xU—ﬂR”,

y supongamos que g € C(Qp x U). También pedimos que

(125) |g(t,a;,u) - g(tvyav)’ < KC|$ - y|

Vt € [a,b],x,y € R" y v € U tal que |v|] < ¢ con ¢ > 0. La condicién anterior
nos asegura que la siguiente ecuacién diferencial ordinaria tiene una tnica
solucion

(1.26) a'(s) = g(s,2(s),u(s))
(1.27) con z(t) = x.

Claramente x depende de u(-) y de la condicién inicial. Sea Z°(t) el
conjunto de todos los controles u(-) acotados, de clase C[t,b] por pedazos.
Para cada condicién inicial (¢, ), definimos % (t,z) C Z°(t) el conjunto
de funciones admisibles. Sea también O C R™ abierto con O = R" o 90
compacta y de clase C?. Sea Q = [a,b) x O. Sea J(t,z,u) definida de la
siguiente manera:

(1.28) J(t,z,u) = /tT F(s,z,u)ds+ V(7 z(71),
donde

[ U(t,x) si(t,z) €a,b) xR
(1.29) B(t,z) = { W) si(tz) € {b} x R

con [ y 9 continuas. Sea 7 el tiempo de salida de (s,z(s)) de Q definido por

_ f if{s e [a,b)|x(s) ¢ O}
(1.30) T = { b si a:(s) c 6 Vs € [a, b)

17
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Ahora, sélo vamos a admitir controles u € % (t,x) que satisfacen la
siguiente condicién: si u € % (t,z) y u* € % (r,x(r)) para alguna r € [t, 7],
entonces si definimos el siguiente control por

u(s) sit<s<r
u*(s) sir<s<b.

(1.31) = {

Y sea Z(s) la solucién de (1.26) correspondiente al control 4 y a la condi-
cién inicial Z(t) = x, entonces vamos a suponer

(1.32) s € U(s,2(s), t<s<7,

donde s denota la restriccién a [s,b] de @ y 7 es el tiempo de salida de Q
de (s,Z(s)).

Interpretamos lo anterior de la siguiente forma, si reemplazamos un con-
trol admisible por otro admisible después de que transcurra un cierto tiempo,
entonces el control que resulta de esto sigue siendo admisible.

Para que completemos nuestro planteamiento, sélo nos falta introducir
la siguiente definicion:

Definicién 1.2.1 (Funcién de valor) Sea V (t,x) definida como

1.33 |4 t7 - inf J t) 9
(1.33) (ta) = ot J(t.z,0)
para todo (t,x) € Q.

Supongamos que V > —oo. Esto pasa si F;, > —M con M > 0. A
continuacién veremos una desigualdad que acota a la ecuacién de valor por
arriba, y cuando se da la igualdad.

Lema 1.2.1 Sea r A7 = min(r, 7). Para cualquier condicion inicial

(t,z) € Q, para cualquier control admisible u € % (t,x) yt < r < b, ten-
dremos que

rAT
(1.34) V(t,2) < / F(s,x,u) ds + (7, 2)Xrr + V(1. 2)xr<r
t

18
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Lema 1.2.2 Para cualquier condicion inicial (t,z) € Q yr € [t, ]
(1.35)

AT
V(t,z) = inf / F(s,z,u)ds + (1, 2)Xr<r + V(r, 2)Xr<r
ue (t,x) | J¢ -

A la identidad anterior se le conoce cémo principio de programacion
dindmica, y es la base de la técnica que desarrollé Bellman en los 50’s para
resolver problemas de control.Para ver una demostracion de los resultados
anteriores, se puede consultar [FS92] pag. 9 a 11.

Observacién 1.2.1 Un control dptimo w € % (t,x) minimiza (1.35) para
cada r, entonces para determinar el control optimo sélo necesitamos analizar
(1.35) para una r arbitraria cercana a t.

Ahora supongamos que V € C!, ysea 0 < h < b—t y tomemos r = t+h
en (1.35), restemos V(¢,x) en ambos lados de ésta igualdad y dividimos
entre h, lo que obtenemos es lo siguiente:

1 (t+h)NT
0 = uegl(ft,:p) E »/t F(s’ Z u> ds + l(T, x)XT<t+h
(1.36) + [V (t+ h,z(t + h))xern<r — V(,2)] }

y supongamos que para toda (t,z) € Q y v € U existe u € % (t,x) tal que

(1.37) v = limu(s),

s—t

si tomamos el limite cuando h tiende a 0, obtenemos para (t,z) € @

(1.38) %V(t,x) + lIellf} {F(t,z,v) + g(t,z,v)D;V(t,z)} =0

o lo que es equivalente

donde (t,z, D,V (t,z)) € Qo x R"
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(1.40)H (t,z, D,V (t,x)) = 81618 {=F(t,z,v) —g(t,z,v) DV (t,z)}.

A (1.39) se le conoce cémo la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman
(HJB). A continuacién presentaremos algunos resultados que relacionan la
ecuacion HJB con el problema de control y son conocidos como teoremas de
verificacién o principios de verificacion.

Teorema 1.2.2 ([FS92]) Sea Q = Qo , W € CYQo) tal que satisface
(1.38) y W(b,z) = 1(x). Entonces

Wi(t,x) < V(t,x), Y(t,z) € Qp.
Ademds, si existe t € %°(t) tal que:
F(s,z(s),u(s)) + g(s,Z(s),u(s)) Dy W (s,2(s)) = —H(s,Z(s), Dy W (s, Z(s))

para casi toda s € [t,b],entonces @ es optimo para la condicion inicial (t, )

y W(t,s) =V(t,s).

Teorema 1.2.3 ([FS92]) Sea W € C*(Q), tal que satisface (1.38), V(b,z) =
Y(x) para x € O y W(t,x) <I(t,x) para x € [a,b) x JO. Entonces

W(t,x) < V(t,z), V(t,x) € Q.
Ademds, si existe i € %°(t) tal que:
F(s,z(s),u(s)) + g(s,z(s),u(s)) Dy W (s,Z(s)) = —H(s,Z(s), Dy W (s, Z(s))

para casi toda s € [t, 7] y W(T,Z(7)) = (T, (7)), entonces U es dptimo para
la condicion inicial (t,x) y W(t,s) =V (t,s).

Para ver una demostracion de los resultados anteriores, se puede consul-
tar [FS92] pag. 14.

Ejemplo 1.2.1 (El problema del regulador cuadratico lineal)

El problema que desarrollaremos a continuacién tiene una gran trascen-
dencia y la razén es la siguiente: si g es igual a cero en algin punto (x,u),
entonces podemos calcular la linealizacién de ’ = g en ese punto. Por otro
lado, si J alcanza su maximo en ese punto, la funcién J se ve localmente
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como una funcién convexa. En conclusién, este serfa una primera aproxi-
macién a un problema mas general de control.

Sean z(s) € R™, u(s) € R™ y que satisfacen
7'(s) = A(s)z(s) + B(s)u(s)

donde A(s) € Myxn(R) y B(s) € Mypxm(R) son matrices con entradas en R
y de dimensiones n X n y n X m respectivamente. Dadas M (s), D € Mypxn
definidas no negativas y simétricas y N(s) € Mypxm simétrica y positiva
definida, hay que buscar u tal que

b
/t x(s)M(s)x(s) + u(s)N(s)u(s) ds + x(b)Dx(b)
sea minimo. Notemos que
g(t,x,u) = A(t)x(t) + B(t)u(t),

F(t,z,u) = xz(t)Mt)x(t) + u(t)N(t)u(t),
U(t,z) = (z)=aDx.

Podemos escribir a (1.39) como
8 n
—5V(t2) + H(t,2,D;V(t,2)) =0, ast<bzeR
donde

H = iN‘l(t)BT(t)DxV(t,x)BT(t)DzV(t,x)

— A@t)xD,V(t,x)x — xM(t)x.

Ahora, sélo nos falta resolver (1.39) para este caso, con condicién final
V (b, x) = xDz. Supongamos que la solucién es de la siguiente forma:

W(t,x) = xP(t)z,

para alguna matriz P(t) simétrica. Si sustituimos en (1.39) obtenemos:

_;V(t,ﬂf) + H(t,z,D,V(t,x)) = :c[— aatp(t) — A)P(t) — M(t)

+P(t)BT(t)N—1(t)Bt(t)P(t)} 2,
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y se satisface la ecuacion anterior si

%P(t) — PWBT®N (1) B (1) P(t)
(1.41)
_A@)P(t) — M(t)]a:, t € [a,b).
Por la continuidad de W en b, P(b) = D. A (1.41) se le conoce como la
ecuacion de Riccati, y se sabe que tiene una tnica solucién con la condicién
final dada. Se puede demostrar que

o = —%N’l(s)BT(s)DIV
= —NYs)BY(s)P(s)z

es el dnico méximo para cualquier s € [t,b]. Si sustituimos la expresién
anterior en la ecuacién de estado, obtendremos

#(s) = [A(s) — B(s)N~"(s) B (s) P(s)}i(s).

Esta ecuacién tiene una dnica solucién con la condién inicial Z(t) = =
entonces por el teorema 1.2.2 existe un control éptimo u en (t,z) O.

Teorema 1.2.4 ([FS92]) Sea (t,z) € Q un punto en el que V sea diferen-
ciable. Entonces:

(i) Vi(t,z) + L(t,z,u) + g(t, z,u) DV (t,2) 20,  VueU.
(i1) Si existe un control control dptimo u € % (t,x) tal que si

lim a(s) = v(t)

s—t

entonces
Vi(t,z) + F(t,z,0) + g(t,z,0) D,V (t,z) = 0.
En otras palabras, la ecuacion (1.38) se cumple en (t,x).

Demostracion. Por hipétesis (1.37), para cualquier v € U existe un control
u € % (t,z) tal que u(s) — v, si s — t. Por el Lema 1.2.1, si t + h < 7,

entonces
t+h

Vit,z) < F(s,x,v)ds+ V(t + h,z(t + h)),
t
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donde z es la solucién de (1.26) con z(t) = z. Entonces tendriamos

lim (¢ + ) — (1)) = glt, 7,)

lim %[V(t Fhya(t+ b)) — V(L 2(t)] = Vi(t, 2) + gt @, u) DoV (t, ),

—0
ya que V es diferenciable en (¢, ) y ademas,
t+h

lim F(s,z,v)ds = F(t,z,u)

esto prueba (i). Para probar (ii) usamos el mismo argumento, sélo que en
este caso usamos igualdad en la primera ecuacion [.

El suguiente teorema muestra la relacion entre el principio de Pontryagin
y la ecuacién de HJB.

Teorema 1.2.5 ([FS92]) Sea % (t,x) = %°(t) y O = R™. Sea @ un control
dptimo continuo por la derecha para cada s € [t,b). Supongamos que V' es
diferenciable en (s,Z(s)) parat <b, y sea

A(s) = DV (s, Z(s)).

Entonces A(s) = (A1(8), -+, An(8)) satisface para j =1,--+ ,n;t < s <

N() == 3 g (s, (5),i(s))Ar ()
r=1 J
(1.42) —(aijF(s, z(s),u(s)),
~H (s, #(5), A(3)) = Als)g(s, #(s), 7(5))
(1.43) +F(s,2(s),u(s)),

para casi toda s € [t, 7] y A(b) = Dyp(z(D)).

Demostracion. La tltima afirmacion se sigue directamente de que V (b, y) =
Y (y) para toda y € R™. Por el Teorema 1.2.4 , (1.43) se sigue inmediata-
mente. Se puede ver que (1.42) tiene una nica solucién A(s) con la condicién
inicial A(b) = Dy (Z(b)). Sit < ¢ < b la restriccién 4. de @ a [c, b] es admis-
ible.
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Entonces para cualquier y € R”
(1.44) V(t,y) < J(e,y, ).

Si y = Z(c), entonces @, es 6ptimo para la condicién inicial (¢, Z(c)) y se
da la igualdad en (1.44). Como J(c,y,u.) — V (e, y) tiene un minimo en Z(c),

(1.45) D,V (t,z(c)) = DyJ(c,Z(c), Uc),

para toda ¢ € [t,b), entonces basta demostrar que el lado derecho de (1.45)
es igual a A\(s). Sea c € [t,b] tiempo inicial fijo y el contro 7, fijo, sea z(c, y)
el estado al tiempo s € [, b] con condicién inicial z(c,y) = y.

Claramente x(s, Z(c)) = Z(s) para toda s € [c, b]. Entonces

n

b
aiiJ(c,i(c),ﬂ) - Z[/ Fi, (s, 3(s), i(s)) 2 (s) ds

j=1
(1.46) b, (7(0)) 2450
donde z;;(s) = a%ifcj(s,;i“(c)) para i,j =1,--- ,n. Un cdlculo directo nos da
/ ~ 9 R
(1.47) Zij(s) = Z 87619]'(5,93(5)7“(5))%1(5)7
=1

con s € [¢,b] y condicién inicial

1 sit=y
Zij(C):{ ‘7.

0 e.o.c.

Usando (1.42) y (1.47) tenemos
d n B n 9 ) )
i DIIONOF SR BF = MCEORICIEFO)
j=1 j=1

para i = 1,--- ,n. Integrando lo anterior en [c,b] y usando (1.45),(1.46), la
condicién inicial anterior y A(b) = D(Z(b) obtenemos
Xile) = Y z(0A(e)
j=1
n o b g n o
= Zzij(b))\j(b) — / T zij(s)Aj(s) ¢ ds
Jj=1 ¢ Jj=1
0

= J(e,z(c),u.) =

0 -
oz, —V (e, Z(c)). O

aCEi
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En el siguiente capitulo veremos como adaptar los resultados que presen-
tamos anteriormente en un contexto aleatorio. Veremos como las ideas de la
programacién dindmica se mantienen y probaremos principios de verificacion
bastante analogos a los ya mencionados a lo largo del capitulo.
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Capitulo 2

Teoria de Control
Estocastico

En esta capitulo presentaremos los fundamentos para poder atacar de
forma rigurosa el problema de la teoria de control estocastico. Estos funda-
mentos estan constituidos por la integral de It6, las ecuaciones diferenciales
estocdsticas (EDE) y algunos resultados de ecuaciones diferenciales parciales
(EDP). Se pueden consultar [KS91], [E02], [Ap04], [FR75], [FS92] y [@k00].

2.1. Integral de Ito

Sea (£2,.7,P) un espacio de probabilidad. Consideremos {B;}:>0 un
movimiento browniano (m.b.) tal que By = 0 en ese espacio de probabi-
lidad.

Definicién 2.1.1 Una filtracion en (£2,.%) es una familia M4 = { M }i>0
de o-dlgebras My C F tal que si:

0<s<t= Ms C M.

Un proceso estocdstico {St}i>0 en (2, F,P) es una martingala con res-
pecto a la filtracion { My }i>o si:

(i) Si es A-medible para toda ¢.
(if) E[S]] < 0.
(i) E[S,|-#;] = S; para toda r > t.
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Para ver la definicién de esperanza condicional se puede consultar [KS91].

Sea .7; la o-dlgebra generada por {Bs : s < t} y supodremos que %
contiene todos los conjuntos de probabilidad cero de .%. En otras palabras,
estamos pidiendo que la filtracién sea completa. Por iltimo, necesitamos que
F; sea continua por la derecha para cada t. Sea 0 =ty <t; <...<t, =T
una particién del intervalo [0,7]. Para 0 < S < T definimos

i-27" si §<0-27" LT
ti=4q S si i1-27" < S
T si T>4q.-277

Site (5,T), lamaremos a una funcién e(t,w) € N elemental si es de la
siguiente formas:

|
—

n

(2.1) e(t,w) = €(ti,W)X[ti,ti+1)(t)

7

Il
=)

e(ti,w) = eij(w) y con cada e;(w) es .#-medible con | = t;, Vi.

Para esta clase de funciones, definimos la integral de It6 de la siguiente
manera:

T
Ilw) = /S e(t,w) dB,

n—1

(2’2) = Z ei(w)[Bti+1 (w) - Bti (w)]7

i=0
con 0< S <T.
El resultado que presentaremos a continuacion sera de gran utilidad para
el proceso de aproximacion que realizaremos posteriormente. A éste se le
conoce como isometria de It6 y relaciona a la integral con la norma en

L2(82 x [0,00),P x dt)

Lema 2.1.1 Sie(t,w) estd acotada, entonces el valor esperado, E de .7 e](w)

satisface
| E[(/:e(t,w)dBt>2 :E[/STe?(t,w)dt].
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Demostracion. Si AB; = By, , — By, podemos observar que

0 si i % j
e%x[ti,ti+1)(t) Si 1= j

i+1
eier[ti,tH_l)(t)X[tj,tj_Fl)(t) = {

de donde se sigue inmediatamente que
Eleie; AB;AB;] = E[ef](tis1 — ti),

usando que e;e;AB; es independiente de AB; si i < j. Luego

E[(LTe(t,w)dBt>2 = E (Z:eiABi>2

= Z E[QZGJABlABJ]

i?j

n—1
= ZE[G?](tiJrl — ;)
i=0

= E [/STeQ(t,w) dt] .

Ahora lo que queremos hacer es poder extender nuestra clase de fun-
ciones integrables. Claramente las funciones elementales van a pertenecer a
esta clase.

Sea N = N(S,T) la clase de funciones g(t,w) : RT x Q — R tal que

(i) (t,w) — g¢g(t,w) es medible con respecto a & x %, donde A es la
o-élgebra de Borel en [0, c0).

(ii) Para cada t el mapeo w — ¢g(t,w) es #-medible (i.e. el proceso sea
F-adaptado).
(iii) E [fgg%,w) dt} < o0.
A continuacién, vamos a construir la integral de It6 como un elemento

de #?(£2,P) haciendo las aproximaciones usuales. Los siguientes tres lemas
sirven para éste proposito.

Lema 2.1.2 Sea g € N acotada para toda (w,t) y continua para cada w.
Entonces existe una sucesion {ey}neny € N de funciones elementales tal que:

lim E[/T(g—en)Q dt] — 0.

n—oo S
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Demostracion. Sea en, = Y _; g(ti, w) X[t t,,,)(t) parai=0,1,---n — 1, clara-
mente e, es elemental ya que g € N y

T
lim [ (g—en)®dt —0
n—oo S
para cada w, ya que g es continua. Entonces se concluye la afirmaciéon por
el teorema de convergencia acotada [l.

Lema 2.1.3 Sea h € N acotada. Entonces existe una sucesion de funciones
{gn}nen € N acotadas tal que g,(-,w) es continua para toda w y n, ademds

lim E[/T(h—gn)Q dt} — 0.

n—oo S
Demostracion. Sea ¢, (x) > 0 continua tal que:

Den(x) =0 six € (—oo, —1]U0,00)

2) [, n(w)do = 1.

Sea g, = fot on(s — t)h(s,w)ds, podemos ver que g, es continua para
cada w y |gn| < M Vn, ademds que g, es % medible Vt (ver [KS91] pag.
133).

Por lo tanto
T

lim [ (h—gp)?dt=0

n—odo S
para cada w (ver [Fo99] pag. 243). Entonces por el teorema de convergencia
acotada se obtiene el resultado [J.

Observacion 2.1.1 El teorema de la convergencia acotada es un caso par-
ticular del teorema de la convergencia dominada cuando estamos en un es-
pacio de medida finita. Para esta situacion, podemos dominar los términos
de la sucesion por una constante.

Lema 2.1.4 Sea f € N. Entonces existe una sucesion {hp}nen € N aco-
tadas Vn y

i [ 8] o

S
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Demostracion. Sea
b _f fw) s i) <n
w n

|
Tn st |f(tw)|

IV A

y observemos que |h,| < |f|. Por el teorema de la convergencia dominada
obtenemos que

1me[/T(fhn)2 dt} —0 0O

n—oo S

Por los lemas anteriores, si f € N podemos concluir que

T
I(fw) = /5 fdB,
T

(2.3) = lim en dB;.

n—oo S

Notemos que en la definiciéon se toma a t; como el punto izquierdo del
intervalo para aproximar a la integral. Podemos ver con ejemplos que si se
toma otro punto diferente, las integrales no necesariamente coinciden. Si
tomaramos el punto intermedio del intervalo, obtendriamos una integral en
el sentido de Stratonovich, que también es de relevancia en el estudio de
EDE.

El limite en (2.3) existe como elemento de .£2(£2,P), ya que

T
{ / endBt }
S neN

constituye una sucesién de Cauchy por el lema 2.1.1.

Teorema 2.1.1 (Isometria de Ité6 [Dk00]) Si f € N entonces

B[] <[ [ ral.

S

Ademds, Sea f,g € N(0,T) y S,U € (0,T) con U > S. Entonces
(i) J§ fdBi = [¢ fdB,+ [;] fdB;
(ii) [Tef+gdBi=c [l faBi+ [FgdB; conceR
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(iii) E {fSdeBt} —0
(iv) fSdeBt es Fp-medible.

Demostracion. La primera afirmacion se sigue inmediatamente de los lemas
anteriores. Si tomamos funciones elementales, (i) y (i7) son inmediatos. Y
tomando aproximaciones se obtiene el resultado. En general (iii) se cumple
para funciones elementales, entonces tomemos e,, elemental tal que aproxime
a f y notemos que

E[S1f] ~ lealll SE[L1S] ~ Flealll S E|1F[f] = Aleall| — 0

si n — oo, ya que e, aproxima a f. Para (iv), como en lo anterior la
aproximacién es en #2, podemos encontrar una subsucesién e,, tal que
Hlen, | — Z|f] casi seguramente (c.s.) si ny — 0o y obtenemos el resultado.
Con esto se concluye la demostracion .

Ejemplo 2.1.1 By es una martingala con respecto a las o-algebras F; ge-
neradas por {Bs|s <t} ya que

E[|B:[])”

IA

E[|Bi|*] = |Bol* +nt
y st s >t entonces
E[Bs|#] = E[Bs — B+ Bi|#]
= E[B)|%] + E[Bs — By|.%] = B;.

La primera desigualdad es por Cauchy-Schwarz, ya que |By| =1-|By| y

estamos en un espacio de probabilidad. La primera igualdad se debe a que
By ==z c.s., E[By] = x =0 y nt es la varianza de By.

El siguiente resultado nos ayudard para poder construir a la integral
como un proceso estocastico en el teorema posterior.

Teorema 2.1.2 (Desigualdad de Doob para martingalas) SiS; es una

martingala tal que t — Si(w) es continua c.s., entonces para todap > 1,T >
0 y para toda A > 0

1
P [ AR A] < SElISrP.

0<t<T
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Demostracion. Ver [KS91] O.

Ahora podemos ver que

/t f(s,w)dBs
0

se puede escoger de manera que dependa de forma continua en t. Esto es lo
que asegura el siguiente teorema:

Teorema 2.1.3 ([@k00]) Sea f € N(0,T). Entonces existe una version
t-continua de

t
Mi(w) :/ f(s,w)dBs; 0<t<T,
0

i.e. existe un proceso estocdstico t-continuo Jy tal que

(2.4) P [Jt = /Otdes} =1

para toda t € [0,T]. Ademds si f(t,w) € N(0,T) para toda T. Entonces M;
es una martingala con respecto a Fy.

Demostracion. Sea ¢n = ¢n(t,w) = >, e?(w)x[tm) £y funciones elemen-
it
tales que aproximen a f € N. Sea

t
,ﬂn(t,w):/o ¢n dBy

t
J(t,w):/des; 0<t<T.
0

Z, es continua en t para toda n, este hecho se demuestra con la definicién de
la integral para funciones simples y utilizando el hecho de que el movimiento
browniano tiene trayectorias continuas (c.s.). Ademads, .#, es una martingala
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con respecto a Fy, ya que:

E[7(s,w)| & = E[(At¢nd3+/ts¢nd3) ’ﬁt}

t
_ /O¢ndB+IE > @Az

<t < 1)) <s

/ gzbndBJrZE[ [ w)AB;|.Z, <n)] |,%}
/ bn dB + ZE [ [AB |</t(n)] @J
(2.5) = / ¢ndB = I (t,w)
0
si t < s, usando que %; C & L, Y que e? es independiente de & ,(n) Tespec-

J J
tivemente en la tercera y cuarta linea. Es claro que .%, — .#, es también
una .%;-martingala, entonces por el teorema anterior se puede ver que

1

IN

E [|jn(T7w) - jm(T’w)‘Q]

= %IE [/OT(% — ¢m)2ds} —0

P [ sup | (t,w) — I (t,w)| > e]

0<t<T

€

si m,n — oo. Podemos escoger una subsucesién ng T oo tal que

0<t<T

P [ sup | I, (t,w) — I, (t,w)| > 2"“] <27k,
Por el Lema de Borel-Cantelli

P [ sup | I, (t,w) — I, (t,w)| > 27" para una infinidad de k’s] =0.
0<t<T

Entonces para casi toda w existe ki(w) tal que

sup | I, (tw) — I, (tw)] < 2% para k > k.
0<t<T
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Entonces .#,, (t,w) es uniformemente convergente para t € [0,T], para casi
toda w. Tomando el limite llamado .J;, es continuo para t € [0,T] c.s.. Como
I (t,) — F(t,-) en L2[P] para toda t, entonces obtenemos que

S (t,w) =Jp cs., para toda t € [0,T).

Para demostrar la segunda afirmacién, notemos que se sigue de (2.5),
por el hecho de que .%,(t,w) — #(t,w) en L? y por consiguiente

E[.7,(t,w)|. %] — E[7(t,w)|Z]

en L2 .

2.2. Formula de Ito

En esta seccién veremos la férmula de It6, que es una herramienta muy
util para poder construir nuevos procesos estocasticos. También veremos
que esta férmula es bastante andloga al teorema fundamental del calculo,
ademads de asociar al proceso correspondiente con una EDP.

Para empezar esta seccién, introducimos un concepto que caracteriza
cierto tipo de procesos, que llamaremos procesos de Ito. Estos los podemos
escribir en términos de su condicién inicial y de la integral estocastica que
construimos en la seccién anterior. Mas adelante, veremos como podemos
definir una EDE a partir de la siguiente definicién:

Definicién 2.2.1 (Proceso de Itd) Sea B(t,w) = (B1, - ,By) un m.b.
m-dimensional en (£2,.%,P). Un proceso de Ité n-dimensional es un proceso
estocdastico X (t) = (X1(t),---, Xn(t)) en (2, F,P) de la forma

t mo ot
(2.6) Xz(t) = XZ(O) + / ui(t,w) dt + Z/ vz-j(t,w) dBj;
0 : 0
7j=1
Vi=1,---,n convy € N(0,t) y u; Fi-adaptada y

t
(2.7) E [/ lu(s,w)| ds} < 0.
0
Ademds, se puede escribir en forma diferencial como

(2.8) dX(t) = udt + vdB(t)
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El resultado que presentaremos a continuacion serd de mucha utilidad a
lo largo del trabajo. Este nos sirve para construir soluciones a EDE.

Teorema 2.2.1 ([Qk00]) [Formula de Ito] Sea X (t) un proceso de Ité y
sea g(t,z) = (g1(t,z), -+, gp(t,x)) una funcién C? de [0,00] x R™ en RP.
Entonces Y (t,w) = g(t, X(t)) es un proceso de Ito y su componente k-ésima
satisface

(2.9) @@::%%@Xm+

- gk
= O

(t, X)dX;

n

X)dX;dX;
2'._ axzax](t7 )d ’Ld 70

donde dB;dB; = 0;;dt,dB;dt = dtdB; = 0 para k =1,--- ,p.
Demostracion. Supongamos que X (t), u;(t,w) y v;;(t,w) son variables aleato-

rias acotadas V& > 0. Y sea {P;},en una sucesién de particiones del [0, ¢].
Por el teorema de Taylor, tenemos que para cada particién

gr(t, X (1)) = g1(0,X(0)) = > gr(tirr, X (ti1)) — gr(ti, X (f111))
1=0

+ D gr(t, X (ts1)) — gal(t, X (1)
=0

_ ﬂﬂ+ﬂ@+%k@

J(t) = > gr(tipr, X (li)) — gt X (f141))
=0

L) = D> digr(t, X(0)) [Xi(tipa) — Xi(t)]

=0 =0

To(t) = D) 809kt Njp)) [Xi(tigr) — Xa(t)] [Xj(tsr) — X;(0)]
1=0 i,j=0

donde las Nilj son variables aleatorias .%;, 1-adaptadas en R™ con la propiedad
\Nl-lj — X(t1)] <|X(ti4+1) — X (t;)]. Para J(t), por el teorema del valor medio,
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podemos encontrar ¢; < s; < t;41 tal que

0
J(t) = Z (51, X (t141)) (b1 — 1)
1=0
t
la cual converge a 09 ——(s,X(s))ds
0 Os
en L2

si r — oo. De igual forma podemos ver que

A0 — 3 [ s X6 ax
en L2
si r — oo. Si ahora escribimos Jo(t) = K1(t) + K2(t) donde
Ki(t) = > > 8i0igk(t, X(1)) [Xi(tip1) — Xi(t)] [X; (t11) — X;(t)]

=0 i,j*O

Kg(t) = Z Z |:8 @gk tl, ) 8a]gk(tl,X(tl))

=0 %,7=0
(Xi(tiv1) — Xa(t)] [ X (Gg1) — X5(8)] -

X

Por la desigualdad de Cauchy- Schwarz tenemos que

[ Ko(1)] Z méx |0;0jgk (ti, N, L) — 0:0igk(t1, X (1))

x <Z [Xi(tl+1)_Xi(tl)]2> (Z [Xj(tl+1)—Xj(tz)]2> :
=0 =0

Si r — oo, por continuidad

0r<nlax |0;0;91(t1, N, ) 0;0j9r(t1, X(t))] — 0

mientras que

i) — 2/ 0,0, (5, X (5))dXdX;

1,7=0
en L2.
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Esto se puede demostrar usando una modificacién al Lema (2.1.1) O.

El resultado que presentaremos a continuacion no sera utilizado poste-
riormente en el trabajo. El propdsito de enunciarlo es dar a conocer una
propiedad importante que cumplen los procesos de Ito.

Teorema 2.2.2 (Teorema de Representaciéon de Martingalas [@k00])
Sea B(t) un m.b. n-dimensional. Supongamos que M, es una F-martingala
y que My € L*(P) para toda t > 0. Entonces erviste un 1inico proceso es-
tocdstico g(s,w) tal que g € N(0,t) para todat >0 y

(2.10) M (w) = E[My] + /Otg(s,w) dB(s) c.s. Vt > 0.

Interpretamos este resultado de la siguiente forma: ya vimos que la in-
tegral de It6 para t > 0

¢
X, =Xy +/ g(s,w)dB(s),
0

es una martingala con respecto a su propia flitracién .%;. El resultado an-
terior establece que cualquier martingala se puede representar como una
integral de It6. Antes de demostrar este teorema, necesitamos de los sigu-
ientes resultados.

Lema 2.2.1 Sea T > 0. El conjunto de variables aleatorias
{¢(By,, -+, By,);ti € [0,T],6 € C°[R"],n € N}
son densas en L*(Fr,P).
Demostracion.Ver [@k00] pag. 50 O.
Lema 2.2.2 Las combinaciones lineales de variables aleatorias de la forma

(2.11) exp{/oTh(t) dB;(w) —;/(]ThQ(t)dt}; h e £20,T]

son densas en L*(Fr,P).
Demostracion.Ver [Dk00] pag. 50 .
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Teorema 2.2.3 (Teorema de Representaciéon de Ité6 [@Dk00]) Suponga-
mos que F € L*(Fr,P). Entonces existe un 1nico proceso estocdstico
f(t,w) € N(0,T) tal que

T
(2.12) F(w) = E[F] + /0 f(t,w)dB(?)

Demostracion. Consideremos el caso n = 1, ya que el caso general es analogo.
Por (2.11) sabemos que

Fw) = exp {/OT h(t) dBy(w) — ;/OT h2(t) dt} ,

para alguna h(t) € £2[0,T]. Definamos

t 1 t
Yi(w) = exp {/ h(s)dBs(w) — 2/ h?(s) ds} ; 0<t<T.
0 0
Por la férmula de It con g(t, X¢) = exp X¢
1 1
dYy = Yy(h(t)dB; = 5h*(1)) + Yig (h(t)dBy)* = Yih(t) By
o bien .
Y, =1 +/ Yih(s)dBy; te[0,7].
0
Entonces
T
F=Yr=1 —|—/ Ysh(s)dBs; t€[0,T].
0
y E[F] = 1, entonces (2.12) se cumple para este caso. Por linealidad se

cumple para todas la combinaciones lineales de la forma (2.11). Tomemos
una funciéon F' € £?(Fr,P) y aproximémosla por combinaciones lineales de
funciones F), de la forma (2.11). Para cada n

T
F,(w) =E[F,] —i—/o fu(s,w)ddBs;  fn € N(0,T).

T 2
E[(Fp(w)—Fp(w))?] = E (E[Fn]—E[Fm]Jr/O fn(s,w)—fm(s,w)st)

(por la isometria de It6)
T
= B[F, — Ful? + [ Bl(fa(ss) ~ fn(ss)?Idt 0 sinym — oc,
0
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lo que quiere decir que {f,} es una sucesién de Cauchy en .£2([0,T] x §2)
que converge a alguna f € £%([0,T] x §2). Como f, € N(0,T) tenemos
que f € N(0,T). (Una subsucesién { f,(t,w)} converge a f(¢,w) para casi
toda (t,w) € [0,7T] x 2. Por lo tanto f(¢,-) es .#-medible para casi toda
t. Podemos modificar f(t,w) en un ¢ conjunto de medida cero y obtenemos
que f(t,-) es F-adaptada. ) Usando otra vez la isometria de 1t6 vemos que

T
F = lim Fn:E[F]—i—/ FdB,
0

n—oo

tomando el limite en £2(%7,P). Ahora para que podamos probar la unici-
dad sélo tenemos que notar que si suponemos que

F 1tde gtde
/f /f (t

con fi, fo € N(0,T). Entonces

T T
— E[( / f(tw) — foltw) dB(1)?] = / El(fu(t,w) — falt,w)?] dt

y por lo tanto fi(t,w) = fa(t,w) para casi toda (t,w) € [0,T] x 2. O
Demostracion del Teorema 2.2.2 para el caso n=1. Por el teorema anterior
aplicado a T' = t, ' = M}, obtenemos que para toda t existe un tinico proceso
estocéstico f®)(s,w) € L%(F, P) tal que

t t
Mi(w) = E[M,] + / FO(s,w)dB, = E[Mp] + / FO(s,) B,
0 0
Supdngase que 0 < t; < to. Entonces

Mtl = E[Mt2|gt1]

2
_ E[MoHEM f<t2>(5,w)d38\ﬁtl]

(2.13) _ B+ [ ) (s,w)dB..
0

Pero por otro lado tenemos que

t1

(2.14) My, = E[Mp] + / (s, w) dB,
0
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y vemos que si comparamos (2.13) y (2.14)

t1 2
</ f(t1) _ f(t2)(s,w) dBS>
0

y por lo tanto f(*1) = f(*2)(s w) para casi toda (s,w) € [0,#;] x £2. Entonces
podemos definir f(s,w) para casi toda (s,w) € [0,00)x {2 poniendo f(s,w) =
fMN)(s,w) si s € [0,N] y obtenemos el resultado. [J

t1
0=E :/ E(f®) — f2)(s w))2 ds
0

2.3. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas

En esta seccion vamos a introducir el concepto de EDE y algunas de sus
propiedades, discutiremos un poco el tema de existencia y en qué sentido se
considera el tema relacionado con la unicidad, asi como algunos resultados
y conceptos que nos seran de utilidad cuando consideremos el problema de
control.

Definimos una ecuacién diferencial estocdstica (EDE) de la siguiente
forma:

ax,

(2.15) =

= b(t, Xy) + o(t, Xe) Wi,
donde a Wy = % se le conoce como ruido blanco. Si multiplicamos por dt
la ecuacién anterior, obtenemos

(216) dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt,

o bien en su forma integral

t t
(2.17) Xt:X0+/ b(s,Xs)dzH—/ o (s, X,) dB,.
0 0

De hecho, observemos que aunque (2.15) y (2.16) se usan frecuentemente, en
un sentido riguroso, es (2.17) la formulacién adecuada. En particular, atin
cuando las trayectorias del m.b. son continuas c.s. también puede probarse
que son no diferenciables casi donde quiera (ver[KS91]), por lo que W} no
existe en el sentido usual. Una de tantas preguntas que nos podemos hacer
es cémo resolveriamos este tipo de ecuaciones. Una de las respuestas que
surgen es tratar de usar la formula de 1t6. Otra preguntar es en qué sentido
debemos entender la existencia y la unicidad de las soluciones a una EDE.
Hay que recalcar que este problema se resuelve de forma andloga a su version
determinista (en el caso de EDO) y por tanto se omiten las pruebas.
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Teorema 2.3.1 (Existencia y unicidad de EDE [@Qk00]) Sea T >0 y
b:[0,T] xR — R", 0 : [0,T] x R" — R™ ™ funciones medibles tales que
cumplen con:

(2.18) [b(t, )| + [o(t, 2)| < C(1+ |z])
y
(2.19) [b(t, z) = b(t, y)| + |o(t, 2) — o(t, y)| < Dlz —yl),

para algunas constantes C, D, con x,y € R",t € [0,T]. Sea Z una variable
aleatoria independiente de la o-dlgebra F o, generada por B, s > 0 y tal que

E[|Z!2] < 0.
Entonces la EDE
(220) ClXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt,

para 0 <t < T, Xqg= Z tiene una unica solucion t-continua con la propiedad
que si X(w) es adaptada a la filtracion F# generada por las variables Z y
By; s <t. Ademds

(2.21) E [/OT thdet] < 0.

Demostracion. Ver [Ok00] pag. 67 O.

Antes de que discutamos algunos ejemplos de existencia y unicidad,
primero quisieramos ver como se resuelve una EDE usando un razonamiento
similar al caso en EDO. Atn cuando la férmula de 16 no resuelve ecuaciones,
es de gran ayuda pra proponer posibles soluciones como se vera a contin-
uacion.

Ejemplo 2.3.1 (Un ejemplo clésico)

Una de las primeras ED que se discuten y qué tiene como aplicacion el
crecimiento de poblaciones conociendo parcialmente la tasa de crecimiento
mas un término que solo conocemos su distribucién en probabilidad. Tam-
bién suponemos que la velocidad a la que crece la poblacion es proporcional
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a ésta misma y que tiene recursos y territorio ilimitados. La ecuacién que
modela lo anterior es la siguiente:
dN
— = a Ny,
dt
con condicién inicial Ny en t =0y a; = r + aW,; con 7, a constantes. Esta
ecuacién la podemos escribir como

dNt = T‘Ntdt + OéNtdBt

o bien

dN;
th = rdt + adBy,

con By = 0. Si integramos de 0 a ¢t obtenemos

t AN,

=rt+abB
o Ns '

Si usamos la férmula de Ito6 para = > 0 y g(¢,2) = Inz llegamos a que

dNy 1 A\

dinN; = — — —_o2N?dt = —> — ~a?dt
BTN, T angt N, 2“
Entonces
' —dIn N, + ~a?dt
Ny nie+ g

y concluimos que

1
Ny = Nyexp((r — iaz)t + aBy)

que es similar a su versién determinista ya que en los dos casos la solucion
es de tipo exponencial. La diferencia con la EDO es que no aparece en el
exponente el término B;. A este proceso, se le conoce como movimiento
Browniano geométrico y més adelante veremos su utilidad.

Ahora, regresando a la discusién de la existencia y unicidad, vamos a ver
dos ejemplos relacionados con este tema:

Ejemplo 2.3.2

Los siguientes dos ejemplos son EDO.
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i) La ecuacién

dt t
con condicién inicial Xg = 1 tiene una unica solucién y es
1
Xt == ﬁ para t (S [0, 1)

La ecuacién no cumple con (2.18) y , podemos notar que esta condicién
nos asegura que de existir la solucién, ésta no explote en un tiempo
finito.

ii) La ecuacién

con condicién inicial Xg = 0 tiene més de una soluciéon. De hecho, si
tomamos cualquier a > 0, la funcién

0 sit<a
Xt_{ (t—a)® sit>a

Claramente notamos que la ecuacién no cumple con (2.19), ya que esta
condicién nos asegura unicidad de la solucion.

Observacion 2.3.1 A la solucion dada por el Teorema de existencia y uni-
cidad se le conoce como solucion fuerte.

Lo anterior motiva a definir un nuevo tipo de solucién, ya que no siempre
va a ser posible encontrar soluciones fuertes.

Definicion 2.3.1 Una solucidn es una solucion débil si se pueden encontrar
un par de procesos ((X¢, Bt), 7#4) en un espacio de probabilidad (§2,.7,P)
donde X es solucion de (2.16).

En lema siguiente nos sera de gran utilidad :

Lema 2.3.1 Sib y o satisfacen las condiciones del teorema 2.3.1, entonces
tenemos que la solucion (débil o fuerte) del problema es débilmente unica.

Un hecho que es importante senalar, es que la solucién de (2.16) se
puede interpretar como la descripcién de forma matematica del movimiento
de una particula en un liquido en movimiento. A este tipo de procesos se
les conoce como procesos de difusion de Ité (PDI). Ahora un estudio un
poco méas a fondo las propiedades que cumplen estos procesos. Empezamos
introduciendo el siguiente concepto:
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Definicién 2.3.2 Decimos que un procesos de difusion de Ito (PDI) es ho-
mogéneo si satisface (2.16) y (2.19), con b(t, X¢) = b(Xy) yo(t, X¢) = o(Xy)
parat > s, X¢g=x .

Denotemos a X; = X, para t > s sobreentendiendo que la condicién
inicial al tiempo s es . Hablamos de que el proceso sea homogéneo en el
siguiente sentido:

X5 = a4 f{*" b(X5®) du + hfj* h o(Xi")dB,
= o+ [y WXL dv+ [ o(XJ),) dB,,

donde Bv = Bsiy — Bg; v > 0. Ademas
h h
X)) =2+ / b(XJ*) dv + / o(X0*)dB,,
0 0

como {By}y>0 ¥ {BU}UZQ tienen la misma PY-distribucién, se sigue del lema
2.3.2, que { X hs0 ¥ {X}?’x}hzo tienen la misma PY-distribucién.

Sea . la o-élgebra generada por las variables aleatorias w — X (w)
con X;(w) = X} (w) para t > 0,y € R™. Se define a Q% en los miembros de
M por

(2.22) Q°[Xy, € By, -+, Xy, € By =P[X] € B, -+, X[ € Ey]

donde FE; C R™ son borelianos para i = 1,--- , k. Sea .#; la o-algebra gene-
rada por {X,,r < t}. Por el teorema 2.3.1 X; es medible con respecto a %,
entonces .#; C F;.

El resultado que presentaremos a continuacién es de gran utilidad ya que
nos permite demostrar los principios de verificacién en la siguiente seccion,
la férmula de Dynkin y otros resultados que no incluimos, como la férmula
de Feynman-Kac o la ecuacién hacia atras de Kolmogorov.

Teorema 2.3.2 (Propiedad de Markov [@k00]) Sea f una funcién aco-
tada de Borel de R™ a R. Entonces, para h,t > 0

(2.23) E°[f (Xpn) [ ) (w) = EXNEI[F(X)],

donde E® es la esperanza con respecto a la medida de probabilidad Q y
EXt@) eg la esperanza con respecto a la medida PP.
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Demostracion. Para r > t,

X, (w) /b du+/ o(Xa) B,

por unicidad tenemos que
Si definimos

entonces

(2.24) F(Xy,t,r,w) =X, (w) parar >t ,

vemos que w — F(x,t,r,w) es independiente de .%;. Usando (2.24) podemos
escribir (2.23) como

(225) E[f(F(Xta t,t+h, w))|‘g.t] = E[f(F(:E? 0, h, w)]QU:Xt
Si ponemos g(z,w) = f o F(x,t,t + h,w). Se puede probar que (x,t) —

g(z,w) es medible . Entonces podemos aproximar g de forma puntual por
funciones acotadas del tipo

> o) (w).

k=1

Usando las propiedades de esperanza condicional tenemos que
m
Elg(z,)|#] = E| lim Zm(xtwk(w)\%
m—00
= lim Zm (XE [¢r(w)].F]

k=1
= E[g(y,w)lgt]y:Xt = ]E[g(y7w)]y:Xt‘
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Por lo tanto, cémo {X;} es homogéneo,

E[f(F(Xt7 t,t+h, w))’ﬁt] = E[f(F(y7 tt+ haw))]yZXt
= E[f(F(y7 07 ha W))]y=Xt

que es precisamente (2.25). O

Otra de las propiedades que nos serviran mas adelante, es la propiedad
fuerte de Markov. Antes de establecerla, hay que definir lo siguiente:

Definicién 2.3.3 (Tiempo de Paro) Sea {4/} una familia creciente de
o-dlgebras. Una funcion T : 2 — [0,00] se dice que es un tiempo de paro
con respecto a { N} si

{w;T(w) <t} e, M para todo t >0 .

Definicién 2.3.4 Sea T un tiempo de paro con respecto a { N} y sea N
la o-dlgebra mds pequena que contenga a Ni para todo t > 0. Entonces la
o-dlgebra N5 consiste de todos los conjuntos N € N, tal que

Nn{r<t}eHi para todo t > 0 .

Teorema 2.3.3 (Propiedad fuerte de Markov [@k00]) Sea f una fun-
cion acotada de Borel en R™, 7 un tiempo de paro con respecto a Fy, T < o0
c.s. Entonces,

(2.26)  E*[f(X,10)| %) (w) = BEX7[f(X},)]  para toda h >0 .

Demostracion. Tratemos de demostrar de forma anédloga a la demostracion
de la propiedad de Markov. Para casi toda w tenemos que

XT% — g4 /T+h b(XT,x) du + /TJrh U(XT,x> dB
T+h u u us
T T

por la propiedad fuerte del m.b. tenemos que

B,=B;y,— B: parav >0

es otra vez un m.b. e independiente de .%.. Por lo tanto

h h
Xt =o+ [z [ o(xi) dB,
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Entonces { X, }r>0 debe coincidir casi donde sea con la tinica solucién
fuerte Y}, de la ecuacién

h h
Yy = :U+/ b(K,)dv+/ o(Yy) dB,.
0 0

Como {Ys}n>0 es independiente de .7, {X]7, }r>0 también debe ser

independiente. Ahora, por el lema de la solucién 2.16 podemos concluir que
{Yitnso y {X 7y nzo tienen la misma ley de {(X) Y hso-
Si definimos
F(z,t,r,w) = X (w) parar >t ,

entonces podemos escribir (2.26)

E[f(F(x,0,7 + h,w))|#;] = E[f(F(z,0,h, W)]x:Xg,z
Ahora, si X; = Xf’x,
F(l’,O,T—Fh,W) = XT-HL(W)

T+h T+h
= x+/ b(Xs)der/ o0(Xs)dBs
0 0
= z+/ b(Xs)ds—i—/ o(Xs)dBs
0 0
T+h T+h
+/ b(Xs)ds—i-/ 0(Xs)dBs

T+h T+h
= X, +/ b( X d8+/ o0(Xs)dBs
= F(XT,;,T+h,w). '

Entonces (2.26) queda de la siguiente forma

E[f(F(X:, 7,7+ h,w))|.Z;] = E[f(F(z,0, h,w)}x:Xg,z

Escribamos ¢g(z,t,r,w) = f o F(z,t,r,w). Céomo en el Teorema 2.23,
podemos suponer que g tiene la forma

g(xa t,r, Ld) Z ¢k($)¢k:(t, T, (.U).
k=1
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Entonces como X w +p, es independiente de #; y por medibilidad e g
obtenemos

Elg(X,, 7,7+ h,w)|F Z¢k E [r(7, 7+ h,w)| 7]

ZE Or(Y) V(1,7 + h,w)| F],_x

= E[g(y, 7,7 + h,w)

[ (y [ Frly=x-
= Elg(y, 7,7+ h,w)|y=x.,
= E[f(XIi’h)]ysz
= E[f( )]y—XT
= E[f(F (?/70 h,w)ly=x, 0.

Formulemos una versién maés general del resultado anterior: Sea ¢ el
conjunto de todas las funciones reales .#..-medibles. Para ¢t > 0 definamos
el operador de traslacién o de shift

9,52%—)%

cémo sigue: si 7 = g1(Xy,) - -+ gr(Xy, ), con g; funciones de Borel medibles,
t; > 0, entonces

On = g1(Xey+4) -+ - g (Xiy4t)-
Entonces la propiedad de Markov fuerte se veria de la siguiente forma

(2.27) E*[0:1)| ) (w) = E* [1].

Sea H C R" un conjunto medible y sea 7y el primer tiempo de salida
de H para un PDI X;. Sea « otro tiempo de paro, g una funcién continua y
acotada en R" y definamos

(2.28) n=9Xry)Xry, TH=mDf{t>a; X; ¢ H}.

Definicién 2.3.5 Sea {X;} un PDI en R". Definimos el generador in-
finitesimal A de X; cémo

r € R".

A () — tim FY D = (@),

t—0 t ’

El conjunto de las funciones f : R™ — R para el cudl el limite exista en
x es denotado por Da(x) y ZPa es el conjunto de todas las funciones para el
cudl el limite existe para toda © € R™.
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Cuando tenemos suficiente regularidad en la funcién f, podemos asociar
un operador diferencial parcial al proceso.

Teorema 2.3.4 ([@k00]) Sea X; un PDI homogéneo. Si f € CZ2(R™) en-
tonces f € DAy

) 92
Af) = bl + 3 Z(agqm(az)am’;.

i 1]

Otro resultado de gran utilidad, que sirve para contruir soluciones a EDP, y
lo utilizaremso méas adelante en la demostracién del principio de verificacion
para el problema de control estocéstico, es el siguiente:

Teorema 2.3.5 (Férmula de Dynkin [@k00]) Sea f € C3(R"). Supong-
amos que T es un tiempo de paro E*[T] < co. Entonces

EP[f(X,)] = f(z) + E7| /0 " AF(X,)ds).

2.4. Teoria de Control Estocastico

Supongamos que el estado de un sistema al tiempo ¢ es descrito por X;
y cumple con:

(229) dXt = b(t,Xt,U)dt+ U(t,Xt,u)dBt,

donde X; ER™ b:RxR*"xU - R", 0 : RxR"x U — R™™ 4 c U C R*
y By es un m.b. m dimensional, donde U es un conjunto de Borel dado.
Entonces u = u(t,w) es un proceso estocastico y se le nombra variable de
control. Supongamos que u es .#-adaptado y que el proceso que cumple con
(2.29) existe. Sea {X;>"},_ _ la solucién de (2.29) tal que XJ* = 2 y sea
Q®* la ley de probabilidad de X; empezando en x para t = s, i.e.

Q" [Xy, € By, Xy, € Ep) =P [X)" € By, X" € By,

para s <t;, 1 <i<k, keN, E; C R™

Dadas F', K, funciones continuas llamadas funcion de utilidad y funcién
de costo respectivamente, tales que FF: RxR"xU — Ry K : RxR"” — R.
Sea G un dominio en R x R"” fijo y sea T el primer tiempo de salida de GG
empezando en s para el proceso {X,;"},>, i.e.

(2.30) T = T5%(w) = if{r > s; (r, X>*(w)) ¢ G} < oo
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Supongamos que

7 _
(2.31)  E°® / yF“T(r,Xr)\errIK(TaXf)\XT@o]<°°
S

para todo s, z,u, donde F“(r,z) = F(r, z,u). Entonces definimos la funcién
objetivo J"(s,z) por

7 _
(2.32) J¥(s,z) =E>* / e (r, XT)dr+K<T7XT>XT<oo] :

Sea Y = (s + ¢, X.1) para t > 0, Yy = (s, z). Sustituyendo Y; en (2.29)
obtenemos

(2.33) dY; = b(Yy,u)dt + o (Y, w)dBy,

donde u, by o en (2.33) son los coeficientes resultantes al cambio de variable
en (2.29). Consideremos a Q** = QY como la ley de probabilidad de Y;
empezando en y = (s,z) en t = 0.

Notemos que

T T—s T
/ Fur (T, Xr) dr = / FUs+t (Xs-l-t) dt = / st (}/t> dt?
S 0 0
donde ~
T=mf{t>0 |V;¢G}=T-s.

Ademis _
K(T,XT) = K(Yf,s) = K(Yp).

Entonces la funcién (2.32) la podemos escribir en términos de Y con
y=(s,2),

T
@34) () =E [ [ Fenan Ky

Nuestro problema es el siguiente: para cada y € (G, queremos encontrar
un numero ®(y) y un control @ = u(t,w) = u(y, t,w) € o tal que

(2.35) O(y) = sup JUy) = J"(y)
u(t,w)ed
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donde el supremo se toma en la familia &7 de controles admisibles , conteni-
da en el conjunto de todos los procesos .#-adaptados {u;} con valores en U.
Si un control % existe, le llamaremos control éptimo y a la correspondiente
@, funcién de valor.

Tenemos que mencionar que hay varios tipos de controles admisibles :
1. u(t,w) = u(t) que se les denomina deterministas.

2. Procesos {u;} que son .#;-adaptados, donde .#; es la o-dlgebra gen-
erada por { X} |r < t}.

3. u(t,w) = ug(t, X¢(w)) para alguna funcién uy : R» — U C R*. En
este caso, supongamos que u no depende de y = (s,z): el valor que
escojamos al tiempo ¢ sélo depende del estado del sistema en ese mo-
mento. A este tipo de controles les llamaremos de Markov, porque el
correspondiente proceso X; se convierte en un proceso de difusién de
1t6 y en particular un proceso de Markov.

4. Otro tipo de control seria en el caso en el que se tuviera un conocimien-
to parcial del estado del sistema. En este caso sélo se tienen observa-
ciones de X; dadas por un proceso de It6 y en este caso esta relacionado
con un problema de filtro.

Consideremos sélo en este momento controles de Markov u = u(t, X;(w)).
Sea Yy = (s +t, Xsyt) v la ecuacion de sistema asociado es

(2.36) 4%, = b(Y%, u(Y0))dt + o(¥ey u(¥0))d B,
Parav € Uy ¢ € C23(R x R") definimos
0 = 0 - 0?
@97 (B0 = 500+ bl + 3 a5

0x;0x;
i,j=0 v

donde a;; = 1/2(c01)ij, y = (s,2) y © = (21, , 7). Entonces para cada
eleccién de la funcion u la solucién Y; = Y;* es un proceso de difusién de Ito
con generador A dado por

(A9)(y) = (L"W¢)(y)  para ¢ € C§(R x R").

Podemos observar que estamos considerando procesos no homogéneos, y
por tanto aparece el término con respecto a t.

52



Teoria de Control Estocastico 2.4 Teoria de Control Estocastico

Definicién 2.4.1 (Frontera Regular) Sea D C R"™. Un punto y € 0D se
dice reqular con respecto a X; st

Si esta condicion se cumple para toda y € 0D se dice que la frontera es
reqular.

Un resultado que utilizaremos para demostrar el teorema de esta seccién
y su demostracién se puede encontrar en [Dk00] pag. 182. Esteresultado
c6mo encontrar la solucién a un problema clédsico de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales.

Teorema 2.4.1 ( El Problema de Poisson con condiciones Dirichlet)
Supongamos que Tp < oo c.s. QY para toda y. Sea ¢ € C(9D) acotada y sea
g € C(D) que satisfaga

™
EY [/0 ]g(Y;)]ds] <oo VYyeD.

Definamos
wle) =B () + | [ g as|. we D

Entonces
dw=—g enD.

lim w(X:) = ¢(X-,) cs. QY Vye D,

tTTD
donde < es el operador caracteristico de { X} y se defiene de manera andlo-
ga al operador infinitesimal.

Observacion 2.4.1 En la definicion de generador infinitesimal se cambia
el tiempo t por 1y, en el denominador EY[ry] en lugar de t y el limite se
toma para cualquier coleccion de abiertos U’s que decrescan a y. Otra cosa
que podemos decir es que Da C Doy y por tanto

Af =o/f VfeDa

Los resultados que presentaremos a continuacién son los principios de
verificacion correspondientes a esta formulacion. La importancia de estos
resultados es la reduccién del problema de control a resolver una EDP de
segundo orden.

53



2.4 Teoria de Control Estocéastico Teoria de Control Estocastico

Teorema 2.4.2 (Ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman(HJB)[Dk00])
Si definimos

O(y) = sup{J“(y);u =u(Y) control de Markov}.
Supongamos que ® € C*(G) N C(G) es acotada, T < oo c.s. QY para
toda y € G y que exista un control optimo de Markov 4. Supongamos que

OG sea reqular para Y,*. Entonces

(2.38) sgB{F”(y) + (L'®)(y)} =0 para toda y € G

(2.39) d(y) = K(y) para toda y € 0G

El supremo en (2.38) se alcanza si v = u(y) donde u(y) es dptimo. En
otras palabras

(2.40) F(y,a(y)) + (L*®)(y) = 0 para toda y € G

Demostracion. Para probar las ultimas dos afirmaciones notemos que el con-
trol @ = u(y) es 6ptimo y obtenemos

) T
Bly) = TH(y) = BV [ | FOaw)) s+ KO

Siy € 0G entonces T = 0 c.s. QY ya que JG es regular y se demuestra
(2.39). Ahora, por el teorema (2.4.1)

(Lu(y)(I))(y) = —F(y,u(y)) para today € G

que es precisamente (2.40). Sélo nos falta demostrar (2.38) y para hacer esto
fijemos y = (s,z) € G y escojamos un control de Markov u. Sea a« < T un
tiempo de paro. Como

7t = e[ [ P ar s KOvread

observando que bajo un argumento anédlogo para poder obtener (2.28) (ver
[Ok00] pag. 226)

Oa </OT FU(Y;) dr + K(YT)XT<<>0) = /aT FU(Yr)dr + K(Y1)XT<o0
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tenemos por la propiedad fuerte de Markov (2.27) combinado con (2.28) y
con la observacion anterior que

EY [J(Y,)] = EY :Eya [/DT F“(YT)dr—i—K(YT)} XT@o}

= EY|EY [9a </OT FU(Y,)dr + K(YT)XT<OO> |ﬁa”

= EY :Ey [/QT F*(Y,)dr + K(YT)XT@O!%”

- w|f " E ) dr b K(Vr)xress [ o]

= - | [ ],
Entonces
(2.41) JUy) =EY [/Oa F*“(Y;) dfr} + EY [J*(Ya)] -

Sea W C G con W = {(r,z) € G;r < t;} donde s < t;. Consideremos
a = inf{t > 0;Y; ¢ W}. Supongamos que un control éptimo existe @(y) =
u(r, z) y escogemos

o si(r,z) e W
u(r, 2) _{ a(r,z) si(r,z) e G\ W

donde v € U es arbitraria. Entonces
(2.42) (I)(Ya) = Jﬁ<Yoc) = Ju(Ya)
y por lo tanto, combinando (2.41) y (2.42) obtenemos
23 o) =) =8| [ el e,
0
Como ® € C%(G) por la férmula de Dynkin
«
B[] = o) + 27| [ (e ar]
0

que sustituimos en (2.43) y nos da

v) 2% | [Cron | vz | [Twem
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o bien,
EY [/ F”(mdr+/ (L”q’)(Yr)dT] < 0.
0 0
Entonces
EY [Jy FU(Yy) dr + [ (L°®)(Y;) d
[fo (Y) ngj[_a{()( )(¥r) 7’} <0 para todo W.

Si dejamos que t; — s obtenemos, cémo F y (LY®) son continuas en y,
que FY(y) + (L"®)(y) < 0, que combinado con (2.40) da (2.38). O

Teorema 2.4.3 ([@k00]) Sea ¢ una funcién C*(G) N C(G) tal que , para
toda v € U,

(2.44) Foy) + (L°¢)(y) <0, yeG
con valores en la frontera

(2.45) lim 6(Yy) = K(Yr)X(reo) 5. Q

y tal que {¢(Y7) o<1 sea uniformemente QY-integrable para todo control de
Markov u y para toda y € G.Entonces

(2.46) o(y) > J“(y) para todo control de Markov u y Yy € G.
Mas ain, si para cada y € G podemos encontrar uo(y) tal que
(2.47) FoW (y) + (L"We)(y) =0,
entonces ug = ug(y) es un control de Markov tal que
¢(y) = J*(y)
y por lo tanto ug debe de ser un control dptimo y ¢(y) = ®(y)

Demostracion. Sea u un control de Markov. Sea ¢ que satisface (2.44) y
(2.45). Como L"¢ < —F" en G tenemos por la férmula de Dynkin

EV[o(Yra)] = 6(y)+EY | [ (LU9)(¥y) dr]
< o)~ B | FY)dr|,
donde
(2.48) Tr = min{R, T,inf{t > 0;|Y;| > R}}
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para toda R < oo. Esto nos da, por (2.39), (2.45) y por integrabilidad
uniforme

oly) = BY| [T dr + o(V,)|
B fy FU(Y,) dr + K (V)X {rese) | = J*(9)

si R — oo que prueba (2.46). Si ug es tal que se cumple (2.47), entonces el
trabajo anterior con igualdades completa la prueba [J.

En el siguiente capitulos veremos algunas aplicaciones que tiene la teoria

desarrollada a lo largo del trabajo, asi como algunos ejemplos donde es
necesario conocer mas a fondo varios aspectos que no incluimos.
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Capitulo 3

Algunas Aplicaciones

En este capitulo hablaremos de algunas de las aplicaciones que podemos
encontrar de la teoria de control determinista y estocastico en las finanzas
y la biologfa.

3.1. Regulador Cuadratico Lineal

En esta seccién deseamos discutir uno de los ejemplos clasicos en la teoria
de control. Este ejemplo es de nuestro interés por su uso en aplicaciones ,
ademas de que podemos dar una solucién explicita a este problema. En el
primer capitulo se desarrollé su analogo en el caso determinista, ahora de-
seamos desarrollar este mismo en su versiéon aleatoria.

Supongamos que el estado de un sistema al tiempo ¢ estd dado por la
siguiente ecuacién:

(31) dXt = (HtXt + Mtut)dt + O'tdBt, t> S; Xs =X

y la funcién de costo asociada a este problema para s <t es

t1
(3.2)  J%s,x) =E5* [ (X[ Xy +u" Dy} dt + X RXy, |

S

donde todos los coefecientes Hy,Cy, R € R™ ™ M, € R"™F o, € R*™
y Dy € R¥*F son t-continuos (ver 2.4) y deterministas. Supondremos que
las matrices R y Cy son simétricas, no negativas definidas y D; simétrica y
definida positiva para toda ¢. También supondremos que t; es determinista.
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3.1 Regulador Cuadratico Lineal Algunas Aplicaciones

Nuestro problema serfa encontrar una u = u(t, X;) € R tal que minimice
el funcional J*. La ecuacién de HJB (2.38) asociado a nuestro problema es:

33) 0 = iIgf{F”(s,x)—i—(L”(I))(s,x)}

0 T = 0P
= %—Flgf{% CS$+U st+;(st+Msv)z8m

1< 0@
+ 3 ”2:1(0505 )ijiﬁxi&ﬂj} para s < t;

o(t1,x) = 2T Ra.

Para encontrar la solucién, se propone una funciéon de la forma
o(t1,z) = 2T Six + ay

con S(t) = Sy € R™ "™ simétrica, no negativa definida, a; € R y ambas con-
tinuamente diferenciables con respecto a ¢t y deterministas.

El primer requerimiento que debe cumplir es
o(t1,x) =" Rx =2’ Spx +ay, = ay, =0, Sy, =R
Ahora, sustituyendo ¢(¢, ) en la ecuacién de HIB correspondiente (3.3),
obtenemos
FU(t,z) + (L'¢)(t,x) = 278z +a,+ 2" Cx + 0T Dy

+  (Hu+ Mw)" (S + Stx) + Y (010] )ij Sij,

i,j=1
ya que la matriz S; es simétrica i.e. a; = b; para toda ¢ donde a; y b;
forman los vectores renglén y columna respectivamente, entonces x! Syx =
(x-ay,...,x-ay) x donde - denota el producto interior usual. Entonces de
aqui se deduce, por la propiedad del producto que
{(x-ar,....¢an) - x}ts, = (a1i,... 0p) -x+ (T -a1,...,x- ay) €
= 2a;-x, €=(0,..., 1 ,...,0).
i—esima
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Algunas Aplicaciones

3.1 Regulador Cuadratico Lineal

Por lo anterior

> (e + M)

i=1 v

82¢

i
J (93328:1,3

1 n
) Z (UtUtT)

ij=1

El minimo se obtiene si

D,(F“(t,x) + (L*®)(t,x))

Y esto se cumple si

n

Z(Htl‘ + Mt)z(bz x4+ a;- 1‘)
1=1

(Hyx + M) (Syx + S x)

n

> (0] )is Sij

ij=1

2Dv + QMtTUStZL‘ 0

v=—D; M!Sz,

de lo que se puede ver que

’UTDtU

(por ser simétricas Dy, St)

(Ht.’L' + Mt?})T

F°(t,x) + (LY9)(t, x)

(=D ' ML S2)T Dy(—D; ' ML S;x)

2T S, M, D;*DyD; MF Sy
(L'TStMtDt_lngStx

(Hyx + My — D7 M Spa) T

$T(S£$ + Cy — StMtDt_lMtTSt -+ 2HtSt)l‘

n
/ T
ap + Z (010 )ij Sij = 0,
ij=1

la dltima igualdad a cero se cumple si escojemos St y a; tales que

n
gy = =) —(ow0])i; Sy

S¢M;D;*MF'S, — 2H,S; — C;

o bien

,j=1

ag

/t1
t

n

Z _(Utaz)ij Sij ds

ij=1
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3.2 Seleccién Optima de un Portafolio Algunas Aplicaciones

para t < t;. Podemos notar que la primera ecuacién es precisamente la
ecuacion del ejemplo 1.2.1 | y por tanto es el mismo control que el caso
deterministico. Sabemos que esta tiene una soluciéon con su correspondiente
condicidn inicial, y por tanto determina a Sy de manera tnica. Por el teorema
(2.44) podemos concluir que

u(t,z) = —D;'MI'Sux, t<t
tp M

(I)(S,.%') = .%'TSS.T +/ Z —(UtUtT)ij Sz‘j dS, s <1
boig=1

control éptimo y funcién de costo minimo correspondientemente.

3.2. Seleccion ()ptima de un Portafolio

En esta seccion se desea construir un portafolio en un caso muy simple
usando metodologias de control. Se puede tratar este problema desde una
perspectiva méas general, cémo se vera en la siguiente seccién. Falta men-
cionar que un portafolio es el conjunto de activos financieros en los cuales
se invierte.

Supongamos que una persona quiere invertir su dinero y puede escoger
entre dos instrumentos de inversién: uno libre de riesgo (un banco) y uno
con riesgo (una accién). Supongamos que el precio pi(t) del instrumento con
riego se rige por la siguiente ecuacién

dp1 = pradt 4+ p1adBy,

donde a,a > 0 son sus tasas de interés y se suponen constantes. Sea ps el
precio del activo libre de riesgo y cumple con la siguiente ecuacion

dpg = pgbdt.

Es natural pensar que la tasa de interés del activo libre de riesgo sea
menor que la del activo con riesgo (b < a). Supongamos que la persona
puede decidir a cada instante que proporcion u de su dinero se invierte en
el activo con riego y el resto 1 — u al activo libre de riesgo. Si X; denota la
cantidad de dinero que tiene la persona al tiempo ¢ la ecuaciéon que rige el
bienestar de la persona es

dXt = uXtadt + UXtO[dBt + (1 - U)thdt
= Xt(au + b(l — U))dt + OéUXtdBt.
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Algunas Aplicaciones 3.2 Seleccion Optima de un Portafolio

Supongamos que su bienestar al tiempo t es Xy = x > 0 la persona
quiere maximizar su utilidad esperada a un tiempo futuro ¢y3. Consideremos
el hecho de no pedir dinero prestado X; > 0 y dada una funcién de utilidad

N :]0,00) — [0,00), N(0) =0 creciente y concava,

nuestro problema es encontrar ®(s,x) y un control u = (s,X;), 0 <u <1
tal que

O(s,z) = sup{JY(s,z); 0<wv<1, vcontrol de Markov}
= JUs,z) = E¥*[N(X7)]

con T el primer tiempo de salida de la regiéon G = {(r, z);r < to9, z > 0},
entonces la correspondiente ecuacién de HJB (2.38), (F' =0, K = N) seria

sup{(L'®)(t,z)} = 0 para (t,z) €G
®(t,x) = N(x)parat=ty, P(0)=0 parat<tp.

Por tanto, buscamos una funcién v que maximice la funcién
v L 59 9
n(v) =L"® = (I’t-l-fr(b—i-(a—b)v)@m—i-ia v Py,

Si®, >0y P, <0 la solucidn seria

(a —b)P,
xa?®,,

Si sustituimos en 7 nuestro problema se convierte en
(a— b)2?

202220,
®(t,x) = N(z) para t=tg, =0

D, + 20D, — para t <tg, x>0

Este problema es un problema muy complicado de resolver en general,
pero si consideramos el caso particular N(x) = 2" con 0 < r < 1 y usando el
metodo de separacién de variables, buscando soluciones de la forma ¢(t, z) =
f(t)z". Sustituyendo, se puede ver que ¢(t,z) = e*¢=10)z" con X\ = br+ (a —
b)2r/2a2(1 — r). Por lo tanto el control éptimo serfa

a—b
u(t,x):ag(l_l).
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3.3 Un Modelo de Depredador-Presa Algunas Aplicaciones

Siu € (0,1) es el control que resuelve nuestro problema, por el teorema
(2.44). Otra eleccién interesante es N(z) = log(x), y usando la férmula de
Dynkin 2.3.5 :

E¥*[log(X7)] = log(x)+

T
E>* [/ au(t, X¢) +b(1 = u(t, X;)) — o*u?(t, X;)d dt| .

De aqui es claro que si escogemos v tal que maximice el integrando,
otendremos el control deseado, y este es
a—b
v=—.
o2

Podemos utilizar este procedimiento para el caso N(x) = z".

3.3. Un Modelo de Depredador-Presa

En el siguiente ejemplo consideramos un sistema de EDP acopladas. El
sistema nos describe la interaccién entre dos tipos de plankton (fitoplankton
y zooplankton), el segundo se alimenta del primero y a su vez una especie
de peces se alimentan del zooplankton (ver [MPTMLO2] pag. 334). Lo que
haremos en este ejemplo es tratar de aplicar el teorema 1.2.1 al sistema que
describe esta interaccion en su version discretizada. Hay que senalar que este
problema se puede hacer uso de la formulacién que hay para EDP, pero va
mas alla de esta tesis desarrollar dicha teoria.

Si denotamos por p = p(t,z,y) y h = h(t, z,y) ala densidad de poblacién
de fitoplankton y de zooplankton herviboro al tiempo ¢ y posicién (z,y), el
sistema que describe dinamica descrita anteriormente esta representada por:

dp ap
- = 1—p)— ———h+d,A
5 rp(l—p) — 1 o H AP
(3.4)
oh ap gh?
— = - - dpAh
ot 1+ bp " 1—|—92h2f+ h=0

en Q = (0,11) x (0,12), con condiciones iniciales de las dos poblaciones
p(0,z,y) =po y h(0,z,y) = hg, y las de frontera

Op
(3.5) pe=go=0=2-=h. €09

64



Algunas Aplicaciones 3.3 Un Modelo de Depredador-Presa

donde g—g = V - 7, siendo 7 el vector normal a la frontera del dominio y
con w, denotando las derivadas parciales con respecto a x,y. La igualdad
entre derivadas normales exteriores y parciales se debe a que el dominio
es un rectangulo. Los términos con laplaciano en las dos ecuaciones con su
respectivo coeficiente representa como se distribuyen las especies en el medio
considerado. Los términos de la forma

F(Y)X

representan como crece la poblacién X a una tasa F(Y). A F se le conoce
como respuesta funcional que es el cambio en ntimero de presas atacadas por
un depredador en un periodo de tiempo al cambiar el valor de la densidad
inicial de la presa.

Lo anterior en palabras nos dice que nuestras poblaciones iniciales al
tiempo 0 son py y hg, y estan contenidas en en un estanque rectangu-
lar de lados I; y l2, y no hay flujo de poblacién fuera del rectangulo. Los
parametros a, b, r, m, f,dy, d; son valores obtenidos bajo un cambio de vari-
able de lo que originalmente representaban las tasas de crecimiento, muerte,
depredacién, capacidad de carga, la respuesta de saturacién funcional, etc.
(ver [MPTMLO2] pag. 334-335). Para que podamos dar una discretizacién
de (3.3), tenemos que considerar una particién de Q (por simplicidad, con-
sideraremos una particién regular).

Sea P = {(z5,y5) € Q@ : wp < Upp1,u = x,y,i = 0,...,n,j =
0,...,m} con (g = yo = 0) y (zn,ym) = (l1,l2). El sitema discretizado
seria

api;
pij = rpij(1—pij) — R Z’w hij + dpAijp
(3.6)
2
api; ghi;
B = I B —mhy — —9 4y Agh
K 1+ bp;; g 1+92h§jf+ R4

donde w;; = w(t,x;,y;) para w = p, h, * denota derivada con respecto al
tiempo y

Wi—1,j — 2wij + Wit1, 5
Ajjw = o) +
Az

)

Wi, j—1 — 2w + w; i1
2
ij

Az =2z — 2,1 para z=2uz,y
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3.3 Un Modelo de Depredador-Presa Algunas Aplicaciones

representando el laplaciano en su version discreta. Las condiciones de fron-
tera asociadas a este problema serian

Wy = Asy =0 j=0,0
wy:“”“’j;—;:’“*l:o k=01
Definamos
Py = (pij, hij, Pi-1,j> Pit1,j> Pij—1,Pij+1)
y

Hij = ((hij, pij, hi—1,5, P15 hij—1, Ri j+1))

para hacer destacar la dependencia y aplicar el teorema 1.2.1. Por el argu-
mento anterior notamos que

(‘Pi')wkr = (Hz)wk, =0

paral<k<i—1,0<r<j—toi+1<k<ly,j+1<r <lyy los casos
correspondientes para w;;, y ademas

(ol = (1= 205) = (s = 24y b7 + 5ty )
(Pij)hij = _1iigij

(B]')Pifl,j = aﬁf;,j = Adx,,?

Pilosr = vprs =20

oy = im0 (i ) s (s + 2
Hypy = wiey

(Hij)hi_yy; = (Hij)hyy, = Adf;?

(Hij)ni; 1 = (Hijlnija = Ad;;z.
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Algunas Aplicaciones 3.4 Ejemplos mas Elaborados

Tenemos el vector (P, H;j) y deseamos calcular la diferencial con re-
specto a las variables pg,, hi para 1 < k,7 < n —1,m — 1, y ordenamos
el orden de derivacién con respecto a las variables de estado de la siguiente
forma

z = (pllv"‘ sy Plm, hllu"' 7h1m7" -y Pnly -+ Pnm.; hn17' . 7hnm)

Para este caso 1.19 seria
Aij(t) = Nij () V (Pij Hij)

donde \;; es un vector en dos dimensiones y V(FP;;, H;;) es la matriz

< (P’L'j)pi717j 0 (Pij)pi,jﬂ (Pij)pij (Pij)pi,jﬂ 0

0 (Hij)n;1,; 0 (Hij)pi; O 0
0 (Pij)hij 0 (Pij)pi+1vj 0 >
(Hi')hi,j—1 (Hij)hij (Hi')hqz,j+1 0 (Hi')hi+1,j

donde el 0 representa una o varias entradas de la matriz con este valor.

Tenemos que destacar que un caso muy particular de la submatriz ante-
rior es cuando consideramos los valores cercanos a la frontera (i = 2,n, 1 <
j<m,j=2m,1 <i<n). Porlas condiciones de frontera el laplaciano
discreto tiene una reduccién

Wt e W e — s ) ,
2 M R Y 3 M ] para i=1n—-1, j=1,m—1

Az% Ay]z.
Wit1, j—Wij Wi, j41—2W;5+w;, j 1 . .
Ajjw = ZA;? o b Ayg_ 2d para i=1,n—1, 1<j<m-—1
i J
w; i—2w; w1, 5 Wi, j4+1—W;j . .
v ”ilyg 4 para l<i<n-—1,j=1m-—1
i J

donde entendemos el signo “+ 7 los caso i,j = 1y “—" los casos i,j =

n — 1,m — 1. Podemos notar que el sistema de ecuaciones es lineal con
coeficientes variables. Para un trabajo posterior serfa interesante dar alguna
aproximacion de la solucion, tratar de ver si un control éptimo existe, si éste
se conserva 6ptimo y utilizar otros esquemas de discretizaciéon y compararlos.

3.4. Ejemplos mas Elaborados

En esta seccion deseamos presentar ejemplos en los cuales la teoria desar-
rollada no basta para dar los detalles. Se puede consultar en las referencias
de donde tomamos estos ejemplos para ver la teoria correspondiente. Como
las tecnicas utilizadas son bastante analogas a lo ya expuesto se presentan
los ejemplos desarrollados o al menos el planteamiento de dichos problemas.
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3.4 Ejemplos mas Elaborados Algunas Aplicaciones

3.4.1. Opciones Reales

En esta seccion deseamos construir un portafolio al cudl le podamos
aplicar una valuacion de riesgo neutral. Lo que nos interesa es el valor de
mercado de una opcién de cambio generalizada. Hay que destacar que no
daremos la solucién del problema, porque habria que deducir la férmula de
Itd6 para procesos mas generales y habria que desarrollar la teo'la de con-
trol correspondienmte con esta formulacién. Damos cémo referencia [V02]
de donde se tomo este ejemplo y donde se desarrolla parte de la teoria de
control usada y por otro lado se puede consultar [Ap04] para la parte de
teoria de integracién estocdstica.

Para poder plantear nuestro problema en el marco de control, vamos a
necesitar que la opcion de cambio generalizada tenga fecha fija de ejercicio
(T < ), después de la cuél carece de valor.

Sea Z el espacio de accién tal que Z = 29U 2" donde Z% y & se
definen de la siguiente manera:

1. % = el espacio de las variables que tienen un impacto directo en la
dindmica.

2. 2" =1 espacio de las variables que sélo pueden ser ajustadas indi-
rectamente al cambio de la dindmica (i.e.aquellas que no aparecen
explitamente en los coeficientes de (3.7)).

Sea U, la variable de estado que es soluciéon de la siguiente EDE:

(37) dU; = b(t, Ut)dt + J(t, Ut)dBt con Uy =u
y consideremos & = Z".

Sea w una estrategia de control de impulso admisible i.e. una sucesion
w = {(0k,&) : k € N} de tiempos de intervencién e impulsos respectiva-

mente con Z; € Z, § = Zp, tal que

s <Op <Oky1 cs.VkeN,
& € 7,
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Algunas Aplicaciones 3.4 Ejemplos mas Elaborados

donde 605 es un tiempo de paro con respecto a la filtracién natural {%#;}
generada por el m.b. { B}, & son medibles con respecto a U((ng_ ), (€n),n <
k). Finalmente

P(lim 0, <T)=0; VI'>0

k—o0
Llamaremos W al espacio de las estrategias de control admisibles w. Si
aplicamos una estrategia de impulso, el estado de todo el sistema al tiempo
t esta descrito por

Xy = U, site [eja0j+1],j€{0,1,'-- ’]{}
&k

con Xog =x = (s,u, 2), el tiempo de ejercicio 0, = sup{f; |0; < T}.

Sean f(t,U, Z;) y H(X,-,Zy) > 0 para Z,- # Z; las funciones de flu-
jo de ganancia instantdneo y de cambio de costo respectivamente. Vamos
a suponer que el mercado de activos garantizados es perfercto, es decir sin
friccién y completo.

También supondremos la existencia de un activo libre de riesgo que su
precio 3 sea de la forma

dfB; = rfBidt con By >0

y donde la tasa instantanea por unidad de tiempo r se supone constante.
Por la dindmica de U; nos da la oportunidad de comerciar en portafolios que
replican completamente las ganancias netas de las opciones de cambio gener-
alizadas. Sea M = (M?",--- , M™) el proceso de precios de los ”n” portafolios
(n > d) que es de la forma

dM; = ,uM(t, Mt)dt + UM(t, Mt)dBt

con pp € R?, oy € R

Se comercia con activos garantizados de forma continua, sin friccién y sin
costos de transaccion. Se permiten ventas en corto de valores garantizados.

Sea V(x) el valor del mercado de la opcién de cambio generalizada.
Suponemos que es estocédsticamente C? en R™*! con respecto a Y; = (¢, Uy)
con z € Z fija, es decir si
9/
EY [V (Yy)| o) = V(Yy) + EY

AV (Yy) dtl%]
0
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3.4 Ejemplos mas Elaborados Algunas Aplicaciones

para todo tiempo de paro 6 < ¢’ < inf{t > 0| Y; ¢ R""!} < 00, Y; proceso
de difusién de It6 con

82
"Z{_ifz Z Janan'
=1 i,j=1
Sea

M?w(t, Mt) N bl(t7 Ut)
M Ui

(38) 6i(t,Ut,Mt) = |: :| para 1= ]_7 RN )

la tasa de equilibrio de equilibrio de regreso shortfall.

Para replicar el mercado de la opciéon de cambio generalizada, consider-
emos II el espacio de los procesos en [0, 7] localmente acotados, predecibles
y con valores en R" 1,

Sea (7V(t),7'(t)) = =w(t) € II, t € [0,T] una estrategia de comercio.
Supongamos que las integrales

/77? dg, vy /Trt1 dM;

estan bien definidas en [0, 7). 7 es la cantidad del activo sin riesgo al tiem-
po t y m es el vector posicién de los "n”portafolios replicados del vector
M. Sea f(X;) el flujo de efectivo instantaneo al tiempo ¢ generado por la
opcién de cambio generalizada. Este se puede ver como una tasa de consumo
continua en el portafolio replicado.

Mientra se incurra en cambios de costo de cantidad H(X,-,&;) a cada

tiempo de intervencién 6, el proceso del portafolio replicado tiene que imi-
tar esto dividend-like payments.

Entonces se obtiene que el valor de mercado de la opcién de cambio
generalizada que es replicada por el capital del portafolio del mercado es:

V(t, Uy, Zy) = V(t, My, Zy) =708 + 7 My

t ¢
= 7T8ﬁ0+7r6M0+/ ngﬁs—i—/ ﬂ';dMS

0

(3.9) /fsUs,Z ds+ZH9],£]

Jio<t
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Los primeros dos sumandos son la dotacién inicial y los ultimos dos rep-
resentan el proceso acumulado de consumo que rige el retiro e infusién de
fondo en el portafolio replicado del mercado.

Para cualquier estrategia de control de impulso admisible w € W, por la
formula de It6 generalizada se obtiene

t t
VUL Z) = V(0,u,2) + / SV(X,)ds + / VV(X,)o(s, Us) dB,
0 0

(3.10) + D V0, Us,. Zo,) = V(05 Uy-. Zo, )
jtegt

Dado que en (3.9) para t = 0 el portafolio replicado es igual al valor de
mercado de la opcién de cambio generalizada

(3.11) ﬁgﬂo + wéMo =V(0,u,z),

y restando (3.9) y (3.10) obtenemos

¢
0 = /%V(XS)—Wgrﬂs—ﬂ';,uM(s,Ms)—}-f(Xs)ds
0

+ D VI0;,Us, Zo,) = V(05 Uy Zo, ) — H(0; &)
Jio<t

t
(3.12) +/ VV(X,)o(s,Us) — mion (s, M) dB,
0

La ecuacién (3.12) se debe cumplir para toda ¢ € [0,7],U; € R" y
Zy € Z. Por lo tanto cada sumando de los renglones correspondientes debe
ser igual a cero. Lo verificamos de la siguiente manera:

1. Como M?* imita el riesgo de incertidumbre de U’ por construccion,
debenos tener que
()i _ (on)i

(3.13) TR YT Vi=1,---.,n, j=1,---,d.

Si sustituimos en el sumando del ltimo renglon, entonces

M
o(s,Us) =0

(3.14) VV(X)o(s,Us) — Wga
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donde se entiende que el vector M, /Us = (M*/UL--.  M"/U™). Re-
solviendo esta ecuacion llegamos a que

U OV(X,) U 9V(X,) U"

1 o 78 — S —_— ... s o

T, = MSVV(S’US’ZS) aUl _2\417 ’ 8Un M™
(3.15)

2. Si usamos el resultado anterior e igualamos a cero el sumando del
primer renglon de (3.12) se tiene:

AV(X,) = mirfs — ]\U/_fs VV (s,Us, Zs)pum (s, Ms) + f(Xs) = 0.
(3.16)
Entonces
o AV(Xs) = 3VV(s,Us, Zs)unr(s, Ms) + f(Xo)
o s '
(3.17)

Si usamos la definicién de d(s, Us, M) en (3.8) y
V(X)) = mof+mpM
AV (Xt) = SEVV(E, Uty Zo)par (8, M) + f(Xy)
a B '
(3.18) + LYVt UL, Z)M,

obtenemos la ecuacion fundamental de precios para el valor de mercado
de la opcién de cambio generalizada

oV & Y | VA N i 4 _
E‘i‘ (r—é)Uauz‘i‘i Z(UJ )wm—rv—kf—o.

i=1 ij=1
(3.19)
3. Consideremos w € W en (3.12), entonces deberfa haber switcheo cuan-
do no es 6ptimo switchear, por lo que
V(0 ,Uy-,Zy-) > V(0,Up, Zg) — HUy-, Zp) = V.
(3.20)
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Por lo tanto implica que la ecuacién (3.12) seria menor o igual a cero
y esto nos daria cémo consecuencia que la ecuacién fundamental de
precio seria una desigualdad

v Y ) T o i 4
- — MU _ P < 0.
5 + > (r=0"U 9 + 5 Z (00" )i A0, rV+f<0

i=1 i,j=1
(3.21)

Pero cémo la estrategia reduce el valor de la opciéon de cambio gen-
eralizada, la firma podria hacerlo mejor invirtiendo en el portafolio
replicado.

Por otro lado, si

MV >V

para un tiempo 6 de intervencién, en un mercado perfecto otras firmas
desearian obtener la opcion de cambio generalizada y aplicar de forma
inmediata un control de impulso. Pero cémo esta es una oportunidad
de arbitrage

%‘/97 _‘/97 > 07

deberiamos tener para el valor de mercado de la opcién de cambio
generalizada que los impulsos de control se realizan de forma 6ptina.
Entonces tenemos la condicién

V(ejaUaj,ZGj) - V(G;,U(,j—,Zej—) - H(Uej—’Z%’) =0 Vj:0<T
(3.22)

nos da la igualdad en (3.12). Tambien tenemos que la ecuaci 6n fun-
damental de precio en la regién de continuacién (la regién en la cuél
no es 6ptimo intervenir en el sistema)se sigue cumpliendo.

En conclusién, lo que hemos hecho hasta el momento con argumentos de
mercado, es relacionar al problema de encontrar el valor de mercado de una
opcion de cambio generalizada con un problema de control de impulso via
la ecuacion fundamental de precio o en terminos de control, la ecuacion de
Hamilton Jacobi Bellman asociado al correspondiente problema de control.
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3.4.2. Estimacién de Parametros

En esta seccién plantearemos el problema de estimacién de parametros
como un problema de control 6ptimo. Para poder dar condiciones necesarias
para la existencia de un control tendriamos que utilizar tecnicas discretas
de control 6ptimo.

Sea el problema de Cauchy

(323) y/ = f(t7y7u)
y(to) = Yo,

y sea
T = {(t’uyz) € [t()tf] X Rn | Yi = ¢(tlvt07w7u) + €5, 1= 17 e 7m}

una tabla de valores observados de la solucién al problema de Cauchy. Nue-
stro problema, es poder encontrar una u tal que g(u) sea minimo con

(324 gw) = SIY — P

1 m
=1

donde definimos F' c6mo

o(t1;to, Yo, u) Y1
(3.25) F(u) = : s Y=1 1,

¢(tm;t07y07u) Ym

el primero representando la matiz de valores exactos al tiempo ¢; y el segundo
es la matiz de valores observados. Sea

w1l - Win
(3.26) W = Wi : ,
Wm1 - Wmn
y consideremos W; = (wj1,--- ,wip) y construimos la matriz cuadrada con
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diagonal W;. La forma cuadratica asociada seria

lyi — d(tisto, yo, w3y, =

(o) (wn 00 [e
0 0 win en

=1

con w;; > 0 que son los pesos o relevancia dada a cada error. ¢(t;to, yo,u)
solucién de (3.23). Podemos interpretar el problema (3.24) de la siguiente
forma: intentamos estimar el error minimo que podemos cometer en una
medicién con respecto a un fenémeno observable, tomando en cuenta que
podemos mejorar la medicién (via la funcién u).

3.4.3. Valuacion de Opciones

En esta seccién presentaremos la celebrada féormula de Black & Scholes
(1973) para la valuacién de una opcién europea.

Para este modelo consideraremos 2 activos, un con riesgo y el otro libre
de riesgo. Sea Py el precio del activo libre de riesgo con

(3.27) Py(t) =poexp(rt) 0<t<T.
Y sea P el precio del activo con riego dado por
(328) dPl(t) = ’I“Pl(t)dt + UPl(t)dBt

Para tener la opcidon de comprar una accién al tiempo T a precio ¢, el
proceso de valuacién seria

(829) X, = Elexp(—r(T — )(PI(T) - )| F); 0<t<T.

Para poder expresar la ecuacion anterior en una forma maés explicita,
observemos que

o(,1) = { Q(UxCI)(quSELT —t,xz)) — qgexp(—r(t — t))P(w_)(T — t,x); ?f

con

wa (7)) = —— [mgchﬂ(ri“;ﬂ, B(x) = U\}ﬂ/;exp(_;?)dz,
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es solucién al problema de valor inicial

—a‘i‘T’U— 50’ xz w —|—T‘$%, [OvT) X (0700)

v(T,x)=(x—q)"; x>0

se puede demostrar que la funciéon v admite una representacion estocastica,
y por la propiedad de Markov se puede ver que

Xy =w(t, (1))
Observaciéon 3.4.1 Hay que senalar lo siguiente:

1. By es otro movimiento browniano con respecto a otra medida de prob-
abilidad que es absolutamentecontinua con respecto a la medida que
hemos trabajado.

2. La representacion estocdstica se refiere al equivalente a la formula de
Feynman-Kac.

Se puede consultar [Fo99] para mds detales.

3.4.4. Otro Problema de Valuacién

Este ejemplo fue tomado de [KnMeZe99]. Consideramos un modelo de
inversién con una sola comodidad, y suponiendo que existe un activo en
comercio generando el correspondiente mercado.

Sea (Q,.7,.%;,P) un espacio de probabilidad filtrado, que satisfaga las
condiciones usuales de continuidad por la derecha y que contenga sus con-
juntos P-nulos. Denotamos a .7 a todos los .#;-tiempos de paro, a ¥ a la
familia de procesos con variacién finita y cadlag, y a & al conjunto de los
procesos progresivamente medibles U con valores en un subconjunto com-
pacto % en R.

Supondremos que el precio de la comodidad es solucién a la EDE
(3.30) dX: =bXdt + 0 XydBy, Xog=2x>0,

donde b, 0 son constantes. Sea la tasa de produccién un proceso en %. Si
para alguna u € U, Us; = u para toda s en un intervalo [t, ¢+ At], entonces la
inversion produce una cantidad de la comodidad igual a uAt a lo largo de este
tiempo. Supongamos que la tasa de produccién puede cambiarse de forma
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instantanea sin incurrir en costo alguno en el conjunto de valores admisibles.
Un tiempo de retiro es un tiempo de paro 7 € .7. También supongamos que
al tiempo de abandono, la inversion se descarta, y por tanto, ya no sirve
invertir. El conjunto de estrategias admisibles II es una familia de parejas
(U,r)talque U € € y 7 € 7. Si el manejo permite una estrategia admisible
(U, 7) €11, la inversién tiene cémo funcién un pago acumulativo dado por

tAT
(3.31) cUT — / R(Xe, Ub)dt + KTt
0

Supongamos que K < 0, y —K se interpreta cémo el costo en el que
incurrimos por abandonar la inversién. También supondremos que la funciéon

h :]0,00[x% — R es semicontinua superiormente, y h se define cémo

(3.32) h(z) = quleé[}( h(z,u),

entonces h es creciente y lim,_,o, h(z) = oo.

Para una inversién como la antes descrita, la funcién de valor correspon-
diente seria

Vb6 (T) = Usuean {/0 exp(—d0t)h( Xy, Updt) + exp(—67)K

= sup E {/ exp(—dt)dCt(U’T)} ,
0

U,Tell

donde § es un parametro dado. Supongamos que

(3.33) E [ /0 ~ exp(—ot) [h(X0)] dt] <0

Nuestra meta es poder discutir bajo que condiciones v satisface una
ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman que seria

(3.34) —%amgw”(x) — baw'(z) + dw(x) — h(x)

(3.35) w(z)

(3.36) —%0'1’210//(1‘) — brw'(z) + dw(x) — h(z)| [w(z) — K] =0,

v

0,
K

Y

con z €0, 00[. Se puede demostrar que la ecuacién anterior no admite una
solucién clésica, y tendremos que hacer nuestro andlisis en un espacio de Sov-

olev I/Vfof (]0.00]) para alguna p € [1, 0c]. Para este caso, tambien podriamos
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demostrar que existe un representante continuo con derivada continua y

w” € Lf .- Para ver detalle de estos resultados, se pueden consultar [Fo99],

[LiLo01], [E02].

Teorema 3.4.1 Supongamos que (3.33) se cumple y (3.34), (3.35),(3.36)
tiene una solucion w € VVli’f(]O, oo[) para alguna p €]0, 00, tal que

t
E [/ [exp(—6t) Xou' (Xs)]* ds| < 00, Vit >0,
0

lim exp(—0t)E |w(X;)| = 0.
t—o0

Entonces vy 5 5(x) = w(x), para toda x €]0,00], y la estrategia optima
esta dada por

Uy =u(Xy), F=mf{t>0:X,¢€ 7},

donde u satisface h(x) = h(x,u(z)) y # = {x €]0,00[: w(z) = K}.
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Conclusiones

En este trabajo se expusieron los elementos basicos de la teorfa de control
desde dos perspectivas ya senaladas anteriormente, y podemos notar que el
tema es muy extenso y complejo.

Los aspectos positivos que se cubren son los siguientes:

1. Los dos enfoques siguen las mismas ideas y se vinculan mediante los
principios de verificacion.

2. Es notable que el tema abarca muchas disciplinas y en cada una de
ellas es una herramienta fundamental en la resolucién de problemas
de alta relevancia.

3. Aunque la parte técnica es de distinta naturaleza, los teoremas de exis-
tencia y unicidad, la férmula de Dynkin, la férmula de It0, la ecuacién
de Hamilton-Jacobi-Bellman, motivan a trabajar indistintamente en
problemas deterministas y estocasticos, dando una visiéon méas amplia
en el momento de tratar de abordar un problema.

Hay que mencionar que el nombre de la ecuacién HJB no es coincidencia
pues hay toda una teoria dedicada al estudio de este tipo de ecuaciones. Este
punto es positivo por lo antes mencionado y negativo porque no pudimos
profundizar en ésta.

Por otro lado, el trabajo tiene desventajas y son las siguientes:

1. Por abarcar dos enfoques, no pudimos revisar aspectos muy relevantes
en cada uno de estos.

2. La dificultad de los problemas en muchos casos, suele ser alta y cémo
en toda teoria, puede que no se tengan disponibles herramientas que
puedan ayudar a atacar el problema en cuestion.
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3. Por el punto anterior, no pudimos trabajar algunos ejemplos de interes
a fondo.
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