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Introducciéon

El presente trabajo tiene como objetivo analizar la estructura de G-moédulos de
homologia de complejos simpliciales en los cuales acttia un grupo G finito. Con ello en
mente, se muestra en primera instancia un procedimiento para conocer los G-mé6dulos
de dimension finita, dotandonos de una herramienta para obtener informaciéon y
realizar asi una clasificacion de ellos. Siendo importante el uso de los médulos simples.

En el capitulo 1 se revisa la teoria basica de representaciones de grupos; siendo
lo mas relevante el teorema de Maschke, el lema de Schur y las propiedades de
caracteres. Todo ello forma la base para los capitulos siguientes. A partir de tales
conceptos se analizaran las propiedades de moédulos de grupos.

Posteriormente se definiran operaciones sobre modulos. El capitulo 2 presenta la
forma de obtener modulos construidos a partir de médulos ya conocidos. Estos son:
el producto tensorial de dos médulos, la potencia simétrica y la potencia exterior de
un moédulo; todos ellos reciben una accion natural a partir de la acciéon de V. Después
se muestran algunas tablas de caracteres que nos ayudaran a construir los ejemplos
para los capitulos 4 y 5.

Para lograr construir homologias en base a representaciones de grupos se uti-
lizaran los conceptos del capitulo 4; en el cual se observan proposiciones importantes
sobre la accion de los grupos simétricos sobre estructuras llamadas particiones. Se
podra con ello construir a los médulos simples de tales grupos para finalmente ob-
servar como se conforma la homologia de un complejo simplicial. Todo ello como
resultado de lo mostrado en el capitulo 1.

Habiendo definido lo que es un complejo simplicial, es sencillo definir su homologia
en base a sus cadenas elementales. Aplicando los resultados del capitulo 4 podemos
descomponer dicha homologia en los modulos simples, definidos en la primera parte
de éste trabajo.
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Para finalizar, en el capitulo 5 se presentan ejemplos sencillos en los cuales se
aprecia la finalidad de las herramientas mostradas a lo largo de todas las secciones.

En pocas palabras, para construir la homologia de un complejo simplicial se siguen
los siguientes pasos:

= Se considera un S, conjunto X.

= En base a las representaciones de grupos y dada una base, se definen los carac-
teres de S, y se toman los caracteres simples.

= Consideramos los médulos simples correspondientes a los caracteres simples.
Existen tantos como las clases de conjugaciéon en S,,. Una forma de ayudarnos
a encontrar los caracteres simples de un grupo es construyendo su tabla de
caracteres.

= Dado que todo médulo se puede expresar como suma directa de médulos sim-
ples, con la ayuda del producto interno de caracteres y las relaciones de or-
togonalidad de los caracteres simples se determina la composiciéon de dicha
expresion (salvo isomorfismo). El teorema de reciprocidad de Frobenius tam-
bién nos ayuda a identificar submédulos componentes de un modulo.

» Considerando la teoria de diagramas y tableros de Young que se observa en el
Capitulo 4, se construyen los moédulos simples para S,, (Modulos de Specht).

= Dado un complejo simplicial bajo la accion de S,,, se toma en cuenta el complejo
simplicial orientado correspondiente y se toma el espacio vectorial (médulo) que
se obtiene de sus cadenas elementales, se definen morfismos frontera entre ellos
y se construye la homologia simplicial.

» Se determina cuél es la homologia (reducida) en términos de los médulos sim-
ples de S, con la ayuda del cuarto punto en esta lista.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Representaciones

En adelante consideraremos a G un grupo finito, F un campo y V un espacio
vectorial sobre [F de dimension finita n. Denotaremos al grupo de las transformaciones
lineales invertibles de V en V' como GL(V), si V' = F", al grupo lo escribiremos como
GL(n,F). Si tenemos una transformacion lineal T € GL(V), ésta tiene una matriz
asociada que denotaremos como M.

Definicién 1.1. Sea n € N, llamamos al morfismo p : G — GL(n,F) una repre-
sentacion de G sobre F. Decimos que el grado de p es el entero n (denotado como
grp = n). O méas generalmente, si V' es un F-espacio vectorial de dimension n, un
morfismo p : G — GL(V') es una representacion de G de grado n.

A una representacion le llamamos fiel si ésta es inyectiva.

Notacion 1.2. En el contexto de transformaciones lineales, denotaremos a p(g) sim-
plemente como g siempre y cuando no haya confusiéon entre los elementos del grupo
y las representaciones de ellos.

Consideremos a la transformacion identidad Idgz vy de un espacio vectorial. Lla-
mamos representacion trivial al morfismo G' — Idgr(v), que manda todo elemento

de G a IdGL(V)‘

Un morfismo ¢ entre dos representaciones de G, p : G — GL(V) y
o: G — GL(W), es una transformacion lineal ¢ : V. — W tal que pg = gp
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para todo g € GG. Es decir, tal que el siguiente diagrama conmuta para todo g € G.
V 25 W

3 E

vV 2 W

Si tenemos que p: G — GL(m,F)yo: G — GL(n,F) son representaciones
de G sobre I, decimos que la representacion p es equivalente a o si n = m y existe
una matriz 7' de n x n tal que para toda g € G,

ag="T""(pg)T.

Con lo cual es sencillo observar que la equivalencia entre representaciones es una
relacion de equivalencia.

A continuaciéon se dan algunas ideas interesantes por si mismas. Estas son re-
sultados importantes que se analizaran posteriormente en la seccion 1.2 y parte del
capitulo 2. Ello nos proveera de un método para la construccion de moédulos de una
manera sencilla a partir de estructuras simples ya conocidas. Denotaremos al espacio
vectorial trivial como 0 = {0}.

Sea U subespacio vectorial de V' que es invariante bajo pg para toda g € G,
entonces el morfismo p : G — GL(U) es una subrepresentacion de p; o bien, U
admite a G o U es G-invariante.

Definicion 1.3 (Representacion simple). Si V' # 0 y los tnicos subespacios G-
invariantes de V' son 0 y V, entonces se dice que p es representacion simple (|Col,
péagina 3).

Si tenemos a los espacios vectoriales V 'y W con dimV =k ydimW =1, g€ G
y definimos Ty : G — GL(V) y Tw : G — GL(W) de tal forma que Ty (g) € GL(V)
v Tw(g) € GL(W) tienen asociadas a las matrices

11 Ti2 ... Tk S11 S12 ... S11

o1 T2 ... ToL S21 S22 ... 891
R= . . y S=

er T2 .. Tkk Si1 S ... S|

respectivamente, definimos la suma directa de la transformacion Ty (g) con la trans-
formacion Ty (g) como la transformacion Ty (g) @ Tw(g) € GL(V & W) que tiene
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asociada a la matriz

ri1 rig ... rip 0 0o ... 0

ro1 To2 ... T, O 0 ... O

| el Tr2 ree 0 o ... 0
R®S - 0 0 0 S11 S12 ... S1] (14)

0 0 0 S21 S22 ... 891

0 0 e 0 Si1 S ... S|

Esta operacion es importante, pues se utilizara posteriormente para la suma directa
de modulos

1.2. Algebras y modulos sobre algebras

Ligado a una representacion, tenemos el concepto de moédulo. Dado un grupo,
veremos la conexion que existe entre un modulo y la representacion de él.

Definiciéon 1.5. Sean F un campo, A un espacio vectorial sobre F, que a su vez
es un anillo con uno distinto de cero; de tal forma que la suma en A como espacio
vectorial coincida con la suma de A como anillo. Si ademéas Vy € F, a,b € A tenemos
que

(va)b = v(ab) = a(vb)

entonces decimos que A es una F-dlgebra.

Ejemplo 1.6. Sea V' un espacio vectorial sobre F. El espacio L(V') de las transfor-
maciones lineales de V' en V' forman una [F-algebra con las operaciones usuales en

L(V). 0

Si Ay B son algebrasy T : A — B es una transformacion lineal tal que preserva
el producto del algebra y T(14) = 15 (si 14 y 15 son las unidades respectivas de los
anillos), decimos que T' es un morfismo de dlgebras.

Notese que los teoremas de isomorfismo de anillos también son validos si se aplican
para el caso de algebras.

Si V es un espacio vectorial sobre F, a un morfismo de anillos con uno
p: A— L(V) le lamamos representacion del &lgebra A en V sobre F.
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Sip: A— L(V) es una representacion del algebra A, entonces tenemos una
accion de A en V dada por av = p(a)(v), que tiene las siguientes propiedades si
a, be A, v, weV,yel:

» (a+b)v=av+bv
v a(v+w) =av+ aw
» a(bv) = (ab)v

m o=

= a(yv) =y(av) = (ya)v.

Sea V' un espacio vectorial sobre ' y A una F-dlgebra. Decimos que V' es un
modulo sobre A si existe una funcion ¢ : A x V — V., de tal forma que se denota
a ¢(a,v) simplemente como av y se tienen las propiedades descritas anteriormente
—propiedades de modulos—. En el caso del parrafo anterior, V es un A-mddulo. Esta
notaciéon es utilizada a menos que la expresion requiera ser mas especifica.

De ésta forma se observa que a cualquier representacion de A le corresponde un
A-modulo y viceversa; si V' es un A-mo6dulo —por una accién dada—, le corresponde
una representacion p: A — L(V'). Diremos entonces que p y V estan asociados. De
ésta forma ¢ es inducida por la acciéon de A y p es inducida por la definicién de ¢.

Un A-moédulo fiel V' es aquel en el que el elemento 14 € A es el tinico elemento
a € A parael cual av = v Vv € V ([Jam|, pagina 44); y en éste caso vemos a A como
un grupo de matrices.

Ejemplo 1.7. Sea A un algebra, A actta sobre si misma bajo la accion de la mul-
tiplicacion. De ésta forma A es a la vez un A-moédulo, y lo denotamos como 4 A
para diferenciarlo de su definicién propia de élgebra. A dicho médulo le llamamos el
modulo reqular de A. m

A un subespacio U € V que es invariante bajo el algebra A lo llamamos submddulo
de V, al cual se le relaciona una subrepresentacion de la representacion asociada a

V.
Un F-algebra simple A es tal que tiene como tnicos ideales a A y O.

Definicién 1.8. Sea A un élgebra, V un A-moédulo no trivial. Decimos que V' es
un modulo simple (o irreducible) si tiene como tnicos submodulos a V' y 0; a su
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representacion también se le denominara simple. V' es un médulo semisimple si V' es
suma directa de médulos simples.

1.3. Algebra de grupo y FG-mdédulos

A partir de ahora, con la finalidad de analizar algunas propiedades de G, consi-
deraremos modulos sobre un caso particular de algebra que se construye a partir de
G: el dlgebra de grupo. Esta tiene cualidades tomadas a partir de la definicion de los
anillos de grupo, pues es un caso particular de ellos.

Definicion 1.9 (Anillo de grupo). Sea G un grupo y sea R un anillo conmutativo
con unidad. Entonces el anillo de grupo RG consiste en el conjunto de sumas formales

Zagg, (ay € R) (1.10)

geG

junto con las operaciones suma y producto de éstos elementos, siguiendo las
propiedades del anillo. Para mas detalles sobre éstas operaciones, véanse [Col|, pagina
6 y |[Jam|, pagina 55.

De ésta manera, si R es un campo F, entonces FG tiene la estructura de un
espacio vectorial sobre F. FG cumple las propiedades de moédulos, ademés de las
propiedades de la proposicion 6.4 de [Jam| para cualesquiera r, s,t € FG. Llamamos
entonces a FG el dlgebra de grupo sobre F.

Ahora podemos construir médulos sobre el dlgebra de grupo —FG-moédulos— y
tenemos las siguientes proposiciones.

Teorema 1.11 (Maschke; [Col], teorema 4). Sea G un grupo finito, F =R 6 F = C, y
sea 'V un FG-mddulo. St U es FG-submaodulo de V', entonces existe un FG-submaodulo

W deV tal que
V=UsoW

O

Corolario 1.12. Para cualquier FG-mddulo V existen FG-submodulos simples
Ui, Us, ..., Uy tales que
V=UdUy&...0 U
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Demostracion. Dado que la dimension de V' es finita, el resultado se obtiene al aplicar
el teorema de Maschke de manera inductiva. O

Los siguientes enunciados son de gran importancia, pues nos ayudan a comprender
a los modulos comparados con sus submoédulos simples.

Lema 1.13 (Schur). Sea A una C-dlgebra:

1. Si' V. y W son A-mdédulos simples y ¢ : V. — W es un homomorfismo de
A-mddulos, entonces ¢ es un isomorfismo ¢ v =0 Vv € V.

2. Si'V es A-maodulo simple ¢ : 'V — V' es un homomorfismo de A-mddulos,
entonces p es un mailtiplo escalar del endomorfismo identidad 1dy,

([Fu?2], pdgina 7, [Jam/], pdgina 78). O
Teorema 1.14. Si tenemos que U es FG-submddulo simple de V' y
V=U,...8U (1.15)

es una expresion de V en suma directa de FG-submodulos simples de V' —como
resultado del teorema de Mascke—, entonces U = U; para algun i € {1,... k}
[

([Fu2], pagina 7).

Notacion 1.16. Si U es un A-mo6dulo, denotaremos al espacio que consiste en k sumas
directas de U como i

Puv =i

i=1

Notacion 1.17. Denotaremos con S(A) a la familia de clases de modulos simples bajo
isomorfismo y para cualquier grupo G definimos

Z(H)={h € H|lhg = gh para toda g € H}.

En particular si G = A, un algebra, tenemos la siguiente proposicion.
Proposicion 1.18. #S(A) = dim Z(A) O

Notacion 1.19. Para el objetivo del presente trabajo sélo consideraremos el caso en
el que F = C de éste punto en adelante; aunque algunas propiedades y definiciones
(como las del capitulo 2) son validas para ciertos campos distintos a C. Habiendo
convenido dicha situacién, ahora nos referiremos a los CG-moédulos simplemente como
G-modulos.
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1.3.1. G-moédulos de permutaciones

Consideremos ahora el caso en que GG es un subgrupo de .S,,, el grupo de permuta-

ciones del conjunto {1,...,n}. Sea V un espacio n-dimensional sobre el campo C,
cuya base es 3 = {vy,...,v,} v definase para i € {i,...,n} y para cada permutacion
ge G

gu; = Ug;.

Entonces Vg € G se satisface que gv; € V' y 1lv; = v;, ademas de las propiedades
de G-moédulos. Llamamos entonces a V' un mddulo de permutaciones para G sobre
C y decimos que = {vy,...,v,} es la base natural de V. De ésta manera [3 es
un G-conjunto. En general si tomamos un G-conjunto X, denotamos como CX al
espacio vectorial sobre C que tiene como base a X.

En éste caso observemos que la matriz [g]g tiene una tdnica entrada en cada
rengléon o en cada columna; y esta entrada es 1 para toda g € G. Tales matrices
se llaman matrices de permutacion, y no son mas que las matrices asociadas a las
transformaciones elementales de cambio de renglones para matrices de n x n.

Ejemplo 1.20. Sea G = S,, X = {1,2,...,n} como la base del espacio vectorial
—expansion lineal de X— CX. O

Notacion 1.21. Para un espacio vectorial V', denotaremos a g(v) simplemente como
guVge G, veV.

Supongamos que V = CX es un G-modulo de permutaciones. Es decir, X es
base de V. Entonces —por construccion— p(g) tiene en su diagonal principal tantos
entradas con el escalar 1 como puntos fijos de g hay en X.

1.4. Caracteres

La teoria de caracteres nos ayudara ahora a construir G-moédulos a partir de G-
modulos simples y también para diferenciar entre ellos. A continuaciéon discutiremos
algunas propiedades para obtener tales resultados.

Comenzamos ésta seccion considerando una funcion ¢ : G — C que toma un
valor constante para cada clase de conjugacion de G la llamamos funcion de clase, es
decir; una funcion de clase @ es tal que p(g) = p(hgh™!) para cualesquiera g, h € G.
El conjunto de funciones de clase es un subespacio vectorial del espacio de funciones

de GG en C.
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Podemos definir el producto interno de dos funciones de clase ¢ y 6 como

& 2 v(9)ila)

geG

Considérense a la representacion p : G — GL(V), § una base de el espacio
vectorial V', [g]s como la matriz correspondiente a pg con base (3 para toda g € G.

Definicion 1.22. Sea g € Gy p: G — GL(V) una representacion de GG. Definimos
el caracter de g, denotado por x(g) como la traza de [g]s. Es decir, x(g) := tr(p(g)).

Tenemos en general que a cada G-modulo V' le corresponde un caracter que
denotaremos como yy. Sea n la dimension de V. Diremos que el grado de yy es n
([Jam], definicion 13.7). Si V' es simple, decimos que Xy es un caracter simple.

Observacion 1.23. Un caracter es en particular una funcién de clase. Més atn, se
puede demostrar que una funcién de clase # : G — C es un caracter de GG si y sélo
si @ # 0y (6,x) es un entero no negativo para todo caracter simple de G.

Enlistamos algunas propiedades de la traza que utilizaremos después para cua-
lesquiera A, B, T' € GL(V):

» tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)
» tr(AB) = tr(BA)
o tr(TTAT) = tr(A).

Utilizando resultados de Algebra lineal y es invariante bajo cambio de base, dado
que la traza es invariante bajo cambio de base. Si tenemos que [ es otra base para
V:

9lp =T glsT  VgeG. (1.24)

De ésta manera las representaciones equivalentes tienen el mismo carécter ([Jam],
pagina 119). Al caracter del G-modulo regular lo llamamos el cardcter reqular de G
y lo denotamos como Xyey-

Para toda g € G, denotamos a x(g) como X(g). Ademas, de las propiedades de
la traza tenemos que:
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» x(lg) = dim(V),

(
= x(g) es una suma de raices m-ésimas de la unidad para algtin m € N,
= x(g7") =X(9),
= x(hgh™") = x(g),

x(g) € R si y solo si g es conjugado de g~*

= Si V' y W son isomorfos, entonces xy = xw.

Ademas, si p es la representacion definida por 5(g) = p(g), donde p : G — GL(n,C),
tenemos (por [Jam|, 13.15) que

X(9) == x(g) = tr(p(g)) = tr(p(g)) = tr(p(g)) Vg€ G.

Sabemos que fr(M) := tr(M) = tr(M), donde M denota a la matriz transpuesta
conjugada de M ([Fri], paginas 317, 339-341). Luego, por la definicion de caracter y
las propiedades anteriores, ¥ es también un caricter de GG. Ademas si x es caracter
simple de GG, entonces Y también lo es.

Sea V un G-modulo tal que se expresa como (1.15). Entonces se tiene como
corolario de la primera propiedad de trazas que el caracter de V' es la suma de los
caracteres de los G-modulos Uy, ..., U ([Jam], 13.18).

Sean
(U, i (1.25)

una familia completa de G-moédulos simples no isomorfos entre si —dado el lema 1.13
de Schur— y los caracteres correspondientes respectivamente. El siguiente resultado
es importante para los calculos que se hardn posteriormente.

Proposicién 1.26.

k k
Y dim(U;)* =) xille)* =G,
=1 =1
O

Proposicion 1.27 (Sumandos del caracter regular). Sea {V;}:_, una familia com-
pleta de G-maodulos irreducibles no isomorfos entre si, y sean x; el cardcter de V; con
d; = xi(1) para toda i € {1,2,... k}. Entonces Xreg = o1y dixs ([Jam], 13.19). O
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1.5. Producto interno de caracteres
y condiciones de ortogonalidad

Definicién 1.28. Denotaremos por (x, ) al producto interno de dos funciones de
clase, el cual se define como:

(0t = |—§;| S x(9)0(g). (1.29)

geG

En caso de que x y v sean caracteres de GG, por las propiedades de caracteres
enlistadas anteriormente

(X, ) = (b, x) = |—é| > x(@)wlg™), (1.30)

geG

Es sencillo verificar (véase [Jam|, pagina 134) que esta definicion cumple las
propiedades de ser producto interno. Mas atn, si xy y % son caracteres simples de
G-modulos no isomorfos entonces se puede demostrar que

(x.x) =1
(x.¥) = 0.
Esto es, los caracteres simples x1, X2,.-., Xk, de las expresiones (1.25) forman un

conjunto ortonormal en el espacio vectorial de funciones de clase. Es decir, con la
delta de Kronecker ¢;;

(Xi» Xj) = 0ij- (1.31)
Con lo cual, si 1) es un caracter (no necesariamente simple) de GG, entonces

(W, xi) =d; €N para 1 <1 <k,
Y =dixi+ ...+ dpxg, (1.32)

k
() = d;.
=1

Por otra parte, decimos que x es cardcter constituyente de 1) si (¢, x) # 0. Para el
caso de las ecuaciones (1.32); si d; distinto de cero con i € {1, 2,..., k}, el caracter
X: €s cardcter constituyente de 1.



1.5 Producto interno de caracteres
y condiciones de ortogonalidad 11

Por el corolario 1.12 sabemos que cuando tenemos un G-moédulo V', éste se puede
descomponer como suma de médulos simples. Para ello, a continuaciéon se muestra
una herramienta que nos ayuda para lograr este fin.

Una vez conocidos los caracteres simples de G, un proceso para encontrar la
expresion (1.15) de un CG-modulo V' es el siguiente:

1. Se selecciona una base vq,...,v, para V y consideramos a 1, el caracter co-
rrespondiente a V.

2. Sabemos que a cada caracter simple y; en (1.25) le corresponde el modulo
simple U; de la familia de médulos en (1.25).

k
3. Entonces, por las ecuaciones (1.32) tenemos que V' = @ d;U;, con d; = (¢, x;).
i=1

Por lo tanto, si x es caracter de V' y v es caracter de I, tenemos entonces que
V' y W son isomorfos si y sélo si x = 1.

Proposicion 1.33. Sean G un grupo, g1, 9s, ..., gr una coleccion de representantes
de las clases de conjugacion de G. Si denotamos ¢g; = thgi h € CG —la suma de
los elementos de la clase de conjugacion de g;—, entonces g1, Ga, - .., gr €S una base
de Z(CG).

Corolario 1.34. Si G es un grupo finito, hay la misma cantidad de G-maodulos
simples salvo isomorfismo que de clases de conjugacion en G.

Demostracion. En la proposicién 1.18 observamos que la cantidad de G-moddulos
simples es igual a la dimension de Z(CG) y la proposicion anterior nos dice que este
numero es igual a la cantidad de clases de conjugaciéon en G. [

Es decir, la cantidad de G-mo6dulos simples es igual al nimero de clases de con-
jugacion de G, y con ello el nimero de caracteres simples de G es el de clases de
conjugacion de G.

Definicién 1.35 (Tabla de caracteres). Sean xq, ..., xx los caracteres simples de G
Y g1, -- -, gr representantes de las k clases de conjugacion de G. La matriz de k x k tal
que la entrada en el renglén 4, columna j es x;(g;) para i,5 € {1,...,k} es llamada
la tabla de caracteres de G.
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[91] lgo] - gl oo [
xi | xa(gr) xilge) - xalg) - xi(gw)
X2 X2(91) Xz(gz) e X2(gj) e X2(gk)
)%i Xi (.91) Xi(.92) . Xi (‘gj) . Xz(gk)
X@ Xk (Lm) xk(gz) i, Xk<9j) . X (gk)

Figura 1.1: Tabla de caracteres.

Tenemos asi que los renglones estan indicados por los caracteres simples, y las
columnas estan indicadas por las clases de conjugacion de GG. Para esta definicion,
usualmente se da y; = 1 —la funcion constante f : G — C tal que f(g) = 1
Vg € G— vy g1 = 1g. Fuera de ello, la eleccion de los indices para el resto de
caracteres y de las clases de conjugacion es arbitraria. Es decir, usualmente la tabla
de caracteres es similar a la que se muestra en la figura 1.1.

Es facil observar que ésta es una matriz invertible debido a que los caracteres
simples son linealmente independientes en el espacio de funciones de clase. De éste
hecho y como resultado de las propiedades de caracteres aplicadas a moédulos simples,
usando la definiciéon de producto interior se puede demostrar que

ZXZ(.%")X@(QS) = 57’8|CG(97’>|’ (136)

utilizando propiedades de las clases de conjugacion en G y matrices transpuestas
conjugadas. Esto es, tenemos también una ortogonalidad de columnas en la tabla de
caracteres.



Capitulo 2

Operaciones de G-modulos

El producto cartesiano de n factores de un médulo V' se denotarda como V" :=
VxVx...xV. Ahora se muestran los caracteres para los casos del producto tensorial,
restriccion de moédulos y modulo inducido. Tanto la n-ésima potencia simétrica, como
la n-ésima potencia alternante de un modulo, son tnicas respecto a cierta propiedad
denominada universal.

2.1. Producto tensorial (V @ W)

Sean V', W dos C-espacios vectoriales, sea U el C-espacio vectorial con base V x W
y el subespacio

I={w+v,w)—(v,w) =, w)v,v €V,weW}
U{(v,w +w') — (v,w) — (v,w)|v € V,w,w" € W}).

Al espacio cociente U/I le llamamos el producto tensorial de los espacios V'y Wy
lo denotamos como V & W.

La proyeccion ¢ : 'V x W — V @ W es bilineal, y el producto tensorial tiene la
propiedad universal con respecto a ella (|[Nag|, pagina 47).
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2.1.1. Caracter del producto tensorial

Sean Y, 1 caracteres de V' y W respectivamente, ¢ caricter de V ® W, entonces

¢ =xv. (2.1)
Ello es consecuencia de la forma en que se define una base para V @ W como {v; ®
will <1< 5,1 <j < s}eon{v}i, y{vi}i_, como bases de V' y W respectivamente.
Por lo tanto, el producto de dos caracteres de G es a su vez, un caracter de G (|[Jam],
proposicion 19.6).

Obsérvese que la matriz A en la expresion (2.2) es invertible. Ademaés, si y es
caracter fiel de G que toma r valores conforme ¢ varia sobre los elementos de G.
Entonces todo caracter simple de G constituye a alguna de las siguientes potencias
de x: X% x%, ..., X" ([Jam], teorema 19.10). Ello nos ayuda a descomponer las
potencias de x

L x(g1) X*(q1) - X""Ha)
. 1 x(?g) x2§g2) XT1:(92) ' 2.2)
1 ox@) 3 - o)

En vista de lo anterior es importante el hecho de poder descomponer potencias de un
caracter y en sumas de caracteres simples. el procedimiento se describe a continuacién para
el caso de x?. Para el resto de las potencias no hay mas que aplicar el método de manera
inductiva.

Supongamos que la base de V es § = {v1,...,v,} y considérense la transformacion
lineal T: V®V — V ®V dada en los elementos de la base de V ® V' como T'(v; ® vj) =
vj ®@u; Vi, j € {1,...,n} y tomemos los G-submodulos de V& V

SVeV)={zeVaV|[Tr =z},
AVeV)={zeVeV|Tx = —z},
llamados parte simétrica y parte antisimétrica de V ® V', cuyas bases son
B = {’UZ(X)UJ-F’U]@"UZ‘Z,] € {17"'7”}}7
ﬁQ = {'Ui RV —v; & U’L‘Zh] € {17 s 7n}}7

respectivamente y

dim(S(V ® V)) = Mok
dim(A(V @ V)) = "2
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(|[Jam], 19.13).

La parte simétrica de V' ® V contiene a todos los vectores de la forma v ® w + w ® v,
mientras la parte antisimétrica de V ® V' contiene a todos los vectores de la forma v ® w —
w & .

Con el fin de resolver el problema propuesto de descomponer V ® V' en submo6dulos mas
pequenios tenemos que
VeV=SVeV)sAVeV)

([Jam| pag. 196-198).

Entonces, si denotamos como xg al caracter de S(V® V) y x4 al caracter de A(V®V)
tenemos que

2 = xs + x4,
donde
xs(9) = 303 (9) + x(9%)) (
y o xale) = 303(9) — x(9%)

([Jam] pag. 196-198).

Asf entonces, para descomponer al producto tensorial V' ® V' como suma de caracteres
simples, s6lo nos queda buscar los caracteres simples de S(V @ V) y de A(V & V).

Producto cartesiano bajo la acciéon sobre el producto tensorial

Consideremos a V' un G-médulo y W un H-moédulo —con representaciones p y 6
respectivamente—. Dados ¢ € G y h € H, tenemos una transformaciéon lineal ¢ ® h :
VoW — VW inducida por las transformaciones g : V. — V y h : W — W. De tal forma
que para todov eV, w e W,

g h(v@w)=gv& hw.

Tenemos entonces que V ® W recibe la estructura de un G x H-médulo, al que deno-
taremos como V X W y cuya representacion se denota como pX6: G x H — GL(V @ W)
Al caréacter correspondiente lo escribimos como yy X xw .

Proposicion 2.5. Sean {V;}/_; la familia de mddulos simples de Gy y {W;}i_, la familia
de mddulos simples de Ga. Entonces la familia de G1 x Go-mddulos {Vi, ® Wt <r<ri<i<s
es la de los G1 x Ga-mddulos simples.
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Demostracion.

1 I
(XViBW;» Xvi=w;) = m Z Xvi&w, (915 92) xvi,=w; (91, 92)
! (91,92)€G1 xG2

|G1i 2! Z xvi, (91)xv;, (91)xw, (92) xw, (92)

(91,92)€G1 X G2
- 1 -
= > xviloxvila) | | o Do xwilg2)xwi(g2)
’ ’ g1€G1 ‘ 2‘ g2€G2

= <XVk)XVk><XWl7XWl> =1

Ademés, por calculos similares, si (k,1) # (k',1'), entonces (xv,m=w,, xv,gw,) = 0; por lo
que los médulos de la forma Vi X W, descritos anteriormente son no isomorfos entre si.

Supongamos que dim Vi = d, y dim V; = ¢;. De ésta manera, dim V, K W; = dre;, v

> (dier)? =D (di)*(er)? Zd2 Zek = |G4]|Ge| = |G x Go

k,l k,l

O]

Supongamos que {g;}/_; es el conjunto de los representantes de las clases de conjugacion
de G y que {gz} _; es el conjunto de los representantes de las clases de conjugacion en H.
Si tenemos a los caracteres irreducibles de Gy H dados por los conjuntos {¢;};_; ¥ {x;}i—;
respectivamente, entonces la tabla de caracteres de G x H se puede construir como en la
figura 2.1.

Clase [(g1, h1)] [(g1, h2)] [(g2, h1)] [(g2, h2)] [(gr, hs)]
o1 =91 Mx1 | Yi(g)xi(he)  P1(g)xi(h) ... Pilge)xa(h1)  Pi1(g2)xi(h2) ... wl(gr)m(he)
¢2 =91 Wxa | ¥1(g1)xa(h1)  91(g91)x2(h2) ... i(g2)x2(h1) Y1(g2)x2(h2) ...  P1(gr)x2(hs)
bo =1 Bxe | vilgxs(m)  wr(a)xs(ha) .. 1(g)xs(h1)  wa(g)xs(ha) .. i(gr)xs(hs)
ds+1 =2 Bx1 | Y2(g1)x1(h1)  2(g91)x1(h2) ... W2(g2)xi(h1)  P2(g2)x1(h2) ...  Y2(gr)x1(hs)
Gst2 =2 Wxa | 2(g1)x2(h1)  2(g1)x2(h2) ...  w2(92)x2(h1)  a2(g2)x2(h2) ... 2(gr)xa(hs)
G0 =2 ®xe | Gag)xs(h)  Palgn)xs(ha) . wa(g)xs(h)  walg2)xs(h2) .. walgr)xs(hs)
bre=UrBxs | Ur(gDxs(h)  Brlo)xs(ha) o Grlg2xe(h)  Ur(@)xs(ha) oo wrlgr)xs(he)

Figura 2.1: Tabla de caracteres de G x H.

Ejemplo 2.6. Consideremos el grupo ciclico de dos elementos Cs. Para construir la tabla
de caracteres de S3 x (3, consideremos a la transposicion (45) en lugar de la (12) como
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generador de Cy y sea m = (0,7) € S3 x Cy. Dada la eleccion de (45) como generador de
C5, podemos escribir 1 = o7 € S5 sin que se preste a confusion, pues o y 7 son siempre
ajenos, salvo el caso en que o = (1) = 7, pero ain asi, no es ambiguo referirnos a ((1), (1))
como (1)(1) = (1). Tenemos entonces la figura 2.2.

# Elementos 1 1 3 3 2 2

Clase | [(1)] [(45)] [(12)] [(12)(45)] [(123)] [(123)(45)]
o1 =P K (q 1 1 1 1 1 1
do =P K (o 1 -1 1 -1 1 -1
o3 = Yo K (4 1 1 -1 -1 1 1
os = o K (o 1 -1 -1 1 1 -1
o5 = Y3 K (3 2 2 0 0 -1 -1
o6 = 3 X (o 2 -2 0 0 -1 1

Figura 2.2: Tabla de Caracteres de S3 x Co

2.2. Potencia simétrica (Sym"V)

Definicion 2.7. Sean V', W espacios vectoriales sobre un campo C. Una funcién multilineal
f: V" — W es simétrica si

f(vg(l),vg(z), e Ugl)s e e 7”0(71)) = f(’l)l,'ljg, ey Ugy e ,Un) Yo € S,.

Definiciéon 2.8 (Potencia simétrica de V). Dado V' un espacio vectorial sobre Cy n > 1,
la n-ésima potencia simétrica de V', denotada por Sym™V, es un C-espacio vectorial jun-
to con una funcién simétrica s : V™ —  Sym™V tal que si W es un C-espacio vecto-
rial y s : V™ — W es una funcién simétrica, existe una tnica transformacion lineal
[: Sym™V — W tal quelos =3¢

Sis: V* — Sym™V es la funcién simétrica de la definicién anterior, denotaremos a
s(v1,v2,...,v,) simplemente como vjvy - - - vy,. Entonces si {wy,wy, ..., w,} es una base de
V, se tiene que {wj,wi, - -w;, : 1 < i3 <ig < ... <4, < 1} es una base de Sym™V. El
caracter de Sym?V es el de la ecuacion (2.3).

Ejemplo 2.9. Sea 8 = {w1,ws, w3} una base de V. Una base para Sym?V es

{wiwy, wiwy, wiws, waws, wWows, waws}.
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2.3. Potencia exterior (A"V)

Definicién 2.10. Sean V; W espacios vectoriales sobre un campo C. Una funciéon multi-
lineal f: V™ — W es alternante si

f(va(l)vvo(2)> R FTOIERRE UO’(?’L)) = (sgn G')f(’Ul, Ve ey Vjy v ,Un) VYo € 5,.

Definiciéon 2.11 (Potencia exterior). Dado V' un espacio vectorial sobre C y n > 1, defin-
imos la n-ésima potencia exterior de V, denotada por A"V, como un C-espacio vectorial
junto con una funcién alternante a : V™ — A"V tal que si W es un C-espacio vecto-
rial y @’ : V™ — W es una funcion alternante, existe una tnica transformaciéon lineal
l: A"V — Wtalqueloa=d.

Sin>3a:V" — A"V es la funcién alternante de la definicién anterior, denotaremos
a a(vy,vg,...,v,) como vy A vy A -+ A vy,. Entonces si {wy,ws,...,w,} es una base de V,
se tiene que {w;; Awi, A+ Aw;, 11 <11 <ip <...<i, <1} esuna base de A"V. El
caracter de A%V es el de la ecuacion (2.4).

Ejemplo 2.12. Sea 3 = {w1,wz, w3} una base de V. Una base para Sym?V es
{wy A wg, wy A ws, wy A ws}.

O

Observando lo visto en la seccién 2.1, se puede demostrar que la parte simétrica de
V ®V es isomorfa a Sym?V y que la parte antisimétrica de V ® V es isomorfa a A2V. Con
ello podemos calcular las dimensiones de Sym?V y de A?V.

2.4. Restriccién a un subgrupo (V lg)

Para las siguientes secciones, consideraremos a H un subgrupo de G, W (submodulo de
V) un H-modulo. Para evitar confusiones, se utiliza (, ) para denotar el producto interno
de caracteres en H y (, ) para los caracteres en G.

Si V es G-moédulo, denotamos la restriccion de V a H (como H-médulo) como V' |&.

2.4.1. Caracter de la restricciéon a un subgrupo

Este caso es el mas sencillo de los que revisamos aqui. Para restringir un caracter de G
a un subgrupo H de G, simplemente se aplica el caracter a los elementos de H.
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Es decir, sea x un caracter de GG, denotamos al caricter de la restriccion a H como
G._
X = x o

Tenemos entonces por las propiedades de caracteres que si {1;} §:1 es el conjunto de
los caracteres simples de H (como la familia en (1.25)),

X 1G=dipy + ...+ diy

para algunos elementos d; € N con i € {1,...,1}

2.5. Moédulo inducido (W 1%)

Para ésta seccion, supondremos que [G: H] = sy
T = {t1,ta,...,ts} (2.13)

es tal que contiene a un sélo representante de cada clase lateral izquierda. Entonces tenemos
que G = |J;_; t;H. A un conjunto definido como 7' lo llamamos una transversal izquierda
de H en G.

Definicién 2.14 (Mdédulo inducido). Sean V' un G-médulo, W un subespacio de V' tal que
H ={g € G|gW = W} (de forma que W es un H-mddulo). Decimos que el G-moédulo V'
es inducido por el H-modulo W si V = @;_, t;W como espacio vectorial.

Definicion 2.15 (Segunda definicién de médulo inducido). Sea H un subgrupode Gy V =
@D;_, Wi es un G-modulo en el que G actiia transitivamente en {1,2,... s} segin el mapeo
g : w; — wj, donde H = Stabg(i). Con lo que W; es un H-moédulo para ¢ € {1,2,...,s}.
Entonces para i fijo, decimos que V es inducido por W; y lo denotamos como V = Wﬁg.

Teorema 2.16 (Transitividad de la induccion de modulos). Supongamos que Hy, Ha, G
son grupos tales que Hy < Hy < G y U es un Hy-mddulo. Entonces

(U11) 15,=0 1%,

Notacion 2.17. A efecto de simplificar, escribiremos U Tgﬁ%: = (U Tgf) T%Q.

El resultado del teorema 2.16 lo podemos expresar entonces de forma méas sencilla como

U1, =U 1%, -
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2.5.1. Caracter del médulo inducido

Definicién 2.18. Sea # : H — C una funcién. Se denota a la funcién inducida por 6
como 0 T%: G — C, dada por

01 (g)=|;” > O ga).

zeG
x lgreH

Sea 6 un caracter de H < GG. Al conocer los valores que toma 0 sobre H, el teorema 2.19
que se muestra a continuaciéon —de reciprocidad de Frobenius— nos permite conocer los
valores del caracter inducido dado que los caracteres son funciones de clase, y lo denotamos
como 6 1§ (|Jam]|, pagina 231).

Teorema 2.19 (Reciprocidad de Frobenius). Sean H < G, 0 : H - Cy¢: G— C
funciones de clase. Entonces

015, d)a = (0.0 15)n.

O

Si 0 es un cardcter de H y x es un caracter irreducible de G, entonces por el teorema
2.19, tenemos como corolario que 6 Tfl es también un caracter, dado que (6, x lg> g =0,
dado que es un producto interno de caracteres. A partir de ello, dado un H-médulo W
queremos encontrar un G-modulo V' tal que xyy = xw Tg. Entonces xyv = xw T%.

El siguiente teorema nos muestra la existencia del médulo inducido, y como corolario
del teorema 2.21 se tiene la unicidad de éste salvo isomorfismo.

Teorema 2.20. Dados H < G y W un H-mddulo, existe un G-maodulo V' inducido por
w. O

Teorema 2.21. Sea H < G, W un H-mddulo, V' un G-médulo y ¢ : W — V' un
morfismo de H-mddulos. Sea V' el modulo obtenido por el teorema 2.20, entonces existe un
inico morfismo de G-mddulos W : V — V' que extiende a ¢. O



Capitulo 3

Tablas de caracteres de grupos
de orden menor

Toda permutacion o € S, puede ser expresada de manera tnica como producto de
ciclos ajenos —que no tienen ntmeros en comtin— salvo el orden de aparicién de los ciclos
(|[Rot|, Teoremas 1.1 y 1.2).

En adelante denotaremos como C}, al grupo ciclico compuesto por k elementos.

3.1. Tablas de caracteres de (5 y S;3

El grupo ciclico Cy tiene como elementos a (1) y (12) y tiene s6lo dos clases de con-
jugacién determinadas por ellos. De éste modo las columnas de su tabla de caracteres se
indicaran por los elementos en Cs.

Elemento | (1) (12)
G 1 1
G2 1 -1

Figura 3.1: Tabla de Caracteres de Cs.

Las clases de conjugacion de S3 son las siguientes:

(W] ={W)}
[(12)] = {(12), (13), (23)}
[((123))] = {(123), (132)}
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# Elementos 1 3 2
Clase | [(1)] [(12)] [(123)]

1 1 1 1

g 1 -1 1

U3 2 0 -1

Figura 3.2: Tabla de Caracteres de Ss.

3.2. Tabla de caracteres de S,

En base a la secciéon 2.1 podemos revisar la tabla de caracteres de Sy ya que uno de sus
moédulos simples es un producto tensorial entre dos de sus modulos simples.

Las clases de conjugacion de Sy estardan dadas por las estructuras ciclicas
(1), (12), (123), (1234), (12)(34). (3.1)

Si g € Sy, denotamos a su clase de conjugacion como [g], entonces tenemos que las cardi-
nalidades de las clases son las siguientes:

=
—_

~—

pr—
I
—

a2 =3 (5) =6
a2 =5 (3) = (32)
lazsa) = 5 (5) =

Hamwanzg(;(ﬁ);(a))zg

Supongamos que X1, X2, X3, X4, X5 son los caracteres que corresponden a los médulos
simples Cy, Cy, Vi, V] = V3 @ C4 y W respectivamente. W es un modulo que se deduce de
las propiedades que se darédn a continuacién para obtener ys.

Una version preliminar de la tabla de caracteres de Sy4 se encuentra en la figura 3.3.

Como x4 es el caracter de V®@, entonces por las propiedades mostradas en la subseccion
2.1.1 tenemos que

X4 = X2 X3-

Pudiendo aumentar asi la tabla de caracteres de la figura 3.3 a la de la figura 3.4
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# Elementos 1 6 8 6 3
Clase | (1) [(12)] [(123)] [(1234)] [(12)(34)

X1 1 1 1 1 1

" 1 -1 1 1 1

X3 3 1 0 1 1

X4 a1 a2 as [«2] as

X5 bl b2 b3 b4 b5

Figura 3.3: Primera tabla de caracteres parcial de Sj.

# Elementos 1 6 8 6 3
Clase | (1) [(12)] [(123)] [(1234)] [(12)(34)

" 1 1 1 1 1

" 1 -1 1 1 1

X3 3 1 0 1 1

Ya 3 -1 0 1 -1

X5 b1 bo b3 by bs

Figura 3.4: Segunda tabla de caracteres parcial de Sy.

Sean = x;((1)) = ds, Vi € 1,2,3,4. Por la proposicién 1.26 sabemos que

4
D dP=1+1+9+9+0b] =S =24
i=1
Entonces b? = 4, con lo cual by = 2 0 by = —2. Como x5((1)) es la dimensién del médulo

W, x5((1)) > 0. Tenemos asi que by = 2. Lo que nos deja la figura 3.5.

# Elementos 1 6 8 6 3
Clase | [(1)] [(12)] [(123)] [(1234)] [(12)(34)]

X1 1 1 1 1 1

X2 1 -1 1 -1 1

Y3 3 1 0 -1 ~1

X4 3 -1 0 1 -1

X5 2 ba b3 by bs

Figura 3.5: Tercera tabla de caracteres parcial de Sy.

Si denotamos las columnas de la tabla de caracteres como ci1, co, 3, ¢4 y c5 respec-
tivamente y utilizando las relaciones de ortogonalidad de columnas —ecuacion (1.36)—
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tenemos lo siguiente:

<Cl,C2>:1—1+3—3+2b2:2b2:0
<Cl,63>:1—|—1+0—|—0—|—2b3:2—|—2b3:0
<01,C4>:1—1—3+3+2b4:2b4:0
(c1,05) =141—=3—3+2bs = —4+42b5 =0,
con lo cual se deduce que

b =0

bs = —1

by =0

bs = 2.

y la tabla de caracteres de Sy es la de la figura 3.6.

# Elementos 1 6 8 6 3
Clase | [(D)] [(12)] [(123)] [(1234)] [(12)(34)]

X1 1 1 1 1 1

X2 1 -1 1 -1 1

X3 3 1 0 -1 -1

X4 3 -1 0 1 -1

X5 2 0 -1 0 2

Figura 3.6: Tabla de Caracteres de S;.

3.3. Tablas de caracteres de Cy x Cy y de Ay

Siguiendo el procedimiento para tomar el producto cartesiano bajo la accién como
producto tensorial en la seccion 2.1 construimos la tabla de caracteres de Cy x Cs.

Elemento | ((1),(1)) ((1),(12)) ((12),(1)) ((12),(12))
0, 1 1 1 1
05 1 ~1 ~1 1
05 1 1 ~1 ~1
0, 1 ~1 1 -1

Figura 3.7: Tabla de Caracteres de Cy x Cs.

Consideremos que w = ¢%. Haciendo los célculos pertinentes se puede comprobar que
las clases de conjugacion de A4 son [(1)], [(123)], [(132)], y [(12)(34)]. Entonces la tabla
de caracteres de A4 se muestra en la figura 3.8.
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# Elementos 1 4 4 3
Clase | [(1)] [(123)] [(132)] [(12)(34)]

™ 1 1 1 1

2 3 0 0 -1

N3 1 w w? 1

N4 1 w? w 1

Figura 3.8: Tabla de Caracteres de Aj.

3.4. Tabla de caracteres de D,

Las clases de conjugaciéon de Dy son

[(Wlp, ={M)},
[(13)]p, = {(13), (24)},
[(1234)] p, = {(1234), (1432)},
[(12)(34)] p, = {(12)(34), (14)(23)},
[(13)(24)]p, = {(13)(24)}.

El grupo conmutador de Dy, D) es el generado por
[(13)(24)]p, = {(1), (13)24)}.
Sea H = D4/ D). Se puede comprobar que
H = {D}| = ep, (13) D}, (1234) D}, (12)(34) D} }.
De ésta manera |H| = 4, con lo cual H = Cy o es el grupo de Cayley H = Cy x Cs.
Claramente los elementos (13)D) y (12)(34)D son de orden 2. Ademés
((1234)D))((1234) DY) = ((1234)(1234)D}) = (13)(24) D)), = 1p,

con lo cual todos los elementos distintos de ep son de orden dos. Por lo tanto H & Cy x (s,
pues no tiene elemento de orden 4 que genere a Cy. Supongamos, sin pérdida de generalidad
que
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Elemento | D} (13)D} (1234)D) (12)(34)D}
n 1 1 1 1
) 1 -1 -1 1
vy |1 1 -1 -1
Uy 1 -1 1 -1

Figura 3.9: Tabla de Caracteres del grupo de Cayley.

Entonces, a partir de la figura 3.7 obtenemos la tabla de caracteres de D que se muestra
en la figura 3.9.

Sabemos que los caracteres simples de H son de dimensiéon 1 y se corresponden con
los caracteres de dimensiéon 1 de D4 de forma biunivoca de tal forma que cualquiera de
éstos caracteres de D4 evaluados en un elemento g toma el mismo valor que el caracter
correspondiente bajo la transformacién natural evaluado en gDy. Con ello en mente, la
tabla de caracteres de Dy es la de la figura 3.10 bajo el proceso de inflacién de un caracter,
que en éste caso consiste en que los caracteres aplicados a la clase de (12)(34) son iguales
a los de la clase de 1, dado que éste es el elemento que genera la clase de la unidad (en
éste caso DY, véase la figura 3.9) para la representacion del grupo de Cayley como se esta
considerando.

# Elementos 1 2 2 2 1
Clase | [(Ulp, [(13)p, [1238)]p, [12)(34)p, | [(13)(24)]p,

” 1 1 1 1] 1

Vs 1 -1 -1 1| 1

V3 1 1 ~1 -1 | 1

vy 1 -1 1 -1 | 1

Vs 2 (65) Qa3 Qg Qs

Figura 3.10: Tabla de Caracteres parcial de Dj.

Sabemos que v5(1) = 2 por la proposicion 1.26 que nos dice que

5

> V(1) =|Da| =38, (3.3)

i=1

y dado que 2?21 1/12(1) =14+141+1 =4, la Gnica manera de obtener la ecuaciéon 3.3 es

que v2(1) = 4. Como v5(1) > 1, entonces el resultado se sigue.

De la tabla 3.10, llamemos u; al i-ésimo vector columna. Asi las relaciones de ortogo-
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nalidad dadas por la ecuacion (1.36) nos dan:

(ug,u1) =1 —=141—1+4 202 =202 =0
(ug,up) =1—-1—141+2a3 =2a3 =0
(ugyu1) =14+1—-1—-14204 =204 =0
(usyu1) =1+14+14+14+205 =4+2a5=0

y asi

oo =0
az =0
oy =0
a5 = — 2

para finalmente obtener la tabla de caracteres de Dj.

) (32) ()
Elementos | (1 ) (1234)  (12)(
v,
V3

vy
Vs

N = = = =

1 1
-1 1
-1 -1

1 1

0 0

Figura 3.11: Tabla de Caracteres de Dj.

3.5. CX" como suma de médulos simples

A continuacion se muestra la construccién del producto cartesiano de n copias del
moédulo de permutaciones CX™. Este se expresara como suma de modulos simples de S,
con la finalidad de analizar la accién de S,, sobre él.

Consideremos al grupo de permutaciones de cuatro elementos actuando sobre X =
{1,2,3,4}.

La tabla de caracteres de S4 es la que se muestra en la figura 3.6. En ella se observa la
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lista completa de caracteres simples de Sy, ademas

dimC = x1 (1)) = 1
dimE = xa((1)) = 1
dimV = x3((1)) = 3
dimV' = x4((1)) = 3
dimW = x5((1)) = 2

Tomemos
X" =X x...x X ={(ir,....in)lj €{1,....n}, i; € {1,2,3,4}}, (3.4)
el producto de n copias de X, g € Sy, x = (i1,...,1,). Sy actia de la siguiente manera

gr = g(i1,...,in) = (gi1, ..., gin).

A X' simplemente lo denotaremos como X. Construimos X"*! a partir de X" y X de tal
forma que

X = X" 5 X = {((i1y -+ -y in)sing1)| (i1, - - -y in) € X", iy € {1,2,3,4}},
de aqui que por cada elemento que se tiene en X™, se construyen 4 elementos en X"+1,

Por ultimo, mostraremos que

CX" = (dn,C) & (dny C) & (dny V) & (d, V') & (dis W) (3.5)
con
dny = (XCx7,X1) = 55(4" +6- 2" +8)
dnz = <X(CX"aX2> = i(éln —6-2" + 8)
dns = (XCx7, X3) = 57(3-4" +6-2") (3.6)
dny = (XCx7, X4) = 537(3-4" —6-2")
dny = (XCx7, X5) = 57(2- 4" — 8).

xex ((1)) =4

xex ((12)) =2
xcx((123)) =1 (3.7)

xcx((1234)) =0

xex ((12)(34)) =0
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y
di, = (xcx, x1) =31(4' +6-2" +8) = 31 =
di, = (xcx, Xx2) =541 —6-2' +8) = 2 =0
diy = (xcx,X3) =97 (3-4' +6-2") =31 =1
diy = (xcx,xa) =91 (3-4' = 6-21) = =0
di; = (XCxs X5) =97(2-4! =8) = gy =0
que, en efecto, nos dice que
CX=CsaV
como ya se sabfa.
Supongamos que se cumplen las condiciones para n = k en (3.5) y (3.7), y sea © =
(i1,...,i) € X¥; del cual, por la expresion 3.4 se obtienen 4 elementos en X*+1 a saber,

(i1, igs 1), (i1, .o 05, 2), (i1, ...

n n | |
» @
Qa QqQ
T

Sio=

Entonces, por lo anterior y por las ecuaciones (3.5)

12) fija a 2~ +1

(
(
(123) fija a 1 elemento
(
(

ik 3) Y (1, ey

1) fija a x, entonces o fija a (i1,. ..
12) fija a x, entonces o fija a (ig,...

= (
= (
= (123) fija a x, entonces o fija a (ig,...
(
(

ix,4). Sea o € Sy dada, entonces

y ik, Tk+1) para igy1 € {1,2,3,4}

7ik73) y a (ilv"'aik74)

’ik74)

Si o = (1234), entonces o no fija a ningtin elemento en X*+1

12)(34), entonces ¢ no fija a ningtin elemento en X*+1.

y (3.7) tenemos que

1) fija a todos los elementos en X**1 que son 4! elementos

1234) no fija a ningtn elemento en X*+!

12)(34) no fija a ningtin elemento en X*+1,

Si se tiene una p con la misma estructura ciclica que o, se puede sustituir p en los
enunciados anteriores para obtener el mismo resultado con respecto a ésta nueva p.



30

Tablas de caracteres de grupos
de orden menor




Capitulo 4

Particiones y grupos simétricos

4.1. Particiones y diagramas de Young

A partir de ahora, consideraremos a n un entero positivo fijo.
Definiciéon 4.1 (Particién). Una particion de n es un vector
A= (A1, A, k), (4.2)

talquen =A1+Xo+ ...+ A, A1 =X > ... > A\ = 1, y ésto lo escribimos como A - n.

A toda particion A = (A1, Ag,...,Ag) se le asocia un diagrama de Young (cuadricula
de Young o diagrama de Ferrer), formado por k renglones alineados por la izquierda de
tal forma que se tienen \; cuadros en el i-ésimo renglén. La particion conjugada de A es
w = (p1,p2,...,m), donde p; es el nimero de componentes de la particion A que son
mayores o iguales que i. Al cuadro que se encuentra en el renglon i y en la columna j
del diagrama le asignamos coordenadas (i,j) de la misma manera que lo hacemos en las
entradas de las matrices.

Consideremos la expresion de un elemento de S, como producto de ciclos ajenos orde-
nados por longitud de mayor a menor. Si tenemos la particion A = (A1, A, ..., A\g) de n,
para S, tenemos una correspondencia entre la particiéon y la clase de conjugacion

Ejemplo 4.3. En Sg, la estructura ciclica que corresponde a la clase del tablero de Young
ﬂ;}ﬂ es la clase

[w]o]eo

[(1234)(567)] < [(4,3,1)].



32 Particiones y grupos simétricos

O

Como consecuencia, dado que cada particion estd relacionada con un diagrama de
Young, tenemos también que los diagramas de Young se corresponden con las clases de
conjugacion de S,,. Mas adelante veremos que existen S,-modulos que se corresponden con
las particiones de n. La figura 4.1 muestra los diagramas de Young que corresponden a las
diferentes estructuras ciclicas en S, para n € {2,3,4,5}. En ella consideraremos en general
que V es el G-moédulo que corresponde a la particion A; denotaremos como V' al que co-
rresponde a X', la particion conjugada. Mas adelante veremos que C,, C,,, V,,, V! seran los
Sp-submodulos simples que corresponden a las siguientes representaciones respectivamente:
Trivial, alternante, estandar y transpuesta conjugada de la estandar (V,, ® (6) En el caso
de n = 5 los subindices utilizados para Wy, Wy y W3 no especifican nada en particular.

4.2. )-tableros de Young

Dado el diagrama de Young de una particiéon A, a cada cuadro de ella le asignamos
un namero de entre 1,...,n sin que éstos se repitan. A la figura resultante le llamamos
A-tablero de Young, y lo denotamos como T). Claramente existen n! tableros de Young
para cualquier particiéon A.

Dadas dos particiones de n, A\ = (A1, A2,...,A\) v p = (p1, 2, ..., ps), tenemos las
siguientes relaciones de orden entre ellas:
Orden lexicogrdfico (“<”) A\ < p, si para algin i, A\; = p; para j <iy A < ju;.
Orden de dominacion (“<”) p domina a Xsi Ay +Xo+ ...+ XN < g+ pe+ ..o+

para todo i < max(r,s) A < . Este es un orden parcial.

En los A-tableros de Young correspondientes a distintas particiones de un natural fijo
n, también podemos definir un orden. Sean T y T}, dos A-tableros de Young. Diremos que
T\ <171, si:

» A\ < p, de no ser asi, A = pu. Si x € {1,2,...,n} es el mayor ntimero que no esté en
la misma casilla en Ty y T);:

» el indice de la columna de z en T) es mayor que el indice de la columna de x en T},
de no ser asf,

» la columna de x en T} es igual a la columna de x en T}, y el indice del renglén de x
en T es menor al indice del renglon de z en T},.
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So: [T1C, 5@2
Ss: [TTICs @@3 vy
Sy [(IT1JC, HGC, Ly, O ‘Vi W
~ |
Ss:  [IIIT11Cs []Cs [y, H w
' W, W

Figura 4.1: Diagramas de Young bajo acciéon de S,, con n € {2,3,4,5}.

4|1
Ejemplo 4.4. 23| < L/5[4] <ol 2] <1312 ‘, donde la primera desigualdad es dada
5 312 34 5[4
por el primer criterio enlistado (orden lexicografico), la siguiente es por el segundo criterio,
la tercera es dada por el tercer criterio. ]

Definimos entonces los siguientes subgrupos de .Sy,:

R(Ty) :={g € Sn|g deja invariantes los renglones de T} (4.5)
C(Ty) :={g € Sn|g deja invariantes las columnas de T }.

Consideremos a las particiones A y u tales que A no domina estrictamente a p con T,
T,, tableros correspondientes a A y p respectivamente. Dada la definicion de orden entre

1[2]3
41506

718 ‘112‘3‘
g L—=1
10

Figura 4.2: Tableros de Young.
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dos tableros se puede demostrar que:
1. Hay dos enteros distintos ¢, j que estan en la misma columna de T y en el mismo
renglon de T),, o bien:
2. A= y existen o € R(T,), 7 € C(Ty) tales que 0T}, = 7T).

Definicién 4.6 (Tablero estandar). Un A-tablero es estdndar si la numeracion asignada
forma una sucesion creciente en cada rengléon de izquierda a derecha y en cada columna de
arriba a abajo.

Corolario 4.7. Si Ty < T}, donde Ty y T, son tableros estindares, entonces existen dos
enteros distintos i, j que estdan en la misma columna de Ty y en el mismo renglon deT),. [

Proposicion 4.8. Si Ty es un tablero estindar, o € R(Ty), 7 € C(T)), entonces T < o1
y 7T\ < Ty O

4.3. M-tabloides

Definicién 4.9. Dos A-tableros T\ y T5 son equivalentes si los nimeros asignados en sus
correspondientes renglones son los mismos.

Se puede mostrar que la relacion de la definicién anterior es una relacion de equivalencia
y que la accion de S, preserva la relacion. Es decir, si 0 € Sy, Ty y T} son equivalentes,
entonces 0Ty y o7} son equivalentes.

Definicion 4.10. A la clase de equivalencia de T} la llamamos un A-tabloide y lo denotamos
como {Ty}.

Vemos que S, actiia en los tabloides correspondientes de las particiones de n de tal
forma que si A n y Ty es un A-tablero, la accién esta dada por

o{Th} = {oTh};

y obsérvese también que {T)\} = R(T»)T\.

4.4. Mobdulos de Specht

Si A es como en la expresion (4.2), consideremos a

Sx = 502,01 X a2, A X X S oA L n—Ag2,.n)
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Visto de otra forma,
S)\gS)\l XS)\QX'--XS)\k. (4.11)

Considérese la coleccion completa de A-tabloides es la familia

T= {1} (4.12)

Definicién 4.13. Sea M* = CT. M?* es llamado el mddulo de permutaciones correspon-
diente a A.

Para una particion A = (A1, Ag, ..., A\x) F n, definimos A! como

A= A Dl A (4.14)

Decimos que una accién de G sobre X es transitiva si para toda x € X existe g € G,
y € X tal que gy = z. En general, si tenemos que V' es un A-médulo y v € V', entonces
Av = {av|a € A} es submodulo de V. En caso de que exista v € V' tal que Av =V, se dice
que V es ciclico y que V es generado por v. Dada una particién A - n, el grupo S, actia
transitivamente en el conjunto de A-tableros, con estabilizador S).

De la misma manera, si G actia transitivamente en X, entonces CX = Cng para
alguna x € X, donde G denota al estabilizador de z.

., oy . |
Dado que la accién es transitiva en M?, dim M* = e

Proposicién 4.15. Dada una particion \ = n, implica que M* es ciclico, generado por

algin \-tabloide dado. Ademds dim M* = 7;—: O

Si A+ n, dado un A-tablero T', definimos

by = Z (sgnT)T € CS, (4.16)
T7eC(T)

vp= Y (sen7)T{T} =bp{T} € M*. (4.17)
TeC(T)

Ademas (lema 2.3.3 [Sag]), si o € S, entonces
bor = obpo ! (4.18)
VT — OUT.

Definicién 4.19 (Moédulo de Specht). Para cualquier particion A F n, el correspondiente
mddulo de Specht, S*, es el submodulo de M? generado por los elementos vr, , donde T},
estd en la familia 7 definida en (4.12), de los tabloides de A ([Sag]).
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Proposiciéon 4.20. S es ciclico, generado por un elemento vry. O

Utilizaremos ahora los resultados de las proposiciones 1 y 2 del capitulo 7 de [Ful], que
se enuncian a continuacion. La demostracion de los lemas (1,2 y 3) del mismo capitulo,
correspondientes a las proposiciones 4.21 y 4.22 se basa en la observacion de detalles de la
accion de S, sobre los tableros, en combinacion con los 6rdenes definidos aqui anteriormente.

Proposicion 4.21. Para toda A - n, S* es un médulo irreducible de S,,. Cualquier mddulo
irreducible de Sy, es isomorfo a uno y sdlo uno de los médulos S* ([Ful], pdagina 87). O

Proposicién 4.22. Los elementos vr,, con T\ A-tablero estdndar, forman una base para

SA. O

Ejemplo 4.23. En general para S, si tenemos las dos particiones de n, \y = (n) y A1 =
(1,...,1), y P es el tablero estandar para A\ se obtiene que

C(Ty,) =C(P),
con lo cual
bp = (1) € Sy,
vp ={P}, vz, = > sen(r)r{P} =0,

sM =C{P}=C.

De forma similar, si @ es el tablero estAndar para s,

C(Q) = Sn,
vQ = Z sgn(o)o{Q}.
0ESH

Supongamos que w € S, tal que mo = T, entonces

g = Z sgn(o)mo{Q},

G’ESn

= 3 sen(r'r)r(Q),

TESK

= sgn(']r_l) Z Sgn(T)T{Q},

TGSn
= sgn(m)vg.
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Asi, para todo T' tablero de Ay sucede que vy = £vg, con lo cual dim(S*) =1y
5% = C{vg}
con la accion en la base de S definida para cualquier o € S,, como
o{vq} = sgn(o){vg},

que corresponde a la representacion alternante. ]

Ejemplo 4.24. Los tableros estandar asociados a las distintas particiones de 4, que corres-
ponden a los moédulos irreducibles de S4 son los que se muestran en la figura 4.3. Por la
proposicion 4.22 tenemos que

dimC =1,
dimC = 1,
dimV; = 3,
dim V] = 3,
dimW = 2.

La construccién de las bases para los modulos C y Ca partir de éstos tableros se muestra
en el ejemplo 4.23 cuando n = 4. Para el resto de los casos mostramos los céalculos a
continuacion.

Consideremos los siguientes subgrupos de Sy:

C(R1) ={(1), (14)},

C(Ry) = {(1), (13)},

C(Rs) ={(1), (12)},

C(S1) ={(1),(13),(14), (34), (134), (143)},
C(SQ> = {(1), (12)7 (14 ) (24)7 (124)7 (142)}7
C(83) ={(1),(12),(13),(23), (123), (132)},
C(T1) ={(1),(13),(24), (13)(24)},

C(Tz) ={(1),(12),(34), (12)(34) };

y asi de la definicién de la base de un moédulo irreducible, verificando equivalencias de los



38 Particiones y grupos simétricos

C: P A= (5)

C: 0 A=(1,1,1,1)

Vi i2\3\ Ri éQm Ry igw Ry | A=(3,1)
1[2] 1[3] 1[4]

Vi B s 2] s 2] s A=(2,1,1)
4] 14] 13/

W ;i T ;Z T A=(2,2)

Figura 4.3: Tableros estdndar correspondientes a las particiones de Sj.

tabloides correspondientes obtenemos:

VR, = {Rl} - (12){R3}1
VR, = {R2} — (12){Rs},
vRy = {R3} — (12){Rs},

vs; = {S1} — (12){S2} — (14){S1} — (34){S1} + (124){S2} + (12){S3},
vg, = {S2} — (12){S2} — (14){S2} — (24){S2} + (124){S2} + (132){S3},
vsy = {S3} — (12){S3} — (13){S3} — (23){S3} + (14){S1} + (132){Ss},

v, = {11} — (12){T2} — BY{T2} + (14){T>},
v, = {T2} — (12){T2} — (34){T2} + (A4 {T1}.

Consideremos a los representantes de las clases de conjugacién en Sy mostradas en la
ecuacion (3.1), y respectivas cardinalidades en (3.2) (utilizados en su tabla de caracteres),
los cuales actiian como se muestra a continuacién en los elementos de las bases definidas
anteriormente. Notese que cada elemento de la base correspondiente estia determinado por
uno y solo un tabloide {T'}, proveniente de un tablero estandar 7T'. Asi que una vez calculadas
dichas acciones, para encontrar la expresiéon como combinacién lineal —respecto a la base—
de cada uno de los elementos v, calculados, uno se puede fijar en los tabloides provenientes
de los tableros estandar. De ésta forma, si en la expresion de v aparece el tabloide {T'}
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(—{T'}), significa que vy (—vr) es parte de la combinacion lineal de v. Como se muestra en
la figura 4.4.

Como ponsecuencia de ello, observa.rr.ms a las representaciones p1, pa y ps en Vi, V] y
W respectivamente, dadas por su definicién en sus bases como

1 0 0 1 0 0
p1(12) = o 1 o0 |, p1(123) = o o 1],
-1 -1 -1 -1 -1 -1

0 1 0 0 1 0
p1(1234) = 0 0 1|, p(2)E4) = 1 0 o],
-1 -1 -1 -1 -1 -1
1 0 0 0 1 0
pp(12)= -1 -1 o |, p2(123) = -1 -1 o |,
1 0 -1 0 1 1
0 0 1 -1 0 0
pp(1230)=| 1 0 -1 |, p(12)30) = 1 0 -1 |,
0 1 1 -1 -1 0
1 0 0 1
p1(12) = ( -1 -1 )’ p(123) = ( -1 -1 )’
-1 -1 1 0
mamy=( 7y 1) mapen =( 5 7).
(12)vr, = vRr, — VR, (123)vg, = vR, — VR,
(12)vg, = vR, — URs (123)vgr, = —vR,
(12)vgpy = —vR, (123)vr, = VR, — VR,
(1234)vr, = —vR, (12)(34)vr, = VR, — VR4
(1234)vR, = VR, — VR, (12)(34)vg, = vR, — VRs
(1234)vRy = VR, — VR, (12)(34)vRr; = —vRs
(12)’051 =vg, — VS, + Vs, (123)1}51 = —vg,
(12)vs, = —vs, (123)vg, = vs, —vs, +vs;
(12)vs, = —vsg, (123)vg, = vs,
(1234)vg, = vg, (12)(34)vs, = —vs;, +vs, — Vs
(1234)vg, = vs, (12)(34)vg, = —vs,

(1234)’053 =vUg; — VS, + VSq (12)(34)1}53 = —Ug,

(12)vp, = vy —vpy (123)vp, = —vp,
(12)1}7‘2 = 7’L)T2 (123)UT2 = le — ’UT2
(1234)vp, = —vp, (12)(34)vr, = v,
(1234)1}’1"2 = —'UT1 + ”L)Tz (12)(34)UT2 = vT,_,.

Figura 4.4: Accién de Sy sobre las bases de Vi, V] y W



40 Particiones y grupos simétricos

Entonces
xv; (1)) =3,
xv; ((12)) =1, xv; ((123)) =0,
xv; ((1234)) = —1, xv; ((12)(34)) = -1,

xyy (1) =3,

xvy ((12)) = -1, xv; ((123)) =0,
xvy ((1234)) =1, xvy ((12)(34)) = -1,
xw ((1)) =2,
xw ((12)) =0, xw ((123)) =0,
xw ((1234)) =1, xw ((12)(34)) = 2.

O

Ejemplo 4.25. Las clases de conjugacién de Sy se muestran a continuacién, asi como sus
cardinalidades.

(D], [(12)], [(123)], [(1234)], [(12345)], [(12)(34)] y  [(123)(45)],

=1,
a2 = 5 (5) =10
laz) =3 (5) =
fazsa) = (37) =30,
25 =  (57) =21
tazel -3 (5 (5) 5 (5)) -1
tazasii= (5) 5 (5) ==

Los tableros estandar asociados a las distintas particiones, que corresponden a los médulos
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irreducibles de S5 aparecen en la figura 4.5; de donde obtenemos que
dimC =1, dimW; =6,
dimC =1, dimW, =5, (4.26)
dimVs =4, dimWj =5.
dim VY = 4,
O
C:
C:
Vs: 1[2]3]4] 1[2]3]5] :1)’2\4\5\ 1[3]4]5]
1[2] 1[3] 1[4] 1]5]
/. 13] 12] 12] 12]
Vs: 14] 14] 13] 13]
5] 5] 5] 4]
1[2[3] 1[2]4] 1[2]5] 1[3]4] 1[3]5] 1[4]5]
Wi: 4] 3] 3] 2] 2] 2]
15] 15] 14] 15] 14] 13]
12 12 13 13 1[4
Way: 304 305 2|4 2/5 215
15] 4] 5] 14] 3]
W 1]2]3] 1]2]4] 1]2]5] 1]3]4] 1]3]5]
2: 45 3|5 3[4 2[5 24

Figura 4.5: Tableros estandar correspondientes a las particiones de Sj.
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Capitulo 5

Homologia de complejos simpliciales

Ahora se utilizaran los resultados presentados hasta éste punto para la construccion de
la homologia de un complejo simplicial en base a las acciones de S, sobre éste tltimo. Para
ello expresaremos los moédulos correspondientes como suma de moédulos simples.

5.1. Complejos simpliciales

Definicién 5.1. Sea el conjunto de n + 1 elementos
V = {vo,v1,...,0n}, (5.2)

tal que A es una coleccién de conjuntos en P(V) (potencia de V) tal que si B estd en A,
entonces cualquier subconjunto de B también esta en A.

Definicion 5.3. Al conjunto B lo llamamos una cara de A o un simplejo de A. Si B tiene
p—+ 1 elementos, decimos que B es un p-simplejo de A y que su dimensién es p. A la familia
de p-simplejos la denotamos A,,.

La dimensién de un complejo simplicial A es n si n es el maximo de las dimensiones de
los simplejos de A, lo cual denotamos como dim A = n.

Supongamos que A es un complejo simplicial como el de la definicion 5.1, considerémos
al p-simplejo s = {vg,v1,...,vp} junto con una ordenacidn de sus elementos, a la cual
denotamos como

(s) = (vo,v1,...,0p) (5.4)
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y nos referimos a ella como un p-simplejo orientado. Decimos que dos p-simplejos orientados
del simplejo s son iguales si —las ordenaciones de s— difieren por una permutacioén par.
De lo contrario, diremos que los p-simplejos orientados tienen orientacién opuesta.

Ejemplo 5.5. Consideremos al 3-simplejo {vi,ve,v3}. Sus ordenaciones (vi,ve,v3) y
(vs,v1,v2) son iguales. Es decir, (v1,v2,v3) = (v3,v1,v2) como simplejos orientados. Por
otra parte, (v1,va,v3) y (v1,vs,vs) tienen orientacion opuesta y por lo tanto son distintos
como 3-simplejos orientados.

O]

Dado que no hay confusiéon dentro de uno u otro contexto, utilizaremos la letra s para
referirnos ya sea a un p-simplejo en A o bien a un p-simplejo orientado de A.

— —
Al conjunto de p-simplejos orientados de A lo denotamos como A, y definimos a A
como
n
N
U A,
i=1
. . . -
Definicién 5.6. Una p-cadena en A es una funcién ¢: A, — C tal que
1. ¢(s) = —c(s') si s y s tienen orientaciones opuestas y
. . . . -
2. ¢(s) = 0 para casi todo p-simplejo orientado en A,.

En nuestro caso, dado que aqui s6lo se estudian los complejos simpliciales cuyo conjunto
de vértices es finito; la segunda condicién de la definicién no se aplica.

Consideraremos la suma de p-cadenas como la suma de funciones; el C-espacio vectorial
resultante es llamado el espacio de p-cadenas (orientadas) de A 'y lo denotamos como Cp(A).

5.2. Homologia simplicial

—

Definicién 5.7. Sea s € A, la cadena elemental correspondiente a s es la funcion
—

¢s: Ap — C definida como

1 sit=s
cs(t) = ¢ —1 sit tiene orientacion opuesta a s

0 sit#s, t#5
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Notacion 5.8. Nuevamente, dado que no se presta a confusién, abusaremos de la notaciéon
utilizada para los elementos de A_p), al referirnos también a la cadena elemental ¢; como
s, pues cs estd determinada de manera tnica por s. Entonces, si s y s’ son p-simplejos
orientados de A con orientaciones opuestas entre si; escribiremos s’ = —s —visto como
p-cadenas elementales—.

Lema 5.9. Una base para Cp(A) —como C-espacio vectorial— se puede obtener tomando
una orientacion por cada p-simplejo en A y usando las p-cadenas elementales correspon-
dientes como elementos de la base.

Demostracion. La prueba es sencilla. Dado que cualquier p-cadena puede ser escrita como
combinacién lineal de los elementos de la base sugerida en el lema; y si la cadena es igual
a cero, entonces todo coeficiente de la combinacién lineal debe ser cero. ]

Definicién 5.10. El p-ésimo operador frontera es el morfismo 9, : Cp(A) — Cp_1(A) tal

) —
que si s = (vo,v1,...,0p) € Ap y p >0,
p .
0p(5) = Byl 01,1 0p) = D (1) (0o 01, i1, i1, iz ).
i=0

Como Cp(A) es trivial para p < 0, el operador 0, se define como el homomorfismo
trivial para p < 0. Se puede demostrar que J, esta bien definido con respecto a la eleccion
de representantes de clase.

Ejemplo 5.11. En un complejo simplicial de dimensién al menos 3, para un 1-simplejo,
calculamos
01(vo,v1) = v1 — vo,

para un 2-simplejo tenemos
o (vg, v1,v2) = (v1,v2) — (vo,v2) + (vg,v1).
El célculo para un 3-simplejo estd dado por
03(vo, v1,v2,v3) = (v1,v2,v3) — (vo, V2, v3) + (vo, v1,v3) — (Vo, V1, V2).
O
Lema 5.12. 9,1 00, =0 ([Mun/, pdgina 30). O

En otros términos, el lema anterior quiere decir que Imd, C kerd,—i. A kerd, le
llamamos el espacio de p-ciclos. ImJpqq es llamado el espacio de p-fronteras. A dichos
espacios se les denota con Z,(A) y By(A) respectivamente. Se tiene que B,(A) C Z,(A).
Definimos entonces

Hp(A) := Z,(A)/By(A),

al cual llamamos la p-ésima homologia sobre C de A.
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Definiciéon 5.13. Definimos ahora al operador € : Cp(A) — C de tal forma que si (5.2) es
el conjunto de veértices de Ay v =>"" ;a;v; es la expresion de v como combinacion lineal
de la base de Cy(A), e(v) = Y1 ai

Definicién 5.14. Definimos la homologia reducida ﬁp(A) en dos casos:

= Sip#0, ﬁp(A) = Hy(A).

= Sip=0, Hy(A) = kere/By(A), i.e. Hy(A) = kere/By(A)

5.3. Aplicaciéon: complejos de apareamiento

Definicién 5.15. Consideremos a la grdfica completa de | vértices Kj; dichos vértices son
etiquetados como aq, ag, ..., a; y la expresion a;a; denotard a la arista que une al vértice
a; con el vértice a;. Llamaremos complejo de apareamiento de orden [ al complejo simplicial
M; de dimensién 1 tal que

1. Su conjunto de vértices (5.2) consta de las aristas en la grafica K.

2. Siv; =ap,aq y vj = G, as estan en V, {v;,v;} es un l-simplejo de M si v; y vj son
ajenas.

Ahora concluimos con dos ejemplos en los cuales se utilizardn todos los resultados
presentados hasta éste punto, de tal manera que se podra observar su importancia como
herramienta para caracterizar ciertas propiedades de los objetos sobre los cuales se pueda
hacer actuar a S,,. Por simplicidad, en éste caso tomaremos n = 4.

Ejemplo 5.16. Considérese a la grdfica Ky; construiremos el complejo de My (figura 5.1)
dado por el conjunto de vértices

v = {12,14,13, 23,24, 34},

que es el conjunto de aristas de la grafica K4. La familia de 1-simplejos estara dada por el
siguiente conjunto:
{{ﬁ,ﬂ}, {13,24}, {14, ﬁ}} .

Es decir,

My = {{12}, {14}, {13}, {23}, {24}, {34}, {12,34}, {13, 24}, {1

\.Hk

[\D‘
——
——
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RS
w
s

34

Figura 5.1: Complejo de apareamiento My

Tomando la notacién de p-cadenas elementales tenemos los grupos de cadenas

Co(Ma) = ({(12), (14), (13), (23), (24), (3D)})

)7
Cl(M4) = <{(1273 )a (T37ﬂ)> (147 3)})

Sean
ay = TQ, asg = ﬁ, bl = (T2, 374)
ay=T3, a5=24, by=(13,24)
a3z = H, ag = 374, bg = (ﬁ, %)

Consideremos a By = {a1, as, a3, a4,as,a6} y Bo = {b1,b2,b3} como las bases de Cy(My) y
C1(My) respectivamente —dim Cy(My) = 6 y dim C1(My) = 3—. Obsérvese que Cy(My)
es un moédulo de permutaciones, puesto que los elementos de su base —como simplejos en
abstracto— tienen una sola orientacién. Se tienen los siguientes resultados:

(12)a1 = a1 (123)a1 = aq (1234)a1 = a4 (12)(34)a1 = a1
(12)a2 = a4 (123)a2 = a1 (1234)az = as (12)(34)az = as
(12)az = as (123)az = as (1234)asz = a1 (12)(34)as = aa
(12)as = a2 (123)as = a2 (1234)as = a¢ (12)(34)as = a3
(12)as = a3 (123)as = ae (1234)as = a2 (12)(34)as = a2
(12)as = as (123)ag = a3 (1234)ae = a3 (12)(34)ae = as
(12)by = by (123)by = —bs  (1234)by = —b3  (12)(34)by = by
(12)by = —bs  (123)by = b1 (1234)by = —by  (12)(34)by = —bg
(12)bs = —by  (123)bg = —by  (1234)b3 = by (12)(34)bs = —bs.

Entonces tenemos las representaciones 01 y 2 de Sy en Co(My) y en C1(My) respecti-
vamente como se muestran a se muestran a continuacion:

1 00 0 0 O 01 0 0 0 0
00 01 00 00 0 1 0 0

0000 1 0 00 0 0 0 1

2002)=1 5 1 ¢ 0 0 o | 2123) =141 g 9 0 0 o0
001 00O 00 1 0 0 0

00 00 0 1 00 0 0 1 0

001 00O 1 0 0 0 0 O

00 00 1 0 00 0 0 1 0

00 00 0 1 00 01 00

0209 = 1 ¢ ¢ o 0 o |’ 0264 = ¢ 1 o0 0 o
01 00 0O 01 00 0 O

00 01 0O 00 0 0 0 1
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1 0 0 0 1 0
01(12):< 0 0 1), 01(123) :( 0 0 1),
0 -1 0 -1 0 0
0 0 1 1 0 0
01(1234) = ( 0 -1 0 ) . 0:(12)(34) = ( 0 -1 0 ) ;
-1 0 o0 0 0 -1
de tal forma que
XCo(My) ((1)) =0,
Xco(my) ((12)) = 2, Xco(My) ((123)) =0,
Xco(ar) ((1234)) =0, Xco(ay) (12)(34)) = 2,
XCl(M4) ((1)) = 37
XC1(Ms) ((12)) =1, XCi(My) ((123)) =0,
Xcy () ((1234)) = —1, Xcn () ((12)(34)) = —1.

Anadiendo estos dos tltimos caracteres a la tabla de caracteres de la figura 3.6 tenemos
la figura 5.2, de la cual se puede observar que x¢,(a,) = X3 y ademas

(X x1) = 52 (D 6) +(O)1-2) + (®)(1-0) + (6)1-0) + B)1-2) = 5 (6+12+6) = 1,

24
(Koo x5 = 57 (D 6) + ()(1-2) +($)(0+0) + (6)(~1-0) + (B)(~1-2)) = (18 +12-6) = 1.

# Elementos 1 6 8 6 3
Clase | [(1)] [12)] [(123)] [(1234)] [(12)(34)]

X1 1 1 1 1 1

X2 1 -1 1 -1 1

X3 3 1 0 -1 -1

X4 3 -1 0 1 -1

X5 2 0 -1 0 2
XCo(JVL;) 6 2 0 0 2
XC1(My) 3 1 0 -1 -1

Figura 5.2: Tabla de Caracteres de Sy y caracteres de Co(My) y Cy(My)

Por lo tanto, como dim Cy(My) = 6, y por la tabla 5.2, que nos muestra las dimensiones
de los modulos que componen a Co(My),

Co(My) =Ca Vi W, (5.17)
Ch(My) = V. (5.18)



5.3 Aplicacién: complejos de apareamiento 49

Dada la definiciéon 5.10, para i € N* tenemos que Im 0,11 C kerd; e Im9; C kere. De
modo que

81 2Cl<M4) — C()(M4)
9 ZCO(M4) — C.

Supongamos que 52, 51 y € son los morfismos inducidos bajo los isomorfismos en las
expresiones (5.17) y (5.17). Véase el siguiente diagrama:

02y, 2. CcaVieW —— C

Por el lema de Schur 1.13, Im d; = V4 6 Im d; = {0}. Mas por definicion de 8y, Im 9y # 0
y asi Im 91 # 0. Entonces R
Im (91 = V4

Como £ no puede ser isomorfo a Vj —pues V4 no esté en la imédgen C—, por definicion de
67

Imé=C, y
ker&= V3 W.
Ademés ker 0, = {0} e Im dy = {0}.
Por lo tanto tenemos que
Ho(My) = Zo(My)/Bo(My) = ker&/Im 0y = (Vi & W) /Vy = W,
Hi(My) = Hy(My)
= 71(My)/By(My) = ker 81/ Im 8y = {0}/{0} = {0}.
]

Ejemplo 5.19. Considérese al complejo de apareamiento Mj5 (figura 5.3), que esta dado por
el conjunto —de aristas de la grafica Ks— de vértices

V = {12,13,14, 15, 23,24, 25, 34, 35, 45},

Entonces la familia de 1-simplejos estaré dada por el siguiente conjunto:

{{12,34},{12,35}, {12, 45},
{13,243}, {13, 25}, {13, 45},
{14,23},{14,25}, {14, 35},

(23,15}, {24, 35}, {25,34} ).
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Figura 5.3: Complejo de apareamiento Mj

Tomemos a los elementos

al = E, ag = ﬂ, b1 = (E,ﬂ), b6 = (ﬁ, 5), bll = (ﬁ,ﬂ)
as = T3, a7 = %, bg = (ﬁ, %), b7 = (ﬁ, 7), blg = (T5, ﬂ)
a3z = ﬁ, ag = ﬂ, bg = (ﬁ, R), bg = (H, %), b13 = (73, E)
ag = T5, ag = %, b4 = (ﬁ, ﬂ), bg = (ﬁ, 75), 614 = (ﬂ, %)
as =23, aw =125, bs=(13,25), bio=(15,23), bis= (25,34)

12)a1 = a1 (123)a1 = as (1234)a1 = as (12345)a1 = as (12)(45)a1 = a1 (123)(45)a1 = as
12)az = a5 (123)a2 = a1 (1234)a2 = ag (12345)a2 = a¢ (12)(45)az = as (123)(45)a2 = a1
12)as = ag (123)as = ag (1234)a3 = a1 (12345)a3 = ar (12)(45)as = ar (123)(45)as = a~
12)aq = a7 (123)aq = ar (1234)as = a7 (12345)as = a1 (12)(45)as = as (123)(45)aq = ag
12)as = a2 (123)as = a2 (1234)as = ag (12345)as = as (12)(45)as = a2 (123)(45)as = a2
12)ag = a3 (123)ae = as (1234)ae = a2 (12345)ae = ag (12)(45)ae = aa (123)(45)as = ag
12)a7 = a4 (123)a7 = ag (1234)a7 = ag (12345)a7 = a2 (12)(45)ar = a3 (123)(45)a7r = as
12)ag = ag (123)ag = a3 (1234)ag = (12345)ag = a10  (12)(45)as = ao (123)(45)ag = a4
12)ag = ag (123)ag = a4 (1234)ag = a10 (12345)ag = a3 (12)(45)ag = as (123)(45)ag = a3
12)a10 = a10  (123)aio = a10  (1234)a10 = as  (12345)a10 = a4 (12)(45)a10 = a0  (123)(45)a10 = a1o

(13)by = —by  (123)by = —by  (1234)by = —by  (12345)by = b

(13)by = —brg  (123)by = —b1o  (1234)by = byz  (12345)by = —by

(13)bs = bys  (123)bs = bys  (1234)bs = —b1o  (12345)bs = —byo

(13)bsy = by (123)by = by (1234)by = —by  (12345)by = bys

(13)bs = b5 (123)bs = b2 (1234)bs = b1a (12345) = —by

(13)bg = b (123)bg = bs (1234)bg = —by;  (12345)bg = —b11

(13)by = —by  (123)by = —by  (1234)b7 = by (12345)br = by

(13)bs = —bys  (123)bs = by (1234)bs = by (12345)bg = —bs

(13)bg = —by  (123)bg = —by1  (1234)bg = bs (12345)bg = —bg
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(13)b1g = —b2 (123)b1g = —bs
(13)b11 = —b14 (123)b11 = bis
(13)b12 = —bo (123)b12 = —bg
(13)b13 = b3 (123)b13 = bs
(13)b14 = —b11 (123)b14 = —bi2
(13)b15 = —bs (123)b15 = —bo
(12)(34)b1 = b1 (13)(24)b1 = —b1
(12)(34)b2 = b3 (13)(24)b2 = —b12
(12)(34)b3 = b2 (13)(24)b3 = —b1s
(12)(34)bg = —by (13)(24)bs = by
(12)(34)bs = —b11 (13)(24)bs = be
(12)(34)be = b14 (13)(24)be = b5
(12)(30)by = by (13)(24)br = —br
(12)(34)bs = —b1o (13)(24)bg = b13
(12)(34)bg = b13 (13)(24)bg = —b1o
(12)(34)b1o = —bs  (13)(24)b1o = —bo
(12)(34)b11 = —bs  (13)(24)b11 = —b14
(12)(34)b12 = b1s (13)(24)b12 = —b2
(12)(34)b13 = b (13)(24)b13 = bs
(12)(34)b14 = bg (13)(24)b1a = —b11
(12)(34)b15 = b12 (13)(24)b15 = —b3

(1234)b19 = bys
(1234)by; = —bs

(12345)b1g = by
(12345)b1; = by

)
)
)
)
)
)

(1234)b12 = —bs (12345)b15 = bs
(1234)b13 = —b1z (12345)b13 = —bya
(1234)b14 = bs (12345)b14 = —bg

(1234)b15 = —bg (12345)b15 = bg
(123)(45)b1 = —b1o

(123)(45)ba = —by

(123)(45)b3 = b13

(123)(45)bs = b2

(123)(45)bs = —by

(123)(45)bs = b3

(123)(45)b7 = —bs

(123)(45)bg = b1s

(123)(45)bg = —bg

)
)
)
)
)
)

(123)(45)b10 = —ba
(123)(45)b11 = b1a
(123)(45)b12 = —b11
(123)(45)b13 = be
(123)(45)b14 = —bg

(123)(45)b15 = —bya.

De ello se deducen los caracteres asociados a Co(Ms) y C1(Ms) mostrados en la parte
final de la figura 5.4. Ademés, de forma anéloga al ejemplo 4.24 se obtiene la tabla de
caracteres de S5 que aparece en la primera parte de la figura 5.4. Obsérvese que al aplicar
la formula del caracter de la segunda potencia alternante de V5 se obtiene el cuarto caracter

enlistado x 2y en ella. En base a ello:

)

O7

17
0’

(o (M5),61) = 15 (10 4+ 40+ 20+ 0+ 0+ 30 + 20) =
(XCo(h5),€2) = 195(10 =40 +20 40+ 0 +30 - 20) =
(X (05).&5) = T95 (40 +80+20+0+0+0—20) =
(X (015).64) = 795 (40 =80+ 20 +0+0+ 0 +20) =
(xCo(n15),65) = 135 (60 +0+0+0+0—60+0) =0,
(XCo(15).66) = 45 (50 +40 ~20+0+0+30 +20) = 1,
(XCo(Ma).er) = 15 (50 — 40 — 20 + 0 + 0+ 30 — 20) =

07

(XCy (Ms).61) = 155(15 + 30 +0 =304+ 0 —15+0) =0,
{xer ()60 = ?(15 -3040+4+304+0-1540) =0,
(X1 (M5).65) = T95 (B0 +060+0+0+0+040) =1,
(XC1 (Ms).£4) = 79560 = 60 +0+0+0+0+0) =0,
(X1 (05,65 = T95 (0 +0+0+04+0+30+0) =
(X1 (015).60) = 195(75 80 +04+30 40— 1540) = 1,
(XCy(Ms).62) = o (75 = 30+0 = 30+ 0 — 15+ 0) = 0.

Utilizando el teorema de la reciprocidad de Frobenius, podemos obtener el mismo re-

sultado con menor nimero de calculos. Obsérvese en S5 que [(12)]
)], v los valores en las respectivas restricciones son los

[(12)(34)] = [(12)(45)] = [(13)(24

mismos para cada clase considerada en Sj.

Consideremos lo siguiente:

Vo = ({45})

Vi = ({(13,24)})
Hy = Stab(45) = {{(1), (12
Hy={g€GlgveVs

), (123), (45), (1
Yv € ‘/2} = Dy.

[(13)] = [(45)],

2)(45), (123)(45))} = S3 x Cs,
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# Elementos 1 10 20 30 24 15 20
Clase | [(1)] [12)] [(123)] [(1234)] [(12345)] [(12)(34)] [(123)(45)]

xc = &1 1 1 1 1 1 1 1

Xg =& 1 -1 1 -1 1 1 -1

xvs =& 4 2 1 0 -1 0 -1

xv: =& 4 -2 1 0 -1 0 1
Xazvs = Xwy = &1 6 0 0 0 1 -2 0
Xw, = &1 5 1 -1 -1 0 1 1
xwy =& 5 -1 -1 1 0 1 -1
XCo(Ms) 10 4 1 0 0 2 1

XCi (Ms) 15 3 0 -1 0 -1 0

Figura 5.4: Tabla de Caracteres de S5 y caracteres de Co(Ms) y C1(Ms)

Al revisar la accion de S3 x Cy en Vg v la accién de D4 en Vi, y por la definicion 2.15 se
puede verificar que

XVO - ¢1

XV = V3

Co(Ms) = Vol .,
C1(Ms) = VAT, .

Las figuras 5.5 y 5.6 muestran las evaluaciones de &; restringidas a S5 x Cy y Dy.

# Elementos 1 1 3 3 2 2
Clase | (U] [(45)] [(12)] [(12)(45)] [(123)] [(123)(45)]

& 1 1 1 1 1 1

& 1 -1 -1 1 1 -1

&3 4 2 2 0 1 -1

&y 4 -2 -2 0 1 1

& 6 0 0 —2 0 0

& 5 1 1 1 -1 1

&y 5 -1 -1 1 -1 -1

01 1 1 1 1 1 1

Figura 5.5: Caracteres de S5 restringidos a S3 x Cy y cardcter de Vo
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Elementos

—~
—_
~—

N
— N
[SUINTEN

(1432)
(1234)

(
(

1
1

4)(23)
2)(34)

—
[l
w

=

—~
[\)
IS

N

3
&
&3
€4
&s
&6
&r

= Ot OO R =

6]

|
Rl R O NN R

1
1
0
0
0
1
1
1

1
1
0
0
2
1
1
1

[y S N W Wi S SRS

Figura 5.6: Caracteres de S5 restringidos a D4 y caracter de V;

De modo que

(XCo(Ms)s 1) S5

(XCo(Ms)r€2) S5

(XCo(Ms):€3) S5

(XCo(M5)r84) S5

(XCo(M5)>€5) S5
(XCo(Ms)>€6) S5

(XCo(M35)1 €70 55

=

X
V0T53><c2

= ,62) 55

X
V0T33><02

(Xcy (M5)> 1) 85
(XC1(Ms5)>62) 55
(X1 (M35):€3) 85
(Xc1(M35):€4) 55 =

(XC1(Ms5)>65) 55

(XC (M5)1€6) S5

(Xc1(M35):€7) 85

= (¢1,82l55xCy) Sy xCy =

= ($1,€3l53xC0)S3xCs

= (p1,67l53xC0 ) S3xCo =

61055 = (91,€1l53%C05) S3x 00 =

S5 = (#1,85095xC) SaxCy =

S5 = (61,86l 55xC) Sy xCo =

S5 = (v3,&1lD,) Dy

55 = (v3,62lD,) Dy

=(v3,&3lp,) Dy

S5 = (v3,84lp,) Dy

55 = (v3,€51D,) Dy

= (v3,86lp,) Dy

S5 = (v3,&7lD,) Dy

1
S H1+3+3+242) =1

Lo 1-34312-2=0
12

1
= S@+2+6+0+2-2)=1

1
S5 = (#1,84l85%C5)S3x0 = =(4—2—-6+0+2+2)=0

12

S(6+040-6+0+0)=0
i(5+1+3+3—2+2):1
12(5—1—3+3—2—2)70
14+2-2-24+1)=0
(1—-242-24+1)=0
(4+4+04+0+0)=1
(4-4404+0+0)=0
(6+0+0+4—-2)=1
G+2+2-2+1)=1

(5-2-2-2+1)=0.

OO\H 00\»—l Oo\»—t oo\»i oo\»—\ oo\»—t oo\»—A
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Con éstos datos se obtiene que

Co(Ms) = Ca Vs @ W, (5.20)
C1(Ms) = Vs @ Wy @ Wa = Vs @ A%Vs @ Wh. (5.21)

Para el operador frontera 9; dado por la definicion 5.10 y el operador &, tenemos que
Im 9, C kere. De donde los tinicos operadores distintos de cero son:

(91 ICl(M5) — C()(M5)
3 ZC()(M5) — C.

Supongamos que 52, 51 y € son los morfismos inducidos bajo los isomorfismos de las
expresiones (5.20) y (5.21). Tenemos entonces el siguiente diagrama:

02 . VianieaW, -2, CaViaW, —— C

Para concluir el ejemplo, utilizaremos el siguiente teorema sobre espacios topoldgicos que
se encuentra en la pagina 43 en [Mun|. La demostracion se basa en la realizacion geométrica
del complejo simplicial A denotada por |A|.

Teorema 5.22. El grupo fNIo es abeliano libre, y
Ho(A) ® Z ~ Hy(A).

Asi Ho(A) = 0 si |A| es conexo. Si |A] es disconezo, sea {va}acr tal que contiene un
sdlo elemento de cada componente conexa de |Al; sea ag € I fijo. Entonces las clases de
homologia de las cadenas vy, — vo, forman una base para Ho(A). O

Dado que ker& # {0} por definicién, utilizando el lema de Schur 1.13, implica que
ker £ = Vs @ Ws. También, por el lema de Schur ker 97 = A?Vs.

Por el teorema 5.22,
ker£/Imo; = {0}.

Entonces Im51 = ker . Es decir,

Im d, = {0},
Im 51 = Vs ® W,
Ime=C, y,

kergl = /\2V5,
ker & = V5 ©® WQ.
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Por lo tanto

Zo(Ms)/Bo(Ms) = ker£/Im 8y = (Vs & Wa)/(Vs & Wa) = {0},

(M)
Zl(M5)/Bl(M5) = ker 51/1111 52 = /\2‘/5/{0} = /\2‘/5.

Ho(Ms)

Hy(Ms5)

(I
=
5
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Conclusiones

Los resultados presentados nos muestran un ejemplo de entre tantos, en el cual el algebra
homolégica —por su capacidad de clasificar— nos ayuda a comprender propiedades segtin
sea el objeto de nuestro estudio. Su aplicacién en otras areas de la matematica es notable.
Como es el caso de la topologia algebraica, por ejemplo; con la clasificacién de superficies.
Una fuente interesante en términos generales sobre el tema la podemos encontrar en [Wei.

Dado su poder como herramienta, su aplicaciéon la podemos encontrar como parte im-
portante en investigaciones de relevancia para la matemética reciente. Es por ello que es
conveniente tener cierta nocién sobre su utilizacién para darse idea sobre distintos criterios
que uno puede encontrar en una buena cantidad de modelos existentes.

Sin embargo no siempre resulta fécil calcular los grupos de homologia de ciertas estruc-
turas en la matemética, o bien sbélo se puede aplicar en ciertos casos especificos. En éste caso
ello se logra de manera sencilla en base a la accion de S,, sobre los complejos simpliciales
para n € N como aqui se ha mostrado. La gran cantidad de calculos implicada se puede
llevar a cabo con la ayuda de una computadora, pues es un algoritmo sencillo de codificar
en lenguaje de programacion de software.
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Apéndice A

Accion de Sy

en las bases de

moédulos Vy, V4’ y W

(12)vg,
(12)vp,
(12)vp,

(123)vp,
(123)vg,

(123)v Ry

(1234)vp,
(1234)vp,
(1234)vp,

(12)(34)vR,
(12)(34)vr,
(12)(34)v g,

= (12){R1} — (12)(12){R1} = vR, — VR,
= (12){R2} — (12)(13){R2} = vR, — VR,
= (12){R3} — (12)(14){R3} = —vR,

= (123){R1} — (123)(12){R1} = vry — VR4
= (123){R2} — (123)(13){R2} = —vRy,
= (123){Rs} — (123)(14){R3} = vr, — VR4

= (1234){R1} — (1234)(12){R1} = —vp,
= (1234){Ra} — (1284)(13){R2} = vg, — vR,
= (1234){R3} — (1234)(14){R3} = vR, — vR,4

= (12)B4){R1} — (12)(349)(12){R1} = vg, — vR,
= (12)(34){R2} — (12)(34)(13){R2} = vg, — vp,
= (12)(34){R3} — (12)(34)(14){R3} = —vp,

los
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(12)vg,

(12)vs,

(12)vg,

(123)vg,

(123)vs,

(123)vg,

(1234)vg,

(1234)vg,

(1234)vg,

(12)(34)vs,

(12)(31)vs,

(12)(34)vs,

= (12){S1} — (12)(13){S1} — (12)(14){S1} — (12)(34){S1} + (12)(134){S1} + (12)(143){S1}
={S1} — (132){S1} — (142){S1} — (12)(34){S1} + (1342){S1} + (1432){S1}

= {81} — {S2} — (142){S1} — (1243){S2} + (1324){S3} + {S3}

=vg) — Vs, +Usy

= (12){S2} — (12)(12){S2} — (12)(14){S2} — (12)(24){S2} + (12)(124){S2} + (12)(142){S2}
= (12){S2} — {S2} — (142){S2} — (124){S2} + (24){S2} + (14){S2}

= (12){S2} — {S2} — (132){S3} — (1234){S1} + (1324){S3} + (1324){S1}

= —wvg,

= (12){S3} — (12)(12){ S5} — (12)(13){S3} — (12)(23){S3} + (12)(123){S3} + (12)(132){S3}
= (12){S3} — {S3} — (132){S3} — (123){S3} + (23){S3} + (13){S3}

= (12){S3} — {S3} — (132){S3} — (14){S1} + (142){S1} + (1324){S1}

= g,

= (123){S1} — (123)(13){S1} — (123)(14){S1} — (123)(34){S1} + (123)(134){S1} + (123)(143){S1}
= (12){S2} — (23){S1} — (1423){S1} — (1234){S1} + (234){S1} + (14)(23){S1}

= (12){S2} — {S2} — (132){S3} — (1234){S1} + (1324){S3} + (1324){S1}

= —wvg,

= (123){S2} — (123)(12){S2} — (123)(14){S2} — (123)(24){S2} + (123)(124){S2} + (123)(142){S2}
={S1} — (13){S2} — (1423){S2} — (1243){S2} + (13)(24){S2} + (143){S2}

={S1} — {S2} — {S2} — (1243){S2} + (1324){S3} + {S3}

= TUSy; = Us; T USy T sy

= (123){S3} — (123)(12){S3} — (123)(13){S3} — (123)(23){S3} + (123)(123){S3} + (123)(132){S3}
= (14){S1} — (13){S3} — (23){S3} — (12){S3} + (132){S3} + {S3}

= (14){S1} — (1324){S1} — (142){S1} — (12){S3} + (132){S3} + {S3}

= TUSz = Vsg

= (1234){S1} — (1234)(13){S1} — (1234)(14){S1} — (1234)(34){S1} + (1234)(134){S1} + (1234)(143){S1}
= (1234){S1} — (14)(23){S1} — (234){S1} — (123){S1} + (123){S1} + (23){S1}

= (1234){S1} — (1324){S1} — (1324){S3} — (12){S2} + (12){S2} + {S2}

=g,

= (1234){S2} — (1234)(12){S2} — (1234)(14){S2} — (1234)(24){S2} + (1234)(124){S2} + (1234)(142){S>}
= (14){S1} — (134){S2} — (234){S2} — (12)(34){S2} + (13)(24){S2} + (34){S2}

= (14){S1} — (1324){S1} — (1324){S1} — (12){S3} + (1324){S3} + {S3}

= (1234){S3} — (1234)(12){Ss} — (1234)(13){Ss} — (1234)(23){S3} + (1234)(123){S3} + (1234)(132){S3}
={S1} — (134){S3} — (14)(23){S3} — (124){S3} + (124){S3} + (14){S3}

= {S1} — {S2} — (142){S1} — (1243){S2} + (1243){S2} + {S3}

= TvUsz = Us; ~Usy tUsy

= (12)(34){S1} — (12)(34)(13){S1} — (12)(34)(14){S1} — (12)(34)(34){S1} + (12)(34)(134){S1} + (12)(34)(143){S1}
= (12)(34){S1} — (1432){S1} — (1342){S1} — (12){S1} + (142){S1} + (132){S1}

= (1243){S2} — {S3} — (1324){S3} — {S1} + (142){S1} + {S2}

= —vs; tUs; ~Usy

= (12)(34){S2} — (12)(34)(12){S2} — (12)(34)(14){S2} — (12)(34)(24){S2} + (12)(34)(124){S2} + (12)(34)(142){S2}
= (12){S3} — (34){S2} — (1342){S2} — (1234){S2} + (234){S2} + (134){S2}

= (12){S3} — {S3} — (132){S3} — (14){S1} + (142){S1} + (1324){S1}

= TUSy; T TUsy

= (12)(34){S3} — (12)(34)(12){S3} — (12)(34)(13){S3} — (12)(34)(23){S3} + (12)(34)(123){S3} + (12)(34)(132){S3}
= (12){S2} — (34){S2} — (1432){S3} — (1243){S3} + (243){S3} + (143){S3}

= (12){S2} — {S2} — (132){S3} — (1234){S1} + (1324){S3} + (1324){S1}

= TVsg T TVsy
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(12)vpy

(12)v,

(123)vpy

(123)vr,

(1234)vy,

(1234)vr,

(12)(34) vy

(12)(34)vr,

= (12){T1} — (12)(13){T1} — (12)(2H{T1} + (12)(13)(24){T1 }
={T1} — (132){T1} — (124){T1} + (1324){T1 }

=A{T1} —{T2} — A){T1} + (14){T2}

=Ty T VT

= (12){T2} — (12)(12){T2} — (12)(3){T2} + (12)(12)(34){T>2}

= (12){T2} — {T2} — (12)(34){T2} + (34){T2}

= (12){T2} — {T2} — (A4){T1} + (34){T=}

= v,

= (123){T1} — (123)(13){T1 } — (123)(24){7T1} + (123)(13)(24){T1 }
= (12){T2} — (23){T1} — (1243){T1} + (243){T1 }

= (12){T2} — {T2} — (A4){T1} + (34){T2}

= v,

= (123){T2} — (123)(12){T2} — (123)(34){T2} + (123)(12)(34){T2}
={T1} — (13){T2} — (1234){T2} + (134){T2}

=A{T1} —{T2} — A){T1} + (14){T2}

=Ty T VT

= (1234){T1} — (1234)(13){T1} — (1234)(24){T1} + (1234)(13)(24){T1 }

= (12){T2} — (14)(23){T1} — (12)(34){T1} + (1432){T1 }

= (12){T2} — (14){T2} — {T1} + (34){T2}

= —op

= (1234){To} — (1234)(12){T2} — (1234)(34){To} + (1234)(12)(34){T>}

= (14){T1} — (134){T2} — (123){T2} + (13){T2}

= (1){T1} — A){T2} — {T1} + {T2}

= —vr + oy,

= (12)(3){T1} — (12)(34)(13){T1} — (12)(34)(24){T1} + (12)(34)(13)(24){T1}
={T1} — (1432){T1} — (1234){T1 } + (14)(23){T1}

=A{T1} — 3H){T2} — (12){T2} + (14){T2}

=g

= (12)(34){T2} — (12)(34)(12){T2} — (12)(34)(34){T2} + (12)(34)(12)(34){T2}
= (149){T1} — 34){T2} — (12){T2} + {T2}

= (14){T1} — B){T=2} — (12){T=2} + {T2}

= VT,



62

Accion de S, en las bases de los moédulos Vy, V) y W




Bibliografia

[Adk|] William A. Adkins, Steven H. Weintraub. Algebra: an approach via module theory.
Springer-Verlag, 1992.

[Col|] Michael John Collins. Representations and characters of finite groups.
Cambridge University Press 1990.

[Cur| Charles W. Curtis, Irving Reiner. Methods for representation theory with applications
to finite groups and orders.
John Wiley & sons, 1981.

[Dor| Larry Dornhoff. Group representation theory.
M Dekker, 1971-1972.

|[Fra| John B.Fraleigh. A first course un abstrat algebra (7th. ed.).
Addison Wesley, 2003.

[Fri] Stephen H. Friedberg, et. al. Linear Algebra.
Prentice Hall, 1997.

[Ful] William Fulton. Young tableaux: with applications to representation theory and geom-
etry
Cambridge University Press, 1997.

[Fu2] William Fulton, Joe Harris. Representation theory.
Springer-Verlag, 1991.

[Goo| K. R. Goodearl. Partially ordered abelian groups with interpolation.
American Mathematical Society, 1986.

[Hil] Victor E. Hill IV. Groups and characters.
Chapman and Hall/CRC, 2000.

[Isa] Irving Isaacs. Character theory of finite groups.
Dover, 1994.



64 BIBLIOGRAFIA

[Jam| Gordon James, Martin Liebeck. Representations and characters of groups.
Cambridge University Press, 1993.

[Mun| James Raymond Munkres. Elements of algebraic topoogy.
Addison Wesley, 1984.

[Nag| Hirosi Nagao, Yukio Tsushima. Representations of finite groups.
Academic Press, 1987.

[Rot] Joseph J. Rotman An introduction to the theory of groups
Springer-Verlag, 1995.

[Sag| Bruce E. Sagan. The symmetric group: representations, combinatorial algorithms, and
symmetric functions.
Wadsworth & Brooks.

[Ser| Jean-Pierre Serre. Linear representations of finite groups.
Springer-Verlag.

[Wei| Charles A. Weibel. An introduction to homological algebra.
Cambridge University Press, 1994.



	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Preliminares
	Capítulo 2. Operaciones de G-módulos
	Capítulo 3. Tablas de Caracteres de Grupos de Orden Menor
	Capítulo 4. Particiones y Grupos Simétricos
	Capítulo 5. Homología de Complejos Simpliciales
	Conclusiones
	Apéndices
	Bibliografía

