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Índice General V

Introducción VII

1. Preliminares 1
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Introducción

El presente trabajo se desarrolla dentro del área de la Teoŕıa de los Con-
tinuos. Para los fines de este trabajo, un continuo es un espacio topológico
T2 que es compacto y conexo.

El presente trabajo está inspirado en el art́ıculo [Mh] del Profesor W.
Mahavier, en el que define un ĺımite inverso usando subconjuntos cerrados
del cuadrado unitario [0, 1]× [0, 1].

Aqúı, definimos una sucesión inversa de subconjuntos cerrados co-
mo una sucesión doble {Xn, An}n∈N (que abreviamos escribiendo {Xn, An})
de espacios topológicos Xn y subconjuntos cerrados An de Xn+1 × Xn que
se proyectan suprayectivamente en su primera coordenada. El ĺımite in-
verso generalizado de la sucesión {Xn, An} es el conjunto de puntos x ∈∏ {Xn : n ∈ N} tales que (xn+1, xn) ∈ An para cada n ∈ N, a éste espacio lo
denotamos por Ĺım

←−
An.

Recordemos que una sucesión inversa de espacios topológicos Xn es
una sucesión doble {Xn, fn}, donde cada fn : Xn+1 → Xn es una función
continua. El ĺımite inverso de la sucesión inversa {Xn, fn} es el conjunto
de puntos (xn)n∈N ∈ ∏ {Xn : n ∈ N} tales que xn = fn(xn+1) para cada
n ∈ N. Al ĺımite inverso de {Xn, fn} lo denotamos por ĺım

←−
{Xn, fn} o por

X∞.

En el caso de que los espacios Xn sean T2 se tiene que las gráficas de
las funciones fn son cerradas en Xn+1 × Xn. Con esto, tenemos que si los
espacios Xn son T2 entonces la sucesión inversa {Xn, fn} se puede ver como
una sucesión inversa de subconjuntos cerrados {Xn, An}, donde An es la
gráfica de fn.

Lo que analizamos en este trabajo es la relación entre los conceptos antes
mencionados, especialmente buscamos condiciones para extender resultados
válidos para sucesiones inversas al caso de sucesiones inversas de subconjuntos
cerrados y sus ĺımites.

vii



viii INTRODUCCIÓN

El trabajo está dividido en cinco caṕıtulos. En el primer caṕıtulo acorda-
mos la notación y revisamos algunas propiedades de productos de espacios,
aśı como propiedades de hiperespacios y de espacios cociente, especialmente
la forma de inducir funciones entre espacios que se encuentran en cada una
de estas clases.

El Caṕıtulo 2 está dedicado a revisar algunos resultados referentes a sis-
temas inversos (un sistema inverso es una generalización del concepto de
sucesión inversa cambiando el conjunto de ı́ndices N por un conjunto dirigi-
do) y sus ĺımites inversos. En 2.2.17, damos un prueba diferente a la que se
puede encontrar en [En, 3.7.12] del hecho de que si l = {lα : α ∈ Λ} es una
función entre sistemas inversos, donde cada lα es perfecta, y lΛ es la función
inducida por l entre los respectivos ĺımites inversos, entonces lΛ también es
perfecta.

En el Caṕıtulo 3 se define lo que es una sucesión inversa de subconjuntos
cerrados y su ĺımite inverso generalizado. El Profesor W. Mahavier, en su
art́ıculo “Inverse limits with subsets of [0, 1]× [0, 1]” muestra que se pueden
obtener espacios totalmente disconexos como ĺımites inversos generalizados
y da condiciones para obtener la conexidad. En 3.1.9, probamos que con
la condición dada en [Mh, Theorem 5] también se obtiene la conexidad del
ĺımite inverso generalizado Ĺım

←−
An, donde An ⊆ Xn+1 ×Xn y cada Xn es un

continuo. En la sección 3.2 describimos varios ejemplos de espacios que se
obtienen como ĺımites inversos generalizados y, en 3.2.5, construimos, para
cada número natural m, un continuo de la forma Ĺım

←−
An, donde An ⊆ [0, 1]×

[0, 1], cuya dimensión es m. En 3.3.1 mostramos cómo inducir funciones de
un espacio topológico Y en un ĺımite inverso generalizado, lo cual nos ayuda
a probar que el producto de ĺımites inversos generalizados y la suspensión de
un ĺımite inverso generalizado también son ĺımites inversos generalizados (vea
3.3.3 y 3.3.13, respectivamente). En 3.3.5, damos condiciones para inducir
funciones entre ĺımites inversos generalizados y en 3.3.11 damos una condición
suficiente para que estas funciones sean perfectas. En 3.4.1, probamos que
el producto fibrado de una cantidad numerable e infinita de funciones es un
ĺımite inverso generalizado.

En el Caṕıtulo 4 definimos el concepto de sistema inverso de subconjuntos
cerrados y su ĺımite inverso generalizado. Damos condiciones, en 4.1.8, para
que el ĺımite inverso generalizado sea compacto y, en 4.1.9, para que no sea
vaćıo. En 4.2.1 mostramos cómo inducir funciones de un espacio topológico Y
en un ĺımite inverso generalizado y en 4.2.3 damos una caracterización de los
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ĺımites inversos generalizados. Al igual que en el caso numerable, probamos,
en 4.2.4, que el producto de ĺımites inversos generalizados es un ĺımite inverso
generalizado. Por último, en 4.2.5, damos condiciones para inducir funciones
entre ĺımites inversos generalizados.

En el Caṕıtulo 5 probamos un resultado referente a sistemas inversos y
tres resultados relacionados con sucesiones inversas. En la Sección 5.2 abor-
damos el tema de unicidad de hiperespacios y, usando ĺımites inversos, pro-
bamos, en 5.2.23, que los continuos periféricamente metrizables que son here-
ditariamente indescomponibles tienen hiperespacios 2X y Cn(X) únicos. En
5.3.16 probamos que, bajo ciertas condiciones, el ĺımite inverso de una suce-
sión inversa de abanicos sobre el conjunto de Cantor tiene la propiedad del
punto fijo. En 5.3.22, damos una condición para que el ĺımite inverso de una
sucesión inversa de n-odos y funciones de ligadura monótonas sea un n-odo.
En 5.4.7, damos una caracterización de los puntos extremos de los continuos
tipo arco.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo revisaremos los conceptos de topoloǵıa producto, hiperes-
pacio y topoloǵıa cociente, aśı como la notación que usaremos más adelante.

A lo largo del presente trabajo, N y R denotarán a los conjuntos de los
números naturales y de los números reales, respectivamente. Por espacio
entenderemos un espacio topológico. Un espacio degenerado es un espacio
con a lo más un punto. Un arco es cualquier espacio homeomorfo a I =
[0, 1], una curva cerrada simple es cualquier espacio homeomorfo a S1 =
{x ∈ R2 : ‖ x ‖ = 1}. Con el śımbolo indicaremos que ha concluido una
demostración.

1.1. Topoloǵıa producto

Dada una familia A = {Xα : α ∈ Λ} de espacios, denotaremos por
∏A

al producto cartesiano de la familia A y por pα a la proyección de
∏A

sobre Xα. Dado un punto x ∈ ∏A lo escribiremos como x = (xα)α∈Λ, donde
xα = pα(x).

La topoloǵıa asignada a
∏A es la topoloǵıa producto, la cual tiene

como subbase a la familia:

{p−1
α [Uα] : α ∈ Λ y Uα es abierto en Xα}.

De este modo, cada proyección pα es continua y una función f : Z → ∏A
es continua si y sólo si pα ◦ f es continua para cada α ∈ Λ (vea [En, 2.3.6]).

1.1.1 Definición. Sean A = {Xα : α ∈ Λ} una familia de espacios y X =∏A. Si fα : Z → Xα es una función continua para cada α ∈ Λ, entonces la

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

función f : Z → X definida por f(z) = (fα(z))α∈Λ es tal que fα = pα ◦ f
para cada α ∈ Λ (vea Figura 1.1) y, por tanto, es continua. Además, si
h : Z → X es una función tal que fα = pα ◦ h para cada α ∈ Λ, entonces
pα ◦ h = fα = pα ◦ f para cada α ∈ Λ y, por tanto, h = f . La función f
definida previamente es el producto diagonal de la familia {fα : α ∈ Λ}.

f
Z X

fα pα

Xα

Figura 1.1:

1.1.2 Definición. Sean {Xα : α ∈ Λ} y {Yα : α ∈ Λ} dos familias de
espacios, X =

∏{Xα : α ∈ Λ}, Y =
∏{Yα : α ∈ Λ} y fα : Xα → Yα una

función continua, para cada α ∈ Λ. El producto de la familia {fα : α ∈ Λ}
es la función: ∏{fα : α ∈ Λ} : X → Y ,

definida por
∏{fα : α ∈ Λ} ((xα)α∈Λ) = (fα(xα))α∈Λ, entonces fα ◦ pα =

qα ◦
∏{fα : α ∈ Λ}, donde qα es la proyección de Y sobre Yα (vea Figura

1.2).

f
X Y

pα qα

Xα Yα

fα

Figura 1.2: En este diagrama f =
∏{fα : α ∈ Λ}.
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1.2. Hiperespacios

Un hiperespacio de un espacio X es una familia de subconjuntos de X.
El primer hiperespacio con el que trataremos es 2X , la familia de subconjuntos
cerrados no vaćıos de X, con la topoloǵıa de Vietoris τ , que tiene como
base a la familia de conjuntos de la forma:

〈U1, . . . , Un〉 = {C ∈ 2X : C ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un y C ∩ Ui 6= ∅ para 1 ≤ i ≤ n},
donde U1, . . . , Un son abiertos de X (vea [Na2, (0.11)]).

Otros hiperespacios que consideraremos son los siguientes:

K(X) = {C ∈ 2X : C es compacto},
para n ∈ N,

Cn(X) = {C ∈ K(X) : C tiene a lo más n componentes}
y

Fn(X) = {C ∈ 2X : C tiene a lo más n puntos}.
Observemos que si X es compacto, entonces K(X) = 2X .

En el siguiente lema mostramos una subbase para τ , lo cual nos será muy
útil para probar algunos resultados subsecuentes.

1.2.1 Lema. Sean X un espacio y τ la topoloǵıa de Vietoris en 2X . Entonces
la familia:

B = {〈U〉 : U es abierto en X} ∪ {〈X, U〉 : U es abierto en X}
es una subbase de τ .

Demostración. Observemos que 〈X,U〉 = {C ∈ 2X : C ∩ U 6= ∅}.
Entonces 〈U1, . . . , Un〉 = 〈U1 ∪ · · · ∪ Un〉 ∩ 〈X, U1〉 ∩ · · · ∩ 〈X, Un〉. De aqúı,
cada abierto básico de τ es intersección de una subfamilia finita de B y, por
tanto, B es una subbase de τ .

1.2.2 Definición. Sea f : X → Y una función continua entre espacios
T2. La función inducida entre los hiperespacios K(X) y K(Y ) es la
función K(f) : K(X) → K(Y ) definida por K(f)(C) = f [C]. A las funciones
K(f)|Cn(X) y K(f)|Fn(X), las denotamos por Cn(f) y Fn(f), respectivamente.
En el caso en que X y Y sean compactos a la función K(f) la denotamos por
2f .
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1.2.3 Proposición. Sea f : X → Y una función continua entre espacios T2.
Entonces la función K(f) es continua.

Demostración. Primero observemos que las inclusiones f [C] ⊆ U y
C ⊆ f−1[U ] son equivalentes. Entonces las proposiciones f [C] ∈ 〈U〉 y C ∈
〈f−1[U ]〉, también lo son.

Veamos que K(f)−1 [〈U〉 ∩ K(Y )] = 〈f−1[U ]〉 ∩ K(X).
Un conjunto C pertenece a K(f)−1 [〈U〉 ∩ K(Y )] si y sólo si C ∈ K(X) y

f [C] = K(f)(C) ∈ 〈U〉, lo cual, por la observación anterior, es equivalente a
tener C ∈ 〈f−1[U ]〉 ∩ K(X).

De manera análoga, se tiene que K(f)−1 [〈Y, U〉 ∩ K(Y )] = 〈X, f−1[U ]〉 ∩
K(X).

Por 1.2.1 y las igualdades anteriores, la función K(f) es continua.

El siguiente teorema nos dice que la compacidad se preserva al tomar
hiperespacios.

1.2.4 Teorema. Si X es compacto, entonces 2X es compacto.

Demostración. Sean A y B dos familias de abiertos en X con la propie-
dad de que {〈U〉 : U ∈ A} ∪ {〈X,U〉 : U ∈ B} cubre a 2X .

Si X =
⋃B, por la compacidad de X, existen U1, . . . , Un ∈ B tales que

X = U1∪· · ·∪Un. No es dif́ıcil ver entonces que 2X = 〈X,U1〉∪ · · ·∪〈X, Un〉.
Si X \ ⋃B 6= ∅, tenemos que X \ ⋃B ∈ 2X y, por tanto, existe U ∈

A tal que X \ ⋃B ∈ 〈U〉. Como {U} ∪ B cubre al compacto X, existen
U1, . . . , Un ∈ B tales que X = U ∪U1 ∪ · · · ∪Un, no es dif́ıcil ver en este caso
que 2X = 〈U〉 ∪ 〈X, U1〉 ∪ · · · ∪ 〈X, Un〉.

Entonces, por 1.2.1 y el lema de Alexander (vea [CV, (6.A.10)]), el hiper-
espacio 2X es compacto.

Ahora consideraremos hiperespacios de espacios métricos. En 1.2.5, mos-
traremos que si X es un espacio métrico, entonces el hiperespacio K(X)
es metrizable. Por [CV, (1.C.10)], podemos suponer que todos los espacios
métricos tienen métricas acotadas, digamos por 1.

Sea (X, d) un espacio métrico. Para x ∈ X y C ∈ 2X sea:

d(x,C) = ı́nf{d(x, c) : c ∈ C}.
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Dados ε > 0 y C ∈ 2X , sea:

Bd(C; ε) = {x ∈ X : d(x,C) < ε}.
Si C = {x}, al conjunto Bd(C; ε) lo escribimos como Bd(x; ε).

La función H : K(X)×K(X) → R definida por:

H(C,D) = ı́nf{ε > 0 : C ⊆ Bd(D; ε) y D ⊆ Bd(C; ε)}, (1.1)

es una métrica en K(X) (vea [Na1, 4.2]), llamada la métrica de Hausdorff.
En el caso en que X sea un espacio métrico tenemos dos topoloǵıas para

K(X), a saber: la topoloǵıa generada porH y la topoloǵıa como subespacio de
(2X ,τ ). En el siguiente teorema veremos que estas dos topoloǵıas coinciden.

1.2.5 Teorema. Si X es un espacio métrico, entonces la topoloǵıa inducida
por H, que denotaremos por τH, y la topoloǵıa de Vietoris τ , restringida a
K(X), coinciden.

Demostración. Primero probaremos que τH está contenida en τ res-
tringida a K(X). Para esto mostraremos que, si C ∈ K(X) y ε > 0, entonces
existe U en τ tal que C ∈ U ∩ K(X) ⊆ BH(C; ε).

Sean C ∈ K(X) y ε > 0. Como C es compacto, existen c1, c2, . . . , cn ∈ C
tales que C ⊆ ⋃ {

Bd(ci;
ε
2
) : 1 ≤ i ≤ n

}
. Sea:

U = 〈Bd(C; ε)〉 ∩ 〈X,Bd(c1;
ε
2
)〉 ∩ · · · ∩ 〈X, Bd(cn; ε

2
)〉

y veamos que U ∩ K(X) ⊆ BH(C; ε).
Sea E ∈ U ∩K(X). Claramente, se tiene que E ⊆ Bd(C; ε). Para ver que

C ⊆ Bd(E; ε), observemos que si c ∈ C, entonces d(c, ci) < ε
2

para algún
i ∈ {1, . . . , n} y, como E ∩Bd(ci;

ε
2
) 6= ∅, tenemos que d(ci, e) < ε

2
para algún

e ∈ E. Por lo anterior se tiene que d(c, e) < ε y, por tanto, d(c, E) < ε. De
esta manera, resulta que C ⊆ Bd(E; ε), entonces H(C, E) < ε y, por tanto,
E ∈ BH(C; ε).

Para mostrar que la restricción de τ a K(X) está contenida en τH, por
1.2.1, es suficiente mostrar que si U es abierto en X entonces 〈U〉 ∩ K(X) y
〈X, U〉 ∩ K(X) pertenecen a τH.

Sean U un subconjunto abierto de X y C ∈ 〈U〉∩K(X). Por [En, 4.1.14] y
la compacidad de C, existe ε > 0 tal que Bd(C; ε) ⊆ U . Entonces BH(C; ε) ⊆
〈U〉 ∩ K(X).

Sean U un subconjunto abierto de X y C ∈ 〈X,U〉∩K(X). Sean c ∈ C∩U
y ε = d(c,X \ U) > 0. Veamos que BH(C; ε) ⊆ 〈X,U〉. Para E ∈ BH(C; ε),
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se tiene que C ⊆ Bd(E; ε). Supongamos que E ∩ U = ∅, entonces E ⊆
X \ U y, en consecuencia, ε ≤ d(c, E), lo cual es una contradicción. Por
tanto, E ∩ U 6= ∅ lo cual quiere decir que E ∈ 〈X,U〉 y, por consiguiente,
BH(C; ε) ⊆ 〈X, U〉 ∩ K(X).

No es dif́ıcil probar que si X es metrizable, entonces Cn(X) y Fn(X) son
cerrados en (2X ,τ ), con lo cual tenemos el siguiente:

1.2.6 Corolario. Si X es un espacio métrico compacto, entonces 2X es un
espacio métrico compacto y, por tanto, Cn(X) y Fn(X) también lo son.

Demostración. Recordemos que si X es compacto, entonces K(X) =
2X . Además, por 1.2.4, sabemos que 2X es compacto y, por 1.2.5, que es
metrizable.

De [IN, 14.9] y [IN, 15.12], obtenemos el siguiente:

1.2.7 Teorema. Si X es un espacio métrico compacto y conexo, entonces los
hiperespacios 2X , Cn(X) y Fn(X) son espacios métricos compactos y conexos.

1.3. Topoloǵıa cociente

Para una relación de equivalencia E en un espacio X denotaremos por
X/E al conjunto de clases de equivalencia [x] de E y por π a la función
de X sobre X/E que asigna a cada punto x ∈ X la clase de equivalencia
[x] ∈ X/E. Si x y y están relacionados mediante la relación E, entonces
escribimos xEy. En el caso en que E sea un subconjunto cerrado de X,
también denotaremos por E a la relación de equivalencia que induce a la
partición {E} ∪ {{x} : x ∈ X \ E}. La topoloǵıa asignada a X/E es la
topoloǵıa cociente:

{U ⊆ X/E : π−1[U ] es abierto en X}.
A X/E, con la topoloǵıa cociente, se le llama un espacio cociente de X, y a
π se le llama la función natural cociente (o función cociente) de X sobre
X/E. De este modo, la función π es continua y una función f : X/E → Y
es continua si y sólo si f ◦ π es continua (vea [En, 2.4.2]).
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1.3.1 Teorema. Sean f : X → Y una función continua y E y F relaciones
de equivalencia en X y Y , respectivamente. Supongamos que aEb implica
que f(a)Ff(b). Entonces existe una única función continua f̃ : X/E → Y/F

tal que σ ◦ f = f̃ ◦ π, donde σ es la función cociente de Y sobre Y/F (vea
Figura 1.3).

f
X Y

π σ

X/E Y/F

f̃

Figura 1.3:

Demostración. Si [a] = [b], tenemos que aEb, lo cual implica que
f(a)Ff(b) y, por tanto, [f(a)] = [f(b)]. De este modo, podemos definir la

función f̃ : X/E → Y/F por f̃([x]) = [f(x)].

Como σ ◦ f = f̃ ◦ π, se tiene que f̃ es una función continua (vea [En,
2.4.2]).

Para probar la unicidad de f̃ , supongamos que h : X/E → Y/F es una
función continua tal que σ◦f = h◦π, entonces h([x]) = h◦π(x) = σ◦f(x) =

[f(x)] = f̃([x]) y, por tanto, f̃ = h.

1.3.2 Teorema. Sean f : X → Y y h : Y → Z dos funciones continuas y
E, F y G relaciones de equivalencia en X, Y y Z, respectivamente. Si aEb
implica que f(a)Ff(b) y aFb implica que h(a)Gh(b), entonces aEb implica

que (h ◦ f(a))G(h ◦ f(b)) y h̃ ◦ f = h̃ ◦ f̃ .

Demostración. Sean π1, π2 y π3 las funciones cociente de X sobre X/E,
de Y sobre Y/F y de Z sobre Z/G, respectivamente.

Por el Teorema 1.3.1, tenemos que h̃ ◦ f̃ ◦ π1 = h̃ ◦ π2 ◦ f = π3 ◦ h ◦ f .

Además, por la unicidad de h̃ ◦ f , concluimos que h̃ ◦ f̃ = h̃ ◦ f .
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Caṕıtulo 2

Ĺımites inversos

Es este caṕıtulo, damos la definición y propiedades de ĺımites inversos
de espacios sobre conjuntos dirigidos. Incluimos más resultados de los que
necesitaremos para que el lector tenga la oportunidad de familiarizarse con
esta herramienta.

En 2.2.17, probamos que si l = {lα : α ∈ Λ} es una función entre sistemas
inversos, donde cada lα es perfecta, y lΛ es la función inducida por l, entre
los respectivos ĺımites inversos, entonces lΛ también es perfecta, dando una
prueba que hasta nuestro entender no ha aparecido en la literatura.

2.1. Propiedades y ejemplos

En la presente sección revisamos algunas propiedades de los ĺımites in-
versos.

Comencemos recordando que una relación ≤ en un conjunto Λ es un
orden parcial si

a) α ≤ α para cada α ∈ Λ

b) si α ≤ β y β ≤ α, entonces α = β, y

c) si α ≤ β y β ≤ γ, entonces α ≤ γ.

Decimos que un orden parcial ≤ dirige a un conjunto no vaćıo Λ si para
cualesquiera α, β ∈ Λ, existe γ ∈ Λ tal que α ≤ γ y β ≤ γ. En tal caso el
par (Λ,≤) se llama conjunto dirigido. Un subconjunto Σ de un conjunto
dirigido Λ es cofinal en Λ si para cada α ∈ Λ, existe γ ∈ Σ tal que α ≤ γ.

9
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2.1.1 Observación. En la mayor parte de este trabajo, usaremos tercias
{X ,F , Λ}, donde Λ es un conjunto dirigido por la relación ≤, X es una
familia de espacios {Xα : α ∈ Λ} y F =

{
fβ

α : α, β ∈ Λ con α ≤ β
}

es una
familia de funciones continuas fβ

α : Xβ → Xα. A la tercia {X ,F , Λ} la
abreviamos escribiendo {Xα, fβ

α , Λ}.

2.1.2 Definición. Un sistema inverso de espacios es una tercia
S =

{
Xα, fβ

α , Λ
}

(vea 2.1.1); donde Λ es un conjunto dirigido por la relación
≤, {Xα : α ∈ Λ} es una familia de espacios y, para cualesquiera α, β ∈ Λ con
α ≤ β, fβ

α : Xβ → Xα es una función continua tal que:

(i) fα
α es la función identidad en Xα, y

(ii) fγ
α = fβ

α ◦ fγ
β cuando α ≤ β ≤ γ.

Las funciones fβ
α se llaman funciones de ligadura y los espacios Xα se

llaman espacios coordenados del sistema. Si Λ = N, el sistema {Xn, fm
n ,N}

se llama sucesión inversa y se escribe como {Xn, fn}, donde fn : Xn+1 →
Xn; en este caso fm

n = fn ◦ fn+1 ◦ . . . ◦ fm−1.

Si Xα = X para cada α ∈ Λ, a
{
Xα, fβ

α , Λ
}

lo escribimos como
{
X, fβ

α , Λ
}

({X, fn} si Λ = N). Si, además, fβ
α = f para cualesquiera α ≤ β, a

{
X, fβ

α , Λ
}

lo escribimos como {X, f, Λ} ({X, f} si Λ = N).

2.1.3 Definición. El ĺımite inverso del sistema inverso S =
{
Xα, fβ

α , Λ
}

es el conjunto de puntos x ∈ ∏ {Xγ : γ ∈ Λ} tales que pα(x) = fβ
α ◦ pβ(x)

para cualesquiera α ≤ β. Al ĺımite inverso de S lo denotamos por ĺım
←−

S o por

XΛ (X∞ si Λ = N) y a la restricción de la proyección pα a XΛ por fΛ
α (f∞n si

Λ = N), es decir, fΛ
α = pα|XΛ

.

2.1.4 Observación. Para cualesquiera α ≤ β, tenemos que:

fΛ
α = fβ

α ◦ fΛ
β

(vea Figura 2.1).

Como primer resultado veremos una forma de inducir funciones de un
espacio en un ĺımite inverso.
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XΛ

fΛ
α fΛ

β

Xα Xβ

fβ
α

Figura 2.1:

2.1.5 Definición. Sean S =
{
Xα, fβ

α , Λ
}

un sistema inverso y Y un espacio.
Una función de Y en S es una familia h = {hα : α ∈ Λ} de funciones
continuas hα : Y → Xα tales que hα = fβ

α ◦ hβ para cualesquiera α ≤ β (vea
Figura 2.2).

2.1.6 Teorema. Si h = {hα : α ∈ Λ} es una función de un espacio Y en un
sistema inverso S =

{
Xα, fβ

α , Λ
}
, entonces existe una única función continua

h : Y → XΛ tal que hα = fΛ
α ◦ h para cada α ∈ Λ (vea Figura 2.3). A la

función h se le llama función inducida por h.

Demostración. Sea h : Y → ∏ {Xα : α ∈ Λ} el producto diagonal de la
familia h (vea1.1.1). Como fβ

α ◦ pβ(h(y)) = fβ
α (hβ(y)) = hα(y) = pα(h(y)),

tenemos que h(y) ∈ XΛ y, por tanto, h : Y → XΛ. Notemos que hα = fΛ
α ◦ h

para cada α ∈ Λ.
Además, si g : Y → XΛ es una función tal que hα = fΛ

α ◦ g para cada
α ∈ Λ, entonces:

pα ◦ g(y) = fΛ
α ◦ g(y) = hα(y) = fΛ

α ◦ h(y) = pα ◦ h(y)

y, por tanto, h = g.

Y

hα hβ

Xα Xβ

fβ
α

Figura 2.2:
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h
Y XΛ

hα fΛ
α

Xα

Figura 2.3:

2.1.7 Observación. Sea S = {Xα, fβ
α , Λ} un sistema inverso. Por 2.1.4,

tenemos que la familia f = {fΛ
α : α ∈ Λ} es una función de XΛ en S.

Entonces, por 2.1.6, existe una única función continua f : XΛ → XΛ tal que
fΛ

α = fΛ
α ◦f para cada α ∈ Λ. Como la función identidad id : XΛ → XΛ tiene

tal propiedad, podemos concluir que f = id.

La propiedad enunciada en 2.1.6 caracteriza a {XΛ, fΛ
α , Λ}, lo cual enun-

ciamos en el teorema siguiente:

2.1.8 Teorema. Sean h = {hα : α ∈ Λ} una función de un espacio Y en un
sistema inverso S = {Xα, fβ

α , Λ} y h : Y → XΛ la función inducida por h

(hα = fΛ
α ◦ h para cada α ∈ Λ). Si {Y, h} tiene la propiedad:

(∗) Si Z es un espacio y q = {qα : α ∈ Λ} es una función de Z en S, entonces
existe una única función continua q : Z → Y tal que qα = hα ◦ q para
cada α ∈ Λ.

Entonces h es un homeomorfismo.

Demostración. Por 2.1.7, sabemos que la única función continua g :
XΛ → XΛ tal que fΛ

α = fΛ
α ◦ g para cada α ∈ Λ es la función identidad en

XΛ. De manera análoga, por (∗), la única función continua g : Y → Y tal
que hα = hα ◦ g para cada α ∈ Λ es la función identidad en Y .

Por (∗), existe una función continua q : XΛ → Y tal que fΛ
α = hα ◦ q para

cada α ∈ Λ. Observemos que fΛ
α ◦ (h ◦ q) = hα ◦ q = fΛ

α y que hα ◦ (q ◦ h) =
fΛ

α ◦ h = hα para cada α ∈ Λ. Entonces, por la observación del párrafo
anterior, se tiene que h ◦ q y q ◦ h son las funciones identidad en XΛ y Y ,
respectivamente. Por tanto, la función h es un homeomorfismo.
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2.1.9 Proposición. Si S = {Xα, fβ
α , Λ} es un sistema inverso y Σ es un

subconjunto cofinal en Λ, entonces el ĺımite inverso XΣ del sistema inverso
S ′ = {Xα, fβ

α , Σ} es homeomorfo a XΛ. Además, la función g : XΛ → XΣ

definida por g((xα)α∈Λ) = (xα)α∈Σ es un homeomorfismo tal que fΛ
α = fΣ

α ◦ g
para cada α ∈ Σ.

Demostración. Dado α ∈ Λ, sea γ ∈ Σ tal que α ≤ γ y definamos
hα = fγ

α ◦ fΣ
γ . Veamos que hα está bien definida: sea η ∈ Σ tal que α ≤ η y

supongamos que γ ≤ η, entonces f η
α ◦ fΣ

η = fγ
α ◦ f η

γ ◦ fΣ
η = fγ

α ◦ fΣ
γ , si γ y η

no se pueden comparar existe λ ∈ Σ tal que γ ≤ λ y η ≤ λ, el argumento
anterior prueba que fγ

α ◦ fΣ
γ = fλ

α ◦ fΣ
λ = f η

α ◦ fΣ
η . Observemos que hα = fΣ

α

para cada α ∈ Σ.
Claramente, la familia h = {hα : α ∈ Λ} es una función de XΣ en S y la

familia g = {fΛ
α : α ∈ Σ} es una función de XΛ en S ′. Sean h : XΣ → XΛ

la función inducida por h (hα = fΛ
α ◦ h para cada α ∈ Λ) y g : XΛ → XΣ la

función inducida por g (fΛ
α = fΣ

α ◦ g para cada α ∈ Σ).
No es dif́ıcil ver que fΣ

α = fΣ
α ◦(g◦h) para cada α ∈ Σ y que fΛ

α = fΛ
α ◦(h◦g)

para cada α ∈ Λ. Entonces, por 2.1.7, se tiene que h◦g y g◦h son las funciones
identidad en XΛ y XΣ, respectivamente. Por tanto, g es un homeomorfismo.

De la demostración de 2.1.6, vemos que g : XΛ → XΣ está definida por
g((xα)α∈Λ) = (xα)α∈Σ.

La proposición anterior, tratándose de un homeomorfismo entre ĺımites
inversos, también se puede probar usando 2.1.8, pero preferimos exhibir el
homeomorfismo g : XΛ → XΣ que usaremos, en varias ocaciones, más ade-
lante.

Como caso particular del resultado anterior tenemos el siguiente:

2.1.10 Corolario. Si {Xα, fβ
α , Λ} es un sistema inverso y η ∈ Λ, entonces

el conjunto Σ = {α ∈ Λ : η ≤ α} es cofinal en Λ, XΛ es homeomorfo a XΣ =
ĺım
←−
{Xα, fβ

α , Σ} y fΛ
η = fΣ

η ◦ g, donde g : XΛ → XΣ es un homeomorfismo.

En 2.1.6, no basta que cada hα sea suprayectiva para que h los sea, como
se muestra en el siguiente:

2.1.11 Ejemplo. Dado n ∈ N, sean Xn = {1, 2, . . . , n} y fn : Xn+1 → Xn

definido por fn(n+1) = n y fn(m) = m si m ≤ n. Las funciones hn : N→ Xn

definidas por hn(m) = n si n ≤ m y hn(m) = m si m ≤ n son tales que
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hn = fn ◦ hn+1, lo cual indica que la familia {hn : n ∈ N} es una función de
N en {Xn, fn}. Sea h : N → X∞ la función inducida por {hn : n ∈ N}. La
función h no es suprayectiva puesto que (n)n∈N ∈ X∞ \ h[N].

Una condición suficiente para que una función inducida sea suprayectiva
se da en el Teorema 2.1.14.

Un ĺımite inverso, siendo subespacio de un producto, tiene como base a la
familia de intersecciones de XΛ con abiertos básicos del producto. Esta base,
como veremos en el teorema siguiente, tiene un forma más simple.

2.1.12 Teorema. Si {Xα, fβ
α , Λ} es un sistema inverso, entonces la familia:

B =
{
(fΛ

α )−1[Uα] : α ∈ Λ y Uα es un abierto en Xα

}

es una base para XΛ.

Demostración. Sean n ∈ N, Uαi
un abierto en Xαi

para 1 ≤ i ≤ n, y:

W = (
⋂{p−1

αi
[Uαi

] : 1 ≤ i ≤ n}) ∩XΛ =
⋂{p−1

αi
[Uαi

] ∩XΛ : 1 ≤ i ≤ n}
=

⋂{(fΛ
αi

)−1[Uαi
] : 1 ≤ i ≤ n}.

Elegimos α ∈ Λ tal que αi ≤ α para 1 ≤ i ≤ n y definamos Uα =⋂{(fα
αi

)−1[Uαi
] : 1 ≤ i ≤ n}, entonces:

(fΛ
α )−1[Uα] = (fΛ

α )−1[
⋂{(fα

αi
)−1[Uαi

] : 1 ≤ i ≤ n}]
=

⋂{(fΛ
α )−1[(fα

αi
)−1[Uαi

]] : 1 ≤ i ≤ n}
=

⋂{(fα
αi
◦ fΛ

α )−1[Uαi
] : 1 ≤ i ≤ n}

=
⋂{(fΛ

αi
)−1[Uαi

] : 1 ≤ i ≤ n} = W.

Por lo cual, B es una base para XΛ.

2.1.13 Teorema. Sean h = {hα : α ∈ Λ} una función de un espacio Y en
un sistema inverso

{
Xα, fβ

α , Λ
}

y h : Y → XΛ la función inducida por h

(hα = fΛ
α ◦ h). Si cada hα es suprayectiva, entonces h[Y ] es denso en XΛ.

Demostración. Sean α ∈ Λ y Uα un abierto no vaćıo de Xα. Notemos
que, como cada hα es suprayectiva y hα = fΛ

α ◦ h, entonces (fΛ
α )−1[Uα] 6= ∅.

Por 2.1.12, es suficiente probar que (fΛ
α )−1[Uα] ∩ h[Y ] 6= ∅. Como hα es

suprayectiva y Uα 6= ∅, existe y ∈ Y tal que fΛ
α ◦ h(y) = hα(y) ∈ Uα y, en

consecuencia, h(y) ∈ (fΛ
α )−1[Uα] ∩ h[Y ].

Como consecuencia inmediata de 2.1.13, se tiene:
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2.1.14 Teorema. Sean h = {hα : α ∈ Λ} una función de un espacio com-
pacto Y en un sistema inverso

{
Xα, fβ

α , Λ
}

de espacios T2 y h : Y → XΛ la
función inducida por h (hα = fΛ

α ◦ h). Si cada hα es suprayectiva, entonces h
es una función cerrada y suprayectiva.

En los tres resultados siguientes, aśı como en otras partes de este trabajo,
usamos la caracterización, expresada en 2.1.8, de XΛ.

2.1.15 Proposición. Sean Λ un conjunto dirigido, {Xγ : γ ∈ Λ} una familia
de subespacios de un espacio X tales que Xβ ⊆ Xα si α ≤ β, y fβ

α : Xβ → Xα

la inclusión de Xβ en Xα si α ≤ β. Entonces S = {Xα, fβ
α , Λ} es un sistema

inverso y existe un homeomorfismo h :
⋂{Xγ : γ ∈ Λ} → XΛ tal que

fΛ
α = iα ◦ h−1, donde iα es la inclusión de

⋂{Xγ : γ ∈ Λ} en Xα.

Demostración. Claramente fα
α es la identidad en Xα y fγ

α = fβ
α ◦ fγ

β si

α ≤ β ≤ γ, entonces {Xα, fβ
α , Λ} es un sistema inverso.

Sean Y =
⋂{Xγ : γ ∈ Λ} e i = {iα : α ∈ Λ}, donde iα : Y → Xα es la

inclusión de Y en Xα. Como iα = fβ
α ◦ iβ para cualesquiera α ≤ β, tenemos

que i es una función de Y en S. Sea h : Y → XΛ la función inducida por i

(iα = fΛ
α ◦ h).

Probaremos que {Y, i} tiene la propiedad (∗) de 2.1.8.
Sean Z un espacio y q = {qα : α ∈ Λ} una función de Z en S.
Para cada z ∈ Z, probaremos que qα(z) = qβ(z) para cualesquiera α, β ∈

Λ. Si α ≤ β, tenemos que qα(z) = fβ
α ◦ qβ(z) = qβ(z) (fβ

α es la inclusión de
Xβ en Xα), si α y β no se pueden comparar entonces elegimos γ ∈ Λ tal que
α ≤ γ y β ≤ γ, el argumento anterior prueba que qα(z) = qγ(z) = qβ(z).
Entonces podemos definir q : Z → Y por q(z) = qα(z).

No es dif́ıcil ver que qα = iα ◦ q para cada α ∈ Λ.
Si r : Z → Y es una función continua tal que qα = iα ◦r para cada α ∈ Λ,

entonces r(z) = iα ◦ r(z) = qα(z) = q(z), es decir, r = q.
Aśı, por 2.1.8, la función h es un homeomorfismo y, por tanto, fΛ

α =
iα ◦ h−1.

En la siguiente proposición, veremos que el producto de una familia A de
espacios es homeomorfo al ĺımite inverso de un sistema inverso cuyos espacios
coordenados son productos de subfamilias finitas de A.
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2.1.16 Proposición. Sean {Yt : t ∈ T} una familia de espacios y Λ la
familia de subconjuntos finitos (resp. numerables) de T . En Λ, definimos la
relación α ≤ β si α ⊆ β. Notemos que (Λ,≤) es un conjunto dirigido. Para
cada α ∈ Λ, sea Xα =

∏{Yt : t ∈ α} y, para α ≤ β, sea fβ
α : Xβ → Xα la

proyección de Xβ sobre Xα. Entonces, S = {Xα, fβ
α , Λ} es un sistema inverso

y XΛ es homeomorfo a
∏{Yt : t ∈ T}.

Demostración. Claramente fα
α es la identidad en Xα y fγ

α = fβ
α ◦ fγ

β si

α ≤ β ≤ γ, entonces {Xα, fβ
α , Λ} es un sistema inverso.

Sean Y =
∏{Yt : t ∈ T} y h = {hα : α ∈ Λ}, donde hα : Y → Xα es la

proyección de Y sobre Xα. Observemos que hα = fβ
α ◦ hβ para cualesquiera

α ≤ β, lo cual quiere decir que h es una función de Y en S. Sea h : Y → XΛ

la función inducida por h (hα = fΛ
α ◦ h).

Probaremos que {Y, h} tiene la propiedad (∗) de 2.1.8.
Sean Z un espacio y q = {qα : α ∈ Λ} una función de Z en S. La familia

de funciones {q{t} : t ∈ T} induce una función continua q : Z → Y tal que
q{t} = h{t} ◦ q, entonces qα = hα ◦ q para cada α ∈ Λ.

Si r : Z → Y es una función tal que qα = hα ◦ r para cada α ∈ Λ, en
particular, se tiene que q{t} = h{t} ◦ r y, por tanto, r coincide con q. Aśı, por
2.1.8, la función h es un homeomorfismo.

La siguiente proposición se refiere a productos de ĺımites inversos, en
él veremos que el producto de ĺımites inversos es homeomorfo a un ĺımite
inverso.

2.1.17 Proposición. Sea A un conjunto no vaćıo y supongamos que, para
cada a ∈ A, S(a) = {X(a)α, f(a)β

α, Λ} es un sistema inverso con ĺımite
inverso X(a)Λ. Sean Xα =

∏{X(a)α : a ∈ A}, con proyecciones p(α)a, y
fβ

α =
∏{f(a)β

α : a ∈ A} : Xβ → Xα (f(a)β
α ◦ p(β)a = p(α)a ◦ fβ

α según
1.1.2). Entonces S = {Xα, fβ

α , Λ} es un sistema inverso y XΛ es homeomorfo
a

∏ {X(a)Λ : a ∈ A}.

Demostración. Como cada f(a)α
α es la identidad en X(a)α, tenemos que

fα
α es la identidad en Xα. Sean α, β, γ ∈ Λ y supongamos que α ≤ β ≤ γ,

entonces:

p(α)a ◦ fβ
α ◦ fγ

β = f(a)β
α ◦ p(β)a ◦ fγ

β = f(a)β
α ◦ f(a)γ

β ◦ p(γ)a

= f(a)γ
α ◦ p(γ)a = p(α)a ◦ fγ

α ,
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lo cual quiere decir que fγ
α = fβ

α ◦ fγ
β y, por tanto, S es un sistema inverso.

Para cada α ∈ Λ, sea f(a)Λ
α la proyección de X(a)Λ en X(a)α.

Sean Y =
∏ {X(a)Λ : a ∈ A} y, para cada a ∈ A, pa la proyección de Y

en X(a)Λ. Para cada α ∈ Λ, la familia de funciones {f(a)Λ
α ◦ pa : a ∈ A}

induce una función continua hα : Y → Xα tal que f(a)Λ
α ◦ pa = p(α)a ◦ hα

para cada a ∈ A. Como

p(α)a ◦ fβ
α ◦ hβ = f(a)β

α ◦ p(β)a ◦ hβ = f(a)β
α ◦ f(a)Λ

β ◦ pa = f(a)Λ
α ◦ pa

= p(α)a ◦ hα,

tenemos que hα = fβ
α ◦ hβ para cualesquiera α ≤ β, lo cual quiere decir que

h = {hα : α ∈ Λ} es una función de Y en S. Sea h : Y → XΛ la función
inducida por h (hα = fΛ

α ◦ h).
Probaremos que {Y, h} tiene la propiedad (∗) de 2.1.8.
Sean Z un espacio y q = {qα : α ∈ Λ} una función de Z en S. Para

cualesquiera a ∈ A y α ∈ Λ, sea q(a)α = p(α)a ◦ qα. Como

f(a)β
α ◦ q(a)β = f(a)β

α ◦ p(β)a ◦ qβ = p(α)a ◦ fβ
α ◦ qβ = p(α)a ◦ qα

= q(a)α

para cualesquiera α ≤ β, tenemos que la familia q(a) = {q(a)α : α ∈ Λ} es
una función de Z en S(a). Sea q(a)Λ : Z → X(a)Λ la función inducida por
q(a) (q(a)α = f(a)Λ

α ◦ q(a)Λ).
La familia de funciones {q(a)Λ : a ∈ A} induce una función continua

q : Z → Y tal que q(a)Λ = pa ◦ q para cada a ∈ A. Como

p(α)a ◦ hα ◦ q = f(a)Λ
α ◦ pa ◦ q = f(a)Λ

α ◦ q(a)Λ = q(a)α = p(α)a ◦ qα,

tenemos que qα = hα ◦ q para cada α ∈ Λ.
Sea r : Z → Y una función continua tal que qα = hα ◦ r para cada α ∈ Λ.

Para probar que q = r, mostraremos que pa ◦ q = pa ◦ r, lo cual equivale
a probar que f(a)Λ

α ◦ pa ◦ q = f(a)Λ
α ◦ pa ◦ r. Esto último se obtiene de la

igualdades siguientes:

f(a)Λ
α ◦ pa ◦ q = f(a)Λ

α ◦ q(a)Λ = q(a)α = p(α)a ◦ qα = p(α)a ◦ hα ◦ r
= f(a)Λ

α ◦ pa ◦ r.

Entonces, por 2.1.8, la función h es un homeomorfismo.

En el teorema siguiente veremos que la intersección a pares de ciertos
subconjuntos de un ĺımite inverso también es un ĺımite inverso.



18 CAPÍTULO 2. LÍMITES INVERSOS

2.1.18 Teorema. Sean S = {Xα, fβ
α , Λ} un sistema inverso y Yα, Zα ⊆ Xα

tales que {Yα, fβ
α |Yβ

, Λ} y {Zα, fβ
α |Zβ

, Λ} son sistemas inversos. Si Wα =

Yα ∩ Zα, entonces la familia S(Y ∩ Z) =
{
Wα, fβ

α |Wβ
, Λ

}
es un sistema

inverso y
YΛ ∩ ZΛ = ĺım

←−
S(Y ∩ Z).

Demostración. Sean α, β ∈ Λ tales que α ≤ β. Como fβ
α [Yβ ∩ Zβ] ⊆

fβ
α [Yβ]∩fβ

α [Zβ] ⊆ Yα∩Zα, tenemos que fβ
α |Wβ

es una función de Wβ en Wα.
Claramente S(Y ∩ Z) satisface (i) y (ii) de 2.1.2 y, por tanto, es un sistema
inverso.

Veamos que YΛ ∩ ZΛ ⊆ ĺım
←−

S(Y ∩ Z). Sea x ∈ YΛ ∩ ZΛ. Según 2.1.3,

el punto x ∈ (
∏{Yα : α ∈ Λ}) ∩ (

∏{Zα : α ∈ Λ}) y pα(x) = fβ
α ◦ pβ(x)

para cualesquiera α ≤ β, entonces x ∈ ∏{Wα : α ∈ Λ} y, por tanto, x ∈
ĺım
←−

S(Y ∩ Z).

Para ver la otra contención, elegimos x ∈ ĺım
←−

S(Y ∩ Z). Entonces x ∈
∏{Wα : α ∈ Λ} y pα(x) = fβ

α ◦ pβ(x) para cualesquiera α ≤ β. De aqúı,
obtenemos que x ∈ ∏{Yα : α ∈ Λ} y que x ∈ ∏{Zα : α ∈ Λ}. Por tanto,
x ∈ YΛ ∩ ZΛ.

El resultado siguiente nos muestra que los subconjuntos cerrados de un
ĺımite inverso se obtienen como ĺımites inversos de subconjuntos cerrados de
los espacios factores.

2.1.19 Teorema. Si S = {Xα, fβ
α , Λ} es un sistema inverso y A es un sub-

conjunto de XΛ, entonces la familia S
(
A

)
=

{
fΛ

α [A], fβ
α |fΛ

β [A]
, Λ

}
es un

sistema inverso y

A = ĺım
←−

S
(
A

)
=

(∏ {
fΛ

α [A] : α ∈ Λ
})

∩XΛ.

Demostración. Sean α, β ∈ Λ tales que α ≤ β. Como fβ
α

[
fΛ

β [A]
]
⊆

fβ
α [fΛ

β [A]] = fΛ
α [A], tenemos que fβ

α |fΛ
β [A]

es una función de fΛ
β [A] en fΛ

α [A].

Claramente S
(
A

)
satisface (i) y (ii) de 2.1.2 y, por tanto, es un sistema

inverso.
Es claro que ĺım

←−
S

(
A

) ⊆
(∏ {

fΛ
α [A] : α ∈ Λ

})
∩XΛ y, como fΛ

α

[
A

] ⊆
fΛ

α [A], se tiene que A ⊆ ĺım
←−

S
(
A

)
.
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Sea x ∈
(∏ {

fΛ
α [A] : α ∈ Λ

})
∩XΛ, probaremos que x ∈ A. Sean α ∈ Λ

y Uα un abierto en Xα tales que x ∈ (fΛ
α )−1[Uα]. Como xα ∈ fΛ

α [A] ∩ Uα,
existe a ∈ A ∩ (fΛ

α )−1[Uα], entonces, por 2.1.12, x ∈ A.

Como una consecuencia de 2.1.18 y 2.1.19 tenemos el siguiente:

2.1.20 Teorema. Si S = {Xα, fβ
α , Λ} es un sistema inverso y A y B son

subconjuntos de XΛ, entonces:

A ∩B = ĺım
←−

{
fΛ

α [A] ∩ fΛ
α [B], fβ

α |fΛ
β [A]∩fΛ

β [B]
, Λ

}
.

El Teorema 2.1.19 es fundamental para la prueba de los dos resultados
siguientes:

2.1.21 Teorema. Sean {Xα, fβ
α , Λ} un sistema inverso y A un subconjunto

de XΛ. Si A 6= XΛ, entonces existe α ∈ Λ tal que fΛ
β [A] 6= Xβ para cada

β ≥ α.

Demostración. Supongamos que la conclusión es falsa, entonces el con-
junto Σ = {α ∈ Λ : fΛ

α [A] = Xα} es cofinal en Λ. Sea g : XΛ → XΣ

definida por g((xα)α∈Λ) = (xα)α∈Σ. Notemos que g es un homeomorfismo y
que fΣ

α [g[A]] = fΛ
α [A] = Xα, por 2.1.9.

En consecuencia, por 2.1.19, tenemos que g[A] = XΣ y, por tanto, A =
XΛ.

2.1.22 Teorema. Sean {Xα, fβ
α , Λ} un sistema inverso y A y B subconjun-

tos de XΛ. Si A \ B 6= ∅, entonces existe α ∈ Λ tal que fΛ
β [A] \ fΛ

β [B] 6= ∅
para cada β ≥ α.

Demostración. Supongamos que la conclusión es falsa, entonces el con-
junto Σ = {α ∈ Λ : fΛ

α [A] ⊆ fΛ
α [B]} es cofinal en Λ. Sea g : XΛ → XΣ

definida por g((xα)α∈Λ) = (xα)α∈Σ. Notemos que g es un homeomorfismo y
que fΣ

α [g[A]] = fΛ
α [A] ⊆ fΛ

α [B] = fΣ
α [g[B]], por 2.1.9.

En consecuencia, por 2.1.19, tenemos que g[A] ⊆ g[B] y, por tanto, A ⊆
B.
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2.2. Funciones inducidas entre ĺımites inver-

sos

Como una aplicación inmediata de 2.1.6, en el teorema siguiente damos
condiciones para inducir funciones de un ĺımite inverso a otro.

2.2.1 Definición. Sean S =
{
Xα, fβ

α , Λ
}

y S ′ = {Yα, gβ
α, Λ} dos sistemas

inversos. Una función de S en S ′ es una familia l = {lα : α ∈ Λ} de
funciones continuas lα : Xα → Yα tales que lα ◦fβ

α = gβ
α ◦ lβ para cualesquiera

α ≤ β (vea Figura 2.4).

fβ
α

Xα Xβ

lα lβ

Yα Yβ

gβ
α

Figura 2.4:

2.2.2 Teorema. Si l = {lα : α ∈ Λ} es una función de un sistema inverso
S = {Xα, fβ

α , Λ} en un sistema inverso S ′ = {Yα, gβ
α, Λ}, entonces existe una

única función continua lΛ : XΛ → YΛ tal que lα ◦ fΛ
α = gΛ

α ◦ lΛ para cada
α ∈ Λ (Vea figura 2.5). A la función lΛ se le llama función inducida por l.

Demostración. Como gβ
α◦lβ◦fΛ

β = lα◦fβ
α ◦fΛ

β = lα◦fΛ
α para cualesquiera

α ≤ β, tenemos que la familia {lα ◦ fΛ
α : α ∈ Λ} es una función de XΛ en S ′.

Entonces, por 2.1.6, existe una única función continua lΛ : XΛ → YΛ tal que
lα ◦ fΛ

α = gΛ
α ◦ lΛ para cada α ∈ Λ.

Como un ejemplo del resultado anterior, consideremos una sucesión in-
versa de la forma S = {X, f}. Sean S ′ = S y, para n ∈ N, ln = f . Cla-
ramente, la familia {ln : n ∈ N} es una función de S en S ′ (vea Figura
2.6). A la función inducida por {ln : n ∈ N} se le llama homeomorfis-

mo de corrimiento y se denota por f̂ . La inversa de f̂ esta definida como
(f̂ )−1((xn)n∈N) = (xn+1)n∈N.
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fΛ
α

XΛ Xα

lΛ lα

YΛ Yβ

gΛ
α

Figura 2.5:

f
X X

f f

X X
f

Figura 2.6:
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De 2.1.4, tenemos que f∞n = f ◦ f∞n+1 y, por 2.2.2, se tiene que f ◦ f∞n+1 =

f∞n+1 ◦ f̂ , entonces:

f∞n = f ◦ f∞n+1 = fm ◦ f∞n+m, (2.1)

f∞n = f∞n+1 ◦ f̂ = f∞n+m ◦ f̂m (2.2)

y
f∞n+m = f∞n ◦ (f̂ )−m. (2.3)

Si ponemos n = k −m (k ≥ m + 1), entonces (2.1) y (2.2) se convierten en:

f∞k−m = fm ◦ f∞k = f∞k ◦ f̂m. (2.4)

Ahora veremos que la preimagen de un subconjunto cerrado bajo una
función inducida entre ĺımites inversos también es un ĺımite inverso.

2.2.3 Proposición. Sean l = {lα : α ∈ Λ} una función de un sistema inver-
so S = {Xα, fβ

α , Λ} en un sistema inverso S ′ = {Yα, gβ
α, Λ} (lα◦fβ

α = gβ
α ◦ lβ) y

lΛ : XΛ → YΛ la función inducida por l (lα ◦fΛ
α = gΛ

α ◦ lΛ). Si B es un subcon-

junto de YΛ, entonces la familia S−1
(
B

)
=

{
l−1
α

[
gΛ

α [B]
]
, fβ

α |l−1
β [gΛ

β [B]], Λ
}

es un sistema inverso y l−1
Λ

[
B

]
= ĺım
←−

S−1
(
B

)
. Si B = {y}, a S−1 ({y}) lo

escribimos como S−1(y).

Demostración. Como lα

[
fβ

α

[
l−1
β

[
gΛ

β [B]
]]]

= gβ
α

[
lβ

[
l−1
β

[
gΛ

β [B]
]]]

⊆
gβ

α

[
gΛ

β [B]
]
⊆ gΛ

α [B], se tiene que fβ
α

[
l−1
β

[
gΛ

β [B]
]]
⊆ l−1

α

[
gΛ

α [B]
]
, entonces

fβ
α |l−1

β [gΛ
β [B]] es un función de l−1

β

[
gΛ

β [B]
]

en l−1
α

[
gΛ

α [B]
]
. Claramente S−1

(
B

)

satisface (i) y (ii) de 2.1.2 y, por tanto, es un sistema inverso.
Para ver que l−1

Λ

[
B

]
= ĺım
←−

S−1
(
B

)
, observemos que un punto de la

forma lΛ(x) pertenece a B si y sólo si gΛ
α ◦ lΛ(x) ∈ gΛ

α [ B ] para cada α ∈
Λ, por 2.1.19. Además, tener gΛ

α ◦ lΛ(x) ∈ gΛ
α [ B ] es equivalente a tener

lα ◦ fΛ
α (x) ∈ gΛ

α [ B ] que, a su vez, equivale a tener fΛ
α (x) ∈ l−1

α

[
gΛ

α [B]
]
.

2.2.4 Lema. Sean Λ un conjunto dirigido tal que η ≤ α para cada α ∈ Λ
y S = {Xα, fβ

α , Λ} un sistema inverso. Entonces la familia S ′ = {Yα, gβ
α, Λ},

donde Yα = fα
η [Xα] y gβ

α es la inclusión de Yβ en Yα, es un sistema inverso
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y la familia l = {fα
η : α ∈ Λ} es una función de S en S ′. Además, se tiene

que fΛ
η = iη ◦ h−1 ◦ lΛ, donde iη es la inclusión de

⋂{Yα : α ∈ Λ} en Yη,
h :

⋂{Yα : α ∈ Λ} → YΛ es un homeomorfismo y lΛ es la función inducida
por l.

Demostración. Claramente, S ′ = {Yα, gβ
α, Λ} es un sistema inverso y

l = {fα
η : α ∈ Λ} es una función de S en S ′. Sea lΛ : XΛ → XΛ la función

inducida por l (fΛ
η = fα

η ◦ fΛ
α = gΛ

α ◦ lΛ).
Por 2.1.15, existe un homeomorfismo h :

⋂{Yα : α ∈ Λ} → YΛ tal que
gΛ

α = iα ◦ h−1, donde iα es la inclusión de
⋂{Yα : α ∈ Λ} en Yα. De donde se

tiene que fΛ
η = iη ◦ h−1 ◦ lΛ.

En 2.2.5 damos condiciones para que la función inducida lΛ sea un ho-
meomorfismo y, en 2.2.6, damos condiciones para que cualquier función pro-
yección fΛ

η sea un homeomorfismo.

2.2.5 Teorema. Sean l = {lα : α ∈ Λ} una función de un sistema inverso{
Xα, fβ

α , Λ
}

en un sistema inverso {Yα, gβ
α, Λ} (lα◦fβ

α = gβ
α◦lβ) y lΛ : XΛ → YΛ

la función inducida por l (lα ◦fΛ
α = gΛ

α ◦ lΛ). Si cada lα es un homeomorfismo,
entonces lΛ también lo es.

Demostración. No es dif́ıcil ver que l−1
α ◦gβ

α = fβ
α ◦ l−1

β para cualesquiera
α ≤ β, lo cual quiere decir que l−1 = {l−1

α : α ∈ Λ} es una función de S ′ en
S. Sea l′Λ : YΛ → XΛ la función inducida por l−1 (l−1

α ◦ gΛ
α = fΛ

α ◦ l′Λ).
Como gΛ

α ◦ (lΛ ◦ l′Λ) = lα ◦ fΛ
α ◦ l′Λ = lα ◦ l−1

α ◦ gΛ
α = gΛ

α y fΛ
α ◦ (l′Λ ◦ lΛ) =

l−1
α ◦ gΛ

α ◦ lΛ = l−1
α ◦ lα ◦ fΛ

α = fΛ
α , tenemos, por 2.1.7, que lΛ ◦ l′Λ y l′Λ ◦ lΛ

son las funciones identidad en YΛ y XΛ, respectivamente. Por tanto, lΛ es un
homeomorfismo.

2.2.6 Corolario. Si S = {Xα, fβ
α , Λ} es un sistema inverso cuyas funciones

de ligadura son homeomorfismos, entonces las proyecciones fΛ
η también son

homeomorfismos.

Demostración. Sea η ∈ Λ. Por 2.1.10, podemos suponer que η ≤ α para
cada α ∈ Λ. Por 2.2.4, sabemos que l = {fα

η : α ∈ Λ} es una función de
S en el sistema inverso S ′ = {Xη, idη, Λ}, donde idη es la función identidad
en Xη, y que fΛ

η = h−1 ◦ lΛ, donde h : Xη → YΛ es un homeomorfismo y
lΛ es la función inducida por l. Además, por 2.2.5, tenemos que lΛ es un
homeomorfismo, entonces la proyección fΛ

η también es un homeomorfismo.
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2.2.7 Notación. Dados un sistema inverso {Xα, fβ
α , Λ} y α, β ∈ Λ, con

α ≤ β, denotamos por Kαβ al conjunto de puntos x ∈ ∏{Xγ : γ ∈ Λ} tales
que pα(x) = fβ

α ◦ pβ(x) y por Kβ al conjunto
⋂{Kαβ : α ≤ β}.

Si cada Xα es T2, tenemos que cada Kαβ es un subconjunto cerrado de∏{Xγ : γ ∈ Λ} (vea [Wi, 13.13]). Entonces los conjuntos Kβ también son
cerrados en

∏{Xγ : γ ∈ Λ}. Esto nos ayudará a demostrar los dos resultados
siguientes:

2.2.8 Lema. El ĺımite inverso de un sistema inverso {Xα, fβ
α , Λ} de espacios

T2 es un subconjunto cerrado de
∏{Xγ : γ ∈ Λ}.

Demostración. Basta observar que XΛ =
⋂{Kαβ : α, β ∈ Λ y α ≤ β}.

2.2.9 Teorema. El ĺımite inverso de un sistema inverso {Xα, fβ
α , Λ} de espa-

cios compactos T2 es un subconjunto compacto de
∏{Xγ : γ ∈ Λ}. Además,

si cada Xα 6= ∅, entonces el espacio XΛ 6= ∅.

Demostración. Para ver que XΛ es compacto observemos que, por el
lema anterior, XΛ es un subconjunto cerrado del espacio compacto

∏{Xγ :
γ ∈ Λ}.

Supongamos que cada Xα 6= ∅ y veamos que cada Kβ 6= ∅. Sea β ∈ Λ.
Para α ≮ β, sea xα ∈ Xα y para α < β, sea xα = fβ

α (xβ), entonces el punto
(xα)α∈Λ pertenece a Kβ.

Como Kβ ⊆ Kα si α ≤ β y Λ es un conjunto dirigido, se tiene que la
familia de cerrados {Kβ : β ∈ Λ} tiene la propiedad de la intersección finita
y, por tanto, el espacio XΛ =

⋂{Kβ : β ∈ Λ} 6= ∅.

Los dos resultados siguientes son consecuencia de 2.2.9 y otros resultados
previos.

2.2.10 Teorema. Sean {Xα, fβ
α , Λ} un sistema inverso de espacios T2 y A y

B subconjuntos compactos de XΛ. Si A ∩ B = ∅, entonces existe α ∈ Λ tal
que fΛ

β [A] ∩ fΛ
β [B] = ∅ para cada β ≥ α.

Demostración. Supongamos que la conclusión es falsa. Entonces el con-
junto Σ = {α ∈ Λ : fΛ

α [A] ∩ fΛ
α [B] 6= ∅} es cofinal en Λ. Sea g : XΛ → XΣ
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definida por g((xα)α∈Λ) = (xα)α∈Σ. Notemos que g es un homeomorfismo y
que fΣ

α [g[A]] ∩ fΣ
α [g[B]] = fΛ

α [A] ∩ fΛ
α [B] 6= ∅, por 2.1.9.

Por 2.1.20, sabemos que:

g[A] ∩ g[B] = ĺım
←−

{
fΣ

α [g[A]] ∩ fΣ
α [g[B]], fβ

α |fΣ
β [g[A]]∩fΣ

β [g[B]], Σ
}

y, por 2.2.9, que es distinto del vaćıo. Por tanto, A ∩B 6= ∅.

2.2.11 Lema. Sean S = {Xα, fβ
α , Λ} un sistema inverso de espacios T2,

S ′ = {Yα, gβ
α, Λ} un sistema inverso de espacios T1, l = {lα : α ∈ Λ} una

función de S en S ′ y lΛ : XΛ → YΛ la función inducida por l (lα◦fΛ
α = gΛ

α ◦lΛ).
Si cada lα es suprayectiva y l−1

α (y) es compacto para cualesquiera α ∈ Λ y
y ∈ Yα, entonces lΛ es suprayectiva.

Demostración. Dado y ∈ YΛ, sea S−1(y) =
{

l−1
α (yα), fβ

α |l−1
β (yβ), Λ

}
.

Como S−1(y) es un sistema inverso de espacios compactos T2 no vaćıos,
tenemos, por 2.2.9, que el espacio ĺım

←−
S−1(y) es compacto y distinto del vaćıo.

Además, por 2.2.3, sabemos que l−1
Λ (y) = ĺım

←−
S−1(y). Entonces, existe un

punto x ∈ ĺım
←−

S−1(y) tal que lΛ(x) = y y, por tanto, lΛ es suprayectiva.

De 2.2.11, es inmediato el resultado siguiente:

2.2.12 Teorema. Sean S = {Xα, fβ
α , Λ} un sistema inverso de espacios com-

pactos T2, S ′ = {Yα, gβ
α, Λ} un sistema inverso de espacios T1, l = {lα : α ∈ Λ}

una función de S en S ′ y lΛ : XΛ → YΛ la función inducida por l (lα ◦ fΛ
α =

gΛ
α ◦ lΛ). Si cada lα es suprayectiva, entonces lΛ es suprayectiva.

2.2.13 Corolario. Si S = {Xα, fβ
α , Λ} es un sistema inverso de espacios

compactos T2, entonces dado η ∈ Λ se tiene:

fΛ
η [XΛ] =

⋂
{fα

η [Xα] : η ≤ α}.

Demostración. Sea η ∈ Λ. Por 2.1.10, podemos suponer que η ≤ α para
cada α ∈ Λ. Por 2.2.4, sabemos que l = {fα

η : α ∈ Λ} es una función de S en
el sistema inverso S ′ = {Yα, gβ

α, Λ}, donde Yα = fα
η [Xα] y gβ

α es la inclusión de
Yβ en Yα, y que fΛ

η = iη◦h−1◦lΛ, donde iη es la inclusión de
⋂{Yα : α ∈ Λ} en
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Yη, h :
⋂{Yα : α ∈ Λ} → YΛ es un homeomorfismo y lΛ es la función inducida

por l. Además, por 2.2.12, tenemos que lΛ es suprayectiva, entonces:

fΛ
η [XΛ] = iη ◦ h−1 ◦ lΛ[XΛ] = iη ◦ h−1 [YΛ] = iη[

⋂{Yα : α ∈ Λ}]
=

⋂{Yα : α ∈ Λ} =
⋂{fα

η [Xα] : η ≤ α}.

Con esto, es claro el siguiente:

2.2.14 Teorema. Si un sistema inverso {Xα, fβ
α , Λ} de espacios compactos

T2 tiene funciones de ligadura suprayectivas, entonces las proyecciones fΛ
η

también son suprayectivas.

En [Wa] se da un ejemplo de un sistema inverso con funciones de ligadura
suprayectivas cuyo ĺımite inverso es vaćıo, por lo cual la compacidad se vuelve
escencial en el resultado anterior.

En 2.2.17 veremos que si cada lα (como en 2.2.2) es perfecta, entonces
la función inducida lΛ también es una función perfecta. Comencemos pues
definiendo este tipo de funciones.

2.2.15 Definición. Sea X un espacio T2. Una función continua f : X → Y
es perfecta si es cerrada y f−1(y) es compacto para cada y ∈ Y .

El siguiente lema nos ayudará a probar 2.2.17.

2.2.16 Lema. Sean S = {Xα, fβ
α , Λ} un sistema inverso de espacios T2,

S ′ = {Yα, gβ
α, Λ} un sistema inverso de espacios T1, l = {lα : α ∈ Λ} una

función de S en S ′ (lα ◦ fβ
α = gβ

α ◦ lβ) y lΛ : XΛ → YΛ la función inducida
por l (lα ◦ fΛ

α = gΛ
α ◦ lΛ). Supongamos que l−1

α (y) es compacto para cuales-
quiera α ∈ Λ y y ∈ Yα. Si A es un subconjunto de XΛ, entonces S ′(A) ={

lα

[
fΛ

α [A]
]
, gβ

α |lβ[fΛ
β [A]], Λ

}
es un sistema inverso y lΛ

[
A

]
= ĺım
←−

S ′(A).

Demostración. Como gβ
α

[
lβ

[
fΛ

β [A]
]]

= lα

[
fβ

α

[
fΛ

β [A]
]]
⊆ lα

[
fΛ

α [A]
]
,

tenemos que S ′(A) es un sistema inverso.
Sea x ∈ A. Por 2.1.19, tenemos que fΛ

α (x) ∈ fΛ
α [A]. Entonces gΛ

α ◦ lΛ(x) =

lα◦fΛ
α (x) ∈ lα

[
fΛ

α [A]
]

y, por tanto, lΛ(x) ∈ ĺım
←−

S ′(A). De esta forma llegamos

a que lΛ
[
A

] ⊆ ĺım
←−

S ′(A).
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Sean y ∈ ĺım
←−

S ′(A) y S−1(y) =
{

l−1
α (yα), fβ

α |l−1
β (yβ), Λ

}
. Como cada l−1

α (yα)

es compacto, entonces cada Cα = fΛ
α [A]∩ l−1

α (yα) también lo es. Además, ca-

da Cα es distinto del vaćıo porque yα = gΛ
α(y) ∈ lα

[
fΛ

α [A]
]
. En consecuencia,

por 2.2.9, tenemos que ĺım
←−

{
Cα, fβ

α |Cβ
, Λ

}
es distinto del vaćıo.

Por 2.1.19, sabemos que A = ĺım
←−

{
fΛ

α [A], fβ
α |fΛ

β [A]
, Λ

}
y, por 2.2.3, que

l−1
Λ (y) = ĺım

←−
S−1(y). Entonces, por 2.1.18, tenemos la igualdad A ∩ l−1

Λ (y) =

ĺım
←−

{
Cα, fβ

α |Cβ
, Λ

}
. Como ĺım

←−
{
Cα, fβ

α |Cβ
, Λ

} 6= ∅, existe x ∈ A ∩ l−1
Λ (y) y,

por tanto, y ∈ lΛ
[
A

]
. Con esto, tenemos la otra contención y, por tanto, la

igualdad buscada.

Recordemos que el ĺımite inverso de un sistema inverso de espacios T2

es un subconjunto cerrado del producto de los espacios factores (vea 2.2.8).
En [En, 3.7.9], se prueba que si cada lα : Xα → Yα es una función perfecta,
entonces la función producto

∏{lα : α ∈ Λ} también es perfecta. Con esto se
prueba, en [En, 3.7.12], que si l = {lα : α ∈ Λ} es una función de un sistema
inverso {Xα, fβ

α , Λ} de espacios T2 en un sistema inverso {Yα, gβ
α, Λ}, donde

cada lα es perfecta, entonces lΛ, la función inducida por l, también es perfecta,
ya que lΛ es la restricción de

∏{lα : α ∈ Λ} al subconjunto cerrado XΛ. En
el teorema siguiente, probamos este resultado de una manera distinta. Hasta
nuestro entender, ésta es la primera vez que se presenta esta demostración.

2.2.17 Teorema. Sean S = {Xα, fβ
α , Λ} un sistema inverso de espacios T2,

S ′ = {Yα, gβ
α, Λ} un sistema inverso de espacios T1, l = {lα : α ∈ Λ} una

función de S en S ′ y lΛ : XΛ → YΛ la función inducida por l (lα◦fΛ
α = gΛ

α ◦lΛ).
Si cada lα es perfecta, entonces lΛ también lo es.

Demostración. Sabemos que l−1
Λ (y) = ĺım

←−

{
l−1
α (yα), fβ

α |l−1
β (yβ), Λ

}
, por

2.2.3, el cual es compacto, por 2.2.9. Ahora veamos que lΛ es una función
cerrada.

Sea A un subconjunto de XΛ. Por 2.1.19, tenemos que:

lΛ[A] = ĺım
←−

{
gΛ

α [lΛ[A]], gβ
α |gΛ

β [lΛ[A]]
, Λ

}

y, por 2.2.16, que:

lΛ
[
A

]
= ĺım
←−

{
lα

[
fΛ

α [A]
]
, gβ

α |lβ[fΛ
β [A]], Λ

}
.
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Además, por [En, 1.4.C], sabemos que lα[C] = lα
[
C

]
, para cada subcon-

junto C de Xα. Entonces:

lΛ[A] = ĺım
←−

{
gΛ

α [lΛ[A]], gβ
α |gΛ

β [lΛ[A]]
, Λ

}
= ĺım
←−

{
lα[fΛ

α [A]], gβ
α |lβ [fΛ

β [A]]
, Λ

}

= ĺım
←−

{
lα

[
fΛ

α [A]
]
, gβ

α |lβ[fΛ
β [A]], Λ

}
= lΛ

[
A

]
.

Recurriendo, nuevamente, a [En, 1.4.C], obtenemos que lΛ es una función
cerrada y, por tanto, es perfecta.

2.2.18 Corolario. Si un sistema inverso S = {Xα, fβ
α , Λ} de espacios T2

tiene funciones de ligadura perfectas entonces las proyecciones fΛ
η también

son perfectas.

Demostración. Sea η ∈ Λ. Por 2.1.10, podemos suponer que η ≤ α
para cada α ∈ Λ. Por 2.2.4, sabemos que l = {fα

η : α ∈ Λ} es una función
de S en el sistema inverso S ′ = {Yα, gβ

α, Λ}, donde Yα = fα
η [Xα] y gβ

α es la
inclusión de Yβ en Yα, y que fΛ

η = iη ◦ h−1 ◦ lΛ, donde iη es la inclusión de⋂{Yα : α ∈ Λ} en Yη, h :
⋂{Yα : α ∈ Λ} → YΛ es un homeomorfismo y lΛ es

la función inducida por l. Notemos que cada Yα es un subconjunto cerrado
de Xη, entonces el conjunto

⋂{Yα : α ∈ Λ} también lo es. Con esto, vemos
que la inclusión iη es una función cerrada. Además, por 2.2.17, tenemos que
lΛ es perfecta, entonces fΛ

η también es perfecta.

2.3. Ĺımites inversos de continuos

En esta sección enfocamos nuestra atención a los sistemas inversos cu-
yos espacios factores son continuos; en particular cuando son unicoherentes
(2.3.17) e indescomponibles (2.3.22). También damos condiciones suficientes
para que una función inducida entre ĺımites inversos sea confluente (2.3.8) o
monótona (2.3.11).

2.3.1 Definición. Un espacio T2 es un continuo si es compacto y conexo.
Un subcontinuo de un espacio Y es un continuo que es subespacio de Y .

De [En, 6.1.18], obtenemos el siguiente:
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2.3.2 Teorema. Sea S = {Cα : α ∈ Γ} una familia de subcontinuos de Y .
Definamos en S la relación C1 ≤ C2 si C2 ⊆ C1. Si ≤ dirige a S, entonces⋂{Cα : α ∈ Γ} es un continuo.

2.3.3 Teorema. Si {Xα, fβ
α , Λ} es un sistema inverso de continuos, entonces

XΛ es un continuo.

Demostración. Sean Kβ como en 2.2.7 y Λβ = Λ \ {α ∈ Λ : α < β}. La
función f :

∏{Xα : α ∈ Λβ} →
∏{Xα : α ∈ Λ} definida por f((xα)α∈Λβ

) =
(yα)α∈Λ, donde yα = fβ

α (xβ) si α ≤ β y yα = xα si α ∈ Λβ, es una función
continua. No es dif́ıcil ver que f [

∏{Xα : α ∈ Λβ}] = Kβ y, por tanto, cada
Kβ es un continuo. Entonces, por 2.3.2, el espacio XΛ =

⋂{Kβ : β ∈ Λ} es
un continuo.

En 2.1.19, vimos que cualquier subconjunto cerrado de un ĺımite inverso
XΛ es el ĺımite inverso de las cerraduras de sus proyecciones, en particular,
esto es válido para cualquier componente de XΛ. En el siguiente lema mostra-
mos algo más; a saber, que cualquier componente de XΛ es un ĺımite inverso
de componentes de los espacios factores. Esto nos ayudará a probar, en 2.3.8,
que la función inducida, entre ĺımites inversos, por una familia de funciones
confluentes es una función confluente.

2.3.4 Lema. Sean {Xα, fβ
α , Λ} un sistema inverso de espacios compactos T2

y K un subconjunto de XΛ. Entonces K es una componente de XΛ si y sólo
si K = ĺım

←−
{
Cα, fβ

α |Cβ
, Λ

}
, donde Cα es una componente de Xα para cada

α ∈ Λ.

Demostración. Observemos que las componentes de Xα, con α ∈ Λ ∪
{Λ}, son continuos.

Supongamos que K es una componente de XΛ. Para α ∈ Λ, sea Cα la
componente de Xα que contiene a fΛ

α [K]. Como fβ
α [fΛ

β [K]] = fΛ
α [K], tenemos

que fβ
α [Cβ] contiene a fΛ

α [K] y, por tanto, fβ
α [Cβ] ⊆ Cα para cualesquiera

α ≤ β. Por 2.3.3, sabemos que el espacio C = ĺım
←−

{
Cα, fβ

α |Cβ
, Λ

}
es conexo

y, por 2.1.22, que K ⊆ C. Por tanto, K = C.
Rećıprocamente, sea C = ĺım

←−
{
Cα, fβ

α |Cβ
, Λ

}
, donde Cα es una compo-

nente de Xα para cada α ∈ Λ. Por 2.3.3, el espacio C es conexo. Sea K la
componente de XΛ que contiene a C. Como fΛ

α [C] ⊆ fΛ
α [K] ⊆ Cα, tenemos,
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por 2.1.22, que K ⊆ C y, por tanto, K = C.

De 2.3.4, obtenemos el teorema siguiente:

2.3.5 Teorema. Sean {Xα, fβ
α , Λ} un sistema inverso de espacios compactos

T2 y A y B componentes de XΛ. Si A 6= B, entonces existe α ∈ Λ tal que
fΛ

β [A] y fΛ
β [B] están en componentes distintas de Xβ para cada β ≥ α.

Demostración. Observemos que las componentes de Xα, con α ∈ Λ ∪
{Λ}, son continuos.

Por el Lema en 2.3.4, sabemos que A = ĺım
←−

{
Cα, fβ

α |Cβ
, Λ

}
y que B =

ĺım
←−

{
Dα, fβ

α |Dβ
, Λ

}
, donde Cα y Dα son las componentes de Xα que contienen

a fΛ
α [A] y fΛ

α [B], respectivamente.
Si la conclusión es falsa, entonces el conjunto Σ = {α ∈ Λ : Cα = Dα} es

cofinal en Λ. Sea g : XΛ → XΣ definida por g((xα)α∈Λ) = (xα)α∈Σ. Notemos
que g es un homeomorfismo, por 2.1.9.

No es dif́ıcil convencerse de que:

g[A] = ĺım
←−

{
Cα, fβ

α |Cβ
, Σ

}
= ĺım
←−

{
Dα, fβ

α |Dβ
, Σ

}
= g[B]

y, por tanto, A = B.

Como consecuencia de 2.3.5, obtenemos el siguiente:

2.3.6 Corolario. Sean {Xα, fβ
α , Λ} un sistema inverso de espacios compac-

tos T2 y n ∈ N. Si cada Xα tiene a lo más n componentes, entonces XΛ tiene
a lo más n componentes.

2.3.7 Definición. Una función continua f : X → Y entre espacios es con-
fluente si para cualquier subcontinuo B de Y y cualquier componente K de
f−1[B], se tiene que f [K] = B.

Notemos que de la definición de función confluente se desprende que este
tipo de funciones son suprayectivas.

2.3.8 Teorema. Sean S = {Xα, fβ
α , Λ} y S ′ = {Yα, gβ

α, Λ} dos sistemas in-
versos de espacios compactos T2, l = {lα : α ∈ Λ} una función de S en S ′

(lα ◦fβ
α = gβ

α ◦ lβ) y lΛ : XΛ → YΛ la función inducida por l (lα ◦fΛ
α = gΛ

α ◦ lΛ).
Si cada lα es confluente, entonces lΛ también lo es.
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Demostración. Sean B un subcontinuo de YΛ y K una componente de

l−1
Λ [B]. Por 2.2.3, sabemos que l−1

Λ [B] = ĺım
←−

{
l−1
α

[
gΛ

α [B]
]
, fβ

α |l−1
β [gΛ

β [B]], Λ
}

y, por 2.3.4, que K = ĺım
←−

{
Cα, fβ

α |Cβ
, Λ

}
, donde Cα es una componente

de l−1
α

[
gΛ

α [B]
]

para cada α ∈ Λ. Como cada lα es confluente, tenemos que
lα[Cα] = gΛ

α [B].
Consideremos los sistemas inversos

{
Cα, fβ

α |Cβ
, Λ

}
y {gΛ

α [B], fβ
α |gΛ

β [B], Λ}
y las funciones lα |Cα . Por 2.2.12, tenemos que la función lΛ |K : K → B es
suprayectiva, entonces lΛ[K] = B, ya que B = ĺım

←−
{gΛ

α [B], fβ
α |gΛ

β [B], Λ}. Por

tanto, la función lΛ es confluente.

2.3.9 Corolario. Si un sistema inverso S = {Xα, fβ
α , Λ} de espacios com-

pactos T2 tiene funciones de ligadura confluentes, entonces las proyecciones
fΛ

η también son confluentes.

Demostración. Sea η ∈ Λ. Por 2.1.10, podemos suponer que η ≤ α para
cada α ∈ Λ. Por 2.2.4, sabemos que l = {fα

η : α ∈ Λ} es una función de S en
el sistema inverso S ′ = {Xη, idη, Λ}, donde idη es la función identidad en Xη,
y que fΛ

η = h−1◦lΛ, donde h :
⋂{Yα : α ∈ Λ} → YΛ es un homeomorfismo y lΛ

es la función inducida por l. Además, por 2.3.8, tenemos que lΛ es confluente,
entonces fΛ

η también es confluente.

Resultados análogos a 2.3.8 y 2.3.9 se pueden probar para el caso de las
funciones monótonas.

2.3.10 Definición. Una función continua f : X → Y es monótona si
f−1(y) es conexo para cada y ∈ Y .

2.3.11 Teorema. Sean S = {Xα, fβ
α , Λ} un sistema inverso de espacios com-

pactos T2, S ′ = {Yα, gβ
α, Λ} un sistema inverso de espacios T1, l = {lα : α ∈ Λ}

una función de S en S ′ y lΛ : XΛ → YΛ la función inducida por l (lα ◦ fΛ
α =

gΛ
α ◦ lΛ). Si cada lα es monótona, entonces lΛ también lo es.

Demostración. Para y ∈ YΛ, sea S−1(y) =
{

l−1
α (yα), fβ

α |l−1
β (yβ), Λ

}
. Por

2.2.3, sabemos que l−1
Λ (y) = ĺım

←−
S−1(y). Aśı que, es suficiente probar que el

espacio ĺım
←−

S−1(y) es conexo.
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Como cada lα es monótona, tenemos que S−1(y) es un sistema inverso de
continuos. Entonces, por 2.3.3, el espacio ĺım

←−
S−1(y) es un continuo, con lo

cual se termina la demostración.

2.3.12 Corolario. Si un sistema inverso S = {Xα, fβ
α , Λ} de espacios com-

pactos T2 tiene funciones de ligadura monótonas, entonces las proyecciones
fΛ

η también son monótonas.

Demostración. Sea η ∈ Λ. Por 2.1.10, podemos suponer que η ≤ α para
cada α ∈ Λ. Por 2.2.4, sabemos que l = {fα

η : α ∈ Λ} es una función de S en
el sistema inverso S ′ = {Yα, gβ

α, Λ}, donde Yα = fα
η [Xα] y gβ

α es la inclusión de
Yβ en Yα, y que fΛ

η = iη ◦ h−1 ◦ lΛ, donde iη es la inclusión de
⋂{Yα : α ∈ Λ}

en Yη, h :
⋂{Yα : α ∈ Λ} → YΛ es un homeomorfismo y lΛ es la función

inducida por l. Además, por 2.3.11, tenemos que lΛ es monótona, entonces
fΛ

η también es monótona.

En 2.3.14, damos condiciones para que un ĺımite inverso sea localmen-
te conexo, para lo cual usaremos el siguiente teorema que enunciamos sin
prueba.

2.3.13 Teorema. [En, 6.1.29] Si f : X → Y es una función monótona y
suprayectiva, la cual es cerrada o abierta, entonces para cada subconjunto
conexo C de Y , se tiene que f−1[C] es conexo.

2.3.14 Teorema. Sea {Xα, fβ
α , Λ} un sistema inverso de espacios compactos

T2 y funciones de ligadura suprayectivas. Si cada Xα es localmente conexo y
cada fβ

α es monótona, entonces XΛ es localmente conexo.

Demostración. Sean x ∈ XΛ, α ∈ Λ y Uα un abierto en Xα tales que x ∈
(fΛ

α )−1[Uα]. Como xα ∈ Uα y Xα es localmente conexo, existe un subconjunto
abierto y conexo Cα de Xα tal que xα ∈ Cα ⊆ Uα. Por 2.2.14, tenemos
que la proyección fΛ

α es suprayectiva y, por 2.3.12, que fΛ
α es monótona.

Entonces, por 2.3.13, el conjunto (fΛ
α )−1[Cα] es un abierto y conexo. Como

x ∈ (fΛ
α )−1[Cα] ⊆ (fΛ

α )−1[Uα], por 2.1.12, concluimos que XΛ es localmente
conexo.

En lo que resta de esta sección analizaremos sistemas inversos de continuos
unicoherentes y sistemas inversos de continuos indescomponibles.
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2.3.15 Definición. Un continuo X es unicoherente si para cualesquiera
subcontinuos A y B de X tales que X = A∪B se tiene que A∩B es conexo.
Decimos que X es hereditariamente unicoherente si cada subcontinuo
de X es unicoherente.

2.3.16 Ejemplo. El intervalo cerrado I es hereditariamente unicoherente y
S1 no es unicoherente. Entonces, ningún continuo hereditariamente unicohe-
rente contiene curvas cerradas simples.

2.3.17 Teorema. Si {Xα, fβ
α , Λ} es un sistema inverso de continuos unicohe-

rentes con funciones de ligadura suprayectivas, entonces XΛ es un continuo
unicoherente.

Demostración. Sean A y B subcontinuos de XΛ tales que XΛ = A∪B.
Por 2.2.14, sabemos que las proyecciones fΛ

α son suprayectivas, entonces
Xα = fΛ

α [A] ∪ fΛ
α [B]. Como cada Xα es unicoherente, tenemos que los es-

pacios Cα = fΛ
α [A] ∩ fΛ

α [B] son continuos. Por 2.1.20, sabemos que A ∩ B =
ĺım
←−

{
Cα, fβ

α |Cβ
, Λ

}
y, por 2.3.3, que es un continuo. Por tanto, XΛ es un con-

tinuo unicoherente.

2.3.18 Corolario. El ĺımite inverso de un sistema inverso de continuos he-
reditariamente unicoherentes es un continuo hereditariamente unicoherente.

Demostración. Sea {Xα, fβ
α , Λ} un sistema inverso de continuos heredi-

tariamente unicoherentes y A un subcontinuo de XΛ. Por 2.3.3, sabemos que

XΛ es un continuo y, por 2.1.19, que A = ĺım
←−

{
fΛ

α [A], fβ
α |fΛ

β [A], Λ
}

. Como

fΛ
α [A] = fβ

α [fΛ
β [A]], tenemos que

{
fΛ

α [A], fβ
α |fΛ

β [A], Λ
}

es un sistema inverso

de continuos unicoherentes con funciones de ligadura suprayectivas. Enton-
ces, por 2.3.17, A es un continuo unicoherente y, por tanto, XΛ es un continuo
hereditariamente unicoherente.

Un continuo tipo arco es un espacio homeomorfo al ĺımite inverso de
una sucesión inversa {I, fn}. Por el resultado anterior, un continuo tipo arco
es hereditariamente unicoherente.

2.3.19 Definición. Un continuo es descomponible si es la unión de dos de
sus subcontinuos propios. Un continuo es indescomponible si no es descom-
ponible. Decimos que X es hereditariamente indescomponible si cada
subcontinuo de X es indescomponible
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Una forma de construir continuos indescomponibles es a través de los
sistemas inversos indescomponibles que definiremos a continuación.

2.3.20 Definición. Un sistema inverso {Xα, fβ
α , Λ} de continuos es indes-

componible si para cualesquiera α < β y subcontinuos A y B de Xβ cuya
unión es Xβ se tiene que fβ

α [A] = Xα o fβ
α [B] = Xα.

Observemos que, por definición, un sistema inverso indescomponible tiene
funciones de ligadura suprayectivas, entonces, por 2.2.14, las proyecciones fΛ

α

son suprayectivas.

2.3.21 Teorema. El ĺımite inverso de un sistema inverso indescomponible
(de continuos) es un continuo indescomponible.

Demostración. Sean {Xα, fβ
α , Λ} un sistema inverso indescomponible.

Por 2.3.3, sabemos que XΛ es un continuo. Sean A y B subcontinuos propios
de XΛ. Por 2.1.21, existe α ∈ Λ tal que fΛ

α [A] 6= Xα 6= fΛ
α [B].

Como {Xα, fβ
α , Λ} es un sistema inverso indescomponible, tenemos que

fΛ
β [A]∪ fΛ

β [B] 6= Xβ para cada β > α, de lo contrario se tendŕıa que fΛ
α [A] =

fβ
α [fΛ

β [A]] = Xα o que fΛ
α [B] = fβ

α [fΛ
β [B]] = Xα.

Supongamos que XΛ = A ∪ B. Por 2.2.14, sabemos que las proyecciones
fΛ

β son suprayectivas, entonces Xβ = fΛ
β [XΛ] = fΛ

β [A] ∪ fΛ
β [B] para cada

β > α, lo cual es una contradicción. De modo que, XΛ no puede ser la unión
de dos de sus subcontinuos propios y, por tanto, es indescomponible.

Notemos que, en 2.3.21, no es necesario que los espacios factores de un
sistema inverso sean indescomponibles para que su ĺımite lo sea. Esta con-
dición śı es suficiente para los sistemas inversos con funciones de ligadura
suprayectivas, como veremos en el siguiente:

2.3.22 Teorema. El ĺımite inverso de un sistema inverso de continuos in-
descomponibles con funciones de ligadura suprayectivas es un continuo in-
descomponible.

Demostración. Sea {Xα, fβ
α , Λ} un sistema inverso de continuos indes-

componibles con funciones de ligadura suprayectivas. Por 2.3.3, sabemos que
XΛ es un continuo.

Veamos que {Xα, fβ
α , Λ} es un sistema inverso indescomponible. Sean

α, β ∈ Λ, con α < β y A y B subcontinuos de Xβ tales que Xβ = A ∪ B.
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Como Xβ es indescomponible, se tiene que Xβ = A o Xβ = B. Entonces
fβ

α [A] = fβ
α [Xβ] = Xα o fβ

α [B] = fβ
α [Xβ] = Xα. De modo que, {Xα, fβ

α , Λ} es
un sistema inverso indescomponible y, por 2.3.21, XΛ es indescomponible.

Como consecuencia de 2.3.22, tenemos el siguiente:

2.3.23 Corolario. El ĺımite inverso de un sistema inverso de continuos he-
reditariamente indescomponibles es un continuo hereditariamente indescom-
ponible.

Demostración. Sea {Xα, fβ
α , Λ} un sistema inverso de continuos heredi-

tariamente indescomponibles y A un subcontinuo de XΛ. Por 2.3.3, sabemos

que XΛ es un continuo y, por 2.1.19, que A = ĺım
←−

{
fΛ

α [A], fβ
α |fΛ

β [A], Λ
}

. Como

fΛ
α [A] = fβ

α [fΛ
β [A]], tenemos que

{
fΛ

α [A], fβ
α |fΛ

β [A], Λ
}

es un sistema inverso

de continuos indescomponibles con funciones de ligadura suprayectivas. En-
tonces, por 2.3.22, A es un continuo indescomponible y, por tanto, XΛ es un
continuo hereditariamente indescomponible.

2.4. Espacios cociente y ĺımites inversos

En 2.4.1, damos condiciones para que el cociente de un ĺımite inverso sea
un ĺımite inverso.

Para esto, observemos que si f : X → Y es una función continua y A y B
son subconjuntos cerrados de X y Y , respectivamente, tales que f [A] ⊆ B,

entonces, por 1.3.1, existe una función continua f̃ : X/A → Y/B tal que

σ ◦ f = f̃ ◦ π, donde π y σ son las funciones cociente de X en X/A y de Y
en Y/B, respectivamente.

2.4.1 Teorema. Sean S = {Xα, fβ
α , Λ} un sistema inverso de espacios T2

y, para cada α ∈ Λ, Aα un subconjunto compacto de Xα. Si fβ
α [Aβ] ⊆

Aα para cualesquiera α ≤ β, entonces las familias {Aα, fβ
α |Aβ

, Λ} y S̃ ={
Xα/Aα, f̃β

α , Λ

}
son sistemas inversos y el espacio ĺım

←−
S̃ es homeomorfo al

espacio cociente XΛ/AΛ.
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Demostración. Para α ∈ Λ ∪ {Λ}, sea πα la función cociente de Xα en

Xα/Aα. Por 1.3.2, tenemos que f̃β
α ◦f̃γ

β = f̃γ
α , entonces S̃ es un sistema inverso.

Claramente, {Aα, fβ
α |Aβ

, Λ} es un sistema inverso. Sea gα la proyección de

ĺım
←−

S̃ en Xα/Aα.

Divideremos la demostración en 2 casos:

Caso 1: Existe η ∈ Λ tal que Aα = ∅ para cada α ≥ η. El conjunto
Σ = {α ∈ Λ : η ≤ α} es cofinal en Λ, entonces, por 2.1.10, el espacio

ĺım
←−

S̃ es homeomorfo a ĺım
←−

{
Xα/Aα, f̃β

α , Σ

}
y XΛ es homeomorfo a XΣ =

ĺım
←−
{Xα, fβ

α , Σ}. Claramente, el espacio ĺım
←−

{
Xα/Aα, f̃β

α , Σ

}
es homeomorfo

a ĺım
←−
{Xα, fβ

α , Σ} y AΛ = ∅. Por tanto, el espacio ĺım
←−

S̃ es homeomorfo a

XΛ/AΛ.

Caso 2: El conjunto Σ = {α ∈ Λ : Aα 6= ∅} es cofinal en Λ. Por 2.1.9,
podemos suponer que Aα 6= ∅ para cada α ∈ Λ, entonces, por 2.2.9, se tiene
que AΛ 6= ∅.

Por 1.3.2, las funciones f̃Λ
α : XΛ/AΛ → Xα/Aα son tales que f̃Λ

α = f̃β
α ◦ f̃Λ

β

para cualesquiera α ≤ β, lo cual quiere decir que la familia h =
{

f̃Λ
α : α ∈ Λ

}

es una función de XΛ/AΛ en S̃. Sea h : XΛ/AΛ → ĺım
←−

S̃ la función inducida

por h (f̃Λ
α = gα ◦ h)

Probaremos que {XΛ/AΛ, h} tiene la propiedad (∗) de 2.1.8.

Sean Z un espacio y q = {qα : α ∈ Λ} una función de XΛ/AΛ en S̃.

Definiremos una función q : Z → XΛ/AΛ del modo siguiente:

Sea z ∈ Z, probaremos que existe xz = (xα)α∈Λ ∈ XΛ tal que πα(xα) =
qα(z) para cada α ∈ Λ.

Si qα(z) = Aα para cada α ∈ Λ, tomamos xz = (xα)α∈Λ ∈ AΛ. Entonces
πα(xα) = Aα = qα(z).

Si qη(z) 6= Aη para algún η ∈ Λ, sea Σ = {α ∈ Λ : η ≤ α}. Para cada
α ∈ Σ, sea xα ∈ Xα tal que πα(xα) = qα(z). Si α /∈ Σ, entonces existe β ∈ Σ
tal que α ≤ β, sea xα = fβ

α (xβ).

Para α, β ∈ Σ, con α ≤ β, tenemos que πα(xα) = qα(z) = f̃β
α ◦ qβ(z) =

f̃β
α (πβ(xβ)) = πα(fβ

α (xβ)). En particular, πη(xη) = f̃β
η ◦ qβ(z). Entonces

qβ(z) 6= Aβ para cada β ∈ Σ y xα = fβ
α (xβ) para cualesquiera α, β ∈ Σ

con α ≤ β.
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Veamos que xα, cuando α /∈ Σ, está bien definido. Sean β, β′ ∈ Σ tales que
α ≤ β y α ≤ β′ y supongamos que β ≤ β′, entonces fβ′

α (xβ′) = fβ
α ◦fβ′

β (xβ′) =

fβ
α (xβ). Si β y β′ no se pueden comparar, existe γ ∈ Σ tal que β ≤ γ y β′ ≤ γ

y, el argumento anterior prueba que, fβ′
α (xβ′) = fγ

α(xγ) = fβ
α (xβ).

Ahora veamos que πα(xα) = qα(z) cuando α /∈ Σ. En este caso xα =
fβ

α (xβ) para algún β ∈ Σ con α ≤ β y, en consecuencia, tenemos que πα(xα) =

πα(fβ
α (xβ)) = f̃β

α (πβ(xβ)) = f̃β
α (qβ(z)) = qα(z).

Claramente el punto xz = (xα)α∈Λ pertenece a XΛ.
Entonces la función q : Z → XΛ/AΛ definida por q(z) = πΛ(xz) es tal que

f̃Λ
α ◦ q(z) = f̃Λ

α ◦ πΛ(xz) = πα ◦ fΛ
α (xz) = πα(xα) = qα(z) para cada α ∈ Λ.

Veamos que q es continua. Sean z ∈ Z y U un subconjunto abierto de
XΛ/AΛ tales que q(z) ∈ U .

Como π−1
Λ (q(z)) es compacto en XΛ, existen α1, α2, . . . , αn ∈ Λ y abiertos

Ui de Xαi
tales que π−1

Λ (q(z)) ⊆ ⋃{(fΛ
αi

)−1[Ui] : 1 ≤ i ≤ n} ⊆ π−1
Λ [U ].

Sean α′ ∈ Λ tal que αi ≤ α′ y U ′ =
⋃{(fα′

αi
)−1[Ui] : 1 ≤ n}. Entonces

π−1
Λ (q(z)) ⊆ (fΛ

α′)
−1[U ′] ⊆ π−1

Λ [U ].
Si q(z) = AΛ, tenemos, por el Corolario 2.2.13, que

⋂{fα
α′ [Aα] : α ∈

Λ y α′ ≤ α} = fΛ
α′ [AΛ] ⊆ U ′ y, por [En, 3.1.5], que existe α ≥ α′ tal

que fΛ
α′ [AΛ] ⊆ fα

α′ [Aα] ⊆ U ′. Sea Uα = (fα
α′)
−1[U ′], entonces Aα ⊆ Uα y

π−1
Λ (q(z)) ⊆ (fΛ

α )−1[Uα] ⊆ π−1
Λ [U ].

Si q(z) 6= AΛ, se tiene que qα(z) 6= Aα para algún α ≥ α′. Sea Uα =
(fα

α′)
−1[U ′] \ Aα, entonces Aα ∩ Uα = ∅ y π−1

Λ (q(z)) ⊆ (fΛ
α )−1[Uα] ⊆ π−1

Λ [U ].
En los dos casos anteriores, el conjunto πα[Uα] es abierto en Xα/Aα puesto

que π−1
α [πα[Uα]] = Uα.

Como el abierto q−1
α [πα[Uα]] en Z contiene a z y

q[q−1
α [πα[Uα]]] = q

[(
f̃Λ

α ◦ q
)−1

[πα[Uα]]

]
= q

[
q−1

[(
f̃Λ

α

)−1

[πα[Uα]]

]]

⊆
(
f̃Λ

α

)−1

[πα[Uα]] = πΛ

[
π−1

Λ

[(
f̃Λ

α

)−1

[πα[Uα]]

]]

= πΛ

[(
f̃Λ

α ◦ πΛ

)−1

[πα[Uα]]

]
= πΛ

[(
πα ◦ fΛ

α

)−1
[πα[Uα]]

]

= πΛ

[(
fΛ

α

)−1
[π−1

α [πα[Uα]]]
]

= πΛ

[(
fΛ

α

)−1
[Uα]

]
⊆ U ,

podemos concluir que q es continua.

No es dif́ıcil ver que q es única con la propiedad de que qα = f̃Λ
α ◦ q para

cada α ∈ Λ. Entonces, por 2.1.8, la función h es un homeomorfismo.
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El cono de un espacio X es el espacio cociente:

Cono(X) = (X × I)/(X × {1}).

Dada una función continua f : X → Y , denotamos por Cono(f) a la
función:

f̃ × idI : Cono(X) → Cono(Y ).

Aśı, si S = {Xα, fβ
α , Λ} es sistema inverso, entonces la familia Cono(S) =

{Cono(Xα), Cono(fβ
α ), Λ} es un sistema inverso y, por 2.4.1, podemos enun-

ciar el siguiente:

2.4.2 Corolario. Si S = {Xα, fβ
α , Λ} un sistema inverso de espacios com-

pactos T2 entonces el espacio ĺım
←−

Cono(S) es homeomorfo al espacio cociente

Cono(ĺım
←−

S).

Aplicando 2.4.1 al corolario anterior se puede mencionar un resultado
similar con la suspensión de ĺım

←−
S.



Caṕıtulo 3

Ĺımites inversos generalizados

En [Mh], el profesor W. Mahavier definió un ĺımite inverso utilizando
subconjuntos cerrados de I×I. Entre otros resultados, probó que estos nuevos
espacios no siempre son conexos, aunque los conjuntos cerrados lo sean, y
dió condiciones suficientes para obtener la conexidad.

En este caṕıtulo generalizamos la definición presentada por W. Mahavier
a subconjuntos cerrados de productos X × Y de espacios y hacemos una
comparación con algunas propiedades que cumplen los ĺımites inversos que
ya estudiamos en el Caṕıtulo 2.

3.1. Definición y propiedades

En cualquier producto X × Y , denotamos por π1 y π2 a las proyecciones
de X × Y sobre X y de X × Y sobre Y , respectivamente. En este caṕıtulo
y en el siguiente, cada vez que digamos que A es un subconjunto cerrado de
X × Y entenderemos que A es cerrado en X × Y y, además, que X = π1[A].

3.1.1 Observación. En este caṕıtulo usamos sucesiones dobles {Xn, An}n∈N
que abreviamos escribiendo {Xn, An}.

3.1.2 Definición. Una sucesión inversa de subconjuntos cerrados es
una sucesión doble {Xn, An} (vea 3.1.1) de espacios Xn y subconjuntos
cerrados An de Xn+1 × Xn. El ĺımite inverso generalizado de la su-
cesión {Xn, An}, al cual denotamos por Ĺım

←−
An, es el conjunto de puntos

x ∈ ∏ {Xn : n ∈ N} tales que (xn+1, xn) ∈ An para cada n ∈ N.

39
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Observemos que si An = A para cada n ∈ N, tenemos que A ⊆ Xn+1×Xn

y que A ⊆ Xn ×Xn−1 y, en consecuencia, que Xn+1 = π1[A] = Xn. En este
caso, a {Xn, An} lo escribimos como {X,A}, donde cada Xn = X, y a Ĺım

←−
An

como Ĺım
←−

A.

Dado m ∈ N, sea P ′m :
∏ {Xn : n ∈ N} → Xm+1 × Xm la proyección

definida por P ′m(x) = (xm+1, xm). Denotemos por Pm a la restricción de P ′m
a Ĺım
←−

An.

Abusando de la notación, usaremos π1 y π2 para denotar a las proyecciones
de Xn+1 ×Xn en Xn+1 y de Xn+1 ×Xn en Xn, respectivamente.

3.1.3 Observación. Para cada n ∈ N, tenemos:

π1 ◦ Pn = π2 ◦ Pn+1.

(vea Figura 3.1).

Pn

Ĺım
←−

An Xn+1 ×Xn

Pn+1 π1

Xn+2 ×Xn+1 Xn+1

π2

Figura 3.1:

De aqúı en adelante, identificaremos a una función f : X → Y con su
gráfica, aśı que la consideramos como un subconjunto de X×Y . Observemos
que π1[f ] = X.

3.1.4 Teorema. Si {Xn, fn} es una sucesión inversa de espacios T2, entonces
cada fn es un subconjunto cerrado de Xn+1 ×Xn y Ĺım

←−
fn = ĺım

←−
{Xn, fn}.

Demostración. Como cada Xn es T2, tenemos que cada fn es un sub-
conjunto cerrado de Xn+1 ×Xn (vea [Ku, Theorem 2, pág. 142]).

Por otra parte, (xn+1, xn) ∈ fn es equivalente a tener xn = fn(xn+1),
entonces x ∈ Ĺım

←−
fn es equivalente a x ∈ ĺım

←−
{Xn, fn}.
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3.1.5 Teorema. Sea {Xn, An} una sucesión inversa de subconjuntos cerra-
dos. Si cada Xn es compacto, entonces el espacio Ĺım

←−
An también lo es.

Además, si cada Xn 6= ∅, entonces el espacio Ĺım
←−

An 6= ∅.

Demostración. Primero veamos que Ĺım
←−

An =
⋂ {(P ′n)−1[An] : n ∈ N}.

Para esto, observemos que x ∈ ⋂ {(P ′n)−1[An] : n ∈ N} si y sólo si (xn+1, xn) =
P ′n(x) ∈ An para cada n ∈ N que, a su vez, es equivalente a tener x ∈ Ĺım

←−
An.

Entonces el espacio Ĺım
←−

An es cerrado en
∏ {Xn : n ∈ N} y, por tanto, com-

pacto.
Ahora, supongamos que cada Xn 6= ∅.
Dado m ∈ N, sea:

Cm = {x ∈ ∏ {Xn : n ∈ N} : (xn+1, xn) ∈ An para cada n ≤ m} .

Observemos que Cm =
⋂ {(P ′n)−1[An] : n ≤ m}, entonces cada Cm es ce-

rrado en
∏ {Xn : n ∈ N}. Además, Cm+1 ⊆ Cm y Ĺım

←−
An =

⋂ {Cm : m ∈ N}.
Veamos que cada Cm 6= ∅. Hallaremos un punto x ∈ Cm definiendo sus

coordenadas xn. Para n > m, sea xn ∈ Xn. Como π1[Am] = Xm+1, existe
(xm+1, xm) ∈ Am. De manera análoga, existe (xm, xm−1) ∈ Am−1, etc. El
punto x, construido de esta forma, pertence a Cm.

Entonces la familia de cerrados {Cm : m ∈ N} está anidada, aśı que tiene
la propiedad de la intersección finita y, por tanto, el espacio Ĺım

←−
An 6= ∅.

3.1.6 Lema. Sea {Xn, An} una sucesión inversa de subconjuntos cerrados
tales que π2[An] = Xn para cada n ∈ N, entonces:

(a) Pm

[
Ĺım
←−

An

]
= Am, para cada m ∈ N.

(b) Si Am es disconexo, para algún m ∈ N, entonces Ĺım
←−

An es disconexo.

Demostración. Primero probemos (a). Sean m ∈ N y (xm+1, xm) ∈ Am.
Como π1[Am−1] = Xm, existe (xm, xm−1) ∈ Am−1. De manera análoga, existe
(xm−1, xm−2) ∈ Am−2, etc. Como π2[Am+1] = Xm+1, existe (xm+2, xm+1) ∈
Am+1. Del mismo modo, existe (xm+3, xm+2) ∈ Am+2, etc. Claramente, el
punto x = (xn)n∈N ∈ Ĺım

←−
An y Pm(x) = (xm+1, xm). La otra contención es

clara.
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Para probar (b), supongamos que Am = E ∪ F , donde E y F son
subconjuntos cerrados disjuntos no vaćıos de Am. Por (a), tenemos que
los subconjuntos cerrados disjuntos P−1

m [E] y P−1
m [F ] no son vaćıos y que

Ĺım
←−

An = P−1
m [E] ∪ P−1

m [F ]. Por tanto, el espacio Ĺım
←−

An es disconexo.

En [Mh, Example 2], Mahavier construye un espacio disconexo de la forma
Ĺım
←−

A, donde A ⊆ I×I es un continuo, y en [Mh, Theorem 5] da condiciones

suficientes para que el espacio Ĺım
←−

A sea conexo. En 3.1.9, extendemos este

último resultado al caso donde cada An ⊆ Xn+1 × Xn y cada Xn es un
continuo, para lo cual necesitamos un par de lemas.

3.1.7 Lema. Sean X y Y dos espacios compactos T2 y A un subconjunto
cerrado de X × Y . Si ({x} × Y ) ∩ A es conexo para cada x ∈ X y B es un
subcontinuo de X, entonces el conjunto compacto {(x, y) ∈ A : x ∈ B} =
(B × Y ) ∩ A es un subcontinuo de X × Y .

Demostración. Como (B × Y ) ∩ A es cerrado en B × Y , es suficiente
probar el lema para B = X, es decir, es suficiente probar que A es conexo.

Sean E y F dos subconjuntos cerrados de A distintos del vaćıo tales
que A = E ∪ F , entonces X = π1[A] = π1[E] ∪ π1[F ]. Como X es conexo,
existe x ∈ π1[E] ∩ π1[F ], lo cual indica que ({x} × Y ) ∩ A ∩ E 6= ∅ y
({x}×Y )∩A∩F 6= ∅. Por tanto, E∩F 6= ∅, ya que ({x}×Y )∩A es conexo
y ({x} × Y ) ∩ A ⊆ E ∪ F .

Lo anterior nos dice que A es conexo y, por tanto, un subcontinuo de
X × Y .

3.1.8 Lema. Sean A = {X1, X2, . . . , Xm+1} una familia finita de continuos
y, para 1 ≤ n ≤ m, An un subconjunto cerrado de Xn+1 × Xn. Si ({x} ×
Xn) ∩ An es conexo para cada x ∈ Xn+1, entonces el espacio:

Dm = {(x1, x2, . . . , xm+1) ∈
∏A : (xn+1, xn) ∈ An para cada n ≤ m}

es un subcontinuo de
∏A.

Demostración. Por inducción sobre m. Por 3.1.7, el lema es válido para
m = 1.

Sea m > 1 y supongamos que el lema es válido para k < m. Denotemos
por q a la (m + 1)-ésima proyección q :

∏A → Xm+1. Es claro que Dm es
un subconjunto cerrado de

∏A y, por tanto, es compacto.
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Sean E y F subconjuntos cerrados de Dm no vaćıos tales que Dm = E∪F .
Como Xm+1 = q[E]∪q[F ], existe x ∈ q[E]∩q[F ]. Sean Yn = Xn para n < m,
Ym = π2 [({x} ×Xm) ∩ Am], B = {Y1, Y2, . . . , Ym}, Bn = An para n < m− 1
y Bm−1 = (Ym × Ym−1) ∩ Am−1. Por hipótesis inductiva, el espacio:

Dm−1 = {(x1, x2, . . . , xm) ∈ ∏B : (xn+1, xn) ∈ Bn para cada n ≤ m− 1}
es un subcontinuo de

∏B.
Veamos que q−1(x)∩Dm = Dm−1×{x}. Si a ∈ q−1(x)∩Dm, tenemos que

am+1 = x y (an+1, an) ∈ An para cada n ≤ m; en particular para n < m− 1,
(an+1, an) ∈ An = Bn. Como (x, am) ∈ Am, se tiene que am ∈ Ym. Entonces
(am, am−1) ∈ Bm−1 y, por tanto, a ∈ Dm−1×{x}, la otra contención es clara.

De la igualdad anterior y, como x ∈ q[E]∩q[F ], tenemos que Dm−1×{x}∩
E 6= ∅ y Dm−1 × {x} ∩ F 6= ∅. Entonces E ∩ F 6= ∅, puesto que Dm−1 × {x}
es conexo y Dm−1 × {x} ⊆ E ∪ F .

Lo anterior nos indica que Dm es conexo y, por tanto, un subcontinuo de∏A.

3.1.9 Teorema. Sean {Xn, An} una sucesión inversa de subconjuntos cerra-
dos, donde cada Xn es un continuo. Si ({x} ×Xn)∩An es conexo para cada
x ∈ Xn+1, entonces el espacio Ĺım

←−
An es un continuo.

Demostración. Para cada m ∈ N, sea:

Cm = {x ∈ ∏ {Xn : n ∈ N} : (xn+1, xn) ∈ An para cada n ≤ m}.
Claramente Cm+1 ⊆ Cm y Ĺım

←−
An =

⋂ {Cm : m ∈ N}. Sea Dm como en

3.1.8, entonces cada Cm = Dm ×
∏ {Xn : n ≥ m + 2}. Como cada Xn es un

continuo, tenemos, por 3.1.8, que cada Cm es un continuo. Entonces, por
2.3.2, deducimos que el espacio Ĺım

←−
An es un continuo.

3.2. Ejemplos

En esta sección presentamos algunos espacios de la forma:

Ĺım
←−

An.

Dados A ⊆ X × Y y B ⊆ Y × Z sea:

B ◦ A = {(x, z) ∈ X × Z : existe y ∈ Y tal que (x, y) ∈ A, (y, z) ∈ B} .
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Observemos que B ◦ A extiende la definición de composición de funcio-
nes. Si X = Y , entonces escribimos An+1 = A ◦ An. Por 2.1.10, sabemos
que si {X, fn} es una sucesión inversa, entonces los espacios ĺım

←−
{X, fn} y

ĺım
←−
{X, (fn)2} son homeomorfos. En el ejemplo siguiente veremos que 2.1.10,

no se extiende a sucesiones inversas de subconjuntos cerrados.

3.2.1 Ejemplo. Sea:

D =
{(

x, 1
2
− x

) ∈ I × I : 0 ≤ x ≤ 1
2

} ∪ {(
x, 1

2
+ x

) ∈ I × I : 0 ≤ x ≤ 1
2

}∪{(
x, x− 1

2

) ∈ I × I : 1
2
≤ x ≤ 1

} ∪ {(
x, 3

2
− x

) ∈ I × I : 1
2
≤ x ≤ 1

}

(vea Figura 3.2; las ĺıneas continuas representan al conjunto D y las ĺıneas
punteadas indican que D está contenido en I × I).

Figura 3.2: El conjunto D.

Observemos que los conjuntos de Cantor:

C1 =
{(

1
2
, x2,

1
2
, x4, . . .

)
: x2n ∈ {0, 1}

}
y

C2 =
{(

x1,
1
2
, x3,

1
2
, . . .

)
: x2n−1 ∈ {0, 1}

}

están contenidos en el espacio Ĺım
←−

D.

Dados x =
(

1
2
, x2,

1
2
, x4, . . .

) ∈ C1 y x′ =
(
x1,

1
2
, x3,

1
2
, . . .

) ∈ C2, sean In el
intervalo determinado por 1

2
y xn y fn = D ∩ (In+1 × In) para cada n ∈ N.

Por 3.1.4, sabemos que Ix x′ = Ĺım
←−

fn = ĺım
←−
{I, fn} y, por 2.2.6, que es un



3.2. EJEMPLOS 45

arco. Notemos que el arco Ix x′ tiene a x y a x′ por extremos y está contenido
en el espacio Ĺım

←−
D.

Si a ∈ Ĺım
←−

D, tenemos que an ∈
{
0, 1

2
, 1

}
para cada n ∈ N o an /∈ {

0, 1
2
, 1

}

para ninguna n ∈ N. En el primer caso a ∈ C1 ∪ C2.
Supongamos que an /∈ {

0, 1
2
, 1

}
para ninguna n ∈ N. Dado n ∈ N, sea

xn ∈ {0, 1} tal que an pertenece a In, el intervalo determinado por 1
2

y xn.
Entonces a ∈ Ix x′ donde x =

(
1
2
, x2,

1
2
, x4, . . .

)
y x′ =

(
x1,

1
2
, x3,

1
2
, . . .

)
.

Con lo anterior, vemos que Ĺım
←−

D es la unión de conos sobre el conjunto

de Cantor C1, con vértice cada punto de C2.
Por otra parte, no es dif́ıcil ver que:

D2 = {(x, x) : 0 ≤ x ≤ 1} ∪ {(x, 1− x) : 0 ≤ x ≤ 1}
(vea Figura 3.3).

Figura 3.3: El conjunto D2.

Por [Mh, Example 4], el espacio Ĺım
←−

D2 es el cono sobre un conjunto

de Cantor, el cual no es homeomorfo a Ĺım
←−

D. Aśı que 2.1.10 no se puede

extender a ĺımites inversos generalizados.

Se sabe que si fn : I → I es un homeomorfismo, entonces el espacio
ĺım
←−
{I, fn} es un arco (vea 2.2.6). En el ejemplo siguiente construimos un

arco de la forma Ĺım
←−

Γ donde Γ ⊆ I × I no es una función.
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3.2.2 Ejemplo. Sea:

Γ = ({0} × I) ∪ (I × {1})
(vea Figura 3.4).

Figura 3.4: El conjunto Γ.

Observemos que (0, 0, . . .), (1, 1, . . .) ∈ Ĺım
←−

Γ y, por 3.1.9, que Ĺım
←−

Γ es un

continuo. Sean x ∈ Ĺım
←−

Γ\{(0, 0, . . .), (1, 1, . . .)} y m = mı́n{n ∈ N : xn 6= 1}.
Como (xm+1, xm) ∈ Γ, tenemos que xm+1 = 0 = xm+k para cada k ∈ N,
entonces x = (1, . . . , 1, xm, 0, 0, . . .) con xm ∈ [0, 1).

Si xm ∈ (0, 1), los conjuntos U = (Pm)−1[[0, xm)] y V = (Pm)−1[(xm, 1]]
son subconjuntos abiertos disjuntos de Ĺım

←−
Γ que contienen a (0, 0, . . .) y a

(1, 1, . . .), respectivamente.

Como en el caso de x, cada punto a de Ĺım
←−

Γ \ {x, (0, 0, . . .), (1, 1, . . .)}
es de la forma a = (1, . . . , 1, ak, 0, 0, . . .) con ak ∈ [0, 1). Si k < m, se tiene
que am = 0 y, por tanto, a ∈ U . Si m < k, tenemos que am = 1 y, en
consecuencia, a ∈ V . Por último, si k = m, entonces am 6= xm y, por tanto,
a ∈ U ∪ V . De modo que Ĺım

←−
Γ \ {x} = U ∪ V .

Si xm = 0, tenemos que m > 1 y los conjuntos U = (Pm−1)
−1[[0, 1)] y V =

(Pm)−1[(0, 1]] son subconjuntos abiertos disjuntos de Ĺım
←−

Γ que contienen a

(0, 0, . . .) y (1, 1, . . .), respectivamente. Además, cada punto a de Ĺım
←−

Γ \
{x, (0, 0, . . .), (1, 1, . . .)} es de la forma a = (1, . . . , 1, ak, 0, 0, . . .) con ak ∈
[0, 1). Si k ≤ m − 1, se tiene que am−1 < 1 y, por tanto, a ∈ U . Si m < k,
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tenemos que am = 1 y, en consecuencia, a ∈ V . Por último, si k = m, entonces
am > xn = 0 y, por tanto, a ∈ V . De modo que Ĺım

←−
Γ \ {x} = U ∪ V .

Por [Na1, 6.17], Ĺım
←−

Γ es un arco.

Observemos que, en el ejemplo anterior, Γ es un arco y el espacio Ĺım
←−

Γ

también es un arco. En 3.2.6, mostramos un ejemplo de un arco K ⊆ I × I
tal que el espacio Ĺım

←−
K no es un arco.

A continuación presentamos un subcontinuo Λ′ de I × I que es un ĺımite
de funciones continuas fn : I → I, en el hiperespacio 2I×I , y cuyo ĺımite
inverso generalizado no es un limite inverso de funciones.

3.2.3 Ejemplo. Sea:

Λ′ = {(x, x) ∈ I × I : 0 ≤ x ≤ 1} ∪ ({
1
2

}× I
)

(vea Figura 3.5).

Figura 3.5: El conjunto Λ′.

Observemos que, por 3.1.9, el espacio Ĺım
←−

Λ′ es un continuo y, para cada

ε > 0, existe una función continua f ⊆ I × I tal que H(Λ′, f) < ε, donde H
es la métrica de Hausdorff en 2I×I (vea (1.1), pág. 5).

Observemos que las sucesiones constantes pertenecen a Ĺım
←−

Λ′. Sean x ∈
Ĺım
←−

Λ′ tal que x1 6= xn para algún n ∈ N y m = mı́n{n : x1 6= xn}. Como

xm 6= xm−1 y (xm, xm−1) ∈ Λ′, tenemos que xm = 1
2

= xm+k para cada k ∈ N
y xm−k = x1 para cada k < m. Entonces los arcos:
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{(
x, 1

2
, 1

2
, . . .

) ∈ I∞ : 0 ≤ x ≤ 1
}

y
{(x, x, x, . . .) ∈ I∞ : 0 ≤ x ≤ 1}

están contenidos en Ĺım
←−

Λ′ y se intersectan en
(

1
2
, 1

2
, 1

2
, . . .

)
, el cual no es

extremo de ninguno de los dos arcos. De aqúı, deducimos que Ĺım
←−

Λ′ contiene

un triodo y, por tanto, no es ĺımite inverso de arcos y funciones continuas
(vea [Na1, 12.4]).

En el ejemplo siguiente, no sólo los conjuntos ({x}×Xn)∩An son conexos.
A diferencia del ejemplo anterior, también los conjuntos (Xn+1 × {x}) ∩ An

son conexos.

3.2.4 Ejemplo. Sean:

E =
({0} × [

0, 1
2

]) ∪ ([
0, 1

2

]× {
1
2

}) ∪ ({
1
2

}× [
1
2
, 1

]) ∪ ([
1
2
, 1

]× {1})

(vea Figura 3.6) y
E1 = E ∩ [

0, 1
2

]× [
0, 1

2

]
.

Figura 3.6: El conjunto E.

Observemos que para cada ε > 0, existe un homeomorfismo f ⊆ I × I
tal que H(E, f) < ε, donde H es la métrica de Hausdorff en 2I×I (vea (1.1),
pág. 5). Además, por 3.1.9, el espacio Ĺım

←−
E es un continuo y, por 3.2.2, el

espacio Ĺım
←−

E1 es un arco.
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El arco
{(

x, 1
2
, 0, 0, . . .

) ∈ I∞ : 1
2
≤ x ≤ 1

} ⊆ Ĺım
←−

E intersecta a Ĺım
←−

E1

en
(

1
2
, 1

2
, 0, 0, . . .

)
que no es extremo de Ĺım

←−
E1. Entonces Ĺım

←−
E contiene un

triodo y, por tanto, no es ĺımite inverso de arcos y funciones continuas (vea
[Na1, 12.4]).

En [Mh], Mahavier propone que los espacios de la forma Ĺım
←−

A, donde

A ⊆ I × I, son de dimensión 1 o contienen un cubo de Hilbert. En el teo-
rema siguiente, construimos, para cada número natural m, un continuo de
dimensión m y de la forma Ĺım

←−
A, donde A ⊆ I × I. Esto resuelve, en forma

negativa, a la conjetura antes mencionada.

3.2.5 Teorema. Para cada m ∈ N, existe un continuo C ⊆ I × I tal que la
dimensión de Ĺım

←−
C es m.

Demostración. Para m = 1, el conjunto C = {(x, x) : x ∈ I} es tal que
Ĺım
←−

C es un arco y, por tanto, tiene dimensión 1.

Veamos el caso m > 1. Para k ∈ {0, 1, . . . , 2m−2}, sea Ik =
[

k
2m−1

, k+1
2m−1

]
.

Denotemos por intIk al interior de Ik respecto de I. Sea:

C = ({0} × (I0 ∪ I1)) ∪ ((I2m−3 ∪ I2m−2)× {1})
∪ (

⋃{I2k × I2k+2 : k = 0, 1, . . . , m− 2})
∪ (⋃ {{(

x, x + 2
2m−1

)
: x ∈ I2k+1

}
: k = 0, 1, . . . , m− 3

}) ⊆ I × I

(vea Figura 3.7).
Notemos que Ĺım

←−
C es un continuo, por 3.1.9.

Para x ∈ Ĺım
←−

C, se tiene:

(1) si xn < 2
2m−1

, entonces xn+k = 0 para cada k ∈ N,

(2) si xn > 2m−3
2m−1

, entonces xn−k = 1 para cada k < n,

(3) si xn ∈ I2k \ {1}, con k ∈ {1, 2, . . . , m− 1}, entonces xn+1 ∈ I2k−2,

(4) si xn ∈ int(I2k+1), con k ∈ {1, 2, . . . , m− 2}, entonces xn+1 ∈ int(I2k−1)
y xn+1 = xn − 2

2m−1
.

Por lo anterior, tenemos las igualdades y contenciones siguientes:

a) P−1
1 [{0} × I0] = I0 × {0} × {0} × · · · ,
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Figura 3.7: El conjunto C.

b) para k ∈ {1, 2, . . . , m− 1}, P−1
1 [I2k−2 × I2k] = I2k × I2k−2 × · · · × I2 ×

I0 × {0} × {0} × · · · ,
c) para n > 1, P−1

n [I2m−4 × I2m−2] = {1} × {1} × · · · × {1} × I2m−2 ×
I2m−4 × · · · × I2 × I0 × {0} × {0} × · · · ,

d) P−1
1 [{0} × int(I1)] = int(I1)× {0} × {0} × · · · ,

e) para k ∈ {1, 2, . . . , m−2}, P−1
1 [int(I2k−1)× int(I2k+1)] ⊆ I2k+1×I2k−1×

· · · × I3 × I1 × {0} × {0} × · · · , y

f) para n ∈ N, P−1
n [int(I2m−3)× {1}] ⊆ {1} × {1} × · · · × {1} × I2m−3 ×

I2m−5 × · · · × I3 × I1 × {0} × {0} × · · · .
Mostraremos que:

Ĺım
←−

C = {(1, 1, . . .)} ∪ P−1
1 [{0} × I0] ∪ P−1

1 [{0} × int(I1)]

∪ (⋃ {
P−1

1 [I2k−2 × I2k] : k = 1, 2, . . . , m− 1
})

∪ (⋃ {
P−1

1 [int(I2k−1)× int(I2k+1)] : k = 1, 2, . . . , m− 2
})

∪ (
⋃ {P−1

n [I2m−4 × I2m−2] : n ∈ N})
∪ (

⋃ {P−1
n [int(I2m−3)× {1}] : n ∈ N}) .

Sean x ∈ Ĺım
←−

C \ {(1, 1, . . .)} y n0 = mı́n{n ∈ N : xn 6= 1}.
Primero consideremos el caso n0 = 1. Si x1 ∈ int(I2k+1) para algún k ∈

{0, 1, 2, . . . , m−2}, tenemos, por (4) y (1), que x ∈ P−1
1 [int(I2k−1)×int(I2k+1)]
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si k > 0 o x ∈ P−1
1 [{0} × int(I1)] si k = 0. Si x1 ∈ I2k para algún k ∈

{0, 1, 2, . . . , m− 1}, tenemos, por (3) y (1), que x ∈ P−1
1 [I2k−2× I2k] si k > 0

o x ∈ P−1
1 [{0} × I0] si k = 0.

Veamos ahora el caso n0 > 1. Como (xn0 , 1) ∈ C, tenemos que 2m−4
2m−1

≤
xn0 . Si xn0 ∈ int(I2m−3), se tiene, por (4), que x ∈ P−1

n0−1[int(I2m−3) × {1}].
Si xn0 ∈ I2m−2, tenemos, por (3), que x ∈ P−1

n0
[I2m−4 × I2m−2]. Por último, si

xn0 ∈ I2m−4, entonces x ∈ P−1
n0−1[I2m−4 × I2m−2].

Como los abiertos P−1
1 [{0} × int(I1)], P−1

1 [int(I2k−1)× int(I2k+1)] con k ∈
{1, 2, . . . , m−2}, y P−1

n [int(I2m−3)×{1}] son conjuntos Fσ en Ĺım
←−

C, entonces,

por [Na3, 7.1], tenemos que dim
(
Ĺım
←−

C
)
≤ m. Además, por b), el espacio

Ĺım
←−

C contiene subespacios de dimensión m y, por tanto, dim
(
Ĺım
←−

C
)

= m.

Recordemos que el ĺımite inverso de un sistema inverso de continuos he-
reditariamente unicoherentes es un continuo hereditariamente unicoherente
(vea 2.3.18). Para terminar esta sección presentamos un ejemplo de un arco
K, que es hereditariamente unicoherente, contenido en I×I tal que su ĺımite
inverso generalizado no es hereditariamente unicoherente y tiene dimensión
infinita.

3.2.6 Ejemplo. Sea:

K = ({0} × I) ∪ (I × {0})
(vea Figura 3.8).

Por 3.1.9, el espacio Ĺım
←−

K es un continuo. Como I ×{0}× I ×{0} · · · ⊆
Ĺım
←−

K, tenemos que la dimensión de Ĺım
←−

K es infinita aún cuando dim(K) =

1. El conjunto K es hereditariamente unicoherente pero Ĺım
←−

K no lo es,

puesto que contiene copias de In y, por tanto, de circunferencias.

3.3. Funciones inducidas

En la presente sección, damos una condición para definir funciones de un
espacio a un ĺımite inverso generalizado, lo cual nos permite inducir funciones
entre este tipo de espacios. Además, mostramos que el producto de ĺımites
inversos generalizados y la suspensión de un ĺımite inverso generalizado son
ĺımites inversos generalizados.
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Figura 3.8: El conjunto K.

3.3.1 Teorema. Sean {Xn, An} una sucesión inversa de subconjuntos cerra-
dos, Y un espacio y, para cada n ∈ N, Hn : Y → An una función continua.
Si π1 ◦ Hn = π2 ◦ Hn+1 para cada n ∈ N (vea Figura 3.9), entonces existe
una única función continua H : Y → Ĺım

←−
An tal que Hn = Pn ◦H para cada

n ∈ N (vea Figura 3.10). A la función H se le llama función inducida por
{Hn : n ∈ N}.

Hn

Y An

Hn+1 π1

An+1 Xn+1

π2

Figura 3.9:

Demostración. Por 1.1.1, la función H : Y → ∏ {Xn : n ∈ N} definida
por H(y) = (π2 ◦Hn(y))n∈N es continua. Además, como:

P ′n(H(y)) = (π2 ◦Hn+1(y), π2 ◦Hn(y)) = (π1 ◦Hn(y), π2 ◦Hn(y)) = Hn(y),

tenemos que H[Y ] ⊆ Ĺım
←−

An y Hn = Pn ◦H para cada n ∈ N. Para probar
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H

Y Ĺım
←−

An

Hn Pn

An

Figura 3.10:

la unicidad de H, supongamos que una función H ′ : Y → Ĺım
←−

An es tal que

Hn = Pn ◦H ′ para cada n ∈ N. Entonces la n-ésima coordenada de H ′(y) es
π2 ◦ Pn ◦H ′(y) = π2 ◦Hn(y), lo cual nos indica que H = H ′.

3.3.2 Observación. Si ponemos Y = Ĺım
←−

An y Hn = Pn, por 3.1.3, se

satisface la hipótesis en 3.3.1, entonces existe una única función continua
H : Ĺım

←−
An → Ĺım

←−
An tal que Pn = Pn ◦H para cada n ∈ N. Como la función

identidad id : Ĺım
←−

An → Ĺım
←−

An tiene tal propiedad, podemos concluir que

H = id.

El siguiente teorema se refiere a productos de ĺımites inversos generaliza-
dos, el cual extiende la versión numerable de 2.1.17.

3.3.3 Teorema. Sean B un conjunto no vaćıo y {X(b)n, A(b)n} una sucesión
inversa de subconjuntos cerrados para cada b ∈ B. Dados b ∈ B y n ∈ N, sea
P (b)n la proyección de Ĺım

←−
A(b)n en A(b)n. Sean Xn =

∏{X(b)n : b ∈ B}
con proyecciones πn

b , Yn =
∏{X(b)n+1 × X(b)n : b ∈ B} con proyecciones

σn
b . Por último, sea hn : Yn → Xn+1 ×Xn el homeomorfismo tal que πi ◦ hn

es la función inducida por {πi ◦ σn
b : b ∈ B} (π1 ◦ σn

b = πn+1
b ◦ π1 ◦ hn y

π2◦σn
b = πn

b ◦π2◦hn). Entonces Xn+1 = π1[hn [
∏ {A(b)n : b ∈ B}]] y el espacio

Ĺım
←−

hn [
∏ {A(b)n : b ∈ B}] es homeomorfo a Y =

∏ {
Ĺım
←−

A(b)n : b ∈ B
}

.

Demostración. No es dif́ıcil ver que Xn+1 = π1[hn [
∏ {A(b)n : b ∈ B}]].

Denotemos por qb a la proyección de Y sobre Ĺım
←−

A(b)n y por Pn a

la proyección de Ĺım
←−

hn [
∏ {A(b)n : b ∈ B}] en hn [

∏ {A(b)n : b ∈ B}]. Sea
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Hn = hn ◦ kn, donde kn : Y → Yn es la función inducida por la fami-
lia {P (b)n ◦ qb : b ∈ B} (P (b)n ◦ qb = σn

b ◦ kn). Observemos que kn[Y ] ⊆∏ {A(b)n : b ∈ B}, entonces Hn[Y ] ⊆ hn [
∏ {A(b)n : b ∈ B}].

Como:

πn+1
b ◦ π2 ◦Hn+1 = πn+1

b ◦ π2 ◦ hn+1 ◦ kn+1 = π2 ◦ σn+1
b ◦ kn+1

= π2 ◦ P (b)n+1 ◦ qb = π1 ◦ P (b)n ◦ qb

= π1 ◦ σn
b ◦ kn = πn+1

b ◦ π1 ◦ hn ◦ kn

= πn+1
b ◦ π1 ◦Hn,

tenemos que π1 ◦ Hn = π2 ◦ Hn+1. Entonces, por 3.3.1, existe una función
continua H : Y → Ĺım

←−
hn [

∏ {A(b)n : b ∈ B}] tal que Hn = Pn ◦H.

Dado b ∈ B, sea H(b)n = σn
b ◦ h−1

n ◦ Pn. No es dif́ıcil ver que π1 ◦
H(b)n = π2 ◦H(b)n+1, entonces, por 3.3.1, existe una función continua Hb :
Ĺım
←−

hn [
∏ {A(b)n : b ∈ B}] → Ĺım

←−
A(b)n tal que σn

b ◦ h−1
n ◦ Pn = P (b)n ◦Hb.

Por tanto, existe una función continua H ′ : Ĺım
←−

hn [
∏ {A(b)n : b ∈ B}] → Y

tal que Hb = qb ◦H ′.
Como:

P (b)n ◦ qb ◦H ′ ◦H = P (b)n ◦Hb ◦H = σn
b ◦ h−1

n ◦ Pn ◦H =
= σn

b ◦ h−1
n ◦ hn ◦ kn = σn

b ◦ kn

= P (b)n ◦ qb,

tenemos que H ′ ◦H es la identidad en Y .
Como Hb ◦H = qb ◦H ′ ◦H = qb, tenemos:

σn
b ◦ h−1

n ◦ Pn ◦H ◦H ′ = P (b)n ◦Hb ◦H ◦H ′ = P (b)n ◦ qb ◦H ′

= P (b)n ◦Hb = σn
b ◦ h−1

n ◦ Pn,

y, por tanto, Pn ◦H ◦H ′ = Pn. Entonces, por 3.3.2, H ◦H ′ es la identidad
en Ĺım

←−
hn [

∏ {A(b)n : b ∈ B}]. Con lo cual queda probado que H es un ho-

meomorfismo.

El teorema 3.3.1 y el lema siguiente nos permitirán inducir funciones entre
ĺımites inversos generalizados.

3.3.4 Lema. Para n ∈ N, sea Ln : An → Bn una función continua en-
tre subconjuntos cerrados de Xn+1 ×Xn y Yn+1 × Yn, respectivamente. Son
equivalentes las proposiciones siguientes:
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(a) π1 ◦ Ln((x, v)) = π2 ◦ Ln+1((u, x)) cuando (u, x) ∈ An+1 y (x, v) ∈ An.

(b) Si x ∈ Xn+1∩π2[An+1], entonces existe y ∈ Yn+1 tal que Ln[{x}×Xn∩
An] ⊆ {y} × Yn y Ln+1[Xn+2 × {x} ∩ An+1] ⊆ Yn+2 × {y}.

Demostración. Primero probemos que (a) implica (b). Sea x ∈ Xn+1 ∩
π2[An+1], entonces existe (a, x) ∈ An+1.

Sea y = π2 ◦ Ln+1((a, x)). Tomemos (u, x) ∈ An+1 y (x, v) ∈ An. Por
hipótesis, tenemos que π1◦Ln((x, v)) = π2◦Ln+1((u, x)) = π2◦Ln+1((a, x)) =
y. Por tanto, Ln[{x} × Xn ∩ An] ⊆ {y} × Yn y Ln+1[Xn+2 × {x} ∩ An+1] ⊆
Yn+2 × {y}.

Ahora probemos que (b) implica (a). Sean (u, x) ∈ An+1 y (x, v) ∈ An.
Como x ∈ Xn+1 ∩ π2[An+1], tenemos, por hipótesis, que existe y ∈ Yn+1 tal
que Ln[{x}×Xn ∩An] ⊆ {y}×Yn y Ln+1[Xn+2×{x}∩An+1] ⊆ Yn+2×{y}.
Por tanto, π1 ◦ Ln((x, v)) = y = π2 ◦ Ln+1((u, x)).

3.3.5 Teorema. Sean {Xn, An} y {Yn, Bn} dos sucesiones inversas de sub-
conjuntos cerrados y, para cada n ∈ N, Ln : An → Bn una función continua.
Supongamos que π1(Ln(x, v)) = π2(Ln+1(u, x)) para cualesquiera n ∈ N,
(u, x) ∈ An+1 y (x, v) ∈ An. Entonces existe una única función continua
L : Ĺım

←−
An → Ĺım

←−
Bn tal que Ln ◦Pn = Qn ◦L, donde Qn es la proyección de

Ĺım
←−

Bn en Bn (vea Figura 3.11). A la función L se le llama función inducida

por {Ln : n ∈ N}.

L
Ĺım
←−

An Ĺım
←−

Bn

Pn Qn

An Bn

Ln

Figura 3.11:

Demostración. Claramente, la familia {Ln ◦Pn : Ĺım
←−

An → Bn : n ∈ N}
satisface la igualdad π1◦Ln◦Pn = π2◦Ln+1◦Pn+1 para cada n ∈ N. Entonces,
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por 3.3.1, existe una única función continua L : Ĺım
←−

An → Ĺım
←−

Bn tal que

Ln ◦ Pn = Qn ◦ L.

3.3.6 Teorema. Sean S = {Xn, fn} y S ′ = {Yn, gn} dos sucesiones inversas
de espacios T2 y l = {ln : n ∈ N} una función de S en S ′ (ln ◦ fn = gn ◦ ln+1

para cada n ∈ N). Dado n ∈ N, definimos Ln : fn → gn por Ln((x, fn(x))) =
(ln+1(x), ln(fn(x))) = (ln+1(x), gn(ln+1(x))). Entonces la función inducida por
l coincide con la función inducida por {Ln : n ∈ N}.

Demostración. Sea l∞ : ĺım
←−

{Xn, fn} → ĺım
←−

{Yn, gn} la función induci-

da por l. Recordemos que l∞ está definida por l∞((xn)n∈N) = (ln(xn))n∈N.
No es dif́ıcil ver que se satisfacen las hipótesis de 3.3.5 y que la función
L : Ĺım

←−
fn → Ĺım

←−
gn, garantizada por 3.3.5, está definida por L((xn)n∈N) =

(π2(Ln(xn+1, xn)))n∈N = (ln(xn))n∈N. Por tanto, L = h.

Ahora presentamos dos subespacios de I × I cuyos ĺımites inversos gene-
ralizados son homeomorfos.

3.3.7 Ejemplo. Sean:

Γ = ({0} × I) ∪ (I × {1})
(vea Figura 3.4) y

J = (I × {0}) ∪ ({1} × I)

(vea Figura 3.12).
Dado n ∈ N, definimos Ln : Γ → J por Ln((x, y)) = (1− x, 1− y). Cada

Ln es un homeomorfismo con inverso definido por L−1
n ((x, y)) = (1−x, 1−y).

Observemos que Ln+1[I × {y} ∩ Γ] ⊆ I × {1 − y} y Ln[{y} × I ∩ Γ] ⊆
{1 − y} × I para cada y ∈ I. Entonces, por 3.3.4 y 3.3.5, existen funciones
continuas L : Ĺım

←−
Γ → Ĺım

←−
J y L′ : Ĺım

←−
J → Ĺım

←−
Γ tales que Qn ◦L = Ln ◦Pn

y Pn ◦ L′ = L−1
n ◦Qn.

Como:

Pn ◦ L′ ◦ L = L−1
n ◦Qn ◦ L = L−1

n ◦ Ln ◦ Pn = Pn

y
Qn ◦ L ◦ L′ = Ln ◦ Pn ◦ L′ = Ln ◦ L−1

n ◦Qn = Qn,

se tiene, por 3.3.2, que L′ ◦ L = idĹım←−Γ y L ◦ L′ = idĹım←− J . Por tanto, los

espacios Ĺım
←−

Γ y Ĺım
←−

J son homeomorfos.
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Figura 3.12: El conjunto J .

En el ejemplo anterior, las funciones Ln son homeomorfismos. Esta con-
dición no es suficiente para que la función inducida L : Ĺım

←−
An → Ĺım

←−
Bn sea

un homeomorfismo (vea 3.3.9).

En general, no basta que cada Ln sea suprayectiva para que la función
inducida por {Ln : n ∈ N} lo sea, como lo mostraremos en los dos ejemplos
siguientes:

3.3.8 Ejemplo. Sean:

S1 =
({ei0} × {eiθ : 0 ≤ θ ≤ π}) ∪ ({eiθ : 0 ≤ θ ≤ π} × {eiπ})
∪ ({eiπ} × {eiθ : π ≤ θ ≤ 2π}) ∪ ({eiθ : π ≤ θ ≤ 2π} × {ei2π})
⊆ S1 × S1

(vea Figura 3.13) y

S2 = ([−1, 1]× {−1, 1}) ∪ ({−1, 1} × [−1, 1]) ⊆ [−1, 1]× [−1, 1]

(vea Figura 3.14).

La función Ln : S1 → S2 definida por Ln((eiθ, eiφ)) = (cos(θ), cos(φ))
es un homeomorfismo y, para cada eiθ ∈ S1, se satisfacen las contenciones
siguientes:

Ln+1[(S
1 × {eiθ}) ∩ S1] ⊆ [−1, 1]× {cos(θ)}

y
Ln[({eiθ} × S1) ∩ S1] ⊆ {cos(θ)} × [−1, 1].
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Figura 3.13: El conjunto S1.

Figura 3.14: El conjunto S2.
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Entonces, por 3.3.4 y 3.3.5, existe una función continua L : Ĺım
←−

S1 →
Ĺım
←−

S2 tal que Qn ◦ L = Ln ◦ Pn.

Observemos que (0, 1, 0, 1, . . .) ∈ Ĺım
←−

S2. Supongamos que x ∈ Ĺım
←−

S1 es

tal que L(x) = (0, 1, 0, 1, . . .), entonces:

(1, 0) = Q1 ◦ L(x) = L1 ◦ P1(x) = L1((x2, x1))
y

(1, 0) = Q3 ◦ L(x) = L3 ◦ P3(x) = L3((x4, x3)).

De modo que (x2, x1) = (x4, x3) = L−1
1 ((1, 0)) = (ei0, ei π

2 ). Pero (x3, x2) =
(ei π

2 , ei0) /∈ S1, lo cual contradice que x ∈ Ĺım
←−

S1. Por tanto L no es supra-

yectiva.

En el ejemplo siguiente, las funciones Ln : A → B son homeomorfismos
pero la función inducida por {Ln : n ∈ N} no es suprayectiva (compare con
2.2.5).

3.3.9 Ejemplo. Sean:

K = ({0} × I) ∪ (I × {0})
(vea Figura 3.8) y

G =
({0} × [

1
2
, 1

]) ∪ {(
x, 1

2
− x

)
: 0 ≤ x ≤ 1

2

} ∪ ([
1
2
, 1

]× {0})

(vea Figura 3.15).

Dado n ∈ N, definamos L2n−1 : G → K y L2n : G → K por:

L2n−1((x, y)) =

{
(0, 2y − 1) si x = 0
(x, 0) si x > 0

y

L2n((x, y)) =

{
(2x− 1, 0) si y = 0
(0, y) si y > 0.

Si y ∈ I, tenemos:

L2n [(I × {y}) ∩G] ⊆ I × {y}
y

L2n−1 [({y} × I) ∩G] ⊆ {y} × I.

Si y ∈ [
1
2
, 1

]
, entonces:
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Figura 3.15: El conjunto G.

L2n+1 [(I × {y}) ∩G] ⊆ I × {2y − 1}
y

L2n [({y} × I) ∩G] ⊆ {2y − 1} × I.

Por último, si y ∈ [
0, 1

2

]
, se tiene:

L2n+1 [(I × {y}) ∩G] ⊆ I × {0}
y

L2n [({y} × I) ∩G] ⊆ {0} × I.

Entonces, por 3.3.4 y 3.3.5, existe una función continua L : Ĺım
←−

G →
Ĺım
←−

K tal que Qn ◦ L = Ln ◦ Pn.

Observemos que
(
0, 1

2
, 0, 0, . . .

) ∈ Ĺım
←−

K. Supongamos que x ∈ Ĺım
←−

G es

tal que L(x) =
(
0, 1

2
, 0, 0, . . .

)
. Entonces:

(
1
2
, 0

)
= Q1 ◦ L(x) = L1 ◦ P1(x) = L1((x2, x1))

y
(0, 0) = Q3 ◦ L(x) = L3 ◦ P3(x) = L3((x4, x3)).

De modo que (x2, x1) = L−1
1

((
1
2
, 0

))
=

(
1
2
, 0

)
y (x4, x3) = L−1

3 ((0, 0)) =(
0, 1

2

)
. Pero (x3, x2) =

(
1
2
, 1

2

)
/∈ G, lo cual contradice que x ∈ Ĺım

←−
G. Por

tanto L no es suprayectiva.

Recordemos que una función continua f : X → Y definida en un espacio
T2 es perfecta si es cerrada y f−1(y) es compacto para cada y ∈ Y (vea
2.2.15). De 2.2.17, se deduce que: si l = {ln : n ∈ N} es una función entre
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sucesiones inversas, donde cada ln es perfecta, entonces la función inducida
por l es perfecta. En 3.3.11, mostramos el análogo a 2.2.17, para ĺımites
inversos generalizados.

3.3.10 Lema. Sean {Xn, An} una sucesión inversa de subconjuntos cerrados
y ΛA el conjunto de puntos a ∈ ∏ {An : n ∈ N} tales que π1(an) = π2(an+1).
Entonces el espacio Ĺım

←−
An es homeomorfo a ΛA.

Demostración. La función fA : Ĺım
←−

An → ΛA definida por fA(x) =

(Pn(x))n∈N tiene como inversa a la función gA : ΛA → Ĺım
←−

An definida por

gA(a) = (π2(an))n∈N.

3.3.11 Teorema. Sean {Xn, An} y {Yn, Bn} dos sucesiones inversas de sub-
conjuntos cerrados y {Ln : n ∈ N} una familia de funciones continuas
Ln : An → Bn tales que π1 ◦ Ln((x, v)) = π2 ◦ Ln+1((u, x)) si (u, x) ∈ An+1

y (x, v) ∈ An. Si cada Xn es T2 y cada Ln es una función perfecta, entonces
L : Ĺım

←−
An → Ĺım

←−
Bn, la función inducida por {Ln : n ∈ N}, también es

perfecta.

Demostración. Por [En, 3.7.9], la función:
∏ {Ln : n ∈ N} :

∏ {An : n ∈ N} → ∏ {Bn : n ∈ N}
es perfecta.

Como cada Xn es T2, tenemos que ΛA es un subconjunto cerrado de∏ {An : n ∈ N}. Entonces la función
∏ {Ln : n ∈ N} |ΛA

es perfecta.
Veamos que

∏ {Ln : n ∈ N} [ΛA] ⊆ ΛB. Sea a ∈ ΛA. Como an ∈ An y
π1(an) = π2(an+1), tenemos que π1 ◦ Ln(an) = π2 ◦ Ln+1(an+1). Por tanto, el
punto

∏ {Ln : n ∈ N} (a) = (Ln(an))n∈N ∈ ΛB.
Entonces

∏ {Ln : n ∈ N} |ΛA
: ΛA → ΛB es perfecta. No es dif́ıcil ver que

L = gB ◦
∏ {Ln : n ∈ N} |ΛA

◦fA (vea Figura 3.16) y, por tanto, la función
L : Ĺım

←−
An → Ĺım

←−
Bn es perfecta.

Para concluir esta sección, mostraremos que la suspensión de un ĺımite
inverso generalizado es un ĺımite inverso generalizado.

3.3.12 Definición. Sea J = [−1, 1]. La suspensión de un espacio X es el
espacio cociente:

Sus(X) = (X × J)/{X × {−1}, X × {1}},
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L
Ĺım
←−

An Ĺım
←−

Bn

fA gB

ΛA ΛB

G

Figura 3.16: En este diagrama la función G =
∏ {Ln : n ∈ N} |ΛA

.

de X × J . A la función cociente de X × J sobre Sus(X) la denotamos por
πX .

Recordemos que para una función continua f : X → Y y relaciones de
equivalencia E y F en X y Y , respectivamente. Si aEb implica que f(a)Ff(b),

entonces existe una única función continua f̃ : X/E → Y/F tal que σ ◦ f =

f̃ ◦ π, donde π es la función cociente de X sobre X/E y σ es la función
cociente de Y sobre Y/F , (vea Sección 1.3).

Dado un espacio X, denotamos por EX a la relación que determina la
partición:

{X × {−1}, X × {1}} ∪ {{(x, t)} : x ∈ X y − 1 < t < 1}
de X × J .

Sea f : X → Y una función continua y observemos que si (a, t)EX(b, s),
entonces (f(a), t)EY (f(b), s). Por tanto, existe una función continua Sus(f) :
Sus(X) → Sus(Y ) tal que πY ◦ (f × idJ) = Sus(f) ◦ πX .

Las funciones:

Sus(π1) : Sus(X × Y ) → Sus(X)
y

Sus(π2) : Sus(X × Y ) → Sus(Y )

inducen la función:

Sus(π1)× Sus(π2) : Sus(X × Y ) → Sus(X)× Sus(Y ),

la cual es un encaje.

3.3.13 Teorema. Sean {Xn, An} una sucesión inversa de subconjuntos ce-
rrados, donde cada Xn es compacto T2 y distinto del vaćıo. Para cada n ∈ N,
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sea:

hn = Sus(π1)× Sus(π2) : Sus(Xn+1 ×Xn) → Sus(Xn+1)× Sus(Xn).

Entonces Sus(Xn+1) = π1 [hn [Sus(An)]] y Sus(Ĺım
←−

An) es homeomorfo a

Ĺım
←−

hn [Sus(An)].

Demostración. Para probar que Sus(Xn+1) = π1 [hn [Sus(An)]], tome-
mos πXn+1((xn+1, t)) ∈ Sus(Xn+1). Como Xn+1 = π1[An], entonces existe
(xn+1, xn) ∈ An. Además:

π1 ◦ hn(πXn+1×Xn(((xn+1, xn), t))) = Sus(π1)(πXn+1×Xn(((xn+1, xn), t)))
= πXn+1 ◦ (π1 × idJ)(((xn+1, xn), t))
= πXn+1((xn+1, t)).

Esta serie de igualdades prueba que Sus(Xn+1) ⊆ π1 [hn [Sus(An)]], la
otra contención es clara.

Sean Y = Sus(Ĺım
←−

An) y, para cada n ∈ N, Hn = hn ◦ Sus(Pn) y Qn la

proyección de Ĺım
←−

hn [Sus(An)] en hn [Sus(An)].

Como hn ◦ Sus(Pn) = Sus(π1 ◦ Pn) × Sus(π2 ◦ Pn), tenemos que π1 ◦
Hn = π2 ◦ Hn+1, entonces, por 3.3.1, existe una función continua H : Y →
Ĺım
←−

hn [Sus(An)] tal que Hn = Qn ◦H.

Por 3.1.5, el espacio Ĺım
←−

An es compacto T2 distinto del vaćıo. No es dif́ıcil

ver que H es inyectiva y que Y es compacto T2.
Veamos que H es suprayectiva. Sea ŷ = ([(yn, tn)])n∈N ∈ Ĺım

←−
hn [Sus(An)].

Entonces ([(yn+1, tn+1)], [(yn, tn)]) = hn([((an, bn), sn)])=([(an, sn)], [(bn, sn)]),
con (an, bn) ∈ An. Por tanto, tn+1 = tn para cada n ∈ N.

Si t1 ∈ {−1, 1}, entonces la pareja (a, t1), con a ∈ Ĺım
←−

An, es tal que

H([(a, t1)]) = ŷ.
Si −1 < t1 < 1, tenemos que yn+1 = an y yn = bn, entonces (yn+1, yn) ∈

An y, por tanto, y = (yn)n∈N ∈ Ĺım
←−

An. Claramente, H([(y, t1)]) = ŷ.

Por tanto, H es un suprayectiva y, en consecuencia, es un homeomorfismo.

3.4. Productos fibrados

Esta sección está dedicada únicamente a presentar el teorema 3.4.1, refe-
rente a productos fibrados, concepto introducido por el profesor B. Pasynkov
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en los años 60’s del siglo pasado.
Sean f : X → Z y g : Y → Z funciones, definimos el producto fibrado

de f y g, el cual denotamos por f ×F g, como el espacio:

{(x, y) ∈ X × Y : f(x) = g(y)}.
Más generalmente, si fn : Xn → Z es una función para cada n ∈ N, definimos
el producto fibrado de {fn : n ∈ N}, el cual denotamos por

∏
F fn, como

el espacio {x ∈ ∏
Xn : fn(xn) = fn+1(xn+1) para cada n ∈ N}.

3.4.1 Teorema. Si Z es un espacio T2 y fn : Xn → Z es una función
continua y suprayectiva para cada n ∈ N, entonces cada producto fibrado
fn+1×F fn es un subespacio cerrado de Xn+1×Xn, que satisface π1[fn+1×F

fn] = Xn+1, y Ĺım
←−

(fn+1 ×F fn) =
∏

F fn.

Demostración. Consideremos las funciones fn+1 ◦ π1, fn ◦ π2 : Xn+1 ×
Xn → Z. Por [En, 1.5.4], tenemos que el conjunto:

G = {(x, y) ∈ Xn+1 ×Xn : fn+1 ◦ π1((x, y)) = fn ◦ π2((x, y))}
= {(x, y) ∈ Xn+1 ×Xn : fn+1(x) = fn(y)}
= fn+1 ×F fn

es cerrado en Xn+1 ×Xn.
Sea x ∈ Xn+1, por la suprayectividad de fn y fn+1, existe y ∈ Xn tal que

fn+1(x) = fn(y) y, por tanto, (x, y) ∈ fn+1×F fn. Con lo cual queda probado
que π1[fn+1 ×F fn] = Xn+1.

Ahora veamos que Ĺım
←−

(fn+1 ×F fn) =
∏

F fn. Si x ∈ Ĺım
←−

(fn+1 ×F fn),

tenemos que (xn+1, xn) ∈ fn+1×F fn para cada n ∈ N, entonces fn+1(xn+1) =
fn(xn) para cada n ∈ N y, en consecuencia, x ∈ ∏

F fn. Observemos que las
implicaciones anteriores son equivalencias, con lo cual se tiene la igualdad
deseada.



Caṕıtulo 4

Ĺımites inversos generalizados
sobre conjuntos dirigidos

En el caṕıtulo anterior analizamos algunas propiedades de sucesiones in-
versas de subconjuntos cerrados. Lo que haremos en este caṕıtulo es extender
dicha definición cambiando el conjunto de ı́ndices N por un conjunto dirigido
Λ.

A menos que se indique algo diferente, usaremos las mismas convenciones
del caṕıtulo anterior.

4.1. Definición y propiedades

4.1.1 Observación. En este caṕıtulo usamos tercias {X ,A, Λ}, donde Λ
es un conjunto dirigido por la relación ≤, X es una familia de espacios
{Xα : α ∈ Λ} y A = {Aαβ : α, β ∈ Λ con α ≤ β} es una familia de conjuntos.
A la tercia {X ,A, Λ} la abreviamos escribiendo {Xα, Aαβ, Λ}.

4.1.2 Definición. Un sistema inverso de subconjuntos cerrados es
una tercia {Xα, Aαβ, Λ} (vea 4.1.1); donde Λ es un conjunto dirigido por
la relación ≤, {Xα : α ∈ Λ} es una familia de espacios y, para cualesquiera
α, β ∈ Λ con α ≤ β, Aαβ es un subconjunto cerrado de Xβ ×Xα tales que:

(i) Aαα es la diagonal {(x, x) : x ∈ Xα} en Xα, y

(ii) Aαγ = Aαβ ◦ Aβγ cuando α ≤ β ≤ γ.

Los espacios Xα se llaman espacios coordenados del sistema.

65
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Observemos que si Λ = N, obtenemos las sucesión inversa {Xn, An} donde
An ⊆ Xn+1 ×Xn; en este caso Anm = An ◦ An+1 ◦ . . . ◦ Am−1.

Dada una familia de espacios {Xγ : γ ∈ Λ} denotaremos por p′αβ a la
proyección de

∏ {Xγ : γ ∈ Λ} sobre Xβ ×Xα.

4.1.3 Definición. El ĺımite inverso generalizado del sistema inverso de
subconjuntos cerrados {Xα, Aαβ, Λ}, al cual denotaremos por Ĺım

←−
Aαβ, es

el conjunto de puntos x ∈ ∏ {Xγ : γ ∈ Λ} tales que p′αβ(x) ∈ Aαβ para
cualesquiera α ≤ β.

Si A = Aαβ para cualesquiera α ≤ β, a Ĺım
←−

Aαβ lo escribimos como Ĺım
←−

A.

Denotaremos por pαβ a la restricción de p′αβ a Ĺım
←−

Aαβ.

4.1.4 Observación. Para cualesquiera α, β, γ ∈ Λ con α ≤ β ≤ γ, tenemos:

π1 ◦ pαβ = π2 ◦ pβγ.

(vea Figura 4.1)

pαβ

Ĺım
←−

Aαβ Aαβ

pβγ π1

Aβγ Xβ

π2

Figura 4.1:

4.1.5 Teorema. Si
{
Xα, fβ

α , Λ
}

es un sistema inverso de espacios T2, enton-
ces

{
Xα, fβ

α , Λ
}

es un sistema inverso de subconjuntos cerrados y los conjun-
tos Ĺım

←−
fβ

α y ĺım
←−

{
Xα, fβ

α , Λ
}

son iguales.

Demostración. Como cada Xα es T2, tenemos que cada fβ
α es un sub-

conjunto cerrado de Xβ×Xα (vea [Ku, Theorem 2, pág. 142]). Claramente, se
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satisface que π1[f
β
α ] = Xβ. Como

{
Xα, fβ

α , Λ
}

es un sistema inverso, entonces
se satisfacen (i) y (ii) de 4.1.2 y, por tanto,

{
Xα, fβ

α , Λ
}

es un sistema inverso
de subconjuntos cerrados.

Para ver que Ĺım
←−

fβ
α y ĺım

←−
{
Xα, fβ

α , Λ
}

son iguales, observemos que decir

(xβ, xα) ∈ fβ
α es equivalente a decir xα = fβ

α (xβ). Entonces x ∈ Ĺım
←−

fβ
α es

equivalente a x ∈ ĺım
←−

{
Xα, fβ

α , Λ
}
.

4.1.6 Proposición. Sea {Xα, Aαβ, Λ} un sistema inverso de subconjuntos
cerrados. Entonces:

Ĺım
←−

Aαβ =
⋂ {

(p′αβ)−1[Aαβ] : α, β ∈ Λ y α ≤ β
}
.

Demostración. Observemos que un punto x pertenece al espacio Ĺım
←−

Aαβ

si y sólo si p′αβ(x) ∈ Aαβ para cualesquiera α, β ∈ Λ con α ≤ β. Como

esta última condición equivale a x ∈ ⋂ {
(p′αβ)−1[Aαβ] : α, β ∈ Λ y α ≤ β

}
,

se tiene la igualdad deseada.

De manera análoga se prueba lo siguiente:

4.1.7 Proposición. Sea {Xα, Aαβ, Λ} un sistema inverso de subconjuntos
cerrados. Dado β ∈ Λ, definimos:

Cβ =
{
x ∈ ∏{Xγ : γ ∈ Λ} : p′αη(x) ∈ Aαη para α, η ∈ Λ con α ≤ η ≤ β

}
.

Entonces:

Cβ =
⋂ {

(p′αη)
−1[Aαη] : α, η ∈ Λ y α ≤ η ≤ β

}
.

De la dos proposiciones anteriores, deducimos que cada Cβ, aśı como
Ĺım
←−

Aαβ, son subconjuntos cerrados de
∏{Xγ : γ ∈ Λ}. Con ésto, obtenemos

el siguiente:

4.1.8 Teorema. Si {Xα, Aαβ, Λ} es un sistema inverso de subconjuntos ce-
rrados y cada Xα es un espacio compacto, entonces el espacio Ĺım

←−
Aαβ es

compacto.

En general, no sabemos si el espacio Ĺım
←−

Aαβ no es vaćıo cuando cada Xα

es compacto y no es vaćıo. Pero si Λ es un número ordinal, dicha implicación
es cierta, como veremos a continuación:



68 CAPÍTULO 4. LÍMITES INVERSOS GENERALIZADOS II

4.1.9 Teorema. Si {Xα, Aαβ, κ} es un sistema inverso de subconjuntos ce-
rrados, donde κ es un ordinal y cada Xα es un espacio compacto, entonces
pβ[Cβ] = Xβ para cada β ∈ κ, donde pβ es la proyección de

∏ {Xγ : γ ∈ Λ}
sobre Xβ. En particular, si cada Xα 6= ∅, entonces el espacio Ĺım

←−
Aαβ 6= ∅.

Demostración. No es dif́ıcil ver que C0 =
∏ {Xγ : γ ∈ κ}. Aśı que el

resultado es válido para β = 0.
Sean β ∈ κ, con 0 < β, y xβ ∈ Xβ. Construiremos un punto y ∈ Cβ

definiendo sus coordenadas del modo siguiente:
Para γ > β, sea yγ algún punto en Xγ y yβ = xβ.
Como π1[A0β] = Xβ, existe y0 ∈ X0 tal que (yβ, y0) ∈ A0β.
Sea γ ≤ β (0 < γ) y supongamos que se han hallado puntos yα ∈ Xα,

para α < γ, tales que:

a) (yβ, yα) ∈ Aαβ y

b) (yα, yα′) ∈ Aα′α para cualesquiera α′ ≤ α < γ.

Supongamos que γ = α + 1. Como (yβ, yα) ∈ Aαβ = Aαγ ◦ Aγβ, existe
yγ ∈ Xγ tal que (yβ, yγ) ∈ Aγβ y (yγ, yα) ∈ Aαγ. Además, como (yα, yα′) ∈
Aα′α para α′ ≤ α, tenemos que (yγ, yα′) ∈ Aα′γ = Aα′α ◦ Aαγ.

Veamos el caso donde γ es un ordinal ĺımite. Para α < γ, tenemos que
(yβ, yα) ∈ Aαβ = Aαγ ◦Aγβ, entonces existe yα

γ ∈ Xγ tal que (yβ, yα
γ ) ∈ Aγβ y

(yα
γ , yα) ∈ Aαγ. Por la compacidad de Xγ, la red {yα

γ : α < γ} tiene un punto
de adherencia yγ. No es dif́ıcil ver que (yβ, yγ) es un punto de adherencia de
{(yβ, yα

γ ) : α < γ} y, por tanto, (yβ, yγ) ∈ Aγβ. Para α′ ≤ α < γ, tenemos
que (yα, yα′) ∈ Aα′α, entonces (yα

γ , yα′) ∈ Aα′γ = Aα′α ◦ Aαγ. No es dif́ıcil ver
que (yγ, yα′) es un punto de adherencia de {(yα

γ , yα′) : α < γ} y, por tanto,
(yγ, yα′) ∈ Aα′γ.

En ambos casos, podemos encontrar un punto yγ ∈ Xγ tal que a) y b) se
satisfacen para α ≤ γ. El punto y, construido de esta forma, está en Cβ y es
tal que pβ(y) = xβ. Por tanto, Xβ ⊆ pβ[Cβ]. La otra contención es clara.

Para ver la segunda parte del Teorema, supongamos que cada Xα 6= ∅.
No es dif́ıcil ver que Cβ ⊆ Cη si η ≤ β. Entonces la familia de cerrados
{Cβ : β ∈ Λ} tiene la propiedad de la intersección finita y, por tanto, el es-
pacio Ĺım

←−
Aαβ =

⋂ {Cβ : β ∈ Λ} no es vaćıo.

Terminamos esta sección con el siguiente:
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4.1.10 Problema. Encontrar condiciones necesarias y/o suficientes para
que el espacio Ĺım

←−
Aαβ sea un continuo.

Lo que creemos es que si los espacios Xα son continuos hereditariamente
unicoherentes y los conjuntos ({x} × Xα) ∩ Aαβ son continuos, entonces el
espacio Ĺım

←−
Aαβ es un continuo.

4.2. Funciones inducidas

En la presente sección, extendemos algunos de los resultados de la Sec-
ción 3.3; damos una condición para inducir funciones de un espacio al ĺımite
inverso generalizado de un sistema inverso de subconjuntos cerrados y pre-
sentamos un teorema referente a productos de estos nuevos espacios.

4.2.1 Teorema. Sean {Xα, Aαβ, Λ} un sistema inverso de subconjuntos ce-
rrados y Y un espacio. Si H = {Hαβ : α, β ∈ Λ con α ≤ β} es una familia
de funciones continuas Hαβ : Y → Aαβ tales que π1 ◦ Hαβ = π2 ◦ Hβγ para
cualesquiera α ≤ β ≤ γ (vea Figura 4.2), entonces existe una única función
continua H : Y → Ĺım

←−
Aαβ tal que Hαβ = pαβ ◦H para cualesquiera α ≤ β

(vea Figura 4.3). A la función H se le llama función inducida por H.

Hαβ

Y Aαβ

Hβγ π1

Aβγ Xβ

π2

Figura 4.2:

Demostración. Por 1.1.1. la función H : Y → ∏{Xγ : γ ∈ Λ} definida
por H(y) = (π2(Hαα(y)))α∈Λ es continua.

Veamos que H(y) ∈ Ĺım
←−

Aαβ. Sean α, β ∈ Λ con α ≤ β, queremos probar

que pαβ(H(y)) ∈ Aαβ, lo cual obtenemos por la serie de igualdades:

pαβ(H(y)) = (π2(Hββ(y)), π2(Hαα(y))) = (π1(Hαβ(y)), π1(Hαα(y)))
= (π1(Hαβ(y)), π2(Hαβ(y))) = Hαβ(y) ∈ Aαβ.
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H

Y Ĺım
←−

Aαβ

Hαβ pαβ

Aαβ

Figura 4.3:

Por lo anterior, Hαβ = pαβ ◦H para cualesquiera α, β ∈ Λ y, claramente,
H es la única con esta propiedad.

4.2.2 Observación. Si ponemos Y = Ĺım
←−

Aαβ y Hαβ = pαβ, por 4.1.4, se

satisface la hipótesis en 4.2.1, entonces existe una única función continua
H : Ĺım

←−
Aαβ → Ĺım

←−
Aαβ tal que pαβ = pαβ ◦ H para cualesquiera α, β ∈ Λ.

Como la función identidad id : Ĺım
←−

Aαβ → Ĺım
←−

Aαβ tiene tal propiedad,

podemos concluir que H = id.

La propiedad enunciada en 4.2.1 caracteriza a Ĺım
←−

Aαβ, lo cual enunciamos

en el teorema siguiente (compare con 2.1.8).

4.2.3 Teorema. Sean {Xα, Aαβ, Λ} un sistema inverso de subconjuntos ce-
rrados, Y un espacio y H = {Hαβ : α, β ∈ Λ con α ≤ β} una familia de
funciones continuas Hαβ : Y → Aαβ tales que π1 ◦ Hαβ = π2 ◦ Hβγ para
cualesquiera α ≤ β ≤ γ. Sea H : Y → Ĺım

←−
Aαβ la función inducida por H

(Hαβ = pαβ ◦H para cualesquiera α, β ∈ Λ). Si {Y, H} tiene la propiedad:

(∗) Si Z es un espacio y Q = {Qαβ : α, β ∈ Λ con α ≤ β} es una familia de
funciones continuas Qαβ : Z → Aαβ tales que π1 ◦Qαβ = π2 ◦Qβγ para
cualesquiera α ≤ β ≤ γ, entonces existe una única función continua
Q : Z → Y tal que Qαβ = Hαβ ◦Q para cualesquiera α ≤ β.

Entonces H es un homeomorfismo.

Demostración. Primero observemos que, por 4.2.2, la única función con-
tinua g : Ĺım

←−
Aαβ → Ĺım

←−
Aαβ tal que pαβ = pαβ ◦g para cualesquiera α, β ∈ Λ
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es la función identidad en Ĺım
←−

Aαβ. De manera análoga, por (∗), la única fun-

ción continua g : Y → Y tal que Hαβ = Hαβ ◦ g para cualesquiera α, β ∈ Λ
es la función identidad en Y .

Por (∗), existe una función continua P : Ĺım
←−

Aαβ → Y tal que pαβ =

Hαβ ◦ P para cualesquiera α, β ∈ Λ.
Observemos que pαβ ◦ (H ◦ P ) = Hαβ ◦ P = pαβ y Hαβ ◦ (P ◦ H) =

pαβ ◦ H = Hαβ para cualesquiera α, β ∈ Λ, entonces, por la observación al
principio de la demostración, H es un homeomorfismo.

En 2.1.17, vimos que el producto de ĺımites inversos es homeomorfo a
un ĺımite inverso. En el siguiente teorema extendemos 2.1.17 para el caso de
ĺımites inversos generalizados (compare con 3.3.3).

4.2.4 Teorema. Sea B un conjunto no vaćıo y supongamos que, para cada
b ∈ B, S(b) =

{
Xb

α, Ab
αβ, Λ

}
es un sistema inverso de subconjuntos cerrados

cuyo ĺımite inverso generalizado es Ĺım
←−

Ab
αβ. Para cada α ∈ Λ, sea Xα =

∏{Xb
α : b ∈ B} con proyecciones πb

α. Dados α ≤ β, sean Yαβ =
∏{Xb

β×Xb
α :

b ∈ B} con proyecciones σb
αβ y gαβ : Yαβ → Xβ×Xα el homeomorfismo tal que

πi◦gαβ es la función inducida por la familia {πi◦σb
αβ : b ∈ B} (π1◦σb

αβ = πb
β ◦

π1 ◦gαβ y π2 ◦σb
αβ = πb

α ◦π2 ◦gαβ). Entonces
{
Xα, gαβ

[∏ {
Ab

αβ : b ∈ B
}]

, Λ
}

es un sistema inverso de subconjuntos cerrados y Ĺım
←−

gαβ

[∏ {
Ab

αβ : b ∈ B
}]

es homeomorfo a Y =
∏ {

Ĺım
←−

Ab
αβ : b ∈ B

}
.

Demostración. Dado b ∈ B, sea qb la proyección de Y en Ĺım
←−

Ab
αβ y, para

α ≤ β, sea pb
αβ la proyección Ĺım

←−
Ab

αβ en Ab
αβ. Para α ≤ β, sea Hαβ = gαβ◦kαβ,

donde kαβ : Y → Yαβ es la función inducida por la familia
{
pb

αβ ◦ qb : b ∈ B
}

(pb
αβ ◦ qb = σb

αβ ◦ kαβ). Observemos que kαβ[Y ] ⊆ ∏ {
Ab

αβ : b ∈ B
}
, entonces

Hαβ[Y ] ⊆ gαβ

[∏ {
Ab

αβ : b ∈ B
}]

.

Como π1[A
b
αβ] = Xb

β, tenemos que π1

[
gαβ

[∏ {
Ab

αβ : b ∈ B
}]]

= Xβ.

Además, como los conjuntos cerrados Ab
αα son las diagonales en Xb

α × Xb
α,

entonces gαα

[∏ {
Ab

αα : b ∈ B
}]

es la diagonal en Xα×Xα. De manera análo-
ga, las igualdades Ab

αγ = Ab
αβ ◦ Ab

βγ, implican que:

gαγ

[∏ {
Ab

αγ : b ∈ B
}]

= gαβ

[∏ {
Ab

αβ : b ∈ B
}] ◦ gβγ

[∏ {
Ab

βγ : b ∈ B
}]

.

Por tanto, la familia
{
Xα, gαβ

[∏ {
Ab

αβ : b ∈ B
}]

, Λ
}

es un sistema inverso
de subconjuntos cerrados.
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Para α ≤ β, sea pαβ la proyección de Ĺım
←−

gαβ

[∏ {
Ab

αβ : b ∈ B
}]

en

gαβ

[∏ {
Ab

αβ : b ∈ B
}]

.
Veamos que, para α ≤ β ≤ γ, se cumple la igualdad π1 ◦Hαβ = π2 ◦Hβγ.

Es suficiente probar que πb
β ◦ π1 ◦ Hαβ = πb

β ◦ π2 ◦ Hβγ para cada b ∈ B, lo
cual obtenemos de las igualdades:

πb
β ◦ π2 ◦Hβγ = πb

β ◦ π2 ◦ gβγ ◦ kβγ = π2 ◦ σb
βγ ◦ kβγ = π2 ◦ pb

βγ ◦ qb

= π1 ◦ pb
αβ ◦ qb = π1 ◦ σb

αβ ◦ kαβ = πb
β ◦ π1 ◦ gαβ ◦ kαβ

= πb
β ◦ π1 ◦Hαβ,

Como π1 ◦ Hαβ = π2 ◦ Hβγ para cualesquiera α ≤ β ≤ γ, por 4.2.1,
existe una función continua H : Y → Ĺım

←−
gαβ

[∏ {
Ab

αβ : b ∈ B
}]

tal que

Hαβ = pαβ ◦H.
Dados b ∈ B y α ≤ β, sea fαβ = σb

αβ ◦ g−1
αβ ◦ pαβ. No es dif́ıcil ver

que π2 ◦ fβγ = π1 ◦ fαβ. Entonces, por 4.2.1, existe una función continua
fb : Ĺım

←−
gαβ

[∏ {
Ab

αβ : b ∈ B
}] → Ĺım

←−
Ab

αβ tal que σb
αβ ◦ g−1

αβ ◦ pαβ = pb
αβ ◦ fb

y, por tanto, una función continua f : Ĺım
←−

gαβ

[∏ {
Ab

αβ : b ∈ B
}] → Y tal

que fb = qb ◦ f .
Como:

pb
αβ ◦ qb ◦ f ◦H = pb

αβ ◦ fb ◦H = σb
αβ ◦ g−1

αβ ◦ pαβ ◦H = σb
αβ ◦ g−1

αβ ◦Hαβ

= σb
αβ ◦ g−1

αβ ◦ gαβ ◦ kαβ = σb
αβ ◦ kαβ = pb

αβ ◦ qb,

tenemos que qb = qb ◦ f ◦H y, por tanto, f ◦H es la función identidad en Y .
Además, como qb = qb ◦ f ◦H = fb ◦H, tenemos que:

σb
αβ ◦ g−1

αβ ◦ pαβ ◦H ◦ f = pb
αβ ◦ fb ◦H ◦ f = pb

αβ ◦ qb ◦ f = pb
αβ ◦ fb

= σb
αβ ◦ g−1

αβ ◦ pαβ,

lo cual implica que pαβ ◦ H ◦ f = pαβ. Entonces, por 4.2.2, H ◦ f es la
identidad en Ĺım

←−
gαβ

[∏ {
Ab

αβ : b ∈ B
}]

. Con lo cual queda probado que H

es un homeomorfismo.

En 3.3.13, vimos que si {Xn, An} es una sucesión inversa de subconjuntos
cerrados, donde cada Xn es compacto T2 y distinto del vaćıo, entonces existe
una sucesión inversa de subconjuntos cerrados cuyo ĺımite inverso generaliza-
do es homeomorfo a Sus(Ĺım

←−
An). Para el caso no numerable, haciendo unas

claras modificaciones de la prueba de 3.3.13, podemos ver que la suspensión



4.2. FUNCIONES INDUCIDAS 73

de Ĺım
←−

Aαβ, cuando cada Xα es compacto T2, también es un ĺımite inverso

generalizado.

El Teorema 4.2.1 nos permite inducir funciones entre espacios de la forma
Ĺım
←−

Aαβ (compare con 3.3.5).

4.2.5 Teorema. Sean {Xα, Aαβ, Λ} y {Yα, Bαβ, Λ} dos sistemas inversos de
subconjuntos cerrados y L = {Lαβ : α, β ∈ Λ con α ≤ β} una familia de
funciones continuas Lαβ : Aαβ → Bαβ. Si para cualesquiera α ≤ β ≤ γ,
(u, x) ∈ Aβγ y (x, v) ∈ Aαβ se tiene que π1 ◦ Lαβ((x, v)) = π2 ◦ Lβγ((u, x)),
entonces existe una única función continua LΛ : Ĺım

←−
Aαβ → Ĺım

←−
Bαβ tal que

Lαβ ◦ pαβ = qαβ ◦ LΛ para cualesquiera α ≤ β (vea Figura 4.4), donde qαβ

es la proyección de Ĺım
←−

Bαβ en Bαβ. A la función LΛ se le llama función

inducida por L.

LΛ

Ĺım
←−

Aαβ Ĺım
←−

Bαβ

pαβ qαβ

Aαβ Bαβ

Lαβ

Figura 4.4:

Demostración. Claramente, la familia {Lαβ ◦ pαβ : α, β ∈ Λ y α ≤ β}
satisface que π1 ◦ Lαβ ◦ pαβ = π2 ◦ Lβγ ◦ pβγ para cualesquiera α ≤ β ≤
γ, entonces, por 4.2.1, existe una única función continua LΛ : Ĺım

←−
Aαβ →

Ĺım
←−

Bαβ tal que Lαβ ◦ pαβ = qαβ ◦ LΛ para cualesquiera α ≤ β.

4.2.6 Teorema. Sean S =
{
Xα, fβ

α , Λ
}

y S ′ =
{
Yα, gβ

α, Λ
}

dos sistemas in-
versos de espacios T2, l = {lα : α ∈ Λ} una función de S en S ′ (lα◦fβ

α = gβ
α◦lβ)

y lΛ : ĺım
←−

{
Xα, fβ

α , Λ
} → ĺım

←−
{
Yα, gβ

α, Λ
}

la función inducida por l (lα ◦ fΛ
α =

gΛ
α ◦ lΛ). Definimos Lαβ : fβ

α → gβ
α por Lαβ((x, fβ

α (x))) = (lβ(x), lα(fβ
α (x))).

Entonces para cualesquiera α ≤ β ≤ γ, (u, x) ∈ fγ
β y (x, v) ∈ fβ

α , se tiene
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que π1 ◦ Lαβ((x, v)) = π2 ◦ Lβγ((u, x)) y la función LΛ : Ĺım
←−

fβ
α → Ĺım

←−
gβ

α

garantizada por 4.2.5 coincide con lΛ.

Demostración. La función Lαβ está bien definida puesto que:

Lαβ((x, fβ
α (x))) = (lβ(x), lα(fβ

α (x))) = (lβ(x), gβ
α(lβ(x))).

Es claro que:

π1 ◦Lαβ((fγ
β (x), fβ

α (fγ
β (x))) = π1 ◦Lαβ((fγ

β (x), fγ
α(x))) = π2 ◦Lβγ((x, fγ

β (x)))

para cualesquiera α ≤ β ≤ γ.
Sea LΛ : Ĺım

←−
fβ

α → Ĺım
←−

gβ
α la función inducida por {Lαβ : α, β ∈ Λ}.

Recordemos que LΛ está definida por:

LΛ(x) = (π2(Lαα ◦ pαα(x)))α∈Λ = (π2(Lαα(xα, xα)))α∈Λ
= (π2((lα(xα), lα(xα))))α∈Λ = (lα(xα))α∈Λ.

Por 2.2.2, vemos que lΛ y LΛ son iguales.



Caṕıtulo 5

Ĺımites inversos y otras
propiedades

En el Caṕıtulo 2 revisamos algunas propiedades de los sistemas inversos
y sus ĺımites. En este último caṕıtulo usamos sistemas inversos para probar,
en 5.2.23, que los continuos periféricamente metrizables que son hereditaria-
mente indescomponibles tienen hiperespacios 2X y Cn(X) únicos. Además,
probamos tres resultados (5.3.16, 5.3.22 y 5.4.7) que se refieren a sucesio-
nes inversas; es decir, cuando el conjunto de ı́ndices Λ de un sistema inverso{
Xα, fβ

α , Λ
}

es el conjunto de los números naturales N.

5.1. Hiperespacios y ĺımites inversos

En la Sección 1.2, analizamos propiedades de algunos hiperespacios, en
particular, vimos que cada función f : X → Y entre espacios T2 induce
una función entre los hiperespacios K(X) y K(Y ). En el siguiente teorema,
mostramos que cada sistema inverso {Xα, fβ

α , Λ} induce un sistema inverso
de los hiperespacios K(Xα) cuyo ĺımite es un hiperespacio de XΛ.

5.1.1 Teorema. Si S = {Xα, fβ
α , Λ} es un sistema inverso de espacios T2,

entonces la familia K(S) = {K(Xα),K(fβ
α ), Λ} es un sistema inverso y el

espacio ĺım
←−
K(S) es homeomorfo al hiperespacio K

(
ĺım
←−

S
)
.

Demostración. Claramente K(fα
α ) es la función identidad en K(Xα) y

K(fγ
α) = K(fβ

α ) ◦ K(fγ
β ) para cualesquiera α ≤ β ≤ γ. Entonces K(S) es un

sistema inverso. Sea gα la proyección de ĺım
←−
K(S) en K(Xα).

75
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Las funciones K(fΛ
α ) : K

(
ĺım
←−

S
)
→ K(Xα) son tales que K(fΛ

α ) = K(fβ
α )◦

K(fΛ
β ) para cualesquiera α ≤ β, lo cual quiere decir que la familia h ={K(fΛ

α ) : α ∈ Λ
}

es una función de K
(
ĺım
←−

S
)

en K(S). Sea h : K
(
ĺım
←−

S
)
→

ĺım
←−
K(S) la función inducida por h (K(fΛ

α ) = gα ◦ h).

Probaremos que
{
K

(
ĺım
←−

S
)

, h
}

tiene la propiedad (∗) de 2.1.8.

Sean Z un espacio y q = {qα : α ∈ Λ} una función de Z en K(S).
Para z ∈ Z, la familia S(z) =

{
qα(z), fβ

α | qβ(z), Λ
}

es un sistema inverso de
espacios compactos T2 no vaćıos y con funciones de ligadura suprayectivas.
Por 2.2.9, el espacio ĺım

←−
S(z) es compacto y no es vaćıo. Observemos que el

espacio ĺım
←−

S(z) está contenido en XΛ = ĺım
←−

S. Definamos q : Z → K(XΛ)

por q(z) = ĺım
←−

S(z).

Por 2.2.14, deducimos que qα = K(fΛ
α ) ◦ q para cada α ∈ Λ.

Veamos que la función q es continua. De la demostración de 1.2.3, sabemos
que:

K(fΛ
α )−1 [〈Uα〉 ∩ K(Xα)] = 〈(fΛ

α )−1[Uα]〉 ∩ K(XΛ)

y que:

K(fΛ
α )−1 [〈Xα, Uα〉 ∩ K(Xα)] = 〈XΛ, (fΛ

α )−1[Uα]〉 ∩ K(XΛ).

Entonces:

q−1
α [〈Uα〉 ∩ K(Xα)] = (K(fΛ

α ) ◦ q)−1 [〈Uα〉 ∩ K(Xα)]
= q−1[K(fΛ

α )−1 [〈Uα〉 ∩ K(Xα)]]
= q−1[〈(fΛ

α )−1[Uα]〉 ∩ K(XΛ)]

y
q−1
α [〈Xα, Uα〉 ∩ K(Xα)] = (K(fΛ

α ) ◦ q)−1 [〈Xα, Uα〉 ∩ K(Xα)]
= q−1[K(fΛ

α )−1 [〈Xα, Uα〉 ∩ K(Xα)]]
= q−1[〈XΛ, (fΛ

α )−1[Uα]〉 ∩ K(XΛ)].

Por 1.2.1 y las igualdades anteriores, tenemos que q es continua.
Si r : Z → K(XΛ) es una función continua tal que qα = K(fΛ

α ) ◦ r para
cada α ∈ Λ, entonces:

r(z) = ĺım
←−

{
fΛ

α [r(z)], fβ
α |fΛ

β [r(z)], Λ
}

= ĺım
←−

{
K(fΛ

α )(r(z)), fβ
α |K(fΛ

β )(r(z)), Λ
}

= ĺım
←−

{
K(fΛ

α ) ◦ r(z), fβ
α |K(fΛ

β )◦r(z), Λ
}

= ĺım
←−

{
qα(z), fβ

α |qβ(z), Λ
}

= ĺım
←−

S(z) = q(z).
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Entonces, por 2.1.8, la función h es un homeomorfismo.

Tenemos resultados similares a 5.1.1 para Cn(XΛ) y Fn(XΛ).

5.1.2 Teorema. Si S = {Xα, fβ
α , Λ} es un sistema inverso de espacios T2, en-

tonces Cn(S) =
{Cn(Xα), Cn(fβ

α ), Λ
}

y Fn(S) =
{Fn(Xα),Fn(fβ

α ), Λ
}

son sis-

temas inversos, el espacio ĺım
←−
Cn(S) es homeomorfo al hiperespacio Cn

(
ĺım
←−

S
)

y el espacio ĺım
←−
Fn(S) es homeomorfo al hiperespacio Fn

(
ĺım
←−

S
)
.

Demostración. Claramente, Cn(S) y Fn(S) son sistemas inversos.
Observemos que el homeomorfismo h, del teorema anterior, está definido

por h(C) =
(K(fΛ

α )(C)
)

α∈Λ =
(
fΛ

α [C]
)

α∈Λ
.

Veamos que:

h
[
Cn

(
ĺım
←−

S
)]

= ĺım
←−
Cn(S).

Si (Dα)α∈Λ ∈ ĺım
←−
Cn(S), tenemos que cada Dα tiene a lo más n compo-

nentes y fβ
α [Dβ] = Cn(fβ

α )(Dβ) = Dα. Entonces, por 2.3.6, el espacio C =
ĺım
←−

{
Dα, fβ

α |Dβ
, Λ

}
tiene a lo más n componentes y, por 2.2.14, fΛ

α [C] = Dα.

Por tanto, C ∈ Cn

(
ĺım
←−

S
)

y h(C) =
(
fΛ

α [C]
)

α∈Λ = (Dα)α∈Λ.

Para probar la otra contención, observemos que si C ∈ Cn

(
ĺım
←−

S
)
, enton-

ces cada fΛ
α [C] tiene a lo más n componentes, Cn(fβ

α )(fΛ
β [C]) = fβ

α [fΛ
β [C]] =

fΛ
α [C] y h(C) =

(
fΛ

α [C]
)

α∈Λ
. Por tanto, h(C) ∈ ĺım

←−
Cn(S).

Del mismo modo, se obtiene la siguiente igualdad:

h
[
Fn

(
ĺım
←−

S
)]

= ĺım
←−
Fn(S).

Como una consecuencia inmediata a 5.1.1, tenemos el siguiente:

5.1.3 Corolario. Si S = {Xα, fβ
α , Λ} es un sistema inverso de espacios com-

pactos T2, entonces 2S = {2Xα , 2fβ
α , Λ} es un sistema inverso y ĺım

←−
2S es ho-

meomorfo a 2
ĺım←−S

.
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5.2. Unicidad de hiperespacios 2X y Cn(X)

En [Na2], el profesor Sam Nadler Jr. probó que los continuos métricos
que son hereditariamente indescomponibles tienen hiperespacio C(X) único,
y Sergio Maćıas probó que estos continuos tienen hiperespacios 2X y Cn(X)
únicos (vea [M1, pág. 416] y [M2, 6.1], respectivamente). Más tarde, I. Lončar
probó que los continuos periféricamente metrizables (vea 5.2.16) hereditaria-
mente indescomponibles tienen hiperespacio C(X) único (vea [Lo, Theorem
2.4]).

En esta sección probamos, usando las técnicas de I. Lončar, que los conti-
nuos periféricamente metrizables que son hereditariamente indescomponibles
también tienen hiperespacios 2X y Cn(X) únicos.

5.2.1 Definición. Un conjunto dirigido Λ es σ-completo si para cada su-
cesión {αn : n ∈ N} en Λ existe sup{αn : n ∈ N} ∈ Λ.

Sean S = {Xα, fβ
α , Λ} un sistema inverso y Σ ⊆ Λ una cadena con-

juntista (para cualesquiera α, β ∈ Σ se tiene que α ≤ β o que β ≤ α) con
γ = supΣ ∈ Λ. Observemos que la familia {fγ

α : α ∈ Σ} es una función de
Xγ en S ′ = {Xα, fβ

α , Σ} (vea Figura 5.1).

Xγ

fγ
α fγ

β

Xα Xβ

fβ
α

Figura 5.1:

5.2.2 Definición. Un sistema inverso {Xα, fβ
α , Λ} es continuo si para cada

cadena conjuntista Σ ⊆ Λ, con γ = supΣ ∈ Λ, se tiene que la función
inducida por {fγ

α : α ∈ Σ} es un homeomorfismo.

5.2.3 Teorema. Sea S = {Xα, fβ
α , Λ} un sistema inverso continuo de espa-

cios compactos T2. Si A es un subconjunto cerrado de XΛ, entonces el sistema
inverso {fΛ

α [A], fβ
α |fΛ

β [A], Λ} es continuo.
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Demostración. Sean Σ una cadena conjuntista en Λ, con γ = supΣ ∈ Λ,
y hγ : Xγ → ĺım

←−
{Xα, fβ

α , Σ} la función inducida por {fγ
α : α ∈ Σ} (fγ

α =

fΣ
α ◦ hγ). Como S es un sistema inverso continuo, tenemos que hγ es un

homeomorfismo.
Por 2.1.19, tenemos que

hγ

[
fΛ

γ [A]
]

= ĺım
←−

{
fΣ

α

[
hγ

[
fΛ

γ [A]
]]

, fβ
α |fΣ

β [hγ[fΛ
γ [A]]], Σ

}

= ĺım
←−

{
fγ

α

[
fΛ

γ [A]
]
, fβ

α |fγ
β [fΛ

γ [A]], Σ
}

= ĺım
←−

{
fΛ

α [A], fβ
α |fΛ

β [A], Σ
}

.

Como el homeomorfismo hγ |fΛ
γ [A]: fΛ

γ [A] → ĺım
←−

{
fΛ

α [A], fβ
α |fΛ

β [A], Σ
}

sa-

tisface que fγ
α |fΛ

γ [A]= fΣ
α ◦ hγ |fΛ

γ [A] para cada α ∈ Σ, por 2.1.6, deducimos
que hγ |fΛ

γ [A] es la función inducida por {fγ
α |fΛ

γ [A]: α ∈ Σ}. Por tanto, el

sistema inverso {fΛ
α [A], fβ

α |fΛ
β [A], Λ} es continuo.

5.2.4 Teorema. Si S = {Xα, fβ
α , Λ} es un sistema inverso continuo de espa-

cios T2, entonces K(S) = {K(Xα),K(fβ
α ), Λ}, Cn(S) = {Cn(Xα), Cn(fβ

α ), Λ} y
Fn(S) = {Fn(Xα),Fn(fβ

α ), Λ} son sistemas inversos continuos.

Demostración. Probaremos el teorema para K(S). Sean Σ una cadena
conjuntista en Λ, con γ = supΣ ∈ Λ, y hγ : Xγ → ĺım

←−
{Xα, fβ

α , Σ} función

inducida por {fγ
α : α ∈ Σ} (fγ

α = fΣ
α ◦ hγ).

Como S es un sistema inverso continuo, tenemos que hγ es un homeo-
morfismo y, como fγ

α = fΣ
α ◦ hγ, se tiene que K(fγ

α) = K(fΣ
α ) ◦ K(hγ).

Denotemos por qΣ
α a la proyección de ĺım

←−
{K(Xα),K(fβ

α ), Σ} en K(Xα).

De la demostración de 5.1.1, sabemos que existe un homeomorfismo

h : K
(
ĺım
←−
{Xα, fβ

α , Σ}
)
→ ĺım

←−
{K(Xα),K(fβ

α ), Σ} tal que K(fΣ
α ) = qΣ

α ◦ h.

Entonces K(fγ
α) = K(fΣ

α ) ◦ K(hγ) = qΣ
α ◦ h ◦ K(hγ).

Sea g : K(Xγ) → ĺım
←−
{K(Xα),K(fβ

α ), Σ} la función inducida por {K(fγ
α) :

α ∈ Σ}. La función g es la única con la propiedad de queK(fγ
α) = qΣ

α◦g. Como
la función h ◦ K(hγ) tiene dicha propiedad, deducimos que g = h ◦ K(hγ).
Por tanto, la función inducida por {K(fγ

α) : α ∈ Σ} es un homeomorfismo y,
en consecuencia, K(S) es un sistema inverso continuo.

Para probar que Cn(S) y Fn(S) son sistemas inversos continuos, usamos la
demostración anterior cambiando K por Cn y Fn, respectivamente, y usamos
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5.1.2 en lugar de 5.1.1.

5.2.5 Definición. Un sistema inverso S = {Xα, fβ
α , Λ} es σ-completo si S

es un sistema inverso continuo y Λ es σ-completo.

5.2.6 Teorema. Si S = {Xα, fβ
α , Λ} es un sistema inverso σ-completo de es-

pacios T2, entonces K(S) = {K(Xα),K(fβ
α ), Λ}, Cn(S) = {Cn(Xα), Cn(fβ

α ), Λ}
y Fn(S) = {Fn(Xα),Fn(fβ

α ), Λ} son sistemas inversos σ-completos.

Demostración. Como Λ es σ-completo, sólo resta probar que K(S),
Cn(S) y Fn(S) son sistemas inversos continuos, lo cual se obtiene de 5.2.4.
Por tanto, K(S), Cn(S) y Fn(S) son σ-completos.

5.2.7 Definición. El peso de un espacio X, que denotamos por ω(X), es
el mı́n{κ : B es base de X y κ =| B |}, donde | B | denota el cardinal de B.

De [En, 3.12.27. (b)], obtenemos el resultado siguiente:

5.2.8 Teorema. Si X es un espacio T2, entonces ω(K(X)) = ω(X).

5.2.9 Definición. Un sistema inverso S = {Xα, fβ
α , Λ} es un σ-sistema

inverso si S es σ-completo y ω(Xα) ≤ ℵ0 para cada α ∈ Λ.

5.2.10 Teorema. Si S = {Xα, fβ
α , Λ} es un σ-sistema inverso de espacios

T2, entonces K(S) = {K(Xα),K(fβ
α ), Λ}, Cn(S) = {Cn(Xα), Cn(fβ

α ), Λ} y
Fn(S) = {Fn(Xα),Fn(fβ

α ), Λ} son σ-sistemas inversos.

Demostración. Por 5.2.6, sabemos que K(S), Cn(S) y Fn(S) son σ-
completos y, por 5.2.8, que ω(K(Xα)) ≤ ℵ0. Como Fn(Xα) ⊆ Cn(Xα) ⊆
K(Xα), deducimos que ω(Fn(Xα)), ω(Cn(Xα)) ≤ ℵ0 y, por tanto, K(S), Cn(S)
y Fn(S) son σ-sistemas inversos.

El siguiente teorema es la versión para σ-sistemas inversos de [Sh, Theo-
rem 15].

5.2.11 Teorema. Sean {Xα, fβ
α , Λ} y {Yα, gβ

α, Λ} dos σ-sistemas inversos de
espacios compactos T2 y funciones de ligadura suprayectivas. Si l : XΛ → YΛ

es una función continua, entonces existen un subconjunto cofinal Σ en Λ y
funciones continuas lα : Xα → Yα para cada α ∈ Σ, tales que lα ◦ fΛ

α = gΛ
α ◦ l

y lα ◦ fβ
α = gβ

α ◦ lβ para cualesquiera α ≤ β. Además, si l : XΛ → YΛ es un
homeomorfismo, entonces cada lα es un homeomorfismo.
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5.2.12 Observación. Sean {Xα, fβ
α , Λ} y {Yα, gβ

α, Λ} dos σ-sistemas inver-
sos de espacios compactos T2 y funciones de ligadura suprayectivas y l : XΛ →
YΛ una función continua. Sean Σ el subconjunto cofinal en Λ y lα : Xα → Yα

las funciones continuas garantizadas por 5.2.11.

Sean XΣ = ĺım
←−
{Xα, fβ

α , Σ} y YΣ = ĺım
←−
{Yα, gβ

α, Σ}. Definimos las funciones

g : XΛ → XΣ y g′ : YΛ → YΣ por g((xα)α∈Λ) = (xα)α∈Σ y g′((yα)α∈Λ) =
(yα)α∈Σ. Por 2.1.9, las funciones g y g′ son homeomorfismos y fΛ

α = fΣ
α ◦ g y

gΛ
α = gΣ

α ◦ g′.
Observemos que la familia l = {lα : α ∈ Σ} es una función de {Xα, fβ

α , Σ}
en {Yα, gβ

α, Σ}. Sea lΣ : XΣ → YΣ la función inducida por l (lα ◦fΣ
α = gΣ

α ◦ lΣ).

Como gΣ
α ◦ g′ ◦ l ◦ g−1 = gΛ

α ◦ l ◦ g−1 = lα ◦ fΛ
α ◦ g−1 = lα ◦ fΣ

α , podemos
concluir, usando 2.2.2, que lΣ = g′ ◦ l ◦ g−1 (vea Figura 5.2).

l
XΛ YΛ

g−1 g′

XΣ YΣ

lΣ

Figura 5.2:

5.2.13 Teorema. Sean {Xα, fβ
α , Λ} y {Yα, gβ

α, Λ} dos σ-sistemas inversos de
continuos metrizables y funciones de ligadura suprayectivas. Si cada fβ

α es
monótona y Cn(XΛ) es homeomorfo a Cn(YΛ), entonces existe un subconjunto
cofinal Σ en Λ tal que las funciones gβ

α son monótonas para cualesquiera
α, β ∈ Σ (α ≤ β).

Demostración. Por 5.1.2, sabemos que el hiperespacio Cn (XΛ) es ho-
meomorfo a X = ĺım

←−
{Cn(Xα), Cn(fβ

α ), Λ
}

y que Cn (YΛ) es homeomorfo a

Y = ĺım
←−

{Cn(Yα), Cn(gβ
α), Λ

}
. Sea l : X → Y un homeomorfismo.

Por 1.2.7, tenemos que los hiperespacios Cn(Xα) y Cn(Yα) son continuos
métricos y, por 5.2.10, que

{Cn(Xα), Cn(fβ
α ), Λ

}
y

{Cn(Yα), Cn(gβ
α), Λ

}
son

σ-sistemas inversos.
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Para α ∈ Λ, sean pΛ
α la proyección de X en Cn(Xα), qΛ

α la proyección de
Y en Cn(Yα) y Zα = qΛ

α [Y ], entonces Y = ĺım
←−

{
Zα, Cn(gβ

α) |Zβ
, Λ

}
, por 2.1.19.

Por 5.2.3, sabemos que el sistema inverso
{
Zα, Cn(gβ

α) |Zβ
, Λ

}
es continuo

y, por tanto, es un σ-sistema inverso con funciones de ligadura suprayectivas.
Además, como cada fβ

α es monótona y suprayectiva, tenemos que cada Cn(fβ
α )

es suprayectiva.
Por 5.2.11, existen un subconjunto cofinal Σ en Λ y homeomorfismos

lα : Cn(Xα) → Zα para cada α ∈ Σ, tales que lα ◦ pΛ
α = qΛ

α ◦ l y lα ◦ Cn(fβ
α ) =

Cn(gβ
α) |Zβ

◦lβ para cualesquiera α ≤ β.
Por [CIM, Theorem 4], las funciones Cn(fβ

α ) son monótonas, entonces las
funciones Cn(gβ

α) |Zβ
= lα ◦ Cn(fβ

α ) ◦ l−1
β , para α, β ∈ Σ, también lo son.

Como las funciones gβ
α son suprayectivas, por 2.2.14, obtenemos queF1(Yα)

⊆ Zα. Entonces, por [IN, 15.9 (2)], el conjunto
⋃

(Cn(gβ
α) |Zβ

)−1({y}) es co-
nexo para cualesquiera α ≤ β y y ∈ Yα.

No es dif́ıcil ver que (gβ
α)−1(y) =

⋃
(Cn(gβ

α) |Zβ
)−1({y}) y, por tanto, gβ

α es
monótona para cualesquiera α ≤ β.

5.2.14 Teorema. Sea X un espacio compacto T2 con ω(X) ≥ ℵ1. Entonces
existe un σ-sistema inverso {Xα, fβ

α , Λ} tal que X es homeomorfo a XΛ.

Demostración. Sea Λ la familia de subconjuntos numerables de ω(X).
En Λ, definimos la relación α ≤ β si α ⊆ β. Notemos que (Λ,≤) es un
conjunto dirigido σ-completo. Por 2.1.16, sabemos que Iω(X) es homeomorfo
al ĺımite inverso del sistema inverso {Iα, gβ

α, Λ}, donde gβ
α es la proyección

de Iβ sobre Iα. De la prueba de 2.1.16, deducimos que el sistema inverso
{Iα, gβ

α, Λ} es continuo y, por tanto, un σ-sistema inverso.
Además, por [En, 2.3.23], X se puede encajar en Iω(X), entonces podemos

suponer que X ⊆ Iω(X). Por 5.2.3, sabemos que
{

gΛ
α [X], gβ

α |gΛ
β [X], Λ

}
es un

σ-sistema inverso y, por 2.1.19, que X = ĺım
←−

{
gΛ

α [X], gβ
α |gΛ

β [X], Λ
}

, con lo cual

se termina la demostración.

5.2.15 Observación. Notemos que, en el teorema anterior, el conjunto di-
rigido Λ sólo depende de ω(X) y los espacios Xα son subconjuntos de cubos
de Hilbert (espacios homeomorfos a

∏{In : n ∈ N}, donde cada In = I).
En particular, si dos espacios compactos T2 tienen el mismo peso, entonces
los σ-sistemas inversos, garantizados por 5.2.14, se pueden elegir de modo
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que los conjuntos de ı́ndices coincidan. Notemos que los espacios Xα son
compactos y métricos.

5.2.16 Definición. Un espacio X es periféricamente metrizable si tiene
una base B tal que la frontera de cada elemento de B es metrizable.

5.2.17 Teorema. [Lo, Theorem 3.7] Sea S = {Xα, fβ
α , Λ} un sistema in-

verso de espacios compactos T2 y funciones de ligadura suprayectivas. En-
tonces:

(1) Existe un sistema inverso M(S) = {Mα,mβ
α, Λ} de espacios compactos

T2 y funciones de ligadura monótonas y suprayectivas tal que ĺım
←−

S es

homeomorfo a ĺım
←−

M(S).

(2) Si S es σ-completo, entonces M(S) es σ-completo.

(3) Si cada Xα es metrizable y ĺım
←−

S es localmente conexo o un continuo

periféricamente metrizable, entonces cada Mα es metrizable.

5.2.18 Definición. Sean X continuo, n ∈ N y ΓX ∈ {2X , Cn(X)}. Decimos
que X tiene hiperespacio ΓX único si satisface:

Si Y es un continuo y ΓY es homeomorfo a ΓX , entonces Y es homeo-
morfo a X.

En la definición anterior, el hiperespacio ΓY = 2Y si ΓX = 2X y ΓY =
Cn(Y ) si ΓX = Cn(X). Además, si f : X → Y es una función continua entre
espacios T2, denotamos por Γf a la función inducida entre los hiperespacios
ΓX y ΓY .

Como consecuencia inmediata de [Na2, (0.60)] y [Na2, (1.61)] obtenemos:

5.2.19 Teorema. Los continuos métricos que son hereditariamente indes-
componibles tienen hiperespacio C(X) único en la clase de los continuos me-
trizables.

Los siguientes dos teoremas nos dicen que los continuos métricos que son
hereditariamente indescomponibles tienen hiperespacio ΓX único en la clase
de los continuos metrizables.
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5.2.20 Teorema. [M1, pág. 416] Sean X un continuo métrico hereditaria-
mente indescomponible y Y un continuo métrico tal que 2Y es homeomorfo
a 2X . Entonces X es homeomorfo a Y .

5.2.21 Teorema. [M2, 6.1] Sean n ∈ N y X un continuo métrico heredi-
tariamente indescomponible. Si Y es un continuo métrico tal que Cn(Y ) es
homeomorfo a Cn(X), entonces X y Y son homeomorfos.

5.2.22 Observación. De las pruebas de [Na2, (0.60)], [M2, 6.1] y [M1, pág.
416] se tiene, además, que: si X es un continuo métrico hereditariamente
indescomponible, Y es un continuo métrico y f : ΓX → ΓY es un homeomor-
fismo, entonces f [F1(X)] = F1(Y ).

El teorema siguiente nos dice que los continuos periféricamente metri-
zables que son hereditariamente indescomponibles tienen hiperespacio ΓX

único.

5.2.23 Teorema. Sean X un continuo periféricamente metrizable heredita-
riamente indescomponible y Y un continuo. Si ΓX ∈ {2X , Cn(X)} es homeo-
morfo a ΓY , entonces X y Y son homeomorfos. Además, si f : ΓX → ΓY es
un homeomorfismo, entonces f [F1(X)] = F1(Y ).

Demostración. Supongamos que ΓX es homeomorfo a ΓY y sea f :
ΓX → ΓY un homeomorfismo. Como F1(X) ⊆ ΓX ⊆ K(X) = 2X , tenemos,
por 5.2.8, que ω(ΓX) = ω(X). De manera análoga, se tiene que ω(ΓY ) = ω(Y )
y, por tanto, ω(Y ) = ω(X).

Por 5.2.14 y la observación 5.2.15, existen σ-sistemas inversos {Xα, fβ
α , Λ}

y {Yα, gβ
α, Λ} de continuos metricos tales que X es homeomorfo a XΛ y Y es

homeomorfo a YΛ.
Si g : X → XΛ es un homeomorfismo, entonces el homeomorfismo Γg :

ΓX → ΓXΛ
es tal que Γg[F1(X)] = F1(XΛ). Por tanto, podemos suponer que

X = XΛ y Y = YΛ.
Por 2.1.19, podemos suponer que las funciones fβ

α y gβ
α son suprayectivas.

Como cada Xα es métrico y XΛ es periféricamente metrizable, por 5.2.17,
podemos suponer que las funciones fβ

α son monótonas. Por 2.2.14, las pro-
yecciones fΛ

α son suprayectivas y, por 2.3.12, son monótonas, entonces los
continuos métricos Xα son hereditariamente indescomponibles.

Si ΓX = 2X , las funciones Γfβ
α

y Γgβ
α

son suprayectivas.
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Si ΓX = Cn(X), por 5.2.13, podemos suponer que las funciones gβ
α son

monótonas. Entonces, por 2.3.13, obtenemos que las funciones Γfβ
α

y Γgβ
α

son
suprayectivas.

En cualquier caso, los sistemas inversos
{

ΓXα , Γfβ
α
, Λ

}
y

{
ΓYα , Γgβ

α
, Λ

}

tienen funciones de ligadura suprayectivas.

Por 1.2.7 y 5.2.10, tenemos que
{

ΓXα , Γfβ
α
, Λ

}
y

{
ΓYα , Γgβ

α
, Λ

}
son σ-

sistemas inversos de continuos métricos.

De las demostraciones de 5.1.1 y 5.1.2, sabemos que las funciones h :

ΓX → ĺım
←−

{
ΓXα , Γfβ

α
, Λ

}
y h′ : ΓY → ĺım

←−

{
ΓYα , Γgβ

α
, Λ

}
definidas por h(C) =(

fΛ
α [C]

)
α∈Λ y h′(C) =

(
gΛ

α [C]
)

α∈Λ son homeomorfismos.

Sea l = h′ ◦ f ◦ h−1 : ĺım
←−

{
ΓXα , Γfβ

α
, Λ

}
→ ĺım
←−

{
ΓYα , Γgβ

α
, Λ

}
(vea Figura

5.3).

f
ΓX ΓY

h−1 h′

ĺım
←−

{
ΓXα , Γfβ

α
, Λ

}
ĺım
←−

{
ΓYα , Γgβ

α
, Λ

}

l

Figura 5.3:

Entonces, por 5.2.11, existen un subconjunto cofinal Σ en Λ y homeo-
morfismos lα : ΓXα → ΓYα para cada α ∈ Σ, tales que lα ◦ pΛ

α = qΛ
α ◦ l y

lα ◦ Γfβ
α

= Γgβ
α
◦ lβ para cualesquiera α ≤ β, donde pΛ

α : ĺım
←−

{
ΓXα , Γfβ

α
, Λ

}
→

ΓXα y qΛ
α : ĺım

←−

{
ΓYα , Γgβ

α
, Λ

}
→ ΓYα son las proyecciones. Por 5.2.12, podemos

suponer que Σ = Λ.

Por la Observación 5.2.22, tenemos que Xα y Yα son homeomorfos y que
lα[F1(Xα)] = F1(Yα).

Los homeomorfismos lα |F1(Xα): F1(Xα) → F1(Yα) inducen un homeo-
morfismo l′ : ĺım

←−
{F1(Xα),F1(f

β
α ), Λ

} → ĺım
←−

{F1(Yα),F1(g
β
α), Λ

}
tal que
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l |ĺım←−{F1(Xα),F1(fβ
α ),Λ}= l′. De aqúı, obtenemos que:

f [F1(XΛ)] = (h′)−1 ◦ h′ ◦ f ◦ h−1[ĺım
←−

{F1(Xα),F1(f
β
α ), Λ

}
]

= (h′)−1 ◦ l[ĺım
←−

{F1(Xα),F1(f
β
α ), Λ

}
]

= (h′)−1[ĺım
←−

{F1(Yα),F1(g
β
α), Λ

}
]

= F1(YΛ).

Como F1(XΛ) y XΛ son homeomorfos, al igual que F1(YΛ) y YΛ, conclui-
mos que X y Y son homeomorfos.

5.3. Sucesiones inversas de abanicos

Los resultados principales de esta sección son los Teoremas en 5.3.16 y en
5.3.22. El primero de éstos es una extensión del teorema principal de [Ma],
donde M. M. Marsh prueba que, bajo ciertas condiciones, el ĺımite inverso de
una sucesión inversa {A, fn} de abanicos tiene la propiedad del punto fijo.
En 5.3.22, damos una condición para que el ĺımite inverso de una sucesión
inversa de n-odos con funciones de ligadura monótonas y suprayectivas sea
un n-odo.

5.3.1 Definición. Una cadena (resp. cadena circular) en un espacio X
es una familia finita C = {C1, C2, . . . , Cn} de subconjuntos abiertos de X
tales que Ci∩Cj 6= ∅ si y sólo si |i− j| ≤ 1 (resp. |i− j| ≤ 1 o |i− j| = n−1).

5.3.2 Definición. Una familia de conjuntos C es coherente si cada subfa-
milia propia G de C contiene un elemento que intersecta a algún elemento de
C \ G.

5.3.3 Definición. Una familia finita coherente C de subconjuntos abiertos
de un espacio X es una cadena arbolada si ninguna subfamilia de C es una
cadena circular. Un eslabón de empalme de una cadena arbolada C es un
elemento de C que intersecta a por lo menos otros tres elementos de C.

5.3.4 Definición. Los elementos de una cadena, cadena circular o una ca-
dena arbolada en X se llaman eslabones. Si X es metrizable y el diámetro
de cada eslabón de una cadena C (resp. cadena circular, cadena arbolada)
es menor que ε, entonces C se llama ε-cadena (resp. ε-cadena circular,
ε-cadena arbolada).
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5.3.5 Notación. Dado un conjunto A en un espacio métrico, denotamos
por diám(A) al diámetro de A.

5.3.6 Definición. Una función continua y suprayectiva f : X → Y entre
espacios métricos es una ε-función si diám (f−1(y)) < ε para cada y ∈ Y .

En 5.3.8, probaremos que si {Xn, fn} es una sucesión inversa de espa-
cios métricos con ĺımite inverso X∞, entonces las proyecciones p∞m : X∞ →
p∞m [X∞] son 2−(m−1)-funciones. La métrica con la que trabajaremos en X∞
es la métrica que definiremos en el siguiente teorema para

∏ {Xn : n ∈ N}
restringida a X∞.

Recordemos que, por [CV, (1.C.10)], podemos suponer que todos los es-
pacios métricos tienen métricas acotadas por 1. Entonces, por [En, 4.2.2],
obtenemos el siguiente:

5.3.7 Teorema. Si {(Xn, dn) : n ∈ N} es una familia de espacios métricos,
entonces X =

∏ {Xn : n ∈ N} es metrizable con la métrica d : X ×X → R
definida por:

d
(
(xn)n∈N , (yn)n∈N

)
=

∑

n∈N

1

2n
dn (xn, yn) .

5.3.8 Proposición. Si {Xn, fn} es una sucesión inversa de espacios métricos
(Xn, dn), entonces para cada m ∈ N, la proyección p∞m : X∞ → p∞m [X∞] es
una 2−(m−1)-función.

Demostración. Sean m ∈ N y a ∈ p∞m [X∞]. Si x, y ∈ (p∞m )−1(a), tenemos
que a = xm = ym. Además, si n < m, entonces xn = fnm(xm) = fnm(ym) =
yn. De la definición de d obtenemos que:

d(x, y) =
∑

n≥m+1

1

2n
dn (xn, yn) ≤ 1

2m

∑
n≥1

1

2n
=

1

2m
,

de modo que diám ((p∞m )−1(a)) < 2−(m−1) y, por tanto, p∞m es una 2−(m−1)-
función.

En el caso de que el dominio de una ε-función f sea compacto, no sólo las
fibras de f (los conjuntos f−1(y)) tienen diámetro menor a ε. Como veremos
en el lema siguiente, las preimagenes de conjuntos con diámetro menor a una
constante positiva también tienen diámetro menor a ε.
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5.3.9 Lema. Si f : (X, d) → (Y, ρ) es una ε-función entre espacios métricos
compactos, entonces existe δ > 0 tal que diám(f−1[Z]) < ε si diám(Z) < δ,
donde Z ⊆ Y .

Demostración. Supongamos que, para cada n ∈ N, existe Zn ⊆ Y tal
que diám(Zn) < 1

n
y diám(f−1[Zn]) ≥ ε. Supongamos, además, que X es

compacto.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que cada Zn es cerrado,

entonces cada f−1[Zn] es compacto y, por tanto, existen xn, yn ∈ f−1[Zn]
tales que d(xn, yn) ≥ ε.

Por la compacidad de X, podemos suponer que {xn} y {yn} convergen,
digamos a x y y, respectivamente. Como d(xn, yn) ≥ ε, tenemos que d(x, y) ≥
ε y, como diám(Zn) < 1

n
y f(xn), f(yn) ∈ Zn, podemos asegurar que f(x) =

f(y), entonces diám(f−1(f(x))) ≥ ε. Por tanto, f no es una ε-función.

Una consecuencia inmediata del resultado anterior es el siguiente:

5.3.10 Corolario. Si f : (X, d) → (Y, ρ) es una ε-función entre espacios
métricos compactos, entonces existe δ > 0 tal que ρ(f(x), f(y)) ≥ δ si
d(x, y) ≥ ε.

El resultado en 5.3.9 falla si X no es compacto, como veremos en el
ejemplo siguiente:

5.3.11 Ejemplo. Sea X = {(x, x2) ∈ R2 : 0 ≤ x}. La función f : X →
[0,∞) definida por f((x, x2)) = x es una biyección y, por tanto, es una ε-
función para cada ε > 0.

Sean ε, δ > 0. Veamos que existe un conjunto Z de diámetro menor o
igual a δ tal que diám(f−1[Z]) ≥ ε.

Sea x > ε
2δ

. El intervalo Z = [x, x+δ] tiene diámetro igual a δ. Observemos
que u = (x, x2), v = (x+δ, (x+δ)2) ∈ f−1[Z]. Como ‖ v−u ‖≥ (x+δ)2−x2 =
2xδ + δ2 ≥ 2xδ > ε, concluimos que diám(f−1[Z]) ≥ ε.

Otra consecuencia de 5.3.9, es:

5.3.12 Lema. Sean f : X → Y una ε-función entre espacios métricos com-
pactos y δ > 0 tal que diám(f−1[Z]) < ε si diám(Z) < δ. Si C es una
δ-cadena (resp. δ-cadena circular, δ-cadena arbolada) en Y , entonces la fa-
milia f−1[C] = {f−1[C] : C ∈ C} es una ε-cadena (resp. ε-cadena circular,
ε-cadena arbolada).
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Demostración. Observemos que la existencia de δ está garantizada por
5.3.9 que asegura que cada elemento de f−1[C] tiene diámetro menor a ε. El
hecho de que f−1[C] sea una cadena, de cualquiera de los tipos mencionados,
se obtiene observando que, como f es suprayectiva, f−1[C]∩ f−1[D] 6= ∅ si y
sólo C ∩D 6= ∅.

5.3.13 Definición. Un espacio X tiene la propiedad del punto fijo si
para cada función continua f : X → X, existe un punto x ∈ X tal que
f(x) = x (x es un punto fijo de f).

En 5.3.16, probaremos que el ĺımite inverso de una sucesión inversa de
abanicos {A, fn} tiene la propiedad del punto fijo. Lo que haremos ahora es
definir el espacio A que usaremos en 5.3.16.

5.3.14 Construcción. Dado un punto a ∈ R2 \ (0, 0), denotamos por La al
conjunto

{ta : 0 ≤ t ≤ 1}.
Sean B un subconjunto finito de

{(x, y) ∈ R2 : ‖ (x, y) ‖= 1 y y > 0}
y C el conjunto de Cantor contenido en I × {−1}.

Para D ⊆ B, sean:

TD =
⋃{La : a ∈ C ∪D},

A = TB

y
T = T ∅.

5.3.15 Lema. Sea A como en 5.3.14. Para cada número positivo δ, existe
una δ-cadena arbolada D en A que cubre a A. Además, si b ∈ B ∪ C, D se
puede elegir de modo que contenga una cadena D′ = {D0, . . . , Dn} que cubra
a Lb y tal que:

(i) D0 es el único eslabón de empalme de D,

(ii) (0, 0) ∈ D0,

(iii) D ∩ Lb = ∅ para cada D ∈ D \ D′ y
(iv) Si b ∈ B, entonces TB\{b} ∩Di = ∅ para cada i > 0.
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Demostración. Sea n ∈ N, tal que 3
n

< δ. Para k ∈ {0, 1, . . . , n−2, n−1},
sean:

Gk =
{
(x, y) ∈ R2 : k

n
<‖ (x, y) ‖< k+2

n

}
y

Fk =
{
(x, y) ∈ R2 : −k+2

n
< y < − k

n

}
.

De la construcción del conjunto de Cantor (vea [Na1, 7.5]), existen sub-
intervalos cerrados I1, I2, . . . , Im de I×{−1}, disjuntos a pares y con diámetro
menor a 2

n
, tales que C ⊆ I1 ∪ I2 ∪ . . . ∪ Im. Observemos que cada conjunto

C ∩ Il es un conjunto abierto y cerrado en C.
Para l ∈ {1, . . . ,m}, sea:

Tl =
⋃ {La : a ∈ C ∩ Il}.

Sea D0 =
{
(x, y) ∈ R2 : ‖ (x, y) ‖< 1

n

} ∩ A, entonces la familia:

D = {D0} ∪ {Gk ∩ Lb : k ∈ {0, 1, . . . , n− 2, n− 1} y b ∈ B}
∪ {Fk ∩ Tl : k ∈ {0, 1, . . . , n− 2, n− 1} y l ∈ {1, . . . ,m}}

es una cadena arbolada que tiene a D0 como su único eslabón de empalme
y (0, 0) ∈ D0. Observemos que los elementos de D tienen diámetro menor o

igual a
√(

2
n

)2
+

(
2
n

)2
=

√
8
n2 < δ. Por tanto, D es una δ-cadena arbolada

que, claramente, cubre a A.
Si b ∈ B, definimos Dk+1 = Gk ∩ Lb para k ∈ {0, 1, . . . , n− 2, n− 1}.
Si b ∈ Il, entonces definimos Dk+1 = Fk ∩Tl para k ∈ {0, 1, . . . , n− 2, n−

1}.
Entonces la cadena:

D′ = {D0, D1, . . . , Dn},

junto con D, satisfacen (i), (ii), (iii) y (iv).

5.3.16 Teorema. Consideremos los espacios construidos en 5.3.14 y supon-
gamos que {A, fn} es una sucesión inversa con funciones de ligadura supra-
yectivas que satisfacen:

(1) fn((0, 0)) = (0, 0) para cada n ∈ N,

(2) para cada c ∈ C, existe c′ ∈ C tal que fn[Lc] ⊆ L′c y
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(3) para cualquier b ∈ B, se tiene que fn[Lb] ⊆ T {b}.

Entonces A∞ tiene la propiedad del punto fijo.

Demostración. Primero observemos que, por (2):

fn[T ] ⊆ T (5.1)

y si un punto x ∈ A∞ tiene su coordenada xk ∈ Lb \ {(0, 0)} para algún
b ∈ B, entonces, por (3) y (5.1):

xn ∈ Lb \ {(0, 0)} para cada n ≥ k. (5.2)

Por (1), el punto a = ((0, 0))n∈N (an = (0, 0) para cada n ∈ N) pertenece
a A∞.

Supongamos que existe una función continua f : A∞ → A∞ tal que
f(x) 6= x para cada x ∈ A∞, entonces, por la compacidad de A∞, existe
ε > 0 tal que d(x, f(x)) ≥ ε para cada x ∈ A∞. Como f(a) 6= a, se tiene que
f∞k (f(a)) 6= (0, 0) para algún k ∈ N.

Consideremos el caso en que f∞k (f(a)) ∈ Lb \ {(0, 0)} para alguna b ∈ B.
Por la continuidad de f∞k ◦ f , existe ε′ > 0, con ε′ < ε

2
, tal que:

si d(x, a) < ε′, entonces f∞k (f(x)) ∈ Lb \ {(0, 0)}. (5.3)

Por 5.3.8, existe m ≥ k tal que f∞m es una ε′-función.
Veamos que:

f∞m ◦ f [(f∞m )−1((0, 0))] ⊆ Lb \ {(0, 0)}. (5.4)

Sea x ∈ (f∞m )−1((0, 0)). Como x, a ∈ (f∞m )−1((0, 0)) y f∞m es una ε′-función,
tenemos que d(x, a) < ε′. Entonces, por (5.3), f∞k (f(x)) ∈ Lb \{(0, 0)} y, por
(5.2), se tiene que f∞m (f(x)) ∈ Lb \{(0, 0)}, con lo cual se tiene la contención
deseada.

Por 5.3.9, existe δ > 0 tal que diám((f∞m )−1[Z]) < ε′ si diám(Z) < δ. Por
5.3.15, existe una δ-cadena arbolada D en A que cubre a A y contiene una
cadena D′ = {D0, . . . , Dl} que cubre a Lb y tal que:

(i) D0 es el único eslabón de empalme de D,

(ii) (0, 0) ∈ D0,
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(iii) D ∩ Lb = ∅ para cada D ∈ D \ D′ y
(iv) TB\{b} ∩Di = ∅ para cada i > 0.

Sean C = {(f∞m )−1[D] : D ∈ D}, Ci = (f∞m )−1[Di] y C ′ = {C0, . . . , Cl}.
Por 5.3.12, C es una ε′-cadena arbolada.

Por (ii) y (5.4), tenemos que (f∞m )−1((0, 0)) ⊆ C0∩(f∞m ◦f)−1[Lb\{(0, 0)}].
Llamemos U a este último conjunto. Sean V un abierto en A∞ tal que
(f∞m )−1((0, 0)) ⊆ V ⊆ V ⊆ U , q ∈ Cl y K la componente de A∞ \ V
que contiene a q. Entonces, por [En, 6.1.25], existe y ∈ Fr(V ) ∩K.

Veamos que K ⊆ ⋃ {Ci : 0 ≤ i ≤ l}. Sea x ∈ K y supongamos que x /∈⋃ {Ci : 0 ≤ i ≤ l}. Entonces xm ∈ D para algún D ∈ D \ D′. La condición
(iii) indica que xm ∈ Lb′ para algún b′ ∈ B \ {b} y, por (iv), tenemos que
qm ∈ Lb. Entonces (0, 0) ∈ f∞m [K], lo cual contradice que K ⊆ A∞ \ V ⊆
A∞ \ (f∞m )−1((0, 0)). Por tanto, K ⊆ ⋃ {Ci : 0 ≤ i ≤ l}.

Sean:

R = {x ∈ K : si x ∈ Ci y f(x) ∈ Cj entonces i ≤ j}
y

S = {x ∈ K : si x ∈ Ci y f(x) ∈ Cj entonces j ≤ i o Cj /∈ C ′}.
Veamos que y ∈ R. Supongamos que y ∈ Ci y f(y) ∈ Cj. Como y ∈ U

tenemos que y ∈ C0 y f∞m ◦f(y) ∈ Lb\{(0, 0)} ⊆ ⋃{Di : 0 ≤ i ≤ l}. Entonces
i ∈ {0, 1} y j > 1 ya que C0∪C1 tiene diámetro menor a ε. Por tanto, y ∈ R.
Claramente q ∈ S.

Ahora veamos que R es abierto. Sea x ∈ R y supongamos que x ∈ Ci.
Como ε′ < ε

2
y d(x, f(x)) ≥ ε, entonces f(x) ∈ Cj con i + 2 ≤ j. No es

dif́ıcil ver que el conjunto abierto Ci ∩ f−1[
⋃ {Ch : j ≤ h ≤ l}] contiene a x

y está contenido en R y, por tanto, R es abierto. De manera análoga, se
demuestra que S es abierto.

Claramente K = R ∪ S y R ∩ S = ∅ porque d(x, f(x)) ≥ ε para cada
x ∈ A∞. Pero ésto contradice la conexidad de K.

Como el caso f∞k (f(a)) ∈ Lb \ {(0, 0)} para alguna b ∈ B nos llevó a una
contradicción, entonces f∞k (f(a)) ∈ T \ {(0, 0)}. Por (1) y el caso anterior,
podemos suponer que f∞n (f(a)) ∈ T \ {(0, 0)} para cada n ≥ k. Dado n ≥ k,
sea cn ∈ C tal que f∞n (f(a)) ∈ Lcn . Entonces fn[Lcn+1 ] ⊆ Lcn . Sea K =
Ĺım
←−

{Lcn , fn |Lcn+1
} y repetimos el argumento del primer caso.

Sean ε′ = ε
2

y m ≥ k tales que f∞m es una ε′-función. Construimos, como
en el primer caso, la δ-cadena arbolada D y la cadena D′ en A que satisfacen
(i), (ii) y (iii). Definimos C y C ′ como antes, entonces K ⊆ ⋃ C ′.



5.3. SUCESIONES INVERSAS DE ABANICOS 93

Sean:

R = {x ∈ K : si x ∈ Ci y f(x) ∈ Cj entonces i ≤ j}
y

S = {x ∈ K : si x ∈ Ci y f(x) ∈ Cj entonces j ≤ i o Cj /∈ C ′}.
Observemos que a ∈ R y cualquier punto de Cl ∩K pertenece a S. Como

en el primer caso, R y S son abiertos, R ∩ S = ∅ y K = R ∪ S, lo cual
contradice la conexidad de K.

La contradicción se obtiene de suponer la existencia de f , de modo que
tal función no existe y, por tanto, A∞ tiene la propiedad del punto fijo.

Un n-odo simple es cualquier espacio homeomorfo a
⋃{La : a ∈ B},

donde B es un subconjunto de S1 con n puntos. En 5.3.22, probaremos que,
bajo ciertas condiciones, el ĺımite inverso de n-odos con funciones de ligadura
monótonas es un n-odo, para lo cual usaremos un teorema de M. Brown que
se refiere a funciones que son casi homeomorfismo.

5.3.17 Definición. Una función continua f : (X, d) → (Y, ρ) entre espa-
cios métricos es un casi homeomorfismo si para cada ε > 0 existe un
homeomorfismo fε : X → Y tal que ρ(f(x), fε(x)) < ε para cada x ∈ X.

Ejemplos de funciones que son casi homeomorfismo son las funciones
monótonas y suprayectivas entre arcos, como se muestra en el siguiente:

5.3.18 Lema. Cada función monótona y suprayectiva entre intervalos es
casi homeomorfismo.

Demostración. Sea f : [a, b] → [c, d] una función monótona y supra-
yectiva y supongamos que f(a) = c. Dado ε > 0, tomamos n ∈ N tal que
1
n
(d−c) < ε y definimos y0 = c, y1 = c+ d−c

n
,. . . , yn−1 = c+ (n−1)(d−c)

n
, yn = d.

Sean x0 = a, xn = b y xk ∈ f−1(yk) para k ∈ {1, . . . , n− 1}. Observemos que
si x ∈ [xk, xk+1], entonces f(x) ∈ [yk, yk+1].

Sea fε : [a, b] → [c, d] definida por

fε(x) =

{
yk si x = xk

lineal en otro caso.
(5.5)

Claramente fε es un homeomorfismo y, por la elección de n, tenemos que
d(f(x), fε(x)) < ε para cada x ∈ X. La demostración es análoga si f(a) = d.
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Como una consecuencia de 5.3.18 y [Br, Theorem 4] tenemos el siguiente:

5.3.19 Corolario. El ĺımite inverso de arcos con funciones de ligadura mo-
nótonas y suprayectivas es un arco.

5.3.20 Lema. [Na1, 8.22] Si Y es un espacio T2 que no es degenerado y f
es una función continua y monótona de I sobre Y , entonces Y es un arco.

5.3.21 Lema. Sea f una función continua y monótona de un continuo he-
reditariamente unicoherente X en un continuo Y . Si J es un subcontinuo de
X, entonces f |J : J → Y es una función monótona.

Demostración. Como (f |J)−1(y) = f−1(y)∩J y X es hereditariamente
unicoherente, tenemos que (f |J)−1(y) es conexo. Por tanto, f |J es monótona.

5.3.22 Teorema. Dado n ∈ N, sea Bn un subconjunto finito de S1 con más
de dos puntos y An =

⋃{La : a ∈ Bn}. Si {An, fn} es una sucesión inversa con
funciones de ligadura monótonas y suprayectivas y fn[La] no es degenerado
para ninguna n ∈ N ni ninguna a ∈ Bn+1, entonces A∞ es homeomorfo a A1.

Demostración. Primero mostraremos que fn((0, 0)) = (0, 0). Suponga-
mos que fn((0, 0)) ∈ La0 \ {(0, 0)} para algún a0 ∈ Bn y observemos que
f−1

n (fn((0, 0))) es un conjunto conexo que contiene a (0, 0). Sean a2, a3 ∈
Bn \ {a0} y a1 un punto en el segmento que une fn((0, 0)) con (0, 0) distinto
de fn((0, 0)) y de (0, 0). Por 2.3.13, el conjunto J = f−1

n [La1 ∪ La2 ∪ La3 ]
es un continuo que claramente no intersecta a f−1

n (fn((0, 0))) y, por tanto,
esta contenido en Lb1 \ {(0, 0)} para algún b1 ∈ Bn+1. Por 5.3.21, la función
fn |J : J → La1 ∪ La2 ∪ La3 es monótona, entonces, por 5.3.20, el conjunto
La1 ∪ La2 ∪ La3 es un arco, lo cual es una contradicción. Por tanto, tenemos
que fn((0, 0)) = (0, 0).

Ahora probaremos que para cada a ∈ Bn+1, existe ca ∈ Bn tal que:

f−1
n [Lca ] = f−1

n ((0, 0)) ∪ La.

Sea a ∈ Bn+1. Como fn[La] no es degenerado, existe ca ∈ Bn tal que
fn[La] ∩ (Lca \ {(0, 0)}) 6= ∅. Supongamos que fn[La] ∩ (Ld \ {(0, 0)}) 6= ∅
para alguna d ∈ Bn \ {ca}. Sean x, x′ ∈ La tales que fn(x) ∈ Lca \ {(0, 0)} y
fn(x′) ∈ Ld \ {(0, 0)}. Entonces entre x y x′ hay un elemento de f−1

n ((0, 0)).
Esto contradice la conexidad de f−1

n ((0, 0)) ya que x o x′ lo desconectan. En
consecuencia, fn[La] ⊆ Lca y, por tanto, f−1

n ((0, 0)) ∪ La ⊆ f−1
n [Lca ].
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Para ver la otra contención, observemos que f−1
n ((0, 0)) es un conjunto

conexo que contiene a (0, 0) y que no intersecta a f−1
n [Lca \{(0, 0)}]. Además,

por 2.3.13, el conjunto f−1
n [Lca\{(0, 0)}] es conexo, entonces f−1

n [Lca\{(0, 0)}]
⊆ La \ {(0, 0)} ya que fn[La] ∩ (Lca \ {(0, 0)}) 6= ∅.

Con lo anterior tenemos que fn[La] = Lca , para cada a ∈ Bn+1. Además,
si a y a′ son dos puntos distintos de Bn+1, se tiene que ca y ca′ también son
distintos. Entonces, por la suprayectividad de fn, deducimos que Bn+1 y Bn

tienen la misma cantidad de elementos.
Ahora mostraremos que cada fn es casi homeomorfismo. Sea ε > 0. Por

5.3.21, cada función fn |La : La → fn[La] es monótona. De la demostración de
5.3.18, existen homeomorfismos fa

ε : La → fn[La] tales que fa
ε ((0, 0)) = (0, 0)

y d(fn(x), fa
ε (x)) < ε para cada x ∈ La.

Por [En, 2.1.13], la función fε : An+1 → An definida por fε(x) = fa
ε (x), si

x ∈ La, es continua. Además, como fε es biyectiva, por [En, 2.1.15], obtene-
mos que es un homeomorfismo. Claramente, se tiene que d(fn(x), fε(x)) < ε
para cada x ∈ An+1. Por tanto fn es un casi homeomorfismo.

Entonces, por [Br, Theorem 4], A∞ es homeomorfo a A1.

5.4. Puntos extremos en ĺımites inversos de

arcos

El resultado principal de esta sección se encuentra en 5.4.7, donde damos
una caracterización de los puntos extremos de los continuos tipo arco (ĺımi-
tes inversos de sucesiones inversas de arcos {I, fn}). Este resultado es una
generalización de [BM, Theorem 1.4] a ĺımites inversos arbitrarios de arcos.

5.4.1 Definición. Sean X un espacio y A,B,K ⊆ X. Decimos que K se-
para a A y B en X si X \K no es conexo, A ⊆ U y B ⊆ V , donde U y
V son abiertos disjuntos de X \K tales que X \K = U ∪ V . Si K = {p},
decimos que p separa a A y B en X en lugar de {p} separa a A y B en X.

5.4.2 Definición. Sean f : [c, d] → [a, b] una función continua y suprayec-
tiva, p ∈ [c, d] y ε > 0. Decimos que f está ε-torcida con respecto a p si
p no separa a f−1[[a, a + ε]] y f−1[[b− ε, b]] en [c, d].

5.4.3 Lema. Sean p ∈ [c, d] y ε > 0. Si f : [c, d] → [a, b] no está ε-torcida
con respecto a p entonces existe un único subintervalo K de [c, d] tal que:
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(i) p ∈ K

(ii) f [K] = [a, b]

(iii) f |K : K → [a, b] no está ε-torcida con respecto a p y

(iv) K es irreducible con respecto a (i), (ii) y (iii).

Demostración. Como p separa a f−1[[a, a + ε]] y f−1[[b− ε, b]] en [c, d],
sucede que f−1[[a, a+ε]] ⊆ [c, p) y f−1[[b−ε, b]] ⊆ (p, d] o que f−1[[a, a+ε]] ⊆
(p, d] y f−1[[b− ε, b]] ⊆ [c, p).

Supongamos el primer caso y sean s = máxf−1(a), t = mı́nf−1(b) y
K = [s, t]. Claramente p ∈ K y, como f(s) = a y f(t) = b, se tiene que
f [K] = [a, b]. Además, (f |K)−1[[a, a+ε]] ⊆ [s, p) y (f |K)−1[[b−ε, b]] ⊆ (p, t],
lo cual nos indica que (iii) también se satisface. No es dif́ıcil ver que cualquier
subconjunto propio de K, por la elección de s y t, no satisface (ii).

La prueba es similar si f−1[[a, a + ε]] ⊆ (p, d] y f−1[[b− ε, b]] ⊆ [c, p).

5.4.4 Observación. En la prueba del lema anterior tenemos que:

f−1[{a, b}] ∩ (s, t) = ∅.

5.4.5 Teorema. Sean G : I ′ → J ′ y H : J ′ → L′ funciones entre intervalos
cerrados, I ⊆ I ′ y J ⊆ J ′ subintervalos tales que H◦G[I] = H[J ] = L = [a, b],
g = G |I , h = H |J , p ∈ I tal que q = g(p) ∈ J y ε > 0. Si H ◦ g : I → L
y h : J → L no están ε-torcidas con respecto a p y q, respectivamente, y
K0 = [s, t] ⊆ I y K1 = [u, v] ⊆ J son como en el Lema 5.4.3, entonces
g[K0] = K1. Además, existen subintervalos A0, B0 ⊆ K0 y A1, B1 ⊆ K1 tales
que:

(i) K0 = A0 ∪B0 y K1 = A1 ∪B1,

(ii) p ∈ A0 ∩B0 y q ∈ A1 ∩B1,

(iii) Ai \Bi 6= ∅ y Bi \ Ai 6= ∅ y

(iv) g[A0] = A1 y g[B0] = B1.
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Demostración. Primero veamos que g[K0] ⊆ K1. Sea z ∈ [s, t] y su-
pongamos que g(z) < u < q = g(p) (o g(z) > v > g(p)). Entonces, por el
teorema del valor intermedio, existe x ∈ (s, t) tal que g(x) = u (o g(x) = v).
Por tanto, x ∈ (H ◦ g)−1[{a, b}] lo cual, por 5.4.4, no puede suceder.

Para ver la otra contención, observemos que g(s), g(t) ∈ K1 ∩ h−1[{a, b}].
Por 5.4.4, tenemos que (g(s) ≤ u o v ≤ g(s)) y (g(t) ≤ u o v ≤ g(t)). Como
g(s) = g(t) ∈ {u, v} implica que s, t ∈ (H ◦ g)−1(a) o s, t ∈ (H ◦ g)−1(b), lo
cual contradice la hipótesis sobre H ◦ g, concluimos que g(s) 6= g(t) y, por
tanto, K1 ⊆ g[K0].

Ahora veamos la segunda parte del teorema.

Sean N, N ′ ∈ {(h |K1)
−1[[a, a+ε]], (h |K1)

−1[[b−ε, b]]} tales que N ⊆ [u, q)
y N ′ ⊆ (q, v], y M, M ′ ∈ {(h◦ g |K0)

−1[[a, a+ ε]], (h◦ g |K0)
−1[[b− ε, b]]} tales

que M ⊆ [s, p) y M ′ ⊆ (p, t]. Observemos que g[M ∪M ′] ⊆ N ∪N ′.
Sean m = máxM , m′ = mı́nM ′, n = máxN y n′ = mı́nN ′. Como g(m) ∈

N o g(m) ∈ N ′, tenemos que g(m) ≤ n o n′ ≤ g(m). Supongamos que
g(m) < n < q = g(p). Entonces existe x ∈ (m, p) tal que g(x) = n y,
por tanto, x ∈ M . Como esto contradice la elección de m, tenemos que
g(m) ≥ n. De manera análoga, la desigualdad n′ < g(m) no se cumple. Por
tanto, g(m) = n o g(m) = n′.

Supongamos que g(m) = n y veamos que g[[m, t]] = [n, v].

Sea x ∈ (m, t] y supongamos que g(x) < n < g(p). Por el teorema del
valor intermedio, existe un punto z ∈ (m, t)∩g−1(n). Como h◦g(z) = h◦g(m),
tenemos que z ∈ M , lo cual contradice la elección de m. Por tanto, g[[m, t]] =
[n, v]. De manera análoga, si g(m) = n′, tenemos que g[[m, t]] = [u, n′].

Con A0 = [s,m′], B0 = [m, t], y A1 = [u, n′] y B1 = [n, v] si g(m) = n, o
A1 = [n, v] y B1 = [u, n′] si g(m) = n′, se satisface la conclusión del teorema.

5.4.6 Definición. Un punto p en un continuo tipo arco X es un punto
extremo de X si para cualesquiera subcontinuos A y B de X, con p ∈ A∩B,
se tiene que A ⊆ B o B ⊆ A.

5.4.7 Teorema. Sean {I, fn} una sucesión inversa, X = Ĺım
←−

{I, fn} y p ∈
X. Entonces p es un punto extremo de X si y sólo si para cualesquiera ε > 0,
n ∈ N y cualquier subintervalo Jn de I tal que pn ∈ intJn, existe m > n tal
que para cada subintervalo Jm de I tal que pm ∈ Jm y fm

n [Jm] = Jn, se tiene
que fm

n : Jm → Jn está ε-torcida con respecto a pm.
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Demostración. Si p no es un punto extremo de X, entonces existen sub-
continuos A y B de X tales que p ∈ A ∩ B, A \ B 6= ∅ y B \ A 6= ∅. Por
2.1.22, existe n ∈ N tal que f∞m [A] \ f∞m [B] 6= ∅ y f∞m [B] \ f∞m [A] 6= ∅ para
cada m ≥ n.

Como pm ∈ f∞m [A] ∩ f∞m [B] para cada m ≥ n, cada conjunto Jm =
f∞m [A] ∪ f∞m [B] es un intervalo, sea Jm = [am, bm] y supongamos que an ∈
f∞n [A] \ f∞n [B] y bn ∈ f∞n [B] \ f∞n [A].

Sea ε > 0 tal que [an, an+ε]∩f∞n [B] = ∅ y [bn−ε, bn]∩f∞n [A] = ∅. Entonces
pn ∈ intJn, fm

n [Jm] = Jn para cada m ≥ n y fm
n : Jm → Jn no está ε-

torcida con respecto a pm puesto que (fm
n )−1[[an, an + ε]] ⊆ f∞m [A] \ f∞m [B] y

(fm
n )−1[[bn − ε, bn]] ⊆ f∞m [B] \ f∞m [A].
Ahora supongamos que existen ε > 0, n ∈ N y un subintervalo Jn de I

con pn ∈ intJn, tales que para cualquiera m > n existe un subintervalo Jm

de I con pm ∈ Jm y fm
n [Jm] = Jn, pero que fm

n : Jm → Jn no está ε-torcida
con respecto a pm. Sean Km ⊆ Jm y Am, Bm ⊆ Km como en el Teorema
5.4.5, entonces fm[Am+1] = Am y fm[Bm+1] = Bm. Sean A = Ĺım

←−
{Am, fm}

y B = Ĺım
←−

{Bm, fm}, entonces p ∈ A ∩ B y A \ B 6= ∅ y B \ A 6= ∅ y, por

tanto, p no es punto extremo.
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2X , Bolet́ın de la Sociedad Matemática Mexicana, 5:3(1999), 415-418.
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monótona, 31
perfecta, 27
preimagen de un subconjun-

to cerrado, 22
suprayectiva, 25

por {Hn : n ∈ N}, 52
por {Ln : n ∈ N}, 55

perfecta, 61

Hiperespacio, 3
2X compacto, 4
ΓX único, 83
de espacios métricos, 4

Homeomorfismo de corrimiento, 20

Intersección de subconjuntos de un
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cociente, 6
de Vietoris, 3

subbase de, 3
producto, 1


	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Preliminares
	Capítulo 2. Límites Inversos
	Capítulo 3. Límites Inversos Generalizados
	Capítulo 4. Límites Inversos Generalizados sobre Conjuntos Dirigidos
	Capítulo 5. Límites Inversos y Otras Propiedades
	Bibliografía



