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Introduccion

El presente trabajo se desarrolla dentro del 4drea de la Teoria de los Con-
tinuos. Para los fines de este trabajo, un continuo es un espacio topoldgico
T, que es compacto y conexo.

El presente trabajo estd inspirado en el articulo [Mh] del Profesor W.
Mahavier, en el que define un limite inverso usando subconjuntos cerrados
del cuadrado unitario [0, 1] x [0, 1].

Aqui, definimos una sucesion inversa de subconjuntos cerrados co-
mo una sucesién doble {X,,, A, }, .y (que abreviamos escribiendo {X,, A,})
de espacios topoldgicos X,, y subconjuntos cerrados A, de X, ;1 x X,, que
se proyectan suprayectivamente en su primera coordenada. El limite in-
verso generalizado de la sucesién {X,,, A,} es el conjunto de puntos = €
[1{X., : n € N} tales que (z,41,%,) € A, para cada n € N, a éste espacio lo
denotamos por LimA,,.

Recordemos que una sucesiéon inversa de espacios topologicos X, es
una sucesién doble {X,, f,}, donde cada f, : X,11 — X, es una funcién
continua. El limite inverso de la sucesién inversa {X,,, f,} es el conjunto
de puntos (x,)nen € [[{Xn:n € N} tales que =, = f.(zn41) para cada
n € N. Al limite inverso de {X,, f,} lo denotamos por lim {X,, f,} o por

—
Xoo-

En el caso de que los espacios X,, sean Ty se tiene que las graficas de
las funciones f,, son cerradas en X, ;1 x X,,. Con esto, tenemos que si los
espacios X, son Ty entonces la sucesion inversa {X,, f,} se puede ver como
una sucesion inversa de subconjuntos cerrados {X,, A,}, donde A, es la
grafica de f,.

Lo que analizamos en este trabajo es la relacion entre los conceptos antes
mencionados, especialmente buscamos condiciones para extender resultados
validos para sucesiones inversas al caso de sucesiones inversas de subconjuntos
cerrados y sus limites.

VII



VIII INTRODUCCION

El trabajo esta dividido en cinco capitulos. En el primer capitulo acorda-
mos la notacion y revisamos algunas propiedades de productos de espacios,
asi como propiedades de hiperespacios y de espacios cociente, especialmente
la forma de inducir funciones entre espacios que se encuentran en cada una
de estas clases.

El Capitulo 2 estd dedicado a revisar algunos resultados referentes a sis-
temas inversos (un sistema inverso es una generalizacién del concepto de
sucesion inversa cambiando el conjunto de indices N por un conjunto dirigi-
do) y sus limites inversos. En 2.2.17, damos un prueba diferente a la que se
puede encontrar en [En, 3.7.12] del hecho de que si [ = {l, : &« € A} es una
funcion entre sistemas inversos, donde cada [, es perfecta, y [, es la funcion
inducida por [ entre los respectivos limites inversos, entonces [, también es
perfecta.

En el Capitulo 3 se define lo que es una sucesion inversa de subconjuntos
cerrados y su limite inverso generalizado. El Profesor W. Mahavier, en su
articulo “Inverse limits with subsets of [0,1] x [0, 1]” muestra que se pueden
obtener espacios totalmente disconexos como limites inversos generalizados
y da condiciones para obtener la conexidad. En 3.1.9, probamos que con
la condicién dada en [Mh, Theorem 5] también se obtiene la conexidad del
limite inverso generalizado I£I1An, donde A,, C X, 11 X X,, y cada X,, es un

continuo. En la seccién 3.2 describimos varios ejemplos de espacios que se

obtienen como limites inversos generalizados y, en 3.2.5, construimos, para

cada numero natural m, un continuo de la forma LimA,,, donde A,, C [0, 1] x
P

[0, 1], cuya dimensién es m. En 3.3.1 mostramos cémo inducir funciones de
un espacio topolégico Y en un limite inverso generalizado, lo cual nos ayuda
a probar que el producto de limites inversos generalizados y la suspension de
un limite inverso generalizado también son limites inversos generalizados (vea
3.3.3 y 3.3.13, respectivamente). En 3.3.5, damos condiciones para inducir
funciones entre limites inversos generalizados y en 3.3.11 damos una condicién
suficiente para que estas funciones sean perfectas. En 3.4.1, probamos que
el producto fibrado de una cantidad numerable e infinita de funciones es un
limite inverso generalizado.

En el Capitulo 4 definimos el concepto de sistema inverso de subconjuntos
cerrados y su limite inverso generalizado. Damos condiciones, en 4.1.8, para
que el limite inverso generalizado sea compacto y, en 4.1.9, para que no sea
vacio. En 4.2.1 mostramos cémo inducir funciones de un espacio topologico Y
en un limite inverso generalizado y en 4.2.3 damos una caracterizaciéon de los



IX

limites inversos generalizados. Al igual que en el caso numerable, probamos,
en 4.2.4, que el producto de limites inversos generalizados es un limite inverso
generalizado. Por ltimo, en 4.2.5, damos condiciones para inducir funciones
entre limites inversos generalizados.

En el Capitulo 5 probamos un resultado referente a sistemas inversos y
tres resultados relacionados con sucesiones inversas. En la Seccion 5.2 abor-
damos el tema de unicidad de hiperespacios y, usando limites inversos, pro-
bamos, en 5.2.23, que los continuos periféricamente metrizables que son here-
ditariamente indescomponibles tienen hiperespacios 2% y C,(X) tnicos. En
5.3.16 probamos que, bajo ciertas condiciones, el limite inverso de una suce-
sion inversa de abanicos sobre el conjunto de Cantor tiene la propiedad del
punto fijo. En 5.3.22, damos una condicién para que el limite inverso de una
sucesion inversa de n-odos y funciones de ligadura mondétonas sea un n-odo.
En 5.4.7, damos una caracterizacién de los puntos extremos de los continuos
tipo arco.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo revisaremos los conceptos de topologia producto, hiperes-
pacio y topologia cociente, asi como la notacién que usaremos mas adelante.

A lo largo del presente trabajo, N y R denotaran a los conjuntos de los
nimeros naturales y de los ntimeros reales, respectivamente. Por espacio
entenderemos un espacio topoldgico. Un espacio degenerado es un espacio
con a lo mas un punto. Un arco es cualquier espacio homeomorfo a I =
[0,1], una curva cerrada simple es cualquier espacio homeomorfo a S =
{x € R? : || z || = 1}. Con el simbolo m indicaremos que ha concluido una
demostracion.

1.1. Topologia producto

Dada una familia A = {X, : @ € A} de espacios, denotaremos por [].A
al producto cartesiano de la familia A y por p, a la proyeccién de [].A
sobre X,. Dado un punto = € [] A lo escribiremos como = = (z,) donde
To = PalT).

La topologia asignada a [[.A es la topologia producto, la cual tiene
como subbase a la familia:

{ptUs] - a € Ay U, es abierto en X, }.

aeN’

De este modo, cada proyeccién p, es continua y una funcién f : 7 — [[A
es continua si y sélo si p, o f es continua para cada o € A (vea [En, 2.3.6]).

1.1.1 Definicién. Sean A = {X, : @ € A} una familia de espacios y X =
[TA. Si f,: Z — X, es una funcién continua para cada o € A, entonces la

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES
funcién f : Z — X definida por f(z) = (fa(2)),en ©s tal que fo = pao f
para cada o € A (vea Figura 1.1) y, por tanto, es continua. Ademds, si
h : Z — X es una funcion tal que f, = p, o h para cada o € A, entonces

Pa©h = fo = pa o f para cada a € Ay, por tanto, h = f. La funcién f
definida previamente es el producto diagonal de la familia {f, : « € A}.

f> X
N
X,

«

Z
fa

Figura 1.1:

1.1.2 Definicién. Sean {X, : @ € A} y {Y, : @ € A} dos familias de
espacios, X = [[{Xa:a € A}, Y =[[{Ya:a €Aty fo: Xo — Y, una
funcién continua, para cada o € A. El producto de la familia {f, : « € A}
es la funcién:

[{fa:aeA}: X =Y,

definida por [[{fa : @ € A} ((za)acr) = (fa(Za))aca, entonces f, o p, =
do © [[{fa : @ € A}, donde ¢, es la proyeccién de Y sobre Y, (vea Figura
1.2).

/
X - Y
Pa \) Ga
v v
X, - Y,
Ja

Figura 1.2: En este diagrama f = [[{f. : « € A}.



1.2. HIPERESPACIOS 3
1.2. Hiperespacios

Un hiperespacio de un espacio X es una familia de subconjuntos de X.
El primer hiperespacio con el que trataremos es 2%, la familia de subconjuntos
cerrados no vacios de X, con la topologia de Vietoris 7, que tiene como
base a la familia de conjuntos de la forma:

(Up,....U)={Ce€2.:.CCU,U---UU,yCNU; # ( para 1 <i < n},

donde Uy, ..., U, son abiertos de X (vea [Na2, (0.11)]).
Otros hiperespacios que consideraremos son los siguientes:

K(X)={C € 2¥:C es compacto},
paran € N,

Co(X) ={C € K(X) : C tiene a lo més n componentes}

y
Fo(X) = {C € 2% : C tiene a lo més n puntos}.
Observemos que si X es compacto, entonces K(X) = 2%,
En el siguiente lema mostramos una subbase para T, lo cual nos sera muy
util para probar algunos resultados subsecuentes.

1.2.1 Lema. Sean X un espacioy T la topologia de Vietoris en 2%. Entonces
la familia:

B ={(U) : U es abierto en X} U {(X,U) : U es abierto en X}

es una subbase de T.

Demostracién. Observemos que (X,U) = {C € 2¥ : CNU # 0}.
Entonces (Uy,...,U,) = (U1 U---UU,)N(X,U;)N---N(X,U,). De aqui,
cada abierto basico de T es interseccion de una subfamilia finita de B y, por

tanto, B es una subbase de T. -

1.2.2 Definicién. Sea f : X — Y una funcién continua entre espacios
T5. La funcién inducida entre los hiperespacios K(X) y K(Y) es la
funcion KC(f) : K(X) — K(Y) definida por K(f)(C) = f[C]. A las funciones
K(f)le.xyy K(f)|7.x), las denotamos por C,(f) y F(f), respectivamente.
En el caso en que X y Y sean compactos a la funcién K(f) la denotamos por
2.
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1.2.3 Proposicion. Sea f : X — Y una funcién continua entre espacios T5.
Entonces la funcién K(f) es continua.

Demostracién. Primero observemos que las inclusiones f[C] C U y
C C f7U] son equivalentes. Entonces las proposiciones f[C] € (U) y C €
(f~U]), también lo son.

Veamos que K(f)™1[(U) NK(Y)] = (f7HU]) N K(X).

Un conjunto C' pertenece a K(f)~! [(U) NK(Y)] siy sélosi C € K(X) y
fIC] = K(f)(C) € (U), lo cual, por la observacién anterior, es equivalente a
tener C' € (fHU]) N K(X).

De manera anéloga, se tiene que K(f)™' [(Y,U) N K(Y)] = (X, fHU]) N
K(X).

Por 1.2.1 y las igualdades anteriores, la funcién IC(f) es continua.

El siguiente teorema nos dice que la compacidad se preserva al tomar
hiperespacios.

1.2.4 Teorema. Si X es compacto, entonces 2% es compacto.

Demostracion. Sean A y B dos familias de abiertos en X con la propie-
dad de que {(U) : U € A} U{(X,U) : U € B} cubre a 2.

Si X = B, por la compacidad de X, existen Uy,...,U, € B tales que
X =U,U---UU,. No es dificil ver entonces que 2% = (X, U;)U---U(X,U,).

Si X \UB # 0, tenemos que X \ |JB € 2% y, por tanto, existe U €
A tal que X \ UB € (U). Como {U} U B cubre al compacto X, existen
Uy,...,U, € Btalesque X =UUU; U---UU,, no es dificil ver en este caso
que 28 = (U) U(X,U) U--- U (X,U,).

Entonces, por 1.2.1 y el lema de Alexander (vea [CV, (6.A.10)]), el hiper-

espacio 2% es compacto. -

Ahora consideraremos hiperespacios de espacios métricos. En 1.2.5, mos-
traremos que si X es un espacio métrico, entonces el hiperespacio K(X)
es metrizable. Por [CV, (1.C.10)], podemos suponer que todos los espacios
métricos tienen métricas acotadas, digamos por 1.

Sea (X, d) un espacio métrico. Para z € X y C' € 2% sea:

d(z,C) = inf{d(z,c) : c € C}.
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Dados € > 0y C € 2%, sea:
By(Cie) ={x € X :d(z,C) < e}.

Si C' = {z}, al conjunto B4(C;¢) lo escribimos como By(z;¢).
La funciéon H : K(X) x K(X) — R definida por:

H(C,D) =1inf{e >0: C C By(D;e) y D C By(C;e)}, (1.1)

es una métrica en (X)) (vea [Nal, 4.2]), llamada la métrica de Hausdorff.

En el caso en que X sea un espacio métrico tenemos dos topologias para
K(X), asaber: la topologia generada por H y la topologia como subespacio de
(2%,7). En el siguiente teorema veremos que estas dos topologfas coinciden.

1.2.5 Teorema. Si X es un espacio métrico, entonces la topologia inducida
por ‘H, que denotaremos por Ty, v la topologia de Vietoris T, restringida a
K(X), coinciden.

Demostracion. Primero probaremos que Ty estd contenida en T res-
tringida a IC(X). Para esto mostraremos que, si C' € K(X) y € > 0, entonces
existe U en T tal que C e U N K(X) C By(C;e).

Sean C' € K(X) y € > 0. Como C es compacto, existen ¢y, ca,...,c, € C
tales que C' C | {Bd(ci; $):1<i< n} Sea:

U = (Ba(C;e)) N (X, Balcr; 5)) N -+ N (X, Balen; 5))

y veamos que U N K(X) C By(Ce).

Sea ' € UNK(X). Claramente, se tiene que F C By(C;¢). Para ver que
C C By(E;e), observemos que si ¢ € C, entonces d(c,c;) < 5 para algin
i€{l,...,n}y, como ENBqy(c;; 5) # 0, tenemos que d(c;, e) < 5 para algin
e € E. Por lo anterior se tiene que d(c,e) < ey, por tanto, d(c, E) < . De
esta manera, resulta que C' C By(E;¢), entonces H(C, E) < ¢ y, por tanto,
E e BH(C; 5).

Para mostrar que la restriccion de T a K(X) estd contenida en Ty, por
1.2.1, es suficiente mostrar que si U es abierto en X entonces (U) NKC(X) y
(X,U) N K(X) pertenecen a Tx.

Sean U un subconjunto abierto de X y C' € (U)NK(X). Por [En, 4.1.14] y
la compacidad de C, existe € > 0 tal que B,(C;¢) C U. Entonces By/(C;¢) C
(UYyNK(X).

Sean U un subconjunto abierto de X y C' €

(X, U)NK(X).Sean c € CNU
ye=d(c, X\ U) > 0. Veamos que By(C;e) C

n
,U). Para E € By(C;¢),
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se tiene que C' C By(E;e). Supongamos que ENU = (), entonces E C
X \ U y, en consecuencia, ¢ < d(c, ), lo cual es una contradiccién. Por
tanto, E N U # () lo cual quiere decir que E € (X,U) y, por consiguiente,

Br(Cie) C (X, U) NK(X). .

No es dificil probar que si X es metrizable, entonces C,(X) y F,(X) son
cerrados en (2% ,7), con lo cual tenemos el siguiente:

1.2.6 Corolario. Si X es un espacio métrico compacto, entonces 2% es un
espacio métrico compacto y, por tanto, C,(X) y F,(X) también lo son.

Demostracién. Recordemos que si X es compacto, entonces K(X) =
2% Ademés, por 1.2.4, sabemos que 2% es compacto y, por 1.2.5, que es

metrizable.
]

De [IN, 14.9] y [IN, 15.12], obtenemos el siguiente:

1.2.7 Teorema. Si X es un espacio métrico compacto y conexo, entonces los
hiperespacios 2%, C,,(X) y F,(X) son espacios métricos compactos y conexos.

1.3. Topologia cociente

Para una relaciéon de equivalencia E en un espacio X denotaremos por
X/E al conjunto de clases de equivalencia [x] de E y por 7 a la funcién
de X sobre X/FE que asigna a cada punto x € X la clase de equivalencia
[x] € X/E. Si x y y estan relacionados mediante la relacién F, entonces
escribimos xFEy. En el caso en que E sea un subconjunto cerrado de X,
también denotaremos por E a la relaciéon de equivalencia que induce a la
particiéon {E} U {{z} : = € X \ E}. La topologia asignada a X/E es la
topologia cociente:

{U C X/E : 77 U] es abierto en X}.

A X/E, con la topologia cociente, se le llama un espacio cociente de X,y a
7 se le llama la funcién natural cociente (o funcién cociente) de X sobre
X/E. De este modo, la funcién 7 es continua y una funciéon f : X/E — Y
es continua si y sélo si f o7 es continua (vea [En, 2.4.2]).
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1.3.1 Teorema. Sean f : X — Y una funcién continua y E y F' relaciones
de equivalencia en X y Y, respectivamente. Supongamos que aFb implica
que f(a)F f(b). Entonces existe una unica funcién continua f : X/E — Y/F
tal que oo f = f o, donde o es la funcién cociente de Y sobre Y/F (vea
Figura 1.3).

f
X - Y
T \) o
v v
X/E - Y/F
f
Figura 1.3:
Demostracién. Si [a] = [b], tenemos que aFEb, lo cual implica que

f(@)Ff(b) y, por tanto, [f(a)] = [f(])]. De este modo, podemos definir la
funcién f : X/E — Y/F por (=) = [f(2)].

Como oo f = f o, se tiene que f es una funcién continua (vea [En,
2.4.2]).

Para probar la unicidad de ]?, supongamos que h : X/E — Y/F es una
funcién continua tal que oo f = hom, entonces h([z]) = hon(z) = oo f(z) =

[f(2)] = f([«]) ¥, por tanto, [ = .

1.3.2 Teorema. Sean f : X — Y y h: Y — Z dos funciones continuas y
E, F y G relaciones de equivalencia en X, Y y Z, respectivamente. Si aE'b
implica que f(a)Ff(b) y aFb b implica que h(a)Gh(b), entonces aEb implica

que (ho f(a))G(ho f(b)) y hof=ho .

Demostracién. Sean 7y, my y 73 las funciones cociente de X sobre X/FE),
de Y sobre Y/F y de Z sobre Z/@G, respectivamente.
Por el Teorema 1.3.1, tenemos que ho fom = homyo f =mgoho f.

Ademas, por la unicidad de h o f, concluimos que ho f = ho f. -
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Capitulo 2

Limites inversos

Es este capitulo, damos la definicién y propiedades de limites inversos
de espacios sobre conjuntos dirigidos. Incluimos mas resultados de los que
necesitaremos para que el lector tenga la oportunidad de familiarizarse con
esta herramienta.

En 2.2.17, probamos que si [ = {l, : @ € A} es una funcién entre sistemas
inversos, donde cada [, es perfecta, y [y es la funciéon inducida por [, entre
los respectivos limites inversos, entonces [, también es perfecta, dando una
prueba que hasta nuestro entender no ha aparecido en la literatura.

2.1. Propiedades y ejemplos

En la presente seccion revisamos algunas propiedades de los limites in-
Versos.

Comencemos recordando que una relacion < en un conjunto A es un
orden parcial si

a) a < « para cada a € A
b) sia <y [ <a,entonces a =3,y
¢) sia< By <7, entonces o <.

Decimos que un orden parcial < dirige a un conjunto no vacio A si para
cualesquiera a, 3 € A, existe v € A tal que a < vy B < ~. En tal caso el
par (A, <) se llama conjunto dirigido. Un subconjunto ¥ de un conjunto
dirigido A es cofinal en A si para cada o € A, existe v € ¥ tal que a < .
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2.1.1 Observacién. En la mayor parte de este trabajo, usaremos tercias
{X,F,A}, donde A es un conjunto dirigido por la relaciéon <, X es una
familia de espacios {X,:a €A} y F = {ff s, €A cona< ﬁ} es una
familia de funciones continuas f? : X3 — X,. A la tercia {X,F, A} la
abreviamos escribiendo {X,, 5, A}.

2.1.2 Definicion. Un sistema inverso de espacios es una tercia
S = {Xa, 12 A} (vea 2.1.1); donde A es un conjunto dirigido por la relacién
<, {X4 : @ € A} es una familia de espacios y, para cualesquiera «, 5 € A con
a <3, fP: Xz — X, es una funcién continua tal que:

(i) fo es la funcién identidad en X, y
(ii) fJ = ffo fj cuando a < 3 <.

Las funciones f? se llaman funciones de ligadura y los espacios X, se
llaman espacios coordenados del sistema. Si A = N, el sistema {X,,, " N}
se llama sucesién inversa y se escribe como {X,,, f,}, donde f, : X,,,1 —
X,; en este caso fi" = f,o far10...0 fin1.

Si X, =X paracadaa € A, a {Xa, 12 A} lo escribimos como { X, f7 A
({X, fu} si A = N). Si, ademas, f? = f para cualesquiera o < 3, a { X, f5, A
lo escribimos como { X, f, A} ({X, f} si A =N).

2.1.3 Definicién. El limite inverso del sistema inverso S = {Xa, ff,A}
es el conjunto de puntos z € [[{X, : v € A} tales que p,(z) = fZ o pg(z)
para cualesquiera o < 3. Al limite inverso de S lo denotamos por lim.S o por

Xp (X si A =N) y ala restriccién de la proyeccién p, a Xx por f2 (£ si
A =N), es decir, f» = pa|x,-

2.1.4 Observacion. Para cualesquiera o < 3, tenemos que:
A pB  gA
fa - fa o fﬁ
(vea Figura 2.1).

Como primer resultado veremos una forma de inducir funciones de un
espacio en un limite inverso.
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X

A
/SN
4 \
Xo = Xz
fa
Figura 2.1:

2.1.5 Definicién. Sean S = {Xa, 12 A} un sistema inverso y Y un espacio.
Una funcién de Y en S es una familia h = {h, : @ € A} de funciones
continuas h, : Y — X, tales que h, = f7 o hg para cualesquiera o < 3 (vea
Figura 2.2).

2.1.6 Teorema. Sih = {h, : @ € A} es una funcién de un espacio Y en un
sistema inverso S = {Xa, 12 A}, entonces existe una unica funcién continua
h:Y — X, tal que hy, = f2 o h para cada a € A (vea Figura 2.3). A la
funcién h se le llama funciéon inducida por b.

Demostracién. Sea h: Y — [[{X, : @ € A} el producto diagonal de la

familia h (veal.l.1). Como ff o ps(h(y)) = fI(hs(y)) = ha(y) = pa(h(y)),
tenemos que h(y) € X, y, por tanto, h: Y — X,. Notemos que h, = fAoh

para cada o € A.
Ademas, si g : Y — X, es una funcién tal que h, = f2 o g para cada
a € A, entonces:

Paog(y) = fAog(y) = ha(y) = f2 o h(y) = pa o h(y)
y, por tanto, h = g.

Y

%/Q\W
X, = X5

fa

Figura 2.2:
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h

Y ~ X

W\ 1

Xa

Figura 2.3:

2.1.7 Observacién. Sea S = {X,, f?, A} un sistema inverso. Por 2.1.4,
tenemos que la familia f = {f» : @ € A} es una funcién de X, en S.
Entonces, por 2.1.6, existe una unica funcién continua f : Xy — X, tal que
A = fAo f para cada a € A. Como la funcién identidad id : X, — X, tiene
tal propiedad, podemos concluir que f = id.

La propiedad enunciada en 2.1.6 caracteriza a { Xy, f2, A}, lo cual enun-
ciamos en el teorema siguiente:

2.1.8 Teorema. Sean h = {h, : @ € A} una funcién de un espacio Y en un
sistema inverso S = {X,, f, A} y h : Y — X, la funcién inducida por b
(he = f2 o h para cada a € A). Si {Y, b} tiene la propiedad:

(%) SiZesunespacioy q = {g, : @ € A} es una funcién de Z en S, entonces
existe una unica funcién continua ¢ : Z — Y tal que ¢, = h, © ¢ para
cada a € A.

Entonces h es un homeomorfismo.

Demostracién. Por 2.1.7, sabemos que la tnica funcién continua g :
Xa — X, tal que f2 = f2 o0 g para cada o € A es la funcién identidad en
Xx. De manera andloga, por (x), la tnica funcién continua g : Y — Y tal
que h, = hy 0 g para cada a € A es la funcién identidad en Y.

Por (), existe una funcién continua ¢ : X, — Y tal que f2 = h, oq para
cada o € A. Observemos que f2o (hoq) =haoq= f2y que hyo(qoh) =
fAo h = h, para cada a € A. Entonces, por la observacién del parrafo
anterior, se tiene que h o qy g o h son las funciones identidad en X, y Y,

respectivamente. Por tanto, la funcién h es un homeomorfismo. -
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2.1.9 Proposicién. Si S = {X,, f? A} es un sistema inverso y ¥ es un
subconjunto cofinal en A, entonces el limite inverso Xy, del sistema inverso
S = {X,, f3, %} es homeomorfo a X,. Ademds, la funcién g : Xy — Xx
definida por g((a)aca) = (Ta)aex €s un homeomorfismo tal que f4 = fZog
para cada o € Y.

Demostracién. Dado o € A, sea v € X tal que a < v y definamos

= flo fWE. Veamos que h, estd bien definida: sea n € X tal que a<ny
supongamos que 7y < 7, entonces fJ o fE Jadoflo fE flo 7 ,Siyym
no se pueden comparar existe A € X tal que v < )\ y n < A, el argumento
anterior prueba que f] o fZ froff=flo fZ Observemos que h, = f~
para cada o € X.

Claramente, la familia h = {h, : @ € A} es una funcién de Xy en S y la
familia g = {f2 : @ € ¥} es una funcién de X, en S’. Sean h : Xy — X,
la funcién inducida por h (hq = f2 o h para cada a € A) y g: Xy — Xy la
funcién inducida por g (f* = f* o g para cada a € %0).

No es dificil ver que f= = f>o(goh) paracada a € ¥y que fA = f2o(hog)
para cada o € A. Entonces, por 2.1.7, se tiene que hog y goh son las funciones
identidad en X, y Xy, respectivamente. Por tanto, g es un homeomorfismo.

De la demostracion de 2.1.6, vemos que g : X, — Xy, esta definida por

g((ma)a€A> = (xoz)aeE- -
La proposicién anterior, tratdndose de un homeomorfismo entre limites
inversos, también se puede probar usando 2.1.8, pero preferimos exhibir el
homeomorfismo g : X, — X5 que usaremos, en varias ocaciones, mas ade-
lante.
Como caso particular del resultado anterior tenemos el siguiente:

2.1.10 Corolario. Si {X,, f?, A} es un sistema inverso y n € A, entonces
el conjunto Y. ={a € A:n<a}escofinal en A, X, es homeomorfo a Xy, =
lm{X,, f% 3}y fA [y og,donde g : Xy — Xy es un homeomorfismo.

En 2.1.6, no basta que cada h,, sea suprayectiva para que h los sea, como
se muestra en el siguiente:

2.1.11 Ejemplo. Dado n € N, sean X,, = {1,2,...,n} vy fn: Xos1 — X,
definido por f,(n+1) = ny f,(m) = msim < n. Las funciones h,, : N — X,
definidas por h,(m) = nsin < my h,(m) = m si m < n son tales que
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hn = fn © hyy1, lo cual indica que la familia {h, : n € N} es una funcién de
Nen {X,, fn}. Sea h : N — X la funcién inducida por {h, : n € N}. La

funcién h no es suprayectiva puesto que (n),eny € Xoo \ A[N].

Una condicion suficiente para que una funcién inducida sea suprayectiva
se da en el Teorema 2.1.14.

Un limite inverso, siendo subespacio de un producto, tiene como base a la
familia de intersecciones de X, con abiertos basicos del producto. Esta base,
como veremos en el teorema siguiente, tiene un forma mas simple.

2.1.12 Teorema. Si {X,, f? A} es un sistema inverso, entonces la familia:
B={(f2)""Us] : @ € Ay U, es un abierto en X, }
es una base para Xj,.

Demostracién. Sean n € N, U,, un abierto en X, paral < <n,y:

= (pa!lUa] 11 <i<n)N Xy = {po ) [Ua] N Xy 0 1< i <}
—ﬂ{(fA) U] 1< < n}.
Eleglmos a € A tal que oy < a para 1l < ¢ < n y definamos U, =
M{(f2) U] : 1 < i < n}, entonces:

(f2) " Ual = ( )" [ﬂ{

Por lo cual, B es una base para Xj,. -
2.1.13 Teorema. Sean h = {h, : @ € A} una funcién de un espacio ¥ en
un sistema inverso {Xa,fg,/\} y h:Y — X, la funcién inducida por b
(ha = f2 o h). Si cada h, es suprayectiva, entonces h[Y] es denso en Xj,.

Demostracién. Sean a € A y U, un abierto no vacio de X,. Notemos
que, como cada h,, es suprayectiva y h, = f2 o h, entonces (f2)~1[U,] # 0.
Por 2.1.12, es suficiente probar que (f2)7[U,] N A[Y] # 0. Como h, es
suprayectiva y U, # (), existe y € Y tal que f2 o h(y) = ha(y) € Us v, en

consecuencia, h(y) € (fA)71[U.] N A[Y]. -

Como consecuencia inmediata de 2.1.13, se tiene:
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2.1.14 Teorema. Sean ) = {h, : @ € A} una funcién de un espacio com-
pacto Y en un sistema inverso {Xa, 12 A} de espacios T vy h : Y — X, la
funcién inducida por b (h, = f2 o h). Si cada h,, es suprayectiva, entonces h
es una funciéon cerrada y suprayectiva.

En los tres resultados siguientes, asi como en otras partes de este trabajo,
usamos la caracterizacion, expresada en 2.1.8, de Xjy.

2.1.15 Proposicién. Sean A un conjunto dirigido, {X,, : v € A} una familia
de subespacios de un espacio X tales que X3 C X,sia < 8,y f2: X5 — X,
la inclusién de Xz en X, si o < 3. Entonces S = {X,, f7, A} es un sistema
inverso y existe un homeomorfismo h : [{X, : v € A} — X, tal que
A =14, 0h™! donde i, es la inclusién de {X, : v € A} en X,,.

Demostracién. Claramente f& es la identidad en X, y f7 = f?o fg si
a < B3 <, entonces {X,, f?, A} es un sistema inverso.

Sean Y = ({X,:y €A} ei={ip:a€ A}, donde iy : Y — X, es la
inclusién de Y en X,. Como i, = f? oig para cualesquiera a < 3, tenemos
que i es una funcion de Y en S. Sea h : Y — X, la funcién inducida por i
(ia = fcjz\ o h)

Probaremos que {Y,i} tiene la propiedad () de 2.1.8.

Sean Z un espacio y q = {¢, : @ € A} una funcién de Z en S.

Para cada z € Z, probaremos que ¢,(z) = gg(z) para cualesquiera «, 5 €
A. Sia < 3, tenemos que ¢o(2) = f7 0 qs(2) = gs(2) (f7 es la inclusién de
Xsen X,), st ay fno se pueden comparar entonces elegimos v € A tal que
a < vy <7, el argumento anterior prueba que ¢,(2) = ¢,(2) = gg(2).
Entonces podemos definir ¢ : Z — Y por q(z) = q.(2).

No es dificil ver que ¢, = i, 0 ¢ para cada o € A.

Sir:Z — Y es una funcién continua tal que q, = i, 07 para cada o € A,
entonces 7(z) =i, 0 7(2) = ¢u(2) = q(2), es decir, r = q.

Asf, por 2.1.8, la funcién h es un homeomorfismo y, por tanto, f =

: -1
g0 h .
@ n

En la siguiente proposicién, veremos que el producto de una familia A de
espacios es homeomorfo al limite inverso de un sistema inverso cuyos espacios
coordenados son productos de subfamilias finitas de A.
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2.1.16 Proposicién. Sean {Y; : t € T} una familia de espacios y A la
familia de subconjuntos finitos (resp. numerables) de 7. En A, definimos la
relacién a < 3 si a C (. Notemos que (A, <) es un conjunto dirigido. Para
cada o € A, sea X, = [[{Y::t € a} y, para a < 3, sea f7: X5 — X, la
proyeccién de X sobre X,,. Entonces, S = {X,, f?, A} es un sistema inverso
y X es homeomorfo a [[{Y;:t € T'}.

Demostracién. Claramente f& es la identidad en X, y f7 = ffo fg si
a < 3 <7, entonces {X,, f%, A} es un sistema inverso.

Sean Y = [[{Y;:t €T} ybh={hy:ac A}, donde h, : Y — X, es la
proyeccién de Y sobre X,,. Observemos que h, = f? o hs para cualesquiera
a < (3, lo cual quiere decir que b es una funcion de Y en S. Sea h: Y — X,
la funcién inducida por b (he = f2 o h).

Probaremos que {Y, h} tiene la propiedad (x) de 2.1.8.

Sean Z un espacio y q = {q, : @ € A} una funcién de Z en S. La familia
de funciones {qg : t € T’} induce una funcién continua ¢ : Z — Y tal que
qiey = hyyy © q, entonces g, = hq 0 ¢ para cada o € A.

Sir:Z — Y es una funcién tal que ¢, = h, o7 para cada o € A, en
particular, se tiene que qg) = hyy o7y, por tanto, r coincide con g. Asi, por

2.1.8, la funciéon h es un homeomorfismo. -

La siguiente proposicion se refiere a productos de limites inversos, en
él veremos que el producto de limites inversos es homeomorfo a un limite
inverso.

2.1.17 Proposicién. Sea A un conjunto no vacio y supongamos que, para
cada a € A, S(a) = {X(a)a, f(a)?,A} es un sistema inverso con limite
inverso X (a)x. Sean X, = [[{X(a)s : a € A}, con proyecciones p(a)q,, y
72 = T2 a € A} Xy — Xa (f(@)f o p(B)a = pla)a o f2 segin
1.1.2). Entonces S = {X,, f5, A} es un sistema inverso y X, es homeomorfo

a[[{X(a)p:a€ A}

Demostracién. Como cada f(a)% es la identidad en X (a),, tenemos que
13 es la identidad en X,,. Sean «, 3,7 € A y supongamos que o < 3 < 7,
entonces:

pla)ao fofi=fla)sop(Blao fi = fla)o fla)hop(y)a
= f(a)l op(7)a = p(a)ao f7,
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lo cual quiere decir que f) = fPo fg y, por tanto, S es un sistema inverso.
Para cada o € A, sea f(a)? la proyeccién de X (a)x en X (a),.
Sean Y = [[{X(a)a : a € A} y, para cada a € A, p, la proyeccién de Y
en X(a)y. Para cada o € A, la familia de funciones {f(a) o p, : a € A}
induce una funcién continua h, : Y — X, tal que f(a)} op, = p(@)q 0 ha
para cada a € A. Como

p(a)ao fil ohg = f(a)g op(B)aohs = f(a)] o f(a)j opa= fla)s o pa
= p(a)a o hom

tenemos que h, = f? o hg para cualesquiera o < 3, lo cual quiere decir que
h = {hs : @ € A} es una funcién de Y en S. Sea h : Y — X, la funcién
inducida por § (h, = f2 o h).

Probaremos que {Y, h} tiene la propiedad (x) de 2.1.8.

Sean Z un espacio y q = {q, : @ € A} una funcién de Z en S. Para
cualesquiera a € Ay a € A, sea ¢(a), = p(), © ¢o. Como

f(a)foqla)s = f((a))éf op(B)aoqs=p(a)eo ffoqs=pla).oqa
= q(a),

para cualesquiera o < 3, tenemos que la familia q(a) = {g(a)s : @ € A} es
una funcién de Z en S(a). Sea q(a)s : Z — X(a)a la funcién inducida por
9(a) (g(a)a = f(a)y © q(a)a).

La familia de funciones {q(a)y : a € A} induce una funcién continua
q:Z —Y tal que q(a)y = p, o ¢ para cada a € A. Como

p(@)aohaoq= fla)dopaoq=f(a)loqla)s=q(a)e=p()so ga,

tenemos que g, = h, © ¢ para cada a € A.

Sea r : Z — Y una funcién continua tal que g, = h, o7 para cada o € A.
Para probar que ¢ = r, mostraremos que p, o ¢ = p, o r, lo cual equivale
a probar que f(a)} op,0q = f(a)? o p, o r. Esto tltimo se obtiene de la

igualdades siguientes:
fl@)hopaog=f(a)}oqla)s = qla)a = p(a)s©ga = p(a)g 0 hoor
= fla)yopaor.

Entonces, por 2.1.8, la funciéon h es un homeomorfismo. -

En el teorema siguiente veremos que la interseccion a pares de ciertos
subconjuntos de un limite inverso también es un limite inverso.
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2.1.18 Teorema. Sean S = {X,, f?, A} un sistema inverso y Y,, Z, C X,
tales que {Ya, f2 |v,, A} v {Za, f2 |z,,A} son sistemas inversos. Si W, =
Y, N Z,, entonces la familia S(Y N Z) = {Wa,fg |WB’A} es un sistema

inverso y
YA N ZA == limS(Y N Z)

Demostracién. Sean «,3 € A tales que a < 3. Como f2[YzN Zg) C
JE YN f2[Z5] C Yo Za, tenemos que f2 |y, es una funcion de Ws en W,.
Claramente S(Y N Z) satisface (i) y (ii) de 2.1.2 y, por tanto, es un sistema
inverso.

Veamos que Yy N Zy C l@S(Y N Z). Sea © € Yy N Zy. Segtn 2.1.3,

el punto z € ([[{Ya : @ € A N(I[{Za : @ € A}) y pa(z) = [ o ps(2)
para cualesquiera o < 3, entonces z € [[{W, : @ € A} y, por tanto, x €

fmS(Y N Z).

Para ver la otra contencién, elegimos z € limS(Y N Z). Entonces = €
[I{Wa : @ € A} v pa(z) = fP o ps(z) para cualesquiera o < 3. De aqui,
obtenemos que = € [[{Ya : @ € A} y que z € [[{Z, : @ € A}. Por tanto,

T € YAN Ly -

El resultado siguiente nos muestra que los subconjuntos cerrados de un
limite inverso se obtienen como limites inversos de subconjuntos cerrados de
los espacios factores.

2.1.19 Teorema. Si S = {X,, f?, A} es un sistema inverso y A es un sub-
conjunto de X,, entonces la familia S (A) = {fg[A],fg |m,A} es un
E

sistema inverso y
A=1ims (4) = (H{m:am}) N Xy

Demostracién. Sean o, € A tales que a < 3. Como f% [fé\[A]] C

FELASTAT = FATAL tenermos awe 12
Claramente S (A) satisface (i) y (ii) de 2.1.2 y, por tanto, es un sistema
Inverso.

Es claro que limS (A) C (H {fé\[A] Lo € A}) N X, y, como fA[A] C
fAA], se tiene que A C limS (A4).

«

es una funcién de f5[A] en fA[A].
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Sea x € (H {fA[ |t e A}) N X, probaremos que 7 € A. Sean o € A
y U, un abierto en X, tales que = € (f2)~![U,]. Como z, € fA[A] N U,,

existe a € AN (f2)7![U,], entonces, por 2.1.12, z € A. u

Como una consecuencia de 2.1.18 y 2.1.19 tenemos el siguiente:

2.1.20 Teorema. Si S = {X,, f? A} es un sistema inverso y A y B son
subconjuntos de X,, entonces:

ANB = {fA[ I FABI, £ |fA[AmfA[B]’A}'

El Teorema 2.1.19 es fundamental para la prueba de los dos resultados
siguientes:

2.1.21 Teorema. Sean {X,, f?, A} un sistema inverso rso y A un subconjunto

de X,. Si A # X,, entonces existe o € A tal que fﬁ[ | # Xj para cada
B> a

Demostracién. Supongamos que la conclusién es falsa, entonces el con-
junto ¥ = {a € A : fAA] = X,} es cofinal en A. Sea g : Xy — Xy
definida por g((4)aenr) = (Ta)acs. Notemos que g es un homeomorfismo y
que f3IgIA] = FMA] = Xa, por 2.19. - B

En consecuencia, por 2.1.19, tenemos que g[A] = Xy y, por tanto, A =
X

2.1.22 Teorema. Sean {X,, f?, A} un sistema inverso y A Ay B subconjun—

tos de X,. Si A\ B # (), entonces existe a € A tal que fﬁ[ I\ f31B] #
para cada (0 > a.

Demostraciéon. Supongamos que la conclusién es falsa, entonces el con-
junto ¥ = {a € A : fA[A] C fA[B]} es cofinal en A. Sea g : Xy — Xx
definida por ¢((4)aeca) = (Za)aex. Notemos que g es un homeomorfismo y

que FEIg[A]] = FALA] € F(B] = f31gIB]], por 2.1.9.

En consecuencia, por 2.1.19, tenemos que g[A] C g[B] y, por tanto, A C
B.
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2.2. Funciones inducidas entre limites inver-
SOS

Como una aplicacion inmediata de 2.1.6, en el teorema siguiente damos
condiciones para inducir funciones de un limite inverso a otro.

2.2.1 Definicién. Sean S = {X,, f? A} y &' = {Y,,¢2,A} dos sistemas
inversos. Una funcién de S en S’ es una familia [ = {l, : @ € A} de
funciones continuas I, : X, — Y, tales que [, o f% = g ol; para cualesquiera
a < G (vea Figura 2.4).

fa
X0 = Xg
I \) I
v v
Y, = Ys
9a
Figura 2.4:

2.2.2 Teorema. Si [ = {l, : @ € A} es una funcién de un sistema inverso
S = {X,, f2, A} en un sistema inverso S’ = {Y,, g7, A}, entonces existe una
tinica funcién continua Iy : Xy — Y tal que [, o f& = g% o, para cada
a € A (Vea figura 2.5). A la funcién I, se le llama funcién inducida por [.

Demostracion. Como gQOZgOfé‘ = la0f50fé\ = l,0 f2 para cualesquiera
a < 3, tenemos que la familia {/, o f2 : o € A} es una funcién de X, en 5.
Entonces, por 2.1.6, existe una unica funciéon continua [ : Xy — Y, tal que

loo fA=g" ol para cada o € A. -

Como un ejemplo del resultado anterior, consideremos una sucesién in-
versa de la forma S = {X, f}. Sean S’ = Sy, paran € N, [,, = f. Cla-
ramente, la familia {/,, : n € N} es una funcién de S en S’ (vea Figura
2.6). A la funcién inducida por {l, : n € N} se le llama homeomorfis-
mo de corrimiento y se denota por f La inversa de ]?esta definida como

(J?>_1(($n)neN) = (Znt1)nen-
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fA
XA = Xa
D
v v
Y - Yj
Ja
Figura 2.5:
f
X = X
O
v v
X =< X
f

21
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De 2.1.4, tenemos que f:° = fo f25, y, por 2.2.2, se tiene que fo f35, =

<10 f entonces:

fr?ozfo rcﬁrl_fmo n+m? (2]‘)
frCL)O = n+1 f n+m © fm (22)
y —~
Si ponemos n =k —m (k> m+ 1), entonces (2.1) y (2.2) se convierten en:
fm = "0 S = fo . (2.4)

Ahora veremos que la preimagen de un subconjunto cerrado bajo una
funcién inducida entre limites inversos también es un limite inverso.

2.2.3 Proposicién. Sean [ = {l, : @ € A} una funcién de un sistema inver-
50 S = {X,, f?, A} en un sistema inverso S’ = {Y,, g%, A} (loo f? = gPols) y
In : Xy — Y} la funcién inducida por [ (I, 0 fA = g2 ol,). Si B es un subcon-

junto de Yy, entonces la fami_lia S~ (B) :_{l;l [%/;}[B]] S |151[M7A}
es un sistema inverso y Iy' [B] = limS™' (B). Si B = {y}, a S7' ({y}) lo

escribimos como S~ (y).
7)) - o 7] <
g8 [gg[B]] C g\[B], se tiene que f7 [[—1 [gg[B}H cit [ga [B]}, entonces

15 |rl[gTB]] es un funcién de lgl [gg[B]] enl;? [ga ] Claramente S~ (B)
s 193

Demostracién. Como I, [fg [lﬁ_l

satisface (i) y (ii) de 2.1.2 y, por tanto, es un sistema inverso.
Para ver que ZXI [B] = limS—! (B ), observemos que un punto de la

forma [, (z) pertenece a B si y sélo si g2 o ly(x) € g [B] para cada a €
A, por 2.1.19. Ademds, tener g} o lx(x) € gA[B] es equivalente a tener

lo o fAx) € g2 [ B] que, a su vez, equivale a tener f2(x) € [ 1 [gQ[B]}

2.2.4 Lema. Sean A un conjunto dirigido tal que n < « para cada a € A
y S = {X., f2, A} un sistema inverso. Entonces la familia S’ = {Y,, g7, A},
donde Y, = f'[Xo] y g5 es la inclusién de Y3 en Yy, es un sistema inverso
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y la familia [ = {f : @ € A} es una funcién de S en S’. Ademds, se tiene
que f = iyoh ! oly, donde i, es la inclusion de ({Y, : @ € A} en Yy,
h:(W{Ya:a€ A} — Yy es un homeomorfismo y [, es la funcién inducida
por L.

Demostracién. Claramente, S’ = {Y,, g% A} es un sistema inverso y
[={fy:a € A} es una funcién de S en S'. Sea [y : Xp — X, la funcién
inducida por [ (f,? =foo fA=gholy).

Por 2.1.15, existe un homeomorfismo h : [[{Y, : @« € A} — Y, tal que
g =i, 0h™1 donde i, es la inclusién de (\{Y, : a € A} en Y,,. De donde se
ti A=, 0h™lol,.
lene que f,' = 1,0 ol u

En 2.2.5 damos condiciones para que la funcion inducida [, sea un ho-
meomorfismo y, en 2.2.6, damos condiciones para que cualquier funcién pro-
yeccion f,;X sea un homeomorfismo.

2.2.5 Teorema. Sean [ = {l, : @ € A} una funcién de un sistema inverso
{Xa, f2, A} en unsistema inverso {Y,, g2, A} (loof2 = glolg) y Iy : X — Ya
la funcién inducida por [ (I, o fA = g} oly). Si cada I, es un homeomorfismo,
entonces [, también lo es.

Demostracién. No es dificil ver que [;1og? = ffo l[;l para cualesquiera
a < 3, lo cual quiere decir que ™! = {IJ! : @ € A} es una funcién de S’ en
S. Sea Iy : YA — X, la funcién inducida por [7! (i71 o g} = fAo1}).

Como gh o (Ixoly) = lyo floly = Iyl ogh = gh v fho(lyoly) =
IYogholy =1 oly o fA = fA tenemos, por 2.1.7, que Iy o l)y v I oy
son las funciones identidad en Y, y X,, respectivamente. Por tanto, [4 es un
homeomorfismo. -
2.2.6 Corolario. Si S = {X,, f%, A} es un sistema inverso cuyas funciones
de ligadura son homeomorfismos, entonces las proyecciones ff]\ también son
homeomorfismos.

Demostracién. Sean € A. Por 2.1.10, podemos suponer que n < « para
cada a € A. Por 2.2.4, sabemos que [ = {f : @ € A} es una funcién de
S en el sistema inverso S’ = {X,,id,, A}, donde id, es la funcién identidad
en X,, y que f# = h™'oly, donde h : X, — Y, es un homeomorfismo y
[x es la funcién inducida por [. Ademads, por 2.2.5, tenemos que [, es un

homeomorfismo, entonces la proyeccién f,/]\ también es un homeomorfismo.
|
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2.2.7 Notacién. Dados un sistema inverso {X,, f?, A} y a,3 € A, con
a < (3, denotamos por K,z al conjunto de puntos z € [[{X,, : v € A} tales

que po(z) = fP o ps(x) y por Kz al conjunto ({ K,z : o < S}

Si cada X, es Ts, tenemos que cada K,3 es un subconjunto cerrado de
[I{X, : v € A} (vea [Wi, 13.13]). Entonces los conjuntos Kz también son
cerrados en [ [{X,, : v € A}. Esto nos ayudara a demostrar los dos resultados
siguientes:

2.2.8 Lema. El limite inverso de un sistema inverso {X,, f?, A} de espacios
T, es un subconjunto cerrado de [[{X, : v € A}.

Demostracién. Basta observar que Xy = ([{Kup: ,0 € Ay a < 5}
|

2.2.9 Teorema. El limite inverso de un sistema inverso {X,, 7, A} de espa-
cios compactos T, es un subconjunto compacto de [[{X,, : v € A}. Ademas,
si cada X, # (), entonces el espacio X # ().

Demostracién. Para ver que X, es compacto observemos que, por el
lema anterior, X, es un subconjunto cerrado del espacio compacto [ [{X, :
v € A}

Supongamos que cada X, # () y veamos que cada Kz # (). Sea 3 € A.
Para a £ f3, sea 1, € X, y para a < f3, sea ¥, = f2(x3), entonces el punto
(%a)aca pertenece a Kpg.

Como Kz C K, si @« < 8y A es un conjunto dirigido, se tiene que la
familia de cerrados {Kj : § € A} tiene la propiedad de la interseccién finita

y, por tanto, el espacio Xy = (\{Kpz: 5 € A} # 0. .

Los dos resultados siguientes son consecuencia de 2.2.9 y otros resultados
previos.

2.2.10 Teorema. Sean {X,, f A} un sistema inverso de espacios To y Ay
B subconjuntos compactos de X,. Si AN B = (), entonces existe o € A tal
que f5[A] N f4[B] = 0 para cada 3 > o

Demostracién. Supongamos que la conclusion es falsa. Entonces el con-
junto ¥ = {a € A : fAA] N fAB] # 0} es cofinal en A. Sea g : X, — Xx
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definida por g((4)aeca) = (Ta)aes. Notemos que g es un homeomorfismo y

que f3 [g[A]] N [ [g[B]] = f2[A]l N f2[B] # 0, por 2.1.9.
Por 2.1.20, sabemos que:

gl4] N g[B) = 1im { £1g[A]) 0 FF191BI] F2 | psiataposs e =

y, por 2.2.9, que es distinto del vacio. Por tanto, AN B # (). -

2.2.11 Lema. Sean S = {X,, f? A} un sistema inverso de espacios Tb,
S" = {Y,, g%, A} un sistema inverso de espacios Ty, [ = {l, : « € A} una
funcién de S en S"y I : X — Yi la funcién inducida por [ (I,0 f2 = gholy).
Si cada [, es suprayectiva y I;1(y) es compacto para cualesquiera o € A y
y € Y,, entonces [, es suprayectiva.

Demostracién. Dado y € Y), sea S7!(y) = {lgl(ya),fg ‘lgl(yﬂ),A}.
Como S7!(y) es un sistema inverso de espacios compactos Ty no vacios,
tenemos, por 2.2.9, que el espacio imS~!(y) es compacto y distinto del vacio.
Ademds, por 2.2.3, sabemos que [;'(y) = limS~!(y). Entonces, existe un

punto x € limS~!(y) tal que I5(x) =y y, por tanto, [, es suprayectiva.

De 2.2.11, es inmediato el resultado siguiente:

2.2.12 Teorema. Sean S = {X,, f?, A} un sistema inverso de espacios com-
pactos Ty, S" = {Y,, g°, A} un sistema inverso de espacios Ty, [ = {l, : @ € A}
una funcién de S en S" y Iy : Xy — Y, la funcién inducida por [ (I, o fé‘ =
g2 oly). Si cada l, es suprayectiva, entonces [, es suprayectiva.

2.2.13 Corolario. Si S = {X,, f?,A} es un sistema inverso de espacios
compactos T, entonces dado n € A se tiene:

F XA = ({foXa] < ol

Demostracién. Sea n € A. Por 2.1.10, podemos suponer que 1 < « para
cada o € A. Por 2.2.4, sabemos que [ = {f : @ € A} es una funcién de S en
el sistema inverso S’ = {Y,, g7, A}, donde Y,, = Xy g7 es la inclusién de
YgenY,,yque f} = i,oh~'oly, donde i, es la inclusién de ({Y, : @ € A} en
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Y,, h:({Ya:a €A} — Y, es un homeomorfismo y 5 es la funcién inducida
por [. Ademads, por 2.2.12, tenemos que [, es suprayectiva, entonces:

fT/]\[XA] = in oh™lo ZA[XA} = iﬁ oh™! [YA] = in[ﬂ{ya oA A}]
= W{Yo:ae A ={f7Xa] 0 <aj.

Con esto, es claro el siguiente:

2.2.14 Teorema. Si un sistema inverso {X,, f?, A} de espacios compactos
T, tiene funciones de ligadura suprayectivas, entonces las proyecciones f,/]\
también son suprayectivas.

En [Wa] se da un ejemplo de un sistema inverso con funciones de ligadura
suprayectivas cuyo limite inverso es vacio, por lo cual la compacidad se vuelve
escencial en el resultado anterior.

En 2.2.17 veremos que si cada [, (como en 2.2.2) es perfecta, entonces
la funcién inducida [, también es una funcién perfecta. Comencemos pues
definiendo este tipo de funciones.

2.2.15 Definicién. Sea X un espacio 7T5. Una funcién continua f: X — Y
es perfecta si es cerrada y f~!(y) es compacto para cada y € Y.

El siguiente lema nos ayudara a probar 2.2.17.

2.2.16 Lema. Sean S = {X,, f? A} un sistema inverso de espacios Tb,
S" = {Y,,g?, A} un sistema inverso de espacios Ti, [ = {l, : @ € A} una
funciéon de S en S" (Il 0 f8 = gl olg) y Iy : Xo — Y, la funcién inducida
por [ (I, o fA = g" oly). Supongamos que I;'(y) es compacto para cuales-
quiera a € Ay y € Y,. Si A es un subconjunto de X,, entonces S’(A) =

{la [fé\[A]] L g° |lﬂ[m]’/\} es un sistema inverso y Iy [A] = h;mS’(A).

Demostracién. Como gf [lﬂ [ fg[A]H =1, [ £ [fg[A]H cl, [ fg[A]],
tenemos que S’(A) es un sistema inverso.
Sea x € A. Por 2.1.19, tenemos que f*(x) € fA[A]. Entonces g2 ol (7) =

loo fA(z) €l, [f(i\[A]] y, por tanto, 5 (x) € limS’(A). De esta forma llegamos
a que [y [A] ClimS'(A).
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Sean y € imS’'(A) y S~ (y) = {l;l(ya), f58 |lgl(y6), A}. Como cada I (y,)

es compacto, entonces cada C,, = fA[A] N1 (y,) también lo es. Adem4s, ca-

da C, es distinto del vacio porque y, = g2 (y) € lo | fA[A]|. En consecuencia,

por 2.2.9, tenemos que lim {C’a, fP s A} es distinto del vacio.

Por 2.1.19, sabemos que A = lim{fé‘[A],fg ]m,/\} y, por 2.2.3, que
— Jel o

I} (y) = limS~!(y). Entonces, por 2.1.18, tenemos la igualdad A N1, (y) =

lim{C’a,f(f |Cﬁ,A}. Como lim{Ca,fg |CB’A} # (), existe v € AN (y) vy,

por tanto, y € Iy [Z} Con esto, tenemos la otra contencion y, por tanto, la

igualdad buscada. u

Recordemos que el limite inverso de un sistema inverso de espacios 15
es un subconjunto cerrado del producto de los espacios factores (vea 2.2.8).
En [En, 3.7.9], se prueba que si cada l, : X, — Y, es una funcién perfecta,
entonces la funcién producto [[{l, : @ € A} también es perfecta. Con esto se
prueba, en [En, 3.7.12], que si [ = {l, : @ € A} es una funcién de un sistema
inverso {X,, f?, A} de espacios Ty en un sistema inverso {Y,, g%, A}, donde
cada [, es perfecta, entonces [, la funcién inducida por [, también es perfecta,
ya que Iy es la restricciéon de [[{l, : @ € A} al subconjunto cerrado X,. En
el teorema siguiente, probamos este resultado de una manera distinta. Hasta
nuestro entender, ésta es la primera vez que se presenta esta demostracion.

2.2.17 Teorema. Sean S = {X,, f?, A} un sistema inverso de espacios Ty,
S" = {Y,,g?, A} un sistema inverso de espacios Ti, [ = {l, : @ € A} una
funcién de S en S" y Iy : X5 — Y4 la funcién inducida por [ (I,0 f2 = gholy).
Si cada [, es perfecta, entonces [, también lo es.

Demostracién. Sabemos que [*(y) = lim {l;l(ya),fg |l51(yﬁ),A}, por

2.2.3, el cual es compacto, por 2.2.9. Ahora veamos que [, es una funcién
cerrada.
Sea A un subconjunto de X,. Por 2.1.19, tenemos que:

I[A] = tim {ATATATL 02 [y A |

y, por 2.2.16, que:
U [A] = titm {1 | 72TAT] 92 |, (A }
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Ademés, por [En, 1.4.C], sabemos que {,[C] = I, [ C'], para cada subcon-
junto C' de X,. Entonces:

I[A] = tim { g2 TATAT], ga\,\w A} =1im {LIFTATL 02 i A
= i {t [T 2 g A} = 4]

Recurriendo, nuevamente, a [En, 1.4.C], obtenemos que [, es una funcién
cerrada y, por tanto, es perfecta.

2.2.18 Corolario. Si un sistema inverso S = {X,, f?, A} de espacios T
tiene funciones de ligadura perfectas entonces las proyecciones fé\ también
son perfectas.

Demostraciéon. Sea n € A. Por 2.1.10, podemos suponer que < «
para cada a € A. Por 2.2.4, sabemos que [ = {f : @ € A} es una funcién
de S en el sistema inverso ' = {Ya,ga,A} donde Yo = fO[Xa] y gl es la
inclusiéon de Yj en Ya, y que fA =i, 0 h™' oly, donde i, es la inclusién de
(W{Ya:aeA}tenY,, h:({Y,:a €A} — Yy es un homeomorfismo y [y es
la funcién inducida por [. Notemos que cada Y, es un subconjunto cerrado
de X, entonces el conjunto ({Y, : @ € A} también lo es. Con esto, vemos
que la inclusién ¢, es una funcién cerrada. Ademads, por 2.2.17, tenemos que

[5 es perfecta, entonces f,?‘ también es perfecta. -

2.3. Limites inversos de continuos

En esta seccién enfocamos nuestra atencién a los sistemas inversos cu-
yos espacios factores son continuos; en particular cuando son unicoherentes
(2.3.17) e indescomponibles (2.3.22). También damos condiciones suficientes
para que una funcién inducida entre limites inversos sea confluente (2.3.8) o
mondétona (2.3.11).

2.3.1 Definicion. Un espacio T es un continuo si es compacto y conexo.
Un subcontinuo de un espacio Y es un continuo que es subespacio de Y.

De [En, 6.1.18], obtenemos el siguiente:
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2.3.2 Teorema. Sea S = {C, : @ € I'} una familia de subcontinuos de Y.
Definamos en S la relacion C; < Cy si Cy C (. Si < dirige a S, entonces
N{C, : @ € T'} es un continuo.

2.3.3 Teorema. Si{X,, 7, A} es un sistema inverso de continuos, entonces
X es un continuo.

Demostracién. Sean Kz como en 2.2.7y Ag=A\{a € A:a < (}. La
funcion f: [[{Xa : @ € Ag} — [[{Xa : @ € A} definida por f((7a)acr,) =
(Yo )aen, donde yo = fP(25) si a < BY Yo = To si @ € Ag, es una funcién
continua. No es dificil ver que f[[[{X. : @ € Ag}] = Kj y, por tanto, cada
K3 es un continuo. Entonces, por 2.3.2, el espacio Xy = (J{Kp: 5 € A} es

un continuo. .

En 2.1.19, vimos que cualquier subconjunto cerrado de un limite inverso
X, es el limite inverso de las cerraduras de sus proyecciones, en particular,
esto es valido para cualquier componente de X,. En el siguiente lema mostra-
mos algo mas; a saber, que cualquier componente de X, es un limite inverso
de componentes de los espacios factores. Esto nos ayudara a probar, en 2.3.8,
que la funcién inducida, entre limites inversos, por una familia de funciones
confluentes es una funcién confluente.

2.3.4 Lema. Sean {X,, f% A} un sistema inverso de espacios compactos T
y K un subconjunto de X,. Entonces K es una componente de X, si y sélo
si K = lim {C’a, ff |CB’A}’ donde C, es una componente de X, para cada

o € A.

Demostraciéon. Observemos que las componentes de X,, con a € A U
{A}, son continuos.

Supongamos que K es una componente de X,. Para a € A, sea C, la
componente de X, que contiene a f2[K]. Como f2[f3[K]] = f2[K], tenemos
que f5[Cs] contiene a fA[K] vy, por tanto, f?[Cs] C C, para cualesquiera
a < 3. Por 2.3.3, sabemos que el espacio C' = hin {C’a, f? |C@,A} es conexo

y, por 2.1.22, que K C C'. Por tanto, K = C.
Reciprocamente, sea C' = lim {C’a, fb |Cﬁ,A}, donde C\, es una compo-

nente de X, para cada a € A. Por 2.3.3, el espacio C' es conexo. Sea K la
componente de X, que contiene a C. Como fAC] C fAK] C C,, tenemos,
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por 2.1.22, que K C C'y, por tanto, K = C.

De 2.3.4, obtenemos el teorema siguiente:

2.3.5 Teorema. Sean {X,, f?, A} un sistema inverso de espacios compactos
T, y Ay B componentes de X,. Si A # B, entonces existe a € A tal que
J51A] y f4[B] estan en componentes distintas de X4 para cada > «.

Demostraciéon. Observemos que las componentes de X,, con a € A U
{A}, son continuos.
Por el Lema en 2.3.4, sabemos que A = lim {Cq, 7 |¢,, A} vy que B =

1(1’31 {Da, e Dy A}, donde C, y D, son las componentes de X,, que contienen

a fA[A] y fA[B], respectivamente.

Si la conclusion es falsa, entonces el conjunto ¥ = {a € A : C, = D, } es
cofinal en A. Sea ¢ : X, — Xy definida por g((2a)acr) = (Za)aex. Notemos
que g es un homeomorfismo, por 2.1.9.

No es dificil convencerse de que:

g[A] = 1}/&1 {Oaufaﬁ |C@7Z} = @{Da7f£ |D572} :g[B]

y, por tanto, A = B.

Como consecuencia de 2.3.5, obtenemos el siguiente:

2.3.6 Corolario. Sean {X,, f2, A} un sistema inverso de espacios compac-
tos Ty y n € N. Si cada X, tiene a lo mas n componentes, entonces X, tiene
a lo mas n componentes.

2.3.7 Definicion. Una funcién continua f : X — Y entre espacios es con-
fluente si para cualquier subcontinuo B de Y y cualquier componente K de
f7YB], se tiene que f[K|= B.

Notemos que de la definicién de funcién confluente se desprende que este
tipo de funciones son suprayectivas.

2.3.8 Teorema. Sean S = {X,, f5, A} y S' = {Y,, g% A} dos sistemas in-
versos de espacios compactos Ty, | = {l, : @ € A} una funcién de S en S’
(lao fF =gfolg) y iy : Xa — Y, lafuncién inducida por I (I, 0 f2 = gholy).
Si cada [, es confluente, entonces [, también lo es.
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Demostracién. Sean B un subcontinuo de Y, y K una componente de
I5'[B]. Por 2.2.3, sabemos que [}'[B] = lim {l;l [g2[B]], f5 |l§1[g£[B]]7A}
y, por 2.3.4, que K = lim{C’a,f(f |Cﬁ,A}, donde C|, es una componente

de 17! [g5[B]] para cada o € A. Como cada [, es confluente, tenemos que
la[Col = g2(B].

Consideremos los sistemas inversos {Cy, [ |c,, A} v {g2[B], 5 lgaimp A}
y las funciones [, |c,. Por 2.2.12, tenemos que la funcién I, |g: K — B es
suprayectiva, entonces [\[K] = B, ya que B = h’in{gé}[B}, f8 |gg[B],A}. Por

tanto, la funcion [, es confluente. -

2.3.9 Corolario. Si un sistema inverso S = {X,, f2, A} de espacios com-
pactos T, tiene funciones de ligadura confluentes, entonces las proyecciones
f,f también son confluentes.

Demostracién. Sea n € A. Por 2.1.10, podemos suponer que n < « para
cada a € A. Por 2.2.4, sabemos que [ = {f* : @ € A} es una funcién de S en
el sistema inverso S’ = {X,, id,, A}, donde id,, es la funcién identidad en X,
y que fé\ = h7toly,donde h : ({Ya : @ € A} — Y, es un homeomorfismo y I,
es la funcién inducida por [. Ademas, por 2.3.8, tenemos que [, es confluente,

entonces f,é\ también es confluente. -

Resultados analogos a 2.3.8 y 2.3.9 se pueden probar para el caso de las
funciones mondtonas.

2.3.10 Definiciéon. Una funciéon continua f : X — Y es mondtona si
/7Y (y) es conexo para cada y € Y.

2.3.11 Teorema. Sean S = {X,, f?, A} un sistema inverso de espacios com-
pactos Ty, S" = {Y,, g%, A} un sistema inverso de espacios Ty, [ = {l, : o € A}
una funcién de S en S’ y Iy : X5 — Y, la funcién inducida por [ (I, o f2 =
gé‘ oly). Si cada [, es monétona, entonces [, también lo es.

Demostracién. Para y € Yy, sea S~ (y) = {l;l(ya), f? |l51(y6),A}. Por
2.2.3, sabemos que [,'(y) = imS~!(y). Asf que, es suficiente probar que el

espacio limS™!(y) es conexo.
.
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Como cada [, es mondtona, tenemos que S~ (y) es un sistema inverso de
continuos. Entonces, por 2.3.3, el espacio limS~!(y) es un continuo, con lo
—

cual se termina la demostracion. -

2.3.12 Corolario. Si un sistema inverso S = {X,, f?, A} de espacios com-
pactos T, tiene funciones de ligadura mondtonas, entonces las proyecciones
f7/7\ también son mondtonas.

Demostracion. Sean € A. Por 2.1.10, podemos suponer que n < « para
cada o € A. Por 2.2.4, sabemos que [ = {f : @ € A} es una funcién de S en
el sistema inverso S” = {Y,, g2, A}, donde Y, = f2[X.]y g es la inclusién de
YsenY,,y que fé\ = i,0h ' oly, donde 7, es la inclusién de ({Y, : a € A}
enY,, h: ({Ya : @ € A} — Yi es un homeomorfismo y [ es la funcién
inducida por [. Ademds, por 2.3.11, tenemos que [, es mondtona, entonces

f,/]‘ también es mondtona. -

En 2.3.14, damos condiciones para que un limite inverso sea localmen-
te conexo, para lo cual usaremos el siguiente teorema que enunciamos sin
prueba.

2.3.13 Teorema. [En, 6.1.29] Si f : X — Y es una funcién monétona y
suprayectiva, la cual es cerrada o abierta, entonces para cada subconjunto
conexo C' de Y, se tiene que f~'[C] es conexo.

2.3.14 Teorema. Sea {X,, f?, A} un sistema inverso de espacios compactos
T, y funciones de ligadura suprayectivas. Si cada X, es localmente conexo y
cada f? es monétona, entonces X, es localmente conexo.

Demostracion. Sean x € X, a € Ay U, un abierto en X, tales que x €
(fM~U,). Como z, € U, y X, es localmente conexo, existe un subconjunto
abierto y conexo C, de X, tal que z, € C, C U,. Por 2.2.14, tenemos
que la proyeccién f» es suprayectiva y, por 2.3.12, que f» es mondtona.
Entonces, por 2.3.13, el conjunto (f2)~1[C,] es un abierto y conexo. Como
€ (fH7C,] C (MU, por 2.1.12, concluimos que X, es localmente

conexo.
|

En lo que resta de esta seccion analizaremos sistemas inversos de continuos
unicoherentes y sistemas inversos de continuos indescomponibles.
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2.3.15 Definicion. Un continuo X es unicoherente si para cualesquiera
subcontinuos A y B de X tales que X = AU B se tiene que AN B es conexo.
Decimos que X es hereditariamente unicoherente si cada subcontinuo
de X es unicoherente.

2.3.16 Ejemplo. El intervalo cerrado I es hereditariamente unicoherente y
S! no es unicoherente. Entonces, ningtin continuo hereditariamente unicohe-
rente contiene curvas cerradas simples.

2.3.17 Teorema. Si{X,, 7 A} esun sistema inverso de continuos unicohe-
rentes con funciones de ligadura suprayectivas, entonces X, es un continuo
unicoherente.

Demostracién. Sean A y B subcontinuos de X, tales que Xy, = AU B.
Por 2.2.14, sabemos que las proyecciones fé\ son suprayectivas, entonces
X, = fAA] U fAB). Como cada X, es unicoherente, tenemos que los es-
pacios C, = fAA] N fA[B] son continuos. Por 2.1.20, sabemos que A N B =
1(1’31 {C’a, 1P s A} y, por 2.3.3, que es un continuo. Por tanto, X, es un con-

tinuo unicoherente. -
2.3.18 Corolario. El limite inverso de un sistema inverso de continuos he-
reditariamente unicoherentes es un continuo hereditariamente unicoherente.

Demostracién. Sea {X,, f?, A} un sistema inverso de continuos heredi-
tariamente unicoherentes y A un subcontinuo de X,. Por 2.3.3, sabemos que

X, es un continuo y, por 2.1.19, que A = lim{fé}[A],fg |f§[A],A}. Como

JMA] = fB1f51A]], tenemos que {fé}[A], 1P |f9[A},A} es un sistema inverso
de continuos unicoherentes con funciones de ligadura suprayectivas. Enton-

ces, por 2.3.17, A es un continuo unicoherente y, por tanto, X es un continuo

hereditariamente unicoherente. -

Un continuo tipo arco es un espacio homeomorfo al limite inverso de
una sucesioén inversa {/, f,, }. Por el resultado anterior, un continuo tipo arco
es hereditariamente unicoherente.

2.3.19 Definiciéon. Un continuo es descomponible si es la unién de dos de
sus subcontinuos propios. Un continuo es indescomponible si no es descom-
ponible. Decimos que X es hereditariamente indescomponible si cada
subcontinuo de X es indescomponible
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Una forma de construir continuos indescomponibles es a través de los
sistemas inversos indescomponibles que definiremos a continuacion.

2.3.20 Definicién. Un sistema inverso {X,, f?, A} de continuos es indes-
componible si para cualesquiera o < 3 y subcontinuos A y B de X3 cuya
unién es Xz se tiene que f5[A] = X, o f4[B] = X,.

Observemos que, por definicién, un sistema inverso indescomponible tiene
funciones de ligadura suprayectivas, entonces, por 2.2.14, las proyecciones f2
son suprayectivas.

2.3.21 Teorema. El limite inverso de un sistema inverso indescomponible
(de continuos) es un continuo indescomponible.

Demostracién. Sean {X,, f?, A} un sistema inverso indescomponible.
Por 2.3.3, sabemos que X, es un continuo. Sean A y B subcontinuos propios
de X,. Por 2.1.21, existe v € A tal que f2A] # X, # f2[B.

Como {X.,, f?,A} es un sistema inverso indescomponible, tenemos que
JHIAJU f3[B] # Xp para cada 8 > «, de lo contrario se tendria que f} [A] =
FRISTAl = Xa 0 que f3[B] = fI[f31B]] = Xa.

Supongamos que Xy = AU B. Por 2.2.14, sabemos que las proyecciones
fé\ son suprayectivas, entonces Xz = fé\[XA] = fé\[A] U fé\[B] para cada
([ > «, lo cual es una contradiccién. De modo que, X no puede ser la unién
de dos de sus subcontinuos propios y, por tanto, es indescomponible.

Notemos que, en 2.3.21, no es necesario que los espacios factores de un
sistema inverso sean indescomponibles para que su limite lo sea. Esta con-
dicién si es suficiente para los sistemas inversos con funciones de ligadura
suprayectivas, como veremos en el siguiente:

2.3.22 Teorema. El limite inverso de un sistema inverso de continuos in-
descomponibles con funciones de ligadura suprayectivas es un continuo in-
descomponible.

Demostracién. Sea {X,, f?, A} un sistema inverso de continuos indes-
componibles con funciones de ligadura suprayectivas. Por 2.3.3, sabemos que
X es un continuo.

Veamos que {X,, f?, A} es un sistema inverso indescomponible. Sean
a,f €A, cona < 3y Ay B subcontinuos de Xz tales que Xg = AU B.
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Como Xj es indescomponible, se tiene que X3 = A o Xg = B. Entonces
fPIA] = fBX5] = X, o fP[B] = fP[X;s] = X, De modo que, {X,, f?, A} es

un sistema inverso indescomponible y, por 2.3.21, X, es indescomponible. -

Como consecuencia de 2.3.22, tenemos el siguiente:

2.3.23 Corolario. El limite inverso de un sistema inverso de continuos he-
reditariamente indescomponibles es un continuo hereditariamente indescom-
ponible.

Demostracién. Sea {X,, f?, A} un sistema inverso de continuos heredi-
tariamente indescomponibles y A un subcontinuo de X,. Por 2.3.3, sabemos

que X es un continuo y, por 2.1.19, que A = lim {f;\[A], f8 |f§[A]’ A}. Como

JMA] = f21f3[A]], tenemos que {fé\[A], 1P |f[/3\[A},A} es un sistema inverso
de continuos indescomponibles con funciones de ligadura suprayectivas. En-

tonces, por 2.3.22, A es un continuo indescomponible y, por tanto, X, es un

continuo hereditariamente indescomponible. -

2.4. Espacios cociente y limites inversos

En 2.4.1, damos condiciones para que el cociente de un limite inverso sea
un limite inverso.

Para esto, observemos que si f : X — Y es una funcién continuay Ay B
son subconjuntos cerrados de X y Y, respectivamente, tales que f[A] C B,
entonces, por 1.3.1, existe una funcién continua f: X/A — Y/B tal que
ogof = fo 7, donde 7w y o son las funciones cociente de X en X/A y de Y
en Y/ B, respectivamente.

2.4.1 Teorema. Sean S = {X,, f?, A} un sistema inverso de espacios T
y, para cada a € A, A, un subconjunto compacto de X,. Si fP[As] C

A, para cualesquiera o < (3, entonces las familias {A,, 7 | AN}y S =
{Xa [Aq, fg , A} son sistemas inversos y el espacio limS es homeomorfo al

espacio cociente X, /Ax.
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Demostracién. Para o € A U {A}, sea 7, la funcién cociente de X, en

Xo/A,. Por 1.3.2, tenemos que fg o}; = fj, entonces S es un sistema inverso.
Claramente, {Aq, fZ |a,,A} es un sistema inverso. Sea g, la proyeccién de
1fmS en Xo/Aa.

o Divideremos la demostracién en 2 casos:

Caso 1: Existe n € A tal que A, = () para cada a > 7. El conjunto
Y ={a € A :n < a} es cofinal en A, entonces, por 2.1.10, el espacio

1fmS es homeomorfo a lim Xo/Aa, fé’ , % ¢y Xa es homeomorfo a Xy =

lim{X,, f?,¥}. Claramente, el espacio lim {Xa/Aa, 15 E} es homeomorfo

a lim{X,, f°, ¥} y Ayx = 0. Por tanto, el espacio 1imS es homeomorfo a
Xp/Ax.

Caso 2: El conjunto ¥ = {a € A : A, # 0} es cofinal en A. Por 2.1.9,
podemos suponer que A, # () para cada o € A, entonces, por 2.2.9, se tiene
que Ap # 0. -

Por 1.3.2, las funciones f2 : X, /Ay — X, /A, son tales que fA = ffofé\
para cualesquiera a < (3, lo cual quiere decir que la familia h = {}5 fa € A}

es una funcién de X, /A, en S.Sea h: X, JAN — 1fimS la funcién inducida

por b (f2 =gaoh)

Probaremos que {Xx/Ax, b} tiene la propiedad (x) de 2.1.8.

Sean Z un espacio y q = {ga : @ € A} una funcién de X, /A, en S.

Definiremos una funcién ¢ : Z — X, /A, del modo siguiente:

Sea z € Z, probaremos que existe z, = (Za)aca € Xa tal que m,(z,) =
¢o(z) para cada o € A.

Si qo(2) = A, para cada a € A, tomamos =, = (Z4)aca € Ap. Entonces
Ta(To) = Ao = ¢u(2).

Si g,(z) # A, para algin n € A, sea ¥ = {a € A : n < a}. Para cada
a €Y, sea x, € X, tal que mo(x4) = ¢u(2). Si a ¢ 3, entonces existe [ € X
tal que a < 3, sea z, = f5(x5).

Para o, f € X, con a < 3, tenemos que 7, (z,) = ¢u(z) = fg oqs(z) =

flmg(zg)) = 7a(fP(25)). En particular, ,(z,) = fi o qs(z). Entonces
qs(z) # Ag para cada 8 € ¥y 2, = f?(x5) para cualesquiera o, 3 € X
con a < 3.
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Veamos que x,, cuando « ¢ 3, estd bien definido. Sean 3, 5’ € ¥ tales que
0 <fBya <@ ysupongamos que 3 < 7, entonces [ (zg) = [0 f7 (zy) =
fP(xp). Si By B no se pueden comparar, existe y € ¥ tal que 3 < vy ' <~
y, el argumento anterior prueba que, & (zg) = f1(x,) = f2(zp).

Ahora veamos que 74(z,) = ¢o(z) cuando o ¢ X. En este caso z, =
fB(xs) para algtin 3 € X con a < 3y, en consecuencia, tenemos que T, (T,) =

ral£2(w5)) = £ (ms(ws)) = F(a5(2)) = 4al2).

Claramente el punto x, = (2, )aeca pertenece a Xj,.

Entonces la funcién g : Z — X, /A, definida por ¢(z) = ma(x.) es tal que
fhoq(z) = floma(r.) = Mo 0 fi(2.) = Ma(Ta) = ga(2) para cada a € A.

Veamos que g es continua. Sean z € Z y U un subconjunto abierto de
X /A, tales que q(2) e U.

Como 7, (q(2)) es compacto en Xy, existen ay, as, . .., a, € Ay abiertos
U; de X,, tales que 7' (q(2)) € U{(f4)MU] : 1 < i < n} C m' U]
Sean o/ € A tal que o; < o' y U' = U{(f¢)"'[Ui] : 1 < n}. Entonces
mil(a(2) € (FA)7 1[0 € 7 ).

Si q(z) = Aj, tenemos, por el Corolario 2.2.13, que ({f%[4.] : a €
Ayad < a} = f8[A)] C Uy, por [En, 3.1.5], que existe a > « tal
que fA[AA] C fo[AL] C U Sea U, = (f%)7Y[U’], entonces A, C U, vy
™ (6(2)) € (fa) 7' [Ua] € 73U,

Si q(z) # Ay, se tiene que q,(z) # A, para algin a > «'. Sea U, =
(F2)~ U]\ A, entonces Aa N Us =0 y 73 (a(2)) € (75 [U] €y U]

En los dos casos anteriores, el conjunto 7, [U,]| es abierto en X, /A, puesto
que 7, o [Ud]] = U,.

Como el abierto g [ma[U.]] en Z contiene a z y

= |(fom)” m[Uan] = [(7a 0 f2) 7 [ralUa])]
= | ()7 [ Ul | = ma | (52) 7 (U] c

podemos concluir que ¢ es continua. -
No es dificil ver que ¢ es unica con la propiedad de que q, = f2 o ¢ para

cada o € A. Entonces, por 2.1.8, la funcién h es un homeomorfismo. -
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El cono de un espacio X es el espacio cociente:
Cono(X) = (X xI)/(X x {1}).

Dada una funcién continua f : X — Y, denotamos por Cono(f) a la
funcién:

f/m] : Cono(X) — Cono(Y).

Asi, si S = {X,, f?, A} es sistema inverso, entonces la familia Cono(S) =
{Cono(X,),Cono(fP), A} es un sistema inverso y, por 2.4.1, podemos enun-
ciar el siguiente:

2.4.2 Corolario. Si S = {X,, f% A} un sistema inverso de espacios com-
pactos Ty entonces el espacio lim C'ono(S) es homeomorfo al espacio cociente

Cono(limS).

Aplicando 2.4.1 al corolario anterior se puede mencionar un resultado
similar con la suspensién de limS.
pu



Capitulo 3

Limites inversos generalizados

En [Mh], el profesor W. Mahavier definié un limite inverso utilizando
subconjuntos cerrados de I x I. Entre otros resultados, probo que estos nuevos
espacios no siempre son conexos, aunque los conjuntos cerrados lo sean, y
di6é condiciones suficientes para obtener la conexidad.

En este capitulo generalizamos la definicion presentada por W. Mahavier
a subconjuntos cerrados de productos X x Y de espacios y hacemos una
comparacion con algunas propiedades que cumplen los limites inversos que
ya estudiamos en el Capitulo 2.

3.1. Definiciéon y propiedades

En cualquier producto X x Y, denotamos por m; y 7y a las proyecciones
de X XY sobre X y de X XY sobre Y, respectivamente. En este capitulo
y en el siguiente, cada vez que digamos que A es un subconjunto cerrado de
X x Y entenderemos que A es cerrado en X x Y y, ademds, que X = m[A].

3.1.1 Observaciéon. En este capitulo usamos sucesiones dobles { X, 4, }nen
que abreviamos escribiendo {X,,, A,}.

3.1.2 Definiciéon. Una sucesion inversa de subconjuntos cerrados es
una sucesién doble {X,, A,} (vea 3.1.1) de espacios X,, y subconjuntos
cerrados A, de X,.1 x X,. El limite inverso generalizado de la su-
cesién {X,, A,}, al cual denotamos por LimA,, es el conjunto de puntos

x € [[{X, : n € N} tales que (x,,1,2,) € A, para cada n € N,

39
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Observemos que si A,, = A para cada n € N, tenemos que A C X,, 1 x X,
y que A C X,, x X,,_1 y, en consecuencia, que X, 1 = m[A] = X,,. En este
caso, a {X,,, A, } lo escribimos como {X, A}, donde cada X,, = X,y a LimA,

como LimA.

Dado m € N, sea P, : [[{X,:n €N} - X,,11 x X,,, la proyeccién
definida por P (x) = (11, Tm). Denotemos por P, a la restriccién de P/,
a LimA,,.

Abusando de la notacién, usaremos 7; y 7o para denotar a las proyecciones
de X, 11 x X, en X1 yde X,,11 X X, en X,,, respectivamente.

3.1.3 Observacion. Para cada n € N, tenemos:
7TlOPnI7TQOPn+1.

(vea Figura 3.1).

P,
LimA,, ~ X1 X X,
Py \) ™
v v
Xn+2 X Xn+1 = XnJrl
T2
Figura 3.1:

De aqui en adelante, identificaremos a una funciéon f : X — Y con su
grafica, asi que la consideramos como un subconjunto de X x Y. Observemos
que m[f] = X.

3.1.4 Teorema. Si{X,, f,} es una sucesion inversa de espacios T3, entonces
cada f, es un subconjunto cerrado de X,,1; x X, y Limf,, = lim{X,, f,.}.

Demostracion. Como cada X,, es T,, tenemos que cada f,, es un sub-
conjunto cerrado de X, 41 x X,, (vea [Ku, Theorem 2, pag. 142]).
Por otra parte, (z,11,2,) € f, es equivalente a tener z, = f,(x,11),

entonces = € Limf, es equivalente a x € lim {X,,, f,.}. u
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3.1.5 Teorema. Sea {X,, A, } una sucesién inversa de subconjuntos cerra-
dos. Si cada X,, es compacto, entonces el espacio LimA, también lo es.

Ademds, si cada X, # (), entonces el espacio LimA,, # ().

Demostracién. Primero veamos que LimA, = N {(P.)"'[A4,] : n € N}.

Para esto, observemos que x € ({(P.) '[A,] : n € N} siysélosi (xp41,2,) =
P/ (z) € A, paracadan € N que, a su vez, es equivalente a tener z € LimA,,.

Entonces el espacio LimA,, es cerrado en [[ {X,, : n € N} y, por tanto, com-

pacto.
Ahora, supongamos que cada X,, # 0.
Dado m € N, sea:

Cp ={z € ][{X, :neN}: (x,1,2,) € A, para cadan < m}.

Observemos que C,,, = ({(P!)"'[A,] : n < m}, entonces cada C,, es ce-
rrado en [[{X,, : n € N}. Ademas, C,,.; C C,, y LimA,, = N {C,, : m € N}.

Veamos que cada C,, # (). Hallaremos un punto z € C,, definiendo sus
coordenadas x,. Para n > m, sea z,, € X,,. Como m[A,,] = X,,11, existe
(Tma1, Tm) € Ap. De manera andloga, existe (2, Z,—1) € Apn_1, etc. El
punto x, construido de esta forma, pertence a C,,.

Entonces la familia de cerrados {C,,, : m € N} estd anidada, asi que tiene
la propiedad de la interseccién finita y, por tanto, el espacio LinAn # ().

3.1.6 Lema. Sea {X,,A,} una sucesién inversa de subconjuntos cerrados
tales que my[A,] = X, para cada n € N, entonces:

(a) Py, [LimAn} = A,,, para cada m € N.

(b) Si A,, es disconexo, para algin m € N, entonces LimA,, es disconexo.

Demostracién. Primero probemos (a). Sean m € Ny (2,41, Tm) € A
Como 7y [Ap—1] = X, existe (2, Tr—1) € Ap_1. De manera andloga, existe
(Tim—1, Tm—2) € Ap_a, etc. Como mo[Ayi1] = Xpi1, existe (Tpie, Tmi1) €
Apt1. Del mismo modo, existe (Z,43, Tmi2) € Amie, etc. Claramente, el
punto * = (z,)neny € LimA, y P, () = (Tms1,Tm). La otra contencion es

clara.
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Para probar (b), supongamos que A,, = E U F, donde E y F son
subconjuntos cerrados disjuntos no vacios de A,,. Por (a), tenemos que
los subconjuntos cerrados disjuntos P, '[E] y P, [F]| no son vacios y que

LimA, = P,}[E]U P,,}[F]. Por tanto, el espacio LimA4,, es disconexo.

En [Mh, Example 2], Mahavier construye un espacio disconexo de la forma
LimA, donde A C I x I es un continuo, y en [Mh, Theorem 5] da condiciones

suficientes para que el espacio LimA sea conexo. En 3.1.9; extendemos este
pl

ultimo resultado al caso donde cada A, C X, .1 x X,, y cada X,, es un
continuo, para lo cual necesitamos un par de lemas.

3.1.7 Lema. Sean X y Y dos espacios compactos T5 y A un subconjunto
cerrado de X x Y. Si ({2} x Y) N A es conexo para cada x € X y B es un
subcontinuo de X, entonces el conjunto compacto {(z,y) € A: x € B} =
(B xY)N A es un subcontinuo de X x Y.

Demostracién. Como (B x Y) N A es cerrado en B X Y, es suficiente
probar el lema para B = X, es decir, es suficiente probar que A es conexo.

Sean F y F' dos subconjuntos cerrados de A distintos del vacio tales
que A = EUF, entonces X = m[A] = m[E] U m[F]. Como X es conexo,
existe © € m[F] N m[F], lo cual indica que ({z} x Y)NANE # 0y
({z} xY)NANF # (. Por tanto, ENF # 0, ya que ({z} x Y)N A es conexo
y {z} xY)NACEUF.

Lo anterior nos dice que A es conexo y, por tanto, un subcontinuo de

X xY.
]

3.1.8 Lema. Sean A = {X;, Xy,..., X,,41} una familia finita de continuos
y, para 1 < n < m, A, un subconjunto cerrado de X, ;1 x X,,. Si ({z} x
X,) N A, es conexo para cada x € X,,,1, entonces el espacio:

Dy = {(21,22, ..., Tpms1) € [[A: (2nt1,2,) € Ay para cada n < m}

es un subcontinuo de J].A.

Demostracion. Por induccién sobre m. Por 3.1.7, el lema es valido para
m = 1.

Sea m > 1 y supongamos que el lema es valido para k < m. Denotemos
por ¢ a la (m 4+ 1)-ésima proyeccién q : [[ A — X,41. Es claro que D,, es
un subconjunto cerrado de [[.A y, por tanto, es compacto.



3.2. EJEMPLOS 43

Sean E'y F' subconjuntos cerrados de D,, no vacios tales que D,,, = EFUF'.
Como X,,+1 = q[E|Uq[F], existe x € q[E]Ng[F]. Sean Y,, = X,, para n < m,
Y =m[({z} x Xpn) NAp], B={Y1,Ys,....Y,,}, B, = A, paran<m—1
Y B—1 = (Yo X Y1) N A, 1. Por hipétesis inductiva, el espacio:

D1 ={(x1,29,...,2,) € [[B: (xpni1,7,) € B, paracadan <m — 1}
es un subcontinuo de [] B.

Veamos que ¢~ ()N D,, = D,,_1 x {x}. Sia € ¢~ (x)N D,,, tenemos que
i1 =2 Y (Qni1,an) € A, para cada n < m; en particular paran < m — 1,
(Gpi1,an) € A, = B,. Como (z,a,) € Ay, se tiene que a,, € Y,,. Entonces
(@, @m—1) € Bm—1y, por tanto, a € D,,_1 x {z}, la otra contencién es clara.

De la igualdad anterior y, como x € q[E]Ng[F], tenemos que D,,_; x {x}N
E#0y D, x{z}NF#0. Entonces ENF # (), puesto que D,, 1 x {z}
es conexoy D, 1 x {x} CEUF.

Lo anterior nos indica que D,, es conexo y, por tanto, un subcontinuo de

TTA.

3.1.9 Teorema. Sean {X,, A, } una sucesién inversa de subconjuntos cerra-
dos, donde cada X, es un continuo. Si ({z} x X,,) N A4, es conexo para cada
x € X, 11, entonces el espacio LimA,, es un continuo.

pian

Demostracion. Para cada m € N, sea:
Cp ={z € [[{X, :neN}: (xy11,2,) € A, para cada n < m}.
Claramente C,,.1 C C), y LimA, = ({C,, : m € N}. Sea D,, como en

3.1.8, entonces cada Cy,, = Dy, X [[{Xn : m > m + 2}. Como cada X,, es un
continuo, tenemos, por 3.1.8, que cada C,, es un continuo. Entonces, por

2.3.2, deducimos que el espacio LimA,, es un continuo. -
pi

3.2. Ejemplos

En esta seccion presentamos algunos espacios de la forma:
LimA,,.
Dados AC X xY y BCY X Z sea:

BoA={(x,z) € X x Z :existe y € Y tal que (z,y) € A, (y,2) € B}.
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Observemos que B o A extiende la definicion de composicién de funcio-
nes. Si X =Y, entonces escribimos A""! = A o A" Por 2.1.10, sabemos
que si {X, f,} es una sucesién inversa, entonces los espacios im{X, f,,} y

p—

lim{ X, (f,)?} son homeomorfos. En el ejemplo siguiente veremos que 2.1.10,

no se extiende a sucesiones inversas de subconjuntos cerrados.

3.2.1 Ejemplo. Sea:

D={(z,3—x)elxI:0
{(x,x—%) GIXI:%

(vea Figura 3.2; las lineas continuas representan al conjunto D y las lineas
punteadas indican que D estd contenido en I x I).

Figura 3.2: El conjunto D.

Observemos que los conjuntos de Cantor:

C, = {(%,xg, %,m, . ) : oy € {0, 1}}

CQ = {(1‘1, %,[L‘g, %, .. ) P Top—1 € {0, 1}}
estan contenidos en el espacio LimD.

Dados x = (%,xg, %,m, . ) eCyax = (xl, %,1’3, %, . ) € Cy, sean I, el
intervalo determinado por % V&, y fn=DnN (41 xI,) para cada n € N.
Por 3.1.4, sabemos que I, = Limf, = lim{I, f,} y, por 2.2.6, que es un
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arco. Notemos que el arco [, ./ tiene a x y a 2’ por extremos y esta contenido
en el espacio LimD.
pl

ST
para ninguna n € N. En el primer caso a € C; U Cs.
Supongamos que a,, ¢ {0, %, 1} para ninguna n € N. Dado n € N, sea
x, € {0,1} tal que a, pertenece a I, el intervalo determinado por % Y Tp.
Entonces a € I, ,» donde x = (%,xg, %,m, . ) y &' = (xb %,1'3, %, .. )

Con lo anterior, vemos que LinD es la unién de conos sobre el conjunto

Sia € LimD, tenemos que a,, € {0 L 1} para cadan € No a, ¢ {0, %, 1}

de Cantor Cy, con vértice cada punto de C,.
Por otra parte, no es dificil ver que:

D?={(z,2): 0<z<1}U{(z,1—2):0<2<1}
(vea Figura 3.3).

Figura 3.3: El conjunto D?.

Por [Mh, Example 4], el espacio LimD? es el cono sobre un conjunto
de Cantor, el cual no es homeomorfo a LimD. Asi que 2.1.10 no se puede

extender a limites inversos generalizados.

Se sabe que si f, : I — [ es un homeomorfismo, entonces el espacio
lim{7, f,} es un arco (vea 2.2.6). En el ejemplo siguiente construimos un

arco de la forma LimI" donde I' C [ x I no es una funcién.

—
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3.2.2 Ejemplo. Sea:
I'= ({0} x U x{1})
(vea Figura 3.4).

Figura 3.4: El conjunto I'.

Observemos que (0,0,...),(1,1,...) € LimI" y, por 3.1.9, que LimI" es un
continuo. Sean z € LimI"\{(0,0,...),(1,1,..)} ym =min{n € N: z,, # 1}.
Como (Zpi1,2m) € I, tenemos que 41 = 0 = 2,44 para cada k € N,
entonces = = (1,...,1,2,,,0,0,...) con x,, € [0,1).

Si x,, € (0,1), los conjuntos U = (Pp,) [0, 2,,)] v V = (Pn) H(@m, 1]]
son subconjuntos abiertos disjuntos de LimI" que contienen a (0,0,...) y a
(1,1,...), respectivamente.

Como en el caso de x, cada punto a de LimI" \ {z,(0,0,...),(1,1,...)}
es de la forma a = (1,...,1,ax,0,0,...) con a; € [0,1). Si k < m, se tiene
que a,, = 0y, por tanto, a € U. Si m < k, tenemos que a,, = 1y, en
consecuencia, a € V. Por ultimo, si k = m, entonces a,, # x,, y, por tanto,
a € UUV.Demodo que LimI"\ {z} = U UV.

Si x,,, = 0, tenemos que m > 1y los conjuntos U = (P,,_1)"'[[0,1)] y V =
(P,)71[(0, 1]] son subconjuntos abiertos disjuntos de LimI’ que contienen a

(0,0,...) v (1,1,...), respectivamente. Ademds, cada punto a de LimI \

{z,(0,0,...),(1,1,...)} es de la forma a = (1,...,1,a4,0,0,...) con a; €
[0,1). Si &k < m — 1, se tiene que a,,_; < 1y, por tanto, a € U. Si m < k,
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tenemos que a,, = 1y, en consecuencia, a € V. Por ultimo, si £ = m, entonces
Ay > T, = 0y, por tanto, a € V. De modo que LimI"\ {z} = U U V.

Por [Nal, 6.17], LimI" es un arco.

Observemos que, en el ejemplo anterior, I' es un arco y el espacio LimI"
p

también es un arco. En 3.2.6, mostramos un ejemplo de un arco K C [ x [
tal que el espacio LimK no es un arco.

A continuacién presentamos un subcontinuo A’ de I x I que es un limite
de funciones continuas f, : I — I, en el hiperespacio 2!, y cuyo limite
inverso generalizado no es un limite inverso de funciones.

3.2.3 Ejemplo. Sea:
N={(z,z)eIxI:0<xz<1}U ({5} x1I)
(vea Figura 3.5).

Figura 3.5: El conjunto A’.

Observemos que, por 3.1.9, el espacio LimA’ es un continuo y, para cada

e > 0, existe una funcién continua f C I x [ tal que H(A/, f) < e, donde ‘H
es la métrica de Hausdorff en 2! (vea (1.1), pag. 5).
Observemos que las sucesiones constantes pertenecen a LimA’. Sean = €

LimA’ tal que 27 # x, para algin n € Ny m = min{n : x; # z,}. Como

T 7 Tm—1 Y (T, Tm—1) € A, tenemos que z,, = % = T4k para cada k € N

Y T,k = x1 para cada k < m. Entonces los arcos:
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{(#,3,3,...)€el*:0<z <1}
{(x,z,z,...) € I*:0<x <1}

1 11
272720

extremo de ninguno de los dos arcos. De aqui, deducimos que LimA’ contiene
p—

estan contenidos en LimA’ y se intersectan en ( .), el cual no es
pl

un triodo y, por tanto, no es limite inverso de arcos y funciones continuas
(vea [Nal, 12.4]).

En el ejemplo siguiente, no sélo los conjuntos ({z} x X,,)NA,, son conexos.
A diferencia del ejemplo anterior, también los conjuntos (X1 x {x}) N A4,
SOn Conexos.

3.2.4 Ejemplo. Sean:

E = ({0} x [0.5]) U ([0.5] > {5}) U ({5} > [5: 1)) v ([5:1] > {1})
(vea Figura 3.6) y

Ey=EnN(0,i] x [0,3].

Figura 3.6: El conjunto E.

Observemos que para cada ¢ > 0, existe un homeomorfismo f C [ x [
tal que H(E, f) < ¢, donde H es la métrica de Hausdorff en 27%7 (vea (1.1),
pag. 5). Ademds, por 3.1.9, el espacio LimFE es un continuo y, por 3.2.2; el

espacio LimFE; es un arco.
pi



3.2. EJEMPLOS 49

El arco {( ,2,0 0,. ) € I % <z< 1} C LimF intersecta a LimFE;
en (;, ;, 0,0,. ) que no es extremo de LimF;. Entonces LimFE contiene un

triodo y, por tanto, no es limite inverso de arcos y funciones continuas (vea
[Nal, 12.4]).

En [Mh], Mahavier propone que los espacios de la forma LimA, donde

pi—

A C I x I, son de dimensién 1 o contienen un cubo de Hilbert. En el teo-

rema siguiente, construimos, para cada nimero natural m, un continuo de

dimension m y de la forma LimA, donde A C I x I. Esto resuelve, en forma
p—

negativa, a la conjetura antes mencionada.

3.2.5 Teorema. Para cada m € N, existe un continuo C' C I x [ tal que la
dimension de LimC' es m.

Demostracién. Para m = 1, el conjunto C' = {(z,z) : x € I} es tal que
LimC' es un arco y, por tanto, tiene dimensién 1.

—

Veamos el casom > 1. Para k € {0,1,...,2m—2}, sea [ = [275_1, 2’;?_11}.
Denotemos por int/ al interior de I} respecto de I. Sea:

= ({0} x (JoU 1)) U (({am-3 U Iom—2) x {1})
U(U{ng><ng+2:k;:0,1,...,m—2})
UU{{(z,2+525) e €l 1 k=0,1,...,om—=3}) CIxI

(vea Figura 3.7).
Notemos que LimC' es un continuo, por 3.1.9.

Para = € LimC, se tiene:
p

(1) siz, < 2 7, entonces x, 1} = 0 para cada k € N,

(2) six, >

(3) six, € Iy \ {1}, con k € {1,2,. — 1}, entonces x, 1 € o 2,

(4) siz, € mt(IQkH) con k € {1,2,...,m—2}, entonces x, 1 € int(lo_1)

Y Tntl = Tn — gy

Por lo anterior, tenemos las igualdades y contenciones siguientes:

a) Pr[{0} x Io] = Io x {0} x {0} x -+,
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T

Figura 3.7: El conjunto C'.

b) parake{l,Q,...,m—l}, Pfl[IQk_Qx[zk]:I2kX]2k_2X"' XIQX
In x {0} x {0} x -+,

c) paran > 1, Py lopm_a X Iopmo] = {1} x {1} x -+ x {1} X Iy X
Ioppy X -+ x Iy x Iy x {0} x {0} x -+,

d) P7U{0} x int([)] = int(l;) x {0} x {0} x ---,
e) para k e {1, 2, RN ,m—Q}, Pfl[int(fgk,l) Xint([zkﬂ)] - [2k+1 X IQk,1 X
cox I x I x {0} x {0} x ---,y

f) paran € N, P int(Iy,_3) x {1}] C {1} x {1} x -+ x {1} X 5,3 X
Doy X - x I3 x [} x {0} x {0} x ---.

Mostraremos que:
L@C ={(1,1,.. ) YU P [{0} x I)) U Pt [{0} x int([;)]
U (U{P ok x Ip] kb =1,2,...,m —1})
U (U{P7 ! [int(Log—1) X int(Iops1)] 1 b =1,2,...,m —2})
U(U{P; ! [Iam-a X Iym_s] : m € N})
U (U{P; ! [int(Iy,_3) x {1}] : n € N}).

Sean z € LimC'\ {(1,1,...)} y nop = min{n € N: z,, # 1}.
Primero consideremos el caso ng = 1. Si x1 € int(Iy,41) para algin k €
{0,1,2,...,m—2}, tenemos, por (4) y (1), que x € P, [int(lop_1) xint(Iop1)]
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sik>00x¢c P t[{0} xint(l})] si k = 0. Si 2y € Iy, para algin k €
{0,1,2,...,m — 1}, tenemos, por (3) y (1), que x € P, [Iop_o x L] si k >0
oz € P[{0} x Iy] si k=0.

Veamos ahora el caso ng > 1. Como (z,,,1) € C, tenemos que 32:1‘ <
Ty Si T, € Int(Loy—3), se tiene, por (4), que x € P, [int(Iom_3) x {1}].
Si Ty € Iom—2, tenemos, por (3), que x € Pgol [Iom—4 X Iopm—o]. Por dltimo, si
Ty € lom—4, entonces x € Pn_o]'_l[[2m74 X Iopm—a].

Como los abiertos P ' [{0} x int(11)], Py [int(Ia_1) X int(foxy1)] con &k €
{1,2,...,m—2},y P, [int([,,_3) x {1}] son conjuntos F,, en LimC entonces,

por [Na3, 7.1], tenemos que dim (LimC) < m. Ademas, por b), el espacio

LimC' contiene subespacios de dimension m y, por tanto, dim (LimC) =m.

— —

Recordemos que el limite inverso de un sistema inverso de continuos he-
reditariamente unicoherentes es un continuo hereditariamente unicoherente
(vea 2.3.18). Para terminar esta seccién presentamos un ejemplo de un arco
K, que es hereditariamente unicoherente, contenido en I x I tal que su limite
inverso generalizado no es hereditariamente unicoherente y tiene dimension
infinita.

3.2.6 Ejemplo. Sea:
K = ({0} x I) U (I x {0})
(vea Figura 3.8).
Por 3.1.9, el espacio LimK es un continuo. Como I x {0} x I x {0}--- C

Lim K, tenemos que la dimensién de LimK es infinita atin cuando dim(K') =

—

1. El conjunto K es hereditariamente unicoherente pero Lim/K no lo es,

puesto que contiene copias de I™ y, por tanto, de circunferencias.

3.3. Funciones inducidas

En la presente seccién, damos una condicion para definir funciones de un
espacio a un limite inverso generalizado, lo cual nos permite inducir funciones
entre este tipo de espacios. Ademads, mostramos que el producto de limites
inversos generalizados y la suspensiéon de un limite inverso generalizado son
limites inversos generalizados.
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Figura 3.8: El conjunto K.

3.3.1 Teorema. Sean {X,, A,} una sucesién inversa de subconjuntos cerra-

dos, Y un espacio y, para cadan € N, H, : Y — A,, una funcién continua.

Si m o H, = my 0 Hy,yq para cada n € N (vea Figura 3.9), entonces existe

una Unica funcién continua H : Y — LimA,, tal que H,, = P, o H para cada
pi.

n € N (vea Figura 3.10). A la funciéon H se le llama funcién inducida por
{H, :n €N}

H,
Y - A,
Hy \) M
v v
An+1 = XnJrl
UP)
Figura 3.9:

Demostracién. Por 1.1.1, la funcién H : Y — [[{X,, : n € N} definida
por H(y) = (me 0 H,(y))nen es continua. Ademds, como:

Py(H(y)) = (m2 0 Hyyr(y), m2 0 Hy(y)) = (w10 Hy(y), m2 0 Hy(y)) = Hu(y),
tenemos que H[Y] C LimA, y H, = P, o H para cada n € N. Para probar
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H
Y

= LimA,,
p—

" \J P
N\ )

An

Figura 3.10:

la unicidad de H, supongamos que una funciéon H' : Y — LimA,, es tal que

H, = P, o H' para cada n € N. Entonces la n-ésima coordenada de H'(y) es

7o 0 P, o H'(y) = my 0 H,(y), lo cual nos indica que H = H'. u

3.3.2 Observacion. Si ponemos Y = LimA, y H, = P,, por 3.1.3, se

satisface la hipotesis en 3.3.1, entonces existe una tnica funcién continua
H : LimA, — LimA,, tal que P, = P, o H para cada n € N. Como la funcién

identidad id : LimA, — LimA, tiene tal propiedad, podemos concluir que
H =1id.

El siguiente teorema se refiere a productos de limites inversos generaliza-
dos, el cual extiende la versién numerable de 2.1.17.

3.3.3 Teorema. Sean B un conjunto no vacioy {X(b),, A(b), } una sucesién
inversa de subconjuntos cerrados para cada b € B. Dados b € By n € N, sea
P(b),, la proyeccién de LimA(b),, en A(b),. Sean X, = [[{X (D), : b € B}
con proyecciones 7y, Y, = [[{X(b)n+1 x X(b)n : b € B} con proyecciones
op. Por ultimo, sea h,, : Y,, — X, 11 x X,, el homeomorfismo tal que 7; o h,,
es la funcién inducida por {m;o0f:b€ B} (m oo} = 1) omoh, y
moo0} = momyoh,,). Entonces X, 11 = mi[h, [[[{A(D), : b € B}]] y el espacio

Lim h, [[[ {A(b),, : b € B}] es homeomorfo a Y =[] {LimA(b)n be B}.

Demostracién. No es dificil ver que X, 11 = m[h, [[[{A(b), : b € B}]].
Denotemos por ¢, a la proyecciéon de Y sobre LimA(b), y por P, a

la proyeccién de Lim hy, I1{A®),:be€ B} en h, [[[{A(b), : b€ B}]. Sea
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H, = h, ok, donde k, : Y — Y, es la funciéon inducida por la fami-
lia {P(b),oq :b€ B} (P(b),oq = o} ok,). Observemos que k,[Y] C
[T{A(®), : b€ B}, entonces H,[Y]| C h, [[[{A(b), : b € B}].

Como:

n+1 _ _n+l1 . n+1
om0 Hyy =m om0 hy10ky =Mooy 0k

=m0 P(b)ni1og =m0 P(b),oq
=moopok,=m " omoh,ok,

= 7T£7'+1 o171 0O HTL’

tenemos que m o H, = m o H, ;. Entonces, por 3.3.1, existe una funciéon
continua H : Y — Lim h, [[[{A(b), : b € B}] tal que H,, = P, o H.

Dado b € B, sea H(b), = o} o h;* o P,. No es dificil ver que 7 o
H(b), = m 0 H(b),41, entonces, por 3.3.1, existe una funcién continua H, :
Lim h, [T {A(b),, : b € B} — LimA(b),, tal que o} o h;;' o P, = P(b),, o Hy.
Por tanto, existe una funcién continua H' : Lim h,, [[[ {A(b), : b€ B} = Y
tal que Hy, = g, 0 H'.

Como:

P(b),oqoH oH = P(b),oHyoH=0}oh,'oP,0oH =

=oloh toh,ok, =000k,
:P(b>nOQb7

tenemos que H' o H es la identidad en Y.
Como Hyo H = q,0 H o H = ¢, tenemos:

otohtoP,0oHoH = P(b),oH,oHoH = P(b),oqoH
— P(b) o Hy—of o ' o P,

y, por tanto, P, o H o H' = P,. Entonces, por 3.3.2, H o H' es la identidad
en Lim h, [[[{A(D), : b € B}]. Con lo cual queda probado que H es un ho-

meomorfismo. -

El teorema 3.3.1 y el lema siguiente nos permitiran inducir funciones entre
limites inversos generalizados.

3.3.4 Lema. Paran € N, sea L, : A, — B, una funciéon continua en-
tre subconjuntos cerrados de X, 11 x X,, y Y11 X Y,,, respectivamente. Son
equivalentes las proposiciones siguientes:
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(a) m o Ly((x,v)) =m0 Lpy1((u,x)) cuando (u,z) € Apyq y (z,v) € A,.

(b) Six € X,11NmA,.1], entonces existe y € Yy, 41 tal que L, [{z} x X,,N
An] SH{y} x Yoy L[ Xngo x {z} N Apia] € Yago X {y}

Demostracién. Primero probemos que (a) implica (b). Sea z € X,,11 N
mo[Any1], entonces existe (a,x) € Anq1.

Sea y = mp 0 Lyy1((a,z)). Tomemos (u,z) € A,y y (z,v) € A,. Por
hipétesis, tenemos que 710 Ly, ((x,v)) = mo0 Ly 1((u, ) = mo L, 11((a, z)) =
y. Por tanto, L,[{z} x X, N A,] C{y} X Y,y Lpi1[Xno x {2} N A1 C
Yn+2 X {y}

Ahora probemos que (b) implica (a). Sean (u,z) € A1 v (z,v) € A,.
Como z € X, 11 Nma[A,41], tenemos, por hipdtesis, que existe y € Y, tal
que Ly[{r} x X, N A,] C{y} XYy ¥ Lns1[Xngo X {2} N Anp1] € Yoo x {y}-

Por tanto, m; o L, ((z,v)) =y =m0 L,11((u, x)). -

3.3.5 Teorema. Sean {X,, A,} v {Y,, B,} dos sucesiones inversas de sub-
conjuntos cerrados y, para cadan € N, L,, : A, — B, una funcién continua.
Supongamos que 71(Ly(x,v)) = mo(Lyi1(u,x)) para cualesquiera n € N,
(u,z) € Apy1 y (z,v) € A,. Entonces existe una tnica funcién continua
L : LEnAn — Iﬁan tal que L, o P, = @, o L, donde @),, es la proyeccion de
LimB, en B, (vea Figura 3.11). A la funcién L se le llama funcién inducida

por {L, :n € N}.

L
LimA,, -~ LimB,,
P, \) Q.
v v
A, -~ B,
Ly,
Figura 3.11:

Demostracién. Claramente, la familia {L, o P, : LimA,, — B, : n € N}

satisface la igualdad w0 L, 0P, = myo L, 10P, 1 para cadan € N. Entonces,
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por 3.3.1, existe una unica funcién continua L : LimA, — LimB, tal que
L,oP,= Qn olL. -

3.3.6 Teorema. Sean S = {X,, fo} v 5" = {Y,, 9.} dos sucesiones inversas
de espacios Ty y [ = {l,, : n € N} una funcién de S en S’ (I, 0 f, = gn 0 ly11
para cada n € N). Dado n € N, definimos L,, : f,, — g, por L,((z, fu(2))) =
(L1 (2), L (fr(2))) = (Lis1(2), gn(lng1(x))). Entonces la funcién inducida por
[ coincide con la funcién inducida por {L,, : n € N}.

Demostracién. Sea I, : lim{X,, f,} — lim{Y,, g,} la funcién induci-

da por [. Recordemos que I, estd definida por loo((2n)nen) = (l(2n))nen-
No es dificil ver que se satisfacen las hipdtesis de 3.3.5 y que la funcion
L : Limf, — Lim g,, garantizada por 3.3.5, estd definida por L((x,)nen) =

(7o (Ln(Tni1,%n)))nen = (ln(xn))nen. Por tanto, L = h. -

Ahora presentamos dos subespacios de I x I cuyos limites inversos gene-
ralizados son homeomorfos.

3.3.7 Ejemplo. Sean:
I'= ({0} x I)U (I x{1})
(vea Figura 3.4) y
J = x{0})u {1} x1)
(vea Figura 3.12).
Dado n € N, definimos L, : I' — J por L,((x,y)) = (1 —z,1 — y). Cada
L,, es un homeomorfismo con inverso definido por L, '((z,y)) = (1—z,1—y).
Observemos que L, 1[I x {y}NT] C I x{l -y} y L,[{y} x INT] C
{1 —y} x I para cada y € I. Entonces, por 3.3.4 y 3.3.5, existen funciones
continuas L : LimI" — LimJ y L’ : LimJ — LimI tales que ), oL = L, 0o P,
yP,ol' =L '0Q,.
Como:
P,olloL=L'oQ,0L=L'oL,0P,=P,
y
QuoLoll=L,0oP, 0ol =L,0L;'0Q, =Q,,
se tiene, por 3.3.2, que L' o L = idypr v L o L' = idyp,s. Por tanto, los
espacios LimI" y LimJ son homeomorfos.
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Figura 3.12: El conjunto J.

En el ejemplo anterior, las funciones L,, son homeomorfismos. Esta con-
dicién no es suficiente para que la funcién inducida L : LimA,, — LimB,, sea
— —

un homeomorfismo (vea 3.3.9).

En general, no basta que cada L, sea suprayectiva para que la funciéon
inducida por {L, : n € N} lo sea, como lo mostraremos en los dos ejemplos
siguientes:

3.3.8 Ejemplo. Sean:

S ={e" x{e?:0<o<7m})U({e?:0<0<7}x{e})
U (S{Ye”}sx {e? m<O<2m})U ({7 <0< 2r} x {e?7})
g 1 % 1

(vea Figura 3.13) y
So=(-1,1] x{-1,1H)u({-1,1} x [-1,1]) € [-1,1] x [-1,1]

(vea Figura 3.14).

La funcién L, : S; — Sy definida por L,((e?,e")) = (cos(f), cos(¢))
es un homeomorfismo y, para cada e € S, se satisfacen las contenciones
siguientes:

L [(S x {e}) N 8] € [—1,1] x {cos(6) }

La[({e?} x SY) N S4] C {cos(6)} x [1, 1.
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Figura 3.13: El conjunto Sj.

Figura 3.14: El conjunto Ss.
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Entonces, por 3.3.4 y 3.3.5, existe una funcién continua L : LimS; —
LimS; tal que @, o L =L, o P,.
Observemos que (0,1,0,1,...) € LimS,. Supongamos que z € LimS; es

tal que L(z) = (0,1,0,1,...), entonces:
(1,0) = Ql o L(.Z') = Ll o Pl(x) = Ll((ﬂfg,fﬂl))

(1,0) = Qs 0 L(z) = Ly 0 Py(x) = Ly((4, 25)).

De modo que (2, 21) = (z4,73) = Ly ((1,0)) = (¢, ¢'3). Pero (3, 22) =
(e'2,¢e) ¢ Sy, lo cual contradice que x € LimS;. Por tanto L no es supra-

yectiva.

En el ejemplo siguiente, las funciones L, : A — B son homeomorfismos
pero la funcién inducida por {L, : n € N} no es suprayectiva (compare con
2.2.5).

3.3.9 Ejemplo. Sean:
K = ({0} x 1) U (I x {0})
(vea Figura 3.8) y

G={0} x5 1)Uz, —2): 0=z <53 U([51] x {0})
(vea Figura 3.15).

Dado n € N, definamos Lo, 1 : G — K y Ls, : G — K por:

O R B A
' I _f 2z-1,0) siy=0
wm((2,y)) = { (0,9) siy > 0.
Siy € I, tenemos:
Lon [(I x{y}) NG| € I x{y}
y

Lon1 [({y} x I) N G] S {y} x I.
Siye [%, 1], entonces:
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Figura 3.15: El conjunto G.

Lona [(I x{y}) NGl € I x {2y —1}

y
Lon [({y} x ) 1G] € {2y — 1} x 1.
Por 1ltimo, si y € [0, %}, se tiene:
Loni1 [(I x {y}) N G] € 1 x {0}
y

Loy [{y} x I) NG| C {0} x I.
Entonces, por 3.3.4 y 3.3.5, existe una funcién continua L : LimG —

LimK tal que Q, o L = L, o P,. o

1
)92
tal que L(z) = (0,1,0,0,...). Entonces:

(1,0) = Qio L(x) = Ly o Pi(x) = Li((ws,71))

Observemos que (O 0,0,.. ) € Lim K. Supongamos que x € LimG es

(0,0) = Q30 L(z) = Lz o P3(x) = Ls((w4, 3)).-
De modo que (za,21) = L7 ((3,0)) = (3,0) y (24, 23) = L5'((0,0)) =
(O,%). Pero (z3,75) = (%, 5) ¢ G, lo cual contradice que z € LimG. Por

tanto L no es suprayectiva.

[—=

Recordemos que una funcién continua f : X — Y definida en un espacio
T, es perfecta si es cerrada y f~'(y) es compacto para cada y € Y (vea
2.2.15). De 2.2.17, se deduce que: si [ = {l,, : n € N} es una funcién entre



3.3. FUNCIONES INDUCIDAS 61

sucesiones inversas, donde cada [,, es perfecta, entonces la funcién inducida
por [ es perfecta. En 3.3.11, mostramos el andlogo a 2.2.17, para limites
inversos generalizados.

3.3.10 Lema. Sean {X,,, A, } una sucesion inversa de subconjuntos cerrados
y A4 el conjunto de puntos a € [[{A, : n € N} tales que m(a,) = mo(ant1).
Entonces el espacio LimA,, es homeomorfo a Ay4.

Demostracién. La funcién f4 : LimA, — A4 definida por fu(z) =
(Pn(7))nen tiene como inversa a la funcién g4 : Ay — LimA,, definida por

9(a) = (ma(a,)) e .
3.3.11 Teorema. Sean {X,,, A,} v {Y,, B,} dos sucesiones inversas de sub-
conjuntos cerrados y {L, : n € N} una familia de funciones continuas
L, : A, — B, tales que m o L,,((x,v)) = m 0 Lyy1((u, ) si (u,z) € Apiq
y (z,v) € A,. Si cada X,, es Ty y cada L,, es una funcién perfecta, entonces
L : LimA, — LimB,, la funcién inducida por {L, : n € N}, también es

perfecta.

Demostracién. Por [En, 3.7.9], la funcién:
[T{L,:neN}:[[{A,:n e N} - J[{B,:n €N}

es perfecta.

Como cada X, es Ty, tenemos que Ay es un subconjunto cerrado de
[T1{A., : n € N}. Entonces la funcién [[{L, : n € N} |, es perfecta.

Veamos que [[{L,:n € N} [A4] € Ap. Sea a € Ay. Como a, € A, y
m1(an) = ma(any1), tenemos que m o Ly (a,) = w3 0 Ly 1(a,41). Por tanto, el
punto [[{L, : n € N} (a) = (L,(an))nen € Ap.

Entonces [[{L, : n € N} |o,: Ax — Ap es perfecta. No es dificil ver que
L =ggo][{L,:n &N} s, ofa (vea Figura 3.16) y, por tanto, la funcién

L : LimA, — LimB,, es perfecta. .

Para concluir esta seccion, mostraremos que la suspension de un limite
inverso generalizado es un limite inverso generalizado.

3.3.12 Definicién. Sea J = [—1,1]. La suspensién de un espacio X es el
espacio cociente:

Sus(X) = (X x J)/{X x {1}, X x {1}},
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L
LimA,, - LimB,
A
fa 9B
v
Ay = Ap
G

Figura 3.16: En este diagrama la funcion G = [[{L, : n € N} |z,

de X x J. A la funcién cociente de X x J sobre Sus(X) la denotamos por
TX.

Recordemos que para una funciéon continua f : X — Y y relaciones de
equivalencia F'y F en X y Y, respectivamente. Si a Eb implica que f(a)F f(b),
entonces existe una tnica funcién continua f : X J/E —Y/F talque oo f =
fom, donde 7 es la funcién cociente de X sobre X J/E y o es la funcién
cociente de Y sobre Y/F', (vea Seccién 1.3).

Dado un espacio X, denotamos por EFx a la relacion que determina la
particion:

{X x{-1}H X x{1}JUu{{(z,t)} ;e e Xy —1<t<1}
de X x J.

Sea f: X — Y una funcién continua y observemos que si (a,t)Ex(b, s),
entonces (f(a),t)Ey(f(b), s). Por tanto, existe una funcién continua Sus(f) :
Sus(X) — Sus(Y) tal que 7y o (f x idy) = Sus(f)omwx.

Las funciones:

Sus(my) : Sus(X X Y) — Sus(X)
Sus(ma) : Sus(X xY) — Sus(Y)
inducen la funcién:

Sus(my) x Sus(me) @ Sus(X xY) — Sus(X) x Sus(Y),

la cual es un encaje.

3.3.13 Teorema. Sean {X,,, A,} una sucesién inversa de subconjuntos ce-
rrados, donde cada X, es compacto T3 y distinto del vacio. Para cadan € N,
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sea:

hp, = Sus(m) X Sus(my) : Sus(Xyi1 X X)) — Sus(X,i1) x Sus(X,).
Entonces Sus(X,11) = m [k [Sus(Ay)]] v Sus(LimA,) es homeomorfo a
Lim h,, [Sus(A,)].

Demostracién. Para probar que Sus(X,+1) = m [k, [Sus(A,)]], tome-
mos 7x,.,((Tnt1,t)) € Sus(Xp41). Como X, 41 = m[A,], entonces existe
(Tpa1,Tn) € A, Ademas:

10 (x40 (@15 20 ) 1)) = Sus(m0) (W00, (#0415 20) 1))
= Ty © (M1 X idy) (ZTng1, 2n), 1)
= TX,1 ((xn‘f'l’ t))

Esta serie de igualdades prueba que Sus(X,+1) C m [hy, [Sus(4,)]], la
otra contencion es clara.
Sean Y = Sus(LimA,) y, para cada n € N, H, = h, o Sus(P,) y Q, la

proyeccién de Lim hy, [Sus(A,)] en h, [Sus(A,)].

Como h, o Sus(P,) = Sus(m o P,) x Sus(my o P,), tenemos que 7 o
H, = my 0 H, 1, entonces, por 3.3.1, existe una funciéon continua H : ¥ —
Lim h,, [Sus(A,)] tal que H, = Q,, 0 H.

Por 3.1.5, el espacio LimA,, es compacto T3 distinto del vacio. No es dificil

ver que H es inyectiva y que Y es compacto T5.
Veamos que H es suprayectiva. Seay = ([(Yn, tn)])nen € Lim h, [Sus(A4,)].

Entonces ([(yn+1, tnt1)], [(Un: tn)]) = B ([((an, bn), $0)]) = ([(@n, 50)]; [(bn $0)]),
con (ay,b,) € A,. Por tanto, t, 1 = t, para cada n € N.

Si t; € {—1,1}, entonces la pareja (a,t;), con a € LimA,, es tal que

H([(a,t1)]) = 7.
Si —1 < t; < 1, tenemos que Y11 = @y ¥ Yn = by, entonces (Yni1,Yn) €
A, y, por tanto, ¥ = (yn)nen € LimA,,. Claramente, H ([(y,t1)]) = ¥.

Por tanto, H es un suprayectiva y, en consecuencia, es un homeomorfismo.

3.4. Productos fibrados

Esta seccion esta dedicada inicamente a presentar el teorema 3.4.1, refe-
rente a productos fibrados, concepto introducido por el profesor B. Pasynkov
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en los anos 60’s del siglo pasado.
Sean f: X — Zy g:Y — Z funciones, definimos el producto fibrado
de f y g, el cual denotamos por f X g, como el espacio:

{(z,y) € X xY : f(x) = g(y)}.

Mas generalmente, si f,, : X,, — Z es una funcion para cada n € N, definimos
el producto fibrado de {f, : n € N}, el cual denotamos por [[ f,, como
el espacio {z € [[ X, : fu(zn) = fur1(xns1) para cada n € N}.

3.4.1 Teorema. Si Z es un espacio Tb y f, : X,, — Z es una funcion
continua y suprayectiva para cada n € N, entonces cada producto fibrado
far1 XF fn es un subespacio cerrado de X, 11 x X,,, que satisface m1[f,+1 Xr

fn] = Xn-i—la y Ign(fn-i-l XF fn) = HF fn

Demostracién. Consideremos las funciones f,, 1 o my, fr, 0o mo @ X1 X
X,, — Z. Por [En, 1.5.4], tenemos que el conjunto:

G={(r,y) € Xpp1 x Xon : fuprom((2,9) = fuoma((z,v))}
={(z,y) € Xop1 x Xpo @ fup1(2) = fuly)}
= fot1 XF [n

es cerrado en X, 1 X X,,.

Sea z € X,, 11, por la suprayectividad de f, y f,11, existe y € X,, tal que
far1(x) = fuly) vy, por tanto, (z,y) € fui1 XF fn. Con lo cual queda probado
que 1 for1 Xp fo] = Xng1-

Ahora veamos que Ign(fnﬂ Xp fn) =[lpfo- Stz € L(En(fnﬂ Xp fn),
tenemos que (Zp41,%,) € funi1 Xr fn para cada n € N, entonces f,11(,41) =
fn(xy,) para cada n € Ny, en consecuencia, = € [[ fn. Observemos que las
implicaciones anteriores son equivalencias, con lo cual se tiene la igualdad

deseada.
| ]



Capitulo 4

Limites inversos generalizados
sobre conjuntos dirigidos

En el capitulo anterior analizamos algunas propiedades de sucesiones in-
versas de subconjuntos cerrados. Lo que haremos en este capitulo es extender
dicha definicién cambiando el conjunto de indices N por un conjunto dirigido
A.

A menos que se indique algo diferente, usaremos las mismas convenciones
del capitulo anterior.

4.1. Definiciéon y propiedades

4.1.1 Observacién. En este capitulo usamos tercias {X, A, A}, donde A
es un conjunto dirigido por la relacion <, X es una familia de espacios
{Xo:ae A}y A={As:a,0 € A con a < 3} es una familia de conjuntos.
A la tercia {X, A, A} la abreviamos escribiendo {X,, Aag, A}.

4.1.2 Definicion. Un sistema inverso de subconjuntos cerrados es
una tercia {X,, Aag, A} (vea 4.1.1); donde A es un conjunto dirigido por
la relacion <, {X, : @ € A} es una familia de espacios y, para cualesquiera
a,B €A cona<f, Ays es un subconjunto cerrado de Xz x X, tales que:

(i) Apa es la diagonal {(z,z) 1z € X,} en X,y
(i) Agy = Aapo Ag, cuando o < 3 < .

Los espacios X, se llaman espacios coordenados del sistema.

65
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Observemos que si A = N, obtenemos las sucesion inversa { X,,, A, } donde
A, C X1 x X5 en este caso Ay, = A0 Ap10...0 A, .

Dada una familia de espacios {X, : v € A} denotaremos por Pos 2 la
proyeccién de [[{X, : v € A} sobre X3 x X,.

4.1.3 Definicion. El limite inverso generalizado del sistema inverso de
subconjuntos cerrados {X,, Aap, A}, al cual denotaremos por LimA,g, es

el conjunto de puntos x € [[{X,:v € A} tales que p,4(v) € Aup para
cualesquiera o < f3.

Si A = A, para cualesquiera o < 3, a LimA,3 lo escribimos como LimA.

—

Denotaremos por pas a la restriccion de p,53 a LimA,g.

4.1.4 Observacion. Para cualesquiera a, 3,7 € A con a < 3 < 7, tenemos:
T Opaﬁ = Ty Opﬁfy.

(vea Figura 4.1)

paﬁ
LfIIlAaB = Aa/g
Dy \) 1
v v
Apy - Xp
2
Figura 4.1:

4.1.5 Teorema. Si {Xa, 12 A} es un sistema inverso de espacios 15, enton-
ces {Xa, 12 A} es un sistema inverso de subconjuntos cerrados y los conjun-
tos Limf? y lfm {Xa, 12 A} son iguales.

Demostracién. Como cada X, es Ty, tenemos que cada f? es un sub-
conjunto cerrado de X3 x X, (vea [Ku, Theorem 2, pag. 142]). Claramente, se
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satisface que m; [f?] = X3. Como {X,, f2, A} es un sistema inverso, entonces
se satisfacen (i) y (ii) de 4.1.2 y, por tanto, { X, f7, A} es un sistema inverso
de subconjuntos cerrados.

Para ver que Limf? y lim {Xa, 12 A} son iguales, observemos que decir
(25, 74) € [P es equivalente a decir z, = fZ(z5). Entonces x € Limf? es
equivalente a = € lfim { X, f7, A}. .

4.1.6 Proposicién. Sea {X,, Aap, A} un sistema inverso de subconjuntos
cerrados. Entonces:

LimAas = N {(0hp) " [Aasg] 1 0, B € Ay o < B}

Demostracién. Observemos que un punto x pertenece al espacio Lim A,z
pi

si y sélo si p4(7r) € Aup para cualesquiera a,3 € A con a < 3. Como
esta tltima condicién equivale a x € () {(pl5) '[Aag] c @, € Ay a < 3},

se tiene la igualdad deseada. -

De manera analoga se prueba lo siguiente:

4.1.7 Proposicién. Sea {X,, A.p, A} un sistema inverso de subconjuntos
cerrados. Dado (3 € A, definimos:

Cs={z e [[{X,:v e A} :p,,(z) € Aoy para a,n € A con a <n < 3}
Entonces:

Cs = N {(Phy) Aan] s a,n e Ny o << B},

De la dos proposiciones anteriores, deducimos que cada Cj, asi como
LimA,g, son subconjuntos cerrados de [[{X,, : v € A}. Con ésto, obtenemos

el siguiente:

4.1.8 Teorema. Si {X,, Aup, A} es un sistema inverso de subconjuntos ce-
rrados y cada X, es un espacio compacto, entonces el espacio LimA,s3 es

compacto.

En general, no sabemos si el espacio LimA,z no es vacio cuando cada X,
pi—

es compacto y no es vacio. Pero si A es un nimero ordinal, dicha implicacion
es cierta, como veremos a continuacion:
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4.1.9 Teorema. Si {X,, Aup, k} es un sistema inverso de subconjuntos ce-
rrados, donde k es un ordinal y cada X, es un espacio compacto, entonces
pglCs] = X para cada 3 € k, donde ps es la proyeccién de [[{X, : v € A}
sobre Xg. En particular, si cada X, # (), entonces el espacio LinAag ().

Demostracién. No es dificil ver que Cy = [[{X, : v € k}. Asi que el
resultado es valido para 3 = 0.

Sean 3 € Kk, con 0 < 3,y 3 € Xz. Construiremos un punto y € Cpy
definiendo sus coordenadas del modo siguiente:

Para v > 3, sea y, algin punto en X, y yz = 3.

Como 7 [Agg] = Xp, existe yo € X, tal que (ys,yo) € Aop.

Sea v < (0 < v) y supongamos que se han hallado puntos y, € X,,
para a < v, tales que:

a) (y5>ya) € Aaﬁ y

b) (Yo, Yor) € Awa para cualesquiera o < o < 7.

Supongamos que v = a + 1. Como (yg,Ya) € Aap = Ay 0 A3, existe
y, € X, tal que (yg,9y) € A8 Y (Uy,Ya) € Any. Ademads, como (Yo, Yor) €
Ao para of < a, tenemos que (Y, Yor) € Aay = Anra © Aay-

Veamos el caso donde v es un ordinal limite. Para o < =, tenemos que
(Yss Ya) € Aap = Aay 0 Ayp, entonces existe y5 € X, tal que (y3,45) € Ay
(¥, Ya) € Aay. Por la compacidad de X, lared {yJ : a < v} tiene un punto
de adherencia y,. No es dificil ver que (yg, y,) es un punto de adherencia de
{(ys,y5) = a < v} v, por tanto, (ys,y,) € Ay Para o/ < a < v, tenemos
que (Yo; Yor) € Awra, entonces (¥, yor) € Aoy = Aara © Aay. No es diffcil ver
que (Y, Yor) s un punto de adherencia de {(y5,ya) : @ < v}y, por tanto,
(Y Yar) € Aary.

En ambos casos, podemos encontrar un punto y, € X, tal que a) y b) se
satisfacen para a < «y. El punto y, construido de esta forma, estd en Cg y es
tal que ps(y) = . Por tanto, X C ps[Cjp|. La otra contencién es clara.

Para ver la segunda parte del Teorema, supongamos que cada X, # (.
No es dificil ver que Cg C C, si n < (3. Entonces la familia de cerrados
{Cjs: p € A} tiene la propiedad de la interseccién finita y, por tanto, el es-

pacio LimA,3 = ({Cs : € A} no es vacio. .

Terminamos esta seccién con el siguiente:
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4.1.10 Problema. Encontrar condiciones necesarias y/o suficientes para
que el espacio LimA,3 sea un continuo.
P

Lo que creemos es que si los espacios X, son continuos hereditariamente
unicoherentes y los conjuntos ({z} x X,) N A,z son continuos, entonces el
espacio LimA,s es un continuo.

.

4.2. Funciones inducidas

En la presente seccién, extendemos algunos de los resultados de la Sec-
cion 3.3; damos una condicion para inducir funciones de un espacio al limite
inverso generalizado de un sistema inverso de subconjuntos cerrados y pre-
sentamos un teorema referente a productos de estos nuevos espacios.

4.2.1 Teorema. Sean {X,, A.p, A} un sistema inverso de subconjuntos ce-
rrados y Y un espacio. Si ) = {Hup : @, 0 € A con a < 8} es una familia
de funciones continuas H,g : Y — A,p tales que m o H,3 = my o Hg, para
cualesquiera o < 3 < 7 (vea Figura 4.2), entonces existe una tnica funcién
continua H : Y — LinAag tal que H,p = pap © H para cualesquiera a < [

(vea Figura 4.3). A la funcién H se le llama funcién inducida por $).

H,gz
Y = Aus
Hﬁ,y \—> ™
v v
Apy - Xp
Uy
Figura 4.2:

Demostracién. Por 1.1.1. la funcién H : Y — [[{X, : v € A} definida
por H(y) = (me(Haa(¥)))aea s continua.
Veamos que H(y) € LimA,3. Sean «, 3 € A con a < 3, queremos probar

que pag(H(y)) € Aap, lo cual obtenemos por la serie de igualdades:

Pap(H () = (m2(Hpp(y)) m2(Haa(y))) = (m1(Hap(y)), 11 (Haa(y)))
= (m(Hap(y)), m2(Hap(y))) = Hap(y) € Aap:
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H
Y

= LimAaﬂ

H, \Q s
N\ )

Anp

Figura 4.3:

Por lo anterior, H,3 = pap © H para cualesquiera o, 3 € A y, claramente,

H es la tnica con esta propiedad. -

4.2.2 Observacién. Si ponemos Y = LimA,3 y Hos = pas, por 4.1.4, se

satisface la hipdtesis en 4.2.1, entonces existe una tnica funcién continua
H : LimA,s — LimA,s tal que p,s = pap © H para cualesquiera o, 3 € A.

Como la funcién identidad id : LimA,3 — LimA,z tiene tal propiedad,

podemos concluir que H = id.

La propiedad enunciada en 4.2.1 caracteriza a Lim Az, lo cual enunciamos
pi—

en el teorema siguiente (compare con 2.1.8).

4.2.3 Teorema. Sean {X,, A,p, A} un sistema inverso de subconjuntos ce-
rrados, Y un espacio y ) = {Hap : o, € A con a < [} una familia de
funciones continuas H,s : ¥ — A,p tales que m o Hyg = my o Hg, para
cualesquiera « < 3 < ~v.Sea H : Y — IgnAag la funcién inducida por $

(Huop = pap © H para cualesquiera a, § € A). Si{Y, H} tiene la propiedad:
(%) SiZ esunespacioy Q = {Qap: a, 5 € A con o < f} es una familia de
funciones continuas Qu5 : Z — Aqp tales que 7 0 Qnp = 72 0 Q3 para

cualesquiera o < 3 < +, entonces existe una unica funcién continua
Q:Z —Y tal que Qu3 = Hup 0  para cualesquiera o < 3.

Entonces H es un homeomorfismo.

Demostracién. Primero observemos que, por 4.2.2, la inica funcién con-
tinua g : LimA,3 — LimA,3 tal que p,3 = pos o g para cualesquiera o, 5 € A
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es la funcién identidad en LimA,3. De manera andloga, por (%), la tinica fun-
cién continua g : Y — Y tal que H,3 = H,p o g para cualesquiera o, 3 € A
es la funcién identidad en Y.

Por (%), existe una funcién continua P : LimA,; — Y tal que p,s =
H,p o P para cualesquiera o, 3 € A.

Observemos que pag o (H o P) = Hygo P = pogy Hopo (Po H) =
Pap © H = H,p para cualesquiera a, 3 € A, entonces, por la observacién al
principio de la demostracién, H es un homeomorfismo.

En 2.1.17, vimos que el producto de limites inversos es homeomorfo a
un limite inverso. En el siguiente teorema extendemos 2.1.17 para el caso de
limites inversos generalizados (compare con 3.3.3).

4.2.4 Teorema. Sea B un conjunto no vacio y supongamos que, para cada
be B, S(b) = {X}, A4, A} es un sistema inverso de subconjuntos cerrados
cuyo limite inverso generalizado es Ll’mAfw. Para cada a € A, sea X, =

[T{X% : b € B} con proyecciones n’. Dados a < 3, sean Yo = [[{ X} x X}
b € B} con proyecciones agﬁ Y Gag : Yap — Xgx X, el homeomorfismo tal que
70 gags s la funcién inducida por la familia {m;00?; : b € B} (w00l = mho
T10gap Yy 000 = T, 0m30gag). Entonces {Xa, gap [ {ALs: b€ B} A}
es un sistema inverso de subconjuntos cerrados y Lin Jop3 [H {Agﬁ tbe BH

es homeomorfo a Y =[] {Ll’mAgﬁ be B}.

Demostracion. Dado b € B, sea g, la proyeccién de Y en L(EnA’;ﬁ y, para
a < 3, sea pgﬁ la proyeccion IgnA’;ﬁ en Aaﬁ. Para o < 3, sea Ho3 = gap©kags,
donde ko5 : Y — Y3 es la funcién inducida por la familia {pgﬁ oqy:be B}
(g 0 @ = 0L 0 ko). Observemos que kag[Y] C [T {AL; : b € B}, entonces
Hag[Y] C gap [[T1{Agp : b € B}].

Como m[ALs] = X}, tenemos que m [gos [[]{A% : b€ B}]] = X5
Ademds, como los conjuntos cerrados A’ son las diagonales en X? x X?,

entonces goo [H {Aga :be B }] es la diagonal en X, x X,. De manera andlo-
ga, las igualdades Af, = A%; 0 A% | implican que:

gay [IT{A%, :b € B}] = gap [I1{A% : b€ B}]| 0 g, [I1{A4%, : b B}].
Por tanto, la familia {Xa,gaﬁ [H {Agﬁ b e B}] ,A} es un sistema inverso
de subconjuntos cerrados.
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Para o < [, sea p,s la proyeccion de Lingag [H {Af’w b e B}} en

s [T 4% b€ BY].

Veamos que, para o < 3 < v, se cumple la igualdad 7 0 Hyg = m9 0 Hp,.
Es suficiente probar que ﬂg oo Hyp = Wg om0 Hg, para cada b € B, lo
cual obtenemos de las igualdades:

WgOWQOH,GWZWgOWZOgﬂ”/OkﬁW:7"20‘7%70]{:/37:71-2017%70%
:Wlopgﬁoqb:Wloagﬁokag:Wgomogaﬁokaﬁ
:ﬂ'go’ﬂ'loHaﬁ,

Como 7 o Hyg = mp 0 Hp, para cualesquiera a@ < 3 < v, por 4.2.1,
existe una funcién continua H : Y — Ignga/g [T {Ai’w :b e B}] tal que
Haﬁ = Pap © H.

Dados b € By a < 3, sea fo3 = agﬁ o Q;ﬁl © pag- No es dificil ver
que my o fgy = m o fup. Entonces, por 4.2.1, existe una funcién continua
fo : Lim gag [[1{4%;:be B}] — LﬁnAgﬁ tal que %50 g5 © Pap = Phg © fo
y, por tanto, una funcién continua f : Lim g,g [H {Agﬁ tbe BH — Y tal

que fp =q o f.
Como:

pgﬁoqbofoH:pgﬁofboH:agﬁoggﬂlopaﬁoH:aZﬁoggﬂloHag
-1
= 0050 9ap © Gap © kap = 05 0 kap = Plg 0 g1,

tenemos que q, = gy o f o H y, por tanto, f o H es la funcién identidad en Y.
Ademads, como ¢, = gy 0 f o H = f, o H, tenemos que:

Uﬁlgog;glOpaﬁoHOfZPZgObeHOfZp’&goqufszﬁOfb
:Ugﬁog;ﬁlopaﬁv

lo cual implica que pos o H o f = p,3. Entonces, por 4.2.2, Ho f es la
identidad en Lim g,z [H {AZ/B :be B }] Con lo cual queda probado que H

es un homeomorfismo. -

En 3.3.13, vimos que si {X,,, A,,} es una sucesién inversa de subconjuntos
cerrados, donde cada X, es compacto T5 y distinto del vacio, entonces existe
una sucesion inversa de subconjuntos cerrados cuyo limite inverso generaliza-
do es homeomorfo a Sus(LimA,,). Para el caso no numerable, haciendo unas

—

claras modificaciones de la prueba de 3.3.13, podemos ver que la suspension
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de LimA,g, cuando cada X, es compacto T, también es un limite inverso
P

generalizado.

El Teorema 4.2.1 nos permite inducir funciones entre espacios de la forma
LimA,s (compare con 3.3.5).

4.2.5 Teorema. Sean {X,, Ans, A} y {Ya, Bag, A} dos sistemas inversos de
subconjuntos cerrados y £ = {Lys : o, € A con a < B} una familia de
funciones continuas L,g : Ay — Bag. Si para cualesquiera a < 8 < 7,
(u,z) € Agy y (z,v) € Ayp se tiene que m o Log((z,v)) = w2 0 Ly ((u, x)),
entonces existe una unica funcién continua Ly : L(EIlAag — LinBaﬁ tal que
Lo © pap = qap © L para cualesquiera a < 3 (vea Figura 4.4), donde g,s
es la proyeccion de LimB,3 en B,g. A la funcién L se le llama funcién

inducida por £.

L
LimAag = Lmeaﬁ
Pap \) qap
v v
Aaﬁ = Baﬂ
Lag
Figura 4.4:

Demostracién. Claramente, la familia {L,gopag : o, € Ay a < 8}
satisface que m o Loz 0 pog = T2 0 Ly, © pg, para cualesquiera a < 8 <
7, entonces, por 4.2.1, existe una unica funcién continua L, : LimA,z —

LimB,p tal que Lag 0 pag = qap © L para cualesquiera o < (3. -

4.2.6 Teorema. Sean S = {Xa,fg,A} y S = {Ya,gg,A} dos sistemas in-
versos de espacios Ty, [ = {l, : @ € A} una funcién de S en S’ (I,o 7 = gPoly)
y lx : lim {Xa, 12 A} — lim {Ya,gg,]\} la funcién inducida por [ (I, o f2 =

ga ©ln). Definimos Log : f§ — g7 por Las((@, f1(2))) = (l5(x), la(f3()))-
Entonces para cualesquiera o < § < v, (u,x) € f; v (z,v) € fP, se tiene
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que 71 0 Lag((z,v)) = w2 0 Lg,((u,z)) y la funcién Ly : Limf? — Limg?

garantizada por 4.2.5 coincide con [,.

Demostracién. La funcién L,g estd bien definida puesto que:
Log((z, f3(2))) = (Is(2), la(f2(2))) = (Is(2), ga(ls(2)))-
Es claro que:
10 Lag((f3 (@), f8(f5(2))) = ™10 Las((f3(2), f2(2))) = ma 0 Lg,y((z, f5(2)))

para cualesquiera a < g < 7.
Sea Ly : Limf? — Limg? la funcién inducida por {L.s : «,8 € A}.

Recordemos que L, esta definida por:

La(z) = (T2(Laa © Paa(T)))acr = (T2(Laa(Tas Ta)))ach
= (m2((la(Za), la(7a))))ach = (la(Ta))aen-

Por 2.2.2, vemos que [y y L, son iguales.



Capitulo 5

Limites inversos y otras
propiedades

En el Capitulo 2 revisamos algunas propiedades de los sistemas inversos
y sus limites. En este ultimo capitulo usamos sistemas inversos para probar,
en 5.2.23, que los continuos periféricamente metrizables que son hereditaria-
mente indescomponibles tienen hiperespacios 2% y C,(X) tnicos. Ademas,
probamos tres resultados (5.3.16, 5.3.22 y 5.4.7) que se refieren a sucesio-
nes inversas; es decir, cuando el conjunto de indices A de un sistema inverso
{Xa, 12 A} es el conjunto de los niimeros naturales N.

5.1. Hiperespacios y limites inversos

En la Seccién 1.2, analizamos propiedades de algunos hiperespacios, en
particular, vimos que cada funcién f : X — Y entre espacios Ty induce
una funcién entre los hiperespacios K(X) y K(Y). En el siguiente teorema,
mostramos que cada sistema inverso {X,, f?, A} induce un sistema inverso
de los hiperespacios K(X,) cuyo limite es un hiperespacio de Xj.

5.1.1 Teorema. Si S = {X,, f?, A} es un sistema inverso de espacios Tb,
entonces la familia KC(S) = {K(X,),K(f?),A} es un sistema inverso y el

espacio lim/C(.S) es homeomorfo al hiperespacio K (h’mS).

Demostracién. Claramente K(f2) es la funcién identidad en K(X,) y
K(f)) = K(f2) o K(f3) para cualesquiera o < # < 7. Entonces K(S) es un
sistema inverso. Sea g, la proyeccién de Im/C(S) en K(X,).

75
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Las funciones KC(f2) : K (hinS) — K(X,) son tales que K(f2) = K(f5)o
K( fg) para cualesquiera a < 3, lo cual quiere decir que la familia h =
{K(f2): o€ A} es una funcién de K (1}315) en K(S). Sea h: K (EnS) —
@K(S) la funcién inducida por b (K(f2) = g, o h).

Probaremos que {IC <h’mS> ,l‘)} tiene la propiedad () de 2.1.8.

Sean Z un espacio y q = {ga : a € A} una funcién de Z en K(S).
Para z € Z, la familia S(z {qa ), f5 1 qa(z), A} es un sistema inverso de
espacios compactos T» no vacios y con funciones de ligadura suprayectivas.
Por 2.2.9, el espacio 1215 (2) es compacto y no es vacio. Observemos que el

espacio 1imS(z) esta contenido en X, = limS. Definamos ¢ : Z — K(Xj4)
por ¢(z) = limS(z).

Por 2.2.14, deducimos que g, = K(f}) o ¢ para cada a € A.

Veamos que la funcién ¢q es continua. De la demostracién de 1.2.3, sabemos
que:

K(f2) ™ [(Ua) NK(Xa)] = ((f2) " [Ua]) N K(Xa)

y que:
K™ [ Xa, Ua) NE(Xa)] = (Xa, (f2) 7' [Ua]) NK(X2).
Entonces:
02" [{Ua) N K(Xo)] = (K(f2) 0 )7 [{Ua) NK(Xo)]
=q '[K(f a) H(Ua) N K(X)]]
= q ' [{(f) 7 [Ua]) N K(X4)]
y

0o [(Xa, Ua) N K(Xa)] = (’C(fﬁ) o Q)_l [(Xa, Ua) N K(Xo)]
K [(Xa, Ua) N K(Xa)]]
= q*1[<XA, (fa) 7 Ua]) N (X))
Por 1.2.1 y las igualdades anteriores, tenemos que ¢ es continua.
Sir: Z — K(X,) es una funcién continua tal que g, = K(f2) o r para
cada o € A, entonces:

r(z) =tim { S, 2 gy A f = 10 {CUD D), I iy A}

= 1(1/21 {K(fé}) o T(Z), fg |IC(fé\)or(z)7 A} = 1(1,31 {QQ(Z)J fg |q;3(z)7 A}
= limS(z) = q(z).
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Entonces, por 2.1.8, la funcién h es un homeomorfismo.

Tenemos resultados similares a 5.1.1 para C,(X3) v Fn(Xa).

5.1.2 Teorema. Si S = {X,, f? A} es un sistema inverso de espacios T, en-

tonces C,(S) = {Cn(Xa),Ca(f2), A} y Fu(S) = {Fu(Xa), Fu(fF), A} son sis-

temas inversos, el espacio limC,,(.S) es homeomorfo al hiperespacio C, (h’mS

y el espacio limF,,(S) es homeomorfo al hiperespacio F, (limS )

Demostracién. Claramente, C,(S) y F,,(S) son sistemas inversos.
Observemos que el homeomorfismo h, del teorema anterior, esta definido

por h(C) = (K(f2)(C)) sen = (f21C)) pen-

Veamos que:

h [cn (h’mSH — limC,(S).

Si (Dy)aea € UmC,(S), tenemos que cada D, tiene a lo més n compo-
nentes y f2[Ds] = Co(f?)(Dg) = D,. Entonces, por 2.3.6, el espacio C' =
lim {Da, fb 1D A} tiene a lo mas n componentes y, por 2.2.14, fAC] = D,
Por tanto, C € Cy (ms) v 1(C) = (FAC)),y = (Da)aca-

Para probar la otra contencién, observemos que si C' € C,, (h’mS >, enton-
ces cada f2[C] tiene a lo més n componentes, C,,(f2)(f3[C]) = fE[f3(C]] =
ACly hC) = (fé}[C])aeA. Por tanto, h(C') € ImC,,(.S).

Del mismo modo, se obtiene la siguiente igualdad:

p | (1) | =1 (s).

Como una consecuencia inmediata a 5.1.1, tenemos el siguiente:

5.1.3 Corolario. Si S = {X,, f?, A} es un sistema inverso de espacios com-
pactos Ty, entonces 2% = {2, of4 ,A} es un sistema inverso y lim2° es ho-

1imS
meomorfo a 2—".
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5.2. Unicidad de hiperespacios 2% y Cp(X)

En [Na2|, el profesor Sam Nadler Jr. probé que los continuos métricos
que son hereditariamente indescomponibles tienen hiperespacio C(X) tnico,
y Sergio Macias probé que estos continuos tienen hiperespacios 2% y C,(X)
unicos (vea [M1, pag. 416] y [M2, 6.1], respectivamente). Més tarde, I. Loncar
probé que los continuos periféricamente metrizables (vea 5.2.16) hereditaria-
mente indescomponibles tienen hiperespacio C(X) tnico (vea [Lo, THEOREM
2.4]).

En esta seccién probamos, usando las técnicas de I. Loncar, que los conti-
nuos periféricamente metrizables que son hereditariamente indescomponibles
también tienen hiperespacios 2% y C,(X) tnicos.

5.2.1 Definicién. Un conjunto dirigido A es o-completo si para cada su-
cesién {a,, : n € N} en A existe sup{a, : n € N} € A.

Sean S = {X,, f? A} un sistema inverso y ¥ C A una cadena con-
juntista (para cualesquiera a, § € ¥ se tiene que o« < o que § < a) con
7 = supX € A. Observemos que la familia {f]) : @ € ¥} es una funcién de
X, en S ={X,, f3,3} (vea Figura 5.1).

X'Y
2/ -\ %
N D)

Xp

-

fa

Figura 5.1:

5.2.2 Definicién. Un sistema inverso {X,, f?, A} es continuo si para cada
cadena conjuntista ¥ C A, con v = supX € A, se tiene que la funcion
inducida por {fY : a € £} es un homeomorfismo.

5.2.3 Teorema. Sea S = {X,, f?, A} un sistema inverso continuo de espa-
cios compactos Ts. Si A es un subconjunto cerrado de X, entonces el sistema
inverso { fA[A], f8 |fé\[A}, A} es continuo.
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Demostracién. Sean ¥ una cadena conjuntista en A, con v = supX € A,
y h, : X, — lim{X,, f2, £} la funcién inducida por {f) : a« € X} (f2 =

fZ o h,). Como S es un sistema inverso continuo, tenemos que h. es un
homeomorfismo.
Por 2.1.19, tenemos que

o (2] = v {7 ey LA 2 Ly g =

Como el homeomorfismo h |za(a): SMA] — lim {fof}[A], [ |f[a‘[A}’ E} sa-

tisface que f7 |f4\[A]: fZoh, |f§\[A] para cada o € %, por 2.1.6, deducimos
que hy [aja) es la funcién inducida por {f7 [saa: @ € X}. Por tanto, el
sistema inverso { fA[A], £2 |f§[A}7 A} es continuo. u

5.2.4 Teorema. Si S = {X,, f?, A} es un sistema inverso continuo de espa-
cios Ty, entonces K(S) = {K(Xa), K(f7), A}, Cu(S) = {Ca(Xa), Cu(fF). A} ¥
Fu(S) = {Fn(X,), Fu(f?), A} son sistemas inversos continuos.

Demostracién. Probaremos el teorema para IC(S5). Sean ¥ una cadena
conjuntista en A, con y = sup¥ € A, y h, : X, — lim{X,, f?, 2} funcién

inducida por {f) : a € X} (f2 = fZoh,).
Como S es un sistema inverso continuo, tenemos que h, es un homeo-
morfismo y, como f) = fZ o h., se tiene que K(f2) = K(fZ) o K(h,).
Denotemos por ¢> a la proyeccién de l(iin{lC(Xa), K(f5), 2} en K(X,).
De la demostracion de 5.1.1, sabemos que existe un homeomorfismo
ho K (tm{ X, f2,2}) = Mm{K(X,), K(f2), 3} tal que K(fF) = g5 o h.

Entonces K(f2) = K(fZ) o K(h,) = ¢ o ho K(h.).
Sea g : K(X,) — lm{K(X,), K(f?),¥} la funcién inducida por {K(f7) :

« € ¥}. La funcién g es la tinica con la propiedad de que KC(f) = ¢Zog. Como
la funcién h o KC(h,) tiene dicha propiedad, deducimos que g = h o K(h.).
Por tanto, la funcién inducida por {(f)) : @ € ¥} es un homeomorfismo y,
en consecuencia, IC(.S) es un sistema inverso continuo.

Para probar que C,,(S) y F,,(S) son sistemas inversos continuos, usamos la
demostracion anterior cambiando IC por C, y F,,, respectivamente, y usamos
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5.1.2 en lugar de 5.1.1. -
5.2.5 Definicién. Un sistema inverso S = {X,, f?, A} es o-completo si S
es un sistema inverso continuo y A es o-completo.

5.2.6 Teorema. Si S = {X,, f?, A} es un sistema inverso o-completo de es-
pacios Ty, entonces K(S) = {K(Xa.), K(f2), A}, Co(S) = {Cn(Xa),Cu(f5), A}
v Fu(S) = {Fn(Xa), Fu(f8), A} son sistemas inversos o-completos.

Demostracién. Como A es o-completo, sélo resta probar que K(S5),
Cn(S) y Fn(S) son sistemas inversos continuos, lo cual se obtiene de 5.2.4.

Por tanto, K(5), C,(S) y Fn(S) son o-completos. -

5.2.7 Definicién. El peso de un espacio X, que denotamos por w(X), es
el min{x : B es base de X y x =| B |}, donde | B | denota el cardinal de B.

De [En, 3.12.27. (b)], obtenemos el resultado siguiente:
5.2.8 Teorema. Si X es un espacio T3, entonces w(K(X)) = w(X).

5.2.9 Definicién. Un sistema inverso S = {X,, f, A} es un o-sistema
inverso si S es o-completo y w(X,) < Ry para cada a € A.

5.2.10 Teorema. Si S = {X,, f?, A} es un o-sistema inverso de espacios

Ty, entonces K(S) = {K(X,),K(fP),A}, Cu(S) = {Cu(Xa),Cu(f5),A} v
Fu(S) = {Fn(X,), Fn(f2), A} son o-sistemas inversos.

Demostracién. Por 5.2.6, sabemos que K(S), C,(S) y Fn(S) son o-
completos y, por 5.2.8, que w(K(X,)) < V. Como F,( O[) C Cu(X,) C
K(X,), deducimos que w(F, (X)), w(Cn(Xa)) < Ngy, por tanto, K(.5), C,(5)

y Fn(S) son o-sistemas inversos. -

El siguiente teorema es la versién para o-sistemas inversos de [Sh, Theo-
rem 15].

5.2.11 Teorema. Sean {X,, f A} y {Y,, g2, A} dos o-sistemas inversos de
espacios compactos 15 y funciones de ligadura suprayectivas. Si [ : Xy — Y
es una funcion continua, entonces existen un subconjunto cofinal ¥ en A y
funciones continuas I, : X, — Y, para cada o € ¥, tales que [, 0 fA = gl ol
y lo o f9 = g% o lg para cualesquiera o < 3. Ademads, si l : Xp — Yj es un
homeomorfismo, entonces cada [, es un homeomorfismo.
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5.2.12 Observacién. Sean {X,, f?, A} y {Y,, g%, A} dos o-sistemas inver-
sos de espacios compactos T5 y funciones de ligadura suprayectivas y [ : Xy —
Y, una funcién continua. Sean Y el subconjunto cofinal en A y I, : X, — Y,
las funciones continuas garantizadas por 5.2.11.

Sean Xy, = l@{Xm 2.5}y Yy = lim{Y,, ¢, X}. Definimos las funciones

g:Xa = Xsy g Yy = Yo por g((Ta)aer) = (Ta)aes ¥ 9'(Ya)acr) =
(Yo )aes- Por 2.1.9; las funciones g y ¢’ son homeomorfismos y f* = fZogy
A _ Y /
ga - ga °g.
Observemos que la familia [ = {l, : @ € ¥} es una funcién de {X,, 2, ¥}
en {Y,, g%, 2}. Sea Iy, : X5 — Y5 la funcién inducida por [ (I, 0 fZ = gZolys).
Como gl og olog !t =gholog™ =ly0flog™ =l40fZ podemos
concluir, usando 2.2.2, que Iy = ¢’ ol o g~1 (vea Figura 5.2).

XA ~ Y\
)
TEEE
v
Xy = Y5
Is
Figura 5.2:

5.2.13 Teorema. Sean {X,, 2 A} y {Ya, g2, A} dos o-sistemas inversos de
continuos metrizables y funciones de ligadura suprayectivas. Si cada f7 es
monétona y C, (X, ) es homeomorfo a C,(Ya), entonces existe un subconjunto
cofinal ¥ en A tal que las funciones g° son mondtonas para cualesquiera

a,f e (a<p).

Demostracién. Por 5.1.2, sabemos que el hiperespacio C, (X,) es ho-
meomorfo a X = lim {C,(X,),C,(f?),A} y que C, (Ya) es homeomorfo a

Y =1im {C,(Ya),Cn(g3),A}. Sea I : X — Y un homeomorfismo.

Por 1.2.7, tenemos que los hiperespacios C,(X,) v Cn(Ys,) son continuos
métricos y, por 5.2.10, que {C,(Xa.),Cr(f2), A} v {Cn(Ya),Culgl), A} son
o-sistemas inversos.



82 CAPITULO 5. LIMITES INVERSOS Y OTRAS PROPIEDADES

Para o € A, sean p? la proyeccién de X en C,(X,), ¢* la proyeccién de
Y en Cp(Ya) y Zo = ¢2[Y], entonces Y = 1im {Z,, C,.(¢?) |z,, A}, por 2.1.19.

Por 5.2.3, sabemos que el sistema inverso { Zy,Cp(g5) |z,,A} es continuo
y, por tanto, es un o-sistema inverso con funciones de ligadura suprayectivas.
Ademas, como cada f? es monétona y suprayectiva, tenemos que cada C, (f7?)
es suprayectiva.

Por 5.2.11, existen un subconjunto cofinal > en A y homeomorfismos
lo : Co(Xo) — Z, para cada a € X, tales que I, 0p2 = ¢ ol y I, 0Co(fP) =
Cn(g2) |25 olp para cualesquiera o < 3.

Por [CIM, Theorem 4], las funciones C,(f?) son monétonas, entonces las
funciones C,(95) |z,= loa © Ca(f2) o 15", para o, f € X, también lo son.

Como las funciones g? son suprayectivas, por 2.2.14, obtenemos que F; (Y,,)
C Z,. Entonces, por [IN, 15.9 (2)], el conjunto J(C,(92) |z,) " ({y}) es co-
nexo para cualesquiera a < By y € Y,.

No es dificil ver que (¢2)~*(y) = J(Cn(¢?) |Zg)*1({y}) y, por tanto, g es

monoétona para cualesquiera a < 3. -

5.2.14 Teorema. Sea X un espacio compacto Ty con w(X) > N;. Entonces
existe un o-sistema inverso {X,, f2, A} tal que X es homeomorfo a Xj.

Demostracién. Sea A la familia de subconjuntos numerables de w(X).
En A, definimos la relacién a < 3 si @« C (3. Notemos que (A, <) es un
conjunto dirigido o-completo. Por 2.1.16, sabemos que I“*) es homeomorfo
al limite inverso del sistema inverso {I% g7, A}, donde g° es la proyeccién
de I? sobre I*. De la prueba de 2.1.16, deducimos que el sistema inverso
{I*, g?, A} es continuo y, por tanto, un o-sistema inverso.

Ademés, por [En, 2.3.23], X se puede encajar en 1°(X), entonces podemos

suponer que X C I“(X) Por 5.2.3, sabemos que {gé}[X],gg |gé\[X],A} es un

o-sistema inverso y, por 2.1.19, que X = lim {gg (X],4° |g§[X]7 A}, con lo cual

se termina la demostracion. -

5.2.15 Observacién. Notemos que, en el teorema anterior, el conjunto di-
rigido A sélo depende de w(X) y los espacios X, son subconjuntos de cubos
de Hilbert (espacios homeomorfos a [[{Z, : n € N}, donde cada I,, = I).
En particular, si dos espacios compactos 75 tienen el mismo peso, entonces
los o-sistemas inversos, garantizados por 5.2.14, se pueden elegir de modo
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que los conjuntos de indices coincidan. Notemos que los espacios X, son
compactos y métricos.

5.2.16 Definicion. Un espacio X es periféricamente metrizable si tiene
una base B tal que la frontera de cada elemento de B es metrizable.

5.2.17 Teorema. [Lo, THEOREM 3.7] Sea S = {X,, f%, A} un sistema in-
verso de espacios compactos Ty y funciones de ligadura suprayectivas. En-
tonces:

(1) Existe un sistema inverso M (S) = {M,,m?, A} de espacios compactos
T, y funciones de ligadura mondtonas y suprayectivas tal que limS es

homeomorfo a limM (.S).

(2) Si S es o-completo, entonces M (S) es o-completo.

(3) Si cada X, es metrizable y limS es localmente conexo o un continuo

pu—
periféricamente metrizable, entonces cada M, es metrizable.

5.2.18 Definicién. Sean X continuo, n € Ny 'y € {2%,C,(X)}. Decimos
que X tiene hiperespacio I'x unico si satisface:

= Si Y es un continuo y I'y es homeomorfo a 'y, entonces Y es homeo-
morfo a X.

En la definicién anterior, el hiperespacio 'y = 2Y si I'y = 2% y I'y =
Co(Y) siTx =Cn(X). Ademds, si f: X — Y es una funcién continua entre
espacios T3, denotamos por I'y a la funcién inducida entre los hiperespacios
r XYy Fy.

Como consecuencia inmediata de [Na2, (0.60)] y [Na2, (1.61)] obtenemos:

5.2.19 Teorema. Los continuos métricos que son hereditariamente indes-
componibles tienen hiperespacio C(X) tinico en la clase de los continuos me-
trizables.

Los siguientes dos teoremas nos dicen que los continuos métricos que son
hereditariamente indescomponibles tienen hiperespacio I'x tinico en la clase
de los continuos metrizables.
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5.2.20 Teorema. [M1, pdg. 416] Sean X un continuo métrico hereditaria-
mente indescomponible y Y un continuo métrico tal que 2¥ es homeomorfo
a 2%, Entonces X es homeomorfo a Y.

5.2.21 Teorema. [M2, 6.1] Sean n € N y X un continuo métrico heredi-
tariamente indescomponible. Si Y es un continuo métrico tal que C,(Y") es
homeomorfo a C,,(X), entonces X y Y son homeomorfos.

5.2.22 Observaciéon. De las pruebas de [Na2, (0.60)], [M2, 6.1] y [M1, pag.
416] se tiene, ademds, que: si X es un continuo métrico hereditariamente
indescomponible, Y es un continuo métricoy f : I'y — I'y es un homeomor-

fismo, entonces f[F(X)] = F1(Y).

El teorema siguiente nos dice que los continuos periféricamente metri-
zables que son hereditariamente indescomponibles tienen hiperespacio I'x
unico.

5.2.23 Teorema. Sean X un continuo periféricamente metrizable heredita-
riamente indescomponible y Y un continuo. Si I'y € {2%,C,(X)} es homeo-
morfo a I'y, entonces X y Y son homeomorfos. Ademés, si f: 'y — I'y es
un homeomorfismo, entonces f[F;(X)] = F1(Y).

Demostracién. Supongamos que ['x es homeomorfo a I'y y sea f :
I'x — I'y un homeomorfismo. Como F;(X) C I'y C K(X) = 2%, tenemos,
por 5.2.8, que w(I'x) = w(X). De manera analoga, se tiene que w(I'y) = w(Y)
y, por tanto, w(Y) = w(X).

Por 5.2.14 y la observacién 5.2.15, existen o-sistemas inversos {X,, f7, A}
v {Y,, g2, A} de continuos metricos tales que X es homeomorfo a X, y Y es
homeomorfo a Yj.

Sig: X — X, es un homeomorfismo, entonces el homeomorfismo I’y :
I'x — I'x, es tal que I'y[F1(X)] = F1(Xa). Por tanto, podemos suponer que
X=X AY Y = YA.

Por 2.1.19, podemos suponer que las funciones f? y g7 son suprayectivas.
Como cada X, es métrico y X, es periféricamente metrizable, por 5.2.17,
podemos suponer que las funciones f? son mondtonas. Por 2.2.14, las pro-
yecciones f2 son suprayectivas y, por 2.3.12, son mondtonas, entonces los
continuos métricos X, son hereditariamente indescomponibles.

Si 'y = 2%, las funciones T’ oy I' s son suprayectivas.
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Si 'y = C,(X), por 5.2.13, podemos suponer que las funciones g? son
monoétonas. Entonces, por 2.3.13, obtenemos que las funciones I 2y Fg@ son
suprayectivas.

En cualquier caso, los sistemas inversos {FXQ,F fg,A} y {Fya,Fgg,A}
tienen funciones de ligadura suprayectivas.

Por 1.2.7 y 5.2.10, tenemos que {FXQ,ng,A} y {FYQ,FQQ,A} son o-
sistemas inversos de continuos métricos.

De las demostraciones de 5.1.1 y 5.1.2, sabemos que las funciones h :
Iy — lim {rXa,rfg,A} y h': Ty — lim {rya,rgg,A} definidas por h(C) =
( S[C])ae/\ y K(C) = (gQ[C])aeA son homeomorfismos.

Seal=hofoh™!: @{FXQ,ng,A} — l(fin{Fya,Fgg,A} (vea Figura
5.3).

h/

“l O
v

lim {Tx,,, Typ, A} ——=tim {Ty,,, s A}

l

Figura 5.3:

Entonces, por 5.2.11, existen un subconjunto cofinal ¥ en A y homeo-
morfismos I, : ['x, — [y, para cada a € ¥, tales que l,op2 = ¢ ol y

ly 0 ng = Fgg o lg para cualesquiera o < 3, donde P} lim {FXQ, ng,A} —

Iy, yq):lim {Fya, Fgg, A} — I'y, son las proyecciones. Por 5.2.12, podemos
suponer qu:Z =A.

Por la Observacién 5.2.22, tenemos que X, y Y, son homeomorfos y que
la[]:l(Xa)] = fl(Ya>~

Los homeomorfismos I, |z (x,): Fi1(Xa) — Fi1(Ya) inducen un homeo-
morfismo ' : Ifm {Fi(Xa), Fi(fB),A} — lim {Fi(Ya), Fi(gl), A} tal que
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[ |}1Ln{f1(Xa),f1(f£),A}: I". De aqui, obtenemos que:

fIFXQ)] = (W)™ o o f o hHlim { F1(Xa), Fi(f2), A}
= (W)™! olhm {FA (X .7:1 (f9, A}
= (h')~! hm {.7:1 .7:1 95), A}
= F1(Ya )

Como F1(X,) y Xa son homeomorfos, al igual que F;(Yy) y Ya, conclui-

mos que X y Y son homeomorfos. -

5.3. Sucesiones inversas de abanicos

Los resultados principales de esta seccién son los Teoremas en 5.3.16 y en
5.3.22. El primero de éstos es una extension del teorema principal de [Ma],
donde M. M. Marsh prueba que, bajo ciertas condiciones, el limite inverso de
una sucesion inversa {A, f,} de abanicos tiene la propiedad del punto fijo.
En 5.3.22, damos una condicion para que el limite inverso de una sucesién
inversa de n-odos con funciones de ligadura mondtonas y suprayectivas sea
un n-odo.

5.3.1 Definicién. Una cadena (resp. cadena circular) en un espacio X
es una familia finita C = {C4,C%,...,C,} de subconjuntos abiertos de X
tales que C;NC; # O siysdlosi|i—j| <1 (resp. |i—j] <loli—j|=n—1).

5.3.2 Definicion. Una familia de conjuntos C es coherente si cada subfa-
milia propia G de C contiene un elemento que intersecta a algtin elemento de

C\G.

5.3.3 Definicién. Una familia finita coherente C de subconjuntos abiertos
de un espacio X es una cadena arbolada si ninguna subfamilia de C es una
cadena circular. Un eslabon de empalme de una cadena arbolada C es un
elemento de C que intersecta a por lo menos otros tres elementos de C.

5.3.4 Definicion. Los elementos de una cadena, cadena circular o una ca-
dena arbolada en X se llaman eslabones. Si X es metrizable y el didmetro
de cada eslabén de una cadena C (resp. cadena circular, cadena arbolada)
es menor que ¢, entonces C se llama e-cadena (resp. e-cadena circular,
e-cadena arbolada).
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5.3.5 Notacion. Dado un conjunto A en un espacio métrico, denotamos
por didm(A) al didmetro de A.

5.3.6 Definicién. Una funcién continua y suprayectiva f : X — Y entre
espacios métricos es una e-funcion si didm (f~'(y)) < € para cada y € Y.

En 5.3.8, probaremos que si {X,,, f,} es una sucesién inversa de espa-
cios métricos con limite inverso X, entonces las proyecciones p° : X, —
[ X o] son 27(m~Y_funciones. La métrica con la que trabajaremos en X,
es la métrica que definiremos en el siguiente teorema para [[{X, : n € N}
restringida a X .

Recordemos que, por [CV, (1.C.10)], podemos suponer que todos los es-
pacios métricos tienen métricas acotadas por 1. Entonces, por [En, 4.2.2],
obtenemos el siguiente:

5.3.7 Teorema. Si {(X,,,d,): n € N} es una familia de espacios métricos,
entonces X = [[{X, : n € N} es metrizable con la métricad: X x X — R
definida por:

d ((x")neN ) (yn>neN) = Z %dn (Trs Yn) -

neN

5.3.8 Proposicién. Si{X,, f,} es una sucesién inversa de espacios métricos
(Xn,dy,), entonces para cada m € N, la proyeccion pS¥ @ X — pio[Xoo] es
una 2~ (m=Y_funcién.

Demostracion. Sean m € Ny a € pX[X]. Siz,y € (p°) ' (a), tenemos
que a = Ty, = Y- Ademas, si n < m, entonces x, = from(Tm) = fam(Ym) =
Yn- De la definicion de d obtenemos que:

1 1 1 1

n>m+1 n>1

de modo que didm ((p>°)~!(a)) < 27"V y, por tanto, p es una 2~ (M-

funcion. -

En el caso de que el dominio de una e-funcién f sea compacto, no sélo las
fibras de f (los conjuntos f~!(y)) tienen didmetro menor a . Como veremos
en el lema siguiente, las preimagenes de conjuntos con didmetro menor a una
constante positiva también tienen diametro menor a ¢.
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5.3.9 Lema. Si f: (X,d) — (Y, p) es una e-funcién entre espacios métricos
compactos, entonces existe § > 0 tal que didm(f[Z]) < e si didm(Z) < 4,
donde Z C Y.

Demostracion. Supongamos que, para cada n € N, existe Z,, C Y tal
que didm(Z,) < Ly didm(f'[Z,]) > e. Supongamos, ademds, que X es
compacto.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que cada Z, es cerrado,
entonces cada f~1[Z,] es compacto y, por tanto, existen x,,y, € f~'[Z,]
tales que d(z,, y,) > €.

Por la compacidad de X, podemos suponer que {x,} y {y,} convergen,
digamos a x y y, respectivamente. Como d(x,,, y,) > €, tenemos que d(z,y) >
ey, como didm(Z,) < =y f(zn), f(yn) € Zn, podemos asegurar que f(z) =
f(y), entonces diam(f~!(f(z))) > . Por tanto, f no es una e-funcién.

Una consecuencia inmediata del resultado anterior es el siguiente:

5.3.10 Corolario. Si f : (X,d) — (Y,p) es una e-funcién entre espacios
métricos compactos, entonces existe 6 > 0 tal que p(f(z), f(y)) > 0 si
d(z,y) = .

El resultado en 5.3.9 falla si X no es compacto, como veremos en el
ejemplo siguiente:

5.3.11 Ejemplo. Sea X = {(z,2?) € R* : 0 < x}. La funcién f : X —
[0,00) definida por f((x,2%)) = x es una biyeccién y, por tanto, es una e-
funcién para cada € > 0.

Sean €,0 > 0. Veamos que existe un conjunto Z de didmetro menor o
igual a ¢ tal que diam(f~[Z]) > e.

Sea x > . Elintervalo Z = [z, 4] tiene didmetro igual a 0. Observemos
que u = (z,2?),v = (z+46, (x+6)?) € f~1[Z]. Como || v—u ||> (z+§)*—a? =
220 + 6% > 2x0 > ¢, concluimos que didm(f~![Z]) > .

Otra consecuencia de 5.3.9, es:

5.3.12 Lema. Sean f: X — Y una e-funcién entre espacios métricos com-
pactos y § > 0 tal que didm(f~'[Z]) < e si didm(Z) < 4. Si C es una
d-cadena (resp. d-cadena circular, d-cadena arbolada) en Y, entonces la fa-
milia f7Y[C] = {f7![C]: C € C} es una e-cadena (resp. e-cadena circular,
e-cadena arbolada).



5.3. SUCESIONES INVERSAS DE ABANICOS 89

Demostraciéon. Observemos que la existencia de § esta garantizada por
5.3.9 que asegura que cada elemento de f~![C] tiene didmetro menor a . El
hecho de que f7![C] sea una cadena, de cualquiera de los tipos mencionados,
se obtiene observando que, como f es suprayectiva, f~{C]N f~D] # @ siy

sélo CN D # 1. .

5.3.13 Definicion. Un espacio X tiene la propiedad del punto fijo si
para cada funcion continua f : X — X, existe un punto z € X tal que
f(z) = x (x es un punto fijo de f).

En 5.3.16, probaremos que el limite inverso de una sucesién inversa de
abanicos {A, f,} tiene la propiedad del punto fijo. Lo que haremos ahora es
definir el espacio A que usaremos en 5.3.16.

5.3.14 Construccién. Dado un punto a € R?\ (0,0), denotamos por L, al

conjunto
{ta: 0 <t <1}

Sean B un subconjunto finito de

{(z.y) eR?: || (z,y) [=1yy >0}

y € el conjunto de Cantor contenido en I x {—1}.
Para D C B, sean:

TP = J{L,:a € €U D},
A=T"

T="T1"

5.3.15 Lema. Sea A como en 5.3.14. Para cada nimero positivo 9, existe
una d-cadena arbolada D en A que cubre a A. Ademas, sib e BUC, D se
puede elegir de modo que contenga una cadena D' = {D,, ..., D, } que cubra

a Ly y tal que:
(i) Dy es el unico eslabén de empalme de D,
(i) (0,0) € Dy,
(i) DN L, =0 paracada D € D\ D'y
)

(iv) Si b€ B, entonces TP\ N D; = () para cada i > 0.
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Demostracion. Sean € N, tal que % < 0.Parak € {0,1,...,n—2,n—1},
sean:

Gr={(z,y) eR*: £ <[ (z,y) ||< E2}

Fp={(z,y) e R?: —E2 <y < _EY

n

De la construccion del conjunto de Cantor (vea [Nal, 7.5]), existen sub-
intervalos cerrados Iy, Is, . .., I, de I x{—1}, disjuntos a pares y con didmetro
menor a %, tales que € C [y U I, U...U I,,. Observemos que cada conjunto
€N I; es un conjunto abierto y cerrado en €.

Para l € {1,...,m}, sea:

T, =U{L,:a€€NI}.
Sea Dy = {(z,y) € R?: || (z,y) |[< £} N A, entonces la familia:

D:{DO}U{GkﬂLbke{O,l,,n—2,n—1}yb€B}
U{E.NT :ke{0,1,....n—=2n—1} yle{l,...,m}}

es una cadena arbolada que tiene a Dy como su tnico eslabéon de empalme
y (0,0) € Dy. Observemos que los elementos de D tienen didmetro menor o

igual a (%)2 + (%)2 = % < 6. Por tanto, D es una d-cadena arbolada

que, claramente, cubre a A.
Si b € B, definimos Dy = Gy, N L, para k € {0,1,...,n—2,n—1}.
Si b € I, entonces definimos Dy = FyNT; para k € {0,1,...,n—2,n—

1.

Entonces la cadena:
D/ = {DOJ D17 s 7DTL}7

junto con D, satisfacen (i), (ii), (iii) y (iv). .

5.3.16 Teorema. Consideremos los espacios construidos en 5.3.14 y supon-
gamos que {A, f,} es una sucesién inversa con funciones de ligadura supra-
yectivas que satisfacen:

(1) fn.((0,0)) = (0,0) para cada n € N,

(2) para cada c € €, existe ¢ € € tal que f,[L., C L.y
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(3) para cualquier b € B, se tiene que f,[Ly] C T1.

Entonces A, tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracién. Primero observemos que, por (2):
T CT (5.1)

y sl un punto x € A, tiene su coordenada xp € Lj \ {(0,0)} para algin
b € B, entonces, por (3) y (5.1):

zn € Ly \ {(0,0)} para cada n > k. (5.2)

Por (1), el punto a = ((0,0))nen (a, = (0,0) para cada n € N) pertenece
a As.

Supongamos que existe una funciéon continua f : A, — A, tal que
f(z) # z para cada © € A, entonces, por la compacidad de A, existe
e > 0 tal que d(z, f(x)) > € para cada x € A,,. Como f(a) # a, se tiene que
f2(f(a)) # (0,0) para algun k € N.

Consideremos el caso en que f°(f(a)) € Ly \ {(0,0)} para alguna b € B.
Por la continuidad de f7° o f, existe &' > 0, con ¢’ < £, tal que:

si d(z,a) < €', entonces f°(f(x)) € Ly \ {(0,0)}. (5.3)

Por 5.3.8, existe m > k tal que f°° es una ¢’-funcién.
Veamos que:

For o FIU)TH(0,0)] € Ly \ {(0,0)} (5.4)

Sea z € (£2°)71((0,0)). Como x,a € (f°)~1((0,0)) y f° es una &-funcién,
tenemos que d(x,a) < €. Entonces, por (5.3), f2°(f(z)) € Ly \ {(0,0)} y, por
(5.2), se tiene que f°(f(z)) € Ly \ {(0,0)}, con lo cual se tiene la contencion
deseada.

Por 5.3.9, existe § > 0 tal que diam((f°)"![Z]) < & si didm(Z) < §. Por
5.3.15, existe una J-cadena arbolada D en A que cubre a A y contiene una
cadena D' = {Dy, ..., D;} que cubre a L y tal que:

(i) Dy es el unico eslabén de empalme de D,

(ii) (0,0) € Dy,
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(iii) DN Ly, =0 para cada D € D\ D'y
(iv) TP\M® N D; = () para cada i > 0.

Sean C = {(f>°)7'[D]: D € D}, C; = (f)'[D;] y C" = {Co,...,C}.
Por 5.3.12, C es una &’-cadena arbolada.

Por (ii) y (5.4), tenemos que (f7)~"((0,0)) € Con(farof) ™' [Ls\{(0,0)}].
Llamemos U a este ultimo conjunto. Sean V' un abierto en A, tal que
(f>)71((0,0)) €V CV C U, q € C y K la componente de Ay, \ V
que contiene a ¢. Entonces, por [En, 6.1.25], existe y € Fr(V) N K.

Veamos que K C (J{C;:0<1i<I[}. Sea x € K y supongamos que = ¢
U{C;: 0 <i<I}. Entonces x,, € D para algin D € D\ D'. La condicién
(iii) indica que z,, € Ly para algin b’ € B\ {b} y, por (iv), tenemos que
¢m € Lp. Entonces (0,0) € f°[K], lo cual contradice que K C A\ V C
A\ (f22)71((0,0)). Por tanto, K C U{C;: 0 <i <I}.

Sean:

R={re K:sizeC;y f(x) € C; entonces i < j}

S={reK:sixeC;y f(x) € C; entonces j <io C; ¢C'}.

Veamos que y € R. Supongamos que y € C; y f(y) € C;. Comoy € U
tenemos que y € Cyy foof(y) € Ly\{(0,0)} CU{D;:0 <<} Entonces
i€ {0,1} y 7 > 1yaque CoUC tiene didmetro menor a €. Por tanto, y € R.
Claramente g € S.

Ahora veamos que R es abierto. Sea x € R y supongamos que = € Cj.
Como ¢ < § y d(z, f(x)) > ¢, entonces f(x) € Cj con i +2 < j. No es
dificil ver que el conjunto abierto C; N f~HJ{C) : j < h < 1}] contiene a x
y estd contenido en R y, por tanto, R es abierto. De manera andloga, se
demuestra que S es abierto.

Claramente K = RUS y RN S = 0 porque d(z, f(x)) > € para cada
T € As. Pero ésto contradice la conexidad de K.

Como el caso f°(f(a)) € Ly \ {(0,0)} para alguna b € B nos llevé a una
contradiccién, entonces f°(f(a)) € T\ {(0,0)}. Por (1) y el caso anterior,
podemos suponer que f°(f(a)) € T'\ {(0,0)} para cada n > k. Dado n > k,
sea ¢, € € tal que f°(f(a)) € Le,. Entonces f,[Lc,.,| C L. Sea K =
Lin{Lcn, falr.,,, } y repetimos el argumento del primer caso.

Sean ¢’ = 5 y m > k tales que f;¥ es una ¢’-funcién. Construimos, como

en el primer caso, la d-cadena arbolada D y la cadena D’ en A que satisfacen
(i), (ii) y (iii). Definimos C y C’ como antes, entonces K C | JC'.
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Sean:

R={reK:sizeC;y f(x) € C; entonces i < j}

S={reK:sixeC;y f(x) € C; entonces j <io C; ¢C'}.

Observemos que a € R y cualquier punto de C;N K pertenece a S. Como
en el primer caso, R y S son abiertos, RN S =0y K = RUS, lo cual
contradice la conexidad de K.

La contradiccion se obtiene de suponer la existencia de f, de modo que
tal funcién no existe y, por tanto, A, tiene la propiedad del punto fijo.

Un n-odo simple es cualquier espacio homeomorfo a |J{L, : a € B},
donde B es un subconjunto de S con n puntos. En 5.3.22, probaremos que,
bajo ciertas condiciones, el limite inverso de n-odos con funciones de ligadura
monoétonas es un n-odo, para lo cual usaremos un teorema de M. Brown que
se refiere a funciones que son casi homeomorfismo.

5.3.17 Definicién. Una funcién continua f : (X,d) — (Y, p) entre espa-
cios métricos es un casi homeomorfismo si para cada ¢ > 0 existe un
homeomorfismo f. : X — Y tal que p(f(x), fe(x)) < € para cada = € X.

Ejemplos de funciones que son casi homeomorfismo son las funciones
monoétonas y suprayectivas entre arcos, como se muestra en el siguiente:

5.3.18 Lema. Cada funcién monoétona y suprayectiva entre intervalos es
casi homeomorfismo.

Demostracién. Sea f : [a,b] — [c,d] una funcién monétona y supra-
yectiva y supongamos que f(a) = ¢. Dado € > 0, tomamos n € N tal que
%(d—c) < ¢ y definimos yo = ¢, y1 = c—l—d%c,. ey UYno1 = c+%, Yp = d.
Sean zg = a, ¥, = by x;, € [~ (yx) para k € {1,...,n—1}. Observemos que
si x € [wk, Tpy1], entonces f(x) € [yk, Yri]-

Sea f. : [a,b] — [c,d] definida por

folw) = { e ST (5.5)

lineal en otro caso.

Claramente f. es un homeomorfismo y, por la eleccién de n, tenemos que
d(f(x), f-(x)) < e para cada = € X. La demostracién es andloga si f(a) = d.
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Como una consecuencia de 5.3.18 y [Br, THEOREM 4] tenemos el siguiente:

5.3.19 Corolario. El limite inverso de arcos con funciones de ligadura mo-
notonas y suprayectivas es un arco.

5.3.20 Lema. [Nal, 8.22] Si Y es un espacio 75 que no es degenerado y f
es una funcion continua y mondétona de I sobre Y, entonces Y es un arco.

5.3.21 Lema. Sea f una funcién continua y monoétona de un continuo he-
reditariamente unicoherente X en un continuo Y. Si J es un subcontinuo de
X, entonces f |;: J — Y es una funcién mondtona.

Demostracién. Como (f ;)" (y) = f~'(y)NJ y X es hereditariamente
unicoherente, tenemos que (f |7)~!(y) es conexo. Por tanto, f |; es monétona.

5.3.22 Teorema. Dado n € N, sea B,, un subconjunto finito de S* con més
dedos puntosy A,, = | J{L, : a € B,}.Si{A,, f,} es una sucesién inversa con
funciones de ligadura mondtonas y suprayectivas y f,[L.] no es degenerado
para ninguna n € N ni ninguna a € B, 1, entonces A, es homeomorfo a A;.

Demostracién. Primero mostraremos que f,((0,0)) = (0,0). Suponga-
mos que f,((0,0)) € Lg, \ {(0,0)} para algin ay € B, y observemos que
74 f2((0,0))) es un conjunto conexo que contiene a (0,0). Sean as,az €
B, \{ao} y a1 un punto en el segmento que une f,((0,0)) con (0,0) distinto
de f,((0,0)) y de (0,0). Por 2.3.13, el conjunto J = f, [Ls U Ly, U Ly,]
es un continuo que claramente no intersecta a f,*(f,((0,0))) y, por tanto,
esta contenido en Ly, \ {(0,0)} para algin b; € B,,;1. Por 5.3.21, la funcién
fo |5 J — Lo, U Ly, U Ly, es mondtona, entonces, por 5.3.20, el conjunto
Lo, UL, UL, es un arco, lo cual es una contradiccion. Por tanto, tenemos
que fn((0,0)) = (0,0).

Ahora probaremos que para cada a € B,, 1, existe ¢, € B, tal que:

fo'lLe = £21((0,0)) U L.

Sea a € B,y1. Como f,[L,] no es degenerado, existe ¢, € B, tal que
falLa] N (Le, \ {(0,0)}) # 0. Supongamos que fy[La] N (La \ {(0,0)}) # 0
para alguna d € B, \ {c,}. Sean z,2' € L, tales que f,(z) € L., \ {(0,0)} y
fn(2") € Ly \ {(0,0)}. Entonces entre z y 2’ hay un elemento de f,1((0,0)).

Esto contradice la conexidad de f,,1((0,0)) ya que z o 2’ lo desconectan. En
consecuencia, f,[L,] C L., vy, por tanto, f,*((0,0))U L, C f,[L.,].
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Para ver la otra contencién, observemos que f,1((0,0)) es un conjunto
conexo que contiene a (0,0) y que no intersecta a f, [L., \ {(0,0)}]. Ademas,
por 2.3.13, el conjunto f, '[L.,\{(0,0)}] es conexo, entonces f, *[L.,\{(0,0)}]
C L\ {(0,0)} ya que fulLo] O (Le, \ {(0,0)}) # 0.

Con lo anterior tenemos que f,[L,] = L.,, para cada a € B, ;1. Ademds,
si a y a’ son dos puntos distintos de B,,,1, se tiene que ¢, y ¢ también son
distintos. Entonces, por la suprayectividad de f,, deducimos que B,,.1 v B,
tienen la misma cantidad de elementos.

Ahora mostraremos que cada f, es casi homeomorfismo. Sea ¢ > 0. Por
5.3.21, cada funcién f, |1, Le — fu[La) es monétona. De la demostracién de
5.3.18, existen homeomorfismos f*: L, — f,[L,] tales que f#((0,0)) = (0,0)
v d(fo(x), f2(x)) < € para cada x € L,.

Por [En, 2.1.13], la funcién f. : A,+1 — A, definida por f.(z) = f*(x), si
x € L, es continua. Ademds, como f. es biyectiva, por [En, 2.1.15], obtene-
mos que es un homeomorfismo. Claramente, se tiene que d(f,(x), f-(x)) < e
para cada x € A, . Por tanto f,, es un casi homeomorfismo.

Entonces, por [Br, THEOREM 4], A, es homeomorfo a A;.

5.4. Puntos extremos en limites inversos de
arcos

El resultado principal de esta seccién se encuentra en 5.4.7, donde damos
una caracterizaciéon de los puntos extremos de los continuos tipo arco (limi-
tes inversos de sucesiones inversas de arcos {I, f,,}). Este resultado es una
generalizacién de [BM, Theorem 1.4] a limites inversos arbitrarios de arcos.

5.4.1 Definicion. Sean X un espacio y A, B, K C X. Decimos que K se-
paraa Ay Ben X si X\ K noes conexo, AC Uy BCV, donde Uy
V' son abiertos disjuntos de X \ K tales que X \ K = U UV. Si K = {p},
decimos que p separa a Ay B en X en lugar de {p} separaa Ay B en X.

5.4.2 Definicién. Sean f : [¢,d] — [a,b] una funcién continua y suprayec-
tiva, p € [¢,d] y € > 0. Decimos que f esta e-torcida con respecto a p si
p no separa a f~[a,a+¢]] y f7H[b—¢€,b]] en [c,d].

5.4.3 Lema. Sean p € [¢,d] y € > 0. Si f : [¢,d] — [a,b] no estd e-torcida
con respecto a p entonces existe un tnico subintervalo K de [c, d] tal que:
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i) pe K
(i) fIK] = [a,0]

(iii) f |x: K — [a,b] no estd e-torcida con respecto a p y

(iv) K es irreducible con respecto a (i), (ii) y (iii).

Demostracién. Como p separa a f~'{[a,a+¢]] y f[[b—¢,b]] en [c,d],
sucede que f~[[a, a+e]] C [c,p) y f7[[b—e,b]] € (p,d] 0 que f~![[a, a+e]] C
(p7 d] y fﬁl[[b - Evb“ C [C7p)‘

Supongamos el primer caso y sean s = méaxf !(a), t = minf~1(b) y
K = [s,t]. Claramente p € K y, como f(s) = ay f(t) = b, se tiene que
f[K] = [(Z, b] Ademésa (f |K)_1[[(Z,CL+€H c [Sap) y (f |K)_1Hb_€7 b” - (pv t]v
lo cual nos indica que (iii) también se satisface. No es dificil ver que cualquier
subconjunto propio de K, por la eleccién de s y ¢, no satisface (ii).

La prueba es similar si f~'[[a,a +¢]] C (p,d] y f7[[b—¢,b]] C [¢,p).

5.4.4 Observacion. En la prueba del lema anterior tenemos que:
f a0} N (s,t) = 0.

5.4.5 Teorema. Sean G : I' — J' y H : J' — L' funciones entre intervalos
cerrados, I C I'y J C J' subintervalos tales que HoG[I] = H[J] = L = [a, ],
g=G|,h=H|;,peltalqueq=gp) e Jye>0.SiHog:I — L
y h : J — L no estdn e-torcidas con respecto a p y ¢, respectivamente, y
Ky = [s,t] C Ty K; = [u,v] € J son como en el Lema 5.4.3, entonces
g[Ko] = K;. Ademas, existen subintervalos Ay, By C Koy A1, B; C K tales
que:

(i) Ko=AoUByy K, = A UB,
(il) pe AgNByy q € Ay N By,
(i) 4\ B; #0y B\ A #0y

(iv) g[Ao] = Ay y g[Bo] = Bi.
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Demostracién. Primero veamos que g[Ky] C Kj. Sea z € [s,t] y su-
pongamos que g(z) < u < q¢ = g(p) (o g(z) > v > g(p)). Entonces, por el
teorema del valor intermedio, existe z € (s,t) tal que g(x) = u (o g(z) = v).
Por tanto, = € (H o g)~'[{a, b}] lo cual, por 5.4.4, no puede suceder.

Para ver la otra contencién, observemos que g(s), g(t) € Ky Nh™[{a,b}].
Por 5.4.4, tenemos que (g(s) <uowv <g(s))y (9(t) <uowv <g(t). Como
g(s) = g(t) € {u,v} implica que s,t € (Ho g)"*(a) o s,t € (Hog) '(h), lo
cual contradice la hipdtesis sobre H o g, concluimos que g(s) # ¢(t) y, por
tanto, K7 C g[Ky.

Ahora veamos la segunda parte del teorema.

Sean N, N’ € {(h |k,) [[a,a+<]], (h |x,) [[b—e,b]]} tales que N C [u, q)
y N' C (g, 0], y M, M" € {(hog |k,) " [[a,a+e]], (hog |i,) " [[b—&, bl]} tales
que M C [s,p) y M' C (p,t]. Observemos que g[M U M'] C N UN'.

Sean m = maxM, m’ = minM’, n = maxN y n’ = minN’. Como g(m) €
N o g(m) € N', tenemos que g(m) < n o n’ < g(m). Supongamos que
glm) < n < q = g(p). Entonces existe z € (m,p) tal que g(z) = n v,
por tanto, x € M. Como esto contradice la eleccion de m, tenemos que
g(m) > n. De manera anéloga, la desigualdad n’ < g(m) no se cumple. Por
tanto, g(m) =n o g(m) =n'.

Supongamos que g(m) = n y veamos que g[[m, t]] = [n,v].

Sea x € (m,t] y supongamos que g(x) < n < g(p). Por el teorema del
valor intermedio, existe un punto z € (m, ¢)Ng~!(n). Como hog(z) = hog(m),
tenemos que z € M, lo cual contradice la eleccién de m. Por tanto, g[[m, t]] =
[n,v]. De manera andloga, si g(m) = n’, tenemos que g[[m, t]] = [u,n/].

Con Ay = [s,m/], By = [m,t], y A1 = [u,n] y By = [n,v] si g(m) =n, o

Ay = [n,v] y By = [u,n'] si g(m) = n’, se satisface la conclusién del teorema.
|

5.4.6 Definicion. Un punto p en un continuo tipo arco X es un punto
extremo de X si para cualesquiera subcontinuos Ay B de X, con p € ANB,
se tiene que A C B o B C A.

5.4.7 Teorema. Sean {I, f,} una sucesién inversa, X = Lim{/, f,} y p €

X. Entonces p es un punto extremo de X si y sélo si para cualesquiera € > 0,
n € N y cualquier subintervalo J,, de I tal que p,, € intJ,, existe m > n tal
que para cada subintervalo J,, de I tal que p,, € Jp v f7'[Jm] = Jy, se tiene
que f*: J, — J, esta e-torcida con respecto a p,.
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Demostracion. Si p no es un punto extremo de X, entonces existen sub-
continuos A y B de X tales que p € ANB, A\B# 0y B\ A# 0. Por
2.1.22, existe n € N tal que f[A]\ f°[B] # 0y f°[B]\ f°[A] # 0 para
cada m > n.

Como p,, € fX[A] N f°[B] para cada m > n, cada conjunto J,, =
I[A] U foo[B] es un intervalo, sea J,, = [am,bn| y supongamos que a, €
FRTAIN F2[B] y b € f2[BI\ fie[Al

Sea e > 0 tal que [ay, a,+e]Nf2[B] =0y [by—e, by]Nf°[A] = 0. Entonces
pn € intd,, f'[Jn] = J, para cada m > ny f" : J, — J, no estd e-
torcida con respecto a p,, puesto que (f7) " [an, an +]] C fo2[A]\ [°[B] v
(£ b — 2, b)) € FEIBIN £31A)

Ahora supongamos que existen € > 0, n € N y un subintervalo J, de [
con p, € intJ,, tales que para cualquiera m > n existe un subintervalo .J,,
de I con py, € Jp v [ Jim] = Jn, pero que f77 @ J,, — J, no esté e-torcida
con respecto a p,,. Sean K,, C J,, y A, B, € K,, como en el Teorema
5.4.5, entonces fr[Ami1] = Am ¥ fm|Bmi1] = Bm. Sean A = L(En{Am, fm}

v B = Lim{B,,, fm}, entonces p € ANBy A\B#0y B\ A#0y, por

tanto, p no es punto extremo. .
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localmente conexo, 32
no vacio, 24
vacio, 26

Métrica de Hausdorff, 5

Ntumeros
naturales, 1
reales, 1

Odo simple
n-, 93
Orden parcial, 9

Peso, 80
Producto
cartesiano, 1
de {fo:a €A}, 2
de limites inversos, 16
generalizados, 53, 71
diagonal de {f, : o € A}, 2
fibrado
de {f, :n €N}, 64
de fy g, 64
Propiedad del punto fijo, 89
Proyeccién, 1
f2, 10
confluente, 31
homeomorfismo, 23
mondétona, 32
perfecta, 28
suprayectiva, 26
Punto
extremo, 97
fijo, 89

Sistema inverso, 10

o-, 80
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o-completo, 80
continuo, 78
de subconjuntos cerrados, 65
indescomponible, 34
Subconjuntos cerrados de un limite
inverso, 18
Subcontinuo, 28
Sucesion inversa, 10
de subconjuntos cerrados, 39
Suspensién, 38, 61

Topologia
cociente, 6
de Vietoris, 3
subbase de, 3
producto, 1
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