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Resumen

En este trabajo se presenta un estudio numérico de un flujo cuasi-bidimensional
de una capa delgada de un liquido eléctricamente conductor a través de un campo
magnético localizado, denominado “obstdculo magnético” . El objetivo principal del
estudio es entender como se modifica la dindmica del flujo debido a la interaccién
de las fuerzas inerciales, viscosas y electromagnéticas. El interés en éste tipo de
flujos radica en que proporcionan una manera no intrusiva de agitar fluidos, lo cual
es de importancia para el mejoramiento de la transferencia de calor en diversas
aplicaciones practicas.

El trabajo se divide en cuatro capitulos. En el capitulo 1, se da una visién ge-
neral del contexto y de los trabajos que respaldan las principales ideas presentadas
en este estudio, asi como una idea general del problema a tratar. En el capitulo 2
se presentan las ecuaciones de balance hidrodinamicas asi las ecuaciones del campo
electromagnético.Posteriormente, se obtienen las ecuaciones completas de las mag-
netohidrodindmica, y se normalizan para obtener un sistema adimensional. En el
capitulo 3 se plantean las suposiciones que permiten modelar de manera bidimen-
sional el flujo de una capa delgada de fluido en presencia de un campo magnético
localizado que ocupa una pequefa fraccién del dominio total del flujo. El sistema
de ecuaciones bidimensionales se resuelve numéricamente con sus respectivas con-
diciones iniciales y de frontera. Se utiliza un esquema numérico de diferencias finitas
para nimeros de Reynolds 50, 100, 150 y 200, y nimeros de Hartmann en el rango
de 1 < Ha < 100.

Considerando efectos inerciales se muestra que en flujo sobre un campo magnéti-
co localizado se generan vértices y eventualmente inestabilidades similares a las que
se observan en el flujo sobre obstaculos sdlidos. En particular, se encuentra un
desprendimiento periddico de vértices similar a la calle de von Kdrman.

Una mejora al modelo es propuesta en el capitulo 4, en donde se considera el
efecto de la capa limite que se crea debido a la presencia del fondo sélido del reci-
piente. Dicho efecto se introduce a través de un término de friccién lineal conocido
como friccién de Hartmann-Rayleigh. Debido a la localizacion del campo magnético
aplicado, este término modela tanto el frenado de Hartmann dentro de la zona de
campo intenso, como la friccidén viscosa de Rayleigh en zonas donde el campo es
despreciable. Ademds, se discute el efecto de la friccion de Hartmann-Rayleigh en el
surgimiento de inestabilidades en el flujo. Concluimos el capitulo 4 con un modelo
que incluye el efecto de inyectar una corriente eléctrica directa a la capa de fluido. Se
presentan las ecuaciones bajo una nueva adimensionalizacién y se discuten algunas
comparaciones con experimentos que han sido realizados bajo estas condiciones.



Capitulo 1

Introduccion

El estudio de flujos alrededor de obstdculos sélidos ha sido la fuente de muchos
avances fundamentales en la hidrodindmica. Desde sus inicios, el desarrollo de la
teoria de capa limite estuvo ligada al entendimiento de la fisica que describe al
flujo de fluidos interactuando con obstaculos sélidos. De hecho, tépicos tales como
estabilidad, intermitencia y transicién a la turbulencia tienen en este problema sus
ejemplos clasicos.

En el flujo de un fluido viscoso alrededor de un cuerpo sélido, se forma una
capa delgada en la vecindad del cuerpo (capa limite) donde las fuerzas inerciales
son del mismo orden de magnitud que las viscosas. El comportamiento de la capa
limite depende de las condiciones del flujo, caracterizadas por el nimero de Reynolds,
Re=UL/v,donde Uy L son la velocidad y la longitud caracteristica del problema,
respectivamente, y v es la viscosidad cinematica del fluido.

Para Re pequenos la capa limite permanece adherida al cuerpo; conforme el Re
aumenta tiende a separarse y formar vértices o remolinos simétricos que permanecen
estacionarios en tanto no se modifiquen las condiciones de flujo; valores mayores
de Re, causan que los vértices aumenten su tamaio y el flujo deje de ser simétrico
respecto a la linea central. Si Re excede un valor critico, los vértices se desprenden
del objeto en forma periddica y alternada para formar un flujo no estacionario pero
altamente estructurado, dando lugar a lo que se conoce como la calle de vértices de
von Karman. Cuando Re toma valores alin mayores, el flujo periédico desaparece
formdndose una estela turbulenta.

El flujo sobre obstaculos sélidos es uno de los problemas mas estudiados de la
dindmica de fluidos (Zdrakovich 1997) ya que, ademds de las miiltiples aplicacio-
nes en las que aparece, presenta un comportamiento fisico extremadamente rico.
La existencia de efectos viscosos importantes dentro de la capa limite ocasiona la
generacion de vorticidad en el fluido. La vorticidad es entonces transportada por el
flujo, tanto difusiva como convectivamente, aunque para Re grandes el transporte
convectivo es el dominante (efecto no lineal). La generacién de vorticidad es rele-
vante en diversas aplicaciones, en particular, en aquellas donde se desea incrementar
la transferencia de calor. En el flujo sobre obstaculos sélidos, el mezclado del fluido
se presenta con mayor intensidad precisamente en la estela.

Este tipo de flujos se observa no sélo en el laboratorio sino también en el ocedno o
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la atmésfera. Los flujos ocednicos o atmosféricos se caracterizan por la existencia de
una superficie libre y un fondo rigido y por el hecho que la dimensién transversal del
flujo, por ejemplo, el tamafio de una isla, es mucho mayor que la dimensidn vertical,
digamos, la profundidad del agua. Los flujos que satisfacen estas caracteristicas se
denominan de aguas someras o poco profundas y en ellos la friccién en el fondo
incrementa la estabilidad del flujo.

En este contexto uno puede preguntarse cudl seria el efecto de aplicar un campo
magnético al flujo de un fluido conductor sobre un obstédculo sélido. La pregunta no
tiene un interés puramente académico pues existen aplicaciones tecnolégicas tales
como el procesamiento electromagnético de materiales (Moffat y Proctor 1982) o
los mantos de los reactores de fusién nuclear (Abdou et al. 2001) donde se presentan
flujos de metales liquidos o sales fundidas bajo campos magnéticos muy intensos.
En tales sistemas se ha propuesto la introduccién de obstdculos sélidos que ayuden
a incrementar la transferencia de calor (Miick et al. 2000). En estas aplicaciones es
muy importante conocer con detalle la dindmica del flujo y la transferencia de calor.
Estos problemas caen en el ambito de la magnetohidrodindmica, que es la dindmica
de fluidos eléctricamente conductores en campos magnéticos.

El efecto de un campo magnético uniforme sobre el flujo alrededor de obstacu-
los sélidos ha llamado la atencién de muchos investigadores desde los primeros
trabajos de Stewartson (1956) y Ludford (1960). Kolesnikov y Tsinober (1972)
observaron que los vértices formados debido a un arreglo de obstaculos cilindri-
cos en presencia de un campo magnético intenso, alinean sus ejes en la direccién
del campo. Recientemente, Miick et al. (2000) estudiaron numéricamente el flujo
magnetohidrodindmico alrededor de un cilindro de base cuadrada localizado en un
ducto rectangular aislado. Investigaron la formacién y transporte de vértices bajo
la influencia de un campo magnético uniforme alineado con el eje del cilindro. Este
flujo también fue estudiado experimentalmente por Frank et al. (2001), quienes,
ademas estudiaron la dependencia temporal del desprendimiento de vértices. Estos
estudios han confirmado la bien conocida tendencia de este tipo de flujos MHD a
ser cuasi-bidimensionales. Los vértices en la estela detrds del obstaculo evolucionan
hasta tener sus ejes alineados con el campo, mientras que son disipados en las capas
limite debido a un efecto de frenado magnético®.

Un problema de gran interés en la actualidad es la manera en que un campo
magnético uniforme interacciona con la turbulencia generada en un fluido eléctrica-
mente conductor, dado que la presencia del campo introduce una direccién prefe-
rencial en el espacio y modifica tanto la dindmica como los procesos de transporte
dentro del flujo. Esto da lugar a efectos interesantes, como la posibilidad de lami-
narizar un flujo inicialmente turbulento, de manera que el campo actiia como un
agente externo que permite controlar la aparicién de turbulencia. Pero quizas la
caracteristica mds notable de la interaccién de un campo con un flujo turbulento
es la tendencia a bidimensionalizar la turbulencia; el mecanismo que estd detras de
este fendmeno es la supresion de las componentes del vector vorticidad perpendicu-
lares al campo magnético. Fisicamente, tal supresién puede entenderse debido a la
disipacién éhmica de corrientes inducidas en varios circuitos inmersos en el fluido y
que rotan con él.

La desestabilizacién de un flujo MHD y la aparicién de vértices pueden tener
lugar adn en ausencia de obstaculos sélidos. Se ha demostrado tedrica y experimen-
talmente que la existencia de no uniformidades en las condiciones electromagnéticas
del flujo, pueden promover la generacién de capas cortantes internas y la aparicién

1Debido a circuitos de corriente transversales al flujo.



de inestabilidades, cuando los efectos inerciales no son despreciables. En este senti-
do, las no uniformidades electromagnéticas actuan como “obstaculos” para el flujo.
Un ejemplo interesante de este tipo de flujos es el estudiado tedricamente por Biihler
(1996). El analizé un flujo cuasi-bidimensional entre dos paredes paralelas eléctrica-
mente aislantes bajo un campo magnético uniforme e intenso. Las paredes presentan
no uniformidad en su conductividad eléctrica, ya que en ambas paredes se inserta-
ron tiras de un material altamente conductor en la direccién principal del flujo. La
inhomogeneidad en la conductividad de las paredes actia como un obstaculo y da
lugar a una inestabilidad que ocasiona un flujo dependiente del tiempo similar a la
calle de vértices que se observa en el flujo sobre obstaculos sélidos.

Pero no sélo la inhomegeneidad en la conductividad eléctrica de las paredes
puede desestabilizar un flujo MHD. De hecho, un campo magnético no homogéneo
también es capaz de hacerlo. El efecto de campos no uniformes en flujos MHD con o
sin obstaculos sélidos no ha sido ampliamente estudiado. La mayoria de los estudios
relacionados a campos no uniformes, se restringen a flujos en ductos en donde el
campo varia en la direccién del flujo, como en el caso del flujo a la entrada o salida
de los polos de un imdn (Lavrentév et al. 1990, Sterl 1990, Ting et al. 1993, Sellers
y Walker 1999).

Las capas cortantes en flujos MHD también pueden ser promovidas por gra-
dientes localizados de campo magnético. Tal es el caso de un flujo uniforme que
encuentra una regién donde existe un campo magnético no homogéneo, como el
producido por un iman dipolar permanente. El campo actlia de manera similar a
un obstdculo sélido, desviando al flujo incidente y formando una estela detrds de la
zona de campo magnético. En este sentido podemos visualizar al campo magnético
localizado como un obstaculo para el flujo, es decir, un obstdculo magnético. En un
experimento realizado por Shercliff (1965), una capa delgada de mercurio se localiza
entre los polos de una iman. Conforme el imdn se mueve manualmente, se observa
la formacidn de vértices en la zona afectada por el campo magnético. Por otro lado,
Honji (1991) y Honji y Haraguchi (1995) llevaron a cabo experimentos sobre el flujo
inducido por la interaccién de un campo magnético localizado en movimiento con
una corriente eléctrica inyectada a través de una delgada capa de agua salada. En el
experimento de Honji (1991), dos imanes permanentes fueron colocados uno arriba
del otro externamente, de tal forma que la capa de fluido (contenida en una cuba)
estuviera entre los polos del campo magnético. Los imanes eran movidos a velocidad
constante a lo largo del eje central de la cuba, mientras se imponia una corriente
eléctrica estacionaria sobre la capa de fluido, perpendicular al movimiento de los
imanes. Dependiendo de la velocidad del par de imanes y de la corriente eléctrica
impuesta, Honji observé una estela en movimiento oscilatorio, creada a partir de la
region influenciada por el campo. En el estudio experimental de Honji y Haraguchi
(1995) se empled un imén localizado en el fondo de la cuba, y se enfocé la atencidn
en la estela cercana formada por el movimiento de éste. Se observaron pares de
vortices simétricos estacionarios en un rango limitado del nimero de Reynolds y de
intensidades de la fuerza de Lorentz; conforme ésta aumentaba, el par de vértices
simétricos se colapsaba para formar un flujo periddico no estacionario. Reciente-
mente Afanasyev y Korabel (2006), empleando un dispositivo similar, realizaron
un estudio experimental mds extenso en una delgada capa de fluido estratificado.
Consideraron el flujo producido por un iman asi como también por dos imanes con
polaridad invertida y separados por una distancia pequefia. En el caso de un iman,
observaron la formacién inicial de vértices dipolares y su subsecuente desprendimien-
to en la forma de una calle de vértices. Para dos imanes, se observé una calle de
vértices invertida, consistente de vértices cuadrupolares interconectados. En dicho
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trabajo el tamafo finito de la regién donde es aplicada la fuerza, es una condi-
cién necesaria para la formacién de la calle de vértices. Sin embargo, los autores
abordarén el problema desde el punto de vista del efecto hidrodindmico de fuerzas
localizadas, ya que su interés esta centrado en el flujo producido por cuerpos que se
autoimpulsan (siendo la distancia entre imanes la longitud del cuerpo). Por tal mo-
tivo, en dicho estudio no se realiza una descripcién magnetohidrodindmica del flujo.
En un estudio numérico reciente (Cuevas et al. 2006a), se demostré que es posible
obtener una calle de vértices alin en ausencia de una corriente inyectada, cuando
interacciona un flujo uniforme con un campo magnético localizado, en condiciones
tales que los efectos inerciales dominan sobre la friccién en el fondo del recipiente.
En tal caso, son las corrientes eléctricas inducidas por el movimiento las que pro-
ducen la fuerza de Lorentz que se opone al flujo. Es decir, al penetrar el fluido la
zona afectada por el campo, se inducen corrientes eléctricas cuya direccién es tal
que la fuerza de Lorentz resultante de la interaccién de las corrientes y el campo
se opone al movimiento del fluido dentro del campo. Al resolver las ecuaciones de
la MHD, se mostré numéricamente que los flujos resultantes son muy similares a
los que se observan en el flujo sobre obstdculos sélidos. De hecho, dependiendo de
la relacién entre la magnitud de las fuezas inerciales y magnéticas, puede observar-
se la aparicién de vdrtices estacionarios en la regién cercana al campo magnético
intenso. Cuando las fuerzas magnéticas son suficientemente intensas, los vdrtices
se desprenden periédicamente dando lugar a la formacién de una calle de vértices,
similar a la que se presenta en el flujo sobre un cilindro.

En un trabajo analitico posterior (Cuevas et al. 2006b), el flujo en un obstdculo
magnético fue estudiado en condiciones donde los efectos viscosos dominan sobre
los inerciales, es decir, a bajos nimeros de Reynolds, encontrando también una
similitud con los flujos sobre obstaculos sélidos.

En este trabajo se estudia la generacién de vorticidad por fuerzas de Lorentz lo-
calizadas en un flujo sin obstaculos sélidos, situacién que se justifica por la evidencia
experimental que muestra la posibilidad de obtener en el laboratorio flujos cuasi-
bidimensionales (Honji 1991, Honji y Haraguchi 1995, Afanasyev y Korabel 2005).
Se utiliza un enfoque numérico para analizar un flujo bidimensional de un fluido
incompresible, viscoso y eléctricamente conductor a través de un campo magnético
localizado, producido por una superficie cuadrada magnetizada, cuya area es una
fraccién pequeiia del dominio total del flujo. En nuestro caso consideramos al iman
fijo y al fluido en movimiento, de modo que, mediante una transformacién Gali-
leana podemos pasar al caso de un iman que se desplaza con velocidad constante,
mientras que, la capa de fluido se encuentra en reposo.

Considerando efectos inerciales en el andlisis, se muestra que el flujo a través
del obstaculo magnético, puede desarrollar estructuras de vértices y eventualmen-
te inestabilidades similares a aquéllas presentes en flujos sobre obstaculos sélidos.
En una pequefia zona, donde el flujo uniforme encuentra un campo magnético no
despreciable, las corrientes eléctricas interactian con el campo, dando lugar a una
fuerza de Lorentz no uniforme que frena al fluido y genera vorticidad.

El presente estudio extiende el trabajo de Cuevas et al. (2006a) en diferentes
aspectos: a) Se considera la existencia de una sola superficie magnetizada localizada
en el fondo del recipiente, debajo de una delgada capa de fluido conductor teniendo
entonces una supercie libre en la parte superior. Esta descripcidon es mas acorde a
los experimentos mencionados. b) Se considera un rango mas amplio de niimeros de
Reynolds; c) Se analizan casos donde la friccién debida a la presencia de capas limite
en el fondo del recipiente (friccién de Hartmann-Rayleigh) no es despreciable y se
investigan sus efectos sobre la aparicién de inestabilidades en el flujo. d) Se analiza



el efecto de inyectar una corriente directa en la capa de fluido, transversalmente a la
direccién del flujo principal. Esto da la posibilidad de realizar simulaciones cercanas
a los experimentos mencionados. e) Se analiza el comportamiento de un pardmetro
global adicional, a saber, el déficit de velocidad, que permite hacer una descripcién
mas completa del comportamiento de los patrones de flujo.

En el siguiente capitulo, se presenta la formulacién detallada del problema a
tratar, estableciendo las ecuaciones basicas que gobiernan el movimiento de un
fluido electricdmente conductor en un campo magnético, es decir, las ecuaciones
de la magnetohidrodindmica. Asi mismo se adimensionalizan dichas ecuaciones y se
presentan los parametros adimensionales relevantes en el flujo.



Capitulo 2

Formulacion

Consideremos el flujo de una capa delgada de fluido incompresible, viscoso
y eléctricamente conductor, confinada inferiormente por una pared sélida rigida,
eléctricamente aislante y en la parte superior por una superficie libre también ais-
lante. El flujo se encuentra bajo la influencia de un campo magnético aplicado no
homogéneo, B® = B’(x,y, z), producido por una placa rectangular aislante mag-
netizada y uniformemente polarizada en la direccién normal. La placa magnetizada
se encuentra embebida en la pared del fondo del recipiente que contiene al fluido.
Dicha placa puede considerarse como un dipolo magnético finito, de modo que mo-
dela adecuadamente el campo producido por un iman permanente. Como veremos
m4ds adelante, existe una expresién analitica para el campo producido por esta placa
(McCaig 1977). De esta forma, aunque existe un campo tridimensional, la contri-
bucién principal del campo aplicado proviene de la componente normal a la capa
de fluido, que se encuentra en la direccién z. Debido al rdpido decaimiento con
la distancia, el campo es intenso Gnicamente en una pequeiia zona localizada, que
supondremos alejada tanto de la regién de entrada y salida del flujo como de las
fronteras laterales. A la entrada, se impone un flujo estacionario unidireccional con
velocidad uniforme en la direccién x, tal como se muestra en la Figura 2.1.

Superficie
libre

Superficie
E/—,magnetizada
Flujo

Pared
Aislante

Figura 2.1: Flujo sobre un obstaculo magnético.
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Lejos de la regidén de campo intenso el flujo permanece sin perturbacién. El flujo
del liquido conductor dentro del campo aplicado induce una corriente eléctrica, la
que a su vez, genera un campo magnético inducido b, de tal forma que el campo
total estd dado por B = B + b. Dado que las fronteras que confinan al fluido
se suponen eléctricamente aislantes, la corriente inducida forma circuitos cerrados
dentro del fluido. Algunos circuitos de corriente se forman transversales al flujo y se
cierran a través de las capas limite cercanas al fondo del recipiente y a la superficie
libre, denominadas capas de Hartmann, formadas debido a la componente normal
del campo, principalmente en la zona donde éste es intenso. Debido a la existencia
de circuitos de corriente transversales, se presenta un efecto de frenado magnético,
que se denomina frenado de Hartmann, el cual tiende a estabilizar el flujo. Sin
embargo, tambien se forman circuitos de corriente en el plano de la capa de fluido
(plano a-y); estos Ultimos interactiian con el campo magnético, dando lugar a una
fuerza de Lorentz no uniforme, responsable de frenar al fluido y crear vorticidad.
El efecto global es que el campo magnético localizado actua como un obstaculo
para el flujo. A diferencia de obstdculos sélidos que ocupan una region definida en
el espacio, el obstdculo magnético ejerce una influencia apreciable no sélamente
en la zona cubierta por la superficie magnetizada, sino mds alld de sus limites.
Por lo tanto, el obstdculo magnético se identifica como la zona donde todas las
variables de flujo experimentan una variacidn significativa; es importante notar que
el tamafio del obstaculo y en consecuencia la extensién de la region donde el flujo es
sustancialmente alterado, no estd determinada tnicamente por las dimensiones de la
superficie magnetizada, sino también depende, para un fluido dado, de la intensidad
del campo magnético y de la velocidad del flujo de entrada.

A continuacién se presentan las ecuaciones que rigen el comportamiento del
fenémeno.

2.1. Ecuaciones de balance de la dinamica de fluidos

Si consideramos al fluido como un medio continuo podemos utilizar una descrip-
cién de campo de manera que las variables relevantes del problema (densidad de
masa, velocidad, presién, temperatura, etc.) estan definidas por los valores locales
que toman en cada punto del espacio-tiempo. Dichas variables de campo satisfacen
ciertas ecuaciones bdsicas surgidas de balances generales de masa, momentum y
energia. La forma especifica de las ecuaciones de balance depende del tipo de fluido
bajo consideracién, es decir, de las caracteristicas del medio. Esta informacién se
da a través de las ecuaciones constitutivas que describen la respuesta del fluido
ante la presencia de inhomogeneidades ocasionadas por gradientes de velocidad,
temperatura, concentracién y otros. En forma diferencial, para el caso de un flui-
do newtoniano incompresible, tenemos que el principio de conservacién de masa
permite establecer la ecuacién de continuidad

V.-u=0, (2.1)

donde u es el vector velocidad.
Del balance de la cantidad de movimiento lineal se obtiene la ecuacién de Navier-
Stokes

p (% + (u- Vu)) = —VP +nV3u +f, (2.2)

donde t es el tiempo, P es la presién, p es la densidad del fluido, 7 es la viscosidad
dindmica y f es el vector que representa a la fuerza de cuerpo; en particular cuando
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un fluido eléctricamente conductor interacciona con un campo electromagnético, la
fuerza importante es la de Lorentz; en la siguiente seccién se abordara la incorpo-
racion de las variables del campo electromagnético.

El balance de energia térmica en el fluido se establece mediante la primera Ley
de la Termodindmica, lo que da lugar a la ecuacién de transferencia de calor

pC, (%—f + (u- V)T) =kV?T + ¢, (2.3)

donde T' es el campo de temperatura del fluido, C), es el calor especifico a presién
constante, k es la conductividad térmica y ¢ representa una fuente de disipacion que
incluye tanto los efectos ocasionados por la friccién viscosa como otros adicionales
(disipacién de Joule).

2.2. Ecuaciones del campo electromagnético

El efecto de un campo electromagnético sobre un fluido conductor se manifies-
ta principalmente mediante el surgimiento de fuerzas de cuerpo en el medio y el
intercambio de energia entre el campo y el fluido. Por lo tanto, el considerar la
interaccién electromagnética lleva a que las ecuaciones ordinarias de la mecanica
de fluidos (2.1)-(2.3) sean insuficientes para lograr una descripcién adecuada del
problema. Para lograrlo debemos incluir las ecuaciones del campo electromagnético
que comprenden a las ecuaciones de Maxwell, la ecuacién de Lorentz para la fuerza
y las ecuaciones constitutivas que caracterizan a los campos en distintos medios.
A continuacién se muestran las ecuaciones macroscépicas de Maxwell en forma
diferencial para un medio homogéneo, isotrépico y lineal.

La primera ecuacién establece la relacién entre el flujo de campo eléctrico a
través de una superficie y la densidad de carga (ley de Gauss), es decir,

V.E="2e, (2.4)
€
donde E es el vector de campo eléctrico, p. es la densidad de carga y € es la
permitividad eléctrica del medio.
La segunda ecuacién de Maxwell, establece la inexistencia monopolos magnéticos
(las lineas de campo magnético son cerradas):

VB =0, (2.5)

donde B es el vector de induccién magnética.

La tercera ecuacidn, conocida como la ley de induccién de Faraday, establece la
relacién entre la variacidon temporal de la induccién magnética y las variaciones en
el espacio del campo eléctrico:

0B
VXE=——. 2.6
ot (2:6)
Finalmente, la ecuacién de Ampeére-Maxwell establece la posibilidad de generar
campos magnéticos mediante corrientes eléctricas o a través de la variacién temporal

de campos eléctricos

E
V x B:/,Lj+/,zeaa—t, (2.7)
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donde p es la permeabilidad magnética del medio y j es el vector densidad de
corriente eléctrica. El segundo término del lado derecho se conoce como la corriente
de desplazamiento de Maxwell.

En general, i y € pueden depender del estado termodindmico del medio; sin
embargo, para la gran mayoria de los problemas tratados en MHD estas cantidades
pueden considerarse constantes. En particular, al trabajar con fluidos conductores
(v.g. metales liquidos, gases y electrolitos) es posible tomar como una buena aproxi-
macién p = g, donde g es la permitividad magnética del vacio. En algunos gases
(o plasmas), la permitividad eléctrica es aproximadamente igual a la del vacio; sin
embargo, esta condicién no se satisface en general para liquidos conductores.

Para un medio continuo con densidad de carga p. y densidad de corriente eléctri-
ca j, la fuerza de Lorentz esta dada por

f=p.E+jxB, (2.8)

donde los dos términos del lado derecho de la ecuacién expresan las contribuciones
eléctrica y magnética de dicha fuerza, respectivamente. En el caso no relativista, se
puede considerar como una buena aproximacién que la ecuacién (2.8) es invariante
ante un cambio de sistema de referencia inercial.

Por otra parte, al igual que para las ecuaciones de la dindmica de fluidos, es
necesario proporcionar una ecuacion constitutiva que establezca la relacién entre la
densidad de corriente eléctrica y los campos eléctrico y magnético. La ecuacién mas
comun, vélida para liquidos y gases conductores, es la llamada ley de Ohm, que
para un medio conductor isotrépico en reposo se expresa como

j=0oE, (2.9)

donde o es la conductividad eléctrica del medio, la cual, en una buena aproximacién
puede suponerse constante. Si el conductor se mueve dentro de un campo magnético
la ley de Ohm se modifica. En el sistema de laboratorio, es decir, el sistema respecto
al cual el fluido se desplaza con velocidad u, y en la aproximacién no relativista,
toma la forma

j=0c(E4+uxB)+peu. (2.10)

El término p.u de la ecuacién (2.10) se denomina la corriente de conveccién. A
su vez, el término E, = E-+ux B se denomina el campo eléctrico efectivo (Davidson
2001).

2.3. Ecuaciones fundamentales de la MHD

El acoplamiento de las ecuaciones de la mecdnica de fluidos con las ecuaciones
del campo electromagnético entrafia algunas dificultades. Las primeras son ecua-
ciones clasicas, no relativistas, y por ende son invariantes ante transformaciones
Galileanas. Por su parte las ecuaciones del campo electromagnético son ecuaciones
relativistas y por tanto invariantes ante transformaciones de Lorentz. Es claro que
la mezcla de ecuaciones con distintas propiedades de invariancia podria dar lugar
a una descripcién errénea del fenédmeno en consideracién. Esto se puede resolver
utilizando lo que se conoce como la aproximacién MHD que consiste basicamente
en restringir los fendmenos estudiados a aquellos en donde:

1. la velocidad del fluido es mucho menor que la velocidad de la luz;
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2. los flujos tienen lugar en campos magnéticos cuasi-estacionarios o a bajas
frecuencias;

3. los campos eléctricos son del orden de magnitud de la fuerza electromotriz
(fem) inducida por el movimiento del fluido en el campo electromagnético.

Esta aproximacion lleva a diversas simplificaciones, entre las que se encuentra el
despreciar la corriente de desplazamiento de Maxwell en la ecuacién (2.7). Esta es
una aproximacién que comlnmente se hace en cualquier problema de electromag-
netismo donde no intervienen oscilaciones de alta frecuencia. Fisicamente lo que se
esta despreciando es el proceso de acumulacién o redistribucién de cargas eléctricas.
La aproximacién MHD lleva también a establecer la invariancia del campo magnéti-
co en los distintos sistemas de referencia. Asimismo, se encuentra que el término
pE en la ecuacién (2.8) es de un orden de magnitud mucho menor (es decir, de
orden u?/c?, donde c es la velocidad de la luz) que el término magnético j x B por lo
que el primero resulta despreciable. De manera similar, se establece que la corriente
de conveccidn p.u es despreciable en esta aproximacidn respecto de la corriente de
conduccidn j, que se toma como la corriente total. Con estas simplificaciones las
ecuaciones (2.5) y (2.6) no cambian, mientras que la ecuacién (2.7) se expresa en
la forma

V x B = uj. (2.11)
Para la ley de Ohm dada por (2.10) tenemos ahora

j=0(E+uxB). (2.12)

De la ecuacién (2.11) se sigue la condicién V - j = 0 que es equivalente a des-
preciar la corriente de desplazamiento. En esta aproximacidn es apropiado ignorar la
ecuacién de Gauss para el campo eléctrico (2.4), ya que el campo E estd completa-
mente determinado por las ecuaciones rotacionales y la ley de Ohm. En si misma, la
distribucién de cargas no es de interés en la MHD, sin embargo es importante notar
que no se estd afirmando que V - E = 0. Por otra parte, al despreciar la corriente
de desplazamiento las ecuaciones (2.5), (2.6), (2.11) y (2.12) pierden su invariancia
ante transformaciones de Lorentz, conservando Ginicamente su invariancia Galileana.
Estas ecuaciones, junto con las ecuacién de continuidad (2.1) y la de Navier-Stokes
donde la fuerza de Lorentz es la fuerza de cuerpo relevante

P <% + (u- Vu)) =-VP+nV?u+jxB, (2.13)

forman un conjunto de ecuaciones que determinan el comportamiento dindmico y
electromagnético del fluido. El comportamiento térmico esta descrito por la ecuacién
de transferencia de calor

or o 1
PCp 5y + ()T ) = kYT +— + 6, (2.14)

donde el término j2/o denota la disipacién de Joule presente en el fluido y por
simplicidad ¢,, la fuente de disipacién viscosa, que explicitamente involucra términos
cuadraticos de los gradientes de velocidad.

La solucién de un problema particular implica encontrar todas las variables
de campo involucradas (velocidad, presién, temperatura, campo eléctrico, campo
magnético, densidad de corriente, etc.) como funcién de la posicién y del tiempo,
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partiendo de las ecuaciones de balance mds las correspondientes ecuaciones elec-
tromagnéticas, aunado esto a condiciones iniciales y a la frontera adecuadas. Aqui,
es importante mencionar que la MHD trasciende a la mecanica de fluidos ordinaria
debido a los efectos de accién a distancia introducidos a través de la interaccién elec-
tromagnética. Esto implica que, en principio, tanto los campos eléctrico y magnético
como las corrientes y distribuciones de carga deben determinarse no sélo en la re-
gion donde se encuentra el fluido conductor, sino en las paredes que lo contienen
y en el espacio circundante. Finalmente, debe notarse que por considerar un fluido
incompresible, la ecuacién (2.14) estd desacoplada del resto de las ecuaciones, de
modo que el campo de temperaturas puede determinarse una vez que se conocen
los campos de velocidad y densidad de corriente eléctrica.

Si expresamos el campo E en términos de B por medio de las ecuaciones (2.11)
y (2.12) y lo sustituimos en la ecuacién (2.6) haciendo uso de (2.5), se obtiene
una ecuacién para el campo magnético, conocida como la ecuacién de induccion,

es decir,

%—? =V x (u x B) + A\V?B, (2.15)

donde A = 1/pp0 se conoce como la difusividad magnética del medio.

Esta ecuacién expresa que, al igual que el calor o la cantidad de movimiento, el
campo magnético B obedece una ecuacién de transporte. La ecuacién (2.15) esta-
blece dos mecanismos mediante los cuales el campo magnético se propaga o trans-
porta dentro del medio conductor, a saber, un mecanismo convectivo y uno difusivo,
expresados por el primer y segundo términos del lado derecho de la ecuacién, res-
pectivamente. De hecho, el campo magnético puede presentar un comportamiento
disipativo o bien “elastico”, dependiendo esencialmente de la conductividad eléctri-
ca del medio (Davidson 2001). Desarrollando el primer término del lado derecho de
la ecuacidn anterior, la ecuacién de induccién puede expresarse también de la forma

58_? =(B-V)u—(u-V)B+AV’B (2.16)

Evidentemente el hecho de que aparezca la velocidad en la ecuacién (2.16)
indica el acoplamiento existente entre esta cantidad y el campo magnético y por
tanto (2.16) debe resolverse junto con las ecuaciones de continuidad (2.1) y Navier-
Stokes (2.13). El cardcter de B depende fuertemente de la importancia relativa de
los cuatro términos de la ecuacién (2.16).

2.4. Ecuaciones Adimensionales

Dado que la ecuacién de calor (ecuacién (2.14)) queda desacoplada de las ecua-
ciones que rigen la dindmica del flujo, tema de interés en este trabajo, dicha ecuacién
no serd contemplada en lo que resta.

Con el fin de realizar mas adelante un estudio paramétrico del flujo y poder
establecer las aproximaciones adecuadas al problema, es conveniente expresar el
sistema de ecuaciones adimensionalmente.

En forma adimensional, las ecuaciones (2.1) y (2.13) quedan

V-u=0, (2.17)

Ou 1 Ha?
— -Vu)=—-VP+ —V? ——jxB°
8t+(u u) +Re U ReJ>< +

H 2
R—‘;ij xb,  (2.18)
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donde la velocidad u, la presién P, la densidad de corriente eléctrica j, el campo
magnético inducido b y el aplicado B® han sido normalizados por U, pU?, oU Bz,
RmBaz Y Bmaz respectivamente, donde U es la velocidad a la entrada del do-
minio de integracion y Bj,q, €s la maxima intensidad del campo magnético. A su
vez las coordenadas x, y y z, se normalizan con la longitud caracteristica L, que
serd definida mas adelante, mientras que el tiempo esta normalizado por L/U. En
la ecuacién (2.18) se ha hecho la suposicién B = B® 4+ Rmb.
Ademds definimos a los pardmetros adimensionales

Ha = BmarL iv (219)
\/ pv

Re =YL

v
Rm = puoUL,

como los nimeros de Hartmann, Reynolds y Reynolds magnético, respectivamente.
El cuadrado del nimero de Hartmann da una estimacién de las fuerzas magnéticas
comparadas con las viscosas, mientras que tanto Re como Rm se expresan como
el producto de una velocidad y una longitud caracteristica, entre una difusividad
del medio. En el caso hidrodinamico la difusividad es la viscosa de modo que Re
da una estimacién de la importancia del transporte de cantidad de movimiento por
conveccién (o arrastre) comparado con el transporte por difusién viscosa. De manera
analoga, Rm estima la importancia del transporte del campo magnético por efectos
convectivos comparado con el transporte de esa cantidad por efectos difusivos. Ha
y Re pueden combinarse para formar el parametro de interaccién N = Ha?/Re,
que representa la relacién entre las fuerzas magnéticas y las inerciales.

Escribiendo ahora en forma adimensional las ecuaciones del campo electro-
magnético en la aproximacién MHD (Moreau 1990) tenemos

VxE:—%—?, V x B =], (2.20)

V-B=0, j=E+uxB, (2.21)

donde el campo eléctrico esta normalizado por U B,,,4.. Utilizando nuevamente la
expresién B = B” + Rmb, la ecuacién de induccién (2.16) toma la forma

Rm% =V?b+ (B”-V)u— (u-V)B’ + Rm(b-V)u— Rm(u-V)b (2.22)

Las ecuaciones (2.17), (2.18), (2.20b) y (2.22) representan un sistema cerrado de
ecuaciones que describe la dindmica del flujo. Sin embargo, con objeto de simplificar
la solucidn, se hard la suposicion Rm < 1, que es equivalente a decir que el campo
magnético inducido es mucho menor que el campo aplicado (b < BO), aproximacion
vélida para la mayoria de los flujos con metales liquidos, sales fundidas y electrélitos
tanto en la industria como en el laboratorio. Bajo esta aproximacidn, que desprecia
los términos O(Rm), las ecuaciones que gobiernan el flujo MHD toman la forma

Vou=0, (2.23)
8” 1 2 Ha2_ 0
E+(u-Vu)-—VP+EV U+EJXB’ (2.24)
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V?b 4+ (B - V)u — (u-V)B’ = 0. (2.25)

Noétese que el término (u-V)BO sera distinto de cero siempre que exista un campo
magnético no uniforme. Implicitamente, el campo inducido satisface las ecuaciones

V-b=0, Vxb=j (2.26)

En la préctica, la ley de Ampere (2.26b) da una expresién para calcular la co-
rriente eléctrica una vez que b esta determinado. Esta ecuacién también garantiza
que la divergencia de la densidad de corriente eléctrica sea cero, es decir, V- j = 0.
Ademds, el campo magnético aplicado debe satisfacer las ecuaciones magnetostati-
cas, a saber,

vV-B’=0, VxB’=0. (2.27)

lo que asegura el caracter solenoidal e irrotacional de B°.

Hasta este momento tenemos las ecuaciones vectoriales que rigen el comporta-
miento del fenémeno, donde los vectores pueden ser tridimensionales, resta hacer
suposiciones que nos permitan modelar de manera correcta la aproximacién cuasi-
bidimensional, tema a tratar en el siguiente capitulo.



Capitulo 3

Modelo Puramente
Bidimensional

Estrictamente, el flujo de una delgada capa de un fluido eléctricamente conduc-
tor a través de un obstaculo magnético presenta un comportamiento tridimensional,
atribuible principalmente a la existencia de capas limite en la frontera sélida infe-
rior. De hecho, se presentan dos tipos de capas limite, una es la llamada capa de
Hartmann, formada dentro de la zona del obstdculo magnético y la otra es la clasica
capa limite viscosa, presente en la regién donde el campo magnético es desprecia-
ble. Por lo tanto, en principio deberia implementarse una solucién tridimensional
al problema. En la literatura existen algunos estudios numéricos en donde se han
simulado flujos MHD tridimensionales en dominios restringidos (Mutschke et al.
1997; Miick et al. 2000). Sin embargo, el flujo a través de un obstaculo magnético
difiere significativamente de este tipo de estudios, dado que no estd confinado ni en
la direccién x ni en la y; lo anterior requiere de una clara formulacién de las con-
diciones de frontera en “infinito” (ver detalles en la siguiente seccién). Ademds, en
nuestro caso es posible aplicar una aproximacién cuasi-bidimensional que retiene las
caracteristicas mas importantes del flujo y permite realizar un tratamiento numérico
mucho menos costoso computacionalmente hablando.

La cuasi-bidimensionalizacién de un flujo se presenta bajo muy diversas circuns-
tancias, descritas ampliamente en la literatura. Por ejemplo, se sabe que la accién
de un campo magnético intenso es capaz de suprimir las perturbaciones del mo-
vimiento en la direccién del campo. Pero también existen otros mecanismos que
tienden a bidimensionalizar el flujo, inhibiendo las perturbaciones tridimensionales;
dichos mecanismos pueden ser la fuerza de gravedad en un flujo estratificado (Vo-
ropayev, Afanasyev y Filippov 1991), la fuerza de Coriolis en un fluido homégeneo
en rotacién (Zavala Sansén, van Heijst y Backx 2001) o la tensién superficial en
una pelicula de jabén (Couder y Basdevant 1986). Ademis, en un flujo confinado
en una delgada capa de fluido (confinamiento geométrico) también se tiene un flujo
cuasi-bidimensional (como en el flujo de Hele-Shaw). En la aproximacién cuasi-
bidimensional, cominmente el problema se formula en términos de las variables del
nicleo del flujo que son independientes de la coordenada normal.
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En nuestro caso consideramos dos regiones distintas de flujo, la zona del obstacu-
lo magnético y la zona exterior, donde el campo magnético aplicado es despreciable.
En la primera zona, la longitud caracteristica en el plano = — y, es decir, el plano
donde tiene lugar el flujo, estd dada por la dimensidn lateral de la superficie magne-
tizada. Aqui, las perturbaciones en la direccién normal tienden a ser inhibidas por la
accién del campo magnético intenso, lo que promueve un flujo cuasi-bidimensional.
Este mecanismo es el responsable de la bidimensionalizacién en flujos MHD a través
de ductos bajo campos magnéticos intensos. En el andlisis de este tipo de flujos es
comdin separar al flujo en dos regiones, el niicleo y las capas limite (e.g. Miiller
y Biihler 2001). En el caso de la zona exterior, la bidimensionalizacién se debe al
confinamiento del flujo en una capa delgada de fluido. En esta regidn, la escala
de longitud en el plano (x — y) estd dada por el tamafio de las estructuras de
flujo (vértices) que se forman en la estela detrds del obstaculo magnético. En reali-
dad, dicha escala de longitud es mucho mas grande que la dimensidn caracteristica
del obstaculo magnético, dado que los vértices tienden a expandirse conforme nos
alejamos del obstaculo. De aqui que las condiciones de confinamiento geométrico
aseguren la cuasi-bidimensionalidad del flujo.

En este trabajo, el andlisis del flujo en campos magnéticos localizados se llevard a
cabo utilizando dos aproximaciones. Como primera aproximacién, supondremos que
el efecto de la capa limite formada en la pared del fondo es despreciable, es decir,
no se considera la friccién debida al contacto de la capa de fluido con la pared del
fondo. Esta situacién aunque pareciera idealizada no estd demasiado alejada de la
realidad, como se muestra en el trabajo de Afanasyev y Korabel (2006), en donde
son utilizadas dos capas delgadas de fluido de igual espesor y distinta densidad,
mitigando en forma considerable la fricciéon del fondo. La segunda aproximacion,
considera la influencia de la pared del fondo a través de un término de friccién que
toma en cuenta tanto los efectos magnéticos cerca del obstaculo, como los efectos
puramente viscosos en regiones alejadas del mismo. Esta aproximacidn serd presen-
tada en el capitulo 4.

3.1. Campo Magnético Aplicado

Como mencionamos anteriormente, el campo magnético aplicado que utilizare-
mos en el problema, es producido por una placa magnetizada eléctricamente aislante
de seccién rectangular, uniformemente polarizada en la direccién normal a la placa.

El campo magnético producido por esta placa es entonces el de un dipolo finito
con su momento dipolar apuntando en la direccién normal (direccién z). Afortuna-
damente, existe una expresién analitica exacta para este campo magnético (McCaig
1977). Ya que consideramos que la placa magnetizada estd embebida en la pared
del fondo, podemos suponer como una muy buena aproximacién que la componente
normal del campo magnético es la dominante dentro de la capa delgada de liquido,
de manera que podemos despreciar las componentes en las direcciones x y y. El
considerar sélo la componente normal del campo aplicado simplifica enormemente
la formulacién numérica del problema. De hecho, ésta es una suposicién muy comtin
en el andlisis de flujos en campos magnéticos no homogéneos (Talmage y Walker
1988; Sterl 1990; Lavrent‘ev et al. 1990; Ting et al. 1993; Sellers y Walker 1999).

En términos dimensionales, colocando el sistema de coordenadas en el centro
de una placa rectangular cuyos lados tienen una longitud de Xy = 2a y Yy = 2b,
la componente normal del campo producido por la placa que se extiende sobre el
plano Z = Z, estd dada por (McCaig 1977):
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Figura 3.1: Campo magnético aplicado.
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donde BY es el campo magnético aplicado dimensional y v es una constante de
normalizacién.

La ecuacién (3.1) proporciona la componente normal de un dipolo de tamafio
finito y es una buena aproximacién del campo magnético no uniforme producido
por un iman permanente. Por simplicidad supondremos que la placa magnetizada
tiene forma cuadrada, esto es, 2a = 2b = L. Por lo tanto, L se toma como la escala
de longitud geométrica usada para adimensionalizar las variables de flujo. Ya que la
placa magnetizada se encuentra en el fondo de la capa de liquido, supondremos que
esta localizada en Z = 0. También se supondrad que el campo magnético aplicado
es una funcién independiente de la coordenada z. La variacién del campo en la
direccién normal es pequefia dado que el espesor de la capa de fluido es pequefio
comparado con la longitud del dominio del flujo en las direcciones = y y. Dicha
variacion es notable tinicamente muy cerca del fondo. Por lo tanto en el nicleo de
la capa de fluido la dependencia en z puede despreciarse. La Figura 3.1 muestra la
distribucién adimensional de la componente normal del campo en la capa de liquido.

—  tan—

La constante de normalizacién en la ecuacién (3.1) ha sido fijada de manera
que la maxima intensidad de campo en la regién central sea igual a uno. BY exhibe
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un rapido decaimiento conforme la distancia al centro crece: decae de 0.6 en el
limite de la placa magnetizada a 0.03 cuando la distancia al centro es dos veces la
longitud lateral de la superficie cuadrada. Es importante notar que los efectos de
borde debido a la forma cuadrada de la superficie magnetizada son suavizados en
el nicleo del flujo.

Debemos seialar que mientras la expresion tridimensional del campo produci-
da por la placa magnetizada satisface exactamente las ecuaciones magnetostaticas
(2.27), manteniendo tnicamente la componente normal del campo, la condicién de
irrotacionalidad (2.27b) no se satisface. Sin embargo, el mantener dicha componen-
te es consistente con el hecho de que es ella la que determina la dindmica del flujo.
En realidad, las componentes del campo magnético en las direcciones x y y son
muy débiles comparadas con la componente normal, y su influencia en el flujo es
pequena. La distribucién de campo magnético considerada, proporciona una buena
aproximacién de un campo no homogéneo y nos lleva a resultados razonables.

3.2. Ecuaciones Bidimensionales

Suponiendo el movimiento del fluido en una “hoja" del plano = —y, tenemos que
el campo de velocidad es de la forma u = (u(z,y,t),v(x,y,t)) y el de presiones P =
P(x,y). Una vez definidas la velocidad y el campo magnético aplicado, a partir de
las ecuaciones (2.23)-(2.24), obtenemos un sistema de ecuaciones bidimensionales:

ou Ov
9r + 8_3/ =0, (3.2)
ou 3_u ou oP 1

R - = - JR— 2
ot +“ax+“ay Ox +RevLu+

Ha?

Re

v v v P 1 Ha?

% —I—u%—kvg—y = —2—y+ﬁviv— T j=BY, (3.4)
donde el subindice 1 denota la proyeccién del operador V en el plano z—y. Como es
de esperar, los términos de las componentes de la fuerza de Lorentz en las ecuaciones
(3.3) y (3.4), sélo incluyen las corrientes inducidas en el plano de flujo.

Dado que la tnica componente del campo aplicado estd en la direccién z, la
ecuacién de induccién (2.25) en esta aproximacién bidimensional queda de la forma

95, _,
or dy

0
9B: _. (3.5)

Vibz —u

De la ley de Ampere (2.26b), las componentes de la densidad de corriente eléctri-

ca estdn dadas por
. 0b, . Ob, 36
=g, T T (3.6)

La ecuacidn anterior muestra que el campo magnético inducido actia como una
funcién de corriente para la densidad de corriente eléctrica.

Esta aproximacién de flujo bidimensional puede ser validada mediante célculos
tridimensionales y mediciones experimentales. A este Gltimo respecto, los estudios
experimentales de Honji (1995), Honji y Haraguchi (1995) y Afanasyev y Korabel
(2006), desarrollados en una delgada capa de electrdlito, pueden ser indicadores de
que es posible llevar a cabo una simulacién razonable de este tipo de fenémenos
mediante una aproximacién bidimensional.




3.3 Método numérico 19

' 3
L
_' ‘_
Flujo
Isolineas de campo
¥ Magnético aplicado H

Hy Kol

Y
4

Figura 3.2: Parametros geométricos y configuracién del flujo.

Finalmente, resta establecer condiciones de frontera para la velocidad en el
nucleo y el campo magnético inducido. Suponemos que muy lejos del obstdculo se
impone un flujo estacionario uniforme en la direccién x. Con el origen de coordenadas
localizado en la esquina inferior izquierda de la Figura 3.2, las condiciones de frontera
para las componentes de velocidad son

u—1 v — 0, x,y — foo. (3.7)

Es de esperar que la intensidad del campo magnético inducido sea grande en la
zona donde el campo aplicado es intenso, y conforme nos alejamos de ésta zona, el
campo inducido decrece y se anula en infinito; por lo tanto

b, —0 x,y — £oo. (3.8)

En la siguiente seccidn estas condiciones se adaptan con objeto de su implemen-
tacién numerica.

En la Figura 3.2 se muestran los pardmetros geométricos y la configuracion
del flujo bidimensional. El centro del obstdculo magnético, es decir, el punto de
mayor intensidad de campo magnético, se localiza en la direccion vertical en H/2
y en la horizontal a una distancia X, de la entrada y Xy de la salida del dominio;
también se observa que las isolineas de campo magnético aplicado forman circulos
concéntricos tanto dentro como fuera de la superficie magnetizada. Los valores de
Xy X4 se miden en unidades de la longitud caracteristica L. H es la separacion
entre fronteras laterales que determina el pardmetro de bloqueo, 3 = 1/H, que nos
da una idea del efecto de las fronteras laterales sobre el patrén de flujo.

3.3. Meétodo numeérico

Para resolver el problema, se ha implementado una solucién numérica. En esta
seccidn, se explica en forma resumida el método numérico y las pruebas realizadas
para evaluar su desempeiio.
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3.3.1. Condiciones de Frontera

El flujo principal se supone en la direccién x, y a la entrada se impone un flujo
uniforme de la forma

u=1, v=0. (3.9)

En estudios numéricos que involucran el desprendimiento de vértices, la formula-
cién de la condicién de frontera para la salida del flujo ocupa una atencién especial,
con objeto de evitar errores numéricos. En la literatura de flujos sobre cilindros,
las condiciones de frontera mas comunes son las de Neumann y las convectivas.
Varios andlisis numéricos han determinado el desempeiio de estas condiciones para
diferentes situaciones de flujo (Zdrakovich 1997; Bruneau y Fabrie 1994; Sohankar,
Norberg y Davidson 1998, 1999). Aunque las condiciones de frontera convectivas
han mostrado la posibilidad de reducir la distancia entre el obstaculo y la salida del
flujo sin afectar el patron global de flujo, las condiciones de Neumann funcionan bien
para distancias aguas abajo del flujo, X4, suficientemente largas. En este trabajo se
emplean condiciones de frontera de Neumann a la salida:

ou v

=20 3.10

Ox Ox ’ (3.10)
mientras que en las fronteras laterales se imponen condiciones de tipo simétricas,
simulando paredes sin friccién:

Ou =v=0. (3.11)
Ay
Sin embargo, las pruebas numéricas no muestran un cambio apreciable, si son
empleadas condiciones de no deslizamiento en las fronteras, considerando las di-
mensiones del dominio del flujo empleadas para la solucién numérica, esto debido a
la pequeiia zona ocupada por el obstaculo, en comparacién con el dominio del flujo
(ver siguiente seccién).
Finalmente suponemos que el campo inducido es cero para distancias suficien-
temente alejadas de la superficie magnetizada:

b:ls =0, (3.12)

donde el subindice S denota las fronteras del dominio de integracién.

3.3.2. Solucién Numérica

La solucién numérica se desarrollé usando una formulacién basada en las varia-
bles primitivas, la velocidad y la presién, asi como el campo inducido como variable
electromagnética. Para resolver las ecuaciones que gobiernan el flujo (3.2)-(3.5) se
empleé un método de diferencias finitas sobre una malla ortogonal equidistante,
bajo las condiciones de frontera (3.9)-(3.12), suponiendo un fluido en reposo co-
mo condicidn inicial. Se hizo una discretizacién espacial de segundo orden para un
arreglo de malla escalonada, mientras que, para la discretizacién temporal se usé el
método de Euler. En la integracidn temporal se consideraron pasos pequeios en el
tiempo. Las componentes de velocidad u y v fueron definidas en los puntos medios
de las superficies vertical y horizontal de la celda computacional, respectivamente,
mientras que la presién y el campo magnético inducido fueron definidos en el centro
de la celda, tal como se muestra en la Figura 3.3.
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Figura 3.3: Arreglo de la malla computacional.

Los términos difusivos se discretizaron usando diferencias centrales, mientras que
para los términos convectivos, se utilizé una mezcla de diferencias centrales y celda
donante, como la implementada en Hirt, Nichols y Romero (1975). La solucién
temporal de las ecuaciones fué basada en el procedimiento descrito en Griebel,
Dornseifer y Neunhoeffer (1998), el cual se extendié para considerar flujos MHD.
La discretizacién temporal de las ecuaciones de momento (3.3) y (3.4) fue explicita
en las velocidades e implicita en la presiéon:

wot) g 502 ey _ g 592
Ox dy
donde
1 [(0%u  O*u O(u?)  O(ww) Ha?
= (™ Y e BT R _ . 10
F=u ot [Re <83:2 3y2> Oz oy + Re ]yBZ} ’
1 (%0 0% I(uwv) O(v?)  Ha?
— (™ i BT R — — i Bo
= ot [Re <83:2 3y2) Oz dy Re JJBZ} ’

La ecuacidn de continuidad se satisface resolviendo una ecuacién de Poisson para
la presién p™*! al tiempo t,,, 1. Este algoritmo corresponde al método de proyeccién
de Chorin (Chorin 1968). Dicha ecuacién se resuelve por el método de Gauss-Seidel
sujeta a condiciones homdégeneas de Neumann en la frontera, simulando condiciones
para un flujo muy alejado del obstaculo (velocidad constante), comdnmente usadas
en el andlisis de flujos a través de obstaculos sélidos en dominios sin fronteras. La
ecuacién de Poisson fue iterada hasta alcanzar valores para la divergencia del campo
de velocidad del orden de 107°. La ecuacién para el campo magnético inducido
(3.5) fue resuelta en ¢,4+1 usando el mismo método. En lo que corresponde a las
componentes de la densidad de corriente eléctrica, éstas se calculan de la ecuacién
(3.6), de modo que la condicién de divergencia cero se satisface a través de la

identidad.V - (V x b) = 0.
3.3.3. Parametros globales de flujo

Con objeto de caracterizar el desempefio del esquema numérico bajo distintas
condiciones, se analiza el comportamiento de tres parametros globales del flujo.
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Dada la similitud con el flujo sobre obstaculos sélidos, se usa el coeficiente base de
presion, Cpp, €l nimero de Strouhal, S; y el déficit de velocidad R, para caracterizar
el flujo. El coeficiente base de presién se define como (Blackburn y Henderson 1999)

Cpp =1+ 220 -0 (3.13)

donde Pigg y Py son las presiones en puntos aguas arriba y aguas abajo sobre
la superficie del obstdculo respectivamente, y P; es la presiéon dindmica debida
al flujo libre incidente sobre el obsticulo pU?/2. Dado que en nuestro problema
no se tiene un obstaculo sélido, consideramos a Pigg y Py como las presiones en
el eje central del dominio, en los puntos aguas arriba y aguas abajo del obstaculo
magnético, sobre el perimetro formado por la proyeccidn de la placa magnetizada en
el plano del movimiento. De hecho, se ha encontrado que en el flujo sobre obstaculos
sélidos, Cp, 0 su negativo (conocido como el coeficiente base de succién) responde
en forma sensible a las inestabilidades del flujo en los diferentes regimenes de flujo
(Williamson 1996). El nimero de Strouhal se usa comunmente para caracterizar el
desprendimiento de vértices y se define como

fL
donde f es la frecuencia de desprendimiento. En este estudio, el nimero de Strouhal
se determind de los valores fluctuantes de vorticidad en la estela detras del obstédculo.
Otro pardmetro global empleado es el déficit de velocidad (Chen y Jirka 1997),
R, que no es otra cosa que la componente u de la velocidad en la direccién z,

pesada con la velocidad de entrada. Estd dado por la expresién

 Un - U,
N U771+Ua’

donde U, es la velocidad en la linea central de la direccién del flujoy U, es la
velocidad de entrada impuesta (en nuestro caso U, = 1).

Cuando R = 0, significa que tenemos flujo uniforme; si R = —1, se tiene que en
la estela la velocidad en la linea central del flujo es cero; por otro lado, la condicién
R < —1, implica la existencia de flujo en direccién opuesta al flujo incidente en la
linea central, es decir, indica la presencia de recirculaciones. Conforme avanzamos
en la estela del flujo, se espera que el valor de R tome valores negativos crecientes,
alcance un maximo (negativo) y disminuya hasta llegar a cero para distancias muy
largas.

R (3.15)

3.3.4. Resolucién de la malla, paso en tiempo y localizacién
del obstaculo

En la solucién numérica de flujos hidrodindmicos a través de obstaculos sélidos,
el uso de mallas no uniformes es bastante com(n, dada la necesidad de tener una
buena resolucién cerca del obstaculo sélido y una no tan buena detrds de la estela
(e.g. Sohankar et al. 1998, 1999; Blackburn y Henderson 1999). Es necesaria la
solucién adecuada de las capas limite sobre el obstaculo sélido para una correc-
ta descripcién del flujo. Sin embargo, se han usado mallas uniformes con buenos
resultados en el problema del flujo alrededor de un cilindro de seccién transversal
cuadrada bajo un campo magnético uniforme (Miick et al. 2000); asi como en el
flujo sobre obstdculos magnéticos a través de placas paralelas aislantes, (Cuevas
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et al. 2006a). Dada la similitud con este (ltimo trabajo, resulta mds conveniente
emplear una malla ortogonal equidistante; ademds, recordemos la inexistencia de
obstaculos sélidos por lo que no tenemos capas limites delgadas que resolver. Sin
embargo, estamos obligados a emplear mallas suficientemente finas para resolver
las capas cortantes formadas en la vecindad del obstaculo y en la estela del flujo.

Se exploraron cuatro distintos niimeros de Reynolds 50, 100, 150 y 200. En
todos los casos el nimero de Hartmann se varié en el intervalo 1 < Ha < 100. Bajo
éstas condiciones, los experimentos numéricos han mostrado estructuras de flujo
con distintos tamafos. Las mas pequeiias se comparan con la longitud de la placa
magnetizada, aunque también se tienen estructuras mas grandes en la estela. Dichas
estructuras también fueron observadas en los experimentos de Honji y Haraguchi
(1995) y Afanasyev y Korabel (2006). Con base en el trabajo reportado por Cuevas
et al. (2006a) fueron seleccionados los siguientes pardmetros: el factor de bloqueo
para la configuracién del flujo es 5 % (y = 20 unidades), la longitud del dominio del
flujo en = = 35 unidades, celdas de tamafo constante de A, = 0.165y A, = 0.1
con un tamafio de malla de 212 x 201; en lo que respecta a la integracién en tiempo,
ésta se hizo considerando un A = 0.005; la posicidn de la placa magnetizada a una
distancia X,, = 10 de la entrada, quedando una distancia X4 = 25 aguas abajo.

Evidentemente, X,, X4 y H son parametros relevantes no sélo para efec-
tos hidrodinamicos, sino también por consideraciones magnetohidrodinamicas. En
realidad, dichas distancias deben ser suficientemente grandes para que el campo
magnético inducido sea cero en las fronteras. A este respecto, el campo inducido
decae muy rapido; en el rango de niimeros de Hartmann explorados en este trabajo,
varfa en valores del orden de 102 en la zona de maxima intensidad del campo
aplicado hasta 10~2 a una distancia de 10 unidades en la direccién del flujo, y del
orden de 107" a la misma distancia pero ahora en la direccién transversal al flujo.
Por lo tanto, los factores geométricos estan determinados principalmente por los
requerimientos hidrodindmicos.

3.3.5. Descripcién cualitativa del flujo

El flujo sobre un obstaculo magnético guarda cierta similitud con el flujo en un
ducto a la entrada y salida de los polos de un iman (Miiller y Biihler 2001; Mo-
reau 1990); sin embargo, el tamafio del obstaculo y la ausencia de paredes laterales
cambian de manera considerable la estructura del flujo. En este flujo se presentan
cuatro diferentes regiones de campo magnético no homogéneo localizadas cerca de
los bordes de la placa magnetizada. Las regiones laterales (paralelas al flujo inciden-
te) tienen en la mayoria de los casos efectos secundarios sobre el flujo, mientras que
las regiones de entrada y salida (transversales al flujo incidente) son de primordial
importancia. Al atravesar el obstaculo, el fluido pasa en una distancia muy corta de
una regién en la que casi no hay campo magnético a una con O(1) de intensidad y
otra vez a una region de campo magnético practicamente nulo. Pueden observarse
diferentes regimenes de flujo dependiendo de los valores del nimero de Reynolds
y Hartmann. Para los niimeros de Reynolds explorados, fueron encontradas tanto
soluciones estacionarias como periddicas dependiendo del valor del Ha.

En la region donde la intensidad del campo aplicado es baja, la fuerza electro-
motriz u x B® induce un voltaje bajo; donde el campo es mas intenso induce un
voltaje alto. La diferencia de voltaje genera una corriente eléctrica en la direccién del
flujo para y > 0 y en la direccidén opuesta para y < 0. Estas corrientes forman cir-
cuitos cerrados aguas arriba y aguas abajo del obstaculo. Cuando el fluido se mueve
hacia la salida, la diferencia de potencial se invierte, al igual que la circulacién de
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corriente.

Aguas arriba del obstaculo la corriente circula en la direccién de las manecillas
del reloj, y produce un campo magnético inducido en la direccién contraria la cam-
po aplicado, en concordancia con la Ley de Lenz. Por otro lado, aguas abajo del
obstaculo, la circulacién de corriente es en sentido antihorario, y el campo magnético
inducido apunta en la direccién del campo aplicado. El niimero y estructura par-
ticular de los circuitos de corriente dependen tanto del nimero de Reynolds como
de Hartmann, como se muestra en los resultados numéricos.

Para el flujo en un ducto a la entrada o salida de los polos de un iman, las
paredes laterales del ducto, confinan los circuitos de corriente de tal forma que son
elongados en la direccién del flujo, intensificando las componentes de la densidad de
corriente en dicha direccion. Esto es de particular importancia cuando las paredes
laterales son eléctricamente aislantes. Las componentes de la densidad de corriente
en la direccién del flujo dan lugar a fuerzas de Lorentz que apuntan hacia las
paredes laterales. Lo anterior, provoca la expulsién del flujo volumétrico del centro
del ducto hacia las capas limite de las paredes, en donde las velocidades son mayores,
formandose un perfil de velocidad en forma de “M” (Miiller y Biihler 2001; Moreau
1990). En contraste, para un flujo a través de un obstdculo magnético, donde las
paredes laterales estan ausentes, los circuitos de corriente tienden a distribuirse en
el dominio del flujo. En la regién donde el campo magnético es intenso, la corriente
cierra a través de las zonas laterales donde el campo magnético es no homogéneo, en
consecuencia, dominan las componentes transversales de la densidad de corriente.
De hecho, en esta regién la densidad de corriente eléctrica es mayor y apunta en la
direccion negativa, transversal al flujo.

La densidad de corriente interactiia con el campo magnético del obstaculo,
dando lugar a una fuerza de Lorentz no uniforme, oponiendose al flujo y creando
vorticidad. Lo anterior causa un incremento en la presién en la vecindad aguas
arriba del obstaculo, mientras que aguas abajo, cae abruptamente. Para Re < 50 y
nimeros de Hartmann pequefios (Ha = 1 — 10), el fluido se mueve con velocidad
reducida a través de la region de campo magnético intenso, tal como se muestra
en la Figura 3.4. Conforme el nimero de Hartmann aumenta y la oposicién de la
fuerza de Lorentz es mds intensa, el fluido a la entrada tiende a fluir alrededor del
obstéculo, y aparece un componente de la velocidad transversal al flujo, formandose
una estructura de flujo como la que se observa en la Figura 3.5.

El flujo a través de un obstidculo magnético, muestra algunas regiones carac-
teristicas observadas en flujos a través de un obstdculo sélido, por ejemplo, regién
de flujo retardado aguas arriba del obstaculo, dos regiones laterales de flujo despla-
zado y acelerado, y una estela aguas abajo del obstaculo (Zdrakovich 1997; Oertel
1990). En las zonas laterales la velocidad es mayor que cerca de la zona central,
donde la fuerza de oposicién es mds intensa. Lo anterior ocasiona un “déficit” de
velocidad en el centro y la aparicién de dos capas cortantes paralelas y alineadas con
la direccién principal del flujo, donde existe un maximo y un minimo de vorticidad.
Cuando el nimero de Hartmann es alrededor de 20, el flujo llega a estancarse en la
region de campo intenso, mientras que en regiones alejadas del obstaculo permanece
sin ser perturbado. Si el nimero de Hartmann es suficientemente grande aparecen
vortices, en la vecindad de la estela. Estos vértices aunque son creados por fuerzas
de Lorentz, evolucionan dentro de un campo magnético despreciable. Cuando los
efectos convectivos y el frenado magnético son lo suficientemente intensos, la estela
puede llegar a desestabilizarse y presentar un comportamiento no estacionario. De
hecho, puede observarse un desprendimiento periédico de vértices similar a la calle
de von Karman en el flujo alrededor de un cilindro como el mostrado en la Figura
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Figura 3.4: Campo de velocidades para Re = 10y Ha = 11.5.
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Figura 3.6: Campo de velocidades para Re = 100y Ha = 27.

3.6. En la siguiente seccion presentaremos algunos de los resultados obtenidos.

3.4. Resultados

Aqui presentamos los resultados para los numéros de Reynolds explorados: 50,
100, 150 y 200 en el rango de nimeros de Hartmann 1 < Ha < 100. Bajo éstas
condiciones el flujo laminar puede exhibir tanto soluciones estacionarias como de-
pendientes del tiempo. Para cada niimero de Reynolds se detectaron tres regimenes
distintos para el flujo laminar, dependiendo del nimero de Hartmann: estacionario,
de transicién y desprendimiento periddico de vértices. Primeramente, se presenta
una descripcidén de estos regimenes para Re = 50 y 1 < Ha < 100, para mdas
adelante discutir las variaciones conforme aumentamos el nimero de Reynolds.

Los resultados se muestran en un dominio de 35 x 20 unidades adimensionales
y el origen de coordenadas se ha colocado en la esquina inferior izquierda. Por su
parte, el centro de la placa magnetizada est3 localizado en las coordenadas (10,10).

3.4.1. Flujo estacionario

Para el caso de Re = 50, este régimen se presenta en el rango 1 < Ha <
20. Después de un estado transitorio, el flujo exhibe un comportamiento estable,
independiente del tiempo, caracterizado por la formacién de dos circuitos de campo
magnético inducido aguas arriba y abajo del obsticulo, ademds de la formacién
de una estela de baja velocidad detrds de éste. La Figura 3.7 muestra isolineas
de campo magnético inducido para el caso Ha = 10 (IV = 2). Puede observarse
que existe una gran simetria en las isolineas, lo que muestra que los efectos de
conveccién de campo magnético son despreciables.

El campo magnético inducido toma valores negativos aguas arriba del obstaculo
y cambia suavemente a valores positivos aguas abajo. Dentro del obsticulo, la

5
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Figura 3.7: Isolineas de Campo Inducido para Re =50 y Ha = 10.

corriente eléctrica se distribuye uniformemente y apunta en la direccién negativa del
eje y; por lo tanto, la interacién con el campo magnético produce una fuerza de
Lorentz que se opone al movimiento del fluido. En consecuencia, la presién aumenta
aguas arriba conforme nos acercamos al obstaculo y cae en forma repentina aguas
abajo, en una distancia del orden de la longitud caracteristica, tal como se muestra
en la Figura 3.8.

La Figura 3.9 muestra las isolineas de vorticidad en la regién de flujo. Recordemos
que la dnica componente de la vorticidad estd dada por

ov  Ou

—_— = . .1
or Oy (3.16)

w, =

Puede observarse una estela que se extiende a lo largo de toda la regién de
integracién aguas abajo, mientras que su grosor de 5 unidades se mantiene aproxi-
madamente constante.

El efecto de la conveccidén se muestra claramente en las isolineas de vorticidad
aunque se observa una simetria respecto al eje horizontal.

En las Figuras 3.10 y 3.11 se muestran perfiles tanto de la componente axial de
la velocidad, u, como de la transversal, v, para distintas posiciones en la direccién
x. También se muestran perfiles de vorticidad para los niimeros de Hartmann y
Reynolds mencionados (Figuras 3.12 y 3.13). Dichos perfiles se asemejan a los
encontrados en el flujo laminar alrededor de un cilindro para niimeros de Reynolds
bajos (Zdrakovich 1997; Oertel 1990). La componente axial de la velocidad muestra
claramente el déficit de velocidad que se presenta en la vecindad del obstaculo debido
a la fuerza de Lorentz. La componente de velocidad transversal al flujo es un orden
de magnitud mas pequefia que aquella en la direccién del flujo, y tiene su valor
maximo cerca de los bordes del obstaculo. La presencia de una componente de
velocidad transversal al flujo en la regidén del obstdculo da lugar a un flujo cortante
local, cada vez mds pronunciado conforme aumenta el nimero de Hartmann. Sin
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Figura 3.10: Componente u de la velocidad vs. y para Re =50y Ha = 10.

embargo, no se observan regiones de estancamiento ni de recirculacién de flujo. Esta
es una caracteristica del flujo en este intervalo del nimero de Hartmann.

Los perfiles de vorticidad de las Figuras 3.12 y 3.13 toman valores negativos y
positivos y claramente muestran la formacién de la estela. Por otro lado, la magnitud
de la vorticidad al final de la estela es ligeramente menor que la mitad del valor
maximo, que se encuentra dos unidades aguas abajo del centro del obstaculo.

Los casos anteriores fueron para Re =50y Ha = 10 que corresponde a N = 2.
Ahora se explorara el caso en que N = 1, es decir, cuando la fuerza magnética es del
mismo orden de magnitud que la inercial, que se logra con Re = 100 y manteniendo
el mismo valor del nimero de Hartmann, Ha = 10. Ya que el nimero Reynolds es
incrementado al doble es de esperar que los efectos convectivos sean mds notorios.

En la Figura 3.14 se exhibe un comportamiento similar al observado en la Figura
3.7 para el campo magnético inducido. Sin embargo, los efectos convectivos se
manifiestan a través de una ligera elongacién de las isolineas en la direccién del
flujo.

En lo que respecta a la vorticidad, la Figura 3.15 muestra que ahora la estela
tiene un espesor de 4 unidades, ligeramente mas estrecha que antes.

Mientras que en la Figura 3.10 (Re = 50, Ha = 10) se observa que la com-
ponente u de la velocidad en la direccién del flujo alcanza un minimo de 0.55 en
y =10y x = 14.94, en la Figura 3.16 observamos que para Re = 100y Ha = 10,
en la misma posicién la velocidad alcanza un minimo de 0.72. Esto muestra que al
aumentar los efectos convectivos manteniendo la intensidad del obstaculo, el fluido
es desacelerado en menor grado por lo que existe un déficit de velocidad menor.

Al igual que la componente u, la componente de v de la velocidad tiene una
magnitud menor, practicamente la mitad que para el caso N = 2; lo mismo ocurre
con las componentes de la vorticidad, como se aprecia en las Figuras 3.17-3.19. Esto
indica que el aumento de Re para el mismo valor de Ha, ocasiona una disminucién
de las capas cortantes que se generan en la vecindad del obstaculo magnético.
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Figura 3.14: Isolineas de Campo Inducido para Re = 100 y Ha = 10.



32

Modelo Puramente Bidimensional

18
16 —

14

12—

y 10|

8 —

6 —

4 —

2 \

5 10 15 20 25 30 35
x
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Figura 3.19: Vorticidad vs. « para Re = 100y Ha = 10.

3.4.2. Flujo en Transicién

En este regimen se presenta la transicién entre un flujo estacionario y un flujo
con desprendimiento perddico de vértices.

Para el caso en que Re = 50, la transicién de flujo ocurre en el rango 20 <
Ha < 30. En este régimen el flujo desarrolla de manera incipiente un comportamien-
to periddico en el tiempo, caracterizado principalmente por la formacién de vértices
alargados en la direccién del flujo y que eventualmente se desprenden en forma
alternada. La Figura 3.20 muestra la vorticidad para distintos valores del nimero
de Hartmann como una funcién del tiempo, medida en el punto marcado por X,
cinco unidades aguas abajo del centro del obstdculo, sobre la linea media horizontal
y durante 400 unidades de tiempo adimensional. Para cada grafica de vorticidad se
presenta al lado derecho su respectivo campo de velocidades que muestra Ginicamen-
te la regién donde el flujo se perturba mayormente por la presencia del obstaculo,
los campos de velocidades corresponden a ¢t = 400. Se observa que para Ha = 25
(N = 12.50), el campo de velocidades muestra dos puntos de estancamiento sobre
la linea media en la direccidn axial y la presencia de recirculaciones. Se observa la
formacién de una estela compuesta de un vértice superior y uno inferior, alargados
en la direccidn del flujo y que giran en sentido horario y antihorario, respectivamen-
te. Dichos vértices se localizan una unidad de longitud aguas abajo del centro del
obstéculo, y sus dimensiones son de 7 unidades de longitud y 0.7 de grosor cada
uno, aproximadamente. Este flujo presenta un comportamiento estacionario; a pesar
de la formacién de vértices las capas cortantes formadas en la regién del obstaculo
no alcanzan a desestabilizar al flujo, debido a la accién disipativa de la viscosidad.
El campo de velocidades formado nos permite suponer la existencia de un balance
entre las fuerzas presentes en el flujo, es decir, inercial, magnética y viscosa. Al
aumentar ligeramente el niimero de Hartmann, Ha = 25.5 (N = 13), comienza
a observarse una ligera oscilacién en la estela, presente de manera mds notoria a
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partir de 175 unidades de tiempo adimensional. El campo de velocidades muestra
que a pesar del incremento de la fuerza magnética, la interaccién de ésta con las
fuerzas inerciales y viscosas no es suficiente para desestabilizar al flujo, mostrando
un comportamiento muy similar al caso anterior.

Para Ha = 26 (N = 13.52) es mas clara la oscilacién, aumentando ligeramente
la amplitud hacia el final del intervalo de tiempo analizado. Esto se debe a que la
fuerza magnética presenta una mayor oposicién a la inercia del flujo. A su vez, la
fuerza viscosa ya no es la suficiente como para atenuar las perturbaciones en las
capas cortantes mdas gruesas presentes en la regién del obstaculo. Esto se refleja
en una ligera falta de simetria en el campo de velocidades con respecto a la linea
horizontal al final de la estela, en donde alcanza a observarse una muy ligera per-
turbacidn en el par de vértices alargados en la direccién del flujo. Para este niimero
de Hartmann se tiene el valor critico que determina la oscilaciéon permanente de la
estela en el tiempo. En Ha = 27 (N = 14.58) se muestra un aumento conside-
rable en la amplitud de la oscilacién; inicialmente la amplitud de la oscilacién es
practicamente nula, pero conforme transcurre el tiempo la amplitud va en aumento,
alcanzando al final del intervalo un valor de casi el triple que para el caso anterior.
En estas condiciones, el campo de velocidades muestra desprendimiento periédico
de vértices, los cuales recorren una distancia aproximada de 6 unidades a lo largo
de la estela antes de desaparecer.

Podemos afirmar que para el nimero de Reynolds analizado (Re = 50) el regi-
men transitorio finaliza aproximadamente cuando Ha < 30. Sin embargo, para dar
una visién mas completa del surgimiento de la inestabilidad, mostraremos algunos
resultados para un niimero de Hartmann mayor.

En la Figura 3.21 observamos que al seguir aumentando el nimero de Hartmann
hasta un valor de Ha = 30 (N = 18) la oscilacién se mantiene a una amplitud que
después de un estado transitorio, tiende a un valor constante de 0.6 aproximada-
mente, 4 veces mayor que para Ha = 27. En este caso los vértices generados se
desarrollan y desprenden alcanzando un tamafio mayor que para casos anteriores; la
distancia recorrida por los vdrtices una vez que se han desprendido es aproximada-
mente de 3 unidades adimensionales para después desaparecer debido a la accién de
la viscosidad. Para un valor de Ha = 40 (N = 32) la amplitud de la oscilacién es
practicamente constante durante todo el tiempo con un valor de 0.6, presentando
un transitorio muy pequefio. El desprendimiento de vértices es casi simultaneo a su
formacién, como se observa en el campo de velocidades, mientras que la distancia
recorrida por los vértices es ligeramente mayor a 2.5 unidades adimensionales. En
este caso toda la estela formada por el flujo se encuentra claramente oscilando.

Una manera conveniente de caracterizar los diversos patrones de flujo, en par-
ticular la aparicién de recirculaciones y el surgimiento de inestabilidades, es a través
del déficit de velocidad, R, definido en la ecuacién (3.15). En la Figura 3.22 se
muestran curvas de déficit de velocidad para Re = 50 y cuatro distintos nliimeros
de Ha; es claro que el mayor déficit de velocidad se presenta en la zona cercana al
centro del obstaculo magnético.

Para valores de Ha en el rango del régimen estacionario, Ha = 15, se observa
que el minimo para el déficit de velocidad no alcanza el valor de —1, lo que nos
indica que no existen recirculaciones. Por otra parte, cuando estamos en el intervalo
de flujo en transicién como es el caso de Ha = 20y Ha = 25, R < —1, lo que
indica la presencia de recirculaciones. Situacién que podemos confirmar observando
la Figura 3.20, donde el campo de velocidades muestra dos vértices alargados. La
curva correspondiente a Ha = 30, también presenta recirculaciones, pero ademas
muestra un comportamiento oscilatorio que muestra la aparicién de la inestabilidad



36 Modelo Puramente Bidimensional

0.15

0.075

W, 0.0

-0.075

-0.15

0.15

0.075

W, 0.0

-0.075

-0.15

0.15

0.075

W, 0.0

-0.075

-0.15

0.15

0.075
W, 0.0

-0.075

-0.15

Figura 3.20: Vorticidad vs. t y campo de velocidades para Re = 50 y distintos Ha.



37

3.4 Resultados

Ha =30

Ha =40

S

\ v//..: ;
AN 1

7/

I
_

i
i
i

1,

i

0

A

0.8 —

0.4

0.0

Wy

0.4 -

-0.8 -

0.8

04 -

0.0

Wy

0.4 -

-0.8

10

300 400

200

100

Figura 3.21: Vorticidad vs. ¢ y campo de velocidades para Re = 50.

20 ---—-

Ha =15

PR

30 —---

R

-1.0 ~

-1.2 -

14 -

-1.6

35

30

25

20

15

10

Figura 3.22: Déficit de velocidad vs. = para distintos valores del niimero de Ha

(Re = 50).



38 Modelo Puramente Bidimensional

en el flujo. Dichas aseveraciones se corroboran al observar el campo de velocidades
y la grafica de vorticidad correspondientes (Figura 3.21).

Al duplicar el nimero de Reynolds, es decir Re = 100, la transicién del flujo
ocurre en el intervalo de 22 < Ha < 26. Al igual que para el caso Re = 50, se
observa la formacién de dos vértices alargados en la direccién del flujo. Dependien-
do de la intensidad de la fuerza magnética, (es decir, del niimero de Hartmann)
dichos vértices pueden llegar a desprenderse y formar estructuras de flujo como las
mostradas anteriormente.

En la Figura 3.23 se observan graficas de vorticidad y campos de velocidad para
distintos nimeros de Hartmann. En el caso Ha = 22.5, que corresponde a un valor
de N =5.06 (el mds pequefio mostrado hasta ahora) apenas alcanza a distinguirse
en el campo de velocidades una estela muy tenue. Cuando Ha = 25.3 (N = 6.40),
la grafica de vorticidad indica que ya al final del intervalo de tiempo de integracién
se presenta una pequefia oscilacién, que no se percibe en el campo de velocidades;
si ahora Ha = 26 (N = 6.76), después de 300 unidades de tiempo adimensional la
amplitud de oscilacién de la vorticidad es considerable. Dicha oscilacién es posible
observarla en el campo de velocidades. Este valor de Ha se identifica como el
valor critico para el que la estela oscila en forma permanente, lo que caracteriza
el surgimiento de la inestabilidad. El valor de Hari: es el mismo que para el caso
de Re = 50, no obstante el valor de N es menor para este caso. Al aumentar a
Ha =27 (N = 7.29), la amplitud de la oscilacién, después de un estado transitorio,
alcanza un valor constante de 0.70 (mayor que para el caso Re = 50), mientras que
en el campo de velocidad se observa desprendimiento de vértices.

Los casos de nimeros de Ha mayores se muestran en la Figura 3.24. La vorti-
cidad para Ha = 30 (N =9) muestra que el estado transitorio tiene una duracién
corta y la oscilacién se presenta a partir de 150 unidades de tiempo adimensional,
mucho antes que para el caso de Re = 50. Los vodrtices que se desprenden, se des-
plazan hasta una distancia de cuatro unidades aguas abajo del centro del obstaculo.
Cuando Ha = 40 (N = 16), la amplitud de oscilacién de la vorticidad es constante
y permanece asi durante todo el tiempo de integracion.

Las curvas de déficit de velocidad para Re = 100 se muestran en la Figura
3.25. Observamos que cuando Ha = 25 existen recirculaciones en el flujo, tal como
se muestra en el campo de velocidades de la Figura 3.23, mientras que la curva
de Ha = 30, ademas de tener su minimo por debajo de —1, presenta oscilaciones
indicando la presencia de la inestabilidad. Lo anterior se confirma al observar las
graficas de vorticidad y de campo de velocidades correspondientes.

En el caso de nimeros de Re mayores (150 y 200), la vorticidad, el déficit
de velocidad y las estructuras de flujo muestran un comportamiento similar. Cabe
resaltar que la transicidén del flujo se da cuando Ha = 26.5 (N = 4.68) para
Re =150y Ha = 29 (N = 4.20) para Re = 200. Estos resultados nos permiten
construir en principio una curva de estabilidad la cual se muestra en la Figura 3.26.
Arriba de dicha curva la oscilacién de la estela es permanente, mientras que por
debajo no existen oscilaciones. Mientras mayor es la inercia del flujo mayor es la
magnitud de la fuerza magnética necesaria para desestabilizar al flujo.

Lo anterior es mas facilmente observable en la Figura 3.27 donde se muestra
Harit como funciéon del nimero de Reynolds.

3.4.3. Desprendimiento periddico de vortices

En esta seccién se presenta un anélisis de la evolucién en el tiempo de la vor-
ticidad, el campo de velocidad y el campo inducido para el caso de Re = 100 y
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Ha = 30. Dicho caso seglin se ve en la Figura 3.24, presenta desprendimiento de
vértices. Ademas, estd dentro del intervalo 26 < Ha < 100 en el que se observa
desprendimiento para todos los niimeros de Reynolds analizados. Como se verd mas
adelante, las variaciones en la frecuencia de desprendimiento de los vértices (ntimero
de Strouhal) no son grandes al variar el nimero de Hartmann. Consideramos en-
tonces este caso como referencia para la descripcién del desprendimiento periddico
de vértices.

En las Figuras 3.28 y 3.29 se muestra la evolucién temporal de la estela desde
su formacién incipiente hasta el establecimiento del desprendimiento periddico de
vortices. Inicialmente, se promueve la formacién de capas cortantes en ambos lados
de la zona del obstdculo, que se mantienen paralelas y alineadas en la direccién
del flujo incidente. Esto origina la formacién de maximos y minimos de vorticidad
unas cuantas unidades aguas abajo del centro del obstaculo. Conforme transcurre el
tiempo, las capas cortantes se vuelven inestables, dicha inestabilidad se manifiesta
por la aparicién de oscilaciones transversales en el eje medio horizontal a lo largo
de la estela. La inestabilidad aparece por primera vez aproximadamente 10 unidades
aguas abajo del centro del obstaculo, en donde tanto el campo magnético indu-
cido como el aplicado son despreciables. Lo anterior significa que la inestabilidad
esta relacionada con la forma especifica del pérfil de velocidad formado por el campo
magnético en la zona del obstéculo.

Al transcurrir el tiempo la estela se alarga en la direccién del flujo, una distancia
del orden de 10 unidades, mientras que su grosor permanece casi constante. Existe
una gran similitud con la estela formada aguas abajo de un cilindro cuando incide
un flujo uniforme sobre él. Sin embargo, el flujo alrededor de un cilindro se vuelve
inestable debido a un complejo mecanismo que involucra gradientes de presidn
adversos en las capas limites viscosas y a interacciones con la estela cercana. Es
importante notar que en el flujo sobre obstaculos magnéticos, aunque la inestabilidad
en realidad es resultado del perfil de velocidad, no es directamente afectada por el
campo magnético. Por lo tanto, tal como sucede en el caso del flujo sobre cilindros,
tenemos que la inestabilidad evoluciona en ausencia de campo magnético.

Una vez analizada la estela de vorticidad del flujo, procederemos a hacer lo
mismo para el caso de los campos de velocidad obtenidos para los mismos valores
de Rey Ha. En la Figura 3.30 se muestran campos de velocidad instantdneos para
distintos intervalos de tiempo en que el flujo incide sobre el obstaculo.

Para tiempos iniciales (¢ = 15) el flujo alcanza a desviarse ligeramente en la
zona del obstdculo, un tiempo posterior (¢ = 25) aparecen un par de vdrtices
alargados rotando en sentidos encontrados aguas abajo de la zona del obstéculo.
Dichos vértices alcanzan una longitud aproximada de 5 unidades en la direccién del
flujo, con un grosor de 0.5 cada uno. Conforme transcurre el tiempo (¢ = 37.5)
los vértices se elongan para desprenderse viajando en la direccién del flujo sin sufrir
deformaciones, es ahora cuando la estela tiene su mayor longitud. Para un tiempo
posterior (¢t = 225) aparece el desprendimiento de vértices en forma alternada, la
longitud de la estela se reduce dado que los vortices se “mueren” a una distancia
de 3 unidades aguas abajo del centro del obstaculo.

La Figura 3.31 muestra isolineas instantdneas de campo magnético inducido,
para distintos instantes de tiempo. Se observa que conforme transcurre el tiempo
la zona afectada por el campo inducido es mayor, mostrando al inicio dos circuitos
uno aguas arriba y otro aguas abajo del centro del obsticulo. El circuito aguas
abajo es positivo mientras que aguas arriba es negativo. Para tiempos mayores, el
circuito aguas abajo se estrangula para formar dos circuitos internos pequefios, de
un tamafo ligeramente mayor a la superficie magnetizada.
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Figura 3.28: Isolineas de vorticidad instantanea. Re = 100, Ha = 30.
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3.5. Descripcidn de los parametros globales de flujo

De las graficas de déficit de velocidad 3.22 y 3.25 se puede determinar la pre-
sencia de recirculaciones en el flujo. Otra manera de obtener informacién relevante
a partir del pardmetro R, es calculando el valor maximo del déficit de velocidad (es
decir, el mas negativo) para los nimeros de Hartmann explorados y para cada uno
de los niimeros de Reynolds utilizados. Asi vemos que para Re = 50y Ha = 20
se tiene la presencia de recirculaciones en el flujo (R;,qx < —1), mientras que para
el mismo valor de Ha, pero Re = 100 no existen recirculaciones (Ryqz > —1).
También podemos observar que para los cuatro niimeros de Reynolds analizados,
se tienen recirculaciones para Ha > 30. La posicién de R,,., cambia con el Ha,
llegando a estar incluso a 4.5 unidades aguas abajo del centro del obstaculo, esto
para Re =150y Ha = 25.

Williamson (1996) reporta que el coeficiente base de succidn, que es el negativo
del coeficiente base de presién definido en la ecuacién (3.13) es de utilidad para
identificar distintos regimenes de flujo. La Figura 3.33 muesta el —C'y;, como funcién
del Ha para los cuatro nimeros de Re explorados en este trabajo. Se observa
que para los cuatro casos, —Cp, crece con Ha hasta alcanzar un valor maximo
a partir del cual presenta una disminucién mondtona. Los puntos de inflexion de
las curvas (i.e. los maximos) se desplazan hacia valores mayores de Ha conforme
Re crece. De esta forma, para Re = 50,100,150 y 200, los puntos de inflexién
estan aproximadamente en Ha = 20, 30,40y 50, respectivamente. Dichos puntos
separan dos comportamientos dindmicos diferentes. Para valores de Ha menores a
donde se presenta el punto de inflexién, la fuerza de Lorentz no tiene componente
transversal y presenta una oposicién uniforme al flujo en toda la regidn del obstaculo;
por lo tanto, la caida de presién en el perimetro de la placa magnetizada (dado
que ahi es donde se calculd el —C;) es una curva suave que incrementa con el
nimero de Ha. Para valores del Ha mayores a donde se presenta el punto de
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Figura 3.33: Cpy vs. Ha.

inflexién, el par de circuitos de corriente internos (ver Figura 3.31), provoca la
aparicién de una componente transversal de la fuerza de Lorentz, que origina un
comportamiento no monoténico de la caida de presidn en la zona donde se localiza
la superficie magnetizada; la presién aumenta localmente en el limite aguas abajo
de la superficie magnetizada, causando un decremento del —C;,. En cierta forma, el
parametro —C),, puede caracterizarse fisicamente como una medida de la “rigidez”
del obstdculo magnético. Para valores de Ha menores a aquél donde se alcanza
el maximo, el flujo es capaz de penetrar el obstdculo, mientras que para valores
mayores de Ha el flujo rodea el obstaculo.

Ahora veremos cémo se comporta la diferencia entre la presién maxima que
existe aguas arriba del obsticulo y la minima aguas abajo, ambas sobre la linea media
central. La Figura 3.34 muestra dicha diferencia denotada por A Py, 4., como funcién
de Ha para los distintos Re. Se observa un comportamiento mondétono conforme
aumenta Ha, debido al aumento de la intensidad del freno magnético sobre el fluido.
La separacién entre los puntos de mayor y menor presién también aumenta con Ha,
estando cerca de la proyeccién de los bordes de la placa magnetizada cuando Ha es
menor que donde se localizan los puntos de inflexién de las curvas de —C'p,, mientras
que si los valores son mayores, el punto de menor presién es desplazado aguas abajo,
siendo la separacidn entre el maximo y el minimo de hasta 5.2 unidades (esto para
el caso Re = 100 y Ha = 100). Aunque las Figuras 3.33 y 3.34 representan valores
instantdneos, —Cpp, Y AP,,4, muestran una variacién despreciable con el tiempo.

Tal como ocurre en el flujo sobre obstaculos sélidos, al aumentar el Re también
incrementa el nimero de Strouhal asociado con el desprendimiento de vértices. En
la Figura 3.35 se presenta Sy como funcién de Ha para distintos valores de Re.
Observamos que el comportamiento de todas las curvas es muy parecido; también
es clara la débil dependencia con Ha, situacién que concuerda con lo observado en
otros flujos MHD donde se presenta el desprendimiento de vértices (Biihler 1996;
Miick et al. 2000; Afanasyev y Koravel 2006). Para los cuatro casos, se observa que
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las curvas alcanzan un maximo a partir del cual decrecen suavemente. El maximo
valor observado es de 0.11 y corresponde al caso de Re = 200 y Ha = 40. Dicho
valor es menor que los valores reportados por Sohankar et al. (1998) (0.150 y
0.167, respectivamente) en simulaciones bidimensionales de flujos sobre cilindros
cuadrados. Es importante notar sin embargo que aqui el Re estd basado en la
longitud lateral de la superficie magnetizada, que ha sido tomada como la longitud
caracteristica del obstdculo. Sin embargo, el tamafio efectivo del obstaculo depende
del ndmero de Hartmann (Cuevas et al. 2006), ya que determina la extensién que
el flujo logra penetrar el obstaculo.



50

Modelo Puramente Bidimensional

St

0.12

0.11

0.10

0.09

0.08

0.07

0.06

Re =50 —o—

PR 100 —-o--
Sl T~ 150 ---+---
=~ X~

-7 T 200 - - -

30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 3.35: NGmero de Strouhal vs. Ha.



Capitulo 4

Modelo Cuasi-Bidimensional
con friccion

Como se mencioné al inicio del capitulo anterior, en el flujo de una delgada
capa de liquido a través de un campo magnético localizado, los efectos tridimen-
sionales se deben esencialmente a las capas limites presentes en la pared del fondo
del recipiente. La superficie libre, a su vez, puede introducir efectos tridimensiona-
les muy complejos cuando se presenta desprendimiento de fluido. En este trabajo,
supondremos que las condiciones de flujo son tales que la superficie libre permane-
ce inalterada, satisfaciéndose en todo momento la condicién de esfuerzo cortante
nulo en dicha superficie. La capa limite mas comun en flujos MHD es la capa de
Hartmann, formada en paredes donde existen componentes del campo magnético
aplicado en la direcciéon normal a la pared. En presencia de un campo magnético
intenso, las capas de Hartmann son muy delgadas (O(Ha™1)), y las variables de
flujo presentan una ligera variacién a lo largo de las lineas de campo magnético.
Bajo estas condiciones es razonable reducir el problema tridimensional a una for-
mulacién cuasi-bidimensional en términos de las variables del nicleo del flujo; tal
aproximacién, originalmente establecida por Sommeria y Moreau (1982) en el con-
texto de flujos turbulentos a través de ductos con paredes aislantes bajo campos
magnéticos uniformes, se ha aplicado con éxito a flujos MHD en canales. Esto se
logra mediante la integracién (promedio) de las ecuaciones MHD a lo largo de las
lineas de campo magnético (e.g. Biihler 1996; Smolentsev 1997). En estos casos,
un campo magnético uniforme se extiende sobre toda la regién del flujo y el mode-
lo de flujo cuasi-bidimensional retiene los efectos tridimensionales a través de una
fricciéon magnética conocida como el frenado de Hartmann, y un término de fuerza
magnética sobre el nicleo del flujo. Este enfoque también ha sido aplicado a flujos
bajo campos magnéticos no uniformes. Lavrent‘ev et al. (1990) analizaron de esta
forma el flujo de un fluido estacionario eléctricamente conductor a través de un
canal bajo un campo magnético intenso, el cual variaba en la direccién del eje del
canal. El efecto tridimensional debido a la presencia de las capas de Hartmann se
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introdujé a partir de un perfil de velocidad local de Hartmann !. Esta suposicién fue
justificada tanto experimental (Bocheninskii et al. 1971) como tedricamente (Kal-
yutik, Lavrentév y Serebryakov 1986), demostrando que incluso para ndmeros de
Hartmann bajos, la velocidad longitudinal se aproxima al perfil local de Hartmann.

El promedio de las ecuaciones de movimiento en la direccién normal también
ha sido utilizada para el estudio de flujos en aguas someras en ausencia de campos
magnéticos, con el fin de obtener modelos cuasi-bidimensionales. En los trabajos
de Satijn et al. (2001) y Clercx, van Heijst y Zoeteweij (2003) se modela el flujo
de una delgada capa de fluido, donde la friccién viscosa en el fondo se parametriza
a través de un término lineal, conocido cominmente como la friccién de Rayleigh.
En el trabajo de Cuevas et al. (2006a) se utilizé un modelo cuasi-bidimensional
para analizar el flujo a través de un obstdculo magnético. En tal caso, al igual que
en el problema tratado en este trabajo, se presentan dos capas limite distintas en
la regién de flujo: una capa de Hartmann en la regién donde el campo magnético
es intenso y una capa viscosa ordinaria en regiones donde el campo magnético es
despreciable. Para retener los efectos de ambas capas en el modelo, utilizamos una
aproximacién cuasi-bidimensional que supone que el transporte de momento en la
direccién normal es principalmente difusivo.

4.1. Modelo matematico

En esta seccién presentaremos el modelo matemdtico que rige el comportamiento
de una delgada capa de fluido bajo un campo magnético localizado, tomando en
cuenta el efecto de las capas limite presentes en el fondo del recipiente. En este
modelo introducimos una dependencia de las componentes de velocidad v y v con
la coordenada normal al flujo, z, es decir,

u= (u(z,y,2,t),v(x,y, z,t),0). (4.1)

Las ecuaciones de cantidad movimiento, al sustituir el campo de velocidades
(4.1), toman la forma

.ij(z)v (42)

3_u+ ou ou _8_P+L 0%u  0%u  0%u Ha?
at ' "ox Jy Jdr  Re

oz "oy = a2 "o T 92) " Re

B2, (4.3)

Ov Ov Ov OP 1 (8211 0%v 3%) B Hazj
Re

—tu— v = ——t — (ot s+
ot Ox Oy Oy Re \0x2 0y?2 022
Al derivar con respecto a x la ecuacién (4.3) y con respecto a y la (4.2) y
restarlas, se obtiene la ecuacién de vorticidad:

ow ow ow 1 (0w  Pw  Pw Ha? (0(j.B%)  0(j,BY)
U AV = = m = o | — + =
ot ox Oy Re\odxz?2 0Oy? 022 Re ox Oy
(4.4)
donde recordamos que
v o
oz Oy

LE| pérfil de Hartmann es una solucién exacta de las ecuaciones de la MHD, y es el anélogo
al perfil de Poiseuille para el caso de un flujo entre planos infinitos sujeto a un campo magnético
uniforme normal a los planos (ver, por ejemplo Miiller y Biihler 2001)
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El dltimo término de la ecuacidn (4.4) puede desarrollarse de la forma

0(aBY) | 0(yBY) _ 005 . 0BY . OB
z y—z) _ _pgozJz - z z ’
ox + Oy ? 0z + ox ty Ay
ya que por conservacion de corriente eléctrica:
0z Ox Oy )’

Finalmente reescribimos la ecuacién (4.4) como

# 0z T e Ox v oy

(4.5)

Definimos el promedio sobre el grosor h de la capa de fluido, para una funcién
arbitraria f(z,y,z) como

w Ow Odw 1 (821,0 PPw 821,0) Ha? <B()8jz ~0BY  oBY

ot oz oy T Re\oxz "oy T 922 )T Re

Flaw) = o [ Hlay.2)ie (4.5)

donde «« = h/{ es la razén de aspecto, siendo £ la escala de longitud relevante para
el flujo en el plano = — .

Suponemos ahora que el transporte de momentum en la direccién normal es
puramente “difusivo”, por lo que, las componentes de velocidad y la vorticidad
pueden expresarse como

u(x7y7 Z7t) :E(:I;’ y’ t)f(x7 y7 2)7
’U(‘/'E7y7z7 t) :6(1.7 y’ t)f(x7y7 Z)?
w(z,y,z,t) =w(x,y,t)f(z,y, 2), (4.7)

donde u y v son las componentes de la velocidad en la direccién x y y respectiva-
mente, pero promediadas en la direccién normal y @ es la componente normal de
la vorticidad también promediada. La funcién f, nos da la variacién del perfil de
velocidad en la direccién normal. La dependencia en las coordenadas z y y refleja las
diferentes regiones de flujo debido a la localizacién del campo magnético. Es decir,
f debe modelar un flujo de Hartmann en la regién de campo magnético intenso y
un flujo de Poiseuille ordinario en las regiones alejadas del campo. Ademds debe
satisfacer la condicién de normalizacién

/a Unsfdz = a. (4.8)
0

donde recordamos que U, es la velocidad del flujo impuesta a la entrada.

La ecuacién (4.7) representa una suposicién fuerte, pero es una aproximacion
razonable cuando el campo magnético es intenso o cuando h < £. La escala de
longitud es distinta para las dos regiones de flujo presentes. En la vecindad del
obstdculo magnético, ¢ es del orden de magnitud de L, la longitud lateral de placa
magnetizada. Lejos del obstdculo ¢ es del orden de magnitud de las estructuras
vorticosas que se forman en la estela del flujo y comunmente £ >> L (Cuevas et al.
2006).

Al sustituir 4.7 en la ecuacién (4.5) e integrando de 0 a « tenemos que

)



54 Modelo Cuasi-Bidimensional con friccién

a_w + _8_@ + _8_5 K = L 32—w + 32—w + g
ot “or T Oy ~ Re \ 022  0Oy2 T
Ha?

_|_

- 0BY - 0B?
0, |« _ 7 z _ = z
Re (BZ]Z|O Jz or .]y ay)a (49)

donde j,|§ es cero dado que la corriente eléctrica no penetra ni arriba ni el fondo
ni la superficie libre que se suponen aislantes, por lo tanto

a_w + ﬂa_w + Ua_w K = L _826 + _826 + E
ot Oz 0y ~ Re \ 022 0y2 T
Ha? oOB? oB?
- e e I 41
Re <] Ox Ty Oy > (4.10)
. 1 a9 1 1 of
donde el factor K corresponde a la integral K = — [" f?dzy 77! = == &
a aRe 0z

Observamos que en la ecuacién (4.10) aparece en el término convectivo el
pardmetro K y del lado derecho de la ecuacién un término extra /7, que esta
relacionado con la fricciéon de Hartmann-Rayleigh.

Podemos expresar las ecuaciones de movimiento promediadas en la forma

ou Ov
5 "oy =" (4.11)

ou ou ou orP 1 u  Ha?
gu = K= —— 4 V22— 2 j, BY 4.12
8t+(u8$+vay> oz T Re T 7T RV (412)

= —— 4+ — v— — —
+ T

i B, 4.1
8:[/ Re ] z ( 3)

v (31} 3U>K oP 1 _, v Ha?

o " \"az Ty Re

Por simplicidad, en las ecuaciones (4.11)-(4.13) se ha eliminado la linea sobre las
componentes © y v. Resta determinar la forma funcional de f y dar las expresiones
explicitas de K y 7.

4.1.1. Determinacion de la funcién f

Fisicamente, la funcién f no es otra cosa que el perfil de velocidad en la direccién
normal. La determinacién de esta funcién se hace de una manera aproximada, para
lo que hacemos las siguientes suposiciones:

1. La dnica componente de la velocidad estd en la direcciéon x y depende sélo

de z (u = f(2))
2. Sélo se tiene gradiente de presién en = y es constante.
3. La componente z de la fuerza de Lorentz es la (nica a considerar.

De esta forma la ecuacién de movimiento a resolver es (ver ecuacién 4.12):

1 &f Ha? P
— 4 1
Re dz? + Re Ty Pz dx

0, (4.14)
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que podemos escribir de la forma

d? dP
P Ha?j,B? = Re——. (4.15)
De manera que, tenemos una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden,
lineal y no homogénea. De hecho, esta ecuacién es la que corresponde al perfil de
Hartmann.
La funcién f debe satisfacer las condiciones de frontera de no deslizamiento en
la pared del fondo y de esfuerzo nulo en la superficie libre
df (h)

f(0) =0, =0 (4.16)

La densidad de corriente eléctrica inducida estd dada por la ley de Ohm

j=—-V¢+uxB° (4.17)

donde ¢ es el potencial eléctrico.
De modo que la ecuacién de movimiento queda de la forma

d?f dP

— 4+ Ha*(B%)?f = Re— 4.1

dz2+ a”(B))*f Redw (4.18)
Resolviendo la ecuacién (4.18) bajo las condiciones de frontera (4.16) y norma-

lizdndola (4.8), finalmente la funcién f tiene la forma

aHa
aHa — tanh(aHa)

aHa SInh(Haz)
cosh(o’Ha)

f= (1—e®) pe (4.19)
donde ‘Ha(z,y) = HaB?(x,y) define el ndmero local de Hartmann. Dada la si-
metria el pérfil de velocidad es la mitad del pérfil local de Hartmann. Nétese que
la funcidén f adquiere una dependencia con = y y a través del campo magnético
aplicado BY(z,y,). En la Figura 4.1 se muestra el perfil de velocidad (4.19) como
una funcién de la coordenada normal z para cuatro distintas distancias al origen
en la direcccion x (y = 0). Aqui = 0 es el centro del imén, a diferencia de las
simulaciones.

Como puede observarse, cuando la intensidad del campo es maxima el perfil de
velocidad es parecido al de Hartmann, es decir, se tiene un perfil plano en el ndcleo
del flujo y un gradiente de velocidad pronunciado al acercarse al fondo. Conforme
nos alejamos de la zona de campo intenso el perfil de velocidad se vuelve parabdlico;
de hecho, para distancias mayores a « = 1.5, el perfil ya no cambia.

Una vez definida f podemos calcular la expresiéon para K, desarrollando la in-
tegral encontramos que explicitamente toma la forma

[aHa (2 + WM) - 3tanh(ozHa)]
(tanh(aHa) — a'Ha)? .

Como se ve K depende tanto de la altura de la capa de fluido, o, como de los
nlGmeros de Hartmann local y global. En la Figura 4.2 se muestra la dependencia de
K con « (para un valor fijo de Ha y de y = 0), hay que notar que los valores varian
entre 1.02 y 1.20, y que dicha variacién se da Unicamente en la zona de campo
magnético intenso.

Si ahora mantenemos fijo el valor de a y variamos el niimero de Hartmann (ver
Figura 4.3), igual que para el caso anterior se observa que K tiende a un valor

aHa

K = (4.20)
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Figura 4.3: K vs. Ha, para a = 1.

de 1.2 y solamente en la zona del campo intenso dicho valor cae hasta casi 1. Sin
embargo, la variacién con respecto al nimero de Hartmann no es muy pronunciada.

Ademids de los efectos viscosos en el niicleo del flujo representados por el segun-
do término del lado derecho de las ecuaciones (4.12) y (4.13), existe un segundo
efecto que toma en cuenta la friccién de Hartmann-Rayleigh (tercer término del
lado derecho) que se debe a la existencia de capas limite en la pared del fondo. Este
término lineal involucra la escala de tiempo caracteristico, 7, para el decaimiento de
la vorticidad debido a la fricciéon de Hartmann-Rayleigh. El inverso de dicha escala
de tiempo estd dado por

1 9f ., Ha®> tanh(aHa)
"~ aRedz "’ Re aHa —tanh(aHa)'

(4.21)

Hay que destacar que para Ha > 1 la ecuacién (4.21) se reduce a la forma
comin del coeficiente de frenado de Hartmann, 7! = Ha/aRe. En realidad 7 es
la relacién del tiempo tipico inercial £/U y de una escala de tiempo tipico para el
frenado de Hartmann, (h/Byaz)(p/ov)'/?. Por lo tanto si Ha — 0 (que ocurre
en la regién alejada del obstdculo magnético), mediante una expansién de Taylor
se obtiene que 77! = M/U donde A\ = 3v/h? es el inverso del tiempo de difusién
viscoso. Este Iimite corresponde a la friccidn viscosa en la aproximacién Hele-Shaw
(Biihler 1996).

Como se ve, la ecuacién (4.21) depende tanto de o cédmo del niimero de Hart-
mann local y global. En la Figura 4.4 se observa como varfa 7~ ! en la direccién
x (y = 0) para distintos valores de a. Claramente se observa que la friccién se
incrementa en la vecindad del obstdculo magnético, mientras que lejos de él toma
un valor cortante correspondiente a la friccion viscosa. Asi mismo observamos que
la friccidn se incrementa al disminuir el grosor de la capa de fluido.

En la Figura 4.5 se muestra 7! como una funcién de = para distintos niimeros
de Hartmann. Observamos que el efecto de incrementar Ha es aumentar la friccién
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Figura 4.4: Friccién de Hartmann-Rayleigh vs. a (Ha = 30).

en la zona del obstaculo.

El cardcter simétrico de las ecuaciones (4.20) y (4.21), no debe extrafiarnos dado
que ambas dependen de la expresién del campo aplicado, BY, que es claramente
simétrica.

Las ecuaciones (4.11)-(4.13) mantienen la dependencia en el tiempo asociada
con los efectos inerciales. Bajo esta aproximacién la dindmica del flujo estd deter-
minada por la interaccién de la componente normal del campo aplicado con los
circuitos de corriente eléctrica en planos paralelos a la pared del fondo asi como
por la fricciéon de Hartmann-Rayleigh en la capa limite. En este trabajo, a diferencia
de Cuevas et al. (2006a), consideraremos condiciones donde los efectos inerciales
no necesariamente dominan sobre la fricciéon de Hartmann-Rayleigh. Dichas condi-
ciones se presentan cuando las escalas de tiempo para el frenado de Hartmann y
la difusidn viscosa son de igual magnitud que la escala de tiempo inercial. Como
veremos a continuacién, el principal efecto de la friccion de Hartmann-Rayleigh es
un efecto disipativo y por lo tanto, tiende a estabilizar el flujo. Su inclusién puede
ocasionar la desaparicién de oscilaciones (inestabilidades) en ciertos casos donde
éstas se observan en ausencia de friccién. En principio, se espera que, para poder
desestabilizar al flujo cuando existe friccién sea necesario modificar el balance de
fuerzas inerciales, viscosas y magnéticas. Esta y otras caracteristicas se mostraran
en la siguiente seccién que aborda los resultados obtenidos de la solucién numérica.

4.2. Resultados

En esta seccidén se presentan los resultados numéricos obtenidos utilizando el
modelo cuasi-bidimensional, expuesto en la seccién anterior, que considera los efec-
tos introducidos en el flujo debido a la presencia de las capas limite adheridas al
fondo del recipiente que contiene al fluido. Cualitativamente, los resultados obteni-
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Figura 4.5: Friccién de Hartmann-Rayleigh vs. = (o = 1).

dos son muy parecidos a los reportados en el capitulo 3 para el flujo en ausencia
de friccién. Sin embargo, las condiciones fisicas en las que se observan los distintos
regimenes de flujo son distintas. De hecho, aunque se analizaron los mismos cuatro
valores del nimero de Reynolds para Re = 50 y 100 no se detectd la aparicién de
la inestabilidad para ninguno de los valores del niimero de Hartmann en el rango
estudiado (1 < Ha < 100), encontrdndose dnicamente un flujo estacionario. Por su
parte, para Re = 150 y 200 se observaron los mismos regimenes de flujo discutidos
en el capitulo 3 (es decir, estacionario, transicién y desprendimiento periddico de
vértices), pero para valores distintos de los pardmetros fisicos.

Por ejemplo, para el caso de Re = 150, el régimen estacionario se presenta en
el intervalo de 1 < Ha < 38. En la Figura 4.6 se muestran isolineas instantdneas
de vorticidad para el caso de Re = 150 y Ha = 36 (N = 8.64), que presentan una
gran simetria axial en la vorticidad.

Las isolineas de campo magnético inducido se muestran en la Figura 4.7, donde
se observa la presencia de 2 circuitos de corriente aguas abajo del obstaculo, res-
ponsables de la presencia de una componente transversal de la fuerza de Lorentz.

Por su parte la presién se ve afectada claramente por la friccién del fondo.
En la Figura 4.8, que muestra la presiéon como funcién de la coordenada axial, se
observa que la presién tiene un comportamiento decreciente aguas arriba y abajo
del obstaculo magnético.

En la Figura 4.9 se muestra la componente u de la velocidad contra la coorde-
nada transversal al flujo. Al igual que para el caso sin friccidn, se observa un déficit
de velocidad en la zona del obstdculo, siendo maximo dicho déficit a lo largo de la
linea central y = 10. Es claro que de x = 8.99 a x = 9.98, la velocidad del flujo
disminuye en forma muy rapida en tan sélo una unidad de longitud, mientras que de
x =9.98 a x = 14.94, la disminucién es mas lenta hasta que u se vuelve negativa,
es decir, aparece flujo en reversa. Por su parte la componente v de la velocidad es
un orden de magnitud menor que u, tal como se observa en la Figura 4.10, aunque
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Figura 4.6: Isolineas instantaneas de Vorticidad para Re = 150 y Ha = 36.
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Figura 4.7: Isolineas instantdneas de campo inducido para Re = 150 y Ha = 36.



4.2 Resultados 61

Figura 4.8: Presidén vs. x para Re =150y Ha = 36.

la magnitud de dicha componente es practicamente tres veces mayor que cualquiera
de los dos casos sin friccién vistos en el capitulo anterior.

Los perfiles de vorticidad se muestran en las Figuras 4.11 y 4.12. El efecto de la
friccidn se manifiesta esencialmente en que al final de la estela la vorticidad toma
un tercio del maximo valor, que se localiza una unidad aguas abajo del centro del
obstéculo, siendo la disminucién mayor que en ausencia de friccién.

Para el caso Re = 150, la transicién de flujo se presenta en el rango 38 <
Ha < 40, es decir, para valores mayores de Ha que en ausencia de friccién. La
Figura 4.13 muestra la vorticidad para distintos valores del nimero de Hartmann
como una funcién del tiempo. Asimismo se presentan los campos de velocidad
correspondientes. Es claro que cuando Ha = 39 (N = 10.14) la perturbacién no
desaparece, siendo entonces éste el valor critico en que ocurre la desestabilizacién
de la estela.

Cuando la amplitud de la perturbacién ya no cambia se observa claramente
el desprendimiento de vortices en forma alternada los cuales viajan hasta 4 uni-
dades aguas abajo del centro del obstdculo tal como se ve en la Figura 4.14. Se
encontré que los vértices viajan una distancia menor que en el caso sin friccidn,
antes de ser disipados.

En la Figura 4.15 se observa que los valores criticos a los que desestabiliza el
flujo son distintos al caso sin friccién. De hecho, con las mismas condiciones son
mayores ya que el flujo debe vencer también la friccién debida al fondo sélido. En
la Figura 4.16 se muestra el nimero de Hartmann critico como funcién del nimero
de Reynolds. Claramente se observa que para encontrar la inestabilidad para un Re
dado (150 6 200), Ha debe tomar valores mayores que para el caso sin friccién.
Como es de esperarse, el efecto de la fricciéon de Hartmann-Rayleigh es retardar la
aparicioén de la inestabilidad.

En lo referente al déficit de velocidad, éste presenta el mismo comportamiento
que para el caso sin friccién tal como se muestra en la Figura 4.17
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Figura 4.10: Componente v de la velocidad para Re = 150 y Ha = 36.
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Figura 4.17: Déficit de velocidad vs. « para Re = 150 y distintos valores de Ha.
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4.2.1. Parametros globales

El déficit de velocidad presenta el mismo comportamiento cualitativo que para
el caso sin friccién, como se muestra en la Figura 4.17. Sin embargo, se observa
que la oscilacién aparece para Ha mayores. La Figura 4.18 muestra la variacién
del déficit de velocidad maximo contra Ha para los casos con y sin friccion para
Re = 150 y 200. Las curvas para los casos con friccién se encuentran por arriba de
los casos sin friccién lo que significa que la presencia de recirculaciones en el flujo
disminuye ligeramente con la friccidén. Se observa que para Ha < 30, R4, Crece
abruptamente con el nimero de Hartmann, mientras que para Ha > 30 la variacién
de Rynqe con Ha es poco pronunciada.

En la Figura 4.19 se muestra el pardmetro —C,, como funcién de Ha, para
los casos con y sin friccion. Este pardmetro poco se ve afectado por la friccién.
Los puntos de inflexion se recorren muy ligeramente hacia valores mayores de Ha.
Puede decirse que la “rigidez” del obstdculo se mantiene en presencia de friccién.

En la Figura 4.20, se muestra la diferencia entre la presién maxima y la minima en
la linea media axial como funcién de Ha, comparando los casos con y sin friccién.
Cuando Re = 150, se observa que la curva correspondiente al caso con friccién
estd ligeramente por arriba de la curva para el caso sin friccién. Sin embargo,
cuando Re = 200 esta relacidn se invierte. Tal comportamiento se explica tomando
en cuenta que la friccién es menos intensa mientras mayor es el nimero de Reynolds.
Por tanto, un niimero de Reynolds mayor lleva a una caida de presién menor.

En la Figura 4.21 se muestra el nimero de Strouhal como funcién de Ha, en
ausencia y en presencia de friccién. Como ya se menciond, la friccién inhibe la
aparicién de la inestabilidad para Re = 50 y 100 por lo que solo se muestran los
casos Re = 150 y 200. Para Re = 150, la inestabilidad no aparece hasta Ha = 50,
mientras que en el caso sin friccidn la vorticidad presenta una oscilacién permanente
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Figura 4.21: Nimero de Strouhal vs. Ha

incluso para Ha = 30. Por su parte, para Re = 200 la friccidn retrasa el disparo de
la inestabilidad hasta Ha = 40, comparado con Ha = 30 en ausencia de friccién.
El otro efecto importante de la friccién de Hartmann-Rayleigh es la disminucién de
la frecuencia de desprendimiento de los vdrtices, es decir, del nimero de Strouhal.

4.3. Modelo con corriente inyectada

En esta ultima seccién consideraremos de manera preliminar el flujo a través del
campo magnético localizado en presencia de una corriente eléctrica directa, inyec-
tada a la capa de fluido en la direccién negativa del eje y. Bajo estas condiciones las
ecuaciones que rigen el comportamiento del flujo, se modifican de tal manera que
tomen en cuenta la fuerza adicional debida a la interaccién de la corriente inyecta-
da con el campo magnético localizado. En términos adimensionales las ecuaciones
gobernantes toman la forma

ou Ov
7. T = 4.22
ox + oy 0, ( )
Ou du Ou _ dp 1 o v Ha? . 0 0
ot + (uax +U8y> = "o + RevLu - + Toe I(j,B) — BY), (4.23)
v v v o op 1, v Had®> .
ot < o +U8y) K= dy + Revﬂ} - Tre Ij.B,, (4.24)
oBY  oBY
2, : : _
Vib, —u B v 3y 0, (4_25)

b
=1 jg, o I3, (4.26)
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donde las densidades de corriente eléctrica tanto inducida como inyectada, han sido
normalizadas por la magnitud de la corriente eléctrica inyectada Jy. La variables
restantes han sido normalizadas tal como se hizo en la seccién 2.4. Adicionalmente
al nimero de Hartmann y Reynolds, aparece un nuevo pardmetro adimensional I =
Jo/oU Bynaz que representa un cociente de la corriente inyectada entre la corriente
inducida. Los pardmetros K y 7! conservan la forma dada por las ecuaciones
(4.20) y (4.21), pero ahora el ndmero local de Hartmann esta dado por Ha(x,y) =
HaB(x,y)VI.

El sistema de ecuaciones (4.22)-(4.26) fue resuelto numéricamente usando las
condiciones de frontera de la seccién 3.3.1 y algunos pardmetros cercanos a aque-
llos usados en el experimento de Honji y Haraguchi (1995). No es posible una
comparacién a detalle con el e