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Introducción

Similitudes entre la Óptica y la Mecánica Cuántica han sido reconocidas
hace ya tiempo [1]-[2]. Un ejemplo claro de esto es el fenómeno de difracción
en el tiempo, publicado por Moshinsky en 1952 [3]. En un trabajo teórico
muy adelantado a su tiempo, Moshinsky investigó el problema del obtu-
rador cuántico unidimensional (1D). Consideró un haz de partículas libres,
con energía " = p2=2�, moviéndose paralelamente al eje z. Para todo tiempo
negativo, el haz es interceptado en z = 0 por un obturador perfectamente
absorbente, perpendicular a la dirección del haz. Repentinamente, al tiempo
t = 0, se abre el obturador a velocidad in�nita, permitiendo la libre evolu-
ción del haz de partículas. ¿Cuál es la densidad de probabilidad observada
a una distancia z0 del obturador?

El problema del obturador implica resolver la ecuación de Schrödinger
dependiente del tiempo para una partícula libre, suponiendo la condición
inicial:

 (z; 0) =

�
exp (ipz=}) z � 0

0 z > 0
: (1)

Moshinsky demostró que la libre propagación de esta función de onda inicial
tiene solución,  (z; t) =M (z; t; p), dada por:

M(z; t; p) � 1p
2i
ei(pz�"t)=}

(r
i

2
+ F

�r
�

�}t
(pt=�� z)

�)
; (2)

donde F (�) denota la función compleja de Fresnel [4]-[6],

F (�) �
Z �

0
exp

�
i�u2=2

�
du = C (�) + iS (�) ; (3)

el argumento � de la integral de Fresnel es una función de la posición y el
tiempo

� (z; t; p) �
r

�

�}t

�
p

�
t� z

�
: (4)
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Por tanto podemos reescribir la función M como

M (z; t; p) � e(i=})(pz�"t)p
2i

��
C (� (z; t; p)) +

1

2

�
+ i

�
S (� (z; t; p)) +

1

2

��
:

(5)
La función M (z; t; p) ha sido llamada por Nussenveig [7]-[8] y otros autores
la función de Moshinsky; ésta tiene diversas aplicaciones [9]-[16].

De acuerdo a la solución de Moshinsky, para un observador en una posi-
ción �ja z = z0, la densidad de probabilidad para un haz de partículas
liberado en el problema del obturador, evoluciona en el tiempo como:

jM (z0; t; p)j2 =
1

2

�
C (� (z0; t; p)) +

1

2

�2
+
1

2

�
S (� (z0; t; p)) +

1

2

�2
; (6)

que es matemáticamente la misma expresión usada en Óptica para la inten-
sidad de luz en la difracción de Fresnel por una orilla recta in�nita [17], Fig.
(1). Para esta peculiar evolución en el tiempo, Moshinsky acuñó el nombre:
difracción en el tiempo.

Figura 1: Difracción en el tiempo predicha por la función de Moshinsky.

En la época en que apareció el concepto de difracción en el tiempo, fue
claro que la prueba experimental de este efecto era difícil de observar. Para
neutrones térmicos, por ejemplo, la teoría cuántica predice oscilaciones tem-
porales en la densidad con una frecuencia del orden de 10�6 s. Actualmente
los efectos de difracción en el tiempo para partículas masivas tienen la posi-
bilidad de ser veri�cados utilizando técnicas modernas. Evidencia de esta
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predicción cuántica ha sido encontrada recientemente usando neutrones por
Felber et al. [18], y usando átomos por Szriftigiser et al. [19].

Los primeros reportes de difracción en el tiempo por Moshinsky [3] y
también por Gerasimov et al. [20] fueron para obturadores en una dimensión
(1D) que se abren a velocidad in�nita. Recientemente los trabajos teóricos
y experimentales sobre efectos cuánticos dependientes del tiempo, para ob-
turadores en 3D que se abren a velocidad in�nita S. Godoy [21]-[22] y a
velocidad �nita han sido extensivamente reportados [23]. Estos últimos re-
portes de difracción a velocidad �nita, hechos por la escuela alemana con
Felber y Gähler a la cabeza, estudian la transmisión de neutrones monoener-
géticos lentos incidiendo sobre dos discos que tienen una pequeña abertura
angular y que giran a alta velocidad. Esto es, periódicamente abren y cierran
rápidamente el obturador (beam chopping). El problema es que nunca mi-
den la densidad de probabilidad; en vez de esto miden el ensanchamiento del
espectro de energía (transformada de Fourier) debido a las discontinuidades
del haz.

Debido a la velocidad in�nita supuesta en la solución de Moshinsky, es
claro que esta solución es inaceptable para describir cualquier experimento
real que involucre obturadores.

El objetivo fundamental de esta Tesis es describir una técnica matemáti-
ca (método de valores a la frontera), para resolver el problema cuántico de
obturadores que se abren con velocidad �nita.

En el primer capítulo se obtiene la solución a la ecuación de Schrödinger
dependiente del tiempo como un problema de valores a la frontera.

En el segundo capítulo veremos como se puede utilizar esta solución de
valores a la frontera para obtener soluciones a problemas de obturadores
cuánticos que se abren con velocidad �nita. Esta técnica tiene la ventaja de
incluir no solo la velocidad de apertura de los obturadores, sino también su
geometría y cinemática. El inconveniente de esta técnica es que la solución
es aproximada, pues para obtener la solución exacta se tiene aún el problema
previo de especi�car la condición exacta a la frontera dependiente del tiempo,
esto es la función de onda  0(S; t) sobre la super�cie frontera S, tal que
describa correctamente el movimiento del obturador. De alguna manera esta
función  0(S; t) depende en forma complicada del transitorio formado por
la onda incidente y de la onda dispersada. Desafortunadamente, ni siquiera
para las geometrías más simples de un obturador, se sabe cuál es el valor
exacto dependiente del tiempo de la función frontera  0.

En investigaciones sobre electrones, Pauli [24] propuso como remedio a
problemas de este tipo, aplicar la bien conocida aproximación de Kirchho¤
usada en Óptica [17], la cual de�ne la función frontera como el valor de la
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onda plana incidente (en la ausencia total de cualquier frontera) calculada
en la posición del obturador, multiplicada por una función de transmisión.
El problema con esta aproximación es que solamente es válida en estado
estacionario, donde el efecto transitorio de la superposición de la onda in-
cidente y la onda dispersada se ha relajado a valores despreciables. Es por
esto que el segundo objetivo de esta tesis es incluir como parte del trabajo de
esta investigación una nueva función frontera, la cual como veremos es sólo
una aproximación válida para obturadores que se abren a gran velocidad.

Por otra parte, las corrientes transitorias en sistemas nanoscópicos que
resultan de remover una pared frontera y el corte periódico de un haz mono-
energético de partículas para producir pulsos, son justamente algunos de los
casos particulares que pueden ser descritos con la teoría de transmisión de
ondas cuánticas pasando por obturadores que se abren a velocidad �nita. La
situación es que, en cada trabajo reportado hasta ahora en la literatura sobre
haces pulsados, únicamente la condición a la frontera de Kirchho¤ ha sido
utilizada para intentar explicar teóricamente los resultados experimentales
[19], [25]-[28].

Nos cuestionamos: ¿Para tiempos cortos, qué tan exacta es la aproxi-
mación de Kirchho¤?, ¿cuál es su rango de validez?, ¿podemos mejorar la
aproximación?

En el tercer capítulo demostraremos que la descripción de la función de
onda transmitida usando la condición a la frontera de Kirchho¤ puede ser
muy poco con�able para trabajos numéricos precisos, especialmente en el
régimen transitorio.

En el cuarto capítulo presentaremos la contribución más importante de
nuestro trabajo a la investigación. Demostraremos que es posible escribir
una nueva función frontera, diferente de la de Kirchho¤. Esta nueva fun-
ción frontera es también una aproximación, pero en fuerte contraste a la
aproximación de Kirchho¤ que no es válida para tiempos cortos, la nueva
función frontera que aquí encontramos sí es válida para tiempos cortos, y
en consecuencia sirve para describir correctamente los efectos de difracción
para obturadores que se abren rápidamente.

Dado que la función de onda transmitida en el problema del obturador
depende de las coordenadas y el tiempo, esperamos obtener patrones de
difracción tanto espaciales como temporales. En el quinto capítulo calculare-
mos, utilizando nuestra nueva función frontera, funciones de onda transmi-
tidas para distintos obturadores que se abren a velocidades mucho mayores
que la velocidad de propagación de la partícula. Para estudiar el caso de
difracción espacial, seleccionaremos primero dos modelos de obturador que
tengan una contraparte en Óptica, donde podamos comparar nuestros re-
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sultados de difracción espacial cuánticos contra los bien conocidos patrones
de difracción espaciales en Óptica. Hay dos resultados en Óptica que son
bien conocidos: Difracción por una orilla recta y difracción por una rendija.
Los patrones de difracción en Óptica son casos estacionarios; es por esto que
seleccionaremos obturadores cuánticos tales que la función de onda trans-
mitida, en el límite de tiempos largos, tenga una densidad de probabilidad
espacial que se pueda comparar con los patrones de difracción en Óptica.
Por otro lado, para comparar patrones de difracción temporal conocemos
sólo el caso exacto de la difracción de Moshinsky. Por tanto, para comparar
nuestros resultados de difracción temporal contra el de Moshinsky, seleccio-
naremos otro tipo de obturador que nos permita, para altas velocidades de
apertura, ver si nuestros resultados de difracción en el tiempo se asemejan
al patrón de Moshinsky.

Para concluir el presente trabajo, se incluyen las conclusiones sobre los
resultados obtenidos y los respectivos apéndices.
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Capítulo 1

Solución a la ecuación de
Schrödinger por el método
de valores a la frontera

1.1. Caso general

Consideremos la solución  (r; t) de la ecuación de Schrödinger depen-
diente del tiempo:

@ (r; t)

@t
� ir2 (r; t) = 0;  � }

2�
: (1.1)

La solución  no está de�nida en el espacio in�nito como comúnmente se
trabaja, sino en una región R delimitada por una super�cie cerrada S0.
Este problema de valores a la frontera tiene solución, como es bien sabido,
si especi�camos dos condiciones:

1. Condición inicial  (r0; 0) en todo punto interior de la región R, y

2. Valores a la frontera en todos los puntos r0 sobre la super�cie S0: de
la función de onda  (r0; t) (Dirichlet) o bien de la derivada normal
r (r0; t) � bn (Neumann), donde bn es un vector unitario normal hacia
afuera de la super�cie. Solo una de estas condiciones a la frontera se
elige, no ambas.

La solución de este problema se puede obtener por la técnica de la función
de Green G(r; t; r0; t0), de�nida como la solución de la ecuación:

@G

@t
� ir2G = �(r� r0)�(t� t0); (1.2)
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en el mismo dominio R de nuestro problema original. La función de Green
debe satisfacer las condiciones:

1. Condición inicial: G(r; t; r0; t0) = 0 para t < t0 (causalidad).

2. Condiciones a la frontera: la función de Green debe satisfacer en todos
los puntos r0 sobre la super�cie S0, el mismo tipo de condiciones a
la frontera que las del problema inicial (Dirichlet o Neumann) pero
homogéneas: G(r; t; r0; t0) = 0 (Dirichlet) o bienrG(r; t; r0; t0) �bn = 0
(Neumann).

Es bien conocido en la literatura que la solución a la ecuación de Schrödin-
ger en términos de la función de Green está dada por [35]-[37]:

 (r; t) =

Z
R
d3x0 G(r; t; r0; 0)  (r0; 0)

+i

Z t

0
dt0

I
S

[G(r; t; r0; t0)rr0 (r0; t0)

�  (r0; t0)rr0G(r; t; r0; t0)] � n dS0: (1.3)

En esta ecuación podemos ver la in�uencia sobre la solución  , en cada
punto de observación (r; t), de los dos términos de la solución: la primera
integral Z

R
d3x0 G(r; t; r0; 0)  (r0; 0); (1.4)

es el término que da la contribución de la función de onda inicial  (r0; 0),
donde la función de Green G(r; t; r0; 0) es simplemente el propagador de la
onda del punto (r0; 0) al punto de observación (r; t). La segunda integral es
de la forma Z t

0
dt0

I
S

[Grr0 �  rr0G] � n dS0; (1.5)

que es la contribución de las fronteras a la solución. Nótese que aquí debemos
escoger entre Dirichlet o Neumann pero no ambos. Además, las condiciones
a la frontera son dependientes del tiempo y sólo in�uyen a la solución para
t0 < t (causalidad).
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1.2. Función de Green para el semiespacio in�nito

En esta sección, obtendremos la función de Green G(r; t; r0; t0) necesaria
para resolver la ecuación de Schrödinger en el volumen semi-in�nito del
eje z positivo (z > 0). Como anticipación a nuestro problema de Física,
seleccionaremos explícitamente las condiciones de Dirichlet para la función
de Green. Por tanto, necesitamos resolver:

@G

@t
� ir2G = �(r� r0)�(t� t0); (1.6)

en la región z > 0, con condiciones causales: G(r; t; r0; t0) = 0 para t < t0,
y condiciones a la frontera G(r; t; r0; t0) = 0 sobre toda la super�cie que
incluye el plano z = 0 y una semiesfera de radio in�nito en la región de z
positivas (x2 + y2 + z2 = R2 !1; z � 0) Fig. (1.1).

Figura 1.1: Dominio para este problema de valores a la frontera.

Para una partícula libre, en coordenadas cartesianas, la función de Green
G es separable en tres funciones de Green unidimensionales [35]:

G(r; t; r0; t0) = g1(x; t;x0; t0)g2(y; t; y0; t0)g3(z; t; z0; t0): (1.7)

Dado que no hay condición a la frontera (ni potenciales) a lo largo de los
ejes x y y entonces, individualmente g1 y g2 son los propagadores libres en
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sus subespacios correspondientes:

g1(x; t;x0; t0) =
1p

4�i(t� t0)
exp(

i(x� x0)2
4(t� t0)

)�(t� t0); (1.8)

g2(y; t; y0; t0) =
1p

4�i(t� t0)
exp(

i(y � y0)2
4(t� t0)

)�(t� t0); (1.9)

donde �(t� t0) es la función escalón de Heaviside necesaria para satisfacer la
condición de causalidad. Podemos en la práctica prescindir de esta función �
puesto que la condición de causalidad ya está incluida en la Ec. (1.3), dado
que el rango de integración en t0 es 0 � t0 � t. Nótese que en la frontera
esférica, cuando x2 !1, g1 oscila in�nitamente rápido y su contribución a
la integral es nula; esto hace que la función g1 satisfaga las condiciones de
Dirichlet; en forma semejante para g2.

La función de Green g3, por otro lado, aunque sigue siendo un propagador
libre, debe satisfacer la condición a la frontera: g3 = 0 en z = 0. La función
g3 se puede obtener rápidamente por el método de imágenes [36], donde
tenemos una función delta en z = z0 y otra función delta negativa en z =
�z0:

g3 =
1p

4�i(t� t0)

�
exp

�
i(z � z0)2
4(t� t0)

�
� exp

�
i(z + z0)

2

4(t� t0)

��
: (1.10)

Sustituyendo estos resultados en la Ec. (1.3) junto con

rr0G(r; t; r0; t0) � (�bk) = �g1g2@g3@z0
; (1.11)

tenemos �nalmente la solución general de la ecuación de Schrödinger al
problema de Dirichlet en la región de zetas positivas:

 (r; t) =

Z
R
d3x0 G(r; t; r0; 0)  (r0; 0) (1.12)

+i

Z t

0
dt0

@g3
@z0

����
z0=0

+1ZZ
�1

dx0dy0 g1g2  0(x0; y0; z0 = 0; t0);

donde
@g3
@z0

����
z0=0

=
z exp

�
iz2=4(t� t0)

�
p
4� [i(t� t0)]3=2

; (1.13)
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hemos denotado con un subíndice 0 a la función en la frontera,  0(x0; y0; z0 =
0; t0), para distinguirla en nuestros comentarios de la solución  (r; t) válida
en todos los puntos interiores a la región R.

En el siguiente capítulo veremos como se puede utilizar esta solución de
valores a la frontera para resolver el problema del obturador en Mecánica
Cuántica.
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Capítulo 2

El problema del obturador
abriéndose con velocidad
�nita

Consideremos un obturador totalmente absorbente, localizado en el plano
z = 0, sobre el cual incide, por el lado izquierdo, una onda plana

 (r; t) = exp[i(pz � "t)=}]: (2.1)

Esta función de onda describe un haz continuo de partículas libres de energía
" = p2=2� que se mueven paralelamente al eje z. El obturador está cerrado
para todo tiempo negativo; súbitamente a t = 0 se empieza a abrir con
velocidad �nita v0, ver Fig. (2.1). Deseamos encontrar la función transmitida
a la derecha del obturador.

Moshinsky, para el caso de v0 in�nita, especí�camente seleccionó la
región de interés R0 = f0 < jr0j < 1g; esto es, todo el espacio in�nito.
En ese caso, las condiciones a la frontera (Dirichlet o Neumann) son des-
preciables, y en la solución al problema del obturador, con la selección de
Moshinsky, contribuye sólo el primer término de la Ec. (1.3); esto es, tenemos
un problema de condiciones iniciales:

 (r; t) =

Z
R0
d3x0 G(r; t; r0; 0)  (r0; 0); (2.2)

donde

 (r0; 0) =

�
exp[ipz0=}] z0 < 0
0 z0 � 0

: (2.3)
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Figura 2.1: Estado físico del obturador abriéndose con velocidad �nita.
Nótese las ondas entrantes y salientes.

La gran ventaja de esta selección de la región de interés R0, es que la in-
formación de la onda entrante se puede incluir; la desventaja es que, la
información del movimiento de apertura continuo del obturador no se puede
incluir en esta descripción de condiciones iniciales. Lo que deseamos es poder
incluir la información de la apertura con velocidad �nita de este obturador.
Con este �n, cambiamos la manera de resolver la ecuación de Schrödinger.
Pensamos que si incluimos las condiciones a la frontera podremos de alguna
manera incluir en esas condiciones el movimiento del obturador.

Como otra alternativa a la selección de Moshinsky, seleccionemos pues
la región de interés como el volumen a la derecha del obturador R = fr0 j
0 < z0g, ver Fig. (2.2). Para obtener la solución de la onda transmiti-
da a la derecha del obturador, consideramos la solución de la ecuación de
Schrödinger dependiente del tiempo como un problema de valores a la fron-
tera. Como ya vimos la solución particular, válida para la región R, está
dada por la Ec. (1.12):

 (r; t; v0) =

Z
R
d3x0 G(r; t; r0; 0)  (r0; 0) (2.4)

+i

Z t

0
dt0

@g3
@z0

����
z0=0

+1ZZ
�1

dx0dy0 g1g2  0(x0; y0; t0; v0):

Aquí la super�cie frontera S0 es el plano z = 0 junto con la semiesfera de
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Figura 2.2: Región que de�ne el problema de valores a la frontera para el
obturador cuántico.

radio in�nito que mencionamos en el capítulo previo.
Obviamente en esta región de interés R, dado que el obturador estaba

inicialmente cerrado, la condición inicial es  (r; 0) = 0, para toda z > 0.
Por otro lado, suponemos que la función frontera  0 sobre la semiesfera
in�nita es cero, dando la semiesfera una contribución nula a la solución.
Por tanto, la solución de la ecuación de Schrödinger contiene únicamente
contribuciones de valores a la frontera sobre el plano del obturador (z = 0).
Tenemos entonces, según la Ec. (2.4), que la solución al problema es:

 (r; t; v0) = +i

Z t

0
dt0

@g3
@z0

����
z0=0

+1ZZ
�1

dx0dy0 g1g2  0(x0; y0; t0; v0): (2.5)

Esta es la solución, como problema de valores a la frontera, para el obturador.
Como todo en la vida, algo se gana y algo se pierde. Para ser honesta

la principal desventaja de esta solución es que no conocemos el valor de
la función frontera  0(x0; y0; t0; v0). Conocer  0 como función del tiempo
es crítico en esta forma de la solución. Sin embargo no sabemos para el
problema del obturador cuál es la forma exacta de esta función. Podemos
inferir en base a experiencia previa en teoría de dispersión que la función  0
es la superposición de la onda incidente y la onda dispersada [10]. Esta onda
dispersada es a su vez fuertemente dependiente de la geometría y velocidad
de apertura del obturador. Conocer esta función exactamente implicaría
conocer la solución exacta del problema de dispersión dependiente del tiempo
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para el problema del obturador. Como nadie sabe cuál es esta solución,
necesitamos recurrir a una aproximación.
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Capítulo 3

La aproximación de
Kirchho¤

En la solución de la ecuación de Schrödinger en términos de valores a la
frontera, en el semiespacio de zetas positivas tenemos:

 (r; t; v0) = i

Z t

0
dt0

@g3
@z0

����
z0=0

+1ZZ
�1

dx0dy0g1g2 0(x0; y0; t0; v0): (3.1)

Aunque la Ec. (3.1) es una representación exacta, tenemos el problema
urgente de especi�car la condición a la frontera  0 tal que describa correc-
tamente el problema del obturador. De alguna manera esta función depende
de la onda que incide por la izquierda y de la geometría del obturador. De-
safortunadamente nadie sabe cuál es el valor exacto de la función frontera
 0. Es por esto que recurrimos a una aproximación. En investigaciones so-
bre electrones, Pauli [24] propuso como remedio a problemas de este tipo,
aplicar la bien conocida aproximación de Kirchho¤ usada en Óptica [17].

La aproximación de Kirchho¤ de�ne la función frontera  0 como el va-
lor de la onda plana incidente ei(pz�"t)=} (en la ausencia total de cualquier
frontera) calculada en la posición del obturador en z = 0, multiplicada por
una función de transmisión T . Esto es, por de�nición la aproximación de
Kirchho¤ se escribe:

 0(x0; y0; t0; v0) � e�i"t0=}T (x0; y0; t0; v0): (3.2)

La función de transmisión T es una función dependiente de t para el obtu-
rador que se abre con velocidad �nita v0, de�nida por T = 1 en la región
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(x0; y0) donde el obturador está abierto, y T = 0 en la región donde el
obturador está cerrado (T describe una máscara que cambia en el tiempo).

En Óptica es bien sabido que la condición a la frontera de Kirchho¤ [17],
es válida sólo en el límite de longitudes de onda cortas comparadas con las
dimensiones de la abertura difractante. Por consiguiente, esperamos que en
Mecánica Cuántica la aproximación de Kirchho¤ no pueda dar resultados
precisos en el régimen transitorio, porque para tiempos cortos el obturador
está en el proceso inicial de apertura y la abertura puede ser tan pequeña
como se quiera.

La situación, sin embargo, es que en cada trabajo reportado hasta ahora
en la literatura sobre haces transmitidos en forma periódica, únicamente la
condición a la frontera de Kirchho¤ ha sido utilizada para intentar explicar
teóricamente los resultados experimentales [19], [25]-[28]. La validez de la
aproximación de Kirchho¤ es dudosa para explicar los resultados de pulsos
periódicos muy rápidos [28]. Creemos que todo esto ocurre porque no hay
otra elección para la condición a la frontera en la literatura.

Para la condición a la frontera de Kirchho¤ surgen varias preguntas.
¿Para tiempos cortos, qué tan exacta es la aproximación de Kirchho¤?,
¿cuál es su rango de validez?, ¿podemos mejorar la aproximación?

Responderemos a estas interrogantes en los siguientes capítulos.

3.1. Comparando la aproximación de Kirchho¤con
un caso exacto

Con el objeto de comparar qué tan exacta es la aproximación de Kir-
chho¤ resolvamos, usando esta función frontera, un problema donde conoce-
mos la solución exacta. El único problema de obturador del cual conocemos
la solución exacta es el problema de Moshinsky mencionado en la Intro-
ducción. Derivemos pues, utilizando la aproximación de Kirchho¤, la onda
transmitida para un obturador abriéndose a velocidad in�nita.

Para este problema la función de transmisión del obturador es:

T =

�
1 t0 � 0, para todo (x0; y0)
0 t0 < 0:

(3.3)

La representación integral para la función de onda transmitida en este pro-
blema, denotada por K(r; t) (para diferenciarla de la solución exacta de
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Moshinsnky M(r; t)) es, según las Ecs. (3.1), (3.2) y (3.3):

K(r; t) = i

Z t

0
dt0e

�i"t0=} @g3
@z0

����
z0=0

+1ZZ
�1

dx0dy0 1 g1g2: (3.4)

Las integrales en x0, y0 son inmediatas. Utilizando el hecho de que cada uno
de los propagadores g1 y g2 es una función gaussiana normalizada, tenemos

+1Z
�1

g1dx0 =

+1Z
�1

g2dy0 = 1; (3.5)

lo cual implica que K es una función sólo de z, independiente de x, y; el
problema es invariante ante rotaciones alrededor del eje z y traslaciones en
el plano xy. Por lo tanto tenemos para K una última integral en t0

K(z; t) = i

Z t

0
dt0 exp(�i"t0=})

z exp
�
iz2=4(t� t0)

�
p
4� [i(t� t0)]3=2

: (3.6)

Esta integral se mira impresionante, sin embargo como es una convolución,
pudimos resolverla en forma analítica exacta utilizando técnicas de transfor-
madas de Laplace. El método de integración está mostrado en el Apéndice
A y el resultado exacto está dado por la Ec. (A.14):

K(z; t; p) =
ei(pz�"t)=}p

2i

(r
i

2
+ F

�r
�

�}t
(pt=�� z)

�)
+

+
ei(�pz�"t)=}p

2i

(r
i

2
+ F

�r
�

�}t
(�pt=�� z)

�)
= M(z; t; p) +M(z; t;�p): (3.7)

Este resultado matemáticamente exacto muestra, como era de esperarse,
que la función K no reproduce la solución exacta M(z; t; p). La predicción
errónea en la función de onda K es evidentemente la contribución aditiva
de

M(z; t;�p) � ei(�pz�"t)=}p
2i

(r
i

2
+ F

�r
�

�}t
(�pt=�� z)

�)
; (3.8)

que representa, para puntos a la derecha del obturador z > 0, un paquete
de onda viajando a la izquierda; un resultado físicamente inaceptable.
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Sin embargo, como demostramos a continuación, el error M(z; t;�p)
es, en algunas circunstancias, despreciable. En efecto, escribiendo en for-
ma adimensional el argumento de la función de Fresnel F que aparece en
M(z; t;�p):

�(z; t;�p) �
r

�

�}t
(�pt=�� z) = �(2

p
T +

Zp
T
); (3.9)

donde Z � z=� y T � t�, con � � 2�~=p y � = "=2�~, son la longitud
de onda y la frecuencia de la partícula respectivamente. Es evidente que
�(z; t;�p) es un número negativo que puede ser muy grande para puntos de
observación (Z,T ) en cualquiera de las regiones:

a) Z arbitraria y T grande (T � 1), o bien
b) Z grande y T pequeña, de manera que Z �

p
T .

Para cualquier punto que se encuentre en dichos rangos j�(z; t;�p)j � 1
y podemos desarrollar la funciónM(z; t;�p) en una expansión asintótica en
la variable � [38]:

M(z; t;�p) =
ei(�pz�"t)=}p

2i

(r
i

2
�
r
i

2
� i

��
ei��

2=2 + :::

)

� �e
i(�pz�"t)=}
p
2i

i

��
ei��

2=2; (3.10)

la cual es despreciable.
En consecuencia, para puntos de observación (Z,T ) en las regiones men-

cionadas tenemos que

l��m
j�j�1

K(z; t; p)!M(z; t; p): (3.11)

Esto lo podemos constatar en la Fig. (3.1) donde grá�camos como función
de tiempos pequeños y para valores �jos de Z = 3 y Z = 25 los valores
simultáneos de jK(Z; T )j2 y jM(Z; T )j2.

En el caso contrario, para puntos (Z,T ) en el rango de las condiciones
T � 1 y Z �

p
T , ocurre que j�(z; t;�p)j < 1. Podemos entonces hacer una

expansión en serie de Taylor de M(z; t;�p) alrededor del origen:

M(z; t;�p) ' 1p
2i
ei(�pz�"t)=}

(r
i

2
+ �+

i�

6
�3 + :::

)
: (3.12)

Esto demuestra que para valores muy chicos de j�j, M(z; t;�p) es una fun-
ción compleja de módulo 1=2. La adición de esta función y su interferencia,
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Figura 3.1: Se grá�can como función del tiempo y para valores �jos de z=� =
3, 25 los valores simultáneos de jK(Z; T )j2 y jM(Z; T )j2.

no es despreciable para una M(z; t; +p) que oscila entre los valores 0.7 y
1.4. Lo anterior lo podemos constatar al ver la Fig. (3.2) donde gra�camos
como función del tiempo T y para un valor �jo de Z = 0.2, los valores si-
multáneos y exactos de jK(Z; T )j2 y jM(Z; T )j2. En este caso constatamos
que la descripción de la función de onda transmitida usando la condición a
la frontera de Kirchho¤ no es con�able en el régimen transitorio.

3.2. Tiempo de relajación longitudinal

Nuestra teoría no estará completa hasta que de�namos para el proceso de
difracción en el tiempo, el concepto de régimen transitorio. Entendemos por
régimen transitorio esencialmente el régimen temporal donde el sistema está
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Figura 3.2: Se grá�can como función del tiempo y para un valor �jo de z=� =
0.2, los valores simultáneos de jK(Z; T )j2 y jM(Z; T )j2.

cambiando en el tiempo (mayormente donde existen oscilaciones), en con-
traposición al régimen estacionario donde ya no hay cambios (oscilaciones)
y que sólo ocurre a t!1.

De la Fig. (3.3) vemos que las oscilaciones de jM(�)j2 ocurren alrededor
del valor estacionario jM j2 = 1, son amortiguadas y su amplitud relativa,
medida desde el valor estacionario, decrece asintóticamente en el tiempo.
Por tanto, esperamos que a partir de un cierto tiempo �L, que llamaremos
tiempo de relajación longitudinal, las amplitudes relativas de las oscilaciones
sean tan pequeñas que serán prácticamente indetectables (esto depende del
aparato de medida).

De�namos �L como el tiempo posterior al cual, las amplitudes relativas
de las oscilaciones en la funcion jM(�)j2, decaigan a un valor �jo arbitrario
menor que su valor en el primer máximo. En la Fig. (3.3) tenemos la grá�ca
jM(�)j2 donde

� (z; t; p) �
r

�

�}t

�
p

�
t� z

�
: (3.13)

De esta �gura observamos que la amplitud relativa de la primera oscilación
es A = 0.38. Podemos ahora de�nir �L como el intervalo de tiempo posterior
al cual las amplitudes relativas han decaído a una magnitud inferior a un
valor arbitrario, digamos A=n, donde n es un número entero mayor que
uno. Este valor de n hay que seleccionarlo de tal manera que después del
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Figura 3.3: Las oscilaciones de jM(�)j2 ocurren alrededor del valor esta-
cionario jM j2 = 1. Después del intervalo de tiempo �L las amplitudes rela-
tivas han decaído a una magnitud inferior a un valor arbitrario A=n:

tiempo �L las amplitudes relativas de las oscilaciones sean prácticamente
imperceptibles para el aparato de medida.

Como ejemplo numérico tomemos n = 5, lo cual implica que buscamos
un intervalo 0 < t < �L tal que para tiempos posteriores a él, las amplitudes
relativas de las oscilaciones de jM(�)j2 decaigan a un valor inferior a A=5 =
0.07. En realidad cualquier otra selección de n trabaja igualmente bien. De
la Fig. (3.3), observamos que a partir del valor �1(n = 5) = 6.6 todas las
amplitudes son menores que A=5. Por otro lado, de acuerdo a la Ec. (3.13)
para el valor de �1(n) corresponde un único tiempo de relajación �L (para
n arbitraria) dado por

�L(z; �1(n)) =
�z

p
+
�~�
2p2

�21(1 +

s
4pz

�~�21
+ 1): (3.14)

Es evidente que este tiempo de relajación �L es una suma de dos con-
tribuciones que dependen de la posición z:

I) El tiempo clásico de desplazamiento, desde el origen hasta el punto
de observación z, del frente de onda viajando a la velocidad v = p=� es la
primera contribución:

�z=p = z=v: (3.15)
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II) Una segunda contribución cuántica (depende de ~)

�~�
2p2

�21(1 +

s
4pz

�~�21
+ 1); (3.16)

la cual corresponde al intervalo temporal z=v < t < �L, que es aproximada-
mente el intervalo de las oscilaciones cuánticas.

Es claro que escogiendo z su�cientemente grande podemos hacer el tiem-
po de relajación �L(z; �1(n)) tan grande como se quiera.

En el problema de Moshinsky encontramos numéricamente que para neu-
trones fríos (v = 116 m=s)[18]

z z=v
�~��21
2p2

(1 +
q

4pz
�~�21

+ 1) �L(z; �1(n))

3� 8.8 �10�11s 7.2 �10�10s 8.1 �10�10s
1m 8.6 �10�3s 2.3 �10�6s 8.6 �10�3s

(3.17)

Por tanto, para el problema de Moshinsky, en el punto de observación
z = 3�, el régimen transitorio es del orden de � 10�9s; y para un punto de
observación lejano z = 1 m tenemos �L � 10�2s. Esto muestra claramente
que el tiempo transitorio es función de la posición del observador y resulta
tan grande como queramos.

Por otro lado, para encontrar el tiempo de relajación de jK(Z; T )j2
tomamos la misma de�nición que usamos para jM j2. Esto es, tomamos la
misma amplitud relativa A de jM(�)j2 como valor de referencia, y consi-
deramos el mismo rango 1 � A=5 de la función jM(�)j2 para comparar la
función jK(Z; T )j2. Dado que las amplitudes de jK(Z; T )j2 son menores que
las de jM(Z; T )j2, esperamos encontrar un tiempo de relajación menor. Efec-
tivamente, para la misma velocidad (v = 116 m=s) y punto de observación
Z = 3, de la Fig. (3.4) encontramos que la primera oscilación alrededor del
valor estacionario de jK(Z; T )j2 menor que el valor de A=5 nos da un tiempo
de relajación asociado a K de �L(K) = 2.89 �10�10s que es casi 3 veces más
pequeña que el correspondiente tiempo de relajación para jM j2. Esto mues-
tra numéricamente que la función jK(Z; T )j2 llega al estado estacionario
más rápidamente que la función exacta jM(Z; T )j2. Por tanto, la función a
la frontera de Kirchho¤ da resultados que no son numéricamente precisos en
el régimen de tiempos muy pequeños, t < �L. Para puntos de observación
lejanos, z � �, de la Fig. (3.1) se ve que ambas funciones frontera generan
el mismo tiempo de relajación.
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Figura 3.4: La función jK(3; T )j2 llega al estado estacionario más rápida-
mente que la función exacta jM(3; T )j2.
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Capítulo 4

Una nueva condición a la
frontera

En este capítulo presentamos la contribución más importante de nuestro
trabajo de investigación. Demostraremos que es posible escribir una nueva
función frontera diferente de la de Kirchho¤. Esta nueva función frontera es
también una aproximación, exacta solamente para obturadores que se abren
a velocidad in�nita. En fuerte contraste a la función frontera de Kirchho¤,
que no es válida para tiempos cortos, la nueva función frontera que aquí
encontraremos sí es válida para tiempos cortos, y en consecuencia sirve para
describir correctamente los efectos de difracción para obturadores que se
abren rápidamente y en puntos de observación cercanos.

4.1. Una condición a la frontera exacta

La primera interrogante que surge en la Ec. (3.1) es: ¿es posible escribir
la condición a la frontera exacta  0 para cualquier obturador? Para un ob-
turador de geometría y velocidad arbitraria, nadie sabe cuál es esta función.
Sin embargo, para el problema del obturador de Moshinsky la respuesta
es obviamente que sí podemos conocer, a posteriori, la función a la fron-
tera exacta de ese problema particular. Efectivamente, en el problema de
Moshinsky conocemos la solución exacta  (z; t) = M(z; t), válida en todos
los puntos de la región in�nita del espacio �1 < z <1 y para toda t > 0.
Es entonces evidente que para la región semi-in�nita 0 � z < 1, tenemos
la función  0(z = 0; t) =M(0; t) en la frontera z = 0.

Esta a�rmación la podemos demostrar matemáticamente de la siguiente
manera. La función frontera exacta  0(t0) para el problema de Moshinsky,
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puede ser derivada matemáticamente si suponemos conocida, en la solución
para problemas de valores a la frontera Ec. (3.1), la función transmitida
 (r; t) =M(z; t). Como resultado, obtenemos una ecuación integral para la
función frontera  0 que deseamos encontrar:

M(z; t) = i

Z t

0
dt0

@g3
@z0

����
z0=0

+1ZZ
�1

dx0dy0g1g2 0(x0; y0; t0): (4.1)

La solución de esta ecuación integral está dada en el Apéndice B, donde
encontramos que efectivamente la función frontera exacta es según la Ec.
(B.9):

 0(t0) =
exp(�i"t0=})p

2i

(r
i

2
+ F

"r
2"t0
�}

#)
: (4.2)

Identi�camos inmediatamente a nuestra función frontera  0(t0) con la fun-
ción M(z; t) evaluada en t = t0 y z = 0 dada por la Ec. (2)

 0(t0) = M(0; t0) =
exp(�i"t0=})p

2i

(r
i

2
+ F

"r
2"t0
�}

#)

= K(0; t0)

(r
i

2
+ F

"r
2"t0
�}

#)
=
p
2i: (4.3)

Lo cual corresponde al producto de la conocida condición a la frontera de
Kirchho¤, K(0; t0) � exp(�i"t0=})(T = 1), por una nueva amplitud depen-
diente del tiempo �p

i=2 + F [
p
2"t0=�}]

�
=
p
2i: (4.4)

Esto con�rma que nuestras ecuaciones de condiciones a la frontera son co-
rrectas.

Con este resultado exacto comprendemos por qué es físicamente incorrec-
ta la condición a la frontera de Kirchho¤. De acuerdo con la derivación
de M(z; t), para todo t < 0 en la región a la izquierda del obturador
�1 < z � 0, teníamos solamente una onda plana incidente sobre la fron-
tera. Sin embargo, después de que el obturador es repentinamente removido
a t = 0, para todo tiempo positivo, no importa que tan corto sea, para la
región in�nita �1 < z < 1, la onda plana incidente es instantáneamente
transformada en M(z; t). Esto signi�ca que por el simple acto de remover la
"pared frontera" se generan simultáneamente una onda transmitida y una
onda re�ejada, ambas viajando a velocidad in�nita [10] (esto es debido al
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carácter no relativista de la ecuación de Schrödinger). Consecuentemente,
para z < 0 y t > 0, la onda plana incidente eikz inter�ere con la onda re�e-
jada, transformandose en M(z; t). Entonces, no es la onda plana incidente
eikz, como lo propone la función de Kirchho¤, sino la nueva onda superpues-
ta M(z; t) la que arriba continuamente para tiempos positivos a la frontera.
El valor de esta onda con interferencia en z = 0, da la correcta condición a la
frontera  0(t) =M(0; t). Observamos, sin embargo, que la onda re�ejada es
transitoria, y para tiempos largos llega a ser despreciable. Por consiguiente,
el uso de la condición a la frontera de Kirchho¤ es equivalente a despreciar
el efecto transitorio de la onda re�ejada, lo cual para tiempos cortos es una
suposición equivocada.

4.1.1. Tiempo de relajación transversal

La densidad de probabilidad de la función frontera jM(0; t)j2 es una fun-
ción del tiempo. Si la grá�camos obtenemos una grá�ca muy semejante a la
función jM(z; t)j2. Por tanto jM(0; t)j2 en semejanza a la función jM(z; t)j2,
oscila alrededor de su valor estacionario jM(0; t!1)j2 = 1 con amplitudes
que decaen asintóticamente a cero. jM(0; t)j2 posee por tanto su propio tiem-
po de relajación. El tiempo de relajación (transversal) de jM(0; t)j2 se puede
obtener de la misma expresión ya obtenida para el tiempo de relajación lon-
gitudinal de jM(z; t)j2 dado por

�L(z; �1) =
�z

p
+
�~�
2p2

�21(1 +

s
4pz

�~�21
+ 1); (4.5)

pero evaluado en z = 0.
Denotando el tiempo de relajación transversal de jM(0; t)j2 por �M (�) y

de�niéndolo por

�M (�) � �L(z = 0; �) =
�~�
p2

�2; (4.6)

es claro que este nuevo tiempo de relajación �M es solamente una función
de la cinemática del obturador, y evidentemente independiente de la coor-
denada z del punto de observación. Para el caso de neutrones fríos (v = 116
m=s) y con z = 0 y la misma �1(n = 5) = 6.6, obtenemos

�M (�1) =
�~�
p2

�21 = 6.4 � 10�10s: (4.7)

Este resultado implica que para tiempos mayores que 10�9s la función
frontera exacta M(0; t) ya decayó a la función frontera de Kirchho¤K(0; t).
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Por otro lado, el tiempo de relajación longitudinal de la onda transmitida
de Moshinsky �L(z; �1) es una función monótona creciente del punto de
observación z, ver tabla adjunta.

z z=v
�~��21
2p2

(1 +
q

4pz
�~�21

+ 1) �L(z; �1)

0 0 6.4 �10�10s 6� 10�10s
� 3� 10�11s 6.7 �10�10s 7� 10�10s
30� 9� 10�10s 1.1 �10�9s 2� 10�9s
1m 8.6 �10�3s 2.3 �10�6s 9� 10�3s

(4.8)

De esta tabla, válida únicamente para neutrones fríos, vemos que para pun-
tos de observación z � 30� tenemos tiempos de relajación para la onda
transmitida �L(z; �1) � �M (�1).

Por tanto llegamos a la conclusión que en el problema de Moshinsky, para
neutrones fríos, para cualquier observador colocado en z � 30�, la función
transmitida, calculada utilizando la fórmula de valores a la frontera

 (r; t) = i

tZ
0

dt0
@g3
@z0

����
z0=0

+1ZZ
�1

dx0dy0g1g2 0(x0; y0; t0); (4.9)

se puede evaluar con excelente aproximación utilizando, en vez de la función
frontera exacta M(0; t), la función frontera de Kirchho¤

 0(t) = K(0; t)(T = 1) � e�i"t=}(T = 1): (4.10)

Esta es la explicación del por qué, nuestras grá�cas de la densidad de la
onda transmitida usando la función frontera de Kirchho¤, que de antemano
sabíamos que era una aproximación, resultan en grá�cas que son sorpren-
dentemente semejantes a la función de Moshinsky ver Fig.(3.1).

Conjetura: Podemos conjeturar que para obturadores que se abren a
alta velocidad, la función frontera exacta, que es desconocida, tendrá un
tiempo de relajación transversal �M del mismo orden de magnitud que el
tiempo de relajación del problema de Moshinsky � 10�9s. Por tanto, para
estos obturadores rápidos, la función frontera de Kirchho¤ podrá utilizarse
con gran exactitud, a condición de que el punto de observación sea su�cien-
temente grande (digamos para estar seguros z > 100�), para que el tiempo
de relajación longitudinal de la densidad transmitida sea mucho mayor que
el tiempo de relajación transversal de la función frontera exacta.
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Todo lo anterior, basado en métodos de tiempos de relajación, se puede
volver a considerar algebraicamente con el estudio asintótico de la función
frontera de Moshinsky. Consideremos para la función compleja de Fresnel
su comportamiento asintótico [38],

F(z) �
r
i

2
� i

�z
ei�z

2=2 � 1

�2z3
ei�z

2=2 + ::::(z !1): (4.11)

Obtenemos que, para tiempos largos, la amplitud de la función frontera
M(0; t), Ec. (4.4), se puede expresar como�p

i=2 + F [
p
2"t=�}]

�
=
p
2i �

 
1�

r
i~
4�t"

ei"t=~ +

� 1

4

r
~3

i�t3"3
ei"t=~ + :::

!
; (4.12)

por lo que la expresión asintótica para la función frontera M(0; t), dada por
la Ec. (4.3), está dada por

M(0; t) � K(0; t)

 
1�

r
i~
4�t"

ei"t=~ + :::

!
(4.13)

� K(0; t): (4.14)

De aquí deducimos que en el límite de tiempos largos, digamos,r
~
4�t"

< 10�2 (4.15)

la función fronteraM(0; t) es totalmente equivalente a la condición de Kirch-
ho¤. Ejemplo: para neutrones fríos (v = 116m=s) se necesita t > 104~=4�" �
10�9s para que la condición a la frontera M(0; t) relaje a la condición a
la frontera de Kircho¤ K(0; t). Nótese que con esta técnica algebraica ob-
tenemos un tiempo de relajación que tiene el mismo orden de magnitud
obtenido con el método grá�co, esto es, t > 10�9 para el tiempo de rela-
jación �M .

En resumen, podemos proponer como una alternativa a la función fron-
tera de Kirchho¤ la nueva función frontera de�nida por

 0(x0; y0; t0; v0) � M(0; t0)T (x0; y0; t0; v0)

=
exp(�i"t0=})p

2i

"r
i

2
+ F [

p
2"t0=�}]

#
T (x0; y0; t0; v0):

(4.16)
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Esta función frontera es nueva en la literatura; nunca antes se había pro-
puesto; queremos utilizarla para encontrar la onda transmitida a la derecha
de un obturador que se abre con velocidad constante.

Nótese sin embargo que nuestra función propuesta es exacta únicamente
para el obturador abriéndose a velocidad in�nita. Si la usamos para un
obturador abriéndose a velocidad �nita, debemos entender que esta función
frontera será una aproximación válida para obturadores que se abren con
velocidad v0 muy grande comparada con la velocidad de la partícula: v0
� p=m. Esto nos dará soluciones que di�eran de las obtenidas con la apro-
ximación de Kirchho¤, pero nuestra solución debe ser mejor en el régimen
de tiempos cortos, donde la aproximación de Kirchho¤ es incorrecta.

En el siguiente capítulo calcularemos, utilizando nuestra nueva función
frontera, funciones de onda transmitidas para distintos obturadores que se
abren a gran velocidad �nita.
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Capítulo 5

Ejemplos de obturadores
abriéndose con velocidad
�nita

La función de onda  (r; t) depende de las coordenadas y el tiempo [29]-
[34]. Por tanto, esperamos obtener patrones de difracción tanto espaciales
como temporales. Para el caso espacial, seleccionaremos primero modelos de
obturador que tengan una contraparte en Óptica, donde podamos comparar
nuestros resultados de difracción espacial cuánticos contra los bien conocidos
patrones espaciales de difracción en Óptica. Hay dos resultados en Óptica
que son bien conocidos: Difracción por una orilla recta y difracción por una
rendija. Los patrones de difracción en Óptica son casos estacionarios; es
por esto que seleccionaremos obturadores cuánticos tales que la función de
onda transmitida, en el límite de tiempos largos, tenga una densidad de
probabilidad espacial que esperamos se asemeje a los patrones de difracción
en Óptica.

Patrones de difracción temporal, para obturadores que se abren con ve-
locidad �nita, no se conoce ninguno que sea exacto; por lo tanto no nos
es posible comparar nuestros resultados contra nada conocido que sea con-
�able. Es por esto, que para comparar patrones de difracción temporal te-
nemos sólo el caso exacto de la difracción de Moshinsky que es de velocidad
in�nita. Por tanto, para comparar nuestros resultados temporales contra
los de Moshinsky, seleccionaremos otro tipo de obturador que nos permita,
para altas velocidades de apertura, ver si nuestros resultados de difracción
en el tiempo se asemejan al patrón de Moshinsky. Esto por supuesto no
comprueba nada sobre la exactitud de la aproximación de mantener como
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función frontera a la funciónM(0; t). En caso de obtener una semejanza con
el resultado de Moshinsky, esto sólo prueba que nuestra álgebra no tiene e-
rrores. Pero ciertamente no demuestra que nuestra aproximación de función
frontera sea adecuada para toda t y r.

Para una investigación posterior proponemos llevar acabo un cálculo
numérico de la ecuación diferencial de Schödinger para velocidades �nitas.
Esperamos que este cálculo con�rme de alguna manera nuestros resultados
aproximados expresados en esta tesis.

5.1. Patrones de difracción espacial

Consideremos en esta sección obturadores tales que las funciones trans-
mitidas, en el límite de tiempos largos, den resultados que se puedan com-
parar con los patrones de difracción ópticos. En caso de obtener una concor-
dancia, es una fuerte sugerencia de que efectivamente, para tiempos largos,
la condición a la frontera exacta para velocidades �nitas o in�nitas es irre-
levante. Creemos que todas las condiciones a la frontera exactas, adecuadas
para obturadores que se abren a velocidad �nita o in�nita, tienen tiempos
de relajación tales que después de ese tiempo la función frontera decae en la
función de Kirchho¤. Dado que es la función de Kirchho¤ la que se usa en
Óptica, tener una concordancia es sugerencia de la bondad de esta conjetura.

5.1.1. Difracción en una orilla recta in�nita

En completa semejanza con el problema de Moshinsky, consideremos el
caso de una onda plana exp[i(pz� "t)=}] incidiendo en la dirección del eje z
sobre un obturador totalmente absorbente, cerrado para t � 0, localizado en
el plano z = 0. Supongamos que el obturador está compuesto por dos hojas
planas in�nitas, separadas por el eje y. Al tiempo t = 0 la hoja superior se
empieza a abrir sin detenerse desde x = 0, con velocidad de apertura �nita
v0 a lo largo del eje x. La hoja inferior permanece estática, de�niendo una
orilla recta in�nita en el eje y, ver Fig. (5.1).

La función de onda transmitida a la zona positiva del eje z, está dada
exactamente por la Ec. (2.5)

 (r; t ; v0) = i

Z t

0
dt0

@g3
@z0

����
z0=0

+1ZZ
�1

dx0dy0 g1g2  0(x0; y0; t0; v0): (5.1)

donde  � }=2�, y la función frontera  0 es aproximada ahora por nuestra
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Figura 5.1: Obturador de dos hojas planas, al tiempo t = 0 la hoja supe-
rior comienza a moverse sin detenerse en la dirección positiva del eje x a
velocidad �nita v0.

nueva función Ec. (4.16):

 0(x0; y0; t0; v0) ' M(z = 0; t0)T (x0; y0; t0; v0)

=
exp(�i"t0=})p

2i

"r
i

2
+ F [

p
2"t0=�}]

#
T:

(5.2)

Esta condición frontera es válida solamente para obturadores que se abren
a alta velocidad, v0 � p=�. La función de transmisión T describe la ci-
nemática del obturador. Debe simular, en este caso, un obturador plano con
una hoja móvil semi-in�nita (�1 � y � 1; 0 < x < 1) abriéndose sin
detenerse, desde x = 0, con velocidad de apertura �nita v0 a lo largo del eje
x positivo. La parte inferior del obturador permanece cerrada. La función
de transmisión T se puede escribir entonces como:

T (x0; y0; t0 ; v0) �
�
1 0 � x0 � v0t0; �1 < y0 <1;
0 cualquier otra x0 �1 < y0 <1:

(5.3)

Las funciones de Green g1, g2 y g3 para cualquier condición a la frontera
en el plano z = 0, como ya se dijo en el capítulo 1, están dadas por las Ecs.
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(1.8), (1.9), (1.10) y (1.13):

g1(x; t;x0; t0) =
1p

4�i(t� t0)
exp[

i(x� x0)2
4(t� t0)

]; (5.4)

g2(y; t; y0; t0) =
1p

4�i(t� t0)
exp[

i(y � y0)2
4(t� t0)

]; (5.5)

@g3
@z0

����
z0=0

=
z exp

�
iz2=4(t� t0)

�
p
4� [i(t� t0)]3=2

: (5.6)

Sustituyendo las Ecs. (5.2), (5.3), (5.4), (5.5), (5.6) en la Ec. (5.1) tenemos
la solución aproximada para  (r; t) al problema de este obturador.

Como se ve de inmediato, la integral en y0 es inmediata:

+1Z
�1

g2dy0 = 1; (5.7)

por lo cual

 (r; t; v0) =
ip
2i

Z t

0
dt0

@g3
@z0

����
z0=0

e�i"t0=}

"r
i

2
+ F [

r
2"t0
�~

]

# v0t0Z
0

dx0 g1:

(5.8)
El valor de la integral en x0 se puede obtener en forma exacta por

métodos elementales, Ec. (C.9):

I �
v0t0Z
0

dx0 g1(x; t;x0; t0)

=
1p
2i

(
F [ v0t0 � xp

2�(t� t0)
] + F [ 0 + xp

2�(t� t0)
]

)
: (5.9)

Sustituyendo esta integral en la Ec. (5.8) tenemos una última integral en la
variable t0.

 (r; t; v0) =


2

Z t

0

zeiz
2=4(t�t0)e�i"t0=}

p
4� [i(t� t0)]3=2

"r
i

2
+ F [

r
2"t0
�}

]

#

�
(
F [ v0t0 � xp

2�(t� t0)
]�F [ 0 + xp

2�(t� t0)
]

)
dt0: (5.10)
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Esta integral luce impresionante; sin embargo, con un cambio de variable:

� � z2

4(t� t0)
; (5.11)

obtenemos una expresión que muestra que la función  (r; t) es un paquete
de ondas moviéndose a la derecha,

 (x; z; t; v0) = A(x; z; t; v0) exp[i(pz � "t)=}]; (5.12)

con una amplitud A dada por el factor:

A(x; z; t; v0) � 1

2�1=2i3=2

Z 1

z2=4t
d�

1p
�
exp

"
i

�
kz

2

�2
(
1p
�
� 2

kz

p
�)2

#

�
(r

i

2
+ F [

s
2"

�}
(t� �z2

2}�
)]

)

�
(
F [
r
2

�
((v0t� x)

p
�

z
� v0�

2}
zp
�
)] + F [

r
2

�

x

z

p
�]

)
:

(5.13)

Como puede verse, la expresión para la amplitud está dada por una integral
muy complicada. No es posible hacer esta integral en forma analítica, por
lo que tenemos dos opciones: 1) realizarla en forma numérica, o bien, 2)
obtener una expresión analítica aproximada de la integral.

Elegimos la segunda opción. Para esto, observemos que en el integrando
tenemos un término oscilante:

exp i(
p
� � kz

2

1p
�
)2: (5.14)

Para valores macroscópicos del punto de observación (z � �), el factor
kz=2 = �z=� >> 1. Por lo tanto, como sugieren las rápidas oscilaciones
de la función cos[(

p
� � kz=2

p
�)2], ver Fig. (5.2), nos damos cuenta inme-

diatamente que las contribuciones del integrando a la integral de amplitud
en la Ec. (5.13), van a ser cero en todo el rango de valores de

p
�, excepto

en la pequeña vecindad donde la fase (
p
� � kz=2

p
�) es estacionaria. Esta

observación justi�ca aproximar nuestra integral por el método asintótico de
fase estacionaria [41]-[42].

De acuerdo con el método de fase estacionaria, si tenemos una integral
de la forma:

I =

Z b

a
ei�f(x)g(x)dx; �� 1; (5.15)
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Figura 5.2: Oscilación del factor Cos[(
p
� � pz=2~

p
�)2], con pz=2~ � 100.

entonces buscamos puntos estacionarios x0, de�nidos por f 0(x0) = 0, a lo
largo del intervalo (a; b). En cada punto estacionario x0, tendremos una
contribución asintótica a la integral dada por:

I(x0) �
s

2�

� jf 00(x0)j
ei�f(x0)g(x0)e

i�=4(signf 00(x0)): (5.16)

En nuestro caso, el punto estacionario está dado por

�0 = �
kz

2
: (5.17)

La aproximación de fase estacionaria tiene sentido sólo si el punto esta-
cionario �0 es un punto interior al intervalo de integración por lo cual se
escoge la raíz positiva; además, se tiene que satisfacer z2=4t < �0 < 1, o
sea

z

2t
< k: (5.18)

Simpli�cando tenemos
z <

p

�
t: (5.19)

Esto nos dice que nuestra aproximación de fase estacionaria es válida sola-
mente cuando el punto de observación z es menor a la posición del frente de
onda clásico pt=�. Bajo esta restricción, el valor aproximado de la amplitud
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(5.13) resulta con v = p=�:

A(x; z; t; v0) � 1

2i
�
(r

i

2
+ F [

r
2"

�}
(t� z

v
)]

)
(5.20)

�
�
F [
r

p

z�}
(v0(t�

z

v
)� x)] + F [x

r
p

z�}
]

�
;

dando como resultado la expresión �nal para la función de onda:

 (x; z; t; v0) � ei(pz�"t)=}

2i
�
(r

i

2
+ F [

r
2"

�}
(t� z

v
)]

)
(5.21)

�
�
F [
r

p

z�}
(v0(t�

z

v
)� x)] + F [x

r
p

z�}
]

�
:

Esta es la función de onda aproximada en espacio de coordenadas y tiempo,
válida para z=v < t.

Densidad de probabilidad

A partir de la Ec. (5.21), la densidad de probabilidad está dada por:

j (x; z; t; v0)j2 � 1

4

�����
(r

i

2
+ F [

r
2"

�}
(t� z

v
)]

)

�
�
F [
r

p

z�}
(v0(t�

z

v
)� x)] + F [x

r
p

z�}
]

�����2 :
(5.22)

Pruebas de consistencia algebraica

A partir de la función de onda Ec. (5.21), analizamos dos casos límites
para comprobar la corrección de nuestra álgebra:

1) si la velocidad de apertura es cero, v0 ! 0, en la Ec. (5.21) tenemos

F [� x
r

p

z�}
] + F [x

r
p

z�}
] = 0; (5.23)

donde hemos utilizado el hecho de que la función de Fresnel es impar,
F [�x] = �F [x]. El hecho de que la función de onda transmitida sea nu-
la,  ! 0, es un resultado físicamente correcto, pues si el obturador no se
abre, ninguna onda será transmitida al lado de las z positivas.
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2) Por otra parte, si la velocidad de apertura es in�nita, v0 ! 1, y si
observamos a grandes distancias x de la orilla de la rendija inferior, x >> z,
esperamos obtener una función de onda semejante a Moshinsky. Efectiva-
mente, utilizando en la Ec. (5.22) el comportamiento asintótico de la función
de Fresnel, F [1] =

p
i=2, obtenemos

 (x; z; t) � ei(pz�"t)=}p
2i

�
(r

i

2
+ F [

r
2"

�}
(t� z

v
)]

)
: (5.24)

Este resultado luce un poco diferente de la función de MoshinskyM(z; t).
Sin embargo, notamos que para tiempos largos t >> z=v se tiene la siguiente
aproximación

t� z
vp
t
=

r
t� z

v
(1� z

2vt
+ ::::) �

r
t� z

v
; (5.25)

por lo cual podemos reescribir la Ec. (5.24) como

 (x; z; t) � ei(pz�"t)=}p
2i

�
(r

i

2
+ F [

r
2"

�}t
(t� z

v
)]

)
= M(z; t): (5.26)

En este caso recuperamos la función de Moshinsky. Es muy importante re-
saltar el hecho que este resultado se obtiene con la fuerte suposición de que
x >> z, puesto que al situar nuestro punto de observación con una x positiva
muy grande estamos despreciando los efectos de orilla del obturador inferior.
Sólo en este caso tiene sentido comparar con el problema de Moshinsky.

Por lo tanto nuestro resultado satisface las pruebas de consistencia alge-
braicas.

Prueba de consistencia con un caso estacionario

Queremos ahora comparar los resultados estacionarios obtenidos con
nuestra teoría contra casos conocidos. Obtengamos primero el límite esta-
cionario (independiente del tiempo) de la Ec. (5.21). En el límite de tiempos
largos, t ! 1, tenemos utilizando, F [1] =

p
i=2 y por lo tanto las dos

primeras integrales de Fresnel son independientes de v0 en la Ec. (5.21) [38]:

 � ei(pz�"t)=}p
2i

(r
i

2
+ F [x

r
p

z�}
]

)
: (5.27)
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De donde se obtiene la densidad de probabilidad

j (x; z;1)j2 � 1

2

�
(
1

2
+ C('(x; z)))2 + (

1

2
+ S('(x; z)))2

�
; (5.28)

donde hemos de�nido la función '(x; z) como:

'(x; z) � x

r
p

z�}
: (5.29)

En este límite, t ! 1, puesto que la orilla superior de la apertura está en
in�nito, describimos una densidad de probabilidad para un haz de partículas
que pasa en forma continua a través de una orilla recta in�nita (la orilla
superior de la hoja inferior inmóvil).

Este resultado se puede comparar ahora contra el bien conocido caso
estacionario de difracción de luz estudiada en Óptica. En efecto, en Óptica,
el estudio de la difracción de la luz por una orilla recta in�nita es un caso
de difracción espacial independiente del tiempo, y está perfectamente do-
cumentado [17]. El resultado óptico de difracción de luz por una orilla recta
in�nita está dado por [43]:

I =
1

2

�
(
1

2
+ C(w))2 + (

1

2
+ S(w))2

�
; (5.30)

donde w es una función lineal de la posición x.
Comparando el resultado estacionario de nuestra teoría cuántica Ec.

(5.28) contra la expresión óptica Ec. (5.30), vemos sin lugar a dudas que
nuestra expresión cuántica es semejante a la correspondiente expresión que
nos da la Óptica para la intensidad de la luz, a lo largo de la dirección
paralela a la abertura (eje x), en la difracción de Fresnel por una orilla recta
in�nita [43].

Para grá�car la Ec. (5.30), de�nimos las siguientes cantidades adimen-
sionales:

X =
x

�
=

xp

2�}
; Z =

z

�
=

zp

2�}
; (5.31)

por lo que el argumento de la integral de Fresnel, Ec. (5.29), expresado en
función de las variables adimensionales X y Z queda como:

'(X;Z) =

r
2

Z
X: (5.32)

Para una posición �ja Z0 = 1, la grá�ca de la densidad de probabilidad
estacionaria j (X;Z0)j2 como función de la coordenada X se muestra en
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Figura 5.3: (A) Difracción espacial cuántica, según Ec. (5.28) ; X � x=� y
Z � z=� son cantidades adimensionales. (B) Difracción óptica de Fresnel
por un borde recto, copiado del libro Optics de Klein [44].

la Fig. (5.3). Se hace hincapié en el hecho de que el patrón de difracción
cuántica espacial es idéntico al patrón de difracción en Óptica, puesto que
en ambos casos los correspondientes argumentos de las integrales de Fresnel
son lineales en la distancia a la rendija.

Comparando en la Fig. (5.3), la parte superior (A) muestra nuestra
predicción cuántica contra la parte inferior (B) donde presentamos, copiado
de un libro de Óptica [44], el patrón de difracción espacial por una orilla recta
in�nita. Concluimos, debido a la excelente concordancia entre la predicción
cuántica y el resultado óptico, que nuestra función de onda satisface una
prueba de consistencia para tiempos largos.

Por desgracia en el límite de tiempos largos (t ! 1) la dependencia
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cuántica en v0 desaparece, y el resultado �nal no permite dilucidar si nues-
tra aproximación para v0 �nita es correcta. Deberíamos comparar nuestra
aproximación contra un caso exacto de obturador con velocidad �nita; por
desgracia tal caso no se conoce. Concluimos entonces, que las comparaciones
hasta ahora presentadas, no demuestran nada respecto a la validez de nues-
tra aproximación para obturadores que se abren con velocidad �nita. A lo
mucho sólo son pruebas de consistencia algebraica.

5.1.2. Difracción por una rendija

Como en el caso anterior, consideremos el caso de un obturador inicial-
mente cerrado, localizado en el plano z = 0, con dos hojas planas in�nitas.
La diferencia ahora, es que en este problema a partir del tiempo t = 0 ambas
hojas se empiezan a mover a lo largo del eje x desde x = 0, una hacia arriba
y otra hacia abajo con velocidad �nita v0 hasta llegar a una amplitud má-
xima donde la hoja de abajo está en la posición x = �a y la hoja de arriba
en x = a. Al llegar a esta amplitud 2a máxima, las dos hojas se detienen y
permanecen estáticas formando una rendija de anchura 2a, ver Fig. (5.4).

Figura 5.4: Obturador de dos hojas abriéndose a velocidad �nita v0.

Como en el caso anterior, la función frontera  0 es aproximada por la
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Ec. (4.16):

 0(x0; y0; t0; v0) ' M(0; t0)T (x0; y0; t0; v0)

=
exp(�i"t0=})p

2i

"r
i

2
+ F [

p
2"t0=�}]

#
T (x0; y0; t0; v0):

(5.33)

Donde ahora la función de transmisión T debe mostrar la nueva cinemática
del obturador, describiendo un obturador con dos hojas in�nitas (�1 � y �
1) móviles abriéndose con una velocidad �nita v0 a lo largo del eje x, desde
x = 0, una hacia arriba y la otra hacia abajo, hasta llegar a la amplitud
máxima 2a, donde ambas permanecen en reposo:

T (x0; y0; t0; v0) =

8<:
1 0 � jx0j � v0t0; �1 < y0 <1; 0 � t0 � a=v0;
1 jx0j � a; �1 < y0 <1; a=v0 � t0 � 1;
0 cualquier otro punto (x0; y0; t0).

(5.34)
Tenemos entonces la solución formal, reducida a cuadraturas:

 (r; t; v0) = +i

a=v0Z
0

dt0
@g3
@z0

����
z0=0

M(0; t0)

v0t0Z
�v0t0

dx0 g1(x; t;x0; t0)

+i

tZ
a=v0

dt0
@g3
@z0

����
z0=0

M(0; t0)

aZ
�a

dx0 g1(x; t;x0; t0)

�  1(r; t; v0) +  2(r; t): (5.35)

donde hemos de�nido  1(r; t) y  2(r; t) como:

 1(r; t; v0) �
ip
2i

a=v0Z
0

dt0
@g3
@z0

����
z0=0

e�i"t0=}

"r
i

2
+ F [

r
2"t0
�}

]

# v0t0Z
�v0t0

dx0 g1;

(5.36)

 2(r; t) �
ip
2i

tZ
a=v0

dt0
@g3
@z0

����
z0=0

e�i"t0=}

"r
i

2
+ F [

r
2"t0
�}

]

# aZ
�a

dx0 g1:

(5.37)
Es claro que  1(r; t; v0) describe la onda transmitida mientras se abre

paulatinamente la rendija, por lo que esperamos que esta función nos propor-
cione el comportamiento transitorio de dicha onda. Por el contrario  2(r; t)
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representa la onda transmitida cuando la rendija permanece estática, por lo
que esperamos que esta función nos dé el comportamiento estacionario.

El valor de las integrales para g1 para ambos casos  1(r; t; v0) y  2(r; t)
se pueden obtener en forma exacta por métodos elementales, ver Ecs. (D.3)
y (D.4):

I1 �
v0t0Z
�v0t0

dx0 g1(x; t;x0; t0)

=
1p
2i
(F [
r

�

�}(t� t0)
(v0t0 � x)] + F [

r
�

�}(t� t0)
(v0t0 + x)]);

(5.38)

y

I2 �
+aZ
�a

dx0 g1(x; t;x0; t0)

=
1p
2i
(F [
r

�

�}(t� t0)
(a� x)] + [F

r
�

�}(t� t0)
(a+ x)]);

(5.39)

con lo que �nalmente obtenemos una integral en el tiempo para cada una
de las funciones:

 1(r; t; v0) =


2

a=v0Z
0

dt0
@g3
@z0

����
z0=0

e�i"t0=~

"r
i

2
+ F [

r
2"t0
�}

]

#
�

fF [
r

�

�}(t� t0)
(v0t0 � x)] + F [

r
�

�}(t� t0)
(v0t0 + x)]g;

(5.40)

y

 2(r; t) =


2

tZ
a=v0

dt0
@g3
@z0

����
z0=0

e�i"t0=~

"r
i

2
+ F [

r
2"t0
�}

]

#
�

fF [
r

�

�}(t� t0)
(a� x)] + F [

r
�

�}(t� t0)
(a+ x)]g:

(5.41)
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Estas integrales pueden simpli�carse con el cambio de variable:

� � z2

4(t� t0)
; (5.42)

obteniendo nuevas expresiones que muestran que las funciones  1(r; t) y
 2(r; t) son paquetes de ondas moviéndose a la derecha, multiplicadas por
amplitudes A1 y A2 respectivamente:

 1(x; z; t; v0) = A1(x; z; t; v0) exp[i(pz � "t)=}]; (5.43)

 2(x; z; t) = A2(x; z; t) exp[i(pz � "t)=}]; (5.44)

donde las amplitudes A1 y A2 están dadas por:

A1(x; z; t; v0) � 1

2�1=2i3=2

Z z2=[4(t�a=v0)]

z2=4t

1p
�
d� exp i

�
kz

2

�2
(
1p
�
� 2

kz

p
�)2

�
(r

i

2
+ F [

s
2"

�}
(t� �z2

2~�
)]

)

�
(
F [
r
2

�
((v0t� x)

p
�

z
� v0�

2}
zp
�
)]+

+ F [
r
2

�
((v0t+ x)

p
�

z
� v0�

2}
zp
�
)]

)
; (5.45)

A2(x; z; t) � 1

2�1=2i3=2

Z 1

z2�=2~(t�a=v0)

1p
�
d� exp i

�
kz

2

�2
(
1p
�
� 2

kz

p
�)2

�
(r

i

2
+ F [

s
2"

�~
(t� �z2

2~�
)]

)

�
(
F [
r
2

�
(a� x)

p
�

z
] + F [

r
2

�
(a+ x)

p
�

z
]

)
: (5.46)

Como puede verse, las expresiones para las amplitudes están dadas por
integrales muy complicadas. De nueva cuenta, por la presencia del factor de
oscilación en el integrando:

exp[i(
p
� � kz

2

1p
�
)2]; (5.47)
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está justi�cado el utilizar el método de fase estacionaria [41]-[42] para ob-
tener una aproximación analítica de ambas integrales.

En ambos casos el punto estacionario está dado por

�0 = �
kz

2
: (5.48)

La aproximación de fase estacionaria tiene sentido sólo si el punto esta-
cionario �0 es un punto interior al intervalo de integración, por lo cual se
escoge la raíz positiva; además, se tiene que satisfacer que el punto esta-
cionario se encuentre dentro del siguiente intervalo:

z2=4t <
kz

2
< z2=4(t� a=v0); (5.49)

para A1(r; t; v0) y en el intervalo:

z2=4(t� a=v0) <
kz

2
<1; (5.50)

para A2(r; t).
Bajo estas restricciones los valores aproximados de las integrales Ec.

(5.45) y Ec. (5.46) resultan ser:

A1(r; t; v0) � 1

2i

"r
i

2
+ F [

r
2"

�}
(t� z

v
)]

#
�

fF [
r

p

�}z
(v0(t�

z

v
)� x)] + F [

r
p

�}z
(v0(t�

z

v
) + x)]g;

(5.51)

A2(r; t) � 1

2i

"r
i

2
+ F [

r
2"

�}
(t� z

v
)]

#
�

fF [
r

p

�}z
(a� x)] + F [

r
p

�}z
(a+ x)]g;

(5.52)

con lo cual se obtiene �nalmente:

 1(r; t; v0) � 1

2i
ei(pz�"t)=~

"r
i

2
+ F [

r
2"

�}
(t� z

v
)]

#
�

fF [
r

p

�}z
(v0(t�

z

v
)� x)] + F [

r
p

�}z
(v0(t�

z

v
) + x)]g;

(5.53)
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 2(r; t) � 1

2i
ei(pz�"t)=}

"r
i

2
+ F [

r
2"

�}
(t� z

v
)]

#
�

fF [
r

p

�}z
(a� x)] + F [

r
p

�}z
(a+ x)]g:

(5.54)

Estado estacionario

En el límite de tiempos largos, tenemos una rendija de longitud in�nita,
con anchura cuyos bordes en el estado estacionario se encuentran en x0 =
�a. Como vemos de la Ec. (5.45) es claro que para t!1, ambos límites de
integración son cero y por tanto se obtiene  1 ! 0. Como es de esperarse,
la función de onda que describe el estado transitorio se anula para tiempos
largos. Por otra parte en este mismo límite la expresión para  2 es :

 2(r;1) �
1p
2i
ei(pz�"t)=}fF [

r
p

�}z
(a� x)] + F [

r
p

�}z
(a+ x)]g: (5.55)

Y ahora estamos en posición de estudiar para el caso de una rendija in�nita
el efecto de difracción espacial.

Densidad de probabilidad estacionaria

De la Ec. (5.55) derivamos, para el límite de tiempos largos (t!1), la
densidad de probabilidad total dada por:

j (r;1)j2 � j 2(r;1)j2 =
1

2
jF [�] + F [�]j2 (5.56)

donde los argumentos, �; �, de las integrales de Fresnel son funciones de (x,
z, a) dadas por:

�(x; z; a) �
r

p

�}z
(a� x); �(x; z; a) �

r
p

�}z
(a+ x): (5.57)

La expresión (5.56) está en completo acuerdo con Óptica, y describe
la superposición de dos amplitudes de difracción de Fresnel a lo largo del
eje x generadas por las correspondientes orillas rectas de la rendija. Com-
parando el ancho de la rendija 2a con la longitud de onda �, tenemos dos
casos límites importantes: 1) difracción por una rendija estrecha 2a � �
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y 2) difracción por una rendija ancha 2a >> �. Cada uno de estos casos
límites generan, respectivamente, los correspondientes patrones ópticos de
difracción de Fraunhofer y Fresnel por una rendija. Finalmente haciendo el
ancho de la rendija in�nito, a!1, recobramos el resultado previo sobre el
borde recto.

Para grá�car la Ec. (5.56), de�nimos las siguientes cantidades adimen-
sionales:

X � x

�
=

xp

2�}
; Z � z

�
=

zp

2�}
; A � a

�
=

ap

2�}
; (5.58)

por lo que los argumentos de las integrales de Fresnel, Ec. (5.57) expresados
en función de las variables adimensionales X, Z, y A quedan como:

� =

r
2

Z
(A�X); � =

r
2

Z
(A�X): (5.59)

Difracción por una rendija angosta

Para una posición �ja Z0 = 3 y anchura de la rendija A = 0.5, la grá�ca
de la densidad de probabilidad estacionaria j (X;Z0; A)j2 como función de
la coordenada X se muestra en la Fig. (5.5). Se hace hincapié en el hecho de
que el patrón de difracción es espacial. En este caso, la superposición de las
dos funciones de Fresnel inducen fuertes efectos de interferencia. Este límite
de interferencia fuerte da un patrón de difracción espacial idéntico al patrón
de difracción de Fraunhofer por una rendija encontrado en Óptica.

Difracción por una rendija ancha

Para una posición �ja Z0 = 3 y anchura de la rendija A = 10, la grá�ca de
la densidad de probabilidad estacionaria j (X;Z0; A)j2 como función de la
coordenada X se muestra en la Fig. (5.5). De nueva cuenta se hace hincapié
en el hecho de que el patrón de difracción es espacial. Tenemos aquí un patrón
de interferencia débil, que en Óptica es llamado un patrón de difracción de
Fresnel por una rendija ancha. En este caso, un observador en Z0 �ja detecta
la superposición espacial de dos patrones, casi independientes, de difracción
de Fresnel, generados cada uno de ellos, por los correspondientes bordes
inferior y superior de la rendija.
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Figura 5.5: Resultados cuánticos. La primera grá�ca corresponde a difracción de
Fresnel (2a >> �) y la última corresponde a difracción de Fraunhofer (2a � �) .
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Figura 5.6: Resultados ópticos: (A) Difracción de Fresnel por una rendija ancha.
(B) Difracción de Fresnel para diferentes tamaños de rendija a (línea gruesa en el
eje horizontal)[45].
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Al comparar los patrones de difracción por una rendija, Fig. (5.6) copia-
da de un libro de Óptica [45], con nuestra solución cuántica generada por la
Ec. (5.56), ver Fig. (5.5), vemos que nuestra solución cuántica al problema
de difracción en una rendija, contiene correctamente los casos límites Fres-
nel y Fraunhofer, además de todos los casos intermedios. Nótese que en el
caso estacionario, el resultado cuántico �nal es independiente de v0: por lo
tanto, nuestra comparación con el caso óptico no es más que una prueba de
consistencia de nuestro resultado en el caso estacionario, pero no constituye
ninguna prueba de la validez de nuestra teoría para obturadores con veloci-
dad �nita. De nueva cuenta mencionamos que no es posible comparar contra
un caso conocido de obturador que se abre a velocidad �nita simplemente
porque dicho modelo no existe.

5.2. Patrones de difracción temporal

Consideremos en esta sección obturadores tales que la función transmiti-
da, para puntos de observación �jos, dé resultados temporales que se puedan
comparar con los patrones de difracción en el tiempo (Moshinsky).

5.2.1. Difracción por una rendija móvil

Consideremos ahora un caso de rendija donde podamos tener un re-
sultado de difracción temporal que podamos comparar con la solución de
Moshinsky. Esperamos que, para el caso de velocidades grandes de aper-
tura v0 � v, la función transmitida observada en un punto simétrico de
la apertura nos dé una función de onda que sea semejante a la función de
Moshinsky.

Para tal �n, consideramos como último caso un obturador inicialmente
cerrado, localizado en el plano z = 0, con dos hojas planas in�nitas. Ahora,
a partir del tiempo t = 0 ambas hojas se empiezan a abrir sin detenerse
a lo largo del eje x desde x = 0, una hacia arriba y otra hacia abajo con
velocidad �nita v0, ver Fig. (5.7).

Como se ha explicado anteriormente, la función frontera  0 es nuestra
nueva función:

 0(x0; y0; t0; v0) � M(0; t0)T (x0; y0; t0; v0)

=
exp(�i"t0=})p

2i

"r
i

2
+ F [

p
2"t0=�}]

#
T (x0; y0; t0; v0):

(5.60)
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Figura 5.7: Obturador de dos hojas abriéndose a velocidad �nita v0.

Ahora la función de transmisión T debe describir la cinemática del obtu-
rador, describiendo un obturador con dos hojas in�nitas móviles (�1 �
y � 1) abriéndose sin detenerse a lo largo del eje x, desde x = 0, una hacia
arriba y la otra hacia abajo con una velocidad �nita v0.

T (x0; y0; t0; v0) =

�
1 0 � jx0j � v0t0; �1 < y0 <1;
0 cualquier otro punto (x0; y0; t0).

(5.61)

Tenemos entonces la solución formal reducida a cuadraturas:

 (r; t; v0) = +i

Z t

0
dt0

@g3
@z0

����
z0=0

M(0; t0)

v0t0Z
�v0t0

dx0 g1(x; t;x0; t0)

=
ip
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Z t

0
dt0

@g3
@z0

����
z0=0

e�i"t0=}

"r
i

2
+ F [

r
2"t0
�}

]

# v0t0Z
�v0t0

dx0 g1:

(5.62)

El valor de la integral en x0 como se ha visto anteriormente se puede
obtener en forma exacta expresada en términos de funciones de Fresnel ver
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Ec. (D.3):

v0t0Z
�v0t0

dx0 g1(x; t;x0; t0)

=
1p
2i
(F [
r

�

�}(t� t0)
(v0t0 � x)] + F [

r
�

�}(t� t0)
(v0t0 + x)]);

(5.63)

con lo que �nalmente obtenemos una sola integral en el tiempo:

 (r; t; v0) =


2

Z t

0
dt0
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����
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r
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�}(t� t0)
(v0t0 + x)]g:

(5.64)

De nueva cuenta la integral que se obtiene luce impresionante; sin em-
bargo, como se ha visto anteriormente al emplear en este tipo de integrales
el siguiente cambio de variable

� � z2

4(t� t0)
; (5.65)

obtenemos una expresion que muestra que la función  (r; t) es un paquete
de ondas moviéndose a la derecha,

 (x; z; t; v0) = A(x; z; t; v0) exp[i(pz � "t)=}]; (5.66)

con una amplitud A dada por el factor:

A(x; z; t; v0) � 1
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: (5.67)
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Como puede verse, de nueva cuenta se obtiene una expresión para la ampli-
tud dada por una integral muy complicada.

Esta integral no se puede hacer en forma analítica, por lo que tenemos
dos opciones: 1) realizarla en forma numérica, o bien, 2) obtener una apro-
ximación analítica de la integral.

Como en todo este trabajo, siempre elegimos la segunda opción. De nueva
cuenta, la presencia del factor de oscilación en el integrando dado por:

exp[i(
kz

2
)2(

1p
�
� 2

kz

p
�)2]; (5.68)

nos permite utilizar el método de fase estacionaria [41]-[42] para obtener una
aproximación analítica de la integral.

Suponiendo kz � 1, el punto estacionario está dado por

�0 = �
kz

2
: (5.69)

La aproximación de fase estacionaria tiene sentido sólo si el punto esta-
cionario �0 es un punto interior al intervalo de integración por lo cual se
escoge la raíz positiva; además, se tiene que satisfacer

z2=4t <
kz

2
; (5.70)

o en forma equivalente
z <

p

�
t = vt: (5.71)

Bajo esta restricción el valor aproximado de la integral para la amplitud
(5.67) resulta
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2i

"r
i

2
+ F [

r
2"

�}
(t� z

v
)]

#
�

fF [
r

p

�}z
(v0(t�

z

v
)� x)] + F [

r
p

�}z
(v0(t�

z

v
) + x)]g;

(5.72)

con lo que se obtiene �nalmente:
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(5.73)
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resultado válido con las condiciones de fase estacionaria: 2�z=�� 1, t > z=v.
Si en adición a estas condiciones pedimos que t� z=v entonces obtenemos
la aproximación ya vista anteriormente (ver Ecs. (5.24), (5.25) y (5.26))

1p
2i
ei(pz�"t)=}

"r
i

2
+ F [

r
2"

�}
(t� z

v
)]

#
�M(z; t); (5.74)

por lo que la onda transmitida se puede expresar aproximadamente como:

 (r; t; v0) � 1p
2i
M(z; t)�

fF [
r

p

�}z
(v0(t�

z

v
)� x)] + F [

r
p

�}z
v0(t�

z

v
) + x]g;

(5.75)

resultado válido para 2�z=�� 1, t� z=v.
Deberíamos checar como prueba algebraica de consistencia que nuestra

solución satisface la condición a la frontera. Desgraciadamente esto impli-
caría evaluar nuestra solución Ec. (5.75) en el punto z = 0. Esto está pro-
hibido por la condición kz � 1, por lo que no es posible realizar dicha prueba
de consistencia en nuestra aproximación.

Otra prueba de consistencia sería comparar nuestra solución, donde la
velocidad v0 es �nita, contra el caso conocido de la solución de Moshinsky
donde v0 !1. Esto, evidentemente, no es una prueba de validez de nuestra
solución con velocidad �nita. Sería conveniente comparar nuestra solución
contra alguna otra solución exacta que contuviera dicha velocidad de aper-
tura. Por desgracia no existe tal solución, por lo que procedemos a hacer
únicamente pruebas de consistencia contra la función de Moshinsky.

Para poder comparar con la función de Moshinsky, consideremos un
punto de observación simétrico, esto es, un punto de observación a la misma
distancia de los dos bordes móviles: x = 0. Por lo tanto la Ec. (5.75) se
convierte en:

 (r; t; v0) �
r
2

i
M(z; t)fF [

r
p

�}z
(v0(t�

z

v
))]g: (5.76)

Directamente de esta ecuación notamos que si v0 = 0 y usando F [0] = 0
tenemos, como era de esperarse,  (r; t) = 0, que físicamente corresponde
al caso trivial en el cual si el obturador permanece cerrado, no hay onda
transmitida. En el otro extremo, si v0 !1, y utilizando el comportamiento
asintótico de la función de Fresnel, F [1] = (i=2)1=2, se obtiene

l��m
v0!1

 (r; t; v0) =M(z; t); (5.77)
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lo cual nos indica que tenemos el comportamiento asintótico correcto. Esto
no es una prueba de la validez, para velocidad �nita, de nuestra función.

Densidad de probabilidad

De la Ec. (5.76) obtenemos que la densidad de probabilidad está dada
por:

j (r; t; v0)j2 � jM(z; t)j2 2
����F [r p

�}z
fv0(t�

z

v
)g]
����2 ; (5.78)

lo cual indica que la densidad de probabilidad es la superposición de las
oscilaciones de jM j2 con las oscilaciones de jFj2.

Difracción temporal

De la Ec. (5.78) obtenemos que la densidad de probabilidad en un punto
de observación (0; 0; z) está dada por:

j (0; z; t; v0)j2 = 2[(
1

2
+ C(�(z; t)))2 + (

1

2
+ S(�(z; t)))2]�

[C(�(z; t; v0))
2 + S(�(z; t; v0))

2]; (5.79)

donde los argumentos de las integrales de Fresnel están dados por:
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(t� z

v
); (5.80)

y

�(z; t; v0) �
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p

�z}
fv0(t�

z

v
)g: (5.81)

Para grá�car la Ec. (5.79), de�nimos las siguientes cantidades adimen-
sionales:

Z � z

�
=

zp

2�}
; T � t� =

t"

2�}
; N =

v0
v
; (5.82)

por lo que los argumentos de las integrales de Fresnel, Ecs. (5.80) y (5.81),
expresadas en función de las variables adimensionales Z, T y N quedan
como:

�(Z; T ) = 2
p
T � Zp

T
; (5.83)

�(Z; T;N) =

r
2

Z
N(2T � Z); (5.84)
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donde las condiciones para fase estacionaria se pueden escribir en forma
adimensional como:

0;16 = 1=(2�)� Z � 2T: (5.85)

Densidad de probabilidad como función del tiempo

Caso Z=2 (cerca de la frontera) A continuación se muestra la grá�ca
de la densidad de probabilidad como función de T para X = 0, Z = 2, a
distintas velocidades de apertura N = 1, 5, 10, ver Fig. (5.8). Nota el valor
Z = 2 esta permitido pues cumple con la condición 0;16� Z.

Caso Z=200 (lejos de la frontera) Se muestra la grá�ca de la densi-
dad de probabilidad como función de T para X = 0, Z = 200, a distintas
velocidades de apertura N = 1, 5, 10, ver Fig. (5.9).

Como puede verse obtuvimos patrones de difracción temporal análogos
al de Moshinsky, con la diferencia de que nuestra solución presenta muchas
oscilaciones superpuestas a la solución de Moshinsky; conforme la velocidad
de apertura aumenta nos acercamos asintóticamente al patrón de difracción
temporal de Moshinsky. Las oscilaciones observadas las atribuimos al hecho
de que el proceso de apertura se realiza a velocidad �nita.
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Densidad de probabilidad como función de la posición

Caso T=6 En la Fig. (5.10) presentamos la grá�ca de la densidad de pro-
babilidad como función de Z para X = 0 y T = 6, a distintas velocidades
de apertura, 1, 5, 10. De las condiciones de fase estacionaria tenemos las
restricciones para Z:

0;16� Z � 2T: (5.86)

Caso T=300 En la Fig. (5.11) presentamos la grá�ca de la densidad de
probabilidad como función de Z para X = 0 y T = 300, a distintas veloci-
dades de apertura, N = 1, 5, 10.

De las grá�cas mostradas se ve que obtuvimos patrones de difracción
espacial análogos al de Moshinsky, con la diferencia de que nuestra solución
presenta muchas oscilaciones superpuestas a la solución de Moshinsky; estas
oscilaciones las atribuimos al hecho de que el proceso de apertura se realiza a
velocidad �nita; notamos como era de esperarse que mientras más grande es
la velocidad de apertura, la densidad de probabilidad de la función de onda
se parece más al patrón de difracción espacial de Moshinshy; conforme la
velocidad de apertura aumenta nos acercamos asintóticamente al patrón de
Moshinsky. Esto todo lo que con�rma es que tenemos un buen resultado en la
prueba de consistencia en la frontera de v0. Por supuesto esto no demuestra
que nuestra teoría para velocidad �nita sea correcta.

58



Figura 5.8: Difracción cuántica en el tiempo para distintas velocidades de
apertura. X � x=�, Z � z=� y T � t� son cantidades adimensionales.
Punto de observación X = 0, Z = 2.
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Figura 5.9: Difracción cuántica en el tiempo para distintas velocidades de
apertura. X � x=�, Z � z=� y T � t� son cantidades adimensionales.
Punto de observación X = 0, Z = 200.
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Figura 5.10: Difracción cuántica en el espacio para distintas velocidades de
apertura. X � x=�, Z � z=� y T � t� son cantidades adimensionales.
Punto de observación X = 0, T = 6.
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Figura 5.11: Difracción cuántica en el espacio para distintas velocidades de
apertura. X � x=�, Z � z=� y T � t� son cantidades adimensionales.
Punto de observación X = 0, T = 300.
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Capítulo 6

Conclusiones

La investigación pionera de Moshinsky [3] fue sobre un obturador que
se abre a velocidad in�nita, y la solución que se encontró en la región in-
�nita del espacio es la función de onda M(z; t). Por ser una solución en
el espacio in�nito, la técnica para resolver la ecuación de Schrödinger no
pudo ser de condiciones a la frontera, ya que sólo se trata de un problema
de condiciones iniciales. La principal objeción a esta solución es que por la
velocidad de apertura, el problema teórico no corresponde a ningún obtu-
rador de la vida real. Por otro lado, tiene la gran ventaja de que proporciona
una solución exacta a un problema de un obturador. Es importante hacer
hincapié que la solución de Moshinsky nos proporciona el valor exacto de la
función de onda debido a la interferencia de la onda incidente (estacionaria)
y la onda re�ejada (transitoria), generada por el movimiento a velocidad
in�nita del obturador. Esto ya en sí es muy importante, puesto que tenemos
la solución exacta para un caso particular del problema de dispersión de-
pendiente del tiempo para un obturador. Fuera del problema de Moshinsky,
nadie ha encontrado otra solución exacta que proporcione la función de onda
dependiente del tiempo al problema de la interferencia de la onda incidente
(estacionaria) con la re�ejada (transitoria). Este problema de dispersión de-
pendiente del tiempo es un problema abierto, que esperamos algún día sea
resuelto para obturadores con distintas geometrías y velocidades de apertura
�nitas.

Es el desconocimiento de esta función exacta de interferencia en los pun-
tos frontera del obturador lo que nos llevó a utilizar la aproximación de
la función M(z; t) para construir funciones frontera en problemas de obtu-
radores que se abren con velocidad �nita. Es claro que esta aproximación
se espera que sea válida únicamente para obturadores que se abren a gran
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velocidad (velocidad de apertura mucho mayor que la velocidad de grupo de
la partícula).

El objetivo de esta tesis fue resolver el problema cuántico del obturador
incluyendo : a) velocidad de apertura �nita, b) geometría especí�ca de la
apertura, c) la aproximación de una nueva función frontera que no había
sido discutida anteriormente en la literatura y d) la de�nición y estudio de
los tiempos de relajación �L y �M para la onda transmitida y la función
frontera respectivamente.

Para esto resolvimos la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo
como un problema de valores a la frontera. Si bien es posible obtener una
solución exacta en una región semi-in�nita, se tiene el problema urgente de
especi�car la condición a la frontera,  0(S0; t0), tal que  0 describa correc-
tamente, en la super�cie frontera S0, la interferencia de la onda incidente
(estacionaria) y la onda re�ejada (transitoria) generada por el obturador
que se abre. La onda re�ejada es a su vez fuertemente dependiente de la
geometría y velocidad de apertura del obturador. Conocer esta función ex-
actamente implicaría conocer la solución exacta del problema de dispersión
dependiente del tiempo para el problema del obturador; sin embargo, nadie
sabe cuál es el valor exacto de la función frontera  0(S0; t0), motivo por el
cual se recurre a una aproximación. Pauli propuso como remedio utilizar
la aproximación de Kirchho¤ (usada en Óptica) para la función frontera.
La aproximación de Kirchho¤ de�ne la función frontera como el valor de
la onda plana incidente evaluada en la posición del obturador, exp[�i"t0=}]
(en la ausencia total de cualquier frontera), multiplicada por una función
de transmisión T (r0; t0). El problema es que la aproximación de Kirchho¤
solamente es válida en estado estacionario, como ocurre en Óptica. Por lo
tanto, para problemas cuánticos dependientes del tiempo la aproximación
de Kirchho¤ es poco con�able en el regimen transitorio.

Como ejemplos del uso de la aproximación de Kirchho¤, se tiene que en
cada trabajo reportado hasta ahora en la literatura sobre haces pulsados,
únicamente la condición a la frontera de Kirchho¤ ha sido utilizada para
intentar explicar teóricamente los resultados experimentales [19], [25]-[28].
Sin embargo, como demostramos, la descripción de la función de onda trans-
mitida usando la condición a la frontera de Kirchho¤ es muy poco con�able
para trabajos numéricos precisos, especialmente en el régimen transitorio;
esto es tiempos t < �M . Demostramos sin embargo que si los tiempos de
observación son mayores que �M , la función frontera se puede aproximar
con un buen grado de exactitud a la función de Kirchho¤.

La razón por la cual la descripción física de la condición a la frontera de
Kirchho¤ es incorrecta, es la siguiente: el simple acto de remover la "pared
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frontera"genera una onda transmitida y además una onda transitoria re�e-
jada; consecuentemente, para z negativas y tiempos positivos, la onda plana
incidente (estacionaria) inter�ere con la onda transitoria re�ejada. Entonces,
no es la onda plana incidente, sino la nueva onda superpuesta la que llega
continuamente para tiempos positivos a la frontera. El valor de esta onda
con interferencia en z0 = 0 da la correcta condición a la frontera  0(t0).
Como vimos, la onda re�ejada es transitoria, y para tiempos largos es des-
preciable. Por consiguiente, el uso de la condición a la frontera de Kirchho¤
es equivalente a despreciar el efecto transitorio de la onda re�ejada, lo cual
para tiempos cortos (t < �M ) es una suposición equivocada.

Por esta razón, nos dimos a la tarea de encontrar una nueva función
frontera. La contribución más importante de este trabajo de investigación
fue demostrar que es posible escribir una nueva función frontera, diferente
de la de Kirchho¤. Si bien esta nueva función frontera es también una aprox-
imación, en fuerte contraste a la aproximación de Kirchho¤, que no es válida
para tiempos cortos, la nueva función frontera que aquí encontramos sí es
válida para tiempos cortos, y en consecuencia sirve para describir correcta-
mente los efectos de difracción para obturadores que se abren rápidamente
y para puntos de observación cercanos a la frontera. La validez de nuestra
teoría para tiempos cortos y velocidades �nitas no se pudo veri�car contra
ningún modelo; pues al comparar contra casos conocidos, la velocidad de
estos modelos fue in�nita o nula. A lo más nuestras veri�caciones fueron
pruebas positivas de consistencia algebraica en los valores límite de v0.

Nuestra nueva función frontera propuesta es la función de Moshinsky
evaluada en la frontera, M(z0 = 0; t0), multiplicada por una función de
transmisión T (x0; y0; t0; v0). En el límite de tiempos largos, la nueva condi-
ción a la frontera es equivalente a la condición de Kirchho¤. Esta nueva
función frontera propuesta es exacta únicamente para el obturador abrién-
dose a velocidad in�nita. Si la usamos para un obturadores abriéndose a
velocidad �nita, nuestra función frontera será una aproximación válida para
obturadores que se abren con velocidad muy grande comparada con la ve-
locidad de la partícula v0 � p=m. Esto nos dará soluciones, para tiempos
cortos, que di�eran de las obtenidas con la aproximación de Kirchho¤ donde
la aproximación de Kirchho¤ es incorrecta.

Puesto que la función de onda  (r; t) depende de las coordenadas y el
tiempo, se esperaba obtener patrones de difracción tanto espaciales como
temporales. Utilizando nuestra nueva función frontera, obtuvimos las fun-
ciones de onda transmitidas para distintos obturadores que se abren a gran
velocidad �nita. Para el caso espacial, seleccionamos dos modelos de obtu-
rador que tuvieran una contraparte en Óptica, donde pudieramos comparar
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nuestros resultados de difracción espacial cuánticos contra los bien conoci-
dos patrones espaciales de difracción en Óptica: I) Difracción por una orilla
recta y II) difracción por una rendija. Los patrones de difracción en Óptica
son casos estacionarios: es por esto que seleccionamos obturadores cuánticos
tales que la función de onda transmitida, en el límite de tiempos largos, tu-
vieran una densidad de probabilidad espacial que se pudiera comparar con
los patrones de difracción en Óptica.

En completa semejanza con el problema de Moshinsky, en el caso de
difracción por un borde recto, consideramos el caso de una onda plana inci-
diendo en la dirección del eje z, sobre un obturador totalmente absorbente,
cerrado para t � 0, localizado en el plano z = 0. Este obturador está com-
puesto por dos hojas planas in�nitas, separadas por el eje y. Al tiempo t = 0
la hoja superior se empieza a abrir sin detenerse desde x = 0, con velocidad
de apertura �nita v0 a lo largo del eje x. La hoja inferior permanece estática,
de�niendo una orilla recta in�nita en el eje y.

En el límite, t!1, la orilla superior de la apertura está en in�nito, por
lo cual describe una densidad de probabilidad para un haz de partículas que
pasa en forma continua a través de una orilla recta in�nita (la orilla superior
de la hoja inferior inmóvil).

Al comparar la expresión para la densidad de probabilidad estacionaria
cuántica con la ecuación clásica, se vió sin lugar a dudas que nuestra expre-
sión cuántica es la misma expresión matemática que nos da la Óptica para
la intensidad de la luz, a lo largo de la dirección paralela a la apertura (eje
x). El patrón de difracción cuántico espacial que se obtuvo es idéntico al
patrón de difracción de Fresnel por una orilla recta en Óptica, puesto que
en ambos casos los correspondientes argumentos de las integrales de Fresnel
son lineales en la distancia a la rendija. Esto comprueba únicamente que
nuestra solución tiene un correcto valor asintótico para tiempos largos, pero
no es demostración de la validez de nuestra teoría para velocidades �nitas
de apertura a tiempos arbitrarios.

El estudio del caso de difracción por una rendija es muy parecido al an-
terior; la diferencia es que en este caso ambas hojas se mueven a velocidad
constante v0, hasta llegar a una amplitud máxima 2a; después de eso per-
manecen estáticas. La densidad de probabilidad estacionaria es idéntica a la
expresión que se tiene en Óptica para la intensidad de luz en la difracción
de Fresnel por una rendija de ancho 2a. En esta densidad de probabilidad,
se tiene la superposición de dos amplitudes de Fresnel generadas por los
correspondientes bordes de la rendija. Se consideraron dos casos límites im-
portantes: difracción por una rendija angosta y por una rendija ancha.

La rendija angosta se obtiene cuando la separación entre los bordes de la
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rendija es del orden de la longitud de onda de la partícula es decir 2a � �;
en este caso se tuvieron efectos de interferencia muy fuertes, en este caso, el
observador que se encuentra en un posición Z �ja detecta que la densidad
de probabilidad como función de X exhibe un patrón idéntico a la difracción
de Fraunhofer por una rendija.

El caso de la rendija ancha aparece cuando la separación entre los bor-
des de la rendija es muy grande comparada con la longitud de onda de la
partícula, es decir cuando 2a � �; en este caso los efectos de cada función
de Fresnel casi no inter�eren entre sí, por lo cual se tiene un patrón de in-
terferencia débil; en este caso, el observador que se encuentra en un posición
Z �ja detecta que la densidad de probabilidad como función de X presenta
un patrón de difracción en el espacio idéntico al de dos patrones de Fresnel
por un borde recto, independientes. Nuestra densidad de probabilidad en
el estado estacionario j (r;1)j2 para una rendija in�nita además de tener
estos dos casos límites, tiene todos los casos intermedios. De nueva cuen-
ta estas veri�caciones son sólo pruebas de consistencia de nuestra solución.
La validez para velocidades �nitas de apertura en tiempos arbitrarios no es
demostrada.

Finalmente, para comparar patrones de difracción temporal tenemos só-
lo el caso exacto de la difracción de Moshinsky. Por tanto, para comparar
nuestros resultados temporales contra los de Moshinsky, seleccionamos otro
tipo de obturador que nos permitiera, para altas velocidades de apertura,
ver si nuestros resultados de difracción en el tiempo se asemejan al patrón
de Moshinsky. Este último obturador consistió de dos hojas planas in�ni-
tas, las cuales a partir de t � 0, comenzaron a moverse sin detenerse. Para
poder comparar con el caso de Moshinsky, consideramos que nuestro punto
de observación se encuentra en un punto simétrico entre las dos hojas del
obturador, z = 0. Obtuvimos patrones de difracción espacial y temporal
análogos a los de Moshinsky, con la diferencia de que en nuestra solución
presenta muchas oscilaciones superpuestas a la solución de Moshinsky; con-
forme la velocidad de apertura aumenta nos acercamos asintóticamente a los
patrones de difracción espacial y temporal de Moshinsky. Las oscilaciones
observadas las atribuimos al hecho de que el proceso de apertura se realiza
a velocidad �nita.

Para una investigación posterior proponemos llevar acabo un cálculo
numérico de la ecuación diferencial de Schödinger para velocidades �nitas.
Esperamos que este cálculo con�rme de alguna manera nuestros resultados
aproximados expresados en esta tesis.

Por último, como ejemplo de una nueva ruta de investigación que genera
esta tesis, sería el de considerar geometrías distintas en la construcción de los
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obturadores, como podría ser un obturador circular, y estudiar el compor-
tamiento de la densidad de probabilidad de la función de onda transmitida,
cuando este obturador comienza a abrirse a velocidad �nita en forma se-
mejante al obturador de una cámara fotográ�ca, utilizando para esto una
función frontera adecuada al problema.
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Apéndice A

Cálculo de K(z,t)

De la Ec. (3.4), tenemos que la función K(z; t) está dada por:

K(z; t) = i

Z t

0
dt0 exp(�i"t0=})

z exp
�
iz2=4(t� t0)

�
p
4� [i(t� t0)]3=2

: (A.1)

Como podemos apreciar, esta integral es del tipo convolutivo,

L[
Z t

0
g(t0)f(t� t0)] = L[f(t)]L[g(t)]: (A.2)

Aplicando una transformada de Laplace a la Ec. (A.1), se obtiene

L[K(z; t)] = iL[
z exp

�
iz2=4t

�
p
4�(it)3=2

]L[e�i�t=}]; (A.3)

utilizando tablas de transformadas de Laplace estándar [40] obtenemos:

L[
z exp

�
iz2=4t

�
p
4�(it)3=2

] =
1

i
exp(�z

r
s

i
); (A.4)

y

L[e�i"t=}] = 1

s+ i"=}
: (A.5)

Sustituyendo las Ecs. (A.4) y (A.5) en La Ec. (A.3), se obtiene

L[K(z; t)] = 1

s+ i"=}
exp(�z

p
s=i); (A.6)

expresión que podemos reescribir de la siguiente forma

L[K(z; t)] = exp(�z
p
s=i)

2i
p
i"=}

"
1

p
s� i

p
i"=}

� 1
p
s+ i

p
i"=}

#
: (A.7)
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Para obtener a la función K(z; t) aplicamos la transformada inversa de
Laplace a la Ec. (A.7), obteniendo con ello

K(z; t) =
1

2i
p
i"=}

(
L�1

"
exp(�z

p
s=i)

p
s� i

p
i"=}

#
� L�1

"
exp(�z

p
s=i)

p
s+ i

p
i"=}

#)
:

(A.8)
Nuevamente utilizando una tabla de transformadas de Laplace estándar [40]
sabemos que :

L�1
�
exp(�k

p
s)

a+
p
s

�
=

1p
�t
e(�k

2=4t)�aeakea2t erf c(a
p
t+

k

2
p
t
); Im k < 0;

(A.9)
por lo cual

L�1
"
exp(�z

p
s=i)

p
s� i

p
i"=}

#
=

1p
�t
exp(� z2

4it
) + (A.10)

i

r
i"

}
ei(�pz�"t)=} erf c(�i

r
i"t

}
+

z

2
p
it
);

y

L�1
"
exp(�z

p
s=i)

p
s+ i

p
i"=}

#
=

1p
�t
exp(� z2

4it
)� (A.11)

i

r
i"

}
ei(pz�"t)=} erf c(i

r
i"t

}
+

z

2
p
it
):

Sustituyendo las Ecs. (A.10) y (A.11) en la Ec. (A.8) obtenemos

K =
1

2

"
ei(�pz�"t)=} erf c(�i

r
i"t

}
+

z

2
p
it
) +

ei(pz�"t)=} erf c(i

r
i"t

}
+

z

2
p
it
)

#
: (A.12)

Utilizando las siguientes identidades [39]

erf c(x) = 1� erf(x); erf(

r
�

2i
x) =

r
2

i
F(z); (A.13)
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obtenemos �nalmente:

K(z; t) =
ei(pz�"t)=}p

2i

(r
i

2
+ F(

r
2"t

�t
(1� �z

tp
))

)
+

ei(�pz�"t)=}p
2i

(r
i

2
�F(

r
2"t

�t
(1 +

�z

tp
))

)
= M(z; t; p) +M(z; t;�p): (A.14)

Al ver este resultado, nos damos cuenta de que pudimos hacer una
demostración mucho más fácil, si tan sólo hubieramos tenido la inspiración
de haber reescrito la función de Kirchho¤ usando la siguiente identidad:

exp(�i"t=})

= exp(�i"t=})
�
1

2
+

1p
2i
F(
r

t

�}�
p)

+
1

2
� 1p

2i
F(
r

t

�}�
p)

�
= M(0; t; p) +M(0; t;�p): (A.15)

De aquí es evidente que si tenemos la función frontera

M(0; t0; p) +M(0; t0;�p);

válida para 0 < t0 < t, entonces la función transmitida para toda t es:

M(z; t; p) +M(z; t;�p): (A.16)

71



Apéndice B

Cálculo de  0(t0)

Consideremos la solución  0 de la ecuación integral Ec. (4.1)

M(z; t) = i

Z t

0
dt0

@g3
@z0

����
z0=0

+1ZZ
�1

dx0dy0g1g2 0(x0; y0; t0); (B.1)

donde suponemos conocidaM(z; t) y deseamos encontrar  0(x0; y0; t0). Pues-
to queM no depende de las variables (x; y),  0 debe ser tal que la integración
de g1g2 0 en el lado derecho de la ecuación no dé contribuciones en las va-
riables (x; y). Esto puede cumplirse sólo si  0 es una función de t0, y no
función de x0 y y0. Para el caso particular  0 =  0(t0) las integrales sobre
x0 y y0 pueden ahora ser calculadas fácilmente

+1Z
�1

g1dy0 =

+1Z
�1

g2dz0 = 1;

y  0(t0) satisface entonces una ecuación integral de Volterra

M(z; t) = i

Z t

0
dt0 0(t0)

z exp
�
iz2=4(t� t0)

�
p
4� [i(t� t0)]3=2

: (B.2)

Esta integral es del tipo convolutivo, y bajo una transformada de Laplace
la solución formal resulta:

L [ 0] =
1

i
L [M(z; t)] =L

"
z exp

�
iz2=4t

�
p
4�(it)3=2

#
: (B.3)
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Donde hemos denotado el operador de Laplace L como

L[f(t)] �
Z 1

0
f(t) exp(�st)dt: (B.4)

Utilizando las identidades [39]

erf(

r
�

2i
z) =

r
2

i
F(z); (B.5)

F(�z) = �F(z); (B.6)

y utilizando tablas de transformadas de Laplace [40], obtenemos

L [M(z; t)] = L
"
ei(pz�"t)=}p

2i

(r
i

2
�F

�r
1

2�t
(z � pt=�)

�)#

=
exp(�z

p
s=i)

2
p
s(
p
s�

p
"=i})

; (B.7)

y

L
"
z exp

�
iz2=4t

�
p
4�(it)3=2

#
=
1

i
exp(�z

p
s=i): (B.8)

Finalmente, utilizando  = }=2�, encontramos la solución exacta

 0(t) = L�1( 1

2
p
s(
p
s�

p
"=i})

)

=
exp(�i"t=})p

2i

"r
i

2
+ F [

p
2"t=�}]

#
: (B.9)

Esta es la condición a la frontera exacta para el problema de condiciones a
la frontera donde tenemos la función de Moshinsky M(z; t) transmitida en
la región de z > 0.
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Apéndice C

Integral (5.9)

En este apéndice calcularemos la integral

I �
v0t0Z
0

dx0g1 =
1p

4�i(t� t0)

v0t0Z
0

dx0 exp�
(x0 � x)2
4i(t� t0)

: (C.1)

Utilizando el siguiente cambio de variable:

� =
x0 � xp
4i(t� t0)

; (C.2)

obtenemos

I =
1p
�

(�x+v0t0)=
p
4i(t�t0)Z

�x=
p
4i(t�t0)

d� exp(��2): (C.3)

Por otra parte, la función erf(z) se de�ne como [39]:

erf[z] � 2p
�

Z z

0
dt exp(�t2) = 2p

�

Z 0

�z
dt exp(�t2); (C.4)

y la función de Fresnel [39]:

F [z] �
Z z

0
d� exp(

i��2

2
); (C.5)

a partir de estas dos de�niciones, se ve claramente que

erf[

r
�

2

zp
i
] =

r
2

i
F [z]; (C.6)
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o en forma equivalente

erf[
zp
i
] =

r
2

i
F [z

r
2

�
]: (C.7)

Aplicando las Ec. (C.4) en la Ec. (C.3) obtenemos

I =
1

2

(
erf[

�x+ v0t0p
4i(t� t0)

]� erf[ �xp
4i(t� t0)

]

)
; (C.8)

o en términos de la función de Fresnel Ec. (C.7), se obtiene �nalmente:

I =
1p
2i

�
F [
r

�

�}(t� t0)
(v0t0 � x)] + F [

r
�

�}(t� t0)
x]

�
: (C.9)
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Apéndice D

Integrales (5.38) y (5.39)

Por calcular la siguiente integral

I1 �
v0t0Z
�v0t0

dx0g1 =
1p

4�i(t� t0)

v0t0Z
�v0t0

dx0 exp�
(x0 � x)2
4i(t� t0)

: (D.1)

Utilizando nuevamente las Ecs. (C.4), (C.5) y (C.6) se obtiene:

I1 =
1

2

(
erf[

v0t0 � xp
4i(t� t0)

] + erf[
v0t0 + xp
4i(t� t0)

]

)
; (D.2)

utilizando Ec. (C.7) para expresar la solución en términos de la función de
Fresnel se obtiene:

I1 =
1p
2i

�
F [
r

�

�}(t� t0)
(v0t0 � x)] + F [

r
�

�}(t� t0)
(v0t0 + x)]

�
:

(D.3)
De forma análoga obtenemos:

I2 =

Z a

�a
dx0g1 =

1p
2i
(F [
r

�

�}(t� t0)
(a� x)] + F [

r
�

�}(t� t0)
(a+ x)]):

(D.4)
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