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Introduccién

El estudio de las extensiones de grupos estd intimamente ligado al
problema de clasificacién de los grupos finitos. Este problema comer
z0 a estudiarse desde finales del siglo diecinueve y se sabia era ex-
tremadamente dificil, de ahi la importancia de desarrollar herramien-
tas generales para estudiar estos grupos.

La existencia de una teoria de cohomologia para grupos fue sugeri-
da en 1936 por el trabajo de Hurewics acerca de espacios “aesféricos”
! Sin embargo, incluso cuando del trabajo de Hurewics es inmediate
una construccién algebraica del primer grupo de homologia, para que
esta herramienta resultase atractiva para algebristas, era necesaric
relacionarla con herramientas conocidas para ellos. Tal es el caso de!
multiplicador introducido por Schur en relacién con representaciones
proyectivas de grupos a inicios del siglo pasado, y encontrado en e
trabajo de Hopf en 1942 como el segundo grupo de homologia .

Posteriormente, la construccién de los espacios de Eilengerg—Mac
Lane dio origen al concepto de homologia y cohomologia de grupos
como herramienta para entender estructuras algebraicas.

El concepto de extensién fue introducido por Schreier en 1926,
de ahi y del estudio de Baer de 1934 Eilenberg-Mac Lane y Eck-
mann pudieron reconocer los primeros tres grupos de cohomologia
separados de los ejemplos topolégicos.

Al intentar calcular la cohomologia de una extensién de grupos
Lyndon llegé la estudio de un tipo de sucesién espectral, un impor-
tante concepto en matemadticas que tomé forma hasta 1953, gracias ¢
Serre y Hochschild. 2

1Sélo el primer grupo de homotopia es no trivial.
2Esta resefia histérica es un extracto de [?] y se restringe a los temas tocados

en esta tesis.



4 Introduccién

Cabe mencionar que la (co)homologia de extensiones de grupos ha
hallado recientemente aplicaciones en cristalografia, ya que, en dimen-
siones bajas, esta expresa invariantes de las simetrias de los
(cuasi)cristales [?].

Este trabajo tiene como finalidad, en el caso de una extensién de
un grupo ciclico por otro, es decir, de un grupo metaciclico, relacionar
el multiplicador de Schur, un invariante del grupo, con el niimero de
extensiones salvo equivalencia. Ambos se calculan mediante técnicas
de cohomologia de grupos, aunque los calculos en si son accesibles a
un nivel muy bdsico.

El siguiente trabajo estd puede ser leido por matemaéticos con
una formacién bdsica en el drea de dlgebra; es decir, los cursos de
teoria de grupos, de anillos y campos y de niimeros, que se imparten
a nivel licenciatura, conviene estar familiarizado con las nociones de
producto tensorial de médulos y médulos de homomorfismos, aunque
no resulta estrictamente necesario.

Resumen

A todo grupo G se le puede poner en correspondencia un anillo
con unitario, llamado el anillo de grupo y al cual denotamos ZG,
construido de la siguiente manera.

7G = {Za(g)g la(g) € Z, a(g) = 0Vg € G salvo un nimero finito.}.
geG
Es decir, ZG es el grupo libre abeliano generado por los elementos de
G. Ahora, la multiplicacién de G se extiende de manera natural  a
una multiplicacién en ZG que hace de él un anillo cuyo unitario es el
elemento neutro 1 € G.
Por ejemplo, el grupo trivial G = 1 claramente tiene Z como anillo
de grupo y la multiplicacién resulta la multiplicacién usual de enteros.
Asimismo, todo homomorfismo de grupos f: G — G’ se extiende
a un homomorfismo de anillos ZG — ZG’. De esta manera, el tinico
homomorfismo G — 1 nos da un homomorfismo canénico ¢ : ZG — Z,
llamado de aumentacion, que se caracteriza por

e()_alg)g) =) alg).

geG geG

3Por linealidad, considerando al grupo abeliano como Z-mddulo.



Resumen 5

Sea R un anillo cualquiera. Una sucesidn de R-mddulos (si R =
Z.G, escribimos G-mé6dulo), es una expresién C de la forma

0 0
o5 Ch B Ca B Crg—

(n € Z) en que las flechas representan homomorfismos y los C,, son R-
médulos. Una sucesion es llamada complejo de cadenas (o complejo,
por brevedad) cuando la composicién de cualesquiera homomorfismos
consecutivos es cero (0% = 0), en este caso tiene sentido definir la
homologia del complejo H,, = Z,/B,, donde Z, = kerd,, B, =
Im 0,,,1. El complejo se dice aciclico (o la sucesién es ezacta) cuando
H, = 0 para cada n € Z; es decir, la imédgen de cada homomorfismo
es igual al nticleo del siguiente.
Una resolucion de un R-mdédulo M es una sucesion exacta

o B3RS TS Moo,

Si cada F; es libre, la resolucién F se dice libre.

Ahora notemos que podemos considerar a Z como G-mdédulo ponien
do g-1 =1 para todo g € G (aqui 1 denota el generador de Z).
Haciendo asi, una resolucién de Z sobre ZG es una resolucién de Z
visto como G-médulo.

Sea F una resolucién libre de Z sobre ZG. Sea M un G-médulo,
entonces F ® g M denota el complejo

S Fan @eM T oeM S L @M -
(f® 1(x ® m) = f(x) ® m) y Homg(F, M) denota el complejo
- = Homeg(Fr 1, M) 25" Home(Fr, M) 23 Homeg (Frt, M) — - - -

(5nu(x) = (=1)™""u(d,,1%)). Definimos homologia y cohomologia
del grupo G con coeficientes en el G-mddulo M como la homologia
de estos complejos, respectivamente.

Una sucesién exacta corta es una de la forma

1-N—->G—oH-—oT,

donde 1 en este caso denota el neutro del los grupos (seria cero si los
grupos fueran abelianos y se escribiesen en notacién aditiva, como es
el caso de los mddulos). En el caso de grupos, una sucesién exacta
corta es también llamada una extension de N por H. [?]
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Otra extension
1-N—>G —-H-T,

es equivalente si hay un homomorfismo G — G’ que hace conmutar
el diagrama

este es necesariamente un isomorfismo. *
Nosotros estamos interesados en extensiones de la forma

0—>2%Z/m—>G—>Z/n—0,

donde Z/m es el grupo de enteros médulo m °. En este caso el grupo
G es llamado metaciclico. De acuerdo a [?], debido a que el término
Z,/m de la sucesién es abeliano, este puede ser considerado como un
Z/n-médulo y, entonces, el orden de H*(Z/n,Z/m) es el ntimero de
clases equivalencia de este tipo de extensiones, fijando m, n y la accién
de Z/n sobre Z/m .

El objetivo de este trabajo es calcular H*(Z/n,Z/m) tomando la
accién como pardmetro y relacionar su orden con el de H,(G,Z) =
H,G utilizando los resultados hallados en [?] acerca de grupos metacicli
COS.

4HExaminando el subdiagrama de la izquierda vemos que debe ser uno a uno y,
con €l de la derecha, que debe ser sobre.

5HEquivalentemente, el grupo ciclico de orden m

SHs decir, fijando la estructura de Z/n-médulo sobre Z/m.



CAPIiTULO 1

Preliminares

1. Complejos de cadenas

A continuacién parafraseo y traduzco fragmentos del capitulo cero de
[?], complementando con las pruebas de los resultados que se enun-
cian.

Sea R un anillo arbitrario. Un R-médulo graduado es una sucesiéon
C = (Cn)nez de R-médulos. Si x € C,,, decimos que x tiene grado
n y escribimos degx = n. Un morfismo f : C — C’ de grado p
del R-médulo graduado C al R-médulo graduado C’ es una sucesion
f = (fn : Cu = Chip)nez de homomorfismos de médulos, entonces
deg f(x) = degf + degx. Los morfismos de mddulos graduados se
componen de la manera obvia.

Un complejo de cadenas sobre R es un par (C,d) donde C es un
R-médulo graduado y d es un endomorfismo de C (i.e. d: C — C), de
grado -1 tal que d?> = 0. El morfismo d es llamado diferencial u op-
erador frontera del complejo C. Dado un complejo de cadenas C (ob-
viando la diferencial), definimos los ciclos Z(C) = ker d = (ker d,,)nez,
las fronteras B(C) = Imd = (Imd,;1)nez ¥ la homologia H(C) =
Z(C)/B(C), ya que d?> = 0 implica B(C) ¢ Z(C). Todos estos son
médulos graduados. Normalmente, los complejos de cadenas se deno-
tan asi:

d d
"'_)CnJr] n_+)] CnQCnfl_)"'y

cuando no cause confusién, se omiten las diferenciales y, en caso de
que el complejo sea no negativo (C,, =0, n < 0), denotamos

o= Chp =2 CL—=Chg— - = Co— 0.

Notemos que cualquier R-médulo M puede considerarse como com-
plejo de cadenas, con M en la posicién cero y ceros en las demds
posiciones, la diferencial es necesariamente cero.
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Similarmente, un complejo de cocadenas es un par (C, d) pero, en
este caso, d tiene grado 1 y se escribe

0-Cl—...oC ' CroCM 5

cuando el complejo es no negativo. Para las nociones correspondi-
entes, hablaremos de cociclos, cofronteras y cohomologia. Reindexan-
do por C,, = C™™ podemos considerar como complejo de cadenas a
cualquier complejo de cocadenas, por ello complejos de cadenas y co-
cadenas son esencialmente el mismo concepto. Es en las aplicaciones
donde estos conceptos se dividen.

Un morfismo de cadenas f : C — C’ es un morfismo de grado 0
para el cual fd = d'f (d y d’ son las diferenciales respectivas).

Una homotopia de un morfismo de cadenas f a otro g, es un mor-
fismo h: C — C’ de grado 1, tal que d'h+ hd = f — g. Es claro que
un morfismo de cadenas es homotépico a si mismo via la homotopia
cero ! y que —h es una homotopia de g a f; ademads si k es una homo-
topia de g a un tercer morfismo u, entonces f —u=f—g+g—u=
d'(h+k)+(h+k)d. Por esta razén, decimos que f y g son homotépicas
y escribimos f ~ g.

ProPOSICION 1. Un morfismo de cadenas f: C — C' induce un
morfismo H(f) : H(C) — H(C’') y H(f) = H(g), st f~g.

DEMOSTRACION. Sean e,c € C y supongamos que dc = 0, en-
tonces d’(fc) = f(dc) = 0 por lo que f(ker d) C ker d’; por otro lado,
si dc = e, entonces fe = f(dc) = d'(fe), de donde f(Imd) C Imd'.
Significa que hay un morfismo inducido H(f) : H(C) — H(C’).

Ahora, sea h una homotopia de f a g y consideremos ¢ € ker d.
Entonces (f — g)c = (d’h + hd)c = d’(hc), de donde los morfismos
inducidos coinciden. [1.

Un morfismo de cadenas f : C — C’ se dice equivalencia débil si
H(f) resulta ser un isomorfismo; f es equivalencia homotépica si hay
otro morfismo ' : C' — C, tal que f'f ~ idc y ff' ~ idc. Es claro que,
en tal caso, se induce un isomorfismo en homologia. Un complejo de
cadenas se dice aciclico cuando H(C) = 0 y se dice contraible cuando

tAunque hay que tomar el cero en el lugar correcto para que la homotopia
tenga el grado requerido.
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idc ~ 0, una homotopia de la identidad a cero se llama contraccién.
Queda claro de nuevo que un complejo contraible es aciclico.

2. Producto Tensorial

En esta seccién introduciremos la nocién de producto tensorial de
complejos de cadenas, iniciando con la nocién usual de producto ten-
sorial. En adelante, concentraremos nuestra atencién en anillos con
unitario, por lo que R denotard siempre uno de este tipo.

Dados M y N grupos abelianos, definimos su producto tensorial
como

M ®N =FM x N)/A,

donde F(M x N) denota el grupo abeliano libre generado por los
elementos del producto cartesiano M x N, y A es el subgrupo de
F(M x N) generado por los elementos de la forma

(m,n)+ (m,n)— (m+m',n), mm eM, neN;
(m,n) + (m,n) — (mn+n'), meM, n,n €N.
La imagen de (m,n) bajo la proyeccién natural se denota usualmente
por m®mn, este es claramente un conjunto de generadores para M®N.
El producto tensorial tiene la siguiente propiedad universal: dada
cualquier aplicacién bilineal 2 f : M x N — L, existe una tinica apli-
cacién lineal h: M ® N — L tal que f(m,n) = h(m®n). Para probar
esta propiedad, uno define h por la ultima identidad y luega revisa
las condiciones para que esta definicién sea buena, de este modo uno
encuentra la definicién de A.
Sea R un anillo. Ahora supongamos que M y N son R-mdédulos
derecho e izquierdo, respectivamente. Definimos

M &@r N =(M®N)/B,
con B generado por los elementos de la forma
mr@n—maern, meM, neN.

Nuevamente, la imagen de los elementos del tipo m®n bajo la proyec-
cién natural constituyen un conjunto de generadores y se denotan,
por costumbre, de la misma manera. La estructura de R-médulo so-
bre M ®@r N estd dada por r(m®n) = mr®@®n = m® rn (se requiere

2Viendo a M y N como Z-médulos.
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que M sea mddulo derecho para que esta estructura sea asociativa:
ab(meon) =m(ab)dn=(mMa)bdn=ma®bn =a(m®bn) =
a(b(m®mn)). La propiedad universal sigue siendo valida sélo cuando
L es es un grupo abeliano. En este caso, la R-bilinealidad est4 expre-
sada por la condicién f(mr,n) = f(m,rn). La propiedad universal
puede probarse de manera andloga al caso de grupos abelianos.

Una propiedad bésica del producto tensorial es el isomorfismo
R ®r M = M, definido a través de la aplicacién bilineal R x M —
M; (r,m) — rm (que induce r ® m — rm); la inversa de este es
m — 1®m (es claro que ambos son homomorfismos, ademds r@m
™ — 1®@rm = r@my m — 1®m — m). Nétese que este isomorfismo
es de R-mddulos si definimos r(s @ m) =rs®@m

Otra propiedad, obvia pero importante, es el comportamiento bajo
sumas directas: de m® (M1 +ny) =M+ men, y m® 0 =0,
se sigue el isomorfismo M ®g (N7 N2) * M ®r N1 & M ®g Na.

Consideremos homomorfismos f : M — M’, g : N — N/, de
R-mddulos derechos e izquierdos, respectivamete. Entonces podemos
definir f x g : M xg N — M’ @x N; (m,n) — f(m) ® g(n) que es
evidentemente bilineal; luego, de la propiedad universal obtenemos
f®g:M®rN — M’ @y N’ lineal, tal que m® n — f(m) ® g(n).

En particular, podemos considerar f ® T : M ®r N — M’ ®@g N,
donde 1 denota la identidad de N. La asociacién f — f ® 1 tiene la
siguientes propiedades funtoriales. Sig: M — M/, f: M’ — M”,
entonces

flog®l=(fog)®1,

yvaque f®log®l(men)=~f®I(g(m)@n) = (f(g(m)) ®n) =
fog® 1(m®mn), ademads

11=1,

que puede ser verificada por el lector directamente. Se tienen propiedade
andlogas para 1 ® g. Nétese que, si fog =0, entonces fog® 1 =20
yaque 0@n =00 =0 (n € N).
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Finalmente, consideremos complejos de cadenas C, C’ de R-médu-
los derechos e izquierdos, respectivamente; definimos su producto ten-
sorial C ®x C’ por

(CerCln= P C,exrC,
p+gq=nm
la diferencial se define por la férmula D(c ® ¢/) = dc ® ¢+
(=1DPc® d'c/, c € Cp,,c" € C}. Es claro que D tiene el grado cor-
recto y como

DX c®c)=D(de®c 4 (—1)Pe® d'c)
=d’c®c + (-1)PVde o d'
+ (=1)Pdec®@ d'c’ + (—1)*c® d'*c’ =0,

este es un complejo de cadenas.

En realidad, nosotros sélo haremos uso del producto tensorial del
tipo C ®r M, donde M es un R-médulo izquierdo. Veamos un par de
propiedades de este. Sea f : C — C’ un morfismo de cadenas. Hay
una manera natural de definir f® 1(1: M — M), esto es, coordena-
da a coordenada; tal morfismo tiene el mismo grado que f y, como
D'(f®l) = dfel+(—1)*fodul = d'fely D(a@m) = da®m (de
donde (f®1)D = fd®1) podemos afirmar que el funtor —®1 preserva
morfismos de cadenas. Ahora consideremos la identidad d'h + hd =
f — g, tensorizando en ambos lados con la identidad,

(dh+hd)@1=(f-g)®1
dhel+hdel=fl-g®1
Dhel)+(hel)D=fel—-g®1.

Significa que tensorizar con la identidad de M preserva homotopias.

3. Complejo de morfismos graduados

Prodederemos como en la seccién anterior, iniciando con las nociones
usuales.

Sean M y N R-mddulos, pensemos izquierdos. Denotemos por
Homg(N, M) al conjunto de R-homomorfismos N — M. La estruc-
tura de N induce una estructura natural de grupo abeliano sobre
Homg(M, N) definida por u + v(m) = u(m) + v(m) para u,v €
Homg(M, N), m € M, que sigue siendo lineal: r[(u+v)m] = r(u(m)+
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v(m)) = u(rm) +v(rm). Si el anillo R no es conmutativo, no hay una
manera canénica de dar estructura de R-mdédulo a Homg(M, N).
Dado un homomorfismo f : M — M/, consideremos la aplicacién

Hom(f,N) : Homgr(M’,N) — Homg(M, N), u—uof,

es un ejercicio mental ver que este es un homomorfismo 3. La primera
propiedad funtorial, en este caso, es simplemente la asociatividad de
la composicién de funciones, con el detalle de la contravariancia, es
decir

Hom(f o g,N)=Hom(g,N)oHom(f,N),

porque Hom(f o gyN)Ju = uwuo (fog) = (uof)og =
Hom(g,N)(Hom(f,N)Ju); y la segunda es uo1l = u (que nos da
Hom(1,N) = 1). Como en el caso del producto tensorial, si fog =0,
también Hom(f o g, N) = 0.

En ciertos casos, hay un isomorfismo Homg(R,M) = M/M,,
donde es el submédulo * My = {m € Mjrm = 0Vr € R}. Esto es
debido a que un elemento m € M define un homomorfismo ¢, tal
que v — rm (@(m) € Homg(R, M) porque (r + s)m = rm + sm);
ademds @min(r) = r(M+n) = rm+ 1™ = @n(r) + @a(r), por lo
que ¢ define un homomorfismo de grupos abelianos. Si ¢, = 0 en-
tonces Rm = 0. Ahora, sea u € Homg(R, M) y asumamos, existe
v € R tal que Rr = R, en tal caso, ¢, = u. Cuando M, = 0,
andlogamente a como sucedié con el producto tensorial, se tiene el iso-
morfismo Homg(R, M) ~r M, definiendo (rf)(s) = f(sr) que cumple
(rf)(ls) = f(lsr) = Uf(sr) = 1(rf)(s). Esto es cierto, por ejemplo,
cuando R tiene unitario, puesto que Rm = 0 implica0 =Tm =my
R1 =R.

También tenemos un isomorfismo Homgx(M,N; & N,)’
~ Homg(M, N;) ® Homg(M, N,). Esto es porque cualquier homo-
morfismo M — N; @& N, se parte, de manera 1nica, en isomorfismos
M — N;, componiendo con las proyecciones naturales.

3Imagina que la u es una suma.
4Si myn € My, r € R entonces Rim+n) = Rm+Rn =0+0y R(rm) =
(Rr)m = 0 porque Rr C R.
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Para complejos de cadenas C, C’, definimos Homg(C, C’),, como el
conjunto de morfismos de grado n de C a C’, es decir, Homg(C, C'),, =
[ [ ez Homg(C,, CL, ); con operador frontera D, (: Homg(C, C')y, —

Homg(C, C'),,_1) dado por d'f — (—1)"fd. Este es un complejo de
cadenas, ya que

D10 Dypf = Dyy(d'f — (—1)™fd)
= d?f — (-1 'd'fd — (—1)"d'fd £ fd* = 0.

Estamos particularmente interesados en médulos de homomor-
fismos del tipo Homg(C, M), con M un R-mddulo izquierdo. Como
M estd concentrado en dimensién cero (M = C;, C; = 0,1 # 0),
Homg(C,M)"™ = Homg(C,M)_,, = Homg(C,,, M), considerando a
este como complejo de cocadenas. Es importante saber si se preser-
van las homotopias y los morfismos de cadenas.

Sea f : C — C’ un morfismo de cadenas. La definicién de
Hom(f,M) : Homg(C',M) — Homg(C,M)es andloga a la anteri-
or, esto es, u — uof; tal morfismo tiene el mismo grado que f y, si f
es morfismo de cadenas

Dn.(Hom(f,M)u) = dm(uf) — (—1)™"(uf)d = —(—1)™"(uf)d
= —(—1)"(ud)f = Hom(f, M) (dmu — (=1)™ud’)
= Hom(f,M)D’ u,

(degu = n, y dm = 0 porque M estd concentrado en dimensién
cero) por eso podemos afirmar que el funtor Homg(—, M) preserva
morfismos de cadenas. Ahora consideremos la identidad d'"h + hd =
f — g y apliquemos Homg(—, M) de ambos lados, a un elemento u de
gradon

Hom(d'h + hd, M)u = Hom(f — g, M)u
u(d’h+hd) =u(f —g)
ud’h +uhd = uf —ug
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porque u es homomorfismo

(D! W[—(—=1)"h] + Dp(u[—(—1)"h]) = Hom(f, M)u — Hom(g, M)u
Hom(—(—1)"h,M)D’ u+ D,,Hom(—(—1)"h, M)u
= Hom(f,M)u— Hom(g, M)u.

Significa Homg(—, M) preserva homotopias °.

4. Resoluciones libres

Sea R un anillo con unitario y M un R-médulo. Una resolucién de M
es una sucesién exacta de R-mddulos

o B3RS TS Moo,

Si cada F; es libre®, la resolucién se dice libre.
Las resoluciones libres existen para cualquier mdédulo: sea Fg el
R-médulo libre con un generador por cada elemento de M, i.e.

Fo={) a(mlemla(g) €R, a(m)=0VYm e M}

meM

(el simbolo V significa “para todo, salvo un nimero finito”), aqui,
em es un simbolo formal, una letra por decir algo. Luego, la asig-
nacién e,, — m induce un homomorfismo ¢ : F — M que es sobre
por definicién. Al médulo ker ¢, de las relaciones de M, podemos
aplicarle el mismo procedimiento y asi sucesivamente para obtener
una resolucién de M.

En términos de complejos de cadenas, una resolucién puede verse
como complejo aciclico con M en la posicién -1, o bien F = (Fi, 0i)i>0
se considera como complejo aciclico y € : F - M como morfismo de
cadenas; la exactitud de la sucesion, significa que ¢ es una equivalencia
débil (Ho(F) = M).

5Como las direcciones de los homomorfismos se invierten bajo Homg(—, M),
la dltima identidad se ve un poco distinta (la prima se cambia de lugar). También
hay que tener la precaucién de cambiar €l signo de h en cada grado, es decir, la

homotopia es h' = (—(—1)"hn )nez, en términos de h.
6Recordemos que un R-mddulo se dice libre si es isomorfo a una suma directa

de copias de R.
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5. El anillo de grupo

A todo grupo G se le puede poner en correspondencia un anillo
con unitario, llamado el anillo de grupo y al cual denotamos ZG,
construido de la siguiente manera.

2G ={)_alg)glalg) € Z, alg) =0 Vg € G}.

geG

Es decir, ZG es el grupo libre abeliano generado por los elementos de
G. Ahora, la multiplicacién de G se extiende de manera natural 7 a
una multiplicacién en ZG que hace de él un anillo cuyo unitario es el
elemento neutro 1 € G.

Por ejemplo, el grupo trivial G = 1 claramente tiene Z como anillo
de grupo y la multiplicacién resulta la multiplicacién usual de enteros.

El grupo G puede ser incluido de la manera obvia dentro de su
anillo de grupo, de esta manera, G es un subgrupo del grupo (ZG)*
de unidades de ZG.

El anillo de grupo tiene la siguiente propiedad universal. Dado
un anillo R, cualquier homomorfismo de grupos f : G — R*, tiene una
{inica extensién a un homomorfismo de anillos f : ZG — R, definida
por

flg+h) =f(g)+f(h) y flag)=af(g)(acZ)

(en particular, f(g) = f(g), por lo que esta es una extensién; ademads,
de la misma identidad y de que f es homomorfismo, f| (gh) = ~(g)?(h)
lo que se extiende al producto del anillo de grupo usando repetida-
mente la definicién).

A manera de ejemplo, observemos que el inico homomorfismo
G — 1 nos da un homomorfismo canénico ¢ : ZG — Z, llamado de

aumentacidn, que se caracteriza por

e() alg)g) =) alg).

geG geG

"Por linealidad, considerando al grupo abeliano como Z-mdédulo.
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6. Modulos sobre el anillo de grupo

Por simplicidad, llamamos G-mddulos a los mdédulos sobre el anil-
lo del grupo G. Recordemos que un R-mddulo puede pensarse co-
mo un grupo abeliano A, junto con un homomorfismo de R al anil-
lo de endomorfismos ® de A; de acuerdo con la propiedad univer-
sal, tal homomorfismo corresponde a un homomorfismo de grupos
G — End(A)* = Aut(A), el grupo de automorfismos de A. Es decir,
un G-mddulo es simplemente un grupo abeliano junto con una accién
de G.

Por ejemplo, cualquier grupo abeliano A es un G-médulo bajo
la accién trivial, en este caso, ra = ¢(r)a, a € A,r € ZG con ¢ la
aumentacién °. En particular, Z es siempre un G-médulo.

7. La homologia y cohomologia del grupo

Cuando M, N son ambos G-mddulos izquierdos|?], consideramos a
M como G-médulo derecho bajo mg = g~ 'm. El producto tensorial
obtenido de esta forma se denota por M ®g N.

Consideremos una resolucién libre F de Z sobre ZG, i.e. una res-
olucién de Z visto como G-médulo con accién trivial, y sea M un
G-moédulo izquierdo, definimos la homologia de G con coeficientes
en M por

H.(G,M) = H.(F ®c M)
y la cohomologia de G con coeficientes en M por
H*(G,M) = H*(Homg(F, M)),

de acuerdo a las secciones anteriores, estos conceptos estdn bien
definidos!® y son invariantes bajo homotopias!!.

8. La resolucién estandar y la notacion barra

Es posible construir una resolucién de 7Z sobre ZG a partir de los
elementos de G.

8Denotado por End(A) = Homy(A, A), tiene estructura de anillo inducida por
la composicién de funciones.

ra= ) n(glg-a= ) n(g)ga= ) n(gla=c¢(r)a
geG geG geG

F ®c M y Homg(F, M) son complejos de cadenas
1Los funtores — ® g M y Homg(—, M) preservan homotopias
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Sea F,, el grupo libre abeliano generado por las (n+ 1)-adas de la
forma (gi);_,, G actia sobre F, mediante g - (gi)i_, = (ggi)i,- Esta
accion es libre: de gg; = g; se sigue g = 1; significa que las orbitas bajo
esta accién son copias de G y, por eso, cada érbita genera una copia
de ZG; ademads, debido a que tales érbitas son disjuntas, concluimos
que F,, es suma directa de copias de ZG, es decir, F,, es libre.

La diferencial 0 : F,, — F,,_; se define por

391 =D (~1)Hg0r-- Bur-r0n) = 3 (=1)(80),
i=0
donde el gorro indica que el elemento que lo porta ha sido omitido y
€:Fo=7ZG — 7Z es la aumentacién. Este es un operador frontera, ya
que

%)l o= (-1)'(gy)
i=0
=3 (=D D (18,80 + ) (=178, 9)
i=0 j<i j<i

Para ver que este complejo es aciclico, de acuerdo a la primera seccién,
basta ver que es contraible, incluso como complejo de Z-médulos??.
Para ello definimos h: F,, — Fpy1 tal que h(gi)i ;= (1,90,...,09n) =
(1,01)i—o ¥y h(1) =1si n =—1 y calculamos

(ah + ha)(gi)?:o - ah(gi)?:o + ha(gi)?:o

n

— 31,901, +hY_(=1)(8))
i=0

= (gl + ) (-D"(1,8) + ) (-8

i=0 i=0
= (1 ) gi)?:())

en un caso, y (0h+he)(g) =0(1,g)+ (1) =(g)—(1)+ (1) en el otro.

Significa que h es una homotopia de contraccién.

12L,a identidad Im 0,, = ker 9,1 no depende de la estructura de G-mdédulo.
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Por lo tanto, F, = F,(G) es una resolucién, comtinmente llamada
resolucion estdndar.
Ahora, notemos que, como

(9oy---,9n) = go(1,95'91,---, 95 Gn)
=9o(1,95'91,95'9197'92,---, 959197 " - 91" 19n)

renombrando g} = g{_ﬂgi, i=1,2,...,n, obtenemos una ZG-base de
F.. de la forma

(1,91,9192,.--,91---gn) = [g1] - - [gn]

conocida como la notacién barra'?; para esta base, tenemos

Go) = g1lgal- - - 19wl
g =lail---lgimgil---lgnl, i=1,2,...,n—1
(@n) - [91| c "gnfl]

(
(

Podemos también normalizar esta resolucidon. Consideremos el
médulo (graduado) F. =F./D, donde D, es generado por los (91)i,
tales que g; = gi+1 para alguna i. Si (g;) € Dy

n

a(g;) = Z (—1)(6;) € Dy

JAAAHT

(los elementos que corresponden a i € i+ 1 se cancelan), de donde
hay una diferencial inducida sobre F, que lo hace un complejo de
cadenas; ademads es claro que hD, C D,, por lo que se induce una
homotopia de contraccién que muestra que F, es aciclico y, por tanto,
una resolucién.

Expresemos los complejos que se obtienen, en términos de la res-
olucién barra, al calcular la homologia del grupo. Los elementos de
F.(G) ®g M = C,(G, M) son sumas finitas de elementos de la forma
m® [g1]---|gnl y €l operador frontera 0 : C.(G,M) — C,,_1(G,M)

13Hsto también sirve para probar que, como G-médulo, F,, depende sélo de n
parametros.
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estd dado por

o(m® [gil---lgn]) = mg1 ® [gal - - - lgn]+

n—1

Z(—])im(}@ (g1l -lgic1gil -+ lgnd + (=1)"m @ [g1]- - - [gn_1].

i=1
De manera similar, un elemento de Homg(F.(G),M) = C*(G,M)
puede pensarse como una funcién arbitraria de n variables f: G™ —
M (puesto que G™ es el conjunto de generadores). El operador cofron-
tera
5:C1(G,M) — C™(G, M) se ve como

(6f) (g1 = g1f(g4)i,

n—1
T Z(—Uif(g], oy 0195, On) F (‘”nf(gi)?:_]]-
i=1

Estas expresiones aparecerdn de manera natural en el capitulo
siguiente.



CAPiTULO 2

Extensiones con ntucleo abeliano

Una sucesién exacta corta es una de la forma
1-A—>G—oH=>T,

donde 1 en este caso denota el neutro del los grupos (seria cero si los
grupos fueran abelianos y se escribiesen en notacién aditiva, como es
el caso de los mddulos). En el caso de grupos, una sucesién exacta
corta es también llamada una eztension de A por H. [?]

Otra extensién

1 -A—-G —H=1,

es equivalente si hay un homomorfismo G — G’ que hace conmutar
el diagrama

este es necesariamente un isomorfismo. !

El problema de extensiéon consiste en hallar todos los grupos G,
salvo equivalencia, en funcién del subgrupo N y del cociente G/A =
H. Este problema, como veremos, aunque no en el caso general?, in-
volucra la cohomologia de grupo en dimensiones bajas.

Asumamos que A es un grupo abeliano (escrito en notacién adi-
tiva). Una caracteristica de la extensién

02ASGEH—o1

!Examinando el subdiagrama de la izquierda vemos que debe ser uno a uno y,
con €l de la derecha, que debe ser sobre.
2En caso general se requiere del concepto de médulo cruzado [?], [?].
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es que esta origina una accién de H sobre A o, sea, que A tiene
estructura de H-mddulo. Esto es debido a que A, visto como subgrupo
de G bajo la inclusién i, posee la accién de G por conjugacién pero,
siendo abeliano, la accién de A en si mismo es trivial. Significa que
hay una accién induccida de G/A = H sobre A. Entonces, la accién
de h en a bajo i es conjugacién por un representante h de h en G:
i(ha) = hi(a)h ™",
con 7t(1~1) = h. Para nuestros propésitos, es mas cémodo escribir tal
identidad como una regla de conmutacion:

hi(a) = i(ha)h.

Sabiendo lo anterior, se considera el problema de clasificar las
extensiones que originan una accién dada.

1. Extensiones escindidas

Veamos que hay extensiones para cualesquier par de grupos A y H.
Sea A un H-médulo y

05ASGSH—1

una extensién que da origen a tal estructura. Decimos que esta ex-
tensién se escinde si tiene una escisién, i.e. hay un homomorfismo
s:H — G tal que ts = idy. Nétese que tal escisién debe ser inyecti-
va.

Dada una escisién, hay una biyeccién A x H ~ G definida por
(a,h) — 1i(a)s(h)®. De esta manera, hay una tinica estructura de
grupo sobre A x H que hace de tal biyeccién un isomorfismo. Calcule-
mos tal estructura.

i(a)s(h)i(b)s(k) =1i(a)i(hb)s(h)s(k)
por la regla de conmutacién y, como i1 y s son homomorfismos,
=1i(a + hb)s(hk).

3 Aplicando 7t a laidentidad i(a)s(h) = i(a’)s(h’) obtenemos h = h'/ (A = ker 7)
y, de ahi, i(a) = i(a’) pero 1 es inyectiva por definicién. La suprayectividad es
consecuencia de que todo elemento de G pertenece a una clase lateral gi(A) y
que s, siendo inyectiva, da un conjunto de representantes de estas. Ntese que no
hacemos uso de que s sea homomorfismo.
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Por eso, la esctructura de grupo sobre A x H estd dada por
(a,h) - (b,k) = (a + hb, hk).

Esta ley de grupo?, definida para cualquier accién de H sobre A,
se conoce como producto semidirecto y se denota usualmente por
A x H; la escisién canénica es h — (0, h). Podemos resumir esto en
la siguiente

PRrROPOSICION 1. La extensién con nicleo abeliano
0-ASGEH1
se escinde si, y sdlo si, es equivalente a la extension
i e
0—-A—>AxH—->H=I1

donde ' y W son las inclusion y proyeccion candnicas heredadas
del producto cartesiano.

Es decir, hay sélo una extensién escindida para cada accién.
Describamos ahora las posibles escisiones.

PROPOSICION 2. Para cualquiér H-mddulo A. Las clases de
A-conjugacion de escisiones de la extension

0 —2A—2>AxXxH-H-—=1

estdn en correspondencia uno a uno con los elementos de H'(G, A)

DEMOSTRACION. Sea s: H — A x H una seccién, i.e. una funcién
tal, que s = id, entonces s(h) = (fh,h) donde f es una funcién
H — A; ademas

s(h)s(k) = (fh + hfk, hk),
para que la seccién s sea homomorfismo, f debe satisfacer f(hk) =
fh + hfk, equivalentemente,

0 = hfk — f(hk) + fh = (6f)(h, k).

4(a,h)-(b,k) = (a+ hb,hk) = (0,1) implica hb = —a que equivalea b = —a
y k=h""; ademas (—a,h™')(a,h) = (a + h~'(—a),h~"h) = (0, 1). Revisemos la
asociatividad.
[(a,h)(b,k)l(c,1) = (a+ hb, hk)(c,1) = ((a + hb) + (hk)c, (hk)l)
= (a+h(b +ke), h(kl)) = (a, h)[(b,k)(c, )]
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O bien, f debe ser un 1-cociclo de C'(H, A).

Vamos a decir que dos escisiones s; y s, son A-conjugadas® si hay
un elemento a € A parael cual s;(h) =i(a)s,i(a)™' paratodo h € H.
En A x H,

(a,1)(b,h)(a,1) "= (a+b—ha,h);
asi, la relacién de conjugacidn, se ve como fih = a + f,h — ha, ie.
(f,—fi1)h=ha—a=nhf(1)—1f(1) = (6f)h
donde f: C°(H,A) = Homy(ZH,A) =A - A;1— a. O
2. Numero de extensiones

Una vez habiendo calentado (con la seccién anterior), quedamos listos
para ver cuantas extensiones hay para una accién fija. La estrategia es
similar: buscar funciones H™ — A y hacer uso de la resolucién barra.

TEOREMA 3. Sea A un H-mddulo y denotemos por E(H, A) las
clases de equivalencia de extensiones de A por H que originan la
accion de H sobre A. Entonces hay una biyeccion

&(H,A) ~ H*(H,A).
DEMOSTRACION. Nuevamente consideremos la extensién
02ASGEHT

y escojamos una seccién s : H — G (7ts = idy). Por simplicidad en
la exposicion, puesto que serd requerido mas adelante, vamos a sumir
que s estd normalizada, i.e.

s(1)=1.

Si s resulta homomorfismo, entonces la extensién escinde y ya conoce-
mos su estructura. De otro modo, como s(hk) y s(h)s(k) son enviados
a hk bajo 7, deben estar en la misma clase lateral; es decir,

s(h)s(k) = i(f(h, k))s(hk)

donde f : H x H — A es alguna funcién normalizada: de s(h) =
s(1)s(h) =s(h)s(1) =1(f(1,h))s(1-h) =1i(f(h,1)s(h- 1) se sigue

f(1,h) =0 =1(h,1)

5Debiese quedar claro a quien ha tomado un curso de teoria de grupos que a
continuacién se define una relacién de equivalencia.
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para todo h € H. Usualmente a f se le llama conjunto de factores
asociados a la extensién y a s. Ahora deberemos probar que la exten-
sién puede recobrarse a partir de la accién y del conjunto de factores.
Como s(H) es un conjunto de representantes de las clases laterales,
nuevamente tenemos la biyeccién (a,h) — 1i(a)s(h). Calculemos la
multiplicacién inducida en A x H = Gy en este caso:

i(a)s(h)i(b)s(k) =1i(a)i(hb)s(h)s(k)
i(a + hb)i(f(h, k))s(hk)
i(a 4+ hb + f(h, k))s(hk);

de donde,
(a,h) - (b,k) = (a + hb + f(h, k), hk).
Encontremos condiciones para que esto defina una estructura de
grupo.
[(a,h)(b,Kk)](c,l) = (a + hb + f(h, k), hk)(c, 1)
= (a+hb + f(h, k) + (hk)c + f(hk, 1), (hk)l),

por otro lado,
(Cl, h)[(b> k)(C, l)] — (a> h) (b + ke + f(k> 1’)) k’]’)
= (a+ hb + h(kc) + hf(k, 1) + f(h, kl), h(kl)).

De modo que, para que el producto sea asociativo, el conjunto de
factores f : H x H — A debe satisfacer la relacién

f(h, k) + f(hk, 1) = hf(k, 1) + f(h, kl)
equivalentemente,

0 = hf(k,1) — f(hk, 1) + f(h, k1) — f(h, k) = (5f)(h, k, 1)

para cualesquiera h,k,l € H. En otras palabras, f es un 2-cociclo
obtenido de la resolucién barra normalizada.
El elemento (0, 1) resulta el neutro del grupo:

(0,1)- (b,k) = (1b + f(1,k), 1k) = (b, k)

(a,h)-(0,1) = (a+h0+ f(h,1),h1) = (a,h)
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(a 4+ hb + f(h,k),hk) = (0, 1)

nos da k = h™', de donde debe suceder a + hb + f(h,h™') = 0,i.e.
b=-h"(a+f(h,h)
que debe funcionar por la izquierda:

(—h 'la—h "f(h,h "), h ") (a,h) =
(~h 'la—h f(h,h ) +h'a+f(h ' h), 1)
=(—h "f(h,h ) +f(h" h)),1),

por eso, deberd ser cierta la identidad

h'f(h,h™') = f(h ' h).
Como f es cociclo,

O=h"f(hh ) —f(h "R, h ) +f(h ", hh ") —f(h "' h)
=h7'f(h,h™") —f(h" h)

De modo que la multiplicacién de G estd bien definida.
Denotando ¢(i(a)s(h)) = (a,h) tenemos

¢ila) = ¢(ila)s(1)) = (a, 1),
la inclusién candnica vy,
ne '(a,h) =h,

la proyeccién candnica que son claramente homomorfismos. Entonces,
la extensién inicial es equivalente a la extensién

05ASGBHoT

definida solamente en términos de f y una accién dada de H sobre A.

Ahora cambiemos la eleccién de la seccién s por una s’ (tam-
bién normalizada); como h = 7ts(h) = ms’(h) sabemos que s'(h) =
i(c(h))s(h), donde ¢ : H — A es arbitraria salvo por la condicién
c(1) = 0, i.e. es un elemento arbitrario de CL,(H, A). Calculemos el
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conjunto de factores asociado.
s'(h)s'(k) = i(c(h))s(h)i(c(k))s(k) = i(a)i(he(k))s(h)s(k)

=1i(c(h) + he(k))i(f(h, k))s(hk)
=1i(c(h) + he(k) 4 f(h, k) — c(hk))i(c(hk))s(hk)
=1i(c(h) + he(k) + f(h, k) — c(hk))s'(hk),

asi

f'(h,k) = f(h, k) + he(k) — c(hk) + c(h) = f(h, k) + (6c)(h,k). O



CAPiTULO 3

Congruencias

1. Un poco de aritmética

Antes de comenzar con los cédlculos, recordemos un poco la estructura
del grupo Z/m. Por definicién,

Z/m = Z/mZ

0o bien, dos numeros a y b son equivalentes médulo m
(a = b(modm)) si m divide a a — b (m|a — b). Ademads de la es-
tructura aditiva, debido a que Z es un anillo bajo la multiplicacién
usual y mZ un ideal, Z/m tiene también estructura de anillo (conmu-
tativo con unitario) inducida por la multiplicacién usual de enteros.

El grupo de elementos invertibles en Z/m (o unidades) puede ser
descrito como

(Z/m)* ={a € Z/m|(a,m) =1}

((a, m) denota el méximo comin divisor de a y m), yaque, (a, m) =1
equivale a ab + mc = 1 para algiin b, de donde ab = 1(modm) 1.
El orden de este grupo se denota por ¢(m) = |(Z/m)*| y se llama la
funcién ¢ (: N — N) de Euler (evaluada en m).?

Todo endomorfismo?® de Z/m est4 determinado por la imagen del
generador 1 € Z/m — a € Z/m y el morfismo coincide con la mul-
tiplicacién por este elemento (P,(b) = bip(1) = ba = ab). Esto da
una identificacién

End (Z/m) ~ Z/m, (Wo— al;

1En lo sucesivo, si no provoca confusién, denotaremos ab =1
2En realidad, Euler definié ¢(m) como la cantidad de primos relativos a m que

sean positivos y menores a este.
3Homomorfismo Z/m — Z/m.
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en particular, el grupo de automorfismos * Aut (Z/m) ~ (Z/m)*
(porque 1 = VP, Py(1) = ab). Significa que toda estructura de Z/n-
modulo sobre Z/m viene de un homomorfismo Z/n — (Z/m)*. Sim-
ilarmente, uno de estos homomorfismos estd determinado por la im-
agen del generador de 1 € Z/n — t € Z/m, bajo la restriccién
th = (tlemnht =1 (1= TonaTm ) es decir t" = tlemn) — 1 debido

)m)

a que el orden de t debe ser un divisor de @(m).

2. Estructura del grupo de invertibles

En esta seccién exploraremos la estructura del grupo de automorfis-
mos del anillo Z/n, basdndonos en el ejemplo 1.4 de [?].

Aut (Z/nm) = Aut (Z/n x Z/m) = Aut (Z/n) x Aut (Z/m)

cuando (n,m)=1, ya que Z/nm = Z/n x Z/m. Por eso, para describir
la estructura de estos grupos, basta considerar el caso n = p” donde p
es un nimero primo. En este caso, el grupo (Z/m)* tiene p™'(p — 1)
elementos.

Caso n =2". Cuando r =1, ¢(2) = 1. Cuando r = 2, el grupo de
invertibles tiene dos elementos y por eso es isomorfo a Z/2.

Para r > 3, probaremos que Aut (Z/2") = Z/2 x Z/(2"2). El ele-
mento de orden dos es -1, probemos que 5 tiene orden 2" 2. Primero,
5 = 1(mod 2?), # 1(mod 23) y, como

(144-252=1+4-2(1 4+ 25"") = 1(mod 25*?), £ 1(mod 253),

tenemos que (1 +4)2 " =1(mod2"), # 1(mod2™"), i.e. el orden de
cinco es 27 2.

Ahora s6lo falta ver que -1 y 527 no son congruentes (ambos
tienen orden 2). Asumamos que 275 ° + 1, en particular,
271527 — 1) + 2, pero 27'/(52° — 1) (de la prueba anterior);
significa que 272, i.e. T =16 2.

Caso n = p" con p primo impar. Probemos que Aut (Z/p") =
Z/(p—1) x Z/p"', de hecho 1+p tiene orden p™~' porque

(T+pk)P =1+p*k+ 92+ -+ (pk)P =1+ p%k(1 +a)

*Homomorfismos con inverso bilateral: Yoy = VYoo = Idz/m.
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con a divisible por p. Por lo tanto, si 1 + pk = 1(modps'), #
1(modp®), entonces (1 + pk)? = 1(modp?®), # 1(modp**'), comen-
zando con k = 1 obtenemos que

(14+p)" " =1(modp"), # 1(modp™"),

i.e. 14p tienen orden p™'. Significa que 1+p genera el p-subgrupo
de Sylow de Aut (Z/p").

Ahora notemos que la proyeccién canénica Z/p" — Z/p
(=Z/p"/pZ/p"), induce un homomorfismo Aut (Z/p") — Aut (Z/p)
que es sobre (toma 1,2,...,p— 1€ Z/p"); pero, de teoria de Galois,
sabemos que su grupo de invertibles, (Z/p)*, es ciclico isomorfo a
Z/p — 1, ya que consta de raices de la unidad ®. Por lo tanto, la 1inica
opcién es que Aut (Z/p") = Z/(p —1) x Z/p™'. Por tltimo, como
todos los elementos de la forma 1 + pk forman el segundo factor,
podemos asegurar que el generador del primer factor no es congru-
ente con 1 médulo p.

Podemos resumir lo anterior como el resultado siguiente.

TEOREMA 1. Sea m = 2"p}' ---p* un entero arbitrario y con-
stderemos el anillo Z/m de enteros mddulo m. Entonces,

k
(Z/m) ~Z/2x 2/2° % x Z/py i x [ [2/(pi = 1).
i=1

ka'l

: _ —1 1—1
En particular, @(m) = 27" -pi' (p1—1)---p (px— 1), un
numero cuya descomposicién en primos puede considerarse caédtica,
sin embargo, veremos que en este trabajo sélo nos interesan los primos
enumerados aqui.

5(Z/p)* es el grupo de Galois de la extensién Q(()/Q, con ( = e?™/P; se
recomienda ver los textos estdndares de teria de anillos y campos.



CAPiTULO 4

Caso metaciclico

1. La resolucién

Queremos calcular los grupos H,(Z/n,Z/m) y H*(Z/n,Z/m). Para
tal fin, construiremos una resolucién libre de Z sobre el anillo de
grupo de Z/n, el cual puede ser visto como Z[T|T" = 1] = Z[T].

Notemos que, dentro de Z[T], la relacién T™ = 1 puede reescribirse
como

0=T"=T=T-D1+T+--+T" ) =(T-1N;

ahora notemos que los elementos T — 1 y N pueden ser vistos como
morfismos Z[T] — Z[T] mediante multiplicacién. De este modo, tiene
sentido considerar el complejo de cadenas

SNzmBzmSzm Y zm -z oo

Solamente falta ver que tal complejo es aciclicol. Primero calcule-
n—1 .
mos el niicleo de (T—1). Sea a = ) a(i)T" € ker (T — 1) entonces
i=0

n—1 n—1
0=(T—1)a= Za(i)T”‘ — Za(i)T
:Za 1i—1T Za

n—1

=an—1)+) la(i—1)—a(i—1D]T" - a(0),

i=1

lo que equivalea a(0) = a(1) =--- = a(n—1) = a’; de donde a = Nd’
y, se sigue, ker (T — 1) =Im N.

!En realidad, esta resolucién es de origen topoldgico, véase [?] para la construc-
cién usual.
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Falta calcular el nicleo de N. Supongamos Na = 0, en particular,
el término de grado cero debe ser nulo, este se obtiene de los pro-

n—1
ductos de la forma T{(T™ ), por ello, tal término es igual a > a(i).
i=0
Pero, de ahi,
n—1
a= Y a(i)(T'=1)
i=0
ycomo T'—1=(T—1)(T""+...4+T+1), tenemos a = (T—1)d’ y,
por tanto, ker N =Im (T —1).

2. Calculo del nimero de extensiones

Aplicando los funtores correspondientes, vemos que hay que cal-
cular la homologia de

L NzmYzm Y zmY z/m -7 -0
y la cohomologia de
Z/mt;; Z/le/mt;; Z/mﬁw--

donde t™ = 1(mod m) Entonces, Ho(Z/n,Z/m) = Z/m/Im (t — 1),
HY(Z/n,Z/m) =ker (t—1) y

Hi(Z/n,Z/m) = H"Y(Z/m,Z/m) =ker (t —1)/Im N
para i > 0 impar,
Hi(Z/n,Z/m) =H"(Z/n,Z/m) =ker N/Im (t — 1)

para pares mayores que Cero.
Primero consideremos el caso en que la accién sea trivial (t = 1)
2 En tal caso, ker (t—1)=Z/m, Im(t—1) =0, N =n y, por tanto

m Z/m,

(m,n)
ImN=(m,n)Z/m

ker N =

y entonces
H] (Z/Tl, Z/m) - Z/(m> Tl),

Hy(Z/n, Z/m) = (mmn)Z/m =7Z/(m,n).

2S6lo porque en este caso la respuesta general es facil de obtener.
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Solamente hay acciones no triviales de Z/n sobre Z/m cuando n
y el orden ¢(m) del grupo (Z/m)* = Aut(Z/m) tienen un divisor
comun.

Antes de considerar una accién de tipo general, observemos que
Z/mn = Z/mxZ/n, si (m,n) = 1. Para simplificar nuestros cédlculos,
aprovechando las propiedades de H* y H, con respecto del médulo de
coeficientes, resolveremos el caso cuando m = p" con p primo. En lo
sucesivo usaremos los resultados del capitulo anterior.

Caso p = 2. Asumamosque m =2", r > 2, n=2%, s> 1, a
impar. En este caso, para que t™ = 1 es necesario que t* = 1, por lo
que podemos asumir t = —1,t =52 """ gt=-57""" 0<
s—k<r—2.

Sit=-1,t—1=-2y asi,

ker (t—1)=2""12/2", Im(t—1)=27/2"
comonespar, N=0y
ker N =7/2", Im N=0
de donde
H(Z/n,Z/2") =2"'2/2" =7/2,
Hy(Z/n,Z/2") = 7Z/27/27./2" = 7./ 2.

En general, si el orden de t es ¢, 1 = cd, el mapeo norma se ve

como
N=d(l+t+ --+t").

Sit=5"""" 0<s—k<r—2, entonces t = 1(mod 2" (%))
# 1(mod 2™ M+ ie. t —1 = a2~ con a unidad de Z/2". Por
€so

ker (t—1) =25%z/2, Im(t—1)=2""Xz/2m
el orden de t es 257, de donde
N=2%(1+t+ - +t& ),
con b unidad, esto es numéricamente igual a

12 1
20— —
b t—1 "
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pero 2" es la potencia de 2 mds grande que divide al numerador y
t—1=a2""4), por eso

N =25/,

con b’ unidad de Z/2". De modo que

27SZ/2T, s < 257./27, s<
ker N = , Im N =
7)2" S>=T. s=>T
Por lo tanto,
APAR s< T

Hy(Z/n, Z/27) = 25°%7,/27 ) 257,/ 2" =
(Z/m, 2/2") /2/2°2/ {Z/zr(sk) s

7./2% s < T

Hy(Z/n,Z/27) = 2757,/27 /27 s X7, /27 = ’ ’

2Z/n,2/2") /2"/ L T
El orden de estos grupos se puede calcular por la férmula

(t—1,2")(N,2")

Z'r
Ysit=—5"""" 0<s—k<r—2, suorden es también 2(s*)
sin embargo, como t = —1(mod 2™ 5), r — (s — k) > 2 se tiene que

t — 1 =c2 (c unidad); entonces

ker(t—1)=2""Z/2", Im(t—1)=27/2"
N =2"""1¢" (¢’ unidad),

727, k=1, 0, k>,
ker N = , Im N =
27./2" k=0 21'7/2" k=0.

7/2, k>1:
0 =0

{ Z/2,
0

De modo que,

H1(Z/m, Z/27)

o~
|

WV

Hz(Z/n,Z/27)

~ &
I
(@) —_—
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Caso de un primo impar. Asumamos que el orden de t no divide
ap"' entonces, como se vié, t — 1 no es divisible por p y por ello es
invertible en Z/p". Pero sabemos que p" divide a

T =N(t—1),
por lo que divide a N. Por lo tanto 3
ker (t—1) =0, Im(t—1)=2%Z/p"%
ker N =7Z/p", ImN=0

y
Hi(Z/n, Z/p") = Ha(Z/m, Z/p") = 0.

Sea n = p*a, (a,p) = 1. Entonces, t = (1 +p)* ' ", 0 <
s—k<r—1yelorden de t es s — k. En este caso p" ¥ es la
potencia de p més grande que divideat—1y

ker (t—1)=p**Z/p", Im(t—1)=p" 5 NZ/p,
ademas
N = kats_k;_ sq’
(con a, a’ unidades),
=87 /5T <, 7 /pT <,
ker N = P /P r’ Im N = PRL/pT s <
Z/p" s> s>T
Finalmente,
T s— T s T Z/pk $<T,
H1(Z/n, Z/p") = p> *L/p"/p°L/p" = .
Z/pT M s>
Z./p* s<T,

Hao(Z/m, Z/p") = p"“Z/p"/p" WL/ /p" =
g Z/p K s>

En este caso, el orden de estos grupos también se puede calcular

por la férmula
(t_ 1>pr)(N>pT)
pT
En el caso general, debido a que, de acuerdo a nuestros calculos

H*(Z/n,Z/p") = HX(Z/p®, Z/p")

3De aqui es evidente que ninguno de nuestros calculos depende de la parte
cadtica de @(m).
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HA(Z/m, Z/m) = DHA(Z/p*, Z/p")
P

el orden de este grupo se puede calcular mediante la férmula
(t_ 1)m)(N)m)

m
De lo anterior se siguen dos resultados.

PROPOSICION 1. Si (m,n) = 1, entonces la extensién
0—-2Z/m—>G—Z/n—0

se escinde.

TEOREMA 2. Sea Z/n el grupo ciclico de ordenn y Z/m anillo
de enteros mdodulo m considerado como Z/n-mdédulo mediante la
accion t. Entonces,

Hi(Z/n, Z/m) = HY(Z/n, Z/m) =~ Z/ ((t - 1,1:1)(1\1, m))

para i > 0, donde
N=1+t4 -+t

ademds, n|N, N/n es potencia de dos y la potencia es positiva
solamente cuando t es multiplo de -1.
En particular, si la accion es trivial (t = 1) entonces

Hi(Z/n,Z/m) ~ H(Z/n,Z/m) ~ Z/(n, m)

CoRrOLARIO 3. El numero clases de equivalencia de exten-
siones de la forma

02Z/m—>G—-Z/n—0

es (t_] 7m)(Nym) .
m

De acuerdo a [?] el multiplicador de Schur H,G ~ Z/1 y, precisa-
mente, *

= (t—hzll)(N’h), con mfh(t —1), hjm.

“‘Precaucién: La multiplicacién por cero se interpreta en cualquier caso como
multiplicacién por m en estas férmulas.
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El ntimero h es un pardmetro de la presentacién del grupo Gy h=m
es equivalente a que la extensién sea trivial (G es producto semidi-
recto), lo cual nos lleva a lo siguiente.

COROLARIO 4. St la extension
0—-Z/m—>G—Z/n—0
se escinde, entonces
H2(Z/m, Z/m)| = [H.G]
y esta es la cantidad de Z/m-clases de conjugacion de esciciones®.
Reciprocamente, si [H?*(Z/n, Z/m)| = |[H.G|, obtenemos (N, m) =
(N, h), por eso para asegurar que la extension es trivial, requerimos de

alguna informacién adicional; por ejemplo m/n, ya que esto significa
(m,N) =m.

COROLARIO 5. Si [H%(Z/n,Z/m)| = |H,G| y min. Entonces la
extension
02Z/m—>G—-Z/n—0

se escinde.

5Es decir, el orden de H' (Z/n,Z/m)
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