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Capítulo 1

Motivación

1.1. Herramientas

Uno de los orígenes de lasciencias de la computaciónes la búsqueda de la
automatización y sistematización del pensamiento. El concepto dealgoritmo es uno
de los frutos más antiguos y más importantes de dicha búsqueda. Algoritmo es un
conjunto finito de pasos discretos bien definidos que resuelven un problema. Es un
instrumento abstracto de coordinación que describe procedimientos para varios fines.
En palabras más sencillas: una receta, una guía, un código. Los algoritmos son arte-
factos humanos, cuyos objetos teóricos fundamentales son los símbolos. Curiosa y
convenientemente todo lo que se puede representar en una computadora moderna se
hace a través decadenaso secuencias de símbolos. Entonces loslenguajes, que no son
sino colecciones de cadenas, han llegado a ser el centro de las ciencias de la computación.

La formalización del concepto de algoritmo dio origen a nuevas preguntas y con ello
a nuevos campos de estudio. Uno de ellos es lacomplejidad computacional. Su objetivo
es medir o acotar la complejidad de un algoritmo principalmente en cuanto al tiempo
o espacio que se requiere para ejecutarlo. Se ha logrado clasificar los problemas en
función de la complejidad para obtener su solución. Un problema que puede ser resuelto
en tiempo polinomial pertenece a la clase de complejidadP (orden polinomial), es decir,
que el número de pasos que toma ejecutar el algoritmo que lo resuelve está acotado por
un polinomio en función del tamaño de suentrada. Por otro lado, dentro de la clase de
complejidadNP (no polinomial) están los problemas cuyas posibles soluciones pueden
ser verificadasen tiempo polinomial pero no necesariamente encontradas entiempo
polinomial.P representa a los problemas tratables yNP a aquellos problemas que no son
tratables; las relaciones que hay entre estas dos clases de complejidad siguen siendo una
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2 Motivación

maravillosa fuente de investigación.

Hoy en día el análisis y diseño de algoritmos es una de las áreas más importantes en
ciencias de la computación, que de una u otra forma no se puededejar de lado pues de
ella dependen laeficienciay el buen funcionamiento de todo programa de computado-
ra, sin importar su área de aplicación. Aunque la capacidad de memoria y velocidad de
procesamiento se incrementan día con día, al mismo tiempo surgen nuevos problemas, en
diversas disciplinas, que requieren más y más poder de cómputo para ser resueltos, pero el
poder de cómputo siempre estará limitado, es un recurso finito. Es por ello la importancia
de la búsqueda de algoritmoseficientesdonde, como ya mencioné, la eficiencia se con-
sidera en función de la complejidad en tiempo, ya que hay problemas que sin ser tratables
(elementos deNP) son eficientes, esto debido a que no existen algoritmosequivalentes
que tomen menor tiempo en llegar a la solución (elementos deP).

1.2. Objeto de estudio

Nuestro lenguaje natural tiene reglas que lo generan que para la mayoría de nosotros
suelen pasar desapercibidas. Seguramente nadie antes de pronunciar una frase se
esfuerza por poner un sujeto, un verbo y un complemento. Éstees el ejemplo más simple
y conocido. Sin embargo hay variedad de lenguajes: en computación los lenguajes
de programación, en matemáticas el lenguaje algebraico, enbiología las estructuras
moleculares o de ADN, en física las atómicas, y aún en las artes como la música.
Un lenguaje tiene que ser construido sobre elementos (símbolos) de un conjunto lla-
madoalfabetoy así como los lenguajes son distintos unos de otros, los alfabetos también.

A los lenguajes que pueden ser generados por un conjunto de reglas se les llama
lenguajes formales. Los lenguajes formales son fruto también de la sistematización
matemática.

Hay una clase muy especial dentro de ésta, loslenguajes regulares, que son aquellos
que pueden ser generados porexpresiones regulares, autómatas finitoso porgramáticas
regulares; resultan ser el conjunto más restringido dentro de la Jerarquía de Chomsky.

1.3. Búsquedas en texto con expresiones regulares

La aplicación del análisis y diseño de algoritmos puede ser tan vasto como se
quiera. Este trabajo pretende enfocarse en los algoritmos para procesamiento de texto:
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búsquedas con expresiones regulares.

La búsqueda con expresiones regulares en texto es una generalización de la búsqueda
de cadenas y mientras para la segunda los algoritmos son de orden lineal para la primera
los algoritmos se elevan aorden exponencialdependiendo de los operadores permitidos
para su generación.

1.4. Una aplicación importante.

Dos ramas de la ciencia, biología y ciencias de la computación, antes ajenas, se han
unido principalmente por el descubrimiento delcódigo genético. La biología no contaba
con los conocimientos teóricos, mucho menos con las herramientas para enfrentarse por
sí sola a tan gran reto. El algoritmo vino a ser el punto de unión, justo la herramienta que
buscaba la biología.

El proyecto del genoma humano ha dado lugar a diversidad de problemas de cóm-
puto. La información generada es tanta que aún las computadoras más poderosas no se
dan abasto para procesarla. Se ha vuelto un problema fundamental encontrar algoritmos
que reduzcan el tiempo de procesamiento y que permitan encontrar patrones dentro de
las largas secuencias de ADN. Esto ha permitido el surgimiento de una nueva área de
investigación:la biología computacional.

La biología computacional es el uso de las ciencias de la computación para resolver
problemas biológicos, enfocándose en el desarrollo de algoritmos y métodos com-
putacionales específicos. Los esfuerzos más importantes deinvestigación en el campo
incluyen: análisis y alineación de secuencias, búsqueda degenes (proteínas y ARN),
montaje del genoma (assembly), alineación y predicción de estructuras de proteínas,
predicción de expresiones de genes, interacciones proteína-proteína y otros. Se vale de
herramientas matemáticas para extraer información útil a partir de datos sin significado
aparente producidos por técnicas biológicas de súper-procesamiento.

El ADN mismo se puede ver como un algoritmo codificado que describe el proceso
de vida de todo organismo viviente. Las basesA (adenina),T (timina), G (guanina) y
C (citosina) funcionan como símbolos; losaminoácidosy lasproteínasson los elemen-
tos, palabras o expresiones a buscar, son el mensaje expresado en código. Las proteínas
sonmoléculascomplejas compuestas de varios aminoácidos. Hay 20 tipos posibles de
aminoácidos en total, y algunas proteínas son cadenas de hasta 250 residuos de aminoá-
cidos. Por lo tanto hay aproximadamente20250 tipos de proteínas de donde escoger. Un
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algoritmo es un esquema para la manipulación de símbolos y todos estos símbolos son
instrumentos que transmiten información.



Capítulo 2

Introducción

El objetivo principal de este trabajo es estudiar algunos delos algoritmos más
importantes para búsquedas con expresiones regulares, poniendo mucho mayor interés
en el algoritmo de Glushkov.

Comenzamos por analizar las definiciones formales dealfabeto, cadenay lenguaje,
básicas en el estudio de los lenguajes formales, así como lasoperaciones entre éstos.
Por ejemplo, en el caso de los alfabetos sería la potencialización; para las cadenas la
concatenación y para los lenguajes la unión, entre otras.

⋆ Alfabeto: Conjunto no nulo y finito de símbolos, generalente representado porΣ.

⋆ Cadena:Secuencia finita de elementos de un alfabeto. Si la secuenciaes nula, se trata
de una cadena especial, lacadena vacía, representada porε (algunos autores usanλ). ε
no puede pertenecer al alfabeto de la cadena.

⋆ Lenguaje: Conjunto finito de cadenas, representado por letras mayúsculas, por
ejemplo,L.

El interés de analizar estas definiciones es dejar en claro los elementos necesarios
para definir un lenguaje. Un lenguaje se compone de cadenas y las cadenas toman los
símbolos de un alfabeto dado.

Las operaciones con lenguajes son también importantes porque por medio de ellas
obtenemos nuevos lenguajes. Son tres las más importantes:unión, concatenacióny
cerradura. Más adelante veremos la relación de cada una de ellas con lasexpresiones
regulares.
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6 Introducción

El apareamiento de cadenaso búsqueda de cadenas, es el problema de encontrar
todas las presencias de unpatrón(una o más palabras) en untexto.

Cuando queremos búscar una palabra en un texto, podemos pensar en dos tipos de
búsqueda, la exacta y la aproximada. Si nuestro texto es totalmente confiable, es decir,
no hay datos corrompidos, nos iremos por labúsqueda exacta. En otro caso, si hay
interferencia en la transmisión de la información y no recibimos los datos completos,
o bien hay ruido, y por lo tanto, datos corrompidos, nos conviene usar labúsqueda
aproximada.

Las búsquedas con expresiones regulares son una generalización de las búsquedas de
una cadena o de un conjunto de cadenas. Para ver más claramente dicha generalización,
daremos un breve paseo por algunos algoritmos que trabajan sobre una cadena: fuerza
bruta, Karp-Rabin, Knuth-Morris-Pratt y Boyer-Moore; y los de un conjunto de cadenas:
Aho-Corasick.

En ese momento pasaremos a la definición deexpresión regular. Para ello, dedicamos
un capítulo completo al estudio de las expresiones regulares. Las expresiones regulares
surgen de la necesidad de poder representar de manera sencilla los elementos de un
lenguaje, es decir, una expresión regular es una expresión algebraica que puede describir
un conjunto de cadenas sin listar todos sus elementos.

Además de los lenguajes, hay otra área de computación teórica que está muy
relacionada con las expresiones regulares, se trata de losautómatas finitos. Un autómata
finito es un dispositivo abstracto que tiene un conjunto finito de estadosy un control
que se mueve de un estado a otro como respuesta a entradas externas. El autómata es
determinísticosi en cada unidad de tiempo el control se encuentra en un sólo estado. Y
un autómata esno determinísticosi en cada unidad de tiempo el control se encuentra en
uno o más estados. Cada cambio de estado está definido por transiciones y se produce
al leer un símbolo (entrada) del alfabeto asociado al autómata. Hay un tipo especial de
autómatas que pueden cambiar de estado sin necesidad de leerun símbolo del alfabeto,
en este caso decimos que el autómata tienetransiciones vacías.

Una vez que entendemos todos los términos relacionados con lenguajes, expresiones
regulares y autómatas finitos, estamos listos para entrar altema central de este trabajo: el
algoritmo de búsqueda con expresiones regulares.
El algoritmo consiste en construir el autómata equivalentea nuestra expresión regular y
después usar dicho autómata para procesar el texto en el que se desea hacer la búsqueda.
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Para construir un autómata equivalente a nuestra expresiónregular veremos y analizare-
mos dos métodos: el de Glushkov y el de Thompson. El autómata de Glushkov, aunque
toma más tiempo en la construcción, resulta más efectivo al realizar la búsqueda, porque
no tiene transiciones vacías, y en algunos casos puede resultar determinístico.
La ventaja del autómata de Thompson es que tiene una construcción más directa y toma
menos tiempo construirlo. La desventaja es que tiene transiciones vacías, lo que lo hace
menos eficiente, en tiempo y espacio, al realizar la búsqueda.

En otro capítulo analizamos los algoritmos para contruir autómatas de Thompson a
partir del algoritmo de Glushkov, y para simplificar autómatas de Thompson para obtener
un autómata de Glushkov. Esto con el fin de quede más claro por qué un autómata de
Glushkov es una simplificación de uno de Thompson. Concluimos pues que resulta más
eficiente en ejecución el autómata de Glushkov.

Observando toda la información, finalizamos con el desarrollo de una herramienta
de software, RESS (Regular Expression Search System), que sirve para hacer búsquedas
con expresiones regulares. RESS usa el autómata de Glushkovcomo motor de búsqueda.
Dicha herramienta pretende materializar toda la teoría presentada a lo largo este trabajo.
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Capítulo 3

Fundamentos

Siempre que en ciencias de la computación buscamos la solución a un problema,
primero tenemos que conocer los conceptos básicos que son necesarios para poder
representar matemáticamante el problema y poder encontrarlos distintos entornos de
desarrollo de las soluciones.

Comenzaremos este capítulo con algunas definiciones referentes a lenguaje, cadena,
símbolo, alfabeto, operaciones con cadenas, y autómatas. Para profundizar más en estos
temas ver [13] y [17].

Como la intuición nos indica, un lenguaje es un conjunto depalabras(secuenciasde
símbolosque pertenecen a unalfabeto) que obedecen un conjunto dereglas gramaticales.
Las reglas gramaticales de las que hablamos se refieren a lasintaxisdel lenguaje, es decir,
a la estructura del lenguaje y al orden que deben seguir los símbolos en las palabras. El
significado de las palabras y las interpretaciones del significado basadas en la estructura
son lasemánticadel lenguaje. En este trabajo estaremos más interesados en la estructura
de un lenguaje. Por lo tanto pondremos más interés en la sintaxis que en la semántica.
Consideremos el lenguaje español, que es una combinación de(1) un diccionario el cual
da significado a cada una de laspalabrasen el lenguaje y (2) un conjunto de reglas
que determina cuales combinaciones de palabras y signos de puntuación forman un
enunciado en el lenguaje.

9



10 Fundamentos

3.1. Alfabetos

Un alfabetoo vocabularioes un conjunto finito de símbolos con al menos un elemen-
to. Para denotar a un alfabeto usaremos la letra griegaΣ. Por ejemplo,

1. Σ = {0, 1}, el alfabeto binario.
2. Σ = {a, b, ..., z}, nuestro alfabeto español en minúsculas.
3. Σ = {A, T, C, G}, el conjunto de las bases del ADN.
4. El conjunto de todos los carácteres ASCII.

3.2. Cadenas

Una cadena( también llamadapalabra ) es una secuencia finita de símbolos que
pertencen a algún alfabeto. Si consideramos el alfabeto del ADN,Σ = {A, T, C, G}, las
tripletasGCT , GAG, CGA y TCA son ejemplos de cadenas.101 es otro ejemplo de
cadena pero sobre el alfabeto binario,Σ = {0, 1}.

La cadena vacía
La cadena vacíaes la cadena con cero símbolos. Esta cadena, que denotaremosε, no
pone restricciones al alfabeto y por lo tanto el alfabeto sobre el cual es construida puede
ser cualquiera.

Longitud de una cadena
El conjunto de posiciones de una cadenau resulta de enumerar los símbolos de la cadena
de izquierda a derechau = u1u2 · · ·un. Por ejemplo la cadenaGCTGAG se enumera
G1C2T3G4A5G6 y su conjunto de posiciones es{1, 2, 3, 4, 5, 6}.
La longitud de una cadena es elnúmero de símbolos1 que la forman. Por ejemplo, la
longitud deGCTGAG es 6. La longitud de una cadenau se denota|u|.
Ejemplos:|ε| = 0, |GCTGAG| = 6 y |10111| = 5.

Potencias de un alfabeto
Para representar el conjunto de todas las cadenas sobre un alfabetoΣ que tienen la misma
longitudk, usaremos la notación exponencialΣk.

Para cualquier alfabeto,Σ0 = {ε}.
Si Σ = {A, T, C, G} entonces

1. Σ1 = {A, T, C, G}

1 Este enunciado no es necesariamente equivalente anúmero de símbolos distintos, ya que la longitud
deGCTGAG es 6 y no 4.
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2. Σ2 = {AA, AT, AC, AG, TA, TT, TC, TG,CA, CT, CC, CG, GA, GT, GC, GG}
3. Σ3 = {AAA, ATA,ACA, AGA,ATA, ATT,ATC, ATG,ACA, ACT,ACC,ACG,

AGA, AGT, AGC, AGG, TAA, TTA, TCA, TGA, TTA, TTT, TTC, TTG,
TCA, TCT, TCC, TCG, TGA, TGT, TGC, TGG, CAA, CTA, CCA, CGA,
CTA, CTT, CTC, CTG, CCA, CCT, CCC, CCG, CGA, CGT, CGC, CGG,
GAA, GTA, GCA, GGA, GTA, GTT, GTC, GTG, GCA, GCT, GCC, GCG,
GGA, GGT, GGC, GGG}

La diferencia entreΣ y Σ1 es que los elementos del primero son símbolos y los del
segundo son cadenas de longitud 1 sobre el alfabetoΣ.

El conjunto de todas las cadenas sobre un alfabetoΣ se denotaΣ∗ y podemos expresarlo
en términos de potencias como

Σ∗ = Σ0 ∪ Σ1 ∪ Σ2 ∪ · · ·

Cuando queremos excluir a la cadena vacía usamos

Σ+ = Σ1 ∪ Σ2 ∪ Σ3 ∪ · · ·

que denota al conjunto de cadenas no vacías sobre un alfabetoΣ.
Y la relación entre estos dos conjuntos está dada por

Σ∗ = Σ+ ∪ {ε}.

Concatencación de cadenas
La concatenaciónde dos cadenasu y v, denotada conuv, es la cadena que resulta de
copiaru seguida por una copia dev.
Por ejemplo,u = TCA y v = TAG son cadenas sobre el alfabetoΣ = {A, T, C, G},
la concatenación deu y v esuv = TCATAG. La longitud deuv es la suma de las
longitudes deu y v; por ejemplo|uv| = |u|+ |v| = 6.
Para cualquier cadenau, las expresionesεu = uε = u son equivalentes. Es decir,ε es la
identidad para la concatenación pues al concatenarla con cualquier cadena el resultado
es la otra cadena. Por ejemplo, siu = ATC, uε = ATC2.

Prefijos, factores y sufijos de cadenasDadas tres cadenasu, v y w, decimos queu es
un prefijo deuv, u es un factor devuw y u es un sufijo dewu. Pero si ademásv 6= ε, u es
un prefijo propio deuv, es factor propio devuw si v 6= ε ó w 6= ε; finalmente, siw 6= ε,
u es sufijo propio dewu.
Por ejemplo, siu=TCATT, entonces

2 ε es un símbolo que representa la ausencia de símbolos del alfabeto. En un lenguaje de programación
sería equivalente a la cadenaep=”;
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u es un prefijo deu;
ε es un prefijo propio deu;
TC es un prefijo propio deu;
u es un factor deu;
ε es un factor propio deu;
CAT, A, AT, ATT son factores deu;
u es sufijo deu;
ε es sufijo propio deu;
CATT, ATT, TT y T son sufijos propios deu.

3.3. Lenguajes

Un lenguajees un conjunto de cadenas tomadas deΣ∗, dondeΣ es un alfabeto par-
ticular. SiΣ es un alfabeto yL es un subconjunto deΣ∗, entoncesL es unlenguaje sobre
Σ. Notemos que el alfabetoΣ podría contener más símbolos de los que aparecen en las
cadenas deL, así que una vez que se ha establecido queL es un alfabeto sobreΣ pode-
mos también afirmar queL es un lenguaje sobre cualquier conjunto que contenga aΣ.
Ejemplos comunes de lenguajes son los lenguajes de programación, como C o Java, y los
lenguajes naturales español e inglés, donde los alfabetos son para los primeros el conjun-
to de carácteres ASCII y para los segundos el conjunto de todas las letras.
Los siguientes son ejemplos más abstractos de lenguajes:

1. ∅ es el lenguaje vacío sobre cualquier alfabeto.
2. {ε} es un lenguaje con una cadena, la cadena vacía, y también es un lenguaje sobre

cualquier alfabeto.
3. Σ∗ es un lenguaje para cualquier alfabetoΣ.
4. Σ3, conΣ = {A, T, C, G} es el lenguaje de las tripletas de bases de ADN.
5. El conjunto las cadenas binarias conn ceros seguidas por el mismo número de

unos, paran ≥ 0:
{ε, 01, 0011, 000111, . . .}.

6. Las cadenas binarias con un número par de ceros y un número impar de unos:

{ε, 1, 11, 001, 010, 100, ...}

Recordemos que los alfabetos son conjuntos finitos; sin embargo, los lenguajes pueden
ser conjuntos infinitos. La restricción que tienen es que las cadenas tienen que estar
formadas sólo por símbolos del alfabeto.

• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
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A continuación veremos tres de las operaciones con lenguajes que nos serán útiles en
secciones posteriores.

Unión
La unión de dos lenguajesL y M , que se denotaL ∪ M , es el conjunto de cadenas
que pertenecen aL o a M , o ambos. Por ejemplo,L = {ε}, M = {ε, 1, 11, 111....} y
L ∪M = {ε, 1, 11, 111}, la cadena11 pertence aL ∪M porque11 pertenece aM .

Concatenación
La concatenaciónde dos lenguajesL y M se forma tomando cualquier cadena deL
y concatenándola con cualquier cadena deM . Todas las cadenas resultantes son los ele-
mentos de la concatenación. SiL = {A, T} y M = {C, G}, LM = {AC, AG, TC, TG}.
Una cadenau pertenece a la concatenaciónLM si u es la concatenación de dos cadenas
v y w, u = vw, conv enL y w enM . Ejemplos:

1. u = 01 pertenece aLM con dondeL es el conjunto de todas las cadenas con ceros
y M es el conjunto de cadenas formadas con unos.v = 0 ∈ L, w = 1 ∈ M .

2. u = ATTGC pertenece aLM , L es el conjunto de las tripletas yM el de las
parejas de bases.v = ATT ∈ L y w = GC ∈ M .

Cerradura
La cerradura ( o estrella de Kleene) de un lenguajeL se denotaL∗ y representa al
conjunto que se forma concatenando cualquier número de cadenas, diferentes o repetidas,
deL. Más formalmenteL∗ es la unión infinita

L∗ =

∞
⋃

i=0

Li

dondeL0 = {ε}, L1 = L, y parai > 1 esLL · · ·L (la concatenación dei copias deL).
Para calcularL∗ es necesario calcularLi para todai ≥ 0, y tomar la unión de todos estos
lenguajes.Li tiene|L|i elementos.
Ejemplos:

1. Para un lenguaje finitoL = {AT, TA, CG, GC},
L0 = {ε}, esto es para cualquier lenguaje; es la selección de cero cadenas del
lenguajeL.
L1 = {AT, TA, CG, GC}, resulta de escoger una cadena.
L2 = {ATAT, ATTA, ATCG, ATGC, . . . , GCGC}, tomamos dos cade-
nas, posiblemente la misma, y las concatenamos. Como|L| = 4, el número
de cadenas que contiene este conjunto es42 = 16.

• 

• 
• 
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L3 = {ATATAT, ATATTA, ATATCG...GCGCGC} con43 = 64 cade-
nas.
L∗ = L0∪L1∪L2∪L3 · · · es el conjunto infinito que resulta de unir conjuntos
finitos.

2. ParaL = {0, 10} también finito,
L0 = {ε} con |L|0 = 20 = 1 elementos.
L1 = {0, 10} con21 elementos.
L2 = {00, 010, 100, 1010} con22 elementos.
L∗ = L0∪L1∪L2∪L3 · · · es el conjunto infinito que resulta de unir conjuntos
finitos.

3. El lenguajeL = {0, 00, 000, 0000, ...} es un conjunto infinito (|L| = ∞) de todas
las cadenas de ceros.

L0 = {ε} con1 elementos.
L1 = {0, 00, 000, 0000, ...} con un número infinito de elementos.
L2 = {00, 000, 0000, ...}
L∗ es el conjunto infinito que resulta de unir, en su mayoría, conjuntos infini-
tos. Notemos queL∗ = {ε}∪L, el único elemento que realmente es agregado
aL∗ esε.

4. L = ∅ entonces
L0 = {ε}
L1 = ∅

L2 = ∅, note que∅i = ∅ parai ≥ 1
L∗ = {ε} es un conjunto finito de un elemento. De hecho,∅ es uno de los
dos lenguajes cuya cerradura no es infinita; el otro lenguaje es{ε}.

Usualmente denotamos a los elementos de un alfabeto con letras minúsculas, pero
en biología computacional un alfabeto común, que representa el conjunto de las bases
del ADN, contiene las letras mayúsculas:A, T , C, G. También es usual un alfabeto de
20 letras mayúsculas que denotan a los veinte aminoácidos esenciales que conforman las
proteínas.
Hablamos de cadenas y alfabetos siempre finitos debido a que no tiene sentido considerar
cadenas o alfabetosinfinitos; todos los algoritmos que vamos a presentar necesitarían
memoria infinita para almacenar este tipo de cadenas, además de no poder garantizar
que el proceso terminaría en tiempo finito. Aunque los textos en áreas como biología
computacional tienden a ser cadenas mucho muy largas y cada día tienden a aumentar,
siempre podrán ser acotados por un entero.

• 

• 

• 
• 
• 
• 

• 
• 
• 
• 

• 
• 
• 
• 
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3.4. Autómatas Finitos

Otra de las bases para el desarrollo de este trabajo es la teoría de autómatas. Un
autómata finito es un modelo matemático que puede ser simulado con un programa de
computadora. Dicho modelo surge en situaciones físicas en las que se procesan señales
que conllevan información.

Un autómata finito no determinístico(AFN) es una 5-tuplaM = (Q, Σ, δ, I, F )
donde:

Q es unconjunto finito de estados,
Σ es un alfabeto,
I ⊆ Q es el conjunto de estados iniciales,
F ⊆ Q es el conjunto de estados finales,
δ : Q×Σ→ Q es la función de transición que asigna un nuevo conjunto de estados
a cada pareja de la forma(estado, símbolo).

Un autómataM = (Q, Σ, δ, I, F ) esdeterminístico(AFD) si y sólo si
hay un único estado inicial:I = {q0}, y
para todo(q, a) ∈ Q× Σ hay a lo más un estadop tal queδ(q, a) = p

El funcionamiento consiste en que al pasar un símbolo de laentrada(secuencia de
símbolos) al autómata, éste produce un cambio de estado o estados, que depende exclu-
sivamente de:

1. El símbolo que está procesando.
2. Los estados en los que se encuentra el autómata (estados actuales).
3. La función de transición del autómata es la que determina el nuevo conjunto de

estados actuales del autómata.

La diferencia entre AFN y AFD es el número de estados en los que pueden encon-
trarse en cada instante de tiempo. Un AFD sólo puede encontrarse en un estado, mientras
que un AFN puede estar en más de un estado.

En el capítulo 5 extenderemos este tema y en capítulos posteriores daremos el con-
texto del apareamiento con expresiones regulares, que es el tema central en este trabajo.

3.5. Apareamiento de cadenas

El apareamiento de cadenas es el problema de encontrar todas las presencias de un
patrón(una o más cadenas) dentro de untexto. Tanto el patrón como el texto son cadenas

• 
• 
• 
• 
• 

• 
• 
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Figura 3.1: Representación gráfica de un autómata

sobre el mismo alfabeto y la búsqueda tiene sentido si el texto es más largo que la cadena.

Las soluciones para el apareamiento de cadenas se pueden clasificar de distintas for-
mas dependiendo de las características del patrón y del texto, así como del método de
análisis del texto en función del patrón. Continuaremos describiendo dos de los enfoques
más importantes en el apareamiento de cadenas.

3.6. Apareamiento exacto contra apareamiento aproxi-
mado

Dependiendo del estado del texto y del patrón se pueden usar dos tipos de algoritimos
para el apareamiento de cadenas según convenga. Si el textot no está completo o es
inexacto, la búsqueda del patrónu dentro del texto tiene que permitir errores, es decir,
se deben buscar cadenasparecidasa u. Este tipo de búsqueda, en la que el patrón o
el texto están incompletos o han sufrido algún tipo de corrupción, es elapareamiento
aproximado de cadenasy tiene aplicaciones muy importantes en biología computacional,
procesamiento de señales, recuperación de texto y minería de datos.
En cambio, si el texto y el patrón están íntegros, la búsqueda es exacta y no se permiten
errores; éste es el caso delapareamiento exacto de cadenas. Por ejemplo, cuando el texto
se trata de una base de datos o un diccionario, generalmente se parte de que los datos son
exactos ó están en rangos predeterminados.
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3.7. Apareamiento exacto

Dependiendo del patrón que se quiere buscar podemos identificar tres grupos: cuan-
do el patrón es una cadena, cuando es unconjunto finito de cadenasy cuando es una
expresión regular. Más adelante trabajaremos extensivamente con expresiones regulares.

3.7.1. Algoritmos con una cadena o un conjunto de cadenas

En este tipo de algoritmos el patrón que se va a buscar en el texto es una cadena o un
conjunto de cadenas con al menos dos elementos, para que podamos distiguir un caso
del otro. Estos casos son los más sencillos de tratar. Las primeras ideas de búsqueda
que surgieron en el área de procesamiento de textos, fueron estas dos y las soluciones
fueron surgiendo de manera intuitiva, y de lo más sencillo a lo más sofisticado. Nuevas
preguntas han surgido: cómooptimizar los algoritmos; reducir el tiempo de búsqueda;
reducir el espacio o memoria requeridos por el algoritmo; elsí puede usarse tiempo
constante o espacio constante para la búsqueda, independientemente del alfabeto, el texto
y/o los patrones; el sí ayuda en algo hacer un preproceso del patrón o del texto. Muchas
respuestas se han obtenido, y muchas otras se siguen buscando.

En muchos de los algoritmos que vamos a revisar en esta sección se usa unaventana
de búsquedade la misma longitud que el patrón, que se desliza a través deltexto de
izquierda a derecha o de derecha a izquierda. Sirve para delimitar el segmento de texto
que se está procesando en cada paso del algoritmo, ya que el patrón se busca en la ventana.

Para los algoritmos de apareamiento exacto de una cadena o unconjunto de cadenas
hay tres métodos generales de búsqueda.

Búsqueda de prefijos
La búsqueda se lleva a cabo de adelante hacia atrás en la ventana de búsqueda, leyendo
todos los caracteres del texto uno después de otro. Para cadaposición de la ventana se
busca el prefijo más largo de la ventana que sea al mismo tiempoprefijo del patrón.
Este método lo usan entre otros, los algoritmos de: fuerza bruta, Karp-Rabin, Knuth-
Morris-Pratt y Aho Corasick, entre otros.

Búsqueda de sufijos
La búsqueda se hace de atrás hacia adelante en la ventana de búsqueda, leyendo el sufijo
más largo de la ventana que sea también sufijo del patrón. Con este método podemos, en
promedio, evitar leer algunos carácteres del texto. Los algoritmos que usan este método
son de orden sublineal en el caso promedio.
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Considerado como el algoritmo más eficiente para el apareamiento de cadenas en apli-
caciones usuales, el algoritmo más famoso que usa esta técnica es el de Boyer-Moore,
así como todas las variantes y simplificaciones que se le han hecho. Se implementa en
editores de texto para los comandos búsqueda y sustitución.

Búsqueda de factor
La búsqueda se hace de atrás para adelante en la ventana de búsqueda considerando
el sufijo más largo de la ventana que es factor del patrón. Al igual que en la búsqueda
de sufijos, para los algoritmos que usan ésta búsqueda se espera en promedio tiempo
sublineal de ejecución.

La eficiencia de estos tres métodos está en función de la longitud del patrón y del
texto, así como del tamaño del alfabeto y la periodicidad delpatrón.
Comparando la longitud del patrón contra la del texto, el patrón tiende a ser mucho
menor. Muchos algoritmos aprovechan esta propiedad para ganar eficiencia en el tiempo
total de ejecución al hacer un preproceso del patrón, que en los mejores casos representa
un costo despreciable por estar en función de la longitud delpatrón, y almacenar la
información que se requiere para el apareamiento.
En todos los métodos antes explicados, es de gran ayuda conocer de antemano los
prefijos, sufijos y/o factores del patrón que se espera aparezcan en la ventana de
búsqueda durante el apareamiento. La diferencia de complejidad entre los algoritmos
que hacen el preproceso y los que no, es de un orden. Los primeros llegan a tiempo
cuadrático, mientras que los segundos son de orden lineal, gracias al preproceso. Y
como podemos estar hablando de textos con millones de carácteres, esta diferencia
es significativa. Entonces el preproceso es un elemento clave para reducir el tiem-
po de ejecución del algoritmo, aunque en la mayoría de los algoritmos que usan
esta técnica necesitanO(m) espacio adicional para almacenar la información obteni-
da del patrón, dondem es el tamaño del patrón. Se reduce el tiempo y aumenta el espacio.

En la siguiente tabla (3.1) se hace un análisis de algunos de los algoritmos más cono-
cidos y se define de manera breve cuáles son los casos promedioy los peores casos para
cada tipo de algoritmo, así como la complejidad en cada caso.

3.7.2. Algoritmos con expresiones regulares

Éste es el caso general que contiene a los dos anteriores. Lospatrones pueden no ser
numerables y se representan usualmente por medio deexpresiones regulares. Debido al
incremento en la complejidad de los algoritmos, sólo deben usarse cuando el patrón no
se puede representar como una cadena simple o un conjunto finito de cadenas.
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Algoritmo Cadenas Método Preproceso Tiempo

Fuerza bruta 1 Prefijos 0 O(nm), dado que es una
búsqueda exhaustiva, no in-
fluye la forma del texto o del
patrón.

Karp-Rabin 1 Prefijos O(m) Caso promedio:O(n + m),
cuando el texto es aleato-
rio. Peor caso:O(nm), cuan-
do hay presencias del primer
carácter del patrón en todo el
texto.

Knuth-Morris-Pratt 1 Prefijos O(m) O(n), no repite la lectura de
carácteres en el texto.

Boyer-Moore 1 Sufijos O(m) Caso promedio: O(n/m)
cuando el tamaño del alfa-
beto es grande comparado
con la longitud del patrón
y las presencias de los
carácteres en el texto son
aleatorias. Peor caso:O(n),
en alfabetos reducidos y
repeticiones consecutivas de
los carácteres.

Aho-Corasick r > 1 Prefijos O(m),
m=suma de
las longi-
tudes de las
r cadenas

O(m+n+k), k es el número
de presencias de las cade-
nas en el texto, extensión del
algoritmo de Knuth-Morris-
Pratt para conjunto de cade-
nas.

Cuadro 3.1: Algoritmos de una cadena y de un conjunto de cadenas ( [2]).

Los métodos usados para resolver este tipo de apareamiento difieren en mucho de los
mencionados anteriormente. El método más común es construir a partir de una expresión
regular dada, un autómata finito no determinístico (AFN) que la reconozca. Kleene se
encargó de demostrar que esto siempre es posible ( [17]); y varios autores han dado su
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propia variante de la construcción ( [9] [10] [16]).

Es muy importante mencionar que la investigación hecha acerca de los autómatas que
reconocen una expresión regular ha hecho posible la optimización de estos algoritmos.
Los más famosos y más usados son el deGlushkov[10] y el deThompson[16].

Algunos de los algoritmos para apareamiento con expresiones regulares son multieta-
pas. En la primera etapa se obtiene la representación en árbol y apartir de ésta se construye
el autómata finito no determinístico que la acepta.

Si tomamos el método clásico que ya mencionamos, para buscarun expresión
regular de longitudm en un texto de longitudn, obtendremos unautómata finito no
determinístico(AFN) conO(m) estados. En el peor caso, hacer la búsqueda usando el
autómata, tiene una complejidad en tiempo deO(mn). El costo viene del hecho de que
en cada paso se puede activar más de un estado del AFN y por lo tanto podría ocurrir que
todos los estados estén activados simultáneamente. Un método más eficiente en tiempo,
pero no en espacio, es convertir el AFN en unautómata finito determinístico(AFD), que
tiene un estado activado en cada paso, lo cual reduce el tiempo de búsqueda aO(n). El
problema con este método es que el AFD tieneO(2m) estados, lo cual implica un costo
de preprocesamiento y espacio adicional exponencial enm.

Las expresiones regulares se usan en aplicaciones como recuperación de texto y
biología computacional para representar patrones de búsqueda que son más complicados
que una cadena o un conjunto de cadenas.

Posteriormente estudiaremos las propiedades de las expresiones regulares, los autó-
matas finitos y los lenguajes regulares, así como sus transformaciones y equivalencias.

3.8. Apareamiento aproximado

El apareamiento aproximado también conocido como apareamiento de cadenas con
errores es el problema de encontrar un patrónp en un textot permitiendo un número
acotadok dediferenciasentre el patrón y sus presencias en el texto.

La definición de diferencia más común es la dedistancia de Levenshteino distancia
de edición. Dadas dos cadenasx, y, la distancia de edicióned(x, y) se define como el
mínimo número de operaciones de edición necesarias para convertir x eny o viceversa.
Las operaciones de edición son:
* Inserción de un carácter.
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* Borrar un carácter.
* Sustituir un cáracter por otro.
Por ejemplo,ed(computacion ,computable )=4.

computacion
computabion substituirc por b

computablon substituiri por l

computablen substituiro por e

computable borrar n

El apareamiento aproximado de cadenas para un textot, un patrónp y un enterok,
consiste en encontrar todas las cadenasp′ que cumplened(p, p′) ≤ k, con0 < k < m
dondem = |p|.

Este trabajo no pretende profundizar en este tema. Para concluir sólo mencionare-
mos cuatro de los métodos principales para los algoritmos deapareamiento aproximado.
El primero, que es también el más flexible, implementa un algoritmo de programación
dinámica para calcular la distancia de edición. El segundo método usa un autómata finito
no determinístico para representar el problema y lo resuelve simulándolo. El tercero, uno
de los más exitosos, está basado en la simulación por paralelismo de bits de otros méto-
dos, principalmente del segundo. El último consiste en filtrar el texto, eliminando grandes
porciones del mismo, y después ejecutar un algoritmo que busque en las regiones del tex-
to que no fueron descartadas.
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Capítulo 4

Expresiones regulares

En este capítulo enfocaremos nuestra atención en lasexpresiones regulares, una de
las herramientas principales en el desarollo de este trabajo. Primero daremos la definición
formal para posteriormente analizar las propiedades algebraicas de dichas expresiones.

El origen de las expresiones regulares reside en la teoría deautómatas y en la teoría de
los lenguajes formales, de la necesidad teórica y práctica de poder representar de manera
sencilla los elementos de un lenguaje. Stephen Kleene y Ken Thompson formalizaron el
concepto matemático y su notación respectivamente.

Una expresión regular puede describir un conjunto de cadenas sin listar todos
sus elementos. Si recordamos que los lenguajes son conjuntos de cadenas, entonces
las expresiones regulares son una descripción algebraica para algunos lenguajes; más
adelante demostraremos formalmente a qué tipo de lenguajesson capaces de describir.

4.1. Construcción

El álgebra de las expresiones regulares está formada por expresiones elementales:
constantes y variables; y un conjunto de operaciones que se aplican a éstas para construir
más expresiones. Las constantes y las variables denotan lenguajes, y las operaciones
son: unión, concatenación y cerradura (ver sección 3.3). Usaremos los paréntesis para
agrupar operadores con sus operandos.

Vamos a definir recursivamente a las expresiones regulares como sigue. En esta
definición, además de describir lo que son las expresiones regulares, para cada expresión

23
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E describimos el lenguaje que representa y lo denotamosL(E).

BASES: Las bases consisten de tres partes:
1. Las constantesε y ∅ son expresiones regulares, denotan a los lenguajes{ε}

y ∅, respectivamente. Esto es,L(ε) = {ε}, y L(∅) = ∅.
2. Sia es un símbolo, entoncesa es una expresión regular. Esta expresión denota

al lenguaje{a}. Usaremos letras negritas para diferenciar una expresión de un
símbolo.

3. Una variable, usualmente mayúscula y con letra cursiva comoL, representa a
algún lenguaje.

INDUCCIÓN: Hay cuatro partes para el paso inductivo, una para cada uno de los
tres operadores y uno para la introducción de paréntesis.

1. Si E y F son expresiones regulares, entonces(E) + (F ) es una expresión
regular que denota la unión deL(E) y L(F ). Es decir,L((E) + (F )) =
L(E) ∪ L(F ).

2. Si E y F son expresiones regulares, entonces(E)(F ) es la expresión reg-
ular que denota la concatenación deL(E) y L(F ). Es decir,L((E)(F )) =
L(E)L(F ).

3. Si E es un expresión regular, entonces(E)∗ es una expresión regular que
denota la cerradura deL(E). Es decir,L(E∗) = (L(E))∗ =

⋃

∞

i=0 Li(E).
4. Si E es una expresión regular, entonces(E), que es la parentización deE,

es también una expresión regular y denota el mismo lenguaje queE. Formal-
menteL((E)) = L(E).

Veamos algunos ejemplos. Vamos a construir la expresión para el lenguaje que
consiste de un número impar de ceros,{0, 000, 00000, . . .}. Observemos que la longitud
de cada cadena corresponde a2n+1 para algunan ≥ 0 y, que0 y 00 son las expresiones
regulares que corresponden a los conjuntos de cadenas{0} y {00} respectivamente.
00 se obtiene de concatenar las expresiones0 y 0; y para obtener2n para cualquiern
usaremos el operador∗; por lo que(00)∗0 es la expresión regular cuyo lenguaje es el
conjunto de cadenas con un número impar de ceros.

Ahora, para obtener la expresión regular que corresponde al lenguaje de las
tripletas de ADN, el alfabeto esΣ = {A, C, G, T}. A, C, G y T son las ex-
presiones regulares que denotan a los conjuntos{A}, {C}, {G} y {T}, respecti-
vamente. Si para cada posición hay 4 posibles expresiones a considerar, entonces
A + C + G + T denota la unión de los cuatro lenguajes básicos anteriores. La ex-
presión completa se obtiene concatenando tres veces la expresión regular anterior, es
(A + C + G + T)(A + C + G + T)(A + C + G + T).

• 

• 
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Lenguaje Expresión regular

1. {1} (1) = 1

2. {1} ∪ {0} (1) + (0) = 1 + 0

3. {10} (1)(0) = 10

4. {ε, 1, 11, ...} (1)∗ = 1
∗

5. {ε, 1, 11, ...} ∪ {ε, 0, 00, ...} ((1)∗) + ((0)∗) = 1
∗ + 0

∗

6. {ε, 1, 0, 11, 10, 01, 00,
111, 110, 100, 011, 001, ...}

((1) + (0))∗ = (1 + 0)∗

7. {ε, 1, 0, 11, 00, 10,

111, 000, 110, 100, ...}
((1)∗)((0)∗) = 1

∗
0
∗

8. {ε, 10, 1010, 101010, ...} ((1)(0))∗ = (10)∗

9. {1, 10, 100, 1000, 10000, ...} (1)((0)∗) = 10
∗

10. {0, 00, 21, 211, 210, 000, 2110,
2100, 2111, 0000, ...}

((2)((1)((1)∗))((0)∗)) + ((0)((0)∗))
= 211

∗ + 0
∗ + 00

∗

Cuadro 4.1: Expresiones regulares

El uso de paréntesis es necesario para asegurar la agrupación apropiada de los oper-
adores.

4.2. Precedencia de operadores

Surge un punto importante para discutir, la precedencia de los operadores. Estos
deben conservar el orden de las operaciones sobre lenguajes: concatenación, unión y
cerradura. El orden de precedencia de un conjunto de operaciones se refiere a reglas que
indican el orden en el que dichas operaciones serán evaluadas en una expresión, es decir,
el orden en el que los operadores son asociados con sus operandos.

El orden de precedencia para expresiones regulares es el siguiente:
1. El operador estrella es el de mayor precedencia. Significa que será aplicado a la

secuencia de símbolos más corta que esté a su izquierda. La secuencia de símbolos
debe ser una expresión regular que cumpla con la definición recursiva.

2. La siguiente operación es la concatencación. Después de agrupar todos los oper-
adores estrella con sus operandos, agrupamos las concatenaciones con sus operan-
dos. Como el operador concatenación no tiene un símbolo explícito1, basta con

1 En algunos textos se usa· (punto) para denotar a la concatencación
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agrupar las expresiones que son adyacentes, es decir, las expresiones que no tienen
un operador entre ellas. La concatencación es un operador asociativo, esto hace
que no importe el orden en que agrupamos las concatenaciones consecutivas, pero
podemos acordar que la agrupación sea de izquierda a derecha. Por ejemploATG
se agrupa(AT )G.

3. Por último, agrupamos todas las uniones (operador +) con sus operandos. Como la
unión también es asociativa, no importa el orden en el agrupemos uniones consec-
utivas, pero también lo haremos empezando por la izquierda.

Habrá ocasiones en las que no queremos la agrupación que nos da la precedencia
de los operadores. Si es así, podemos usar los paréntesis para agrupar los operandos
como sea requerido. Por supuesto que, debido a la definición de expresión regular, no
puede haber errores al agregar paréntesis, ni siquiera cuando la agrupación deseada esté
implicada por las reglas de precedencia.

En los ejemplos del cuadro 2 borramos los paréntesis cuando el orden de precedencia
nos da la agrupación deseada, pero los conservamos cuando es necesario modificar el
orden de agrupación para obtener el conjunto requerido en cada caso.

Comparando los conjuntos de los ejemplos 8 y 9 vemos claramente que(10)∗ 6= 10
∗.

Por ejemplo,10 está en los dos conjuntos, pero101010 sólo pertenece al primero.

La expresión01
∗ + 1 se agrupa(0(1)∗) + 1. El operador estrella se agrupa primero.

Como el símbolo1 que está inmediatamente a su izquierda es una expresión regular
válida, es el operando de la estrella. La siguiente operación es la concatenación entre0

y 1
∗, dada por(0(1∗)). Finalmente, el operador unión conecta esta última expresión y la

expresión1 de más a la derecha.
Notemos que el lenguaje denotado por01

∗ + 1, obedece la agrupación de la reglas de
precedencia y representa al conjunto de la cadena1 más todas las cadenas formadas por
un cero seguido de cualquier número de unos. Sin embargo, si agregamos paréntesis que
modifiquen el orden de precedencia, obtenemos lenguajes distintos.

(01)∗ + 1 es el lenguaje de la cadena1 mas todas las cadenas que intercalan01,
cero o más veces.
0(1∗ + 1) es el lenguaje de todas la cadenas que comienzan con0 y que enseguida
tienen cualquier número de unos.

• 

• 
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Expresión regular Evaluación

∅
∗

∅

ε
∗ ε

0 0

0 + 1 0, 1

01 01

1
∗ ε, 1, 11, 111, 1111 . . .

(A + T + C + G)(A+
T + C + G)(A + T+
C + G)(A + T+
C + G)

AAAA, AAAT , AAAC, AAAC, AAAG, AATA,
AATT , AATC, AATG, AACA, AACT , AACC,
AACG, ...., GAAA, GAAT , GAAC, GAAC,
GAAG, GATA, GATT , GATC, GATG, GACA,
GACT , GACC, GACG, ...,GGGG

(0 + 1)∗ ε, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, 011, 100, 101,
110, 111, ..., 1000, 1001, 1010, 1011, 1100, 1101,
1110, 1111 . . .

Cuadro 4.2: Ejemplos de evaluación de expresiones regulares

4.3. Leyes algebraicas para expresiones regulares

Ahora surge la pregunta, ¿dada una expresión regular, será posible encontrar otra
equivalente? Pensemos que la expresión regular con la que estamos trabajando es muy
compleja, es decir muy larga, y quisiéramos poder simplificarla de manera que el lengua-
je que denota no se modifique, pero que la longitud de la expresión disminuya para poder
manipularla más fácilmente. En esta sección mostraremos por qué una expresión puede
ser reemplazada por otra. El problema fundamental es saber cuándo dos expresiones son
equivalentesen el sentido de que describan el mismo lenguaje. Veremos un conjunto
de leyes algebraicas que nos ayudarán a definir formalmente la equivalencia entre ex-
presiones regulares. En vez de analizar expresiones regulares específicas, vamos a con-
siderar expresiones con variables como argumentos. Dos expresiones con variables son
equivalentes si al sustituir las variables por lenguajes cualesquiera el resultado de las dos
expresiones es el mismo lenguaje.

4.3.1. Asociatividad y conmutatividad

Conmutatividades la propiedad de un operador que nos indica que podemos cambiar
el orden de sus operandos y que vamos a obtener el mismo resultado. Por ejemplo para
las expresiones aritméticas tenemos quex + y = y + x. Asociatividades la propiedad de
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un operador que permite reagrupar los operandos cuando el operador es aplicado más de
una vez. Para las expresiones aritméticas, las leyes asociativas de la multiplicación son
(x× y)× z = x× (y × z).
Leyes conmutativas y asociativas para expresiones regulares:

I. L + M = M + L. Ley conmutativa para la unión: podemos tomar la unión de dos
lenguajes en cualquier orden.

II . (L + M) + N = L + (M + N). Ley asociativa para la unión: para obtener la
unión de tres lenguajes, podemos comenzar por tomar la uniónde los dos primeros,
o la de los dos últimos. Notemos que a partir de la ley conmutativa para la unión,
concluimos que podemos tomar la unión de cualquier colección de lenguajes sin
importar el orden y la agrupación, y el resultado será el mismo lenguaje.

III . (LM)N = L(MN). Ley asociativa para concatencación: para concatenar tres
lenguajes podemos comenzar concatenando los dos primeros olos dos últimos.

Observemos que faltó la ley de conmutatividad para concatenación,LM = ML.
Esta ley no siempre se cumple para expresiones regulares. Por ejemplo, las expresiones
regulares01 y 10 denotan a los conjuntos{01} y {10} respectivamente; estos lenguajes
son diferentes, yLM 6= ML.

4.3.2. Identidad y elemento nulo

La identidadpara un operador es un valor tal, que cuando el operador se aplica a
cualquier valor, el resultado es el otro valor. En aritmética, el operador identidad para la
suma es0 puesto quex + 0 = 0 + x = x, y 1 es la identidad para la multiplicación
porque1×x = x×1 = x. Unelemento nulopara un operador es un valor tal que cuando
el operador es aplicado al elemento nulo y algún valor, el resultado es el elemento nulo.
Siguiendo con las operaciones aritméticas,0 es un elemento nulo para la multiplicación,
porque0× x = x× 0 = 0. No hay elemento nulo para la suma.
Hay tres leyes para expresiones regulares relacionadas conestos conceptos:

I. ∅+L = L+ ∅ = L. El elemento identidad para la unión es la expresión regular∅,
que denota al lenguaje vacío.

II . εL = Lε = L. La identidad para la concatencación esε.
III . ∅L = L∅ = ∅. El elemento nulo para la concatencación es∅.

No hay elemento nulo para la unión. Estas leyes son de gran utilidad en la simplificación
de expresiones. Por ejemplo, si tenemos la unión de varias expresiones, alguna de las
cuales es, o ha sido simplificada a∅, dicha expresión puede ser borrada de la unión.

E1 ∪E2 ∪ E3 ∪ · · · ∪ En = E1 ∪∅ ∪ E3 ∪ · · · ∪En = E1 ∪ E3 ∪ · · · ∪En
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O bien, si tenemos la concatencación de varias expresiones, alguna de las cuales es, o
ha sido simplificada aε, podemos borrar dichas expresiones de la concatenación. Final-
mente, si tenemos la concatenación de cualquier número de expresiones, y alguna de ellas
es∅, entonces la concatenación completa puede ser reemplazada por∅.

E1E2E3 · · ·En = E1∅E3 · · ·En = ∅

4.3.3. Leyes distributivas

En unaley distributiva intervienen dos operadores, uno de los cuales puede ser dis-
tribuido al ser aplicado a cada argumento del otro operador individualmente. El ejemplo
más común en aritmética es la ley distributiva de la multiplicación sobre la suma, que es,
x × (y + z) = x × y + x × z. Como la multiplicación es conmutativa, no importa si la
multiplicación está a la derecha o a la izquierda de la suma. Sin embargo, debido a que la
concatenación no es conmutativa, en la ley análoga para expresiones regulares tenemos
que considerar dos casos. Las leyes distributivas para expresiones regulares son:

N(L + M) = NL + NM . Ley distributiva por la izquierda de la concatenación
sobre la unión.
(L + M)N = LN + MN . Ley distributiva por la derecha de la concatenación
sobre la unión.

4.3.4. Ley idempotente

Un operador esidempotentesi al aplicarlo a dos valores iguales el resultado es el mis-
mo valor. En aritmética, los operadores de suma y multiplicación no son idempotentes.
Los ejemplos comunes de idempotencia son la unión y la intersección. Para expresiones
regulares tenemos la siguiente ley:

L + L = L. Ley de idempotencia para la unión. Si tomamos la unión de dos
expresiones idénticas, podemos reemplazarla por una copia de la expresión.

4.3.5. Equivalencia de expresiones regulares

A partir de las leyes que ya hemos visto podríamos proponer una infinidad de
equivalencias, las cuales una vez que se hayan demostrado, serán a su vez nuevas leyes
sobre expresiones regulares.
Para demostrar nuevas leyes, por ejemploE = M , lo que se tiene que demostrar en
realidad es la equivalencia entreL(E) y L(M). Dos expresiones regulares son iguales
si el lenguaje que describen son el mismo. Para ver la equivalencia entre dos lenguajes

• 

• 

• 
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basta con verificar que tengan los mismos elementos.

Ejemplos:
1. (L∗)∗ = L∗. Lo primero que haremos es sustituir la variableL por una expresión

regular concreta, digamosa, entonces obtenemos la siguiente expresión:(a∗)∗ =
a
∗. L((a∗)∗) son todas las cadenas formadas por concatenar cadenas en el lenguaje

L(a∗). Pero estas cadenas son a su vez compuestas por cadenas deL(a). Entonces,
las cadenas deL((a∗)∗) se forman concatenando cadenas deL(a) y por lo tanto
están enL(a∗).

2. (ε+L)∗ = L∗. SustituimosL porb, (ε+b)∗ = b
∗. Comoεb = bε = b, es decir que,

al concatenar cualquier cadena conε no se afecta la cadena original, entoncesε se
puede omitir de la expresión(ε + b)∗ y sólo falta verificar queL(b∗) conteniene a
ε, pero por definiciónL(b)0 = ε. Por lo tantoL((ε + b)∗) = L(b∗).
O bien usando la definición de cerradura y desarrollando la expresión:
(ε + L)∗ = (ε + L)0 + (ε + L)1 + (ε + L)2 + · · ·

= ε + (ε + L) + (ε + L)2 + · · ·
= ε + L + L2 + · · ·
= L∗

4.4. Árboles de parseo

La definición de un árbol está dada por las siguientes consideraciones:

Definiciones
⋆ Un nodoes la base sobre la que se construye un árbol y puede tener ceroo más nodos

hijos conectados a él.
⋆ Un nodoa espadreo ancestrode un nodob, si existe un enlace desdea hastab (en ese

caso, también decimos queb es un nodohijo o descendientedea).
⋆ Un árbol es:

a) Un nodo que no tiene hijos (es al mismo tiempo raíz del árboly hoja).
b) Un nodon que tiene como hijos ak ≥ 1 árboles. Supongamos quen1, . . . , nk son

los nodos ráiz de los árbolesA1, . . . , Ak respectivamente, el nodon está conectado
aA1, . . . , Ak a través den1, . . . , nk. Cada uno de los árbolesAi es unsubárbol de
la raízn.

La característica principal de un árbol es que un nodo puede tener cualquier número de
hijos, pero cada nodo tiene a lo más un padre, es decir, que cada nodo tiene a un único
nodo apuntando a él, pero puede apuntar a cero o más nodos hijos. Otra característica es
que existe un único camino entre cualesquiera dos nodos.
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Los nodos de un árbol se pueden clasificar en:
Raíz. Un árbol sólo puede tener una raíz. La raíz es un nodo que no tienepadre.
Nodos internos. Cualquier nodo que tiene padre y uno o más hijos es un nodo
interno.
Hojas. Son los nodos que no tienen hijos.

Definición de árbol de parseo
Parsear una expresión regular significa separarla en sus componentes (símbolos del
alfabeto, símbolos que denotan operaciones y paréntesis ), y recordar de alguna manera
el orden de evaluación de los operandos.

Una expresión regular debe ser entendida por unprogramano sólo como una cadena,
sino como una secuencia de operaciones y operandos bien diferenciados unos de otros.
Es decir que los símbolos que representan operaciones no pueden pertenecer al alfabeto
y que los elementos del alfabeto son totalmente distiguibles unos de otros. Por ejemplo,
para facilitar la lectura de las expresiones regulares hemos preferido no usar un símbolo
de concatenación en nuestros ejemplos, pero para fines de programación sí suele usarse,
esto con el fin de facilitar elparseode la expresión regular.

Mostraremos cómoparsearuna expresión regular para obtener su representación en
árbol, la cual generalmente no es única, esto debido a que algunos operadores son conmu-
tativos y/o asociativos. En el árbol, cada hoja está etiquetada por un símbolo deΣ ∪ {ε}
y los nodos internos por un operador en el conjunto{+, ·, ∗}.
Hay herramientas clásicas de Unix comoLexy Yacc, o de Gnu comoFlex y Bisonpara
generar el autómata a partir de la gramática, y que reconocen la expresión regular y
la transforman en árbol. Pero la gramática para las expresiones regulares es demasiado
compleja para usar sólo un analizador léxico, y demasiado simple para usar un parser es-
pecializado. El mejor método es construir un analizador simple, y eso es lo que haremos.
Damos el algoritmo en el Cuadro 4.3.

Supondremos que el símbolo· (vl, vr) representa un árbol de concatenación con
ráiz “·“ e hijos vl y vr. Similarmente,+ (vl, vr) es el árbol con raíz “+“. El símbolo
∗ (v∗) representa un nodo “∗“ con un hijo únicov∗.

Usando la funciónParse podremos convertir una expresión regular en un árbol
que la represente. Esto nos será util en las secciones posteriores para los algortimos de
búsqueda, los cuales recibirán como entrada un árbol de parseo.

• 
• 

• 
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Parse(p = p1p2 . . . pm, last)
1. v ← θ

2. While plast 6= $ Do
3. If plast ∈ Σ ORplast = ε Then /* símbolos de{Σ ∪ ε} */
4. vr ← Crear un nodo conplast

5. If v 6= θ Then v ← · (v, vr)
6. Elsev ← vr

7. last← last + 1
8. Else If plast =′ +′ Then /* unión */
9. (vr, last)← Parse(p, last + 1)

10. v ← + (v, vr)

11. Else If plast =′ ∗′ Then /* cerradura */
12. v ← ∗ (v)
13. last← last + 1
14. Else If plast =′ (′ Then /* abre paréntesis */
15. (vr, last)← Parse(p, last + 1)
16. last← last + 1
17. If v 6= θ Then v ← · (v, vr)
18. Elsev ← vr

19. Else If plast =′)′ Then /* cerrar paréntesis */
20. Return (v, last)
21. End of if
22. End of while
23. Return (v, last)

Cuadro 4.3: Algoritmo para obtener el árbol de parseo de una expresión regular bien
escrita [11].θ es el árbol vacío.

D 
D 

D 

D 



Capítulo 5

Autómatas finitos

Todas las máquinas en la actualidad pueden tener sólo un número finito de compo-
nentes. Por lo tanto éstas pueden tener sólo un número finito de estados. Entonces cada
una de ellas es una máquina finita de estados.

La teoría de autómatas es el estudio de dispositivos de cómputo abstractos, o también
llamadosmáquinas. Antes del surgimiento de las computadoras, en 1930, A. Turing
estudió una máquina abstracta que tenía todas las capacidades de una computadora de
hoy en día, al menos en lo que una y otra pueden computar. Después, entre 1940 y
1950, algunos investigadores comenzaron a estudiar máquinas más simples que las de
Turing, las que hoy en día llamamosautómatas finitos. Entre 1950 y 1960 se comenzó
a trabajar en el problema de la traducción mecánica de lenguajesnaturales, tales como
el Inglés, Ruso, Chino, y Alemán. Antes de que éstos pudieranser traducidos, tenía que
estudiarse la estructura de los enunciados en dichos lenguajes. Por eso a finales de 1950,
el lingüista N. Chomsky comenzó el estudió de lasgramáticas formales, desarrollando
varios modelos para la estructura ligüística. Algunos de estos modelos se usan para
resolver el problema de la traducción de programas de computadora.

El estudio de los autómatas finitos es una parte importante deeste trabajo debido a la
equivalencia que existe entre los lenguajes que puede describir un autómata finito y los
que describen las expresiones regulares.

Dado que los autómatas finitos tienen aplicaciones en diversas áreas de ciencias de la
computación y de ingeniería, existen distintas definiciones formales. Todas estas defini-
ciones tienen en común aceptar que los autómatas finitos pretenden modelar instrumentos
de cómputo que tienen memoria finita y que leen sucesiones de símbolos construidas a
partir de un alfabeto específico.

33
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Un autómata finito tiene un conjunto finito de estados y sucontrol se mueve de un esta-
do a otro en respuesta aentradasexternas. Una de las diferencias más importantes entre
clases de autómatas finitos es que el control puede serdeterminísticoo no determinístico.
Más adelante en esta sección mostraremos la equivalencia entre estas dos clases.

5.1. Autómata finito determinístico

El término determinísticose refiere al hecho de que por cada entrada hay uno y
sólo un estado al cual el autómata puede cambiar desde suestado actual. La definición
precisa se encuentra en la sección 3.4.

Para representar un AFD usaremos la notación en la que listamos los 5 elementos del
autómata, la notación de quíntupla:

M = (Q, Σ, δ, q0, F )

dondeM es el nombre del AFD,Q es el conjunto de estados,Σ es el alfabeto con los
símbolos de entrada,δ es la función de transición,q0 es el estado inicial, yF es el
conjunto de los estados de aceptación.

Ejemplo 1:M1 = (Q1, Σ1, δ, q0, F1) donde:
Q1 = {q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6, q7, q8}
Σ1 = {A, C, G, T}
La función de transiciónδ:
a) δ(q0, A) = q1

b) δ(q0, C) = q6

c) δ(q0, G) = q7

d) δ(q0, T ) = q2

e) δ(q1, T ) = q3

f) δ(q2, A) = q4

g) δ(q3, A) = q5

h) δ(q4, G) = q6

i) δ(q5, T ) = q8

j) δ(q5, A) = q7

k) δ(q6, C) = q7

q0 = q0

F1 = {q6, q7, q8}

• 
• 
• 

• 
• 
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5.1.1. Procesamiento de cadenas

El lenguaje del AFD es el conjunto de todas las cadenas que acepta dicho AFD.
Veremos cómo el AFD decide siacepta o no aceptauna secuencia de símbolos de
entrada. Supongamos quea1a2 · · ·an es una secuencia de símbolos de entrada. El AFD
se encuentra en su estado inicialq0. Consultamos la función de transiciónδ, δ(q0, a) = q1

para saber el estado al que el AFD entra despueś de procesar el primer símbolo de
entradaa1. Procesamos el siguiente símbolo de entrada,a2, evaluandoδ(q1, a2); y
supongamos que este nuevo estado esq2. Continuamos de esta manera, encontrando los
estadosq1, q2, . . . , qn tal queδ(qi−1, ai) = qi para cadai. Si qn es un elemento deF ,
entonces la entradaa1a2 · · ·an esaceptada, en cualquier otro caso esrechazada.

Por ejemplo, queremos saber si el AFDM1 acepta la cadenaATAT :
1. M1 está enq0, el estado inicial, y lee el símboloA, por la transición a) pasa al

estadoq1.
2. Estando enq1 leeT y por la transición e) pasa al estadoq3.
3. Enq3 leeA y por la transición g) pasa al estadoq5.
4. Enq5 leeT , el último símbolo de entrada, y por la transición i) terminaen el estado

q8.
5. La secuencia de estados es:q0, q1, q3, q5, q8.
6. Comoq8 ∈ F , M1 aceptaATAT .

5.1.2. Notación

Definir el autómata por la quíntupla puede resultar tedioso en algunas ocasiones, sobre
todo por la función de transición. Hay 2 notaciones opcionales que resultan más practicas
para describir autómatas:

1. Diagrama de transición. Es una gráfica en la se representan las transiciones deδ
por medio de nodos y arcos.

2. Tabla de transición. Es una tabla en la que se listan las transiciones deδ.

Diagramas de transición

Un diagrama de transiciónpara un AFDM = (Q, Σ, δ, q0, F ) es una gráfica dirigida
definida de la siguiente manera:
a) Para cada estado enQ hay un nodo.
b) Seanq enQ, a enΣ, y δ(q, a) = p; entonces el digrama de transición tiene un arco

(arista dirigida) del nodoq al nodop, etiquetada cona. Si hay varios símbolos de
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entrada que causen una transición deq ap, el diagrama de transición puede tener sólo
un arco etiquetado por la lista de estos símbolos.

c) Hay un arco que entra al estado inicialq0, este arco no se origina en ningún nodo.
d) Los nodos correspondientes a los estados de aceptación (enF ) son marcados con

doble círculo. Los estados que no están enF son marcados con un círculo simple.

q0

q1

q2

q3

q4

q5

q6 q7

q8

A

T A T

A

C C

T

A

G

G

Figura 5.1: Diagrama de transición del AFDM1

Tablas de transición

Una tabla de transición, por convención, es la funciónδ representada por una tabla.
Los renglones de la tabla corresponden a los estados y las columnas corresponden a los
símbolos deΣ. La entrada para el renglón correspondiente al estadoq y la columna
correspondiente al símboloa es el estado que resulta deδ(q, a). La tabla de transición
correspondiente aM1 se encuentra en el Cuadro 5.1.

5.1.3. El lenguaje aceptado por un AFD

Como ya habíamos mencionado, un AFD define un lenguaje: el conjunto de todas las
cadenas que resultan en una secuencia de transiciones de estados de su estado inicial a
alguno de los estados de aceptación. En términos del diagrama de transición, el lenguaje
de un AFD es el conjunto de etiquetas de todos los caminos que comienzan en el estado
inicial y terminan el algún estado de aceptación.
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A C G T

q0 q1 q6 q7 q2

q1 q3

q2 q4

q3 q5

q4 q6

q5 q7 q8

q6 q7

q7

q8

Cuadro 5.1: Tabla de transiciones del AFDM1

Extendiendo la función de transición

Vamos a definir formalmente el lenguaje que acepta un AFD. Para ello, necesitamos
definir unafunción de transición extendidaque describa lo que pasa cuando empezamos
en el estado inicial seguido de cualquier secuencia de entradas. Siδ es la función de
transición, denotaremos conδ̂ la función de transición extendida. La función de transición
extendida es una función que toma un estadoq y una cadenaw y regresa un estadop - el
estado que el autómata alcanza empezando desde el estadoq y procesando la secuencia
de símbolosw. Definimosδ̂ recursivamente, como sigue:
δ̂(q, ε) = q Esto es, cuando estamos en el estadoq sin leer entradas, permanecemos

en el estadoq.
δ̂(q, xa) Supongamos quew es una cadena de la formaxa; es decir que,a es el

último símbolo dew, y x es la cadena que consiste de todos los símbolos
menos el último. Por ejemplo, siw = ATGAT , x = ATGA y a = T .
Entonces

δ̂(q, w) = δ̂(q, xa) = δ(δ̂(q, x), a)

El lenguaje de un AFD

El lenguaje de un AFDM = (Q, Σ, δ, q0, F ), denotadoL(M), se define como

L(M) = {w|δ̂(q0, w) ∈ F}

El lenguaje deM es el conjunto de cadenasw que del estado inicialq0 llegan a algún
estado de aceptación. SiL esL(M) para algún autómata finitoM , entoncesL es un

1 11 1 1 1 1 
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lenguaje regular.

Del ejemplo 1, el lenguaje aceptado porM1 es un lenguaje finito. Analizando el diagrama
de transiciones vemos que la gráfica no tiene ciclos (dirigidos), por lo queM1 es un
AFD acíclico. El lenguaje aceptado por un AFD acíclico es siempre finito. Y todos los
lenguajes finitos son regulares.

L(M1) = {ATAT, ATAAA, CC, TAGC, G, C, TAG}

5.2. Autómata finito no determinístico

Un autómata finitono determinístico(AFN) tiene la ventaja de poder estar en varios
estados a la vez. Esta capacidad se interpreta comúnmente como la facultad que tienen
estas máquinas deadivinar algo acerca de su entrada. Más adelante explicaremos la
utilidad de tal capacidad en los algoritmos de búsqueda.

Su definición precisa se encuentra en la seción 3.4. Un AFN se representa igual que
un AFD:

M = (Q, Σ, δ, q0, F )

donde el significado de cada elemento está también en dicha sección.

Aunque la diferencia fundamental entre un AFN y un AFD está en la definición de
la función de transición, los tipos de notación para los AFD también aplicarán para los
AFN. Para los diagramas de transición, sólo habría que considerar que, sia ∈ Σ y q ∈ Q,
por cada estado enδ(a, q) se agrega un arco a la gráfica. En la tabla de transiciones cada
entrada, en vez de ser un único estado (AFD), ahora es un conjunto de estados (AFN).
Y cuando no esté definida la transición para un estado y un símbolo dados, la entrada
apropiada es∅, el conjunto vacío.

Ejemplo 2:M2 = (Q2, Σ2, δ, q0, F2) donde:
Q2 = {q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6, q7, q8}
Σ2 = {A, C, G, T}
La función de transiciónδ:
a) δ(q0, A) = {q1, q7}
b) δ(q0, T ) = {q2, q6}
c) δ(q1, T ) = {q3}
d) δ(q2, A) = {q4}

• 
• 
• 
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q0

q1

q2

q3

q4

q5

q6 q7

q8

A

T A T

T

T C

T

A

G

A

Figura 5.2: Diagrama de transición del AFNM2

A C G T

q0 {q1, q7} ∅ ∅ {q2, q6}
q1 ∅ ∅ ∅ {q3}
q2 {q4} ∅ ∅ ∅

q3 {q5} ∅ ∅ ∅

q4 ∅ ∅ {q6} ∅

q5 ∅ ∅ ∅ {q7, q8}
q6 ∅ {q7} ∅ ∅

q7 ∅ ∅ ∅ ∅

q8 ∅ ∅ ∅ ∅

Cuadro 5.2: Tabla de transiciones del AFNM2

e) δ(q3, A) = {q5}
f) δ(q4, G) = {q6}
g) δ(q5, T ) = {q7, q8}
h) δ(q6, C) = {q7}
q0 = q0

F2 = {q6, q7, q8}

El diagrama de transiciones deM2 está dado por la Figura 5.2, y la tabla de transiciones
por el Cuadro 5.2.

1 11 1 1 1 

• 
• 
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5.2.1. El lenguaje aceptado por un AFN

Así como fue necesario extender la función de transición de un AFD, ahora necesita-
mos extender la función de transiciónδ, de un AFN, a una función̂δ que tome un estado
q y una cadena de símbolosw, y regrese el conjunto de estados en los que el AFN termina
después de leerw desde el estadoq.

La función de transición extendida

Dada una función de transiciónδ de un AFN, definimos formalmentêδ como:
δ̂(q, ε) = {q} Mientras no se lean símbolos de la cadena de entrada, permanecemos

en el mismo estado.
δ̂(q, xa) Seaw tal quew = xa, dondea es el símbolo final dew y x es el resto

dew. Supongamos quêδ(q, x) = {p1, p2, . . . , pk} y que

δ̂(q, xa) =
k

⋃

i=1

δ(pi, a) = {r1, r2, . . . , rm}

Entonceŝδ(q, w) = {r1, r2, . . . , rm}. Considerando el diagrama de transiciones, para
calcularδ̂(q, w) primero tenemos que calcularδ̂(q, x) y seguir todos los arcos que van de
cualquiera de estos estados y están etiquetados con el símbolo final a.

El lenguaje de un AFN

Un AFN acepta una cadenaw si el conjunto de estados en el que queda después de
leer w contiene al menos un estado deF . Es decir, existe al menos una secuencia de
estados que va del estado inicial a un estado de aceptación.

Formalmente, siM = (Q, Σ, δ, q0, F ) es un AFN, entonces

L(M) = {w|δ̂(q0, w) ∩ F 6= ∅}

Lo que quiere decir queL(M) es el conjunto de cadenasw ∈ Σ∗, tales quêδ(q0, w)
contiene al menos un estado de aceptación.

M2 es un autómata acíclico (Figura 3) yL(M2), así comoL(M1) en el ejemplo 1, es
finito:

L(M2) = {ATAT, T, TAG, A, TC, TAGC}
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5.3. Autómata finito con transiciones vacías

Ahora mostraremos otra extensión del autómata finito. La nuevacaracterística
consiste en permitir transiciones conε, la cadena vacía. Esto significa que un AFN podrá
hacer una transición espontánea sin necesidad de recibir un símbolo de entrada. Así
como el no determinismo, esta nueva capacidad no expande la clase de lenguajes que
acepta un autómata finito, aunque si da ciertas ventajas dediseño. Veremos también la
relación que existe entre las expresiones regulares y los AFN con transicionesε, a los
cuales llamaremosε-AFN. Esta relación nos servirá para demostrar la equivalencia entre
la clase de lenguajes aceptada por un autómata finito y la aceptada por las expresiones
regulares.

Podemos representar unε-AFN igual que como lo hicimos con un AFN, con una
excepción: la función de transición debe considerar el caso de las transiciones conε.
Formalmente, representamos unε-AFN M por M = (Q, Σ, δ, q0, F ), donde todos los
componentes tienen la misma interpretación que con un AFN, excepto queδ es ahora una
función que toma como argumentos:

1. Un estado enQ, y
2. Un elemento deΣ ∪ {ε}, es decir que puede ser un símbolo del alfabeto o bien la

cadena vacía. Para evitar confusiones,ε, el símbolo que denota a la cadena vacía, no
puede pertenecer al alfabetoΣ.

Ejemplo 3:M3 = (Q3, Σ3, δ, q0, F3) es unε-AFN, donde:

Q3 = {q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6}
Σ3 = {A, C, G, T}
La función de transiciónδ:
a) δ(q0, A) = {q1}
b) δ(q0, G) = {q2}
c) δ(q1, T ) = {q3}
d) δ(q2, C) = {q4}
e) δ(q3, A) = {q5}
f) δ(q3, ε) = {q0}
g) δ(q4, ε) = {q0}
h) δ(q5, T ) = {q6}
i) δ(q5, ε) = {q1}
q0 = q0

F3 = {q4, q6}

• 
• 
• 

• 
• 
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q0 q1

q2

q3

q4

q5

q6
A

T
ε

A

T
ε

G

Cε

Figura 5.3: Diagrama de transiciones deM3

A C G T ε

q0 {q1} ∅ {q2} ∅ ∅

q1 ∅ ∅ ∅ {q3} ∅

q2 ∅ {q4} ∅ ∅ ∅

q3 {q5} ∅ ∅ ∅ {q0}
q4 ∅ ∅ ∅ ∅ {q0}
q5 ∅ ∅ ∅ {q6} {q1}
q6 ∅ ∅ ∅ ∅ ∅

Cuadro 5.3: Tabla de transiciones deM3

5.3.1. El lenguaje aceptado por unε-AFN

Antes de dar las definiciones formales de la función de transición extendida y de el
lenguaje aceptado por unε-AFN, necesitamos analizar otra función central en el estudio
de losε-AFN, llamada laε-cerradura de un estado.

1 11 
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ε-cerradura

La idea de esta función es, dado un estadoq ∈ Q, obtener todos los estados que se
alcanzan siguiendo los arcos que salen deq y que están etiquetados conε. Sin embargo,
cuando obtenemos otros estados siguiendo aε, tenemos que seguir lasε-transiciones
que salen de estos estados, y así sucesivamente; eventualmente encontraremos todos los
estados que pueden alcanzarse desdeq siguiendo un camino cuyos arcos están etiquetados
conε.
Formalmente, definimos recursivamente laε-cerradura ECERRADURA(q), como sigue:

El estadoq está en ECERRADURA(q).
Si un estadop está en ECERRADURA(q), y hay una transición del estadop al esta-
dor etiquetada conε, entoncesr está en ECERRADURA(q). Más precisamente, si
δ es la función de trasición delε-AFN en cuestión, yp está en ECERRADURA(q),
entonces la ECERRADURA(q) también contiene todos los estados enδ(p, ε).

Por ejemplo, para elε-AFN M3:
ECERRADURA(q0)= {q0}, ECERRADURA(q3)= {q3, q0}, ECERRADURA(q4)=
{q4, q0}, etc.

La función de transición extendida

Supongamos queE = (Q, Σ, δ, q0, F ) es unε-AFN. Definiremos la función de tran-
sición δ̂ para ver qué pasa cuando el autómata lee una secuencia de símbolos de entrada.
La idea es quêδ(q, w) es el conjunto de estados que se pueden alcanzar siguiendo un
camino cuyas etiquetas, al ser concatenadas, forman la cadenaw.
La definición formal dêδ es:

δ̂(q, ε) =ECERRADURA(q). Es decir que, si la etiqueta del camino esε, entonces
podemos seguir sólo los arcos etiquetados conε que se extienden desde el estado
q.
Supongamos quew es de la formaxa, dondea es el último símbolo dew. Nótese
quea ∈ Σ y por lo tanto no puede serε. δ̂(q, w) se calcula como sigue:

1. Seaδ̂(q, x) = {p1, p2, . . . , pk}. Esto quiere decir que, el conjunto de laspis
son los estados que podemos alcanzar desdeq al seguir caminos etiquetados
conx. Este camino podría contener arcos etiquetados conε.

2. Sea
⋃k

i=1 δ(pi, a) = {r1, r2, . . . , rm}. Esto es, seguir todas las transiciones
con etiquetaa desde los estados que podemos alcanzar desdeq al leer la ca-
denax. Los rjs son algunos de los estados que podemos alcanzar desdeq
siguiendo caminos etiquetados conw. Tenemos que considerar tambíen los
estados que se alcanzan desde losrjs por medio deε-transiciones.

• 
• 

• 

• 
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3. Entonceŝδ(q, w) =
⋃m

j=1ECERRADURA(rj). Este paso adicional incluye
todos los caminos desdeq etiquetados conw, considerando la posibilidad
de que haya arcos adicionales etiquetados conε que pueden ser alcanzados
después de hacer las transiciones con el uĺtimo símbolo dew.

El lenguaje de unε-AFN

El lenguaje de unε-AFN E = (Q, Σ, δ, q0, F ) es:

L(E) = {w|δ̂(q0, w) ∩ F 6= ∅}

El lenguaje deE es el conjunto de todas las cadenasw que van del estado inicial hasta al
menos un estado de aceptación.

Analizando la Figura 5.3 correspondiente al diagrama de transiciones deM3, obser-
vamos que tiene 3 ciclos, es decir queM3 es unε-AFN cíclico. Estos ciclos están rela-
cionados con la cerradura de las expresiones regulares. Gracias a esta propiedad podemos
identificar rápidamente queL(M3) es un conjunto infinito.

L(M3) = {ATAT, ATATAT, ATATATAT, . . . , GC, GCGC, GCGCGC, . . .}



Capítulo 6

Autómata de Glushkov

Está bien establecido el hecho de que una expresión regular puede ser transforma-
da en un AFN con o sin transiciones vacías. Y entre los primeros autores, que dieron
una variante de la construcción sin transiciones vacías, seencuentra V. M. Glushkov [10].

En este capítulo estudiaremos una clase particular de AFN sin transiciones vacías:el
autómata de Glushkov. El autómata de Glushkov es producto de la investigación sobre
la síntesis de autómatas, o mejor dicho, de la conversión de expresiones regulares en
autómatas.

La construcción de Glushkov fue popularizada por Berry y Sethi [9], al demostrar
que dicha construcción es una representación natural de la expresión regular, debido a
que se basa en las derivadas de Brzozowski [5] de la expresión.

En la construcción de el autómata de Glushkov nos auxiliaremos de lasexpresiones
marcadas. Una expresión marcada se obtiene al asignar uno o más índices a los símbolos
del alfabeto que aparecen en la expresión regular. Un mismo símbolo puede tener
más de una posición debido a que puede aparecer más de una vez en la expresión
regular. Los índices de posiciones materializan la idea delorden de los símbolos en los
elementos deL(E), ya que dado un símbolo del alfabeto, se trata de obtener el conjunto
de símbolos que pueden sucederle en alguna palabra del lenguaje. A partir de estas
expresiones marcadas construiremos el autómata de Glushkov; y finalmente, al borrar
las posiciones de los símbolos en las transiciones, obtendremos el autómata de Glushkov
de la expresión original.

La idea general del algoritmo consiste en ver una expresión regular como un autómata
ME cuyos estados corresponden a las posiciones o presencias desímbolos enE y cuyas

45
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transiciones conectan posiciones que pueden ser consecutivas en los elementos deL(E).

El algoritmo consta de tres etapas, la primera obtener el árbol de parseo de la
expresión regular, calcular a partir del árbol las variables de Glushkov de la expresión y
por último construir el autómata a partir de las variables. Recordemos que en la sección
4.4 explicamos cómo obtener el árbol de parseo de una expresión regular.
En esta sección mostraremos que el autómata de Glushkov puede contruirse en tiempo
cúbico sobre el tamaño de la expresión, lo cual es óptimo en nuestro caso ya que el
tamaño de la expresión es relativamente mucho menor que el texto.

6.1. Expresiones marcadas

SeaΣ un alfabeto;E, F y G denotan expresiones regulares sobreΣ. Para distinguir
posiciones diferentes o presencias del mismo símbolo en una expresión, marcaremos los
símbolos deΣ consubíndices(enteros positivos) de izquierda a derecha. A laexpresión
marcadade una expresión regularE la denotaremos conE, y su lenguaje, donde cada
símbolo incluye su índice, se denotaráL(E).
Por ejemplo:
E =(AT|GA)((AG|AAA) ∗) L(E) = {AT, GA, ATAG, GAAG,

ATAAA,. . .}
E = (A1T2|G3A4)((A5G6|A7A8A9)

∗) L(E) = {A1T2, G3A4, A1T2A5G6, G3A4A5G6,

A1T2A7A8A9, . . . }

El alfabeto con los símbolos marcados según las posiciones deE se denotaráΣ. En el
ejemplo anteriorΣ = {A, G, T} y Σ = {A1, T2, G3, A4, A5, G6, A7, A8, A9}.

Llamaremosposicionesa los índices; y usaremos las letrasx, y y z para representar-
los. El conjunto de posiciones para una expresiónE se denotaráPos(E). Del ejemplo
anterior, conE =(AT|GA)((AG|AAA) ∗) , el conjunto de posiciones esPos(E) =
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.
Si F es una subexpresión deE, denotaremosPosE(F ) al subconjunto de posiciones de
E que son posiciones deF . Para subexpresiones se cumplen las siguientes propiedades:

1. SiE = F + G o E = FG entoncesPosE(F ) ∩ PosE(G) = ∅

2. Pos(E∗) = Pos(E)

Por ejemplo,E =(AT|GA)((AG|AAA) ∗) = FG conF =AT|GA y G =(AG|AAA) ∗:
PosE(F ) = {1, 2, 3, 4}
PosE(G) = {5, 6, 7, 8, 9}

• 
• 



6.2 Algoritmo 47

Observemos quePosE(F ) ∩ PosE(G) = ∅

χ es la función que asocia a cada posición el símbolo deΣ que le corresponde enE.

χ : Pos(E)→ Σ

Si E = (A1T2|G3A4)((A5G6|A7A8A9)
∗), χ(4) =A, χ(6) =G, χ(1) =A y χ(2) =T.

6.2. Algoritmo

El autómata de Glushkov se construye primero sobre la expresión marcadaE y
reconoceL(E). Entonces, borramos los índices de posiciones de todos los símbolos y
así derivaremos el autómata de Glushkov que reconoceL(E).
El conjunto de posiciones se toma como una referencia convirtiéndose en el con-
junto de estados del autómata resultante, además de un estado inicial0. Así que, si
Pos(E) = {1, . . . , m}, construiremosm + 1 estados etiquetados de0 a m. Cada estado
j representa el hecho de haber leído una cadena, a cuyo último símbolo de entrada
le corresponde el índicej. Si leemos un nuevo símboloα, necesitamos conocer las
posiciones que podemos alcanzar desdej por α. Para cada posiciónj el algoritmo de
Glushkov calcula todos los estados accesibles desdej.
Para ello, definiremos tres funciones antes de explicar el algoritmo completo.
Denotamosαy al símbolo indexado deE que está en la posicióny.

Definición First(E) = {x ∈ Pos(E) | ∃u ∈ Σ
∗

, αxu ∈ L(E)}.

El conjunto First(E) representa al conjunto de posiciones iniciales deL(E), es
decir, el conjunto de posiciones desde las cuales puede iniciar la lectura. En nuestro
ejemplo,First((A1T2|G3A4)((A5G6|A7A8A9)

∗)) = {1, 3}.

Definición Last(E) = {x ∈ Pos(E) | ∃u ∈ Σ
∗

, uαx ∈ L(E)}.

El conjuntoLast(E) representa el conjunto de posiciones finales deL(E), que es
el conjunto de posiciones en las que una cadena leída puede ser aceptada. En nuestro
ejemplo,Last((A1T2|G3A4)((A5G6|A7A8A9)

∗)) = {2, 4, 6, 9}.

Definición Follow(E, x) = {y ∈ Pos(E) | ∃u, v ∈ Σ
∗

, uαxαyv ∈ L(E)}.

• 
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El conjuntoFollow(E) representa todas las posiciones enPos(E) accesibles desde
x. Volviendo a nuestro ejemplo, si consideramos la posición6, el conjunto de posiciones
accesibles esFollow((A1T2|G3A4)((A5G6|A7A8A9)

∗), 6) = {7, 5}.

Para darnos una idea más clara de estos conjuntos, las funciones pueden también
definirse inductivamente sobre la expresión, es decir, considerando todos las casos
posibles. Para esto definimos otras funciones auxiliares, la primera,EmptyE que indique
si la cadena vacíaε está enL(E); y la segundaIX que indique si una posición pertenece
o no al conjuntoX.

Definición Definimos recursivamente la funciónEmptyE, cuyo valor es{ε} si ε
pertenece aL(E) y ∅ en otro caso.

Empty∅ = ∅

Emptyε = {ε}
Emptya∈Σ = ∅

EmptyF+G = EmptyF ∪EmptyG

EmptyFG = EmptyF ∩EmptyG

EmptyF ∗ = {ε}

Definición Para cada conjuntoX, definimosIX la función deX a{{ε}, ∅} como:

IX(x) =

{

∅ si x /∈ X
ε si x ∈ X

Es muy importante analizar con un poco más de detalle las funcionesFirst(E),
Last(E) y Follow(E, x), pues de ellas se deducen los componentes de el autómata
de Glushkov. El autómata de Glushkov está basado fundamentalmente en la idea de
las posiciones; el conjuntoFirst(E) servirá para definir las transiciones que salen del
estado inicial0, Last(E) va a determinar el conjunto de estados finales yFollow(E, x)
las transiciones internas del autómata.

Proposición First(E) se calcula recursivamente por casos como sigue:
First(∅) = ∅

First(ε) = ∅

First(αx) = {x}

First(F + G) = First(F ) ∪ First(G)

First(FG) = First(F ) ∩ EmptyF First(G)

First(F ∗) = First(F )
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Demostración:
caso 1 y 2: E = ∅ y E = ε

⇒ Pos(E) = ∅

⇒ First(E) = ∅

caso 3: E = αx

Pos(E) = {x}, L(E) = {αx}
Conu = ε, tenemos queαxu ∈ L(E)
⇒ First(E) = {x}

caso 4: E = F + G

ComoL(F + G) = L(F ) ∪ L(G)
⇒ First(F + G) = First(F ) ∪ First(G)

caso 5: E = FG
ClaramenteFirst(F ) ⊆ First(FG)
sólo falta considerar el caso en el queFirst(G) ⊆ First(FG)
y esto pasa sí y solo siε ∈ L(F )
⇔ EmptyF = {ε}
⇒ First(FG) = First(F ) ∪EmptyF · First(G)

caso 6: E = F ∗

Por la definición de cerradura este caso es equivalente a la unión
First(F ∗) = First(F )

Proposición Last(E) se calcula recursivamente por casos como sigue:
Last(∅) = ∅

Last(ε) = ∅

Last(αx) = {x}

Last(F + G) = Last(F ) ∪ Last(G)

Last(FG) = Last(G) ∩ EmptyGLast(F )

Last(F ∗) = Last(F )

Demostración:análoga a la demostración deFirst(E).

Proposición Follow(E, x) se calcula recursivamente por casos como sigue:
Follow(∅, x) = ∅

Follow(ε, x) = ∅

Follow(ay , x) = ∅

Follow(F + G,x) = IPosF+G(F )(x) · Follow(F , x)∪ IPosF+G(G)(x) · Follow(G,x)

Follow(FG, x) = IPosF G(F )(x) · Follow(F , x) ∪

IPosF G(G)(x) · Follow(G,x) ∪

ILast(F )(x) · First(G)



50 Autómata de Glushkov

Follow(F ∗, x) = Follow(F , x) ∪ ILast(F )(x) · First(F )

Demostración:
caso 1, 2 y 3: E = ∅, E = ε y E = αy

|Pos(E)| ≤ 1 no hay posiciones que puedan ser consecutivas ax.
⇒ Follow(E, x) = ∅

caso 4: E = F + G
ComoPosF+G(F ) ∩ PosF+G(G) = ∅

⇒ x ∈ PosF+G(F ) ó x ∈ PosF+G(G)
Si x ∈ Pos(F ) entoncesFollow(F, x) ⊆ Follow(E)
Si x ∈ Pos(G) entoncesFollow(G, x) ⊆ Follow(E)
Por lo tanto,Follow(E) = IPosF+G(F )(x) · Follow(F, x) ∪
IPosF+G(G)(x) · Follow(G, x)

caso 5: E = FG
Tenemos tres subcasos.
Los dos primeros, como enE = F + G, son:
x ∈ PosFG(F ) ó x ∈ PosFG(G)

⇒ IPosF G(F )(x) · Follow(F, x) ⊆ Follow(FG, x)
y IPosF G(G)(x) · Follow(G, x) ⊆ Follow(FG, x)
El último caso ocurre cuandox ∈ Last(F )
⇒ First(G) ⊆ Follow(FG, x)
Por lo tanto,Follow(E, x) =IPosF G(F )(x) · Follow(F, x) ∪
IPosF G(G)(x) · Follow(G, x) ∪ ILast(F )(x) · First(G)

caso 6: E = F ∗

Si x ∈ Last(F ) entonces
First(F ) ⊆ Follow(E, x).
En otro caso bastará incluir al conjuntoFollow(F, x)
Por lo tanto,
Follow(E, x) = Follow(F , x) ∪ ILast(F )(x) · First(F )

La definición del autómata de GlushkovM que reconoce el lenguajeL(E) se deduce
a partir de estas funciones y se construye de la siguiente manera.

M = (Q, Σ, q0, F, δ)

donde:
(I) Q = {q0} ∪ Pos(E) = {0, 1, . . . , m}, dondePos(E) = {1, . . . , m} y el estado

inicial q0 = 0.
(II ) F = Last(E) ∪ EmptyE · {0}. Informalmente, un estado (posición)i es final si

está enLast(E). El estado inicial0 es final si la cadena vacía pertenece aL(E), en
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cuyo casoEmptyE = {ε} y por lo tantoEmptyE · {0} = {0}. Si no es el caso,
entoncesEmptyE · {0} = ∅.

(III ) δ, la función de transición de el autómata, está definida por

δ(x, αy) = {y}, ∀x ∈ Pos(E), ∀y ∈ Follow(E, x)

Informalmente, hay una transición del estadox a y por αy si y sucede ax. Las
transiciones del estado inicial están definidas por

δ(0, αy) = {y}, ∀y ∈ First(E)

El autómata
ME = (Q, Σ, q0, F, δ)

se obtiene a partir deM de la siguiente manera: la etiquetaαx de un arco deM se
reemplaza porχ(x) enME.

δ = {(q, a, q′) | q ∈ Q, q′ ∈ Q, a ∈ Σ, ∃ (q, αx, q
′) ∈ δ y χ(x) = a}

Simplemente borramos los índices de posiciones en el autómata marcado. En este paso,
el autómata usualmente se convierte en no determinístico. El nuevo autómata reconoce
el lenguajeL(E).

El algoritmo de Glushkov está basado en la representación de árbolTE (árbol de
parseo) de la expresión regular. Cada nodov de este árbol represente una subexpresión
Ev deE. Asociaremos las siguientes variables av:

first(v): lista de posiciones que representa el conjuntoFirst(Ev).
last(v): lista de posiciones que representa el conjuntoLast(Ev).
emptyv: conjunto{ε} si L(Ev) contiene a la cadena vacíaε, y ∅ en otro caso.

Estas variables se calculan en ordenpostfijo para cada nodo, es decir que, primero se
calculan para los hijos dev y al último parav. Denotamos a los dos hijos dev comovl y
vr si v es “+“ o “ ·“, y en el caso de la cerradura, ifv representa “∗“, denotamos al único
hijo dev comov∗.
El conjuntofollow(x) es una variable global. Para cada nodov actualizamosfollow(x)
de acuerdo a las posiciones en la subexpresiónEv.
El algoritmo recursivoGlushkov_variables(vE, lpos) está dado en la Figura 5.

Este algoritmo calcula los valores defirst(V ), last(v), follow(x) y emptyv para
cada nodov del árbol de parseo de la expresión regularE. Los nodos se visitan en orden
postfijo. Los valores del nodovE se calculan a partir de los valores obtenidos de sus hijos.
La posición de cada carácter se calcula al vuelo (línea 9).
El algoritmo completo de Glushkov consta de tres etapas:

• 
• 
• 
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Glushkov_variables(vE , lpos)
/* Orden postfijo, calculamos recursivamente el primer hijo */

1. If v = + (vl, vr) ORv = · (vl, vr) Then
2. lpos← Glushkov_variables(vl , lpos)
3. lpos← Glushkov_variables(vr , lpos)
4. Else If v = ∗ (v∗) Then lpos← Glushkov_variables(v∗ , lpos)
5. End of If
6. /* Fin de la parte recursiva, calculamos los valores para el nodo actual */
7. If v = (ε) Then
8. first(v)← ∅, last(v)← ∅, emptyv ← {ε}
9. Else If v = (α), α ∈ Σ Then
10. first(v)← {lpos}, last(v)← {lpos}, emptyv ← ∅, follow(lpos)← ∅

11. Else If v = + (vl, vr) Then
12. first(v)← first(vl) ∪ first(vr),
13. last(v)← last(vl) ∪ last(vr),
14. emptyv ← emptyvl

∪ emptyvr

15. Else If v = · (vl, vr) Then
16. first(v)← first(vl) ∪ (emptyvl

· first(vr))
17. last(v)← (emptyvr

· last(vl)) ∪ last(vr)
18. emptyv ← emptyvl

∩ emptyvr

19. For x ∈ Last(vl) Do follow(x)← follow(x) ∪ follow(vr)
20. Else If v = ∗ (v∗) Then
21. first(v)← first(v∗), last(v)← last(v∗), emptyv ← {ε}
22. For x ∈ Last(v∗) Do follow(x)← follow(x) ∪ follow(v∗)
23. End of if
24. Return lpos

Figura 6.1: Parte recursiva del algoritmo de Glushkov [11]. Esta función calcula los val-
ores defirst(v), last(v), follow(x) y emptyv para cada nodov de la representación en
árbol de la expresión regularE.

Transformar la expresión regularE en un árbolvE.
Calcular las variables devE con Glushkov_variables(vE , 0);
Construir el autómata de Glushkov a partir de las variables dela raízvE del árbol,
siguiendo su definición.

D D 

D 

D 

D 

D 

• 
• 
• 
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Glushkov(E)
/* Obtener el árbol de parseo de la expresión regular */

1. vE ← Parse(E$, 1)
/* Construir la variables a partir del árbol */

2. m← Glushkov_variables(vE , 0)
/* Construir el autómata */

3. ∆← ∅

4. For i ∈ {0, · · · ,m} Do crear el estadoi
5. For x ∈ first(vE) Do ∆← ∆ ∪ {(0, αx, x)}
6. For i ∈ {0, · · · ,m} Do
7. For x ∈ follow(i) Do ∆← ∆ ∪ {(i, αx, x)}
8. End of for 9. For x ∈ last(vE)∪ (emptyvE

· {0}) Do marcarx como estado
final

Figura 6.2: El algoritmo completo de Glushkov [11]. La función de transición está deno-
tada con∆ y el estado inicial es0.

6.3. Propiedades del autómata de Glushkov

Dos propiedades son de mayor interés para nosotros.

Propiedad El autómata de Glushkov no tiene transiciones vacías.
Aunque el algoritmo de Glushkov no se sigue tan directamente de la expresión regular
como otros algoritmos, tiene la ventaja de estar libre de transiciones vacías. Esto resulta
mucho más atractivo en la práctica, debido a que hay casos en los que incluso resulta
determinístico, lo que reduce el tiempo de búsqueda a orden lineal sobre el tamaño
del texto. Cuando esto sucede se dice que la expresión regular que genera el autómata
de Glushkov esdeterminística, así como el lenguaje que describe. Los lenguajes
determinísticos tienen, entre otras, aplicaciones en el estándar ISO de SGML (Lenguaje
Estándar Generalizado de Marcas ), el cual provee metalenguajes sintácticos para la
definición de sistemas de marcado textual.

Propiedad Todos los arcos que llegan a un estadoy están etiquetados por el mismo
símbolo.
Ésta propiedad se sigue de la definición de la función de transición

∀x ∈ Pos(E), ∀y ∈ Follow(E, x), δ(x, αy) = {y}
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Cuando borramos los índices de los símbolos nos queda únicamenteα, por lo que todos
los arcos que lleguen ay tienen que estar etiquetados porα.

6.4. Complejidad

El peor caso del algoritmo completo está dominado por la función
Glushkov_variables. En esta función, todas las uniones de conjuntos, excepto por
la cerradura, son disjuntas y pueden calcularse en tiempoO(1).
El ciclo del For de la línea19 en su peor caso esO(m). El peor caso de complejidad
es debido a la línea 22, esto es, el cálculo de la cerradura (estrella). Comofollow(x)
y first(v∗) pueden intersectarse, el peor caso de la unión es deO(m). Como esto es
dentro de un ciclo deFor, pueden desarrollarse hastaO(m) iteraciones, la complejidad
del ciclo completo es deO(m2). La complejidad total de el algoritmo es entonces en el
peor caso deO(m3), debido a que pueden existirO(m) estrellas en la expresión.



Capítulo 7

Autómatas de Thompson

Thompson [16] [8] desarrolló esta construcción en 1968; su objetivo era compilar
una expresión regular de tal forma que se obtenga una representación útil en búsquedas
en texto. El autómata es una traducción directa del árbol de parseo. Usa trancisiones
vacías para facilitar la traducción.
La idea general consiste en recorrer el árbol de parseoTE de la expresión regularE y
producir por cada nodov un autómataTh(v) que reconoce el lenguajeEv representado
por el subárbol cuya raíz esv. Una construcción específica del autómata se asocia a cada
tipo de nodo y hoja en el árbol.

7.1. Construcción

La construcción se define recursivamente y produce un AFND con trancisiones
vacías. Se usa frecuentemente para demostrar la equivalencia entre AFND y expresiones
regulares.
(a) E = ∅. Un estado inicial y uno final, no hay trancisiones definidas.
(b) E = ε. El autómata consiste de sólo dos estados unidos por una transición vacía.
(c) E = a, a ∈ Σ. Para un símbolo del alfabetoΣ la construcción es similar a la anterior,

excepto que la transición está etiquetada con el símbolo en vez de la expresión regular
vacía.

(d) E = (F + G). La construcción para la unión requiere transiciones vacías. La idea es
representar el hecho de que podemos entrar a cualquiera de los dos autómatasTh(vl)
o Th(vr) que corresponden a los dos hijos. Agregamos dos nuevos estados, uno ini-
cial I con dos transiciones vacías a los dos estados iniciales deTh(vl) y Th(vr), y
un estado finalF que puede alcanzarse desde los dos estados finales deTh(vl) y
Th(vr). Un camino deI a F tiene que pasar por uno de los dos autómatas, por lo
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tanto el lenguaje que reconoce esEvl
+ Evr

(e) E = (FG). Los dos autómatas de Thompson de los dos hijosvl y vr se mezclan a
traves del estado inicial del primer autómata y el estado final del segundo.

(f) E = (F ∗). La construcción para la cerradura usa la misma idea que la unión. Primero
el lenguajeEv∗, dondev∗ es el único hijo dev, puede repetirse tantas veces como se
desee. Se crea una transición vacía de retorno del estado final del autómataTh(v∗)
al inicial. Pero la cerradura también significa que el autómata puede ser ignorado,
entonces aquí se crean dos nuevos estados, un inicialI y un finalF , unidos por una
transición vacía. Con otras dos transiciones vacías unimosI con el estado inicial de
Th(v∗), y el estado final deTh(v∗) conF .

ε a

(a) (b) (c)

MF

MG

ε

ε

ε

ε
MF MG

ε

(d) (e)

MF

ε ε

ε

ε

(f)

Figura 7.1: Construcción de Thompson ( [16], [11], [8]).
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7.1.1. Ejemplo

Construiremos el autómata de Thompson para la expresion regular
(AT |GA)((AG|AAA)∗). En la figura comenzamos por los casos base y después
unimos los autómatas según sea el caso: unión, concatenación o cerradura.

I F
A T

I F
G A

I F

A T

G A

ε

ε

ε

ε

(a)Th(AT) (b) Th(GA) (c) Th(AT|GA)

I F
A G

I F
A A A

(d) Th(AG) (e)Th(AAA)

I F

A G

A A A

ε

ε

ε

ε

I F

A G

A A A

ε

ε

ε

ε

ε

ε ε

ε

(f) Th(AG|AAA) (g) Th((AG|AAA) ∗)
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ε
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ε

ε
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ε

A T

G A

ε

ε

ε

ε

Figura 7.2: Autómata de Thompson correspondiente a(AT |GA)((AG|AAA)∗).

Según la construcción dada en la sección 7, desarrollamos el ejemplo de la figura
anterior como sigue:
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(a) El autómata de Thompson correspondiente a la concatenación deA y T .
(b) La concatenación deG y A.
(c) La unión de los autómatas(a) y (b) reconoce la expresión regularAT |GA.
(d) La concatenación deA conG.
(e) El que reconoce la expresión regularAAA.
(f) La unión del autómata(d) y (e).
(g) La cerradura del autómata(f).
(h) El autómata final corresponde a la concatenación de(c) y (g).

7.2. Propiedades del autómata de Thompson

Algunas propiedades del autómata de Thompson que se derivande la construcción
son:

1. Hay un único estado inicial.
2. Hay un único estado final.
3. Cada estado tiene a lo más dos transiciones que entran y dosque salen.
4. El tamaño de la máquina es a lo más tres veces el tamaño de la expresión regular

dada.

7.3. Complejidad

Como para cada nodo del árbol podemos crear la construcción en tiempo constante,
la complejidad en tiempo del algoritmo es lineal.
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Equivalencia entre autómatas de
Glushkov y de Thompson

En esta sección analizaremos las relaciones que existen entre las construcciones
de Thompson y Glushkov. Primero probaremos que podemos usarla construcción de
Glushkov para construir las máquinas obtenidas por la construcción de Thompson. Pre-
procesaremos la expresión regular dada y postprocesaremosla máquina resultante.
Segundo, usaremos la construcción de Thompson para construir máquinas obtenidas por
la construcción de Glushkov. Postprocesaremos las máquinas resultantes.

8.1. Construcción de Champarnaud-Glushkov

Champarnaud [12] [7] probó que la construcción de Glushkov puede hacerse por
casos, con el mismo estilo que la construcción de Thompson. Los casos base se dan en
la Figura 8.1.

La construcción de la máquinaMF+G combina las máquinasMF y MG identificando
o mezclando sus estados iniciales. El paso inductivo deFG identifica el estado inicial de
MG separadamente con los estados finales deMF .

El resultado de la identificación es que todos los estados, antes finales, deMF tienen
transiciones a todos los estados a los que el estado, antes inicial, deMG tenía transiciones,
de tal modo que el estado inicial deMG desaparece. Y si el estado inicial deMG era un
estado final, entonces los estados finales deMF seguirán siendo finales, en otro caso,
serán no finales.
El paso inductivo paraF ∗ es similar al de la concatenación. En este caso identificamos
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por separado el estado inicial deMF con cada uno de los estados finales deMF . La
diferencia es que el estado inicial no desaparece, se convierte en estado final (debido a
la cadena vacía) y todos los otros estados finales deMF permanecen como finales. El
resultado de la identificación es que cada estado final enMF tiene transiciones a todos
aquellos estados a los que el estado inical deMF tiene trancisiones.

8.2. La construcción de Glushkov de una máquina de
Thompson

Como los autómatas de Glushkov no tienen transiciones vacías, la idea de la
construcción es introducir un nuevo símbolo en la expresiónregular, que simule a la
cadena vacíaε. De acuerdo al método de Thompson, dicho símbolo se introducirá
convenientemente en la expresión regular de tal modo que represente las transiciones
vacías que se agregan al autómata de Thompson en cada caso.

Seaτ un nuevo símbolo que no pertenece aΣ. Definimos laτ -expansiónde una
expresión regularE sobreΣ como una expresión regularEτ sobreΣ ∪ {τ} que se
construye inductivamente como sigue:
Eτ = ∅, si E = ∅.
Eτ = τ , si E = ε.
Eτ = a, si E = a.
Eτ = (((τ · Fτ ) + (τ ·Gτ )) · τ), si E = F + G.
Eτ = ((Fτ · τ) ·Gτ ), si E = FG.
Eτ = (((τ · Fτ )

∗) · τ), si E = F ∗.
Eτ = (Fτ ), si E = (F ).

A la expresión resultante le aplicamos la construcción de Glushkov (ver Figura 8.2),
y si en la máquinaMτ que obtenemos remplazamos el símboloτ por la cadena vacíaε
obtenemos la máquina de Thompson para la expresión regularE.
Definimos la función proyecciónhτ : (Σ ∪ {τ})∗ −→ Σ∗ como: hτ (a) = a, para
toda a ∈ Σ, y hτ (τ) = ε. Para un autómata finitoM = (Q, Σ ∪ {τ}, δ, q0, F ),
hτ (M) = (Q, Σ, hτ (δ), q0, F ), donde hτ ((p, a, q)) = (p, hτ(a), q), para todo
(p, a, q) ∈ δ.



8.3 Conversión de un autómata de Thompson a un autómata de Glushkov 61

8.3. Conversión de un autómata de Thompson a un autó-
mata de Glushkov

El segundo resultado de las construcciones de Thompson y Glushkov es que todo
autómata de Glushkov está oculto en su correspondiente autómata de Thompson.
Para esta conversión usaremos una transformación que borra las transiciones vacías y
preserva ciertas propiedades de los autómatas. Cuando la aplicamos consecutivamente
a un autómata de Thompson para eliminar todas las transiciones vacías, obtenemos su
correspondiente autómata de Glushkov.
Brüggemann-Klein y Wood1 fueron los primeros en probar este resultado.

En la Figura 8.3 ilustramos la transformación específica que elimina las transiciones
vacías.

Denotamos conelim(M, q) el autómata finito que se obtiene al borrar todas las tran-
siciones vacías que entran en el estadoq de un autómataM . En la mayoría de los casos
elimina todas las transiciones que salen y llegan deq. Definimos formalmenteelim(M, q)
como sigue: Primero, el estadoq debe satisfacer laprecondición para eliminación de
vacíos:

Todas las transiciones que entran al estadoq son vacías y hay al menos una
de dichas transiciones.

Segundo, siq tiene un ciclo vacío, lo borramos. Tercero, supongamos que hayk tran-
siciones vacías entrando enq, conk ≥ 1, y m transiciones que salen deq, dondem ≥ 0.
Sean(pi, ε, q), con1 ≤ i ≤ k, las transiciones que entran aq y (q, aj, rj), 0 ≤ j ≤ m,
las transiciones que salen deq. Entonces, definimoselim(M, q) como el autómata finito
(Q′, Σ, δ′, q0, F

′), donde

Q′ =

{

Q, si q = q0,

Q− {q}, en otro caso,

1A. Brüggemann-Klein y D. Wood.The validation of SGML content models. Mathematical and Com-
puter Modelling, 25:73-84, 1997.
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δ = δ − {(pi, ε, q) : 1 ≤ i ≤ k}
∪{(pi, aj, rj) : 1 ≤ i ≤ k y 0 ≤ j ≤ m}

δ′ =

{

δ, si q = q0,

δ − {(q, aj, rj) : 0 ≤ j ≤ m}, en otro caso

F = F∪{pi : 1 ≤ i ≤ k},

F ′ =











F , si q es final e inicial

F − {q}, si q es final y no es inicial

F, en otro caso.

Notemos que la transformación borra el estadoq excepto cuandoq es el estado
inicial. Observemos que cuando no salen transiciones deq, la transformación borra el
estadoq y todas las transiciones vacías que entran aq y que vienen de algún estadopi. En
este caso, siq es un estado final, entonces los estadospi se convierten en estados finales.
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Figura 8.1: Construcción inductiva de Champarnaud de una máquina de Glushkov ( [8]).
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τ a

(a) (b) (c)

MFτ

MGτ

τ

τ

τ

τ

(d)

Figura 8.2: La construcción por casos de Champarnaud-Glushkov para expresiones reg-
ulares τ -expandidas. Los autómatas finitos corresponden a expresiones regulares: a.
E = ∅. b.E = ε. c.E = a. d.E = (F + G) ( [8]).
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Figura 8.3: La transformación que elimina transiciones vacías se usa para transformar un
autómata de Thompson en un autómata de Glushkov ( [8]).

-o o -Q------{) -Q------{) 

_{),o . o 
~-----, 

~ o 
c( 



Capítulo 9

RESS

Una de las partes fundamentales de este trabajo es la aplicación que implementa el
algoritmo desarrollado en las secciones anteriores.RESS(Regular Expression Search
System) es un sistema de búsqueda con expresiones regularesque usa el autómata de
Glushkov como motor de búsqueda.

Iniciamos el capítulo con el diseño e implementación de RESSy concluimos con
un manual de usuario. Es importante asociar las clases con las estructuras y algoritmos
desarrollados en este trabajo.

9.1. Diseño e implementación

9.1.1. Características de programación

Dentro de la características de programación están las siguientes:

a. Paradigma de programación:POO
Nos permite modelar de forma independiente los componentesdel sistema.

b. Lenguaje de Programación:Java
Algunas de las ventajas que tenemos al usar Java son la portabilidad y el gran número
de bibliotecas con las que cuenta.

c. Motor gráfico para AFND:Jaguar
Jaguar (Java Automaton and Grammar User Aplication Resources) es una herramienta
de software libre escrita en Java que brinda una infraestructura de bibliotecas y apli-
caciones gráficas que soportan la mayoría de los modelos y algoritmos relacionados
con autómatas y lenguajes formales.
Para mayores informes de Jaguar verhttp://www.sf.net/projects/ijaguar
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o comunicarse con Iván Hernández Serrano aivanx@users.sourceforge.net. En RESS
se importan todas las bibliotecas con las estructuras necesarias para definir un AFND.

9.1.2. Componentes del sistema

Para explicar con mayor detalle el diseño de RESS, dividimos el sistema en tres partes
principales:

I. El parser o analizador: A partir de la expresión regular obtiene el árbol de parseo.
II. El algoritmo de Glushkov: Recibe un árbol de parseo y contruye el autómata de

Glushkov que reconoce el lenguaje de la expresión regular representada en el árbol.
III. La interfaz gráfica: Proporciona al usario un medio más amigable para hacer

búsquedas en texto.

I. El parser
El algoritmo para obtener el árbol de parseo de una expresión regular está en el Cuadro
4.3 de la sección 4.4.
El parser consta de tres partes:

1. Las estructuras. Son las clases que representan los componentes de un árbol de
parseo. Algunas clases son propias de RESS:

Operation.java : Operación válida para una expresión regular. Elemen-
tos de los nodos internos del árbol.
ParseTree.java : Estructura de árbol binario con características propias
de un árbol de parseo, como por ejemplo identificar si un nodo es símbolo u
operación.

Y otras son importadas de Jaguar:
Symbol : Símbolo de un alfabeto.
Alphabet : Conjunto de símbolos.

2. El algoritmo para parsear la expresión regular. Consta de las siguientes clases:
ResultParser.java : Compuesta de un árbol de parseo y de un entero
que indica la última posición leída de la expresión regular.
RegularExpressionParser.java : El algoritmo de parseo para la ex-
presión regular.

3. Las estructuras gráficas para el árbol de parseo. RESS muestra una ventana con el
árbol de parseo, los nodos representados por círculos con etiquetas y la relación de
padres-hijos representada por líneas.

JParseTree.java : Un nodo se representa con un círculo. Un árbol se
pinta recursivamente en elJParseTreeCanvas de la siguiente manera: Se
pinta el nodo actual y manda pintar a sus hijos, si los hijos existen, pinta la
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línea que lo une con ellos. La posición de los hijos depende de la del nodo
padre.
JParseTreeCanvas.java : Es el lienzo en el que se pinta el árbol.

II. El algoritmo de Glushkov
En la sección 6.2 analizamos el algoritmo de Glushkov. Después de construir el árbol
de parseo de la expresión regular, la siguiente etapa consiste en calcular las variables
first, last, followy emptydel árbol, y finalmente construir el autómata a partir de dichas
variables.

La claseGlushkovAutomatonMatcher.java es la encargada de implemen-
tar la función que calcula las variables y la que construye el autómata.

Las clases importadas de Jaguar que implementan un AFND son:

NDFA.java
NDfaDelta.java

Algunas de las clases que implementan la interfaz gráfica para un AFND son:

JNDFA.java
JNDfaCanvas.java

I II. La interfaz gráfica
La interfaz gráfica principal consta de un área de texto no editable, una caja de texto para
introducir la expresión regular y un botón que inicia el proceso de búsqueda.
El usuario puede abrir un archivo y el contenido se muestra en el área de texto. A partir
de este archivo construimos el alfabeto, mismo que usamos para validar la expresión
regular.
La ventana, con el árbol de parseo, el autómata de Glushkov y los resultados de la
búsqueda, se abre al finalizar todo el proceso de construcción y ejecución del autómata.

Para marcar en el área de texto las presencias encontradas por el autómata de
Glushkov usamos unárbol de ejecuciónen el que guardamos el estado del autómata
asociado con el índice de inicio de la presencia. Las ramas de árbol crecen hasta que no
se encuentran transiciones definidas o se llega a un estado final. Una vez que se termi-
na de ejecutar el autómata se hace una búsqueda a profundidad en el árbol de ejecución
para identificar todos los caminos que terminan en un estado final. El índice final de la
presencia está dado por el índice inicial más el tamaño del camino.
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9.2. Manual Usuario

9.2.1. Instalación

Para instalar RESS es necesaria la instalación de Java 2 (JRE) 1.5.0 o superior. Para
descarga o información ir ahttp://java.sun.com .

9.2.2. Cómo usar RESS

Para realizar una búsqueda con RESS se siguen los siguientespasos:

1. Ejecutarress-1.0.jar . Puede ser simplemente dando doble clic sobre el archi-
vo.

2. Abrir el archivo con el texto en el que se quiere realizar labúsqueda.

3. Teclear la expresión regular en la caja de texto correspondiente. Para ingresar la
expresión regularε dar clic enWriteε.

4. Dar clic en el botónGlushkov Method.

5. En caso de que la expresión regular sea válida se tienen lossiguientes resultados:

a) Una ventana principal con los resultados de la búsqueda. Laventana contiene
a su vez tres ventanas internas (JInternalFrames), la primera con la informa-
ción obtenida de la búsqueda, la segunda con el árbol de parseo y la tercera
con la representación gráfica del autómata de Glushkov correspondiente a la
expresión regular.

b) En el área de texto se indican las presencias sombreandolascon color.

6. Eso es todo.



Capítulo 10

Colofón

10.1. Búsquedas en texto con expresiones regulares

Muchos de los algoritmos de apareamiento de cadenas usan autómatas finitos como
motor de búsqueda. Los algoritmos para expresiones regulares no son la excepción.
Las expresiones regulares pueden verse como la generalización de los casos particulares
como es el apareamiento de cadenas y de un conjunto de cadenas.

Expresión Regular Árbol de Parseo AFN

DFA

Ocurrencias en el texto
Parsing Búsqueda con el AFN

Determ
inización

Bús
qu

ed
a

co
n

el
AFD

Construcción del AFN de Glushkov

Construcción del AFN de Thompson

Figura 10.1: Método clásico para busquedas en texto con expresiones regulares.

En el método clasico de búsquedas en texto para expresiones regulares, lo primero es
el parseo de la expresión regular en elárbol que la representa. Lo siguiente, es usar dicho
árbol en la construcción del AFN equivalente.
Para la transformación del árbol en AFN hay varias maneras. Entre los métodos princi-
pales y que han sido de mayor interés en la investigación están:

El algoritmo de Glushkov
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El algoritmo de Thompson
Apesar de que el primero esO(m3) y el segundoO(m) sobre el tamaño de la expre-

sión regular, en la práctica el autómata de Glushkov es preferido sobre el de Thompson
por varias razones:
⋆ No tiene transiciones vacías.
⋆ En algunos casos resulta determinístico.
⋆ Es una simplificación del autómata de Thompson, que se obtiene al eliminar las tran-

siciones vacías.
Sin embargo tambien comparten algunas propiedades. Para cualquier estadop, todos

los arcos que entran ap tienen la misma etiqueta. Es decir sonAutómatas homogéneos.
El número de estados está acotado por el tamaño de la expresión regular. El número de
estados del autómata de Glushkov es el tamaño de la expresión regular más uno.
Mientras que para el autómata de Thompson depende del tipo de operaciones que
contenga la expresión, pero a lo más, es tres veces el tamaño de la expresión.

10.2. Expresiones regulares y autómatas de Glushkov

Las expresiones regulares juegan un papel importante en aplicaciones prácticas. En
especificaciones sintácticas de lenguajes de programación describen elementos (tokens)
léxicos, y en sistemas de manipulación de texto describen conjuntos de patrones.

Los autómatas de Glushkov tienen aplicaciones recientes en recuperación de texto,
en biología computacional y en sistemas de procesamiento de documentos: por ejemplo
los que siguen el estandar SGML (Standard Generalized Markup Languaje) y las
definiciones de documentos XML (DTD,document-type-definition).
En estos dos últimos casos la investigacón en síntesis de expresiones regulares ha sido
de mayor interés debido a que el lado derecho de las producciones son expresiones
regularesno ambigüas, y como resultado se obtienen autómatas finitos determinísticos.

Me hubiera gustado hablar mucho más de las optimizaciones del algoritmo original,
pero por falta de tiempo sólo daremos un breve resumen.
La construcción del autómata de Glushkov fue formalizada por Glushkov [10] en 1961,
posteriormente fue analizada y optimizada por Gerard Berry y Ravi Sethi [9] en 1986. Y
les siguieron entre otros: C.H. Chang y Robert Paige [6] en 1992; Brügegeman-Klein [4]
en 1993; y D. Ziadi, J.L. Ponty y J.M. Champarnaud [12] en 1995; y en 1996 Pascal
Caron y D. Ziadi [7]. Las investigaciones más recientes son las relacionadas con biología
computacional y con DTDs.

• 



10.3 Otros algoritmos en búsquedas en texto con expresionesregulares 71

Las optimizacion de Pascal Caron y D. Ziadi [14] se basa en lanormalizaciónde la
expresión regular que toma tiempo lineal en el tamaño de la expresión, y la construcción
del autómata baja aO(m2). También Chang y Paige logran esta cota.

10.3. Otros algoritmos en búsquedas en texto con expre-
siones regulares

Además del método clásico hay otros algoritmos basados en autómatas que no
alcanzamos a tratar en este trabajo. Explicaremos brevemente algunos de los más
importantes.

10.3.1. Determinización del autómata

El AFN puede ser usado directamente para hacer la búsqueda, pero podría resultar
muy lento ya que varios estados estarían activos al mismo tiempo. Entonces hay quienes
prefieren convertirlo en un autómata finito determinístico,el cual sólo tiene un estado
activo por unidad de tiempo. El problema es que el tamaño del AFD puede resultar expo-
nencial sobre el tamaño del AFN, lo cual hace mucho más favorable su uso únicamente
con expresiones regulares pequeñas.

10.3.2. Paralelismo de bits

Otra forma es simular el AFN usandoparalelismo de bitsen vez de convertirlo en
AFD. El paralelismo de bits fue propuesto en búsquedas en texto por Gonzalo Navar-
ro [11]. Esta técnica consiste en aprovechar el paralelismointrínseco de las operaciones
de bits según el tamaño de palabra en una computadora. Podemos empaquetar varios
valores en una sola palabra, y actualizarlos todos con una sola operación. Usando este
hecho, el número de operaciones a desarrollar en un algoritmo puede reducirse en un
factor de a lo másw, dondew es el número de bits por palabra en la computadora. Como
en las arquitecturas actualesw es de 32 o 64 bits, la rápidez es considerable en la práctica.

10.3.3. Problema abierto

Algunas veces requerimos de búquedas con patrones complejos y que además
permitan errores.
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El apareamiento aproximado con expresiones regulares ha sido tratado escasamente, sin
embargo existen unos pocos algoritmos basados en programación dinámica.



Conclusiones

El estudio de las expresiones regulares y de los autómatas finitos es central en el
estudio de las Ciencias de la Computación, dada su gran variedad de aplicaciones. En
este trabajo únicamente rascamos la superficie de este tema,y aún así, presentamos
resultados interesantes.

Por lo amplio del tema no es posible, en un trabajo de este nivel, agotarlo. A pesar
de ello, esperamos haber despertado la curiosidad por seguir explorando a los autómatas
finitos y las expresiones regulares. En mi caso, quedé con esta curiosidad y las decisión
de seguir aprendiendo del tema.
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