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Prologo

El espacio £°° estd complementado en todo espacio de Banach X que lo contiene.
Esta propiedad equivale a decir que ¢*° es un objeto inyectivo en la categoria
de espacios de Banach. Por algin tiempo se conjeturé que cualquier espacio
inyectivo en esa categoria era isomorfo a ¢*° ('), para algin conjunto I'. En 1970,
H. Rosenthal publicé el articulo On injective spaces and the spaces Loo (1) for
finite measures i, en el que probé que dicha conjetura es falsa.

En 1941, A. Sobczyk probé que para todo espacio de Banach separable X,
que contenga a cg, existe una proyeccién de X sobre Y, de norma a lo més 2; mas
aun, ésta es la cota éptima para dicha norma. Es decir, ¢y es un objeto inyectivo
en la categoria de los espacios de Banach separables. Sin embargo, no lo es en la
de los espacios de Banach, pues ¢y no estd complementado en £°°. Todos estos
resultados son probados en los Capitulos 2 y 3 de este trabajo. Ahi se presenta
la llamada prueba corta del teorema de Sobczyk, la cual se debe a W. A. Veech y
que fue publicada en 1971. En ella no se usan herramientas poderosas o técnicas
muy complejas del anslisis funcional sino resultados cldsicos de la teoria de los
espacios de Banach, los cuales se introducen en el Capitulo 1, que también incluye
otro material bdsico que sirve para el desarrollo de toda la tesis.

Al abstraerse esa propiedad de ¢y, se llegé a la definicién de los llamados
espacios separablemente inyectivos: un espacio de Banach X, separable y de
dimensién infinita, es llamado separablemente inyectivo si para todo espacio de
Banach separable Y que contiene a X (una copia isométrica o isomorfa Y (X))
de X, existe una proyeccién continua de X sobre X (sobre Y (X)). Se prueba
que X es separablemente inyectivo si y sélo si X tiene la llamada propiedad
de la extension separable; es decir, todo operador lineal y continuo de X en un
espacio normado Z puede extenderse a cualquier espacio de Banach separable que
contiene a X.

Durante mucho tiempo se traté de dar un ejemplo de un espacio separable-
mente inyectivo que no fuera isomorfo a ¢y y surgié la pregunta ;es vilido el
inverso del Teorema de Sobczyk: todo espacio separablemente inyectivo es iso-
morfo a ¢p? o lo que es lo mismo: ;si un espacio de Banach X, separable y de
dimensién infinita, tiene la propiedad de la extension separable, entonces X es
isomorfo a ¢p?

Hubo diversos intentos para probar esta pregunta por diferentes caminos, pero
fue hasta 1977 que M. Zippin, en su articulo The separable extension problem,
demuestra la validez del inverso del Teorema de Sobczyk. Su prueba, a diferencia
de la del Teorema de Sobczyk, utiliza resultados profundos y complejos de la
teoria de los espacios de Banach y es en si misma una demostracién dificil y en su
parte técnica la redaccién es complicada y en ocasiones confusa. La demostracion
se hace de modo indirecto; primero se muestra que si X es un espacio de Banach
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vi Prdélogo

separable y de dimension infinita para el cual existe un operador lineal, continuo y
suprayectivo de cg sobre X, entonces X es isomorfo a ¢y y después se hace ver que
tal es el caso cuando X es separablemente inyectivo; para esto se usa el que aqui
hemos llamado Teorema Principal, cuya demostracién constituye la parte final de
la tesis y que estd dividida en cuatro partes que son otras tantas subsecciones del
Capitulo 3; entre éstas se intercala una mas en la se introducen los conjuntos de
Szlenk. Ademds, se usa el llamado Lema de aproximacion que es una herramienta
fundamental para la demostracién y que estd hecho ex profeso para ésta.

El propdsito de la tesis es hacer una exposicién que sea lo més autocontenida
posible y resulte menos intrincada que la que aparece en el trabajo de Zippin
[15] que es la base del nuestro. Se demuestran resultados que son mencionados
como parte del folklore alrededor del tema y que por lo mismo no se encuentran
en al literatura (Proposiciones 3.2.3 y 3.2.11 y Teorema 3.2.5). Se usan una
gran cantidad de resultados; de ellos, la mayorfa son probados y otros tan sélo
son enunciados, en ocasiones adaptdndolos, debido a que sus demostraciones son
extensas o pertenecen mds a otras ramas matematicas.



Capitulo 1

Preliminares

En todo lo que sigue X es un espacio vectorial sobre el campo F =R o C. Sea
A C X, entonces (A) denota al subespacio lineal generado por A y si X es un
espacio vectorial topoldgico entonces [A] denota a la cerradura de (A); si A es
una sucesion (z;);2 escribiremos (z;);, y [@i];=,, respectivamente.

1.1 Espacio vectorial topolégico. Seminorma y fun-
cional de Minkowski

Definicién 1.1.1 Sea 7 una topologia en X. Decimos que (X, T), o simplemente
X, es un espacio vectorial topoldgico si las operaciones de suma y multiplicacion
por un escalar son continuas respecto a las topologias producto en X x X yFx X,
respectivamente.

Definicién 1.1.2 Decimos que una funcional p : X — R es una seminorma en
X si cumple las siguientes propiedades.

a) p(x) >0 para todo x € X

b) p(Ax) = |\ p(x) para todo x € X y \ € F

c)p(x+y) <p(@)+p(y), deb) se sigue que p(0) = 0.
Si ademdas, p (x) = 0 implica x = 0, entonces p es llamada una norma en X.

Definicion 1.1.3 Sea A C X.

o A es absorbente si para cada x € X existe € > 0 tal que |\| > € implica
T € MA.

o A es simétrico si —x € A siempre que x© € A.
e A es balanceado si NA C A para toda N € K tal que |\ < 1.

e A es convero si ax+ By € A para x,y € A ya,B €[0,1], cona+ 5 =1.

1



2 CAPITULO 1 PRELIMINARES

Observamos que todo conjunto absorbente contiene a 0. Si A es balanceado,
entonces A es absorbente si y sélo si para cada x € X existe € > 0 tal que = € €A.

Proposicién 1.1.4 Si cada miembro de una familia F de subconjuntos de X es

balanceado (convexo), entonces (| A es balanceado (convexo). Si cada miembro
AeF
de una familia finita F de subconjuntos de X es absorbente, entonces ()| A es
AcF
absorbente

Proposicién 1.1.5 Si p; : X — R es una seminorma para cada 1 < i < n,
entonces V={x € X : p; () < ¢ para 1 <1i <n} es un conjunto absorbente, ba-
lanceado y convexo.

Definicién 1.1.6 La envolvente convexa co(A) de A C X es el minimo subcon-
Junto convero de X que contiene a A. Es decir, co(A) es un convexo de X que
contiene a A y para todo convexo C C X tal que A C C se tiene que co(A) C C.

Es fécil probar que

) zxeX:x=Mar+ -+ Aan, conn>1a; € A N\ €0,1]
co =
paral<i<nyM+---+A, =1

Definicién 1.1.7 Sea A C X un subconjunto absorbente. Definimos la funcional
pa: X — R comopy(x) =inf{A>0:2€ AA}. A esta funcional se lo conoce
como la funcional de Minkowski asociada a A.

Proposicién 1.1.8 Sea A C X un subconjunto absorbente y p4 la funcional de
Minkowski asociada a A. Entonces

a) pa(x) >0 para todo v € X y py (0) = 0.

b) palax) =apy(x) sia>0yx e X (py es homogénea positiva).

c) AC{r e X :py(x) <1}.

d) Si A es simétrico, en particular si es balanceado, entonces p, (ax) =
lalpg(z) siaeRyxe X.

e) Si A es balanceado, entonces py (ax) = |a|py(z) i A€EF yx e X. (py
es absolutamente homogénea)

f) St A es convexo, entonces py (x +y) < pa(x)+pa(y) siz,y € X (py es
semiaditiva)

g) Si A es balanceado o convero, entonces {x € X : py (x) <1} C A.

h) Si X es un espacio vectorial topoldgico y A es ademds abierto en X, en-
tonces AC {x € X : py(x) <1}.

i) Si X es un espacio vectorial topoldgico, A es abierto y ademds es balanceado
o convezo, entonces {x € X : py(x) <1} = A.
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Demostracion.

a) p4 (z) > 0 porque es el infimo de un conjunto no vacio de escalares mayores
o iguales a cero. Como 0 € A, por ser A absorbente, se sigue que 0 € AA para
todo A > 0.

b) Si @ = 0, entonces el resultado se sigue inmediatamente. Sea a > 0,
entonces:

palax) = inf{)\>0:o¢x€/\A}:inf{a}\,>0:3:€)\'A}
= ainf {N >0:2 e NA} =apy (z).

¢) Se sigue de la definicién.

d)Sea a = —1 entonces py (—z) = inf {A > 0: —x € AA}, como A es simétrico
se tiene que si —x € AA, entonces z € —AA C AA. Asi {A>0:—x € XA} C
{A>0:2 € A} y por tanto, py () < py (—z). De aqui se sigue que py (—x) <
pa(=(=2)) =pa(z). Portanto py(—z)=py(z).

Sea a < 0 como a = — |a|, entonces por lo inmediato anterior y b) tenemos:
palax) =pa(=lalz) = py(lalz) = |af py ().

e) Si F = R, entonces este inciso se reduce al anterior. Supongamos que F = C
y sea a = ¢ con § € R. Entonces p, (ewm) = inf{)\ >0:efz ¢ )\A}. Como
A es balanceado se tiene que si ez € \A, entonces = € \ (e_ieA) C M. Asi
{A>0:ePze XA} C{A>0:2 € M}y por tanto py (z) < py (e??2). De aqui
se sigue que py (€?z) < py (e7e®z) = py (x). Por tanto, py (e?z) = py (2).

Sea a € C, como o = ¢ |a| para algin 6 € R, entonces por lo inmediato
anterior y b) tenemos: py (ax) = py (€ |o|z) = py (Ja|z) = |al py ().

f) Sean x,y € X y € > 0. Existen A\, A2 > 0 tales que py (z) < A; < py (z)+€

vy pa(y) < A2 < py(y) + €. Entonces )\ix €Ay /\iy €A SiA=XMN+N\

1
A1
entonces tenemos quemT—i_y ):\1 ; %A—y)\ 71—1-72 =1y como A es convexo
Y e Aes decirz+y e Myasipg(x+y) < A=A+ X<

pa (@) +pa(y) +26 ast, py (x+y) < pa () +pa (Y).

g) Seax € {re X :py(x) <1}y tomemos 0 < A < 1y a € A tales que
= MXa. SiA es balanceado x = Aa € A por definicién de conjunto balanceado
y si es convexo entonces = (1 — A)0 + Aa € A.

h) Supongamos que X es un espacio vectorial topoldgico y que A es ademds
abierto. Sea x € A, por la continuidad del producto por un escalar tenemos que
existe 6 > 0 tal que tx € Asit € (1 —06,1+ 0); en particular, x € = )A y por

tenemos que

tanto, py (z) < ng) < 1.

i) Se sigue de los dos incisos anteriores. l

Corolario 1.1.9 Si A C X es un subconjunto absorbente, balanceado y convezo,
entonces su funcional de Minkowski es una seminorma en X.
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Corolario 1.1.10 Si X es un espacio vectorial topoldgico y p : X — F es un
seminorma continua, entonces A = {x € X : p(x) < 1} es un subconjunto ab-
sorbente, balanceado, convexo y abierto de X tal que p = p4

Demostracion.
Las primeras tres afirmaciones se siguen de la Proposicién 1.1.5. A es abierto
en X porque p es continua y por i) de la proposicién anterior tenemos que

{reX px)<ll={re X :py(x)<1}.

Supongamos que = € X es tal que p(x) # py(x). Sip(xz) > py (x), entonces

p(x)>0y1>py (ﬁ) yp (%) = 1 lo que contradice la igualdad de conjuntos
de arriba. Del mismo modo se llega a una contradiccién si py (x) > p(x). Por

tanto, p (x) = p4 () para todo z € X. B

1.2 Espacio normado y de Banach. Normas equiva-
lentes

Definicién 1.2.1 Sea P es una familia de seminormas en el espacio X . Defini-
mos la topologia vectorial T generada en X por P de la siguiente manera: U € T
st para cada x € U existe una subfamilia finita {p; : X - R; 1 <i<n} deP y
nimeros reales positivos €;, con 1 < i < n, talesque V={y € X : p; (y —x) < ¢ paral <i<n} C
U.
En el caso de que P estd constituida por una sola norma ||-|| entonces T es la
topologia generada por la distancia d(z,y) = ||y — x| y decimos que (X, |-]|) es
un espacio normado. Si (X, ||-||) es completo, entonces (X, ||-||), o simplemente
X, es llamado un espacio de Banach.

Teorema 1.2.2 Sean (X, |-||x) v (Y, |||ly) dos espacios normados. Las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes para cualquier transformacion lineal T : X — Y.
a) T es continua
b) Eziste M > 0 tal que |T (x)|ly < M ||z|| 5, para todo x € X
¢) T es acotada en una bola con centro en 0.

Si T satisface cualquiera de estas propiedades, entonces sup ||T (z)|y es
=]l x =1

la minima constante M que satisface b) y es llamada la norma de T

Proposicién 1.2.3 Si (X, ||||) es un espacio vectorial normado y D es un con-
Jqunto tal que existe una funcion biyectiva f de D en X entonces podemos darle
a D una estructura de espacio vectorial normado con las siguientes definiciones
para di,do € D y a € F:
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° d1+d2:d Sif(dl)—i-f(dg):f(d),
° ad:dl sif(adl) :af (dl),

e lldip =17 ()l

Obsérvese que con estas definiciones f resulta ser un isomorfismo isométrico
lineal entre D y X; de donde, (D,|| ||p) es un espacio separable de Banach si
X lo es.

Definicién 1.2.4 Decimos que dos normas |||, y |||l son equivalentes en X, y
en tal caso escribimos ||||; ~ |||, si existen dos constantes positivas m y M
tales que m||z||; < ||z|ly < M ||z||; para todo x € X.

La siguiente proposicién nos dice que dados dos espacios normados isomorfos
es posible renormar uno de ellos con una norma equivalente a la original, de
manera que con la nueva norma sea isométrico al otro espacio.

Proposicién 1.2.5 Si T : (X, ||||x) — (Z,]|/llz) es un isomorfismo lineal entre
dos espacios normados, entonces la funcional ||| : Z — R dada por ||z|; =
HT‘l (Z)HX para todo z € Z es una norma en Z que es equivalente a ||| .
Ademas, T : (X, ||| x) = (Z,||-|l) es una isometria y

1717 1zl < Dzllp < 774 2]

para todo z € Z.
A |||l la llamaremos la norma inducida por el isomorfismo T'.

Demostracion.

i) |lzllp = [|[T1 (Z)HX > 0 porque ||||x es norma. Si |z|l; = 0, entonces
HT‘1 (z)HX = 0 y por tanto 77! (2) = 0. Como T~! es inyectiva por ser un
isomorfismo tenemos que z = 0. Si z = 0 entonces [|0]|; = ||T7* (0)||x = [[0]lx =
0.

ii) Sea o un escalar, entonces |laylly = |77} (ay)HX = |aT? (Z)HX =
a||T7H(2)] 5 = allzllp-

iii) Sean 21,22 € Z tenemos que ||z1 + 22ll; = ||T7! (21 4+ 22)|| . < ll21lly +
||z1]|p- Por cumplirse i)-iii) tenemos que ||-||» es una norma en Z. Como ||T" (z)||, =
HT‘lT (x)HX = ||z|| x para todo x € X, se tiene que T": (X, ||| x) — (Z, ||-||1) es
una isometria.

Por otro lado,

177 @)k < T N2ll2 ¥

17T @), < ITIHT™ @l = 1Tzl

2]l

121l 2

Ast, | T 2l z < llzllp < [|T7Y]1lz1l; para todo 2z € Z y entonces , ]l ~
Il 7 =
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Teorema 1.2.6 Sea (Y, ||-||) un espacio normado y X un subespacio de Y. Su-
pongamos que ||-||; es una norma en X que es equivalente a ||-|| restringida a X.
Entonces ||-||; puede extenderse a Y de manera que la extension es equivalente
a ||-||. Mas ain, si m, M > 0 son tales que m|jz| < ||lz||; < M ||z| para todo
x € X, entonces la extension cumple las mismas desigualdades para todo y € Y.

Demostracion.

Sean m, M > 0 tales que m ||z|| < ||lz[|; < M ||z|| para todo x € X. Esto
implica, a menos que X sea el espacio nulo,. que % > 1.

Sea B={yeY:|y[| <1}y V ={zreX:|z||, <M} Observamos que si
x € BNX, entonces ||z||; < M ||z|| < My por tanto, x € V; es decir, BNX C V.

Definimos A = co(BU V). Es fécil ver que este conjunto es absorbente,
balanceado y convexo. Afirmamos que la funcional de Minkowski p4 de A es una
norma en Y .

Por el Corolario 1.1.9 p4 es una seminorma, asi que basta probar: py (y) =0
implica y = 0.

Supongamos que p4 (y) = 0 para y € Y. Para cada € > 0 existe 0 < A\ < €

n
tal que y € AA es decir y = Aa para alguna a € A. Entonces a =) a;a; donde
i=1

M:

€ [0,1], a; =1y a; € BUVy para 1 < ¢ < n. Podemos suponer que

=1

' n

=Y wai+ Y, aia;, donder < n,ya € Bsil<i<rya €V si
i= i=r+1

+ 1 < i <n. Entonces,

<A (Z aillail| + Oéz‘HaiH)

HyH - Zazaz+ Z a;a;
i=r+1 1=r+1
<) (Z ot 3 a ||az||1> A(Zaiﬂ 3 ai%)
i=r+1 =1 m i=r+1 m
M M
< A— i+ = \— o = A\—.
(Z ZZT:-H ) m zz_; m

M
Por tanto ||y|| < e— y como € es arbitraria se tiene que ||y|| = 0 y por consigu-

iente, y = 0. Asi, ||| es una norma en Y.
De los célculos anteriores, concluimos:

M
y € co(BUV) implicaly| < —. (1.1)
m
Como B C{y €Y :py(y) <1} tenemos que p4 (y) < ||ly|| para todo y € Y.

Por otra parte, {y €Y : p, (y) <1} Cco(BUV). Por L1 [ly|| <X (p, (y) +¢)
para todo y € Y y € > 0; de donde: ||y|| < Xp, (y) para todo y € Y.
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En resumen:

m
77 Wl < pa(y) < llyll para todoy € Y. (1.2)
o lo que es lo mismo
mlyll < Mp, (y) < M|yl para todo y € V. (1.3)

Veremos que la norma M p 4 (y) sirve para tomarse como la extensién buscada.

Sea z € X, entonces ||z||; < M implica x € V, y entonces py () < 1; de
donde, Mp, (z) < ||z||; para todo z € X.

Inversamente, si py(x) < 1, con x € X, entonces existe 0 < A < 1 tal que

x € Aco(BUV). Asi, x = X[ > Nimi+ > Nz |, con \; > 0 para todo ¢ y
T, €EB x; €V

Y>> Ai = 1. De aqui se sigue que Y A\x; € BN X y por tanto,
r,€EB

lzlly < DT M| A DY A

xr;,€EB 1 x;, €V 1

z,€EB z, €V

< \M Z)\H—Z)\i < M.

z;,€B z; €V

Asi, ||z||; < Mpy (x) para todo z € X y concluimos que Mpy (z) = ||z||; para
todo z € X.

La norma |ly|l; = Mpy4 (y), para y € Y, es entonces una extension de ||-||; y
por lo antes visto es equivalente a ||-|| en Y. De hecho, del.3 se sigue

mlyll < llyll, < Myl

paratodoy €Y. R

1.3 Espacio dual. Topologia inducida por una familia
de funciones. Topologias débil y débil*

Definicién 1.3.1 A una transformacion lineal z* : X — F la llamamos una
funcional lineal en X. Si (X,T) es un espacio vectorial topoldgico, entonces al
conjunto de todas las funcionales lineales en X que son continuas lo llamamos el
espacio dual topoldgico de X y lo denotamos por (X, 7)*, o simplemente por X*.
Con X™** denotamos al espacio dual de X* y lo llamamos el doble dual de X ; as,
¥ e X** six* . X* — F es lineal y continua.
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Teorema 1.3.2 El dual topoldgico X* de un espacio normado (X, |-||) es un

espacio de Banach con la norma ||z*|| = sup |z* (x)|
llzl|=1

Sea (X, ||-||) un espacio normado. Definimos™: (X, ||-||) — (X**,]|:||) donde la
imagen Z de z es la funcional lineal  : X* — F definida como Z (z*) = z* (z)
para x* € X*.

Observamos que T es efectivamente continua debido a que |7 ()| = |2* (x)] <
([ llz]]. Més atn, [|z]| = Sup |z (") = Sup | ()] = [lz]| 'y por tanto
*||=1 z*||=1

(X)) = (X || es una isometria.

Definicién 1.3.3 A la transformacion™ : X — X** se le llama la inmersion
candnica de X en X**. Si X es de Banach, entonces X es un subespacio cerrado
de X** y por tanto, de Banach.

Definicién 1.3.4 Sean (X, ||-||) un espacio normado y z* € X*. La funcion
Py + X — F definida por p,. (x) = |z* (z)| es una seminorma en X. La topologia
generada en X por esta familia {py« : x* € X*}de seminormas es llamada la
topologia débil de X y se denota por w. La topologia de la norma ||-|| es mds
fuerte que w.

Definicién 1.3.5 Sean (X, ||-||) un espacio normado y x € X. La funcion p, :
X* — F definida por p, (x*) = |z* ()| es una seminorma en X*. La topologia
generada en X* por esta familia {p, : © € X} de seminormas es llamada la topologia
débil-estrella de X* y se denota por w*. La topologia de la norma ||-||* es mds
fuerte que w*.

Definicién 1.3.6 Sean X un conjunto y § una familia de funciones que tienen
dominio X: § es separante si para cada pareja de elementos distintos x, y de X,

existe fpy en § tal que foy () # foy (Y)-

Un ejemplo de lo anterior es: si X es un espacio normado, entonces la familia
X es separante para X*.

Supongamos que X es un conjunto y § una familia de funciones f de X en
un espacio topolégico (Yr,T¢). Siempre es posible encontrar una topologia para
X tal que hace continua a cada miembro de §. Por ejemplo, basta con tomar la
topologia discreta en X. Existe la mds pequena de tales topologias como ahora
probamos.

Proposicién 1.3.7 Sean X un conjunto y § una familia de funciones f : X —
(Yy, %), donde (Y, Tf) es un espacio topoldgico para cada f € § . Eriste una
unica topologia Tz para X, llamada la §-topologia de X o la topologia débil para
X inducida por § , tal que
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a) Cada f € § es Tg-continua y

b) Si ¥ es una topologia para X tal que cada f en § es T-continua, entonces
Ty C %

De hecho, la topologia Ty tiene a & = {f~1(U): f€F, U e Ty} como una
subbase, la cual se denomina la subbase canonica de Ty. La base candnica para T
es la coleccion de todos los conjuntos que son intersecciones finitas de miembros
de G.

c) Sea (xq) una red en X. x4 — x segin la topologia Tz si y sdlo si f (vq) —
f(x) para cada f € §.

d) Si § es numerable, separante y cada (Y¢,Ty) es metrizable, entonces Ty es
metrizabale.

Demostracion.

Sea Tz la topologia generada por la subbase &.

a) Ya que & C T3 todo miembro de § es Tz-continuo.

b) Sea ¥ una topologia para X tal que cada miembro de § es T-continuo.
Entonces se tiene que & C ¥ y por consiguiente, Tz C €. La unicidad se sigue de
inmediato.

c) Si o, — x segun la topologia Tz, entonces f (zq) — f (z) para todo f € §,
debido a a). Inversamente supongamos que lo tltimo se cumple. Basta probar
que dados f € §y U € Ty tales que x € f~1(U), existe o tal que 2o € f~1(U)
si a = ap, y esto sucede debido a que f (z4) — f ().

d) Supondremos que § es numerable infinito. Para cada f; € § , con i > 1,
sea d; una distancia que induce la topologia Ty, de Yy, =Y;. Definimos d(z,y) =

o0
> 2-min (1,d; (f; (%), fi (), para 2,y € X. Esta funcién d es una distancia;
i=1

para probarlo se usa que § es separante. Es claro que si ¢, — x segtin d, entonces
fi(xq) — fi(x) para i > 1. Si esto ultimo sucede entonces para cada ¢ > 0

o
existen N > 0y ag tales que: Y - min(1,d; (fi (za), fi (x))) < § para todo
i=N+1

N
ay >y %;min(l,di (fi (za), fi(x))) < 5 sia = ag; es decir x, — x segtin d. Por
i=1

¢) concluimos que las topologias Tz y la inducida por d coinciden. W

Corolario 1.3.8 Si (X ,7) es un espacio topoldgico compacto y existe una fa-
milia § numerable y separante, formada por funciones continuas f : X — (Yy,dy),
donde de (Yy,dys) es un espacio métrico, entonces la topologia T de X es metriz-
able.

Demostracion.

Tenemos Tz C 7; es decir, la funcién idéntica (X ,7) — (X , %) es continua
y como (X ,7) es compacto se sigue que Tz = 7. Por el inciso d) de la proposicién
anterior obtenemos el resultado. W
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Proposicién 1.3.9 Sean X un conjunto y § una familia separante de funciones
f X — (Yy,Tf). Entonces la transformacion x — (f (x)) ez €s un homeo-
morfismo de X, con la Tz topologia, sobre un subespacio del producto topoldgico

[lpes Ys-

Demostracion.

Es claro que la transformacién es inyectiva, por ser § separante, y es continua
ya que su composicién con cada proyeccion es una funcién de la familia y ésta es
continua para la topologfa Tz. Inversamente, la transformacion (f (2)) je5 — @ es
continua, ya que si (f (za)) ez — (f (2)) ez entonces f (o) — (f (z)) converge
para cada f € § y por ¢) de la proposicién anterior, esto implica que x, — x
seguin la topologia Tz. W

Teorema 1.3.10 (Alaoglu) Sea X un espacio normado. Entonces la bola unitaria
cerrada Bx~ en X* es w*-compacta.

Demostracion.

Sea”: X — X** la inmersién canénica de X en X**. Entonces E} es una
familia separante de funciones en Bx» que induce una topologia que coincide con
la restriccién de w* a Bx«. La topologia de Bx+ que consideramos en el resto de
esta prueba es w*.

Sea I = {z € F,|z| <1}. Tomamos I, = I para cada x € Bx. Sea IPX el
espacio producto [, . By I, con la topologia usual. Entonces, 15X es compacto,
por el teorema de Tychonoff, y la funcién F : Bx+ — IPX definida por F (z*) =
(2" () 4ep, € un homeomorfismo de By« sobre un subespacio de [ Bx | como se
vio en la Proposicién 1.3.9 . El resultado se sigue porque F' (Bx-+) es cerrado en
IBx como se prueba a continuacioén:

Sea () una red en Bx« tal que F(z}) = (z

*
(6%

(2)) e, converge a algin
(22)zeBy € IBx; asi, x¥ (¥) — 2z, para cada x € By. El objetivo de la prueba
es encontrar x* € Bx« tal que F'(z%) = (2z),cp,. Para cada x # 0 en X,

definimos z* (z) = [|z[| z,-1, v hacemos z*(0) = 0. Es claro que z* (z) =

||| lién xk (Hx”flx zlicrln x} (z), para z € X\ {0} y la igualdad z* (x) zlicrln

*

Lo

(x) es obviamente cierta para x = 0; asi, * (z) =lim 7}, (z) para todo z € X
y se sigue que z* es una funcional lineal en X. Por otC;a parte, x* € Bx+ ya que
|x* (x)| = li;n |z} (z)] < ||z| para todo x € X.

Para cada x € Bx se tiene,

F(z*), =" (x) =limay, (x) = lim F (z,), = 2,
« «

» *)
as{ ' (2%) = (22) e, - W
Una consecuencia obvia del teorema de Alaoglu es que en el espacio dual de
un espacio normado toda bola cerrada en la norma es w*-compacta.
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Corolario 1.3.11 Sea X un espacio normado separable y sea A un subconjunto
acotado de X*. Entonces la topologia inducida en A por w*es metrizable.

Demostracion.

Podemos suponer que A es w*- cerrado en X* (si no lo es tomamos Ay se
sigue de inmediato el resultado para A) y por lo tanto w*-compacto. Sean D C X
numerable y denso en X y: X — X** la inmersién canénica de X en X**. D
es una familia numerable y separante de funciones escalares continuas definidas
en A. Por el Corolario 1.3.8 se tiene que la topologia w* restringida en A es
metrizable. W

1.4 Transformaciones abiertas

Sean X y Y dos espacios normados. Al espacio de todas las transformaciones
lineales (operadores) continuos los denotamos por B (X,Y); éste es un espacio

normado con la norma ||T|| = sup ||Tz||. Si Y es de Banach, entonces B (X,Y)
llel=1
también lo es.

Teorema 1.4.1 Sean X y Y dos espacios normados y T € B(X,Y), entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Existe r > 0 tal que ||T (z)|| > r ||x|| para toda x € X. En este caso diremos
que T estd acotado por abajo.

b) T es un isomorfismo sobre su imagen

En particular, T (X) es de Banach si X es de Banach y se cumple cualquiera
de estas afirmaciones.

Demostracion.
a)=b) La hipétesis implica que T es inyectiva. Sea 77! : T(X) — X la
transformacion inversa. Entonces

Iy < 2T @) iy =T ()

es decir T es continua.
b)=a) SiT: X — T (X) es un isomorfismo entonces

|77 (@) || < | T IT ()]

para toda x € X. Como ||| |T7!|| = 1, tenemos ||T7| > 0y |T (z)|| > r =],
donde r = HTITII

De a) se sigue que toda sucesién de Cauchy en 7' (X) proviene de una sucesién
de Cauchy en X y por tanto, converge, en vista de que X es de Banach, y T es
continua. W



12 CAPITULO 1 PRELIMINARES

Teorema 1.4.2 Sean X y Y dos espacios normados y T : X — Y lineal. Las
stguientes afirmaciones son equivalentes:

a) T es abierta.

b) Existe r > 0 tal que rBy C T (Bx), donde Bx y By son las bolas unitarias
cerradas en X y 'Y respectivamente.

¢ ) Existe M > 0 tal que para cada y € Y existe v € X tal que T (x) =y y
llz|| < M ||ly||. En particular, T es sobre.

Demostracion.
a)=b) Se sigue de que T (Bx) es una vecindad de 0.
b)=-c) Sea y # 0. Existe z € X, con ||z| < 1, tal que Y = T (z). O sea,

T <ﬂ%ux) =yy Hﬂ%le < %HyH Tomamos M = % y se cumple c) para todo
€Y

c)=a) Sea U un abierto no vacio de X. Tomemos y € T (U). Existen x € U y
r > 0tales que y =T (x) y x +rBx C U. Supongamos que z —y € {;By. Existe
€ Xtalque T (z) =z—yy |z < Mlz—-y| <r;esdecir, T (x+x,) =2
y x4+ x, € U. Por tanto, y + 1;By C T (U) y T es abierta. B

Proposicién 1.4.3 Sea X un espacio de Banach y 'Y un espacio normado. Su-
pongamos que T € B(X,Y). Sean Ux y Uy las bolas unitarias abiertas en X

y en Y respectivamente. Si rUy C T (sUx), entonces rUy C T (sUx) y asi
=By C T (Bx) y por tanto, T es abierta.

Demostracion.

Probaremos primero el caso especial en que r = s = 1. Tomemos z € Uy y
sea 0 < § < & tal que |z]| < 1—6 = a. Se probard que y = 12 € 1T (Uy).
Observemos que |ly|| < 1.

Sea yo = 0. Entonces, ||y —yo| < ¢° = 1. Existe wy € T (Ux) tal que
ly — yo —w1|| < 6'. Definimos y; = yo + wy entonces ||y —y1| < &' y y1 —
v €T (60UX) Supongamos que se han construido yo,...,yn—1 en Y tales que
Hy — yzH < & Vyi—Yi—1 €T (5”71Ux) paral <t <n—1.

Tenemos que y — Yn—1 € 6" Uy y por tanto, existe w € T (6”_1UX) tal
que ||y — Yyn—1 — w|| < 6™. Definimos y, = yn—1 + w entonces ||y —y,| < 6" y
Yn — yn—1 € T (6" Ux).

Asi, existe una sucesion Yo, yi, ..., Yn, ... en Y tal que ||y —yn|| < "y yn —
Un—1 €T (6”*1UX) para todo n > 1. En particular y, — y.

Para cada n > 1, sea , € X tal que T (2n) = Yn — Yn_1 ¥ ||Tn]] < 6" L

o0
Entonces la serie )  x, es absolutamente convergente, digamos que converge a

n=1
o0
z. Ast, lz| <Ly T(2) =lim T <Z xn> =y. De donde y = 12 € 1T (Uy)
n—oo n=1

y z € T (Ux). Para demostrar el caso general se considera la transformacién 7.
[
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Corolario 1.4.4 SirBy C T (Bx) para algin r > 0, entonces T' es abierta.

Demostracion.

rBy C T (Bx) implica rUy C T (Bx). Ademas T (Ux) = T (Bx) ya que si
y =lim T (x,) con ||z,| < 1, entonces y = lim T (z,) donde x], = \,z,, para
n—oo n—oo

cadan > 1y (\,) es una sucesién de reales positivos menores que 1 que converge
a 1. Por tanto, Uy C T (Ux). B

Proposicién 1.4.5 Sea X un espacio de Banach y 'Y un espacio normado. Su-
pongamos que T € B(X,Y).

a) Si existe ¢ > 0 tal que ||y*|| < ¢ ||T* (y*)|| para todo y* € Y*, entonces T es
abierta.

b) SiT* : Y* — X* es un isomorfismo sobre su imagen, entonces T es abierta.

Demostracion.
a) Sea yo € Y con yo ¢ T (Ux). Como T (Ux) es cerrado, convexo y balan-
ceado, existe y* € Y tal que

" (y)] <1<y (vo)]

para todo y € T (Ux). Sea x € Ux, entonces

T (y") ()] = [y (T'(2))] < 1.

O sea ||T* (y*)|| < 1. Por tanto, ||y*|| < ¢. Entonces,

L<|y* (o)l < lly* Il lloll < cllwoll

es decir, %Uy C T (Ux) y por consiguiente, T es abierta.
b) Es consecuencia inmediata de a). l

Proposicién 1.4.6 Sean X y Y dos espacios de Banach y T € B(X,Y). En-
tonces

a) T* es sobre si y solo si T es un isomorfismo sobre su imagen.

b) T es sobre si y sdlo si T* es un isomorfismo sobre su imagen.

Demostracion

a) Si T* : Y* — X* es sobre, entonces es abierta (Teorema de la funcién
abierta); por tanto, si By« y By son las bolas unitarias cerradas en X* y Y™,
respectivamente, entonces existe r > 0 tal que rBx+ C T (By~). Asi, para cada
r € X tenemos:

[T ()| = sup [y" (T (x))|= sup [T"(y)(x)| = sup [2"(x)|=
y*EBy* y*€By* T*ErByx*

=7 sup |z" (z)| =1l
r*EBx*
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Es decir, T esta acotada por abajo y por tanto, 7' : X — T (X) es un isomorfismo.

Inversamente, supongamos que 7 : X — T (X) es un isomorfismo y sea x* €
X*. Definamos y* : T (X) — F como y* (T (x)) = z* (z); es decir y* = 2* o T7L.
Claramente y* es lineal y continua y puede extenderse a Y. Llamemos también
y* a su extensién. De la definicién de y* resulta que T* (y*) = z*. O sea, T™ es
sobre.

b) SiT: X — Y es sobre, entonces es abierta, por tanto, existe r > 0 tal que
rBy C T (Bx). Asi, para cada x € X tenemos:

177 ()|l = sup [y" (T'(x))[ = sup |y*(y)| =7 sup [y* (y)| =r[y"||
r€Bx yErBy yE€By

es decir, T : Y* — X™* es un isomorfismo.

Inversamente, supongamos que 7% : Y* — T* (Y*) es un isomorfismo. En-
tonces T' es abierta por el inciso b) de la proposicién anterior y por tanto, T es
sobre por el inciso ¢) del Teorema 1.4.2. B

Teorema 1.4.7 Si X es un espacio real de Banach y separable, entonces X es
isométrico a un subespacio de C [0, 1].

Demostracion.

Por el Teorema de Alaoglu y el Corolario 1.3.11, sabemos que Bx+ es separable,
metrizable y completo con la topologia w*, entonces, debido a las dos tltimas
propiedades, tenemos que existe una funcién continua ¢ : D — Bx«, donde D es
el conjunto ternario de Cantor ([14]).

Sea (dn) C D una sucesién que converge a d € D entonces ¢ (dp) N o(d)y
por tanto ¢ (dy) (v) — ¢ (d) (z) para toda x € X. Definimos 7' : X — C(D)
como T (z) (d) = ¢ (d) (x) obtenemos que 7' (z) : D — R es continua y se puede
extender a [0, 1] de la siguiente manera

T () (r) sireD

donde 1 =max{peD:p<r}yro=min{p € D :r <p}yr=ar + 0ry con
a,fel0,]]ya+p=1

Se probard, por casos, que 7' (x) es continua. Sea rg € [0, 1]

Supongamos que rg € D. Como T (x) es continua en D, tenemos que dado

e > 0 existe § > 0 tal que |T (z) (r) — T (z) (ro)‘ <esi|r—rgl <bconreD.

Sabemos que existe n € N tal que 3% < 6 y que existe un intervalo [a,, by,]

tal que rg pertenece a dicho intervalo y b, — a, = 3% . Sea r € [ap,by] tal que

r ¢ D entonces |r — rg| < 8, y tenemos que r = ary + fBrg con 11,72 € DN |[ay, by
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,a,€[0,1] y a4+ [ =1. Asi,

T (@) (r) = T (@) (ro)] = |aT (2) (r1) + BT (2) (r2) — T (x) (o) — BT (=) (ro)

T(@) =T () (r0)| + B|T (@) = T (@) (r0)|
< ac+ Pe=ce.

IN

a

Supongamos que ro ¢ D. Entonces existe un intervalo abierto I que contiene
argtal quesirel, rg =aor1 + Bgr2 y r = ar; + Bre y tenemos que

IT (@) (r) = T (@) (ro)| < [T (@) (r1) + BT (@) (r2) — o () () = BT (@) (r2)
< J(@=a0) T (@) (r) + (8= 6y) T () (r2)

Si escogemos suficientemente cerca a r de ry entonces el lado izquierdo se hace
pequeno.

Por otro lado, cada r € [0,1] lo podemos escribir como r = ary + (ry para
algunos r1,7o € Dy a, f € [0,1] talesque a+ =1y

1T ()|} = sup {|T"(z) (r)| : 7 € [0, 1]} .

Entonces T (z) (r) = T (z) () = ¢ (r) (z) con r € D o T (z) (r) = ap (r1) (
By (r2) (x) 1,72 € D. Como ¢ (d) € Bx~ para todo d € D, obtenemos |1 (x
|z|| y T es continua.

Finalmente, como ¢ es sobre

x) +
)<

1T ()| = sup{[T (z) (r)| : 7 € [0, 1]}
> sup{|T (z) (r)| : v € D} = sup{le (r) (z)| : r € D}
= [l

y ast, || T (z)|| = ||z|| es decir T es una isometria. B

1.5 Proyeccién. Subespacio complementado

Definicién 1.5.1 Sea X un espacio vectorial topoldgico. Una transformacion
lineal P : X — X es llamada una proyeccion si P2 = P,

Proposiciéon 1.5.2 Sea P: X — X wuna proyeccion. Entonces:
a) P(X) y Ker P son subespacios de X y P(X) = {v € X : P(x) =z} en
particular, P|px) =1,
b) X = P(X) ®KerP,
¢) Q@ =1— P es también una proyeccion y Q(X) = Ker P y Ker Q@ = P(X),
d) P es continua si y solo si Q es continua.
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e) Si X = M @ N, donde M y N son subespacios de X, entonces se dice
que son algebraicamente complementarios en X y en tal caso, existe una unica
proyeccion Py n  tal que M = Py n(X) y N = Ker Py n, la cual es llamada la

proyeccion sobre M a lo largo de N.
f)SiX=Mo&N=X=ME@ N, y NC Ny, entonces N = N

Corolario 1.5.3 Toda proyeccidn continua en un espacio vectorial topoldgico de
Hausdorff tiene rango cerrado.

En lo que sigue (X, ||-||) es un espacio normado.

Teorema 1.5.4 Sean M y N subespacios complementarios de X. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes

a) M x NLM & N esun isomorfismo.Donde en M x N se toma la topologia

(mp) — min
producto con la norma ||m +n| = ||m|| + ||n] .
b) N—>X/M es un isomorfismo. Donde @ es la restriccion del homomorfismo

canénico m X — X,/M a N. Donde en X M se toma la topologia cociente
con la norma usual ||z + M|| = inf {||x —m]| : m € M}.

¢) La proyeccion Py N es continua.

Cuando se tiene alguna de éstas situaciones, entonces M y N son llamados
subespacios complementarios topoldgicos de X, o bien se dice que cada uno de
ellos estd complementado en X.

Demostracion.

a)=b) Existen k, M > 0 tales que k(||m| +||n|) < |[m+ n| < M(||m|+||n]).
Claramente ¢ es lineal y biyectivo. Sean € N, por a) tenemos k ||n|| < [|[n —m| <
M(|lm]l + l[nl]), para todo m € M; de donde, k [|n|| < [[n + M| < M |[n||. Asi, ¢
es un isomorfismo.

b)=c) Py = ¢~ 1 o7. De donde Pn v,y por tanto Py = I — Py, son
continuos.

c)=-a) Claramente M x N LM @ N es lineal, biyectiva y continua. Falta pro-

(mn) = min

bar que existe k > 0 tal que
k(llm[l + {Inl]) < [lm +nl|. (1.4)

Por hipétesis, Py,n y Pn,v son continuas y por tanto, existe K > 0 tal que

K ||m +n|

[ml| <
[l <

Por lo que 1.4 se cumple con k = % |
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Corolario 1.5.5 Si M y N son complementarios topoldgicos en X, entonces M
y N son cerrados.

Demostracion.
Se sigue del teorema anterior y el Corolario 1.5.3. B

Teorema 1.5.6 Sean X de Banach y M y N subespacios complementarios de
X. M y N son subespacios complementarios topoldgicos de X si y sdlo si M vy
N son cerrados. En particular, si P es una proyeccion definida en un espacio de
Banach X, entonces ella es continua si solo si P(X) y Ker P son cerrados.

Demostracion.
Si X es de Banach y M y N son cerrados, entonces M x N es un espacio

de Banach y M x N Lm @ N es un isomorfismo por el Teorema de la funcién
(mmn) — min

abierta. La otra parte del teorema se sigue del corolario anterior. l

Corolario 1.5.7 Un subespacio de un espacio de Banach estd complementado si
y sdlo si es el rango de una proyeccion continua en ese espacio.

Teorema 1.5.8 Supongamos que M es un subespacio de un espacio de Banach
X. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

a) Para todo espacio de Banach Y y todo operador lineal continuo 7" : M —
Y, hay un operador lineal continuo Tx : X — Y que extiende a T.

b) La cerradura M de M estd complementada en X.

Demostracion.

a)=b) Sea T': M — M el operador inclusién y sea Tx : X — M un operador
lineal continuo que extiende a 1. Se sigue de la continuidad de Tx que Tx ’M
es la identidad de M, lo cual implica que T'x es una proyeccién continua en X
con rango M. Por el corolario anterior, M estd complementado en X.

b)=-a) Supongamos que M estd complementado. Por el corolario anterior,
existe una proyeccién continua P en X que tiene rango M. Si Y es un espacio de
Banach y T': M — Y es un operador lineal continuo y como 7' es uniformemente
continuo puede extenderse continuamente a un operador lineal continuo 7} : M —
Y. Entonces el operador lineal continuo 71 P : X — Y extiende a 7. B

Un resultado profundo que usaremos en el dltimo capitulo es el siguiente:

Proposicién 1.5.9 [12] Un subespacio complementado de C'[0,1], con dual no
separable, es isomorfo a C'[0,1].
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1.6 Bases de Schauder

Definicién 1.6.1 Una sucesion {x;};o, en un espacio de Banach X es llamada
una base de Schauder de X, o simplemente una base de X, si para cada x € X
existe una unica sucesion de escalares {a;};-, tal que

o n
T = E a;x; = lim E a;x;.
n—oo
i=1 i=1

- o0 - o0 oo
Si {x;};2, es una base del subespacio cerrado [x;];2, generado por {z;};°,
entonces es llamada una sucesion bdsica.
Se dice que la base estd normalizada si ||x;|| = 1 para todo i > 1. Toda base
puede normalizarse.

Es claro que todo espacio de Banach con base de Schauder es separable.

Recordamos que £*° es el espacio de Banach de todas las sucesiones de ntimeros
reales (z,),-; que son acotadas y donde se considera la norma del supremo, es
decir, ||(zn),—|| =sup |z,|. Recordamos también que ¢y ¢y son los subespacios

cerrados de £ forHTlLados por todas las sucesiones de reales convergentes y que
convergen a (, respectivamente.

£°° es una espacio no separable y por tanto, no tiene base de Schauder. En
tanto que ¢y ¢o si tienen bases de Schauder a saber: la base canénica {e;};2, v
{ei};2, donde

2

—N— .
e;=10,..0,1,0,... | parai>1yeo=(1,1,...).

Definicién 1.6.2 Sea {z;};°, una base de X. Para cada n > 1 definimos P, :

X — X como
P, (z) =P, (Z aifl?z'> = Zaifﬂm
i=1 i—1

o0
y la llamamos la n-ésima proyeccion asociada a {x;};°,. A la funcional T (Z a,-x,-) =
i=1

aj, para j > 1 se le conoce como el j-ésimo coeficiente funcional asociado a la
base {x;}:2; .

Definicién 1.6.3 Sea {x;};2, una base de X. Si la sucesion de los coeficientes

* . o0 * (o)
j> asociados a la base {x;};°, es una base de X*, entonces {x;};~¢

es llamada una base que encoge.

funcionales <J}
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P con 2 < p < oo tienen una base que encoge. Lo mismo sucede con c¢g.

Un resultado sobre esta nocién, que usaremos en la parte final del trabajo,
es la siguiente proposicién, que tiene una prueba ([6]) que sobrepasa los alcances
de esta tesis. Se refiere a una pregunta que permanecié abierta por varios anos
como problema central de la teoria de las bases: ;Si X* tiene una base, entonces
X tiene una base?

Proposicién 1.6.4 Sea X un espacio de Banach tal que X* tiene una base.
Entonces, X tiene una base que encoge.

Proposicion 1.6.5 Sea {x;};°, una sucesion en X. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

o0
a) > a;x; =0 implica que a; = 0 para todo i > 1

= oo
b) > a;x; = > biw; implica que a; = b; para todo i > 1
i=1 i=1

Cuando alguna de estas condiciones se cumple, entonces x; # 0 para todai > 1y
en tal caso se dice que la sucesion {x;};-, es w-linealmente independiente. Toda
base es una sucesion w-linealmente independiente.

Teorema 1.6.6 Sea {x;};2, una sucesion w-linealmente independiente en un es-
pacio de Banach (X,]|||). Sea

(o]
Y = {y eX:y= Z a;x; para una (Unica) sucesion de escalares} .

i=1
n
Definimos |||||| : ¥ — R como |||z||] =sup aixi‘. Entonces, Y es un
neN |[[i=1
subespacio de X, (Y,|||-|||) es un espacio de Banach y ||y| < |||y|]| para todo
yeY. Si{x;};2, es una base entonces ||| y |||-||| son normas equivalentes en X.

s e, oo y
Proposiciéon 1.6.7 Sea {z;};°; una base de X. Las proyecciones P, y los coefi-
cientes funcionales x} asociados a la base {x;};°, son continuos, con ||Py,| > 1

y sup ||P,|| < oo. Al mimero sup ||P,]|| se le conoce como la constante basica de
neN neN

o0

{xi};2,. Six =) ajx;, entonces |z} (z)] = |a;] < % llz|| para todo j > 1y
i=1

51| < 7%

Demostracion.

Es claro que P, es lineal. Para todo z € X y para cada n > 1 se tiene || P, (z)|| <
l|x||| v, por el teorema anterior, existe K > 0 tal que |||x||| < K ||z||, por tanto,

[1Pn ()| < K [|]]
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Asi, P, estd acotada; ||P,|| > 1y

sup || Pyl < K < 0.
neN

o0
Supongamos = Y a;x;, entonces |(P; — P_1) (z)] < 2Ky ||z| sii > 1, donde
i=1

Py = 0. De esto se sigue que, |a;| < 2o

[EA

||z|| para todo i > 1y ||z}] < % [
Teorema 1.6.8 Sea {z;};°, una sucesion en un espacio de Banach X . Entonces
{@i}:2, es una base de X siy solo si se cumplen las siguientes tres condiciones:
a) z; # 0 para todo i > 1.
b) Ezxiste una constante K > 0 tal que para cualquier sucesion de escalares
{a;}:21 y para cualesquiera n,m > 1, con n < m, sucede que

n m
E [y E ;T
i=1 =1

<K

¢) (w2 = X.

Demostracion.

Supongamos que {z;};-; es una base de X con constante bésica K. Es claro que
a) y b) se satisfacen. Por el teorema anterior, existe K > 0 tal que |||z||| < K ||z]]
para todo € X. Si {a;};=, es una sucesién arbitraria de escalares, entonces para
cualesquiera n, m > 1, con n < m, tenemos

n n m
E ;T E Qi E Q;T;
=1 =1 =1

lo que demuestra b).
Inversamente, a) y b) implican que {z;};2; es w-linecalmente independiente.
Por el teorema anterior

< < <K

i

m
E ;T4
=1

o
Y = {y eX:y= Z a;T; para una lnica sucesion de escalares}
i=1
es ||| ||| —completo. Mostraremos, usando b), que || || ~ ||| ||| en Y, y por
tanto, Y es cerrado en X. Sabemos que ||y|| < ||ly||| para todo y € Y. Por otra
o
parte, siy € Y y y = > a;z;, entonces b) implica

=1

<K

)

n
E ;T
=1

m
E QT
i=1
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sin,m > 1, con n <m, y al tomar el limite cuando m — oo tenemos

n o
Zaixi S K Zaixi
i=1 i=1
Por tanto,
sup a;x;|| < K a;x;
p z @ z |
o lo que es lo mismo, |||y||| < K ||y ,es decir, | || v ||| ||| son equivalentes en
Y. Por consiguiente, (Y,| ||) es completo y, por tanto, cerrado en X. Como es
claro que (z;);°; C Y, se sigue de ¢) que X =Y. Asi, {z;};°, es una base de X.
|

Observacién 1.6.9 Puede probarse que si {x;};2, es una base de un espacio de
Banach X, entonces su constante bdsica es la minima constante que satisface b)
del teorema anterior.

Definicién 1.6.10 Sean X yY dos espacios de Banach y (25),- 1 Y (Yn)yey bases

para X y 'Y, respectivamente. Decimos que (z,)ne, es equivalente a (yn) ~q St
o0 o

> apxy, converge siy solo si Y, anyn converge.
n=1 n=1

Proposiciéon 1.6.11 Sea X un espacio de Banach.
a) Sea (x;);2, una base normalizada de un espacio de Banach X y con con-

o0
stante basica K. Sea (y;);oq una sucesion de vectores en X que satisface »

i=1
| — yil| < 5% Entonces, (yi);2; es una base para X equivalente a (2;);°,. Si
(w3);2, es una sucesion bdsica, entonces (y;)io, también es una sucesion basica,
equivalente a (x;);2 .

b) Sea (x;);2, una sucesion basica normalizada en un espacio de Banach X y
con constante basica K. Si existe una proyeccion continua P de X sobre [;]72,
y una sucesion (y;);oq tal que Y. ||z; —yil| < m, entonces Y = [y;];2, estd
complementado en X.

Demostracion.
(o)

a) Sea x =) a;x; una serie convergente, si m > n > 1 entonces se tiene
i=1

m m m m m
Z aiyil| < Z a; (zi — ¥i) Z aiZ; SZ |ag| ||lzi — vill + Z i
i=n i=n i=n i=n i=n

<

)

m
2K [l > e —will +
i=n

m
E ;T
i=n
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donde los sumandos de la tdltima expresién tienden a 0 cuando r,s — oco. Asi
o0
>~ a;y; es de Cauchy y por tanto converge. Andlogamente, la convergencia de
i=1

o0 (o @]
> a;y; implica la de > a;x;.
i=1 i=1
o0 0.0]
Definimos T : X — X como T <Z a,z-xz-> =Y a;y;. Claramente T es li-
i=1 i=1

neal y por célculos similares a los anteriores obtenemos: ||z — Tz|| < 2K ||z]] i
|x; — yil|; de donde T es acotado y ||[I — T'|| < 1. Asi, T es invertible y por tanlt_ol,
(yi);=, es una base para X equivalente a (x;);;.

Supongamos que (z;);o; es una sucesiéon bdsica en X , y definamos T :
(3]0, — Y = [y];2, como T io: aixi> :io: a;y;. Esta definicién es correcta
por lo visto en la prueba anteric:r: 1y de ahi ;rTilsmo obtenemos ||z — Tx| < 6 ||zl

para alguna 0 < 6 < 1; por tanto, T es continua y ademds, acotada por abajo ya
que (1 —9)||z|| < ||Tx| para todo x € [z;];2; de donde T es inyectiva y su rango
es cerrado. Si (z,) es una sucesién en (y;);-; que converge, entonces su limite
estd en el rango de T ya que (z,) es una sucesion en el rango de T'. Del Teorema
de la funcién abierta se sigue que T es un isomorfismo de [z;];2, sobre Y y asf,
(yi);2, es una sucesion bésica equivalente a (x;); .

b) Sabemos que ||P|| > 1, por lo que podemos definir la transformacién 7' :
X — Y del mismo modo que en el inciso anterior. Mds atn, ahora tenemos que
|l — Tx| < @ y por consiguiente, |T|| < 2y [lz[| < 3||T (z)|. Por tanto, si

0.0] o
x=Y az; yy=T(x) =) a;y;, entonces
i=1 =1

(o @]
Zyi—xi

=1

TPy -yl = < 8[|P|[ K|yl < 6|lyll

TP (Z a; (yi — $z)>

=1

para alguna 6 < 1y HTP|Y—IH <1 Ast, S = TP|y es invertible y STITP es
una proyeccién continua de X sobre Y. B

Definicién 1.6.12 Sea (z,,),.; una sucesion basica de un espacio de Banach X .

mj41
Una sucesion de vectores (uj);il C X distintos de 0 de la formauj = >  Nw;
i:ijrl
con (Ni)j2y una sucesion de escalares y 0 < my < mg < --- una sucesion de
enteros, es llamada una sucesion bdsica por bloques de (xp),- ;.

Del Teorema 1.6.8 y la observacién que le sigue resulta que una sucesién bésica
por bloques de (z,,),-; es una sucesién bésica cuya constante bésica no excede la

constante bésica de (z,)p. ;.



1.6 BASES DE SCHAUDER 23

Proposicién 1.6.13 Sea X un espacio de Banach con una base (z;);2,. Sea
Y un subespacio cerrado de dimension infinita de X. FEntonces existe un sube-
spacio Z de Y que tiene una base equivalente a una sucesion bdsica por blogques
normalizada de (;);° .

Demostracion.

En la construccién del espacio Y se usard el siguiente hecho: si m > 1, en-
tonces existen m+ 1 elementos yi, ..., Yym+1 en Y linealmente independientes. Sean
x3,...,x}, los primeros m coeficientes funcionales asociados a (z;);=;. Como
(3 (Yi) -y xi, (¥3)), con 1 < i < m, son m + 1 vectores en ", existen escalares

m+1 o)
ALy ooy Amt1 tales que > Ny = 0x1+...4+ 0z, + > bx; para una sucesion de
i=1 i=m+1
escalares (b;). Este elemento no es 0; por consiguiente, hay un elemento y € Y
o0

con ||y|| =1 que es de la forma > a;x;.
i=m-+1
Supongamos que K es la constante basica de (z;);2;. Sean p1 = 0y y1 =
o0

a;1x; € Y con |lyi|| = 1. Suponemos definidos un entero no negativo py, y
i=1

[oe)
Yn = Y. ainz; €Y, con |yy|| = 1. Escogemos un entero p,y1 > pp tal que
i:pn+1
Pn+1 Pn+1 Pn+1
Yn — O, QinTi|| < m y Yoo ainxi|| > %; definimos u, = Y ainwi
i=pp+1 i=pp+1 i=pn+1
oo

y tomamos yni11 = > aipzi € Y con ||yp41|| = 1. Entonces quedan de-
i:pn+1+1
terminadas inductivamente dos sucesiones (yn),o; v (un)ne; tales que: y, € Y,

unll > % ¥ [[yn — tnl| < 503+ Para todo n > 1. Entonces, (ﬁ) es una suce-
o0
sién bésica por bloques normalizada de (z;);2; , <W1ULH> es una sucesion en Y
- n

n=1
[eS)
y 2 )
n=1

requerido. W

Yn _ _Uun
lunll lun]

‘ < % Por la proposicién anterior, Z = [yn];fbo:l satisface lo






Capitulo 2

Algunos resultados sobre (*° y
€0

2.1 Los espacios c y ¢

Proposiciéon 2.1.1 ¢ y ¢y son espacios isomorfos a través de la transformacion
(@n)oey — (A, @1 — A 22 — A, ...), donde A = lim xy,.

n= n—o0o

Proposiciéon 2.1.2 Cualquier proyeccion continua P : ¢ — c¢g tiene norma mayor
o0 igual que 2.

Demostracion.

Sea x = (xn)pey = (1,1,...) — P(1,1,...). Entonces x # 0y P(z) = 0.
Supongamos ||z|| = |x;|, entonces, ||z — 2x;e;]| = |xi|, donde e; es el i -ésimo
vector de la base canénica de ¢, y P (z — 2z;e;) = —2z;¢;,. Por consiguiente,

1P (x = 2ziei) || = 2|zo| < ([P || y [|1P] = 2.1
Sabemos que ¢ y ¢g son espacios separables y £°° no lo es. Sin embargo este
dltimo tiene un subconjunto denso que mds adelante nos serd de utilidad..

Proposicién 2.1.3 Las sucesiones simples (aquellas que sélo toman un nimero
finito de valores), son densas en (.

Demostracion.
Sea x = (1,2, ...) € £ ym € N, dividamos el intervalo [— (||z|| + 1), ||z||] en
m partes iguales con los puntos Ym0 Ymls «++s Y, donde

= (=)l + 1) = ymo < Ym1 < -+ < Ymm = ||z|. Tomemos
Ei(m) = {k € N: yp_1) < T < Ymi}

para ¢ = 1,2,...,m y definamos Tp, = (Tm1,Tm2,---), CON Tk = Ym; Para
k € E; (m). Es claro que Ty, es simple, y si k € E; (m), entonces

|xk _xmk| =Ymi — Tk < (2||$|| + 1) /m,

25



26 CAPITULO 2 ALGUNOS RESULTADOS SOBRE (*'Y ()

entonces ||x — T || < (2]|z|| + 1) /m y se sigue el resultado. W

2.2 Espacios de Banach separables y (>

Lema 2.2.1 Sea X un espacio de Banach separable de dimension infinita. En-
tonces,
a) Eziste una familia numerable {z}} en la esfera unitaria de X* tal que
|z|| =sup |z} (z)| para cada x € X.
n

b) Existe una isometria lineal S de X en [*°.

Demostracion.
a) Sea {zm,} un subconjunto de X numerable y denso en X. Para cada

m > 1 existe una sucesién |z}, Z) en la esfera unitaria de X* tal que ||z,|| =sup
k) .
(2

)‘ Sea {z}} una numeracién de { *.im>1,1>1p. Claramente,

sup \JJ (x)| <||z||. Dados x € X y € > 0, existen xmyx tales que: Hx — Tl < 3§

y el - [ (@m)] < 5. Ast 2] = |23, (@)] < [lz = 2l + o] = 2 (@m)] +
|z} (zm) — x} ()| < e. De donde se sigue el resultado.
b) Defmase S (z) = (z} (z)) paracadaxz € X. B

Teorema 2.2.2 Sean X CY dos espacios de Banach y T : X — (> un operador
lineal continuo. ~Entonces existe una extension lineal continua T : Y — £ de S
tal que ||T) = HTH

Demostracion.

Sea m; : £*° — R la proyeccién en la i -coordenada, para ¢ > 1. Entonces,
i =m0l € X*, T (x) = (z7 (v)), yllf|| < ||T|| paratodoi > 1y x € X. Sea y;
una extension de Hahn-Banach de z* a Y para i > 1. Definimos T (y) = (5 (v)) i

para y € Y. Es claro que T es una extension lineal continua de T’ con ||T H < |7

y por ser T extension de T se tiene HTH = |7 .1

El espacio £*° es un espacio inyectivo, es decir, si X es un espacio de Banach
que lo contiene, entonces existe un proyeccién continua de X sobre > (témese
T igual a la identidad I : > — £ en el teorema anterior). Esta propiedad no
la tiene ¢y como se prueba en el teorema que sigue, para cuya demostracién se
necesita el siguiente

Lema 2.2.3 Supongamos que A es un conjunto numerable infinito. Entonces
existe una familia S = {Sy : o € I} de subconjuntos de A tales que:

a) Para cada o € I, el conjunto S, es infinito.



2.2 ESPACIOS DE BANACH SEPARABLES Y /* 27

b) Sia,B €l ya#p3, entonces el conjunto SqN Sa es finito.
¢) El conjunto de indices I es no numerable.

Demostracion.

Basta analizar el caso en que A es el conjunto de los racionales en (0,1) y sea
I el conjunto de irracionales en (0,1). Para cada o € I, sea S, el rango de una
sucesion de racionales en (0, 1), distintos entre si, que convergen a a. Asi tenemos
que I y {Sy : « € I} cumplen con lo requerido. B

Teorema 2.2.4 FEl espacio ¢y no estd complementado en [*°

Demostracion.

En esta prueba diremos que un espacio de Banach X tiene la propiedad P si
existe una familia numerable & de X* que separa los puntos de X.

Es claro que si un espacio de Banach X tiene la propiedad P, entonces tam-
bién la tiene cualquier subespacio de X y cualquier espacio isomorfo a X. En
particular, [*° tiene la propiedad P pues claramente la familia & = {7, : n € N}
en (I°°)*, donde 7, es la proyeccién en la n-ésima coordenada, separa los puntos
de I*°

Supongamos que algin subespacio cerrado N de [*° es el complemento topolégico
de c¢g, entonces por la Proposicién 1.5.4, [*° ¢y =2 N y en consecuencia [*°,cg
tiene la propiedad P.

Sea A =N, y tomamos S = {S, : @ € I} como en el lema anterior. Para cada
a €1, seax, €1 tal que mp (o) =18in € Su y n (zq) =0sin ¢ S,.

Afirmamos que x4 +co # g +cg si a # 3. Supongamos lo contrario, entonces
ZTo + To = XT3 + Yo con o, Yo € co; por consiguiente, o — g € cg y como los
términos de x, y xg son 0 o 1 esto implica que a partir de un cierto indice la
sucesion x, — xg se estaciona en 0, esto a su vez implica que los términos de x4
coinciden con los términos de zg a partir de cierta entrada, o sea para toda n
suficientemente grande tenemos n € S, si y sélo si n € Sg. Esto nos dice que
el conjunto S, N Sg es infinito, lo cual contradice una de las propiedades de la
familia S.

Supéngase que sucede lo siguiente: y* € (I*,/c,)", m € Ny ay,...,an

son indices en I, distintos entre si, que satisfacen !y*(:caj +co)‘ > —, para

J=1,..,n. Sean vy, ...,7, escalares de valor absoluto 1, tales que ;y* (maj +co) =

!y* (Ta; + co)| para j = 1,...,n. Las propiedades a) y b) del lema anterior asegu-
n

ran que una infinidad de términos de Y 7,74, € I°° tienen valor absoluto 1y
j=1

s6lo un nuimero finito de ellos tiene valor absoluto mayor que 1. De lo cual se

sigue:

n
Z ,-ijaj + Co|| = 17
j=1
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por tanto,

n

n

™Il = |y [ D vj2a; + o Z (Ta; +co)| = —

y ast m||y*]] > n. Consecuentemente, dado y* € (I°°,c,)*se tiene que para

cada natural m > 0 hay sdlo una cantidad finita de elementos o € I tales que
1

ly* (x4 + co)| > —. Se sigue que para cada y* € (I*°,co)" hay sélo una cantidad
m

numerable de indices a tales que y* (x4 + co) # 0.

Ahora supéngase que F es un subconjunto numerable de (I%°,/cg)*. Entonces,
hay s6lo una cantidad numerable de indices a € I tales que y* (zq + ¢p) # 0 para
algin y* € F. En vista de que I es no numerable, existen ay,as € I distintos
entre si, tales que y* (zq, + c0) = ¥* (zay + co) = 0 para toda y* € F, lo cual
muestra que JF no es una familia separante para [°°“cy. Por tanto el espacio
[®° /¢y no tiene la propiedad P, lo que es una contradiccién a lo supuesto. B

2.3 Subespacios de ¢

Proposicién 2.3.1 Sea (u])j 1 una base por bloques normalizada de la base
candnica (en)po, de co. Entonces,

a) (u]) ~,es equwalente a(en)nl, y [uj]]ool es isométrico a co,

b) [u]] _, estd complementado en co; mds ain, existe una proyeccion de norma
1 de ¢ sobre [u;]52

j=1
Demostracion.
a) Existe una sucesién creciente de enteros 0 < m; < mg < ... talque
mj41
uj = >,  Aijei, con max |Aij| = 1, para j = 1,2,.... Sabemos que
i=m;+1 my+1<i<mjqa

(u;)72, es una sucesién bésica.
o 2
Sea (z;)72, una sucesién de escalares, entonces

Tjuj|| = max max x = max |z;|= zje;|| . 2.1

E CA 2 R S N £ =S |5l = <<n’]’ § 3€i (2.1)
o0 o0 o0

De donde, Z:l xju; converge si y sélo si 21 xje; converge; es decir Zl Tju;
J= j J=

converge si y sélo si () € cp. Al tomar m = 1 en 2.1, obtenemos que si las series
correspondientes convergen, entonces tiene la misma norma. Asf, T : ¢g — [u ] je1
definida en la base canénica como T (e;) = u; es una isometria lineal y sobre, con
lo que queda probado a).
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b) Sea j > 1, existe m; + 1 < i(j) < mj41 tal que |\;j);| = 1. Observamos
que i(j) <i(j+1). Sea a; un escalar tal que |a;| = 1y ajl;); = |Nigh;| =1

* .

y definimos (u;k (:U))J = (aj)j (a:i(j))j, para = € co. Entonces, u} € c,

* *

uj (uj) =1y uj(ug) =0sik # j. Seax € co, entonces uj (v) = ajz;(;) para cada
o0
j>1, asf (u}‘ (m))j € ¢g y por lo antes visto ng u} () uj converge y su norma es
o0
3 *
igual a 21 uj (z) e
‘]:

o0 o0
Definamos P : ¢y — [uj];';l como P (z) =3 uj(z)uj, siy =) bju;estd en
j=1 i=1

[u;]72,, entonces,

P(y)=> uj <.1 biUi) uj =y (Z biuj (w)) u; :'21 bjuj =y (1))

j=1 j=1 \i=1

o sea P es una proyeccién no nula sobre [uj];.';l y por consiguiente, || P| > 1.

o
Siz =) wje;, entonces ‘u}k (l‘)’ <  max |x;| para j = 1,2,... ; de donde,
i=1 mj+1<i<m;qy
o o0
1P @) = > uf (@) us| = ||> uj (@) e
3=1 j=1

= max |u} (r)| <max  max |zi| < ||z -
I 5>1 my+1<i<my 4

Por tanto, ||P|| = 1.1

Corolario 2.3.2 Todo subespacio Y de cg cerrado y de dimension infinita con-

tiene un subespacio Z isomorfo a cy y complementado en cg, y por tanto, en
Y.

Demostracion.
Sea Y un subespacio cerrado de cg. Al aplicar la Proposicién 1.6.13 con
X = ¢ se sigue que existe un subespacio cerrado Z de Y el cual tiene una base
equivalente a una sucesién basica por bloques normalizada (u;)5- , de (ep ). Por
! p d 3)j=1 n)n=1-
consiguiente, Z es isomorfo a [uj];il que a su vez, por la proposiciéon anterior, es
isomorfo a ¢y y complementado en ¢y. De esto se sigue que Z es isomorfo a cg. Por
. .]o0 * 2z : . .]o0
otra parte, sea P : cg — [uj]jzl una proyeccion continuay T : Z — [u]]jzl un
isomorfismo; sabemos, por la Proposicién 3.2.4 y el Teorema 3.2.5, que veremos
en el siguiente capitulo, que existe una extensién continua S : ¢y — [uj];il de T.
Entonces, T~1PS es una proyeccién continua de ¢y en Z.1



30 CAPITULO 2 ALGUNOS RESULTADOS SOBRE (*'Y ()

Definicién 2.3.3 Sean X1, Xo,... espacios de Banach con normas||||;, |||l5,---s
respectivamente. Definimos el espacio normado (X1 @ Xo @ ---), como la colec-
cion de todas las sucesiones (x;);;, con x; € Xy, tales que (||z;]|;);=q € co, y en
el que la norma estd dada por ||(z;);2,|| =max | ;-

Proposicién 2.3.4 (X; ® Xy @ --), es un espacio de Banach.

Demostracion.
Sean (yy,)r- ; una sucesiéon de Cauchy en dicho espacio, donde y,, = (zn1, Tn2, -..)
y € > 0; existe N > 0 tal que ||y, —yn| < € si m,n > N, es decir, max
Zi
| Zmi — Tnill; < € si m,n > N, o sea la sucesion (xp;),.; en X; es una sucesién de

Cauchy y por tanto, converge, digamos a x; € Xj.
De lo anterior obtenemos max |zi — 2nil|; < € sin > N lo que significara
Z_

que (yn)oo, converge a (x;);-, una vez que veamos que este elemento estd en

el espacio (X1 ® Xo @ - -+),. De esa desigualdad se sigue ||z;]|;, < |lznill; + € ¥y

como (||xnill;)ie; € co para todo n > 1, obtenemos lim [|z;||, < e y entonces,
(2

Dim lzif; =0y ()2, € (X1 B XaP---), W
Lema 2.3.5 (X©X @)y @ X esisomorfoa (X DX D).

Demostracion.
Para ((z1,22,...),20) € (X @ X &) @ X, con (z1,22,...) € X & X &),
y o € X, defifnase ¢ : (X®X®--- )y X — (X®XD---), como
(Y2 ((a:l,azg, ) ,:1:0) = (.To,{l,‘l, 9, ) |
Sea {e;} la base canénica de co, y ain = (0,0, ...,€;,0,...) € (co @ co D)o
(0,0,...). Lasuma z z TinQin

n=1i=1

donde e; se encuentra en la n-ésima entrada y 0 =

la podemos escribir como

T11611 + T21G21 + -+ + Ts1Qs1 T+
Ti2a12 + T2a22 + - + Tsoas2 +
T1rQ1r + Tora2r + + TsrQsr

y esto es igual a

(121161,6,...) + (332162,6,...) + -+ (568165,6,...) +
(6,1‘1261,6,...) + (6,.%’2262,6,...) + -+ (6,%‘3263,6,...) +
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y realizando la suma coordenada a coordenada, obtenemos

r s
ZZ LinQin — ((1‘11, ...,:1:51,0, ) y (1‘12, ceey :L’SQ,O, ) g eeey (3:17", ceey Lgpy 0, ) ,6, )

n=1:=1

De esta expresion se sigue el siguiente

Lema 2.3.6 Los vectores a;n, con i,n > 1 son linealmente independientes y el
subespacio que generan es denso en (co®co @ --)g -

Demostracion.

La primera afirmacién es inmediata. Sea x € (co@co®--+)y con x =
(T1, T2, ...). Existe 7 € N tal que n > r implica ||T,|| < € . Escribamos T,, =
(Z1n, Top, ...), para n > 1. Existe s > 0 tal que |z;,| < € si i > s para todo

T S
1<n<r.Seax => 5 winain € (am>i’n, entonces
n=1i=1

/ -
-z = ((0,0, ...,x(s+1)1,...> : (0,0, T ) (o,o, ...,x(Sﬂ)T,...) ,$T+1,...)

y como cada entrada tiene norma menor que €, se obtiene ||z — 2’|| < €; de donde,
<am>i ,, €s denso en (coBeo-- ')0 H
b

Lema 2.3.7 (co®co®---), es isométricamente isomorfo a cq.

Demostracion.

Usamos la notacién del lema anterior. Sea ¢ : N x N — N una funcién
biyectiva y definamos la transformacién lineal T' : (a;,) — co definida como
T (ain) = ey(in)- Probaremos que ésta es una isometria sobre (e;);.

Sea = € (a;,) talque T (x) = 0. Entonces,

T :ZZ $i7namyT (ZZ xinain> :ZZ rinT (ain) :ZZ TinCy(i,n) = 0.

n=1i=1 n=1i=1 n=1i=1 n=1i=1
Como {e;}; es un conjunto linealmente independiente, esto implica que x;, = 0
para toda pareja (i,m) y por tanto, z = 0 y T es inyectiva.

S
Por otro lado, si y € (e;) tenemos que y =Y A;e; y claramente T (z) = y si
i=1

S
T =) Ni@y-1(;), 0 sea, la imagen de T es (e;).
i=1

IS S
Sea x =) > Ainain, entonces
n=1i=1

— s
max | Xin|
1<n<r

ZZ Ain€y(in)

n=1:=1

n=1i=1
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y como
T = (()\11, ceey Asl; 0, ) s (/\12, ceey )\52,0, ) g aeey ()\17’7 ceey AST’a 0, ) ,6, ) y

obtenemos

ol =g 10wl = s { g Do}

por tanto, [[z]| = [[T ()]
Al ser T lineal y continua en el denso (a;n), se puede extender de modo

lineal y continuo definiendo 7' : (co & co @ - -+)p — Co como T (z) = im T (z,,) si
(zn) € (ain),,, €s una sucesién que converge a = € (co ®co & ---),. Mds atn, T
es una isometria suprayectiva, ya que

|7 @) = i T ()| = i |7 (@) | = lim ]| = 1]

Finalmente, si y € cg, entonces existen una sucesién (yy) en (e;); y otra (xy),,
en (a;,) tales que y, — y y T (x5,) = yn. Dado € > 0, existe M € N tal que
|Ym — ynl| < € si m,n > M, asf tenemos

[2m = x|l = T (2m — 2n)l| = (1T (2m) = T (za) | = lym — ynll <e,
de donde concluimos que (&y,) C (a;n) es una sucesiéon de Cauchy en (co @ co @ - - -),
y por tanto, converge, digamos a x; asf,
T (z) =lmT (z,) = limy, = v,
es decir T es suprayectiva. .

Teorema 2.3.8 Todo subespacio complementado de cy de dimension infinita es
isomorfo a cg.

Sea Y un subespacio de dimensién infinita y complementado en ¢y, entonces
existe un subespacio cerrado X; de ¢y tal que cg =Y @ X;. Por el corolario 2.3.2
sabemos que Y contiene un subespacio Z el cual es isomorfo a ¢y y complementado
enY, es decir Y = Z & Y] para algin espacio de Banach Y; de Y. Entonces por
los lemas anterior y 2.3.5 obtenemos

@Y @ (ZoY1)=(co@cy)DYimopdY1I~mZ0Y1~Y
y como en el lema anterior se probé que cg es isométricamente isomorfo a
(co®co@---), tenemos la siguiente cadena de isomorfismos
o®Y = (cg@co® - )gdY~(YeX)ea(YeX1)® )Y
(XieXi@ )Y YD - )yaY
XieXi®--)pyoeYaeYad- ),
(YoX)eYoXi)d- )y~

por tanto, Y ~ co @Y ~cy. W

%

%

%
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Proposiciéon 2.3.9 Todo espacio isomorfo a un espacio cociente de cg es iso-
morfo a un subespacio de cy.






Capitulo 3

Espacios separablemente
inyectivos

3.1 Teorema de Sobczyk

El teorema de Sobczyk asegura, en su versién original, que para todo espacio de
Banach separable Y que contiene a ¢y existe una proyeccién de Y sobre cy de
norma a lo mds 2 y que ésta es la cota éptima.

La parte que se refiere a que 2 es la cota éptima se sigue de la Proposicién
2.1.2.

Una versién mads general de este resultado, que se presenta en el Teorema 3.1.2,
puede probarse a partir del que se da a continuacién. El Teorema 3.2.5 implica
que los dos teoremas de esta seccién son de hecho equivalentes.

Teorema 3.1.1 Sea X un espacio de Banach separable y'Y un subespacio cerrado
de X. SiTy:Y — ¢y es un operador lineal de norma A, entonces existe una
extension T : X — cg de norma a lo mds 2\.

Demostracion.

By denota la bola cerrada en X*, de radio A y con centro en 0. Por el teorema
de Alaoglu, B} es compacto en la topologia w* y como X es separable, entonces
(B3, w*) es metrizable (Corolario 1.3.11). Sea d (-, ) una métrica compatible con
w* en BY; o sea, la convergencia de sucesiones en BY segin esta distancia equivale
a la convergencia puntual.

Por el teorema de Hahn-Banach existe una sucesién ¢y, ¢o,... en By tal que
para la n-ésima coordenada Ty (y),, de Ty (y), con y € Y, se satisface Ty (y),, =
¢y, (y). Hacemos K = B; NY+. El w*lfmite de cualquier subsucesién de (¢,,)
pertenece a K, como vemos a continuacién: si ¢ € X* es el w*-1fmite de una
subsucesion (¢, )de (¢,)p-,, entonces ¢, () — ¢ () cuando n — oo, para
cada x € X ; en especial, |¢ (z)] < A|z|| y ¥ (y) =0, con y € Y, ya que es el

35
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limite de una subsucesion de Tp (y). Asi, ||| < Ay ¢ (y) =0, siy € Y; es decir,
Y eK.

Tenemos d(¢,,, K) — 0, ya que en caso contrario d (¢nk= K ) > € para una
subsucesion (gzﬁnk) de (¢,),~; v alguna € > 0. Por ser B} compacto existe

una subsucesion (Cbnk, de (d)nk)que converge a 1; por consiguiente, ¢ € K y

d (¢nkj , @ZJ) >d (¢nkj , K> > ¢, lo cual no es posible.

Es claro que K es un w*—cerrado de By, de donde, K es un subconjunto
w*—compacto. Asi, para cada n > 1 existe ¢,, € K que minimiza d (¢, ),
para ¢ € K; es decir, d (¢, ¢,) = d(¢,, K). Entonces d(¢,,,) — 0, o sea, la
sucesion (¢, — ¥, )., en B3, es tal que (¢, (x) — ¥, (x)),—, pertenece a cy, para
cada z € X. Definase (T'z),, = ¢,, (v) — 1, (x), entonces T  es un operador lineal
de X en ¢, con norma a lo més 2\ y extiende a T, ya que Ty (y),, = ¢, (y) ¥
¥, (y) =0paratodoyec Y. B

Teorema 3.1.2 Para todo espacio de Banach separable Y que contiene una copia
isométrica Y (cp) de co existe una proyeccion de Y sobre Y (cp), de norma a lo
mds 2.

Demostracion.

Sea Ty : Y (cp) — ¢p una isometria suprayectiva, entonces existe T : Y — c¢g
tal que T'|Y =Tp y | T <2, yaque ||[To]] =1. Sea P:Y — Y (cp) el operador
definido como P (y) = (TO_1 oT) (y). Es claro que |P|| < 2y P(y) = y para
todo y € Y (¢p). Ademds, como P (z) € Y (co) para todo = € Y, se cumple
P2 (y) = P(P(y)) = P(y). Por tanto, P es una proyeccién de Y sobre Y (cp). W

3.2 Espacios separablemente inyectivos

La propiedad de ¢y senalada en el Teorema de Sobczyk llevé a la siguiente

Definicién 3.2.1 Un espacio de Banach X de dimension infinita y separable, se
dice que es separablemente inyectivo st para todo espacio de Banach separable Y
que contiene a X, existe una proyeccion continua P de 'Y sobre X ; o lo que es lo
mismo X estd complementado en Y.

En la préxima proposicién veremos que la condicién X C Y se puede sustituir
por: Y contiene una copia isomorfa (en particular, isométrica) de X. Para esto
usaremos:

Lema 3.2.2 Sean X y Y dos conjuntos. Entonces, existe x € 2% tal que X y
Y x {z} son ajenos.
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Demostracion.

Sea A = {T € 2% :(y,T) € X para alguna y € Y}, claramente A C 2X y
afirmamos que esta contencién es propia. Supongamos que A = 2% entonces para
cada T € 2% existe y € Y tal que (y,7) € X. Sea f: X — 2% dada por

sizx=(y,T) conycY yzec2X
flx) =

T
0 en caso contrario

En vista de nuestra suposicién f es una funcién suprayectiva y por tanto,
|2%| < |X] lo cual es falso. Asf, A ¢ 2% y se tiene que existe T € 2% tal que
(y,7) ¢ X paratodoy € Y;osea, X N (Y x {Z})=0. A

Proposiciéon 3.2.3 Sea X un espacio de Banach X, de dimensidn infinita y
separable. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) X es separablemente inyectivo.

b) Para todo espacio separable Y que contiene una copia isométrica Y (X) de
X, existe una proyeccion continua Q) de'Y sobre Y (X).

¢) Para todo espacio separable Y que contiene una copia isomorfa Y (X) de
X, existe una proyeccion continua P de'Y sobre Y (X).

Demostracion.

a)=-b) Sea Y un espacio de Banach separable que contiene una copia isométrica
Y (X)de X.Sean T : X — Y (X) una isometria lineal suprayectiva, T € 2% como
en el lema anteriory Z =Y x {T} y W =Y (X) x {Z}. Es claro que Z, con las
operaciones lineales y la norma heredadas de Y es un espacio de Banach separable.

Definimos D =X U (Z -W)y f: D — Z como

(T(d),7) side X
d side Z—-W

fd) =

Demostraremos que f es biyectiva. Supongamos que f (d) = f (d/>. Tenemos
los siguientes casos:

i) Si d,d € X, entonces (T(d),Z) = (T(dl),f> y por tanto, T'(d) = T(d).
Como T es una isometria, se tiene que d = d .

ii) Si d,d € Z — W, entonces d = f (d) = f (d/) =d.

iii) El caso d € X y d € Z — W no puede presentarse, ya que entonces
J@yewys(d)¢w.

Por consiguiente, f es inyectiva.

Por otra parte, sea z € Z. Si z € Z — W se tiene que f(z) = 2. Si z € W,
entonces z = (y,T) para alguna y € Y (X); como T es sobre, existe x € X tal que
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T(x)=yyasi, z= (T (x),T), es decir, z = f (x). Por tanto, f es sobre, con lo
que queda probado que f es biyectiva.

Por la Proposicién 1.2.3, a D se le puede dar una estructura de espacio vecto-
rial normado a través de la funcién f. Por esa proposiciéon sabemos que D es un
espacio de Banach separable y ademds f es entonces un isomorfismo isométrico
lineal entre D y Z.

Es fécil verificar que las originales operaciones lineales en X coinciden con
las que hereda de D; ademads para todo = € X se tiene:

lzllp = IIf @)z = (T (), D)z =T @)y =[] x-

Por tanto, || ||, = | xen X. Asf, (X,| |x) es un subespacio de Banach
de (D, p).

Como X es separablemente inyectivo, existe una proyeccién continua Px :
D— X.

Consideremos el siguiente diagrama:

vy Lz o p P x Ty (x)
donde i representa la inmersién y — (y,Z) de Y en Z =Y x {T}. Se afirma que
P:Y — Y (X), definida como la composicién T o Px o f~! 0i es una proyeccién
continua de Y sobre Y (X). Es claro que P es una transformacién lineal continua
por ser composicién de tal tipo de transformaciones. Si y € Y (X), entonces
y =T (x) para una x € X y se tiene

T (x) L>(T(:U),T) kaxLT(:r)

es decir, P (y) = y y por tanto, P es una proyeccién de Y sobre Y (X). Observa-
mos que || P|| = || Px||.

b)=-c) Supongamos que Y (X) C (Y,| ||y-) es una copia isomorfa de X. Sean
T:(X,| lx)— Y (X),| [ly) un isomorfismo y || || la norma inducida
por T en Y (X); entonces, T : (X,[ |lx) — (Y (X),|| ) es una isometria
suprayectiva.

Segin la Proposicién 1.2.5, |||l es equivalente a || ||y en Y (X). Por el
Teorema 1.2.6 se tiene que || |, se puede extender a una norma en Y, que
también denotaremos por || ||, de tal forma que || | ~ | ||y en Y. Asi,

existen constantes positivas m y M tales que

mlyllr < llylly <M llyllr

para todo y € Y. Mds dun, podemos tomar m = HT*1H71 y M = ||T

Entonces, (Y (X),|| ||; ) esuna copiaisométricade (X, || |yx)en (Y,|| |l )-
Por b) existe una proyeccién continua @ : (Y, || ||;) — (Y (X),|| ;) connorma
|Ql|;- Entonces

M
1Qylly < MIQylly = MIQllr llyllr < — 1@l llylly
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para todoy € Y.

Ast, Q: (Y] |ly)— (Y (X),|| |[ly) es también una proyeccién continua y
1@lly < 17N |I7=) QI

c) = a) Es obviamente cierto. B

La propiedad de ser separablemente inyectivo es invariante bajo isomorfismos.

Proposicién 3.2.4 Sea X un espacio separablemente inyectivo y Z un espacio
de Banach isomorfo a X. Entonces Z es separablemente inyectivo.

Demostracion.

Claramente Z es de dimensién infinita y separable.

Sea Y un espacio de Banach separable que contiene una copia isomorfa Y (2)
de Z. Como X es isomorfo a Z se tiene que Y (Z) es una copia isomorfa de
X y como X separablemente inyectivo, entonces existe una proyeccién continua
P:Y — Y (Z). Por tanto Z es separablemente inyectivo.ll

Teorema 3.2.5 Sea X un espacio de Banach, separable y de dimension infinita.
Las siguientes tres afirmaciones son equivalentes.

a) X es separablemente inyectivo.

b) (Propiedad de la extension separable) Para cada espacio de Banach sepa-
rable Y que contiene a X y cada operador lineal continuo T : X — Z, donde Z
es un espacio normado, existe una extension continua T :Y — Z de T.

c¢) Para cada par de espacios de Banach separables Y C Z y cada operador
lineal continuo T :' Y — X, existe una extension lineal y continua T : Z — X de
T.

Demostracion.

a) se sigue de b) o ¢) al tomar Z = X y T la identidad, en el primer caso, y
al tomar Y = X y T la identidad en el segundo.

a)=b) Supongamos que X es separablemente inyectivo, ¥ es un espacio de
Banach separable que contiene a X y T : X — Z es un operador lineal continuo,
donde Z es un espacio normado. Sea P :Y — X una proyeccién continua. El
operador T'=TP :Y — Z es una extension lineal continua de 7T

a)=-c) Supongamos que X es separablemente inyectivo, Y C Z son espacios
de Banach separables y T : Y — X es operador lineal continuo. Sea (x}),”
y S : X — [ como en el Lema 2.2.1; es decir, (x}),°, es una sucesién en la
esfera unitaria de X*, tal que ||z| =sup |z} (x)| para cada x € X y S (z) =

n

(x} (7)) es una isometrfa lineal y por consiguiente, S tiene inverso continuo S~1

definido en S (X) . Para cada n > 1 sea z;; una extension de Hahn-Banach de
T*(z}) a Z. Definamos Ty : Z — 1*° como Tp(z) = (2 (z)). Entonces, Ty

n n

es lineal, HTVOH < T, To (Y) € S(X) y Ty (Z) es un subespacio separable de
[*®°. Sea W = [S (X),To (Z)} el subespacio cerrado de [*° generado por S (X)
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y Ty (Z), entonces W es un espacio de Banach separable. Sea P : W — S (X)
una proyeccién continua sobre S (X). El operador T' = S~'PTy : Z — X es una
extension lineal continua de 7. W

En el siguiente teorema , que no probaremos, aparecen dos ejemplos de es-
pacios de Banach que no son separablemente inyectivos. El primero de ellos nos
servird para dar una condicién necesaria para que un espacio sea separablemente
inyectivo.

Teorema 3.2.6 [2] Los espacios de Banach C[0,1] y C (w®), donde w es el
primer ordinal infinito, no son separablemente inyectivos.

Proposiciéon 3.2.7 Si X es separablemente inyectivo y M es un espacio de di-
mension infinita, complementado en X, entonces M es separablemente inyectivo.

Demostracion.

Probaremos que M tiene la propiedad de extension separable (Teorema 3.2.5).
Sean Y un espacio de Banach separable, tal que M C Y, Z un espacio normado
y T : M — Z un operador lineal y continuo.

Como M es complementado en X, entonces existe N tal que X X M x N y
asf, M x N es separablemente inyectivo.

Definimos T} : M x N — Z como T1 (m,n) = T (m). T} es lineal y continuo,
y como M x N es separablemente inyectivo, existe una extensién continua ﬁ K
Y X N — Z de Ty. Definimos T : Y — Z como T (y) = T1 (y,0). El operador T
es lineal y continuo, y ademds

T (m) =Ty (m,0) =Ty (m,0) =T (m)

para todo m € M; es decir, T extiende a 7. Asi, M es separablemente inyectivo.
|

Corolario 3.2.8 El espacio C (w®) no es isomorfo a un subespacio complemen-
tado de un separablemente inyectivo.

Demostracion.
Recordamos que C' (w*) no es separablemente inyectivo (Teorema 3.2.6).H

Proposiciéon 3.2.9 Si X es separablemente inyectivo, entonces X* es separable.

Demostracion.

Supongamos que X* no es separable. Al ser X separable, existe un subespacio
Z de C'[0,1] isométricamente isomorfo a X (Teorema 1.4.7). Sea P: C'[0,1] — Z
un proyeccién continua sobre Z. Entonces Z estd complementado en C'[0,1] y
como X* =2 Z* tenemos que Z* no es separable. Por la Proposicién 1.5.9, Z
es isomorfo a C'[0,1] y por tanto, C [0, 1] es isomorfo a X y por consiguiente,
separablemente inyectivo , lo que contradice la Proposicién 3.2.6. l
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Definicién 3.2.10 Sea X un espacio de Banach de dimensién infinita y separa-
ble. Se dice que X es un espacio 73;, y escribimos entonces X € 73;, st para todo
espacio separable Y que contiene a X (una copia isométrica Y (X) de X), existe
una proyeccion continua P de'Y sobre X (sobre Y (X)) tal que ||P|| <.

El hecho de que en la definicién anterior se pueda cambiar X por Y (X) se
sigue de la prueba a) = b) de la Proposicién 3.2.3; especialmente hay que tener
en cuenta la observacién final de esa prueba.

A continuacién veremos que todo espacio separablemente inyectivo es un 73;
para alguna -, y para esto probaremos la siguiente

Proposiciéon 3.2.11 Si X es separablemente inyectivo, entonces X € P[Y para
alguna .

Demostracion.

Procedamos por contradiccién, es decir supongamos que para cada n € N
existe un espacio de Banach separable tal que X C Y, y para toda proyecciéon
continua P :Y,, — X se tiene que |P|| > n. Como X es separable, por el Lema
2.2.1, existe una isometria 7' : X — [*° y por el Lema 2.2.2 existe una extension
T, : Y, — 1 de T tal que ||T,,]| = ||T|| = 1. Observamos que T'(X) C T, (Y,)

oo
para todo n € N. Sea Z el subespacio lineal cerrado generado por |J T), (Y5)

n=1
en (. Entonces, Z es un espacio de Banach separable de dimensién infinita

que contiene a la copia isométrica T'(X) de X. Sea P : Z — T (X) cualquier
proyeccién. Tenemos el siguiente diagrama

v,z lhrx) D x

Afirmamos que para cada n > 1, el operador T"' o Po T, : Y;, — X es una
proyeccién sobre X; en efecto, si x € X, entonces

(T oPoTy) (x) =T~ (P (Tn(2))) =T (P(T(2) =T (T'(x)) =«

Por tanto,
n< (T o PoTy)|| <||T | IPIITall = || P

para todo n > 1, lo que no es posible ya que P es continua.ll

Definicién 3.2.12 Sean X y Z dos espacios de Banach isomorfos entre si. Se
define la distancia de Banach-Mazur entre X y Z como:

d(X,Z)= inf {|T| HT*1H : T es un isomorfismo entre X y Z} .

Proposicién 3.2.13 Si X € 77; y Z es un espacio isomorfo a X talque d (X, Z) <
v entonces Z € P,
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Demostracion.

Supongamos que Y (Z) C (Y, |||ly-) es una copia isométrica de Z en (Y, |||y )
y T (X, lllx) — (Z]ll,) es un isomorfismo. Sea i : (Z[ll2) — (¥ (2), lly)
una isometria. Entonces, i o T'(X) es una copia isomorfa de X en (Y, |||ly). Al
seguir lo hecho en la prueba de la implicacién b)=-c) de la Proposicién 3.2.3,
obtenemos que existe una proyecciéon Q : (Y, [/|ly) — (Y (2),|||ly) tal que [|Q| <

||lioT| H(z oT)_]‘H vy < |T|[||T7*||~ - Como esto es vélido para cualquier iso-
morfismo 7" entre X y Z, concluimos que [|Q| < uy, es decir, Z € P,.. B
En [8] se prueba el siguiente

Teorema 3.2.14 Si X es separablemente inyectivo, entonces X* es isomorfo a
¢* y por tanto, existe una constante . y una base (p,) de X* que satisfacen

Y Jand <[> anal| <D Janl

para todas las sucesiones reales (ay); donde ||> anp,|| se interpreta como oo si
> anp,, no converge en X* | ya que S anep,, converge si y sélo si (ay) € (1.

De este teorema y la Proposicién 1.6.4 obtenemos:

Corolario 3.2.15 Si X es separablemente inyectivo, entonces X tiene una base
que encoge.

3.3 El inverso del teorema de Sobczyk

El teorema de Sobczyk establece que cg es separablemente inyectivo; més atn,
hace ver que ¢y € Pj. Por su parte, la Proposicién 3.2.4 establece que cualquier
espacio isomorfo a ¢g es separablemente inyectivo. En lo que sigue se probard el
inverso:

Teorema 3.3.1 (Inverso del Teorema de Sobczyk). Si X es separablemente in-
yectivo, entonces X es isomorfo a cy.

De acuerdo al Teorema 3.2.5; este tltimo teorema nos da una respuesta afir-
mativa del llamado:

Problema de la extensién separable: jes cierto que si X tiene la propiedad
de la extensién separable, entonces X es isomorfo a cg?

Resultados estrechamente relacionados con el que nos interesa son las siguien-
tes dos proposiciones.

Proposicién 3.3.2 Si X es separablemente inyectivo y existe una inmersion
i: X — ¢y, entonces X es isomorfo a cg.
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Demostracion.

Como i : X — ¢p es un isomorfismo sobre su imagen, tenemos que 7 (X) es una
copia isomorfa de X en ¢g. Por la Proposicién 3.2.4 i (X) estd complementado
en cg. Por la Proposicién 2.3.8, tenemos que ¢ (X) es isomorfo a ¢y y asi, X es
isomorfo a cy. W

Proposicién 3.3.3 Si X es separablemente inyectivo y existe un operador con-
tinuo y suprayectivo T : co — X, entonces X es isomorfo a cy.

Demostracion. B B

Sea N = kerT y considérese T : co/N — X definido como T (y) = T (y)
para toda y € ¢g. Es facil ver que T es un isomorfismo de ¢g/N en X = Por la
Proposicion 2.3.9, existe un subespacio Z de ¢y que es isomorfo a X. Por la
Proposicion 3.2.4, Z estd complementado en ¢y y por la Proposicién 2.3.8, Z es
isomorfo a cg y por consiguiente, X es isomorfo a ¢y. H

Para probar el Inverso del Teorema de Sobczyk basta hacer ver que las hipéte-
sis de cualquiera de las dos proposiciones anteriores, relativas a las transforma-
ciones que ahi aparecen, siempre se cumplen si X es separablemente inyectivo.
Por lo pronto, aceptemos el siguiente teorema que probaremos en la parte final
de este trabajo.

Teorema 3.3.4 (Teorema Principal) Sea X un espacio separablemente inyec-
tivo. FEzxisten un espacio métrico compacto K, una inmersion ¢ de X en C(K)
y > 0 tales que (2p) x| < |le(@)|| < ||z| para todo = € X. Ademds, dado
eg > 0 existe un subespacio Y de C (K), isomorfo a cy, tal que para cada x € X
existe y € Y que satisface ||t (x) — y|| < €0 ||e (z)]].

Con la ayuda de este teorema probaremos el siguiente teorema que, por la
proposicién anterior, tiene por corolario al Inverso del Teorema de Sobczyk

Teorema 3.3.5 5i X es separablemente inyectivo, entonces existe un operador
continuo y suprayectivo T : cg — X.

Demostracion.

Supongamos que X es separablemente inyectivo y que X € 73; . Con la
notacién de la proposicién anterior, escojamos 0 < €5 < % suficientemente pequena
para que 2uyeg < 5. Tenemos: [lof| < 1y |7 <2p. Ast, d(X, (X)) < 24,
donde d es la distancia de Banach-Mazur. De la Proposicién 3.2.13 tenemos que
L(X) € Py

Sea P : C'(K) — ¢(X) una proyeccién continua sobre ¢ (X), talque ||P||
2uy. Definimos @ = Ply. Dado z € X, existe y € Y tal que ||t (z) — y|
elle (x)||. Entonces,

1@ (y) —¢(@)| = 1P (y) = P ()] <[Py = (@)l <
[Pl €olle (@)l < 2pveo e (z)l < ; e ()] -

<
<
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Afirmamos que Q* : ¢ (X)" — Y™ es un isomorfismo sobre su imagen. Para
hacer ver esto, basta probar que existe 7 > 0 tal que ||Q* (2*)|| > r ||2*|| para todo
z* € 1(X)" (Proposicién 1.4.5) ; lo cual es equivalente a probar ||Q* (2*)|| > r

si ||z*|]| = 1. Para esto ultimo, demostraremos que para cada z* € ¢ (X)*, con
l*]] = 1, existe y # 0 en Y tal que [|Q* (™) ()]l = g Iyl -
Sea z* € +(X)*, con ||z*|| = 1. Como ||z*|| = sup |2*(¢(2))] = 1, existe

l[(z)]1=1
z € X tal que [t ()| =1y |2 (¢(2))] > 3.
Por lo anterior, también existe y € Y tal que [|Q (y) — ¢ (2)|| < & [lc (z)]| = 3;
de donde,

2 Q) — @) < 111Q ) — @] = Q) — (@) < =

2
Ademds, ||t (z) —y|| < et (z)] < 3, ¥ esto implica 0 < ||y|| < 2, por lo que
{ly|| < 1. Por tanto,

Q% (z%) ()] = 12" (Q )] = [2"(Q(y) — ¢ () + 2" (¢ (2))]
1 1
2 |2 (@)l =17 (Qy — (@)l > > &yl
Ast, @ ()] > & si ]|*] = 1.

Tenemos entonces que Q* : ¢ (X)* — Y* es un isomorfismo sobre su imagen y
por tanto, @ : Y — ¢ (X) es un operador continuo y suprayectivo (Proposicién
1.4.6). El operador lineal T = 1~!'oQ : Y — X es suprayectivo y continuo. Por ser
Y isomorfo a cg, obtenemos el resultado buscado: existe un operador suprayectivo
y continuo de cg en X. W

Corolario 3.3.6 (Inverso del Teorema de Sobczyk). Si X es separablemente in-
yectivo, entonces X es isomorfo a cg.

3.4 Lema de aproximacion

Definition 1 Para un conjunto A definimos la funcion caracteristica x4 : A —
{0,1} asociada a A como

lsizeA

Xa (@) = i :
Osiz¢g A

El Lema de aproximacién que presentamos es parte esencial en la prueba del
Teorema Principal (3.3.4).



3.4 LEMA DE APROXIMACION 45

Lema 3.4.1 Sea F' un espacio métrico compacto tal que existe una sucesion {C;}
de conjuntos finitos, no vacios, y una coleccion

A={A(a1,a2,....,an) :n>1,a; € C; para 1 <i<n}

de subconjuntos, no necesariamente distintos del vacio, abiertos y cerrados de F,
etiquetados con n-adas, de tamanos variables, pertenecientes a Cqp X ... X Cp, que
cumplen las siguientes condiciones:

a) F= A(ar).
a1€Ct
b) Paran > 1 se satisface

Alar,ag,...,an) = U Al(ar,a,...,an, any1) -

an4+1€Cn+1

Por tanto, A(a1,az,...,an,ant1) C A(ar,az,...,ayn) para todo a4y € C.

c) Ala) N A(d)) = 0 siay # a}. Sin > 1y apne1 # a,,, entonces
A(a1,a2, ..., an, ant1) N A (al, as, ..., ay, a;L_H) = 0.

d) A es una base para la topologia de F.

Sea n un ordinal numerable, y sea G, un subconjunto de F' para cada o <1 .
Supongamos que para cada o < existe una sucesion (AY), C A tal que

e) Sii+# j, entonces AF N AY = 0.

f)Sig<a,ij>1 yA?ﬂAf#(Z), entonces A’f C Af.

q) Af NGy =0 para todo 3 < a.

Sean

v y e C(F):y es constante en cada conjunto

Ky=ANGy, 511 >1ya<n

y x(0) € C(F) tal que sup {oscx (0):0 € K*} < r. Entonces, ||z —y| < r
e

para alguna y € Y .

Damos algunas propiedades de los miembros de A que nos servirdn en el
desarrollo de la prueba del lema, cada una de éstas se enuncia e inmediatamente
es probada. Las primeras 5 propiedades no usan las hipétesis e), f) y g).

1. A(ay,ag,...,an) = A(d),dh,...;al) si (a1,az,...,an) = (a},dh,...;a),) y
A (a1, a2, ...,an) N A(d), ab,...ial) =0 si (a1, a9, ...,an) # (ay,db, ..., al)
Si m = 1 el resultado se sigue de la primera parte de c¢). Supongamos que

n > 1, (a1,a2,...,a,) # (a},ab,...,a,) y 1 < i, < n es el primer indice tal
! . L7 / / / _ / !/ !/
que a;, # aj; asf, A(ay,ay,...,a,) = A(al,ag,...,aio,aioﬂ,..,an) por b)

tenemos: A (a1, ag,...,an) C A(a1,az,...,an—1) C -+ C A(a1,a2,...,ai,) ¥

A(a},dh,...,a,) C A(d),ah,...,al,_y) C--- C A(d},dh,...,a) ) = A(a,az, ey ).

10
Sabemos por ¢) que A (ai,az,...,ai,) N A(a/l,aé,...,aéo) = (); por tanto,
Alay,ag,...;an) N A(d),dby,...;al) =10
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. Si m > n, entonces A (ay,ag, .. ,am) C A(dy,dh,...,al) si (a1, a9, ...,an)
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Sl

(ay,dh,...;al) vy A(ar,az,...,am) N A(a),ab,...;a)) = 0 si (a1,az,...,a,)
(ay,dh,...,al).
FEl caso n = m ya se analizé en la propiedad 1; supongamos m > n.

De la hipdétesis b) se sigue: A (aq,aq,...,am) C A(al,ag, ey ), ¥ pOT la
Propiedad 1 tenemos: A (ay,as,...,a,) = A (a'l,az,. ) i(ay,ag,...,an) =

7
(ay,dhy,...;al) y A(ai,az,...,an) ﬂA(al,a2,. Lap) = 51 (a1, a2, ...,an) #
(a},dl,...,al); de donde, A (a1, ag, ..., am) C (a’l al, ...,al) si (al,ag, ,p)
(ay,dh,...;al) vy A(ai,az,...,am) N A(d),ab,...,al,) = 0 si (al,aQ,.. n) #
(ay,dh,...,al).

. Las funciones caracteristicas de los elementos de .4, son elementos de C (F).

Sea B un abierto en R, entonces x, A( B) es alguno de los siguientes

ai,az,.. aan) (
conjuntos 0, F, F — A(a1,as,...,a,) 0 A(a,az,...,a,) y todos estos son
abiertos de F' porque A (a1, ag, ..., a,) es abierto y cerrado de F' por hipétesis.

. La caracteristica x 4, con A € A, es constante en todos los conjuntos A$* ex-

cepto en un nimero finito de ellos. Lo mismo sucede entonces para cualquier
combinacién lineal de dichas caracteristicas

Supongamos que X 4 no es constante en AY. Por lo anterior, hay 3 posibili-
dades: ANAY =0, A C A o bien, A C A¢. En los primeros dos casos x 4
es constante A, que es contradictorio con la hipétesis. Asi, A C A$ y por
la propiedad b) tenemos que si A = A (aq,...,a,), entonces A sélo puede
estar contenido propiamente en una cantidad finita de elementos de A, a

saber: A (ay,...,an—1), -+, A(a1).

. El slgebra generada por las funciones caracteristicas de los elementos de

A coincide con el subespacio generado por dichas funciones. La funcién
constante 1 pertenece a dicha dlgebra y ésta separa puntos de X . Por tanto,
el subespacio generado por las funciones caracteristicas de los elementos de

A es denso en C (F)

Sean A = A(aq,...,a,) y A" = A(d},dl,...,al,). Supongamos m > n, por
b) tenemos: A’ C A o bien AN A’ = ) por tanto,

0 si ANA =0
za (@) si ACA

xA(0) x4 (0) =404 (0) =

De aqui se obtiene la primera afirmacién.

Como F es la unién finita de los conjuntos ajenos A (a1), con a3 € Cq, se

sigue: 1 =xp = ), Ta(q)-
a1€Cy
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Finalmente, dados 01 # 02 en F, por d), existe A (a1, ag, ..., a,) € A tal que
01 € A(ar,az,...,an) y 02 ¢ A(ai,ag,...,an); por tanto, T s(q; as,....an) (01) =
LY ZA(ay,as,....an) (02) = 0, por lo que el dlgebra separa puntos de F. En-
tonces, por el teorema de Stone-Weierstrass, el espacio lineal generado (que
coincide con la dlgebra generada) por las funciones caracteristicas de los
elementos de A es denso en F.

6. () +# Aiﬂ C Af implica 8 < a.
Si a < 3, entonces tenemos: @ # A C AJO-‘ o bien, por la hipétesis f),
A;?‘ C Aiﬂ y ninguna de estas relaciones es posible; en el primer caso por la

hipétesis e) y en el segundo porque Aiﬂ - AJ‘?‘.

7.0 # Af C A implica Af NGa=10

Por la propiedad anterior 8 < «a y por la hipétesis g) se obtiene el resultado.

Demostracion del Lema de Aproximacion.

Por la Propiedad 5 podemos demostrar el lema suponiendo que z () es una
combinacién lineal finita de funciones caracteristicas de elementos de A. El caso
general, se sigue entonces al considerar, por ejemplo, una de tales combinaciones

que diste de la funcién z (§) menos que €g = % | r— sup {oscx (0) : 0 € Kf‘}) .
i,

Supongamos entonces en el resto de la prueba que z (f) es una combinacién
lineal finita de funciones caracteristicas de elementos de A.

Por la Propiedad 4, x () es constante excepto a lo mds en una cantidad finita
de elementos de la familia {A¥ € A:i>1,a <n}. Denotemos por A?((ll)), con
1 <1 <r, dichos elementos de A .

Por comodidad, diremos que el conjunto A (aq, ..., a,) tiene (etiqueta de) lon-
gitud n y entradas a;, con 1 <7 < n.

Para cada A?((ll)) escogemos una etiqueta (ai,...,a,) que satisface A?((ll)) =

A(aq,...,apn) y con ellas formamos el conjunto J.

Sea p € N la longitud mdxima de los elementos en J, y supongamos que
C; = {agi), ...,aé?} para algin d; € N, con ¢ > 1.

Para 1 < k < p, definamos los conjuntos

fk = {ag-k) e Cy: a§-k) es la k — ésima entrada de alguna etiqueta en J }

y los conjuntos I formados por los subindices 1 < j < d}, de los elementos en fk
Para cada (i1,12,...,1m) con ix € I, 1 <k <m < p, definimos

A2 i A (@iyy ey ai,,) = AW para alguna 1 <[ <r
0

en caso contrario
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Estos conjuntos tienen las siguientes tres propiedades:

8. Eliyin,...simimi1) [ E(il,@,...,im,i;nﬂ) =0 siipq1 # i;)1+1'
9. E(i1,i2,-~~,im7im+1) C E(il,iz,-u,im)’ Por tanto, si m < n, y E(il,iz,-~~,in) # 0,
entonces E, 4, i) 7 0
La segunda afirmacion se sigue de inmediato de la primera y ésta es clara
i By ig,..imsr) = V- Supongamos
E, . = Aa(l) =A (a~ a; ,a; )
(117227~--”Lm+1) ](l) 219 ***) Plm ) Pim+41
para alguna 1 < [ < s y una etiqueta (ail, ...,aim,a,-m+1). Por la hipéte-
sis b), A (aiy, .., Qipy, Gipsy) C Alaiy, ..., ai,) y por tanto, z (f) no es con-
al
stante en A (a;,,...,a;, ), por lo que A (a;,...,a;, ) = Aj((l’)> para alguna
, , . o(!)
1 <1 < s, no necesariamente distinta de [, de donde E(;, ;,  i.) = Aj(l,)
y E(il»i27~~~7imaim+l) C E(il,i2,~~~,im)'
10. Para cada A?((ll)), con | = 1,...,s, existe (i1,12,...,7m,), con 1 < m < p, tal
l .
que E(i1,i2,--~ﬂ'm) = A?((l)) y st m < p, entonces E(ihimn-,imﬂ) & E(ilvi%“-yim)
para todo imy,41 € Iy -
Escojamos (i1, ..., im) con 1 < m < p, de longitud méxima, tal que A (a;,, ..., a;,,) =
a(l)
Ajiy -
Sea Diiyig,..im) = Elirsingsim)™ U Elirjigseimiimsn) S1 L <m < py
im+1€Im+l
Diinin,.oviip) = Ll in,...rip)

En vista de que los conjuntos F
son los conjuntos D¢

i1,i2,..,im) SON abiertos y cerrados, también los

i1,i2,yim)» Y& que estos conjuntos coinciden con los E;, 4,

0 son complementos con respecto a conjuntos abiertos y cerrados de uniones finitas
de conjuntos abiertos y cerrados.

Para E(

Dy

7:177:27"-7im

_ Aa(l)

’il,’ig,...,im) - ](l)

Y D(iyig,....im) 7 O definimos la funcion y; |

i2»~~-»im) :

y — R como sigue: si Kja((ll)) = A;.X((ll)) NGaqy = (), entonces hacemos

Y(ir iz,...rim) (0) = 2 (0), en caso contrario, sea c(;, ,. .. i,,) uno de los valores toma-

D)

dos por z (6) en x (A?((l) N Ga(l)> y hagamos

Clivia iy si0 €27l (z (AW NG
Y imin) (0) _ (41,82,ees0m,) < ( 3(0) a(l))) (3‘1)
x (0) en otro caso

a(l

En cualquier caso tenemos que Y, iy, i) (0) es constante en A] (l)) NGaay) y
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|2(0) = Y .. im) (0)] <sup {osca (0) : 0 € K7} <, (3.2)

i,

debido a que la oscilacién de = en A?((ll)) N Gy s menor que 7

Veremos que y;, i,.....in,) €S constante en cada subconjunto de D;, ;, . ;..) en el
cual () es constante. S6lo es necesario comprobarlo cuando y(;, i, .. i) () estd
dado por 3.1. Sea D un subconjunto de Dy;, ;, . ;..) en el que x (0) es constante y
tomemos 01,02 € D. Supongamos que ¥, i, .in) (01) = C(iy s, ..in); €St implica
que 01 € 271 (z (A¥ N Gy)); es decir, z (01) € x (AF N Gy). Como z (01) = z (),
porque = es constante en D, tenemos x (02) € z (AF N Ga) ¥ Y(iia,...im) (02) =
Clinsin,im)+ Pl €SO Y3y o iy (01) = 2 (01) se maneja de modo similar.

Sea ¢ € Ry consideremos el conjunto C' = {0 € F' : x (0) = c}; este conjunto es
abierto y cerrado porque x (6) es continua y al ser simple, su imagen estd formada

a(i)

por puntos aislados. Como x (Aj ) N Ga> es un conjunto finito de reales, entonces

x~! <x (A?((Z)) N Ga>> es abierto y cerrado en F', al igual que su complemento

respecto a D, 4, . i), Y COMO T (0) es continua se sigue que la funcién combinada
Y(i1 iz, yim) €S cONtinua en D, G, G-
Los conjuntos D, iy . i), €On ik € Iy, 1 < k < m < p, que son distintos
del vacio, son ajenos dos a dos. En efecto, tomemos cualesquiera dos de tales
conjuntos, distintos entre si: D, i, iy C By, i) = Ay, igy s 04,,) Y
Dy dorein) € Erjoynjn) = A (@41, a4y, .5 aj,) y supongamos 1 <n <m < p. Si
(ail,aiz,...,ain) 7é (ajl,an,...,ajn),
entonces A (a;,, @iy, ..., @i,,) N A(aj,, ajy, ... a5,) = 0; en caso contrario n < m
Y Einizyeoim) © L1 goyennsingingr) Y POT consiguiente, Eiy i, i) VD1 ja,...jn) = 0.
Definamos y : F — R como

Y(i1izynsim) (0) sife Diiy g, iim)

x (0) en otro caso

Por el pérrafo anterior y (¢) estd bien definida y como cada D, j, . ;.) €8
abierto y cerrado en F'y  (0) ¥ Y(iy is,...,in,) (¢) sON continuas en F, se tiene que la
funcién combinada y (0) es continuaen F'. Y por (3.2) tenemos: |z (0) — y (0)| <sup

i,
{oscz (0): 0 € K{*} para todo 6 € F'; osea ||z —y| <7

Para ver que y € Y, sélo falta probar que y (0) es constante en los conjuntos

A‘]?‘ NGy, con a <1y j>1, que sean distintos del vacio,

Primero se probard que si x (f) es constante en Ajof, entonces también lo es
y(0). Para tal conjunto, tenemos A} # A;‘((ll)) para todo 1 < I <'s. Si AF N
Dy ig,...sim) = U para todo (i1, 2, ..., im), entonces y (0) = x (0) en AS y y(0) es
constante en AY. Si AY N D4y i) # 0, con B = Al

11,8250y8m) HOE entonces
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A?‘ C A]O.‘((ll)), ya que un conjunto debe contener al otro, segin la Propiedad 2,

y la otra contencién implica que z (f) es constante en A;‘((ll)). Afirmamos que

A(]J‘é C D(i17i2»~~-7im)7 pues A;'x N E(iingenimer) = 0 o bien A(]J‘é C Eliv iz imsr)s Y €5tO
tltimo no es posible porque sabemos que AY N D, 4, i) 7 . Como vimos
antes, Y(i, iy,....im) (0) = y (0) es constante en A

Finalmente, supongamos que A]Q‘ NGq # 0y 2 (6) no es constante en AT es

decir A7 = A;-x((ll) para alguna 1 < [ < s. Tomemos E;, ;, ;) = A como en
la Propiedad 10. Si m = p, entonces D = Ei iy,...im) = A5 ¥, por su
definicién, la funcién y (0) vale c( en todo punto de A]Q‘ N Gy; o sea ahi
es constante.

Supongamos que m < p. Se probarid que

11,52,00s0m)

i17i27~--7im)

A?ﬁGa = E(il,i2,~~~,im)

C Bl i, im)— U Ei1 i, simyimi1) =

Z"rn«&»lelmnl»l

NGy C

= D in,... im)
y entonces, por la definicién de y (0) se tiene que ésta vale ¢
punto de A]Q‘ N Gq; 0 sea ahi es constante.

De las relaciones anteriores sélo requiere prueba la siguiente:

i14i2s0nnsim) €11 todo

Elirigyim) N1 Ga C Elirigoim) = U Blivsizsimiimsa)

Z.m+1 eIerl

125000y

y ésta se sigue si probamos que G, N E| = (), lo cual es obvio si

i17i27“'aim7im+1)

Ei) jigorsimyims1) = 0- Supongamos entonces que E;, i, i imi1) = Az'ﬂ, coni > 1
y B < n. Por la eleccién de E;, 4, . ;,.) tenemos Eq i o5y C Eiis . im)

y asi, ) # Af - A?‘ ; por la Propiedad 7 concluimos A? N Go= 0, o sea,
E NGy =0. 1

ilyi2:-~~7im7im+1)

3.5 Prueba del Teorema Principal

Los titulos de las siguientes subsecciones se refieren al Teorema 3.3.4

3.5.1 Construccién del espacio métrico K

Lema 3.5.1 Sean X un espacio de Banach separable y (x5,),-; C X y (0p)724 C

X* un sistema biortogonal. Supongamos que [zp)o>; = X, y (pp)eey €S una

sucesion en X* que satisface sup |p, ()] < ||z|| < psup |, (x)] para una >0
n n

y todo x € X. Entonces, dado € > 0 existe una sucesion (1,)r, en X* con
sup |l¢, — ¥l < € ysup ||[¢,|| < 1. Para el espacio métrico compacto K =
n n
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{t,}  existe una sucesion (C;);2, de conjuntos finitos de nimeros reales, tales
que 0 (x;) € C; para todoi >1y 0 € K.

Demostracion.
Primero consideremos el caso en que ||z| =sup |p, ()| para todo z € X.

n
Entonces ||p,|| < 1paratodon>1y T : X — £ con Tx = (¢ (x),ps (), ...)
es una isometria. Podemos suponer que ¢ < 1. Como las sucesiones simples son
densas en (> (Proposicién 2.1.3), para cada n € N existe una sucesién simple

€
Tp € £ tal T, — Ty < .
T al que H T $nH on+2 (HQ’RH + 1)

n
Definase V' : (xn),2, — £ como Va, = Tpn. Six =) a;x;, entonces
i=1

a; = 0; (z) para 1 < i < ny ademds [|[Ve —Tz| <> |0; (2)|||Vr; — Tz|; de

=1
donde: ) ]
Ve —Tz|| < Sellzll = el Tz (3.3)

Entonces, para todo x =) a;z; tenemos:
i=1

1 1
(1= 1¢) el < WVl < (14 3¢) Bl (3.4

de esta tltima desigualdad se observa que V' es inyectiva y como (z,).- ; es denso
en X y £* es de Banach, entonces podemos extender V a una isometria de X
en (> de tal modo que las dos desigualdades (3.3) y (3.4) se satisfacen para todo
r € X, a la extensién también la denotamos por V. Definamos 1, () = Vz (n)
(la n-ésima entrada de Vz) para todo = € X.

Se cumple la desigualdad H(pn —EnH < i, puesto que 1, (z) = Vz(n) y
¢, (¥) =Tz (n), y obtenemos |[¢,| <1+ i Por tanto, si definimos 1,, = c),,,

-1
con ¢ = (1 + i) , obtenemos ||, || < 1y

(1497

lon = all = [ = Wall = |

€ — € —_
C)¢n<1+1>_¢n :C‘S"n“‘@nz_wn

€
¢n+90n_ _¢n
4

IN

c| ¢ ([l =Bull + lleull 7)

(1+9) " (G+3)

||90n - wnH <€

IA

De donde,
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Sea C; el conjunto finito formado por las entradas de la sucesién simple ¢Z;.
Entonces, ¥, (x;) = ¢(Vx;) (n) = ¢x; (n) € C;. Por el Teorema de Alaoglu y

Corolario 1.3.11, K = {t,,} es un espacio métrico compacto y si 0 € K,
entonces § = w*— liin ¥, Para una sucesion en {9, } y 0 (v;) :h;in Ve (1) :lilgn

cx; (ng) € C;, como se queria probar.
En el caso que sup |p, (z)| < ||z|| para alguna z € X, damos a X la norma

n
equivalente |||z||| =sup |¢,, (z)| y procedemos como arriba.ll
n

Teorema 3.5.2 Sea X un espacio separablemente inyectivo. FEntonces:
a) X tiene una base que encoge (xy,), con coeficientes funcionales (0,,) .
b) existen > 0 y una base (p,) de X* que satisfacen

o0 o0
Mfl Z lan| < Z anPnp
n=1 n=1

para todas las sucesiones reales (a,). En particular,

o0 o0
Do lanl S psi |[D angy,
n=1 n=1

< lan] (3.5)
n=1

=1.

¢) Se cumple
sup [, (2)] < [|lz|| < psup |, (z)],
n n

para todo x € X y existe una sucesion (v,,) C X* que satisface: sup |9, || < 1,
n

sup ¢, — ¥pll < ﬁ Ademds,
n

o0 o0 o0
207 ) anl <D antn|| <D lan] (3.6)
n=1 n=1 n=1
para todas las sucesiones reales (an). Donde como antes |3 anth,| = oo si

S an,, no converge. Ast, Y ani), converge si y solo si (a,) € (1.

Para el espacio métrico compacto K = {1}, existe una sucesion (C;);2, de
o0
conjuntos finitos de nimeros reales tales que para todo 0 = Y a;0; € K se tiene
i=1
que a; = 0 (x;) € C;i, parai=1,2,3,---. Ademds, ||0|| <1 para todo 0 € K.

Demostracion.
a) Se sigue del Corolario 3.2.15.
b) Es parte del Teorema 3.2.14.
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c) Param, n > 1sea app, =0sim #ny am, =1 si m =n. Entonces, por
b) tenemos:

|n ()] =

o0 oo
Z AmnPm (2) SZ |amnl [|]| = =]
m=1 m=1

para todo x € X; por tanto, sup |p,, ()] < [|z].
n

o0
Sean € >0y xz € X . Existe p € X* con ¢ =) anyp, para alguna sucesiéon

n=1

o0
n=1°

— 1y |le| — € < ¢ @)]. Por

00
Z angpn

n=1

de escalarares (ay) tal que ||| =

b) > lan| <py

n=1

]l — e <

Z anep (2)
n=1

de donde, ||z|| < psup |g, (2)]
n

[e’e)
<Y lanl sup |, ()] < prsup [, ()]
n—1 n n

Con esto tenemos que (¢,,) cumple con las hipétesis del lema anterior y por
consiguiente, si fijamos 0 < ¢y < ﬁ podemos obtener: una sucesion (1,,) en X*
tal que sup ||, — ¥, || < €, sup ||¢,,|| < 1 para todo n > 1y una sucesion (C;);2,
de conjurltos finitos de nimeros reales tales que 0 (x;) € C;,sii > 1y 0 € K,
donde K = mw*. De esto ultimo se sigue la primera afirmacién sobre K. Para
probar la tltima, sean § € K y € > 0, entonces existe z € X tal que ||z =1y
|10]] — € < |0 (x)]. Por la w*—densidad de {¢,,}°7, en K, existe m € N tal que

n=1
10 (2)] = [ ()] <10 (2) = ¢y, (2)] < e As,
10]] — € <10 ()] < €+ ([, (2)| < €e+1,

puesto que [[1,, ]| < 1, por tanto ||f|| < 2e¢+ 1y como € es arbitraria tenemos que
0] < 1.
Si (ay,) es una sucesién real, entonces es claro que

HZ‘Wn < lanl [l <3 lanl.

Entonces, ) ani),, es absolutamente convergente, y por consiguiente convergente,
si (an) € 01
Finalmente, sea h, = ¢,, — 1,, para cada n > 1. De (3.5) obtenemos

" Janl < 30 an O+ )| < || anta| + |[D anv,
Y lanl < €0 Y lanl + || ant

Asi,

I
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o sea,
Y Janl = 0> lanl < [ ants,

Como €y < ﬁ, obtenemos: (211) " |an| < I3 ant,|l. En particular, si

> ani,, converge, entonces (a,) € (1. W

*

El espacio métrico compacto K = {t,,}  del teorema anterior es el que
tomaremos para probar el Teorema Principal.

3.5.2 Construccién de la inmersién ¢ : X — C'(K)

Lema 3.5.3 Supongamos que X es un espacio separablemente inyectivo. Sean

(zn) la base de X que encoge, con coeficientes funcionales (0,), K = {0, ) el
espacio métrico compacto y (C;)ic, la sucesion de conjuntos finitos de nimeros
reales del teorema anterior. Definimos los conjuntos

Alar,ag,...;an) ={0 € K : 0 (x;) = a;,1 <i<mn}.

Donde a; € C; para 1 <i<nyn>1.

Entonces,

a) Cada A(ay,asg,...,an) es cerrado y abierto en la topologia inducida por w*
en K.

b) K= U A(a)

a1€Cq

c) A(ay,az,...,an) = U Alar,ag,...,an, any1)

an4+1€Cn+1

d) A(am) NA(a}) = 0 siay # a) ysin > 1y any1 # al,, entonces
Al(ar,az, ..., an, ane1) N A (al, as, ..., ay, a;L_H) = 0.

e) La coleccion A ={A (a1,a2,...,an) :n>1, a; € C;, 1 <i<n} esuna base
para la topologia inducida por w*en K.

Es decir, se cumplen las primeras hipdtesis, hasta d), del Lema de Aproxi-
macion y por consiguiente, se tienen las propiedades 1 a 4 que aparecen en la
prueba de dicha demostracion. En particular, vale:

f) Supongamos A (ay,...,am) N A (by,...,b,) # 0, entonces
A(at,...,am) C A(by,...,by) sin < m.

Demostracion.

*

w . 2z
a) Sea 6y € A(a1,az,...,a,) , entonces existe una sucesion (0,),, en

Al(ai,az,...,an) tal que O, v Oo; esto implica: 0., (x;) — 0g (z;) para todo
i > 1. Como 0,, € A(a1,as,...,a,) para todo m > 1, tenemos: 0,, (x;) = a; para
todom > 1ycadal <i<n.Asi,0y(x;) =a;si1 <i<nybyec A(ay,a,..,a);
es decir, A (a1, as, ..., an) es w*—cerrado.

Por otro lado, sean 0y € A(ai,as,...,a,). Para 1 < i < n, escojamos
6; > 0 tal que a; es el tnico punto de C; que satisface |z — a;| < 6;. Definimos
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e=min{6; : 1 <i<n}y tomemos la w*—vecindad
V={0e€K:|0(x;)—0o(xi)] <e paral <i<n}

de 0p. Entonces, V = {0 € K : |0 (z;) — ai| < €}. Sea § € V; tenemos 0 (x;) € C;,
para todo 1 < i < n, y por la definicién de € se sigue que 0 (x;) = a; para todo
1 <i < n. Por tanto, V C A (a1, az,...,a,) vy A(a1,az,...,a,) es w*—abierto.

o0
b) Es obvio que |J A(a1) C K. Sea 6 = ) a;0; € K, por el teorema
a1€Cy =1
anterior tenemos 0 (1) = a; € C; por tanto, K C |J A(a1).
a1€Cy

c) Sea 0 € A(ay,az,...,an,ans1), entonces 0 (x;) = a;, para 1 < i <n-+1; en
particular, 0 (x;) = a; si 1 < i < n; o sea, 0 € A(ay,as,...,a,). Por otro lado,
sea 0 € A(ay,az,...,a,), como 0 € K se tiene que 0 (zp4+1) € Cpt1; por tanto,
0 € A(ar,az,....,an,ant1) con anyi = 0 (xny1). Asi, A(ar,az,...,an) = U

an+1€Ch+1
A (al, a2, ..., Ap, an+1).
d) Se sigue inmediatamente de las definiciones.
e) Sean U C K un w*—abierto y 0y € U. Entonces, existen € > 0y y1, ..., Yn €

X, cony; =Y 0 (yi) zj, 1 <i<n, tales que
i=1
{0 € K:10(yi) — 0o (yi)| <€, paral <i<n} CU.

o0
Para cada 1 < i < n existe n; > 1 tal que || > 0; (y;) z;|| < § si m > n;. Sea
j=m

N = max {n;}, afirmamos que 0y € A (a1, as,...,an) C U, donde a; = 0y (z;),
<i<n

1 <14 < N, como ahora comprobamos. Es obvio que 6y € A (a1, as,...,ayn). Por

otra parte, sea 0 € A(aq,as,...,ay). Entonces,

10 (i) — 0o (wi)l < 10— 0ol || D 0; (i) 25| <e,
j=N

ya que por el teorema anterior, ||| < 1 para todo 0 € K. Asi, A (a,a2,...,a,) C
U y por tanto, A ={A (a1, as,...,a,) :n > 1, a; € C;, 1 <i < n} esuna base para
la topologia inducida por w*en K. B

Proposicién 3.5.4 Sea X un espacio separablemente inyectivo. Escojamos (¢,,),,,

*

w>0yK={,} como en el Teorema 3.5.2. El operador lineal v : X — C (K)
definido como ¢ (x) (0) = 0 (x) para todo 0 € K satisface las siguientes desigual-
dades

B < e <ol
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para todo x € X, y por tanto, v es un isomorfismo sobre su imagen.
Si E C K C X*, diam(FE) < d, entonces oscgt(z) < 2ud|¢(z)||, donde
oscgi(x) es la oscilacion de v () en E.

Demostracién.
Observamos que ¢ (z) = Z|K por tanto, es una funcién continua en K y

||t (x)|| < ||z||. De acuerdo al Teorema 3.5.2 se tiene:

sup |, (2)] < 2] < psup |, (2)]
n n

1
Slrlzp |90n (l‘) - 77[]71 (JJ)| < Z

para todo x € X. Dados x € X y € > 0, existe n € N tal que

1B
o <|n (@)]

y
1
lo,, (x) — 1, (z)] < oM e
Entonces,
1
HLMH — € < lin (@) = () + 9 (@) < o llal + o (2)]
O sea,

1
o 171 < [ @)+ e
Ademas, como 9, € Ky ||¢ ()| =sup{|0 (x)] : 6 € K}, tenemos:
el < e @)l +
o zl| < |l (x €.

Al ser e arbitraria, concluimos: @ < |le ()]
W

Si EC K C X*ydiam (E) < d para alguna d > 0, entonces para cualesquiera
0,0' € E se tiene que

(@) (0) (@) (6)| = [0 2) 0/ @)] < |0 | o < 2pd o ()]

por tanto, oscg ¢ (z) < 2ud ||c (x)|. B
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3.5.3 Conjuntos de Szlenk

Definicién 3.5.5 Sean X un espacio de Banach separable, Bx su bola unitaria
cerrada, I' un subconjunto acotado de X* y 6 > 0. A cada ordinal o le asignamos,
por induccion transfinita, el subconjunto Fy (6) de X* definido como:

=w*

Fo(8)=T
Fot1(6) = {2* € X*: existen dos sucesiones (z;) en Fy, (8) y (2n) en Bx

w* w .
tales que 2z} — z*, 2z, = 0y h;rbn 2} (zn) > 6}
y si a es un ordinal limite, entonces

Fo(6)=(") F5(6).

B<a

Estos conjuntos Fy, (6) son llamados conjuntos de Szlenk.

Con wj denotamos al primer ordinal no numerable, y definimos
n =sup{a <w;: F, #0}.

Es claro que F,, (6) es w*—denso en F,11 (6).

Definicién 3.5.6 Sean (A, d) un espacio métrico compacto y S = (sy) una suce-
sion en el espacio C (A) de funciones reales continuas en A, que estd formada
por funciones uniformemente acotadas y que convergen puntualmente a cero.
Tomemos x € A, para cada sucesion (xy) en A que converge a x y cada sucesion
(ng) de naturales que diverge a infinito, tomamos A = lim |sp, (z)| y definimos
H (S; A;x) como el supremo de esos valores .

Lema 3.5.7 Sea 6 > 0. Con la notacién de la definicidn anterior tenemos que
el conjunto G ={x € A: H(S;A,x)> 6} es denso en ninguna parte en A.
Demostracion.

Se probard que intG = . Sea x € G y sea V una vecindad abierta de z.
Afirmamos que existe U C V abierto no vacio tal que UNG = () y por tanto V' g G.
Supongamos lo contrario, entonces existe y; € VNG, es decir H (S; A,y1) > 6 > g
y por tanto, existen 1 € V y un natural ny tales que |s,, (v1)] > § y, por la
continuidad de s,,, existe una vecindad abierta V; C V de z; tal que |sp, (y)| > g
para todo y € V5. De acuerdo a nuestra suposicién tenemos que V3 NG # (),
entonces, dado yo € V3 N G existen x9 € Vi y un natural ny > nq tales que
|8, (22)] > £y ast, existe una vecindad abierta Vo C V4 de z tal que |sp, (y)| > &
para todo y € V5. Al continuar este proceso inductivo obtenemos dos sucesiones:
una de naturales (ny) que es creciente y otra decreciente, V2> V3 D Vo D ... de
abiertos de A, no vacios, tales que |sy, (y)| > % para toda y € Vi y todo k > 1.
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S —

De la compacidad de A se sigue que existe un punto xg € () V5. Entonces,
n=1

|sn, (x0)| > g para todo k > 1, pero esto es imposible ya que sy, (xo) — 0. B

Lema 3.5.8 Sea X un espacio de Banach con dual separable X*. Supongamos
que T' es un subconjunto acotado de X*. Sea 6 > 0 y Fy (6) y n definidos como
arriba. Entonces,

a) Fy (6) es w*—compacto, para todo o > 0

b)Fy (6) D Fat1(8), para todo o > 0

¢) Fot1(6) es denso en ninguna parte en Fy (6)

d)n<wiyF,©6)#0.

Demostracion.

Observamos que como X* es separable, entonces las topologias w y w* son
metrizables en conjuntos acotados. Sea d una distancia que induce la topologia
w en By

a) Procedemos por induccién transfinita. Por el Teorema de Alaoglu, Fy (6) =

*

T es w*—compacto y Fy(6) D Fy (8) porque Fy(8) es w*—denso en Fy (8) y
Fy (6) es w*—cerrado. Supongamos que « es un ordinal y que Fy, () es w*—compacto.
Sea d una distancia que induce la topologia w* en F, (§). Tenemos Fyy1 (8) C
F, () ya que F, (6) es w*-cerrado y w*-denso en F,11 (6). Entonces, la com-
pacidad de Fi41 (6) se obtendrd si probamos que es w*—cerrado. Sea (z},),, una
sucesion en F,iq(6) que converge a z* € X* en la topologia w*. Para cada

m > 1 existen sucesiones (z%,,)o"; en Fy (), v (2mn)neq, en Bx, tales que se

w* w .
cumple 2} — 25, Zmn — 0, cuando n — 0o y 117rln 2 m (Zmn) > 6. Podemos con-

. . . !
struir sucesiones crecientes (my) y (ng) de naturales tales que d (2731,9:2*) < %,

/

1 1 w* w
d (z;’;lknk,z;’;lk) < £V d(Zmyn,,0) < . Por tanto, 2 = 25 Zmny, — 0,

I
cuando k — ooy lim 25, . (2myn,) > 0 para todo k > 1. Asi, 2* € Foy1(0) ¥
n
Fyy1(6) es cerrado.
Por tltimo si « es un ordinal limite y Fj3 (6) es w*—compacto para todo 3 < «,

entonces F, (6) = (| Fp(6) es compacto por ser un cerrado del compacto Fy (6).
B<a

b) Se sigue de que cada F, (§) es w*-cerrado y w*-denso en F, 1 (9).

c¢) Supongamos lo contrario. Existe o > 0 para el que existe un w*-cerrado
B en F, (6), con interior no vacio tal que B C F, (6). Por se X* separable,
tenemos que X* y cualquiera de sus subconjuntos es w*-separable. Sea {z}, C B
un conjunto numerable y w*-denso en B. Para cada m > 1 existen sucesiones

*

w* w
(Zhm)ney, en Fo (8) ¥ (2mn)ney en By, tales que se cumple 2, — 25, Zmn — 0,

cuando n — oo y lim 2}, (2mn) > 6.
n
Sea m; un natural tal que d (21n,,0) < 1. Supongamos construidos k naturales
ni < ... < ny tales que d (2mn,,0) < % si 1 <m < k. Existe un natural ng,; tal
que d (zmnkH,O) < k—il sil <m < k41, ya que las sucesiones (2mn),, tienden
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débilmente a 0 para todo m > 1. Mediante el proceso diagonal aplicado a la
matriz

Z1ny; “lng <lng -
Z2ny R2n3 R2ng -

Z3n3 <3ng <3ns -

construimos una sucesion (zy),, que converge débilmente a 0.
Definimos

Q () = {y* € F,(6) : existe una sucesién (y,) en Fy (0)
tal que v, = y*y Hm oy (2,) > (5}.

Afirmamos que 2}, € Q (6) para todo m > 1. En efecto, la sucesion (z},,).; en

w* ;4
Fy (6) es tal que z},, — 25 cuando n — oo, y para la subsucesion (2, )pe

(Zmnj);im de (zn),, se satisface: lim z5,,,. (2mn,) = &y por tanto, lirlgn 2t (Zmn) >
5.

Por otra parte, se puede demostrar, de manera similar a como se procedié en
el inciso a), que @ (6) es cerrado. Por consiguiente, B = {z}},~ C Q (9).

Para cada z € X la funcional Z, restringida al compacto métrico Fj (6),
pertenece al espacio de las funciones reales continuas C (F, (6)). Asi, (%), €s
una sucesion en C'(F, (0)) que converge puntualmente a 0, ya que (z,), que
converge débilmente a 0 en X. Entonces.

Q) C{y" € Fa(6): H((Zn),:Fu(6),y") = 6}
De acuerdo al lema anterior, este conjunto es denso en ninguna parte en Fy (6) y

esto contradice la contencién B = {z;';}nw C @ (6) que habiamos obtenido.

d) La familia {F, (6) # 0 : @ < w1} es decreciente y estd formada por cerrados
del espacio métrico separable (Fp,w™*), distintos entre si. De acuerdo al Teorema
del Apartado II de la Seccién 24 del Capitulo 2 de [7] {F, (6) #0: a < w1} es
numerable y por tanto, 7 = sup {a < wj : Fy (6) # 0} es un ordinal numerable, es
decir, n < wy. Sin tiene antecesor inmediato, entonces F;, # (). Supongamos que 1
es un ordinal limite. Entonces, F, (6) = (| Fp(6). Si B <1, entonces Fg (6) # 0,

B<

ya que existe § < a < n tal que Fj, (6) #n(/) y por consiguiente, Fy, (6) C Fjz(6).
Por tanto, F, (6) # 0, en vista que (Fj3(6)) 5 s una sucesién decreciente de w*-
cerrados, distintos del vacio, del w*- compacto Fy (6). B

El siguiente es un caso particular del resultado principal en [1]
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Proposiciéon 3.5.9 Sea X un espacio separablemente inyectivo y I' un subcon-
gunto de la bola unitaria de X*. Consideremos a X como subespacio de C'[0,1].
Sea P una proyeccion de C'[0,1] sobre X . Si los conjuntos de Szlenk corres-
pondientes a T' y un nimero real &6 > 0 satisfacen F, (6) # 0 para todo n > 1,
entonces eziste un subespacio Y de C'[0,1] tal que Y es isomorfo a C (w*) y la
restriccion Ply es un isomorfismo sobre su imagen.

Al proceder de manera similar a como se hizo en la prueba b)=-c) de la Proposi-
cién 3.2.3, se obtiene la siguiente versién del resultado principal de [11].

Teorema 3.5.10 Sean K un espacio métrico compacto, X un espacio de Banach
separable que contiene un subespacio Z que es isomorfo a C (K), entonces existe

un subespacio Zy C Z tal que Zy es isomorfo a C (K) y estd complementado en
X.

Proposicién 3.5.11 Sean X un espacio separablemente inyectivo y I' = {1,,} la
familia en X* construida en el Teorema 3.5.2. Para cada § > 0 existe un primer
entero Ns > 0 tal que Fyyy1(6) =0, donde F, (6), con a > 0, son los conjuntos
de Szlenk construidos para " y 6.

Demostracion.

Supongamos que F,, (§) # () para toda n > 1, entonces por la Proposicién
3.5.9 el subespacio Z = P (Y) de X (usamos la notacién de dicha proposicién)
es isomorfo a C' (w¥). Se sigue del Teorema 3.5.10 que existe un subespacio Zy
de Z isomorfo a C' (w*) y que estd complementado en X, lo cual contradice el
Teorema 3.2.8.1

Lema 3.5.12 Sea X un espacio separablemente inyectivo. Tomamos la base (xy,)
de X que encoge, con coeficientes funcionales (0y,) y constante basica M, y T =
{,} como en el Teorema 3.5.2, y A la coleccion de conjuntos A (a1,az, ..., an)
definidos en el Lema 3.5.3. Dado 6 > 0 sea N = Ns como en la Proposicion
anterior. Para 0 < k < N, tomamos los conjuntos de Szlenk Fj, = Fy, ().

a) Si 0 € F, — Fi,_1, para alguna 1 < k < N, entonces existe m = m (0) tal
que 0 € A(ay,a,...,an) y diam (A (a1, ag, ..., am) N F) <4 (M +1) 6.

b) Cada conjunto Fy, — Fy1 puede ser cubierto por una subcoleccion {Af}Z de
A, a lo mds numerable, tal que diam (Aic N Fk) <4(M+1)6.

¢) Cada A;‘”' del inciso anterior puede escogerse de manera que es maximal
entre aquellos elementos A de A que satisfacen la desigualdad diam (AN Fy) <
4(M+1)6 .

d) Cada conjunto Fy,— Fy1 puede ser cubierto por una sucesion (Af) en A, de
subconjuntos ajenos dos a dos, cada uno de los cuales satisface
diam (Af NF) <4(M+1)6y A¥ es mazimal entre aquellos elementos de A
que satisfacen la desigualdad anterior
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Demostracion
a) Supongamos que 6 € Fj — Fjy1, para alguna 1 < k < N. Entonces

o0
6 =) a;0; para una sucesién (a;);. Por la definicién de los elementos de A
i=1
tenemos que 0 € A(ay,ag,...,a,) para todo n > 1. Supongamos que no ex-
iste un natural m con la propiedad requerida, es decir, para todo n € N se
cumple diam (A (a1, ag, ..., an) N Fi) > 4(M + 1) 6. Se probara que esto lleva a
la contradiccién € € Fyyi. De acuerdo a nuestra suposicién, dado n € N ex-
iste 2} € A(a1,az,...,an) N Fy tal que ||z} — 60| > 2(M + 1) 4. Supongamos que

oo
zh =Y bpib;. Como 2z} € A(aq,aq,...,a,) se tiene: by; = a; para 1 < i < n, por
i=1

tanto,
Z:L -0 = Z (bm - ai) 01 (37)
1=n-+1
y
o0
2(M+1)6 <z =0 = > (bi—a))b; (3.8)
i=n+1
Como || > (b —a;)8;|| — 0cuando n — oo; se sigue, |(z — 0) (z)] — 0 cuando
i=n+1

n — oo para cada x € X; por tanto,

0 =w* —limz;, donde (z;;)-"; es una sucesién en Fj. (3.9)

Por la desigualdad de (3.8), existe z, = cpiz; € X, con ||z, || = 1, tal que
i=1

(o5~ 0) ()| > 5 (M 4 1)6.

o
Tomemos 2o, = Y. Cpi%; entonces
i=n+1
n n
llzon|| = ||2n— Z cnii|| < ||zn| + Z cni®i|| <1+ M
i=1 i=1
Sea z, = WZO—;D para n > 1, de lo anterior tenemos que ||z,,|| < 1y
~ (27, = 0) (20n)| _ [(2; = 0) (20)| _ 3
(25— 0) (o)) = 220 Ol 5

donde la segunda igualdad se sigue de 3.7.
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&)

Z aiei

=n

6 ~
Existe un natural ng tal que <3 si n > ng. Ademas, |0 (z,)| =

1
M+1

iof a;ti (zn)

5 o . )
<3 llznll < 5 sin > mg y de esto se sigue:

i=n-+1
|2 (Zn)| 2 (2, — 0) ()| — 10 ()| = 6 (3.10)
sin > mg.
Observamos que 0; (z,) =0 si n > i.
o0
Sea z* = Aif; un elemento de X*. Dado ¢ > 0 existe ig > 1 tal que
i=1
Z Nibill <e. ASf,
i=ig+1
fe’e) 20 0
2% Za)| = D Nl (Z)| < DNl (Z)| + || D M| <e
i=1 i=1 i=ig+1

si n > ip; de donde, w— lim (z,) = 0; esto junto con 3.10 y el hecho de que
n—oo

|Zn|| < 1 para todo n > 1, implica que 0 € Fj1, lo cual contradice la eleccién de
0.

b) Se sigue inmediatamente de a) y de que A es una coleccién a lo més nu-
merable.

c)Por b) existe una cubierta numerable {Af”' }Z cI de Fj — Fy_1 formada por
elementos de A que satisfacen diam (Aic NFy) < 4(M +1)6 para todo i € 1.
Para cada i € I, definamos la coleccién

A ={Ae A:dim(AnF) <4(M+1)6 y aF C A},

entonces todo elemento A = A(ai,...,a,) € A de longitud miima entre los
miembros de A¥ es un elemento maximal de

AP =fAe A:diam (AN Fy) <4(M +1)6},

yaquesi A (ag,...,ap) C A (all, vy a;n>, con A <a’1, oy a;n> e AF, entonces A (all,

AF y por tanto, m > n, y del inciso f) del Lema 3.5.3 obtenemos A (a1, ..., an) =
A <a1, ey am>.

d) Si Ay B son dos maximales en A*, distintos entre si, entonces AN B = ),
puesto que por el inciso f) del Lema 3.5.3, si dos elementos de A se intersectan,
entonces uno de ellos contiene al otro, pero por ser en este caso maximales, resulta

que son iguales, lo que es contrario a lo supuesto. W
Lo visto en la proposicién anterior queda resumido en una parte del siguiente
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Corolario 3.5.13 Sean X separablemente inyectivo y 6 > 0. Con la notacidn
del lema anterior, tenemos que para cada 0 < k < Ns existe una coleccion a los
mds numerable {Af}Z C A tal que

a) Fy — Frqa CU Af
i

b) diam (AF N Fy,) <4 (M +1)6

) AANAF =0 sii#j

d) Para cada k > 1, Ai-“ es un subconjunto mazximal dentro aquellos A en A
que satisfacen diam (AN Fy) <4 (M +1)6

e) Si0<h<k< N yA?ﬂA;?#@, entoncesAZhCA?.

f) {Aiv‘s} tiene una subcubierta finita de Fn, = Fny — Fns41. Ast, podemos

N, . .
suponer que {AZ- 5} es una coleccion finita.

Demostracion.

Los incisos a) b) ¢) y d) son parte de lo visto en el lema previo.

e) Como A;-‘ N A¥ =£ () se sigue de f) del Lema 3.5.3 que A} C Aé? o bien
Af C A?, pero debido a que h < k se tiene Fp C F} y de esto obtenemos:
diam (AP N F) < diam (A N F,) <4(M +1)6. Por d), Al C A;‘?.

f) Segin el lema 3.5.8, Fy = Fnx — Fy41 es w* compacto.ll

3.5.4 Construccién del subespacio Y

En lo que sigue usamos los conjuntos que a continuacion se definen usando las
notaciones del lema y corolario anteriores:
i) B?:A?ﬁFh parai>1y 1 <h < Ng,

* k—1

i) Gop = F0<:K:{¢,n} ), Gni1 =0y Gy = Fy, — (hUUBZh> para
1< k<N B

iii) K¥ = A¥N Gy parai > 1y 0 <k < N;.

Recordamos que para k = Ny la coleccién {Af} la estamos tomando finita.

Observamos que todos los conjuntos anteriores dependen finalmente del nimero
0 > 0 que se haya propuesto, por lo que al definir méds adelante el espacio
Y = {y € C (K) : y es constante en Kf} hacemos notar dicha dependencia es-
cribiendo Y.

De todos estos subespacios Y5 de C'(K), uno de ellos serd escogido como el
espacio Y del Teorema Principal; la elecciéon de § dependerd del real ¢g > 0
propuesto en dicho teorema.

Proposicién 3.5.14 Se satisfacen las siguientes propiedades:
a) G O Giy1 para todo 0 < k < Ng
Ns

b) Fo =U (Gr — G+1)
k=0
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¢) Para 1 < h < k < Nj se tiene:

G, = Fj, — (UU (AZ’% N Fk>)

h=1 i
d) Gy es w*-cerrado y, por tanto, w*-compacto

N
e) Gy — G111 U (AfﬁGk) para 0 < k < Ns. De donde, K =|JU
j k=014

(AF N Gy), es decir K = |J KF
ik

f)APNGr =0 con0<h<k<Ns.
g) diam KF < 4(M +1)6 para 0 < k < Ngs, i > 1, donde M > 0 es la
constante basica considerada en el Lema y Corolario anteriores.

Demostracion.
a) Para los valores k = 0 y Ng es obvio el resultado. Supongamos 0 < k <

k
Ns y 0 € Ggt1, entonces 0 € Fpioy C Fpy 0 ¢ UU (A?ﬂFh); por tanto,
h=11

k—1
0 € Fr— U U (AiZ ﬂFh).
h=11
N
b) Claramente |J (G — Gi41) C Fop debido a que cada G es subconjunto

de Fy. Por otro ladko,osea 0 € Fy = Gy y sea 0 < k < Ny el dltimo indice tal que
0 € Gy Asi, 0 € Gy 0 ¢ Gryi1si k< Nsy entonces 0 € G, — Ggy1. Noétese
que esto tltimo es también valido en el caso k = Ng ya que Gni1 = 0.

c¢) Como y Fj C F} tenemos

Gr = Fj— (kL_jUBf‘> Fy, — (UU Ahth )

(U)o (Lytaonon)
= F,— (,QQ (A?mFQ)

d) Por a) del Lema 3.5.3 los conjuntos A¥ son w*-cerrados y w*-abiertos en
Fy = K; de donde, Al}-” N Iy es relativamente w*-abierto en F}; por tanto, Gy
es w*-cerrado en Fj y como cada Fj es w*-compacto, tenemos que Gj es w*-
compacto.

e) Para k = Ng es obvio. Para 0 < k < Ng, tomemos 0 € Gy — Gp1 y

k-1
supongamos que 0 ¢(J (A¥ N Gy). Entonces, 0 ¢ JU (AN E,) v 0 ¢l AP,
i h=11 i
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Por otra parte, Fy — Fx11 CUJ AF, por lo que 6 ¢ Fj, — Fj.1; de donde, 0 €

k—1
Fyy1. Entonces, 0 ¢ (AfﬂGk), 0 ¢UJU (A?ﬂFh)y 0 € Fyy1; por tanto,
i h=11

k
0eFri— JU (A? N Fh) = G+1, lo que contradice la eleccién de 6.
h=11i
La ultima afirmacién en e) se sigue de lo inmediato anterior y b).

f) Para k = Ns se sigue inmediatamente de c¢). Sea k < Nsy h < k. Gy C
Fy, C Fy; por consiguiente, Gy = Fj, N Gy, y, por definicién de G, Bih NG =0 si
h < k. De estas dos observaciones obtenemos:

AnGL=A'NE,NGL=B'nGL=10

y queda probado f).

g) diam KF = diam (AF N Gy,) < diam (A¥ N F) y diam (AF N Fy,) <4 (M +1)6
de acuerdo al inciso b) del corolario anterior. B

Sean K = mw et: X — C(K) el espacio métrico compacto y la inmersién
construidos en las secciones anteriores (Teorema 3.5.2 y Proposicién 3.5.4).

Como hicimos ver en su momento, tenemos que las condiciones a) b) c)
y d) del Lema de Aproximacién se satisfacen para los elementos de la familia
A={A(a1,a2,....,an) :n>1,a; € C;, 1 <i<n} (Lema 3.5.3).

Para 6 > 0, hacemos n = Ng, donde Ns es el natural al que se refiere la
Proposicién 3.5.11, y usamos los conjuntos A? y Gy del la tdltima proposicién,
con lo que las condiciones e), f) y g) del Lema de Aproximacién son idénticas
a los incisos c), €) del Corolario 3.5.13 y al inciso f) de la Proposicién 3.5.14,
respectivamente.

En resumen,

Corolario 3.5.15 Dado un espacio separablemente inyectivo X podemos encon-
trar: una base de X, con constante bdsica M > 0, un espacio métrico compacto

K = mw , donde (1,,) es una sucesion en la bola unitaria cerrada de X*, una
familia de conjuntos A={A(a1,az2,....,ay):n>1,a;, €C;, 1 <i<n}, un real
w >0y una inmersion v : X — C(K) de tal modo que satisfacen: las hipdtesis
a) b) c) y d) del Lema de Aproximacion y las siguientes dos desigualdades

el

para todo x € X y
osc.1 (x) < 2ud o 1)

para todo v € X y E C K, con diam (F) < d.
Y dado 6 > 0, podemos encontrar un ordinal finito n = Ng y construir, a
partir de K, conjuntos Kf de tal modo que el resto de las hipdtesis del Lema
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Ns

de Aprozimacion se cumplen. Ademds, K =) KF y diam KF < 4(M + 1) 6,
k=11

para 0 < k < N. Por consiguiente,

(;(sgb(x> (0) < 8u (M +1)6]e ()

para todo x € X, 1 <k < Ng ei>1. Y de acuerdo al Lema de aproximacidn, el
subespacio

v y € C(K):y es constante en cada conjunto KF
6 pu—
sti>1yk<Ns

de C(K) tiene la siguiente propiedad: si x(0) € C(K)es una funcion tal que

SUpOSC (0) < r, entonces, existe y €Y tal que ||z —y|| <.
izk Kl

Proposicién 3.5.16 Sea § > 0. El espacio Ys del corolario anterior es un espacio
de Banach.

Demostracion.

Claramente Y es un subespacio lineal de C (K), con la norma del supremo.
Es de Banach, ya que si (y,,) es una sucesién en Y que converge uniformemente a
y en K, entonces dados 01,02 € KF, se sigue yn, (01) — v (01) ¥ yn (02) — y (02)
y por consiguiente, y (61) = y (02), lo cual implica que y € V.1

3.5.5 Conclusién de la prueba del Teorema Principal

€0
8u (M +1)
consideremos todos los elementos previamente construidos para este espacio X y
el real ¢, que fueron senalados en el iltimo corolario de la subseccién anterior; o
sea: el espacio métrico K, la inmersién ¢ : X — C (K) y el espacio Y5 . Como

para cada € X se cumple  sup osc¢(z) < 8u (M +1)||i(x)| é, entonces,
i>1,1<k<Ns KF

dado x € X, existe y en Y = Y tal que ||t (x) — y|| < €0 [|¢ ()]|

Por dltimo, sélo falta probar que Y es isomorfo a ¢y. Para esto usaremos los
siguientes hechos y resultados.

De acuerdo a la demostraciéon del Teorema 3.3.5, el espacio X es un espacio
77; ysi0<e < % es lo suficientemente pequena para que 2uvyeg < %, entonces
existe un operador lineal continuo y suprayectivo de Y en ¢ (X) y por tanto, Y es
de dimension infinita. Podemos suponer que €y cumple tales condiciones.

Dado un espacio métrico compacto @@ denotamos por Q(k) a su comjunto
derivado de orden k.

Sea X un espacio separablemente inyectivo y €9 > 0. Para 0 < § <
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Definicién 3.5.17 Para un espacio métrico, compacto y numerable QQ definimos
X (Q) como el primer ordinal x que satisface QX = ().

El siguiente resultado se prueba en [3]

Teorema 3.5.18 Sean @Q y QQ 1 dos espacios métricos, compactos y numerables.
C(Q) y C(Q1) son linealmente isomorfos si y sdélo si x (Q)* = x (Q1)”, donde w
es el primer ordinal infinito.

Corolario 3.5.19 Sea Q) un espacio métrico, compacto y numerable infinito. Si
X (Q) es finito, entonces C (Q) es isomorfo a cyp.

Demostracion.

2 < x(Q) < w. Por el teorema anterior C (Q) es isomorfo a C' ({0, 1, %, % ) =
¢y, como sabemos, ¢ es isomorfo a cg. B

Construiremos un espacio métrico, compacto y numerable infinito O tal que Y
es isométricamente isomorfo a C <é> v X <@> es finito. De donde, Y es isomorfo
a cg, segun el corolario anterior.

Sea 0 un elemento cualquiera de K. Definamos § € Y* como 0 (y) = y (6),

entonces ’5 (y)‘ =y (@) < |ly|| y asi, ‘5” < 1. La funcional § es multiplicativa,

es decir 0 <yy/> = 5(3/)@ (y,> siy,y €Y.
Sif,0' e Kf = A¥ N Gy, entonces y (0) =y <01> ya que y es constante en

~ -~ ~k
KF .o sea, 0 (y) =6 (y) y entonces hay una sola funcional §;, € Y* por cada KF.
Sea © = {/éf 0<k<N(),i> 1}. El espacio © es numerable. Como se
cumple sup §(y)’ =sup |y (0)| y K = |J K¥ (Corolario 3.5.15), tenemos
3o 9co ik

Iyl =sup ly ()] =sup [0 (y)| (3.11)
ocK 0O

para todo y € Y.

El espacio (By+, w*) es metrizable porque Y es separable. Se probard que © es
cerrado en (Y*,w*) y como © C By, entonces © es un compacto en la topologia

*
Sea (gn) una sucesion en © que converge a y* € Y* en la topologia w*; o
n

o~

sea, Oy, (y) — y* (y) para todo y € Y. Por otra parte, (9n> es una sucesién en
n

el métrico compacto K, y por tanto, existe una subsucesién (Hnj)j que converge,

digamos a 0 € K, asi, gnj (y) — y(0). Entonces, g(y) = y* (y) para todo y € Y

y como 0 € K = Kf, tenemos que 0 € Kf para alguna pareja k, ¢, y, por tanto,
ik

TS 8) y O es w*—compacto.
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Proposicién 3.5.20 Sea j:Y — C (@), definida como j (y) (55) = gf (y) =
Y (97]?), donde © tiene la topologia inducida por w*. Entonces

a) j es una isometria lineal.

b) j(Y) es una subdlgebra densa de C (@)

c) j(Y) es cerrado en C (@) y por tanto. j(Y) = C (@), es decir Y es
isométricamente isomorfo a C @) Como Y es de dimensidn infinita se tiene
que O es infinito.

Demostracion.
a) Por (3.11) j es una isometria lineal.

~ ke
b) j (Y) es una subdlgebra de C (@), ya que 6; es una funcional lineal mul-
tiplicativa. Por la definicién de Y es claro que j (Y) contiene a las funciones
~k ok o
constantes y si 0; # 0y con (i,k) # (z k ), entonces existe y € Y tal que

/H\f (y) # gff (y), es decir j (y) (5?) # j () (5?) , por tanto j (Y) es una subdl-

gebra de C' (C:)) que separa puntos; por el teorema de Stone-Weierstrass se tiene

©)
~—

c) Sea (j (yn)),, una sucesién en j (YY) que converge uniformemente a un ele-

mento z € C (@) Como (j (yn)),, es una sucesién de Cauchy tenemos que (yn)
también lo es, y por ser Y de Banach, hay una subsucesién (y,,) de (yn) que
converge, digamos a y € Y. Por ser j continua, tenemos que j (yn,) — Jj (v),

lo que implica que z = j (y); es decir, j(Y) es cerrado en C (@) y por tanto,
j(Y)=C <@). n
Al k—ésimo conjunto derivado de (@, w*) lo denotamos por O®). Como O

es infinito y w*-compacto, entonces oW # 0.
Lema 3.5.21 0% c Gy, para 0 < k < N ().

Demostracion.

Sera probado por induccién sobre k. Si k = 0, entonces y Ok = @, G, =K
y la afirmacién se cumple.

Supongamos ClUNG Gk, con 0 < k < N (8). Sea y* € O*k+1) ¢l lfmite de

una sucesion (@1) de puntos en @(k), distintos entre si. Por la hipétesis (@1)
n n

es una sucesiéon en Gi. Como Gy es compacto (Proposicién 3.5.14), existe una
subsucesién de (0),, , que podemos suponer que es ella misma, que converge a

0 € Gi. Ast, y(0,) — y(09) (/9\71 (y) — g(y)), para todo y € Y y, por consiguiente,
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v (y) = /9\(y), para todo y € Y’; es decir, y* = /H\y 0e (/}’\k M4s ain, 0 € Ggy1, ya
que si 0 € G — G411, entonces, por el inciso e) de la Proposicién 3.5.14, 0 € Af
para alguna ¢ y como Ak es w*abierto y cerrado, resulta que Ak es una vecindad
de 0 y entonces, 0,, € Ak NGy = K; k para todo n 5uﬁc1entemente grande lo cual

implica que la sucesién 9 se estaciona y esto contradice que los 9 son distintos
entre si, por tanto 6 € G.1. B

Corolario 3.5.22 OO+ — (. 4572 < X ((:)) <wyC <(:)> es isomorfo a cg.

Demostracion.

L —

Por el inciso e) de la Proposicién 3.5.14, OW®©) ¢ Ai-v((s) N Gn(s), para alguna

1 > 1; es decir, si 0 e é(N(‘S)), entonces 0 = 0 fv(é) con 0?(6) € Aﬁv(é) N Gns),
N(5)

para alguna ¢ > 1. Puesto que el nimero de conjuntos A; "’ es finito (inciso f)
del Corolario 3.5.13), se tiene el nimero de elementos distintos 01];\[(6) es también

finito, por tanto, OW(©) es finito y esto implica que OWE+) = m
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