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Prologo

El presente trabajo de tesis, tiene como propédsito principal el generar conocimiento
escrito, para los estudiantes de la licenciatura y la maestria en ingenieria mecanica. Asi
como la maestria en mecatrénica y a todo aquel estudiante, interesado en la modelacion

y simulacién cinemética de robots manipuladores.

Para poder modelar el comportamiento mecanico de sistemas articulados de multicuer-
pos rigidos, es necesario emplear métodos sistematicos que permitan, por un lado, ge-
nerar los modelos cinematicos de tales sistemas, y por otro la posibilidad de poder

desarrollar los simuladores computacionales a partir de estos modelos.

Los robots y mecanismos representados por cadenas cinematicas, han sido modelados
usando metodologfas tradicionales, como el método de Denavit-Hartenberg [8], el de
desplazamientos sucesivos[29], métodos geométricos [18] o el método del dlgebra de qua-

terniones [6, 13, 19] entre otros.

En la decada pasada, se han sistematizado y parametrizado las rotaciones de multicuer-
pos rigidos [22, 23], tanto en el plano como en el espacio. Los niimeros complejos para el
plano, ademés del algebra de quaterniones y el espacio dual quaternio, para movimientos

espaciales.

En el presente trabajo, se utiliza el algebra de quaterniones y la operacion de rotacion,

definida propiamente en este espacio vectorial, para modelar la cinematica directa e
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inversa de un robot de seis grados de libertad, de la compania CRS, modelo A465. Una
vez modelado mateméaticamente el robot manipulador CRS A465, se plantean y resuelven
los problemas cinemdticos, de manera analitica el cinemético directo y haciendo uso
de métodos numéricos para casos particulares en el cinematico inverso. Dicho modelo,
serd previamente programado, para la resolucion de los problemas cineméticos y para
poder simular, la posicion y orientacion en modelo de alambre del robot manipulador,

utilizando el software de cdlculo formal Mathematica V5.
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Resumen

En el presente trabajo de tesis, se elaboran y simulan los modelos cinematicos de un ro-
bot manipulador de seis grados de libertad, con todas sus juntas rotacionales, utilizando
el dlgebra de quaterniones y la operacién de rotacion definida en este espacio vectorial,
para obtener un modelo de la cinematica directa del robot manipulador, mediante el
uso de bases inerciales y angulos de Euler. Acto seguido se obtiene el modelo cinematico
inverso, utilizando el método del desaclopo cinematico. Despues se programan los mode-
los cinematicos, para un conjunto de datos correspondientes a distintas configuraciones,

haciendo uso del software de calculo formal Mathematica V5.



Abstract

The present text its a master thesis, for obtaining the master degree in mechanical
engineering, basically this work consist in the developed modeling and solving of the IK
& TKS problem for a rotational six degree of freedom robot arm manipulator. Applied
the quaternion algebra and the quaternion rotation function. First will be probe that
this algebra, is really a metric vector space and that can be used for modelation robot
arm kinematic’s, in a active way, that means using inertial bases. The IK & IKS problem
its modeling and solved using the mathematica v5 software. Solutions is presented in

numerical and a graphical way.

VI



CAPITULO 1

Introduccion

Actualmente el Instituto Tecnolégico Superior de Cajeme (ITESCA) cuenta con equi-
pamiento de tecnologia para las areas de electronica, robdtica y manufactura; dentro de
este equipamiento se encuentra una celda de manufactura flexible integrada entre otros
equipos por: un robot CRS A465 de 6 grados de libertad para una mesa de ensamble,
un robot CRS A465 montado sobre dos ejes de movimiento transversal y longitudinal
formando 8 grados de libertad para carga y descarga, y un robot cartesiano neumatico

para mesa de ensamble.

Para el entrenamiento de los alumnos en el manejo y programacién de robots, se hace uso
de los dos robots CRS con que cuenta el ITESCA; sin embargo este entrenamiento con-
siste basicamente, en posicionar el robot en sus diferentes configuraciones y programar
algunas tareas simples, esto se lleva a cabo, sin entender la estructura de la modelacion
matematica con la que este robot puede realizar dichas tareas. Es decir, solo se estd
aprendiendo a manipular el robot sin entender el trasfondo que esta implicado, ya que

el software de fabrica solo permite eso.

Una posible solucién a esta situacién, consiste en desarrollar y programar un modelo
cinemaético funcional, con el que los alumnos puedan comprender, como es que se confi-
guran los movimientos del robot, su velocidad traslacional y angular y sus aceleraciones.
Y que ademas se pudiese crear un simulador que permita observar los movimientos del

robot sin tener que realizarlos fisicamente.



La modelacion cinematica de n cuerpos rigidos acoplados, formando una cadena cine-
matica abierta, la cual caracteriza a un robot manipulador, requiere de representaciones
matematicas y algoritmos de solucion que puedan ser resueltos en tiempo real median-
te herramientas computacionales. En el modelo matematico se busca, que este sea un
planteamiento analitico con soluciones cerradas. Esto es posible en casos donde la ar-
quitectura del robot es sencilla y con no mas de seis grados de libertad, pero en general,
los modelos resultantes llevan a sistemas de ecuaciones no lineales, los cuales deben de
resolverse utilizando métodos numéricos, que solo nos proporcionan una aproximacion

de la solucién real.

Algunos de los métodos mas utilizados en la modelacién de robots manipuladores y
mecanismos son; El método matricial, tambien conocido como el método de Denavit-
Hartenberg [8], este método utiliza matrices de 4 x 4 para simular las rotaciones y
traslaciones de un cuerpo rigido en el espacio. El método de los desplazamientos su-
cesivos [29], se caracteriza por localizar la posicién final del mecanismo o robot mani-
pulador, calculando las rotaciones de los actuadores de cada una de las juntas de los
cuerpos rigidos. También existen otros métodos como son el método geométrico, que
generalmente se utiliza para robots con dos grados de libertad [18], y el método de los
quaterniones[6, 22, 23, 5], donde se utiliza un conjunto isomorfo a R*, el cual es la primer
extension natural del conjunto de los nimeros complejos. Este conjunto dotado de las
operaciones que se definen en la seccién 3.3, resulta ser un espacio vectorial normado.
En este espacio se definen transformaciones lineales que representan la rotacion finita de
un cuerpo rigido. Ademas, las representaciones de las rotaciones mediante quaterniones

resultan mas convenientes que aquellas que utilizan matrices [13], ya que:

= Las rotaciones sucesivas en un cuerpo rigido, pueden representarse simplemente

con la multiplicacion sucesiva de quaterniones.



= La rotacién inversa de un cuerpo rigido, se obtiene con el conjugado del quaternion
que representa la rotacion.

= Se puede obtener directamente del quaternién de rotacién, su angulo y eje de
rotacion.

= Podemos definir una transformacion lineal, que convierte al quaternion en un vec-
tor de R3.

= Solo se requiere operar con cuatro elementos en cada rotacién, en lugar de 16, que
son los que requieren las matrices de rotacion.

= No es necesario seguir una convencion, para definir las bases en cada uno de los
cuerpos rigidos que componen el robot.

= El que el modelo cinematico del robot manipulador sea consistente, no depende
de la arquitectura del robot.

= Utilizando el método del dlgebra de quaterniones, se evitan las singularidades en

la solucion del problema cinematico inverso.

Estos son algunos de los motivos principales, ademés de continuar con las lineas de
investigacion trazadas en los trabajos de tesis anteriores, por lo que la modelacion del
robot CRS A465 de la celda flexible de manufactura del Instituto Tecnolégico Superior
de Cajeme, se realiza en este trabajo utilizando el dlgebra de quaterniones, en lugar de

los métodos tradicionales.

Actualmente existen una gran variedad de trabajos realizados en la modelacién cine-
matica y dinamica de mecanismos y robots manipuladores, por ejemplo matricialmente
podemos encontrar la modelacién de los robots PUMA y SCARA, basicamente en cual-
quier libro de robética [21, 30]. Mediante algebra de quaterniones, se encuentra entre
otros el trabajo doctoral de Mario Marquez [19], que contiene la simulacién cinemética
de un robot de dos grados de libertad y del robot manimpulador PUMA siguiendo la
parametrizacién de los quaterniones sistematizada por el Dr. Luis Reyes[22, 23|, as{ tam-

bién en los trabajos previos de investigacién del ITESCA, se encuentra la modelacion



cinematica de un robot de dos grados de libertad, utilizando la rotacion y reflexién de
nimeros complejos [1, 5]. Actualmente estos métodos son los més utilizados, sin embar-
go el método de Denavit-Hartenberg, es utilizado generalmente en robots con no mas de
6 grados de libertad y con una arquitectura en particular, ya que su debilidad consiste
en las singularidades que se generan al resolver el problema cinematico inverso. Asi que,
este método no es recomendable en la modelaciéon de manipuladores redundantes, es
decir con mas de 6 grados de libertad, éstos robots manipuladores al igual que los ro-
bots paralelos, poseen una gran presicién en sus movimientos, sin embargo el problema
cinematico directo posee diversas soluciones al igual que el cinemdtico inverso [3], por
lo que se han tomado nuevas estrategias para resolver este tipo de configuraciones, por

supuesto entre estos métodos se encuentra el algebra de quaterniones.

Ademas de la modelaciéon de mecanismos y robots manipuladores, el modelado cinema-
tico y dindmico, utilizando el algebra de quaterniones ha tomado un gran auje en el
desarrollo de la representacion grafica en el plano de imagenes tridimensionales [9], ésto
es utilizado frecuentemente en problemas de robodtica movil, para categorizar objetos
reales a travez de sus trazas bidimensionales. Los quaterniones tambien son utilizados
en ciencias computacionales, para generar rasgos expresivos en animaciones tridimensio-
nales [14] donde el animar un rostro, es decir mostrar gestos expresivos, es un problema
que posee mas de 100 grados de libertad. Otra aplicacién sumamente importante, de la
modelacién cinematica y dinamica, mediante el uso del dlgebra de quaterniones, se da
en el andlisis y modelacién de partes humanas, como la columna vertebral [20], que tie-
ne como finalidad, el poder disenar implantes, semejantes al del ser humano, altamente
duraderos y que se comporten como la parte original, y en un futuro no lejano inclusive

mejor.

Asi que la finalidad principal de esta tesis, es mostrar los datos historicos sobre el
surgimiento de los quaterniones, y a su vez demostrar como este conjunto dotado de

las operaciones de suma y multiplicacion, tanto de quaterniones como de escalares por



quaterniones, es en realidad un espacio vectorial normado, sobre el que se puede construir
una operacion de rotacién, la cual servira para poder modelar las rotaciones de un cuerpo
rigido. Con esta operacién de rotacién se podran generar las ecuaciones que modelan la
cinemaética del robot manipulador CRS A465, utilizando para esto la ecuacién de lazo
del mecanismo y la rotacién de cuerpo rigido. De tal forma que el estudiante interesado
en la modelacion y simulacién de robots, puede tomar este trabajo como una guia para
introducirse a éstos temas. Por ultimo, se muestra la forma de utilizar el software de
calculo formal mathematica v5, para obtener las soluciones numéricas del modelo. Y asi

poder validar el modelo, obteniendo resultados para algunos casos en particular.



CAPITULO 2

Definicion del problema, restricciones e hipotesis

En este capitulo se define el problema, desde el punto de vista de la mecdnica, se especi-
fica que este problema hereda el cuerpo axiomatico de la mecanica cldsica, asi como sus
restricciones. Y por ultimo se comenta brevemente la diferencia existente en esta tesis, con

respecto a los trabajos realizados anteriormente.

En el presente trabajo de tesis, se pretende cumplir con los siguientes objetivos:

= Presentar una breve resena historica del surgimiento de los quaterniones.

= Demostrar que el conjunto de los quaterniones, bajo las operaciones definidas,
forma en realidad un espacio vectorial.

= Mostrar la construccién de la operacién de rotacién.

s Utilizar la ecuacién de lazo y la operacién de rotacion, para construir el modelo
de posicion.

= Generar los modelos de velocidad y aceleracion.

= Formular los problemas cinematicos directo e inverso para los modelos de posicién,
velocidad y aceleracion.

s Programar y simular en el software Mathematica V5 los modelos generados.

= Encontrar las soluciones numéricas para algunos casos especificos de los problemas

cinematicos, utilizando el software Mathematica V5.

El comportamiento mecanico de sistemas articulados de cuerpos rigidos como los robots



manipuladores y mecanismos, se deben analizar y modelar a partir del problema de la

mecanica clasica, el cual se define de la siguiente manera:

“Modelar el comportamiento mecdnico del medio que nos rodea”,

Este problema tiene asociadas las siguientes restricciones:

1.- El medio posee masa.

2.- El medio es continuo.

Por otra parte, las hipdtesis relacionadas con el problema descrito anteriormente y sus

premisas basicas son:

)

“El comportamiento mecdnico del medio, al poseer masa, satisface las leyes de Newton.’

Esto es:

1.- Ley de inercia.
2.- Leyes de equilibrio.

3.- Ley de accién y reaccion.
El medio que sera analizado y modelado en este trabajo de tesis es un sistema de cuatro
cuerpos rigidos, acoplados por juntas rotacionales y un 6rgano efector, colocado al final

del cuarto cuerpo.

El problema por solucionar en esta tesis se puede formular de la siguiente manera:

1En el sentido del uso de funciones continuas



Una vez determinada la ecuacion de lazo,

R, = Ry + R + R3 + Ry

determine los modelos cinematicos y de trayectoria del robot, tal que:

1.- Los cuerpos son rigidos.

2.- El movimiento del robot, se realiza en el espacio.

3.- Las funciones de analisis son continuas.

4.- Los cuerpos no se deforman.

5.- Los movimientos de los cuerpos son lo suficientemente lentos, para ser analizados

mediante la mecdanica clasica.

El problema por solucionar en esta tesis, es un caso particular del problema de la me-
canica clasica y, por tanto, hereda la misma hipotesis general y el sistema de premisas

bésicas.

En trabajos anteriores [1, 23|, se han sistematizado y parametrizado las rotaciones y
reflexiones de multicuerpos rigidos en el plano, esta sistematizacién es la base para
construir el dlgebra de quaterniones. Estos trabajos presentan la modelacion cinemética

de un robot de dos grados de libertad.

El alcanze de esta tesis, radica en la modelacién cinematica de un robot CRS de seis
grados de libertad, es decir, sus movimientos son espaciales. Ademés en este trabajo de
tesis se utilizaran, bases inerciales y operaciones de rotacién, para formar la base movil
a partir de la base inercial, por lo que en este trabajo de tesis, se tiene un punto de vista

activo, en términos de las bases.



CAPITULO 3

Fundamentos del algebra de quaterniones.

En el presente capitulo, se hace una breve resefia histérica del descubrimiento de los quater-
niones, comenzando desde el desarrollo y definiciéon de los nimeros complejos, para concluir
con la primer extension de éstos, los quaterniones, también se corroborarda que los qua-
terniones bajo las operaciones, definidas en este capitulo, poseen una estructura algebraica
propiamente definida, de hecho se prueba que forma un espacio vectorial normado y que con

este espacio vectorial es posible simular la rotacién finita de un cuerpo rigido.

Enseguida se describe como se construye la rotacién consecutiva de un multicuerpo rigido,
con la finalidad de aplicar estas rotaciones a la obtencién de las ecuaciones, que modelan el
comportamiento cinematico del robot manipulador CRS A465, mismo que se encuentra en
la celda flexible de manufactura de ITESCA, lo cual es uno de los objetivos principales de

este trabajo de tesis.

3.1.  El descubrimiento de los ntimeros complejos.

Como un sistema numérico, el conjunto de los niimeros reales R, posee excelentes propie-
dades: En términos modernos, podemos decir que éste es, un campo ordenado completo.
Ser un campo, significa basicamente que las operaciones elementales del aritmética -
adicion, sustraccion, multiplicacion y division de niumeros distintos de cero - son reali-

zables y satisfacen las condiciones usuales, como la conmutatividad y la asociatividad;



Que sea completo significa que se pueden tomar limites en R y estos estén nuevamente en

el campo R, ordenado quiere decir, que existe una teoria de desigualdades propiamente

definida.

Sin embargo, el campo R posee una gran deficiencia, éste no nos provee de raices cua-

dradas de ntimeros negativos como —1.

Esto ocasioné grandes dificultades en los tiempos de la Italia renacentista!, donde mate-
maticos como Del Ferro, Tartaglia y Cardano, aplicaron métodos generales para encon-
trar las raices de polinomios cuadraticos, encontrando que en algunos casos su férmula

producia aparentemente ciertos niimeros no existentes.

Por ejemplo, consideremos la ecuacién cuadratica
ar® +br+c=0
completando el trinomio cuadrado perfecto, tenemos
s b c b\°  dac—b?
O=alz"+—-2+—-|=al|lzo+—) +—75—
a a 2a 4a?

lo que nos conduce a la conocida féormula general

. —b+Vb? — 4dac

2a

para encontrar raices? de polinomios de grado 2. Si b? < 4ac entonces esta férmula, no
corresponde a ninguna raiz real x; Por lo tanto tales raices fueron rechazadas o llamadas
imaginarias, sugiriendo que solo existen en nuestra imaginacion, mas no en el mundo

real.

'Boyer & Merzbach, History of mathematics, Capitulo 15, Pag. 10-13
2Este hecho era ya conocido por los babilonios, alrededor del afio 2000 A.C
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Este fenomeno se siguié presentando, en el estudio de métodos generales para la localiza-
cién de raices de polinomios cibicos y asi consecutivamente, por lo que los matematicos
se vieron forzados a aceptar a los nimeros complejos como ttiles en lugar de esenciales

para el entendimiento de los ntimeros reales.

Alrededor de los siglos XVI, XVII y XVIII, matematicos como Bombelli, Leibniz, De
Moivre y Euler, desarrollaron grandes habilidades para la manipulacién de éstos, sin

siquiera tener una idea precisa de lo que los niimeros complejos realmente eran.

3.1.1.  La definicion de nimeros complejos.

Primeramente, Wallis, Wessel y Argand propusieron una interpretacion geométrica de los
numeros complejos, pero sus ideas fueron ignoradas. El primer matematico de renombre
en utilizar esta idea fue Gauss en 1796, en un intento de probar el teorema fundamental
del élgebra, el tomd un nimero complejo a + tb como una correspondencia de un punto
en el plano con coordenadas cartesianas a y b. Esta teoria geométrica estuvo completa

en 1815, sélo que fue publicada hasta 1831.

Cauchy® consideré estas definiciones geométricas de Gauss como intitiles, ya que como
él decia “ésta apela primeramente a nuestros sentidos en vez de a nuestra mente, y
éstos nos ayudan a ver, mas no a comprender”. En lugar de esta definicion geométrica
Cauchy propone a los nimeros complejos, como clases de equivalencia de polinomios
con coeficientes reales, tal definicién fue publicada en 1847, pero 4 habia definido ya en

1835, de una manera mas simple a los nimeros complejos como pares de ntimeros reales

3(Buvres 10, 1 Ser., 312-323
4Math. Papers 3, 3-96
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(a,b), con las operaciones:

(a,b) = (¢,d) = (a £t ¢,b+d)

(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc)

En primera instancia, esta definicion del producto parece extrana, pero si se piensa en

este par ordenado (a,b) como a + ib entonces ésto se refleja como

(a +ib)(c+ id) = (ac — bd) + i(ad + bc)

es posible determinar que esta forma de concebir a los niimeros complejos como pares

ordenados, forma un campo isomoérfo a C.

Asi los numeros complejos fueron aceptados y establecidos como parte de la matemaética.
Poco tiempo después se encontraron inesperadas aplicaciones para éstos, en la teoria
de nimeros y después formaron parte esencial del desarrollo de ciertos tépicos, de la
mecanica cuantica y la ingenieria eléctrica, no solo ayudando a resolver problemas de
estas areas, sino que ademas ayudé al entendimiento fisico de los sistemas donde éstos
se involucran, claro esta que una de las aplicaciones que ha tomado gran auge en estos
tiempos, y en la que gira en torno el presente trabajo, es en el uso de los ntimeros
complejos, para representar la rotacién y traslaciéon finita de cuerpos rigidos en dos

dimensiones.

3.1.2.  Propiedades de los nimeros complejos.

El conjunto C de los niimeros complejos, con las operaciones definidas por Hamilton,
forma un campo; los pares (z,0) forman un subcampo isomorfo a R, asi que si identifi-
camos a cada nimero real x con la pareja (z,0) podemos considerar, al campo complejo

C como una extensién del campo real R.
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Si consideramos a i como la pareja (0,1), entonces cada elemento (a,b) € C tiene la
forma x 41y con z,y € R; Esto nos muestra que C es un espacio vectorial bidimensional

sobre R, con base 1,i. La multiplicaciéon en C esta determinada por las reglas

donde ademas el nimero complejo conjugado de z = x + iy, es el nimero complejo

Z = x — 1y, que satisface

Por ultimo cabe mencionar que el campo de los niimeros complejos, no es un campo

ordenado, es decir, no se pueden establecer propiamente desigualdades.

3.2. El descubrimiento de los quaterniones

Como se ha visto, el campo C forma un sistema numérico muy conveniente, sin embargo
C es bidimensional y el mundo donde vivimos es tridimensional. Esto fue lo que motivé
a Hamilton a buscar un sistema numérico tridimensional T, el cual contuviese a R y a
C, y ademas preservara en lo posible sus propiedades. En otras palabras, asi como el
impuso una estructura de campo, isomoérfica a C, en el plano R?, buscé hacer un sistema

numérico en R3 que contuviese a C.

Resulta de cierta forma natural el como sumar y restar tripletas, sin embargo Hamilton

tuvo grandes problemas en encontrar una definicién adecuada para el producto de dos
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tripletas. Como después escribirfa a su hijo®: “Cada manana, cuando bajaba a tomar
mi desayuno, tu solias preguntarme: ‘5Y bien papd, ya puedes multiplicar tripletas?’” A
lo que siempre estuve obligado a replicar, con una triste sacudida de cabeza: ‘No, solo

puedo sumarlas y restarlas’.”

Ahora es posible observar claramente donde él fallaba. Sea T con bases 1,1, 7 donde 1,4

genera el subcampo C. El producto de 77, deberia tener la siguiente forma
1j=a-+bi+cj donde a,bce R.
Multiplicando por i y utilizando la propiedad i?> = —1, tenemos que
i%j = ai + bi® + cij

—j = (ac —b) + (c+ be)i + 7

de donde obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones
ac—b=0 a+bc=0 *=-1

del que resulta a =0,b =0y ¢ = +/—1, pero ¢ € R lo cual es una contradiccion.

A pesar de esta contradicciéon, Hamilton consideré tripletas z = (a,b,¢) = a + bi + ¢j
donde i = j2 = —1. El requeria una definicién para la multiplicacién de tripletas que
le permitiese utilizar el médulo ||z|| = va? + b% + ¢? y satisfacer la regla del producto

|zw]| = ||2]|||w]|, como en el campo C.

En el caso particular z = w, esta regla se convierte en ||2%|| = ||z||* con lo que Hamilton
encontré que

22 = (a® — b* — &) + 2abi + 2acj + 2bcij , y

SMath. Papers 3, p. XV
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[2]]> = a® + 6% + & = /(a2 + b2 + 2)2 = /(a2 — b2 — ¢2) + (2ab)? + (2ac)? + (2bc)?

asi que este caso en particular de la regla del producto se satisface si ij = 0. Hamilton
percibi6 ésto como algo® “raro e incémodo”, debido a su naturaleza. Después el noté que

2 asumi6 que ij = ji; por lo que, si el no hubiese asumido esto,

en la expansion de z
debi6 de tomar el ultimo término de la expansién como ab(ij + ji), asi que la regla se
satisface si 17 = —ji, por lo que renombré al término 45 como k y légicamente a ji como
—k. Permitiendo que ij # ji nacfa un mayor concepto, los matematicos por ejemplo,

sabian que las rotaciones no eran conmutativas, pero los niimeros no conmutativos era

algo inusual en esos tiempos.

Después de mucho esfuerzo, Hamilton encontré que £ no podia ser una combinacion lineal
de 1,7 y 7, por lo que tuvo que considerar un sistema numérico de cuatro dimensiones,
con bases 1,7, j v k. Esta solucién vino a él de manera espontanea un 16 de Octubre de
1843, mientras caminaba con su esposa en Dublin, Irlanda a la Real Academia Irlandesa,

el predijo que las ecuaciones que deberian definir la multiplicacion eran
7;2:]-2:]{2:—1,

ij=—ji=k, Jk=-kj=i, ki=—ik=]j.

Como después escribiria a su hijo: “No pude resistir el impulso, de tallar con un cuchillo
en la roca del puente de Broughan, la formula fundamental con los simbolos i,j,k :

i?=j =k =ijk=—1"

Mas tarde ese mismo dia obtuvo, un permiso para leer un reporte sobre quaterniones,

en la proxima reunién de la academia.

Sacrificando la conmutatividad, y elevando otra dimensién, Hamilton encontrd un sis-

SMath. Papers 3, 106-110
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Figura 3.1: Lapida colocada en el puente de broughan, en honor al descubrimiento
realizado por Hamilton el 16 de octubre de 1843

tema numérico que satisface todos los demés axiomas de campo, junto con la regla del
producto. Este fue un descubrimiento revolucionario, pero lamentablemente no del todo
original: En 1748 Euler”, estudiando sumas de raices cuartas, escribié ecuaciones equi-
valentes a las del producto de quaterniones y Gauss, investigando rotaciones en 1819,
escribié un manuscrito no publicado dando las formulas basicas para la multiplicacién de
quaterniones. Sin embargo Hamilton fué el primero en dar una definicién y descripcién
precisa del sistema numérico de los quaterniones, el cual se denota con el simbolo H en

su honor.

3.3. Definicion de los quaterniones.

Ahora se define de manera formal el conjunto de los quaterniones, las operaciones de

"Letter To Goldbach, 4th May, 1748
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suma y multiplicacion de quaterniones, y la multiplicacién por escalares en éste conjunto,
ademas se prueba que poseen una estructura algebraica de campo no conmutativo,
utilizando para ésto la definicion de grupo. De hecho se demuestra que este conjunto
bajo las operaciones de suma y multiplicacion por escalares forma un espacio vectorial
real, por lo que podemos definir una transformacion lineal, la cual permite transformar
los elementos de éste espacio a elementos del espacio vectorial R3, los que a su vez son
utilizados para obtener una representacion geométrica del cuerpo a modelar. Es decir,
se utilizaran a los quaterniones para rotar un cuerpo, en un espacio isomérfo a R* y
después, mediante la transformacién lineal definida previamente, se obtendran vectores

de R? que representan al cuerpo ya rotado.

Sea H = {(p1,p2,p3,p4) | P1, P2, P3,04 € R} el conjunto de los quaterniones, se definen
sobre éste, dos operaciones binarias de la siguiente manera. Sean p = (p1, p2, P3,P1)
y 4 = (q1,92,q3,q4) dos elementos del conjunto de los quaterniones H, entonces las
operaciones binarias, basadas en el descubrimiento de Hamilton, quedan definidas como:

i) Una operacion aditiva, @ : H — H definida de la siguiente manera

PPq = (1 +q.p2+qp3ta,pitaq) Ypyq €H (3.1)

ii) Y una operacién multiplicativa, ® : H — H definida mediante

PRA = (p1,p2,03,01) @ (1,42, G3,q1)
= (p1q1 — P2q2 — P393 — Paqa, P12 + P2qi + P3qs — Pags, (3.2)
P1G3 — D2qa + P31 + Daq2, P1Gs + P2qs — P3q2 + Paqr )

Vpyq € H

Esta forma de definir la multiplicacion, sin utilizar los términos 4, j, k& emerge directa-
mente de la manera en que Hamilton define las propiedades de las multiplicaciones de

los elementos de los quaterniones, de hecho se puede probar, que existe un isomorfismo
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entre estas dos formas de definir la multiplicacién, en el presente trabajo se utilizara la

forma 3.2 habitualmente.

Haciendo analogia con el espacio de los nimeros complejos, se denota como ReH, a
los elementos de H que tienen la forma (p;,0,0,0), es decir los que solo poseen parte
real. De manera similar se denota como ImH, a los elementos de H que tienen la forma

(0, p2, p3, p4) v se les conoce como quaterniones imaginarios o puros.

De manera similar que en el espacio de los nimeros complejos, se puede definir un

quaternion conjugado como:

P = (p1, —p2, —p3, —Da)

tal que
PEP=DP®P=(2p1,0,0,0) = 2Re{p}

PE—DP=-DDp=(0,2ps,2ps,2ps) = 2Im{p}
PRP=p®p=(p]+ps+p;+p;0,0,0) € Rel

donde p? + p3 + p3 + pi es el médulo de p al cuadrado, es decir, ||p||* = p? + p3 + P2 + p3,
por lo tanto p® p = p @ p = (|[p[*, 0,0,0)

A continuacién, se demuestran las siguientes propiedades, de los quaterniones conjugados

Proposicién 3.3.1 Sean p yq € H dos quaterniones, entonces:

Demostracion:
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i) Primero se demuestra la propiedad de los quaterniones conjugados, para la suma

P14 @1, P2 + @2, P3 + @3, Pa + qa)
P+ —(p2+ @), —(p3s + g3), — (P4 + q4))

P1, —P2, —P3, —Pa) D (@1, =2, —q3, —qu)

(
(
= (1 +aq,—P2— G2, —P3— G3,—Pa — Q)
(
(p1

,D2,P3,P1) B (41,92, G3, Ga)
®

I
ho]
QI

ii) Ahora se hace una demostracién similar para el producto

P® A = (p1a1—Pp202—p3d3—Paqa,p1q2-+p2q1+P394—Paqs,p1qs—p2qa+P3q1+paqz,p1qa+p2g3—p3qe+paqi)

- (pl q1—P2G2—P393—P49g4,—P192—P2G1 —P394+P49d3,—P143+P2q4—P3q1—P4q2,—P1G4—P243+D3q2 —p4q1)

= (¢1, =92, =43, —q1) @ (p1, —P2, —P3, —pa) = (¢1, G2, G3,q1) @ (P1, P2, P3, Pa)
= q®p

por lo tanto, las propiedades del conjugado de un quaternién, son similares a las que se

observan en el algebra de los niimeros complejos. |

Por ultimo se define, la multiplicacién de un quaternion por un escalar, de la siguiente

manera: Sea « € Ry p € H se denife o @ p € H como:

o e (p17p27p37p4> = (Oépl,OépQ,Oépg,Oépzl) (33)

3.3.1.  Propiedades algebraicas de los quaterniones.

Las propiedades algebraicas de este conjunto, bajo las operaciones binarias definidas

anteriormente, se muestran a continuacion.

Proposicion 3.3.2 El conjunto H forma un grupo bajo la operacion &.
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Demostracion:

i) Primero se debe mostrar que la operacién @ es asociativa en el conjunto H, es decir,
sipqyrcH=p®(qdr)=(p®q)Dr.
ASi que sean p = (p17p27p37p4)aq = (Q17CI27Q3aQ4) yr = (7’1,7"2,7’3,7“4) elementos del

conjunto H entonces la suma por ambos lados, de estos elementos es:

P (adr) = (p1,p2,ps,p1) D (41,92, G3,qa) ® (11,772,753, 74))

(P1, P2, P3,04) © (1 + 71, G2 + 72, G3 + 73, G4 +74)
(p1+qu+71,p2+Ga+ 72,03+ g3+ 73,04+ qu+74)

(1 + 1) + 71, (P2 + 2) + 72, (D3 + G3) + 73, (Pa+ 1) +74)

(P + q1,p2 + G2, 03 + q3, P4 + qa) + (71,72, 73,74))

(p®q)@r

la asociatividad de los elementos de los quaterniones es posible, ya qué por definicion

los elementos del quaternién pertenecen a los nimeros reales. Por lo que ha quedado

demostrado que la operacion @ es asociativa.

ii) A continuacién se demuestra que existe un elemento e € H tal que V p € H =

pde=edp=p. Seae=(0,0,0,0) y p= (p1,p2,ps, p4) entonces:

p be = (plap27p37p4> D (0707070) - (pl + 07p2 + O;pS + 07]74 + 0)
= (plap27p37p4):(O+p170+p2a0+p370+p4)
= e@p

por lo tanto se ha demostrado que el elemento e = 0 = (0,0,0,0) es en realidad el

elemento neutro aditivo del conjunto H bajo la operacion .

iii) Para concluir con la demostracion, se probard que para todo elemento del conjunto

H, existe un elemento inverso tal que p@p *=p '@®p=e.
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Si p = (p1, P2, p3, pa), entonces se propone al elemento p~' = (—pi, —p2, —p3, —ps) como

inverso para la operacion @, por lo que se debera probar que

POP " = (p1.02P3,pa) D (—p1, —P2, —P3, —Pa)
= (p1 —p1,p2 — P2,p3 — p3,pa — 1) = (0,0,0,0)
= (=p1+p1,—p2+ P2, —p3 + P3, —Pa + pa)
= plop
por tanto para todo elemento del conjunto H existe un inverso aditivo, p~! = —p. Asi

que finalmente se ha demostrado que la pareja (H, @) forma un grupo. W

Proposicién 3.3.3 El grupo (H, ®) es ademds un grupo conmutativo, es decir, (H, @)

es un grupo Abeliano.

Demostracion:

Que el grupo (H, @) sea conmutativo, significa que para todo elemento p,q € H implica
que p®q = q D p ésto puede verificarse sin menor problema, como es mostrado a

continuacién

P®q = (p1,p2,03.01) D (¢1,92,43,91) = (P1 + @1, P2 + @2, D3 + @3, Pa + Qu)
= (¢ +p1,q2+ p2,q3 + p3, qa + pa) = (q1, G2, G5, 1) ® (p1, D2, P3, Pa)
= q®p

nuevamente esto es posible, ya que los elementos del quaternion son ntimeros reales y se
sabe que éstos poseen la propiedad de conmutatividad. Por lo tanto la pareja (H, @) es

un grupo abeliano 6 conmutativo. |

Continuando con la demostacién de las propiedades algebraicas que posee el conjunto
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con las operaciones definidas, ahora se demuestra de manera similar que la pareja (H, ®)

tambien posee la estructura algebraica de grupo.

Proposicion 3.3.4 El conjunto H forma un grupo bajo la operacion &.

Demostracion:

i) Para que éste conjunto bajo la operaciéon ® forme un grupo, primero se debe comprobar
que se satisface la propiedad asociativa, en otras palabras, debe cumplirse lo siguiente.
Sip,qyr € H entonces p® (q®@r) = (p ® q) ® r. Con este propésito primero se

desarrollara la parte izquierda de la igualdad,

P®(@®r) = (p1,p2,p3,P4) @[(q1,42:¢3,q4) ® (11,72, 73,74)]

= (P1,P2,P3, 1) @ (@171 — GoTs — G373 — a7, G271 + Q172 — QT3 + Ga7a,
@311+ qaT2 + 13 — G2, Qa1 — G372 + Gar3 + qu74)

= P1qaT1 — P2g2T1 — P3q3T1 — PaqaTi — P2qiT2 — P1GaT2 + PaqsTe — P3qaTe
—P3q173 — P4q2r3 — P1q3T3 + P2qaT3 — PaqiT4 + P3G — P2q3Ts — P1qaT4,
P2q171 + P1GeT1 — Paqari + P3qaTt + PrqaT2 — P2qeT2 — P3q3T2 — Paqal2—
Paq1T3 + P3qaT3 — P2q3T3 — P1qaT3 + P3qiT4 + PagaTa + P1G3Ta — P2qaTs,
P3qiT1 + P4GaT1 + P1G3T1 — P2qaT1 + PaqiT2 — P3q2Te + P2q3re + P1GaT
TP1q173 — P2G2T3 — P3q3T3 — PaqaTs — P2qiT4 — P1qaTa + Paqs3Ta — P3qaTa,
PaqiT1 — P3Q2T1 + P2qg3ri + Pi1gari — P3qiT2 — PagaT2 — P1Gar2 + P2qarat
PaqiT3 + P1qaTs — Pagars + P3qars + P1qiTa — Pagara — P3GsTa — PadaTs)

por otra parte se tiene que
(Pp@a)®@r = [(p1,p2,P3,P4) @ (1,2, G3,44)] ® (11,772,773, 74)
= (P1q1 — P2@2 — P33 — Pada, P2q1 + P1G2 — Paqs + P3qa, P3G + Paga + P1gs
= —P2G4, Paq1 — P3Gz + Pags + P1qa)(T1, 72,73, 74)
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= (P1a7T1 — P2GaT1 — P3q3T1 — PaqaTi — P2qiT2 — P1GaTe + PaGsTa — P3qaTa—
P3q173 — P4G2T3 — P1qs3T3 + P2GaTs — Paq1T4 + P3GaTs — P2q3T4 — P144T4,
P2q171 + P1GeT1 — P4q3r1 + P3qaTt + P1qiT2 — P2qaT2 — P3q3T2 — Paqal2—
Paq1T3 + P3qaT3 — P2q3T3 — P1qaTs + P3qiT4 + PagaTa + P1G3ra — P2qaTs,
P3q1T1 + PagaT1 + P1Gart — P2qaTi + PaqiT2 — P3qgaT2 + P2q3re + pi1garat
+TP1G173 — P2q2r3 — P3qG3T3 — Paqal3s — P2qiTa — P1qaT4 + P4q3rs — P3qaT4,
PaqiT1 — P3Q2T1 + P2g3ri + P1gaTt — P3qiT2 — PagaT2 — P1Gar2 + P2gaTo
+p2q173 + P1G2T3 — PaqsTs + P3qars + PrqaTa — P2gaTa — P3G3T4 — PadaTa)

comparando cada una de las componentes, se tiene que ambos lados son iguales, por lo

tanto la asociatividad de quaterniones bajo la operacién ® se satisface.

ii) Ahora se debe mostrar la existencia de un elemento idéntico que pertenece al conjunto

tal que V p € H, cumple que p® e =e® p = p.

El elemento que se propone como identidad es e = (1,0,0,0), a continuacién se prueba

que tal elemento satisface la ecuacién:

p®e = (p17p27p37p4>®(1707070)
= (plaanp37p4) = (L 07070) & (plaanp3ap4)
= e®p

iii) Solé resta probar la existencia del elemento inverso, asi que ésto se muestra a con-
tinuacion: V p € H, excepto posiblemente en un nimero finito de casos, se tiene que

existe un elemento p*talque p@p l=p '@ p=-e.

Sea p = (p1,p2,P3,p4) S propone como elemento inverso aquel que tiene la forma
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1 1 =
- - — — — = ° de tal manera que
p% p% pg pi (291, P2, —Ps3, p4) el? p

P® p_l = (p17p27p37p4) ® W b (pl? —P2, —P3; _p4)

e © (P 03+ 03+ 93,0,0,0)
= (1,0,0,0)
e ® (01 p3+ Py +p3,0,0,0)

= pl®p

por lo tanto, se ha mostrado que la pareja (H, ®) también forma un grupo. W

Ademas se puede observar que este grupo es no conmutativo, por la forma en que se
define la operacién ®, ya que p ® q = (p1,p2,P3,P4) @ (¢1,42,93,91) = (P11 — P2G2 —
P393 — Paqs, P2q1 + P1G2 — Pags + P3qa, P3qi + Pagz + P1Gs — P2qa, Pagi — P3qe +P2qs +p1da) ¥
q®pP = (p1q1 —P2G2 — P3G3 — Paqs, P2q1 + P1q2 + Paqs — P3Gs, P3G — Pagz + 143+ P2qa, Paqi +

P3q2 — P2gs + p1q4) donde se puede observar que el segundo término de cada quaternién

es distinto.

Ya que se ha mostrado que los quaterniones forman un grupo abeliano bajo la operacién
suma @, y un grupo bajo la multiplicacion ®. Ahora se mostrara que el conjunto de los

quaterniones, posee de hecho la estructura algebraica de anillo.
Proposicién 3.3.5 La terna (H, &, ®), es un anillo

Demostracién:

Ya se demostro que el conjunto de los quaterniones bajo la operacion @, forma un grupo
abeliano, ademas también se demostréd que el conjunto H bajo la operacion ® forma un
grupo, por lo tanto sol6 resta mostrar que V p, q,r € H se cumple que:

) pe(q®r)=(pRq) & (pOrT)
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i) (q@r)®p=(q®p)®(r®@p)

Primero se probard i),

pPR(QPr) =

<p17p27p37p4) & ((QD 42,43, , CI4) S¥ (Tla ra, 7"3,7”4))
= (plvaap3ap4) ®(
(

Q1+ 71, G2+ T2,G3 + 73,40+ Ta)

P +71) = pa(ga +12) — ps(gs +73) — palqa +74),
pa(q +71) +p1(q2 +12) — palgs +73) + p3(qu +74),
p3(qr +71) +palqe +12) + pi(gs +73) — P2(qa + 74),
pa(qi + 1) — p3(g2 +72) + p2(gs +73) + p1(qa + 14))
= (P11 — P2g2 — P3G3 — Paqa + P71 — PaTy — D3T3 — PaTa,

P2q1 + P1G2 — Paq3 + P3qa + Pari + PiT2 — PaTs + Para,
P3q1 + Paq2 + P1G3 — P2qa + P3T1 + PaT2 + PiT3 — Pala,
P11 — P3g2 + P2Gs + P1ga + par1 — psra + pars + pira)
((P1q1 — P2g2 — P3G3 — Paqa) + (P11 — P2r2 — P3T3 — ParTa),
(P21 + P1g2 — Pags + P3as) + (par1 + prry — pars + psra),
(P3q1 + pag2 + P1gs — P2qa) + (Ps71 + para + pirs — para),
(Paq1 — p3qa + p2gs + p1Ga) + (par1 — para + pars + pi7a))
((p1q1 — P2g2 — P3G3 — Paqa), (P2q1 + P1G2 — Paq3 + P3qa),
(P3q1 + paga + P1gs — P2qa), (Paqr — P3Ga + Pags + P1qs))d
((p1r1 — par2 — pars — para), (P2r1 + pira — pars + para),
(ps71 + para + pirs — para), (par1 — psra + pars + pira))
((p1; P2, 3, P1) @ (41,42, 43, 44)) ® ((P1, P2, P3, 1) ® (r1,72,73,74))
(PRq) @ (per)

Para ii) tenemos que

25



(@@r)@p = ((q1,¢,93,9) ® (r1,72,73,74)) @ (P1, P2, D3, Pa)

= (@ +71,q2 +72,q3 + 73,01+ 74) @ (p1, P2, D3, Pa)
(p1(q1 +71) — p2(g2 +72) — p3(as +73) — palqs +14),

pa(q +71) + pi1(ga +72) + palgs + 73) — p3(qa +74),

p3(qi + 1) — palge + 72) + p1(gs + 73) + pa(qa + 74),

pa(qr +71) + ps(ge + 72) — p2gs +73) + pi(ga + r4))

= (P11 — P2g2 — P3G3 — Paqa + P71 — PaT2 — P3T3 — PaTa,
P2q1 + P1G2 + Paq3 — P3qa + Pari + PiT2 + PaTs — Para,
P3q1 — Paq2 + D143 + P2qs + P3T'L — PaT2 + P1T3 + Pary,
P1q1 + P3Gz — P2Gs + P1ga + par1 + Psra — Pars + pira)

= (P11 — P2g2 — P3G3 — Pada; P2q1 + P1Ga + Pags — P3qu,
P3q1 — PaG2 + P1G3 + Paga, Paqy + P3qa — P2q3 + P1da)D
(P11 — pare — P33 — paTa, PaTy + P12 + PaTs — Para,
P3T1 — Par2 + P173 + PaTa, Par1 + P3Ta — o'z + Piva)

= ((¢1,%2,93,94) ® (p1, 2,3, p4)) ® ((r1,72,73,74) @ (1, D2, P3, P1))

= (q@p)®(r®p)

por lo tanto se ha mostrado que la terna (H, &, ®) satisface las propiedades de distribu-
tividad, tanto por izquierda como por derecha, asi que esta terna es un anillo. De hecho
por la proposicién 3.3.4, se asegura que tal terna, es un anillo con unitario y todos los
elementos de H poseen un inverso multiplicativo, exceptuando al cero 0 = (0,0,0,0),

por lo tanto la terna (H, @, ®) es un campo no conmutativo. M

No hay que perder de vista que lo que se busca, es saber si el conjunto H forma en
realidad un espacio vectorial, bajo la suma de quaterniones definida mediante 3.1 y la
multiplicaciéon por escalares como se muestra en 3.3, por lo tanto se debe probar la

siguiente proposicion.
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Proposicién 3.3.6 La terna (H, @, e), forma un espacio vectorial real.

Demostracion:

Se demostré que la terna (H, ®,®) forma un campo no conmutativo, i.e., forma un
cuerpo. Por lo que sold resta mostrar que la multiplicacién por escalares, satisface la

propiedad distributiva, definida a continuacion:

ae(pdq)=caepdaeq YacR ypqecl

asi que desarrollando el lado izquierdo de la ecuacién anterior, tenemos:

ae(p®q) = ae((p,p2,p3,p1)© (01,92, 035 q1))
= ae(p1+q,p2+ G2, P3+ qs,Pa+ Ga)
= (alpr+ @), a(p2 + q2), a(ps + q3), (ps + qa))
= (ap1 + aqi, apy + aqe, aps + ags, aps + aqy)
= (ap1, apz, aps, aps) @ (g, age, ags, aqy)
= ae(p,p2,p3,04) D ae(q,q2,qs3 q1)
= aepPdDaeq

entonces (H, @, ) es un espacio vectorial real. |

Por lo tanto, se ha logrado el objetivo principal de este capitulo, definir el espacio
vectorial de los quaterniones. Ahora se probara que los subconjuntos de H, el conjunto
de los quaterniones reales ReH C H y el de los quaterniones imaginarios ImH C H, son
subespacios vectoriales de los quaterniones de suma importancia, ya que como se vera
méas adelante, todo quaternién se puede expresar como la suma de un quaternién real y

un quaternion imaginario.
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Proposicién 3.3.7 Sea ReH = {(p1,0,0,0)|p1 € R)} donde ReH C H es un subespacio

vectorial.

Demostracion:

i) Primero se debe demostrar que la suma de elementos del subespacio, permanece en

éste, ie., es cerrado bajo la suma.

Asi que sean p, q € ReH entonces p ® q € ReH, ésto se muestra facilmente, ya que

pEBq: (p1707070) S <q1707 070) = (pl +(J1707070) € RGH

ii) Ahora se debe mostrar, que es cerrado bajo la multiplicacién por escalares.

Sea o € R entonces o e p € ReH

aep=cae(p;,0,0,0)=(ap;,0,0,0) € ReH

por lo tanto, se ha demostrado que el subconjunto ReH es en realidad un subespacio

vectorial real. W

A continuacién, se hace lo mismo para el conjunto de los quaterniones imaginarios, que

son aquellos que solo poseen las partes imaginarias 7, j, k.

Proposicién 3.3.8 Sea ImH = {(0, p2, p3, p4)|p2, p3,ps € R)} donde ImH C H es un

subespacio vectorial.

Demostracion:
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La demostracion de esta proposicion es similar, a la demostracién de la proposicion 3.3.7

de tal manera que:

i) Primero se debe demostrar que la suma de elementos del subespacio, permanece en
éste, ie., es cerrado bajo la suma. Asi que sean p,q € ImH entonces p ¢ q € ImH, ésto

se muestra facilmente, ya que

P®q=(0,p2,p3,p1) ®(0,q2,43,q1) = (0,p2 + G2, p3 + q3, P4 + q4) € ImH.

ii) Ahora se debe mostrar, que es cerrado bajo la multiplicacién por escalares.

Sea a € R entonces v @ p € ImH

aep=aoe (Oap2>p37p4) = (07041?2’@173704174) € ImH

Por lo tanto, se ha demostrado que el subconjunto ImH es en realidad un subespacio

vectorial real. W

Nuevamente, haciendo referencia al espacio de los niimeros complejos, y sin perder de
vista el objetivo al que se quiere llegar, se define una funcién de H — R sobre el espacio
vectorial de los quaterniones de la siguiente manera:

4
(Pla) =D Putn = P1a1 + paga + P3as + pads (3.4)

n=1

Es decir, el producto punto de vectores, este producto punto de vectores es de hecho un

producto interno, como se demuestra a continuacion.

Proposicion 3.3.9 El producto de quaterniones mostrado en 3.4, es un producto in-

terno.
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Demostracion:

i) Primero se debe demostrar que el producto de la funcién definida, es en efecto un

nimero real
(p|g) € R Se cumple de la definicién de producto punto
ii) Después se prueba que este producto es conmutativo

(Pla) = YaiPnln = P11 + D2g2 + P3gs + Pads

pngn€ER para n=1,2,3,4

4
= QP1+ @pa+ @3Ps + QuPy =D, GnPn

~
propiedad conmutativa

= (alp)

iii) Enseguida, se muestra que el producto de un elemento sobre si mismo debe de ser
positivo o igual a cero. Y el caso igual a cero, se debe de presentar si y solo si el elemento

es el neutro aditivo.

4
(PIP) =D pupn=1i+05+p5+pi=|p| >0y |pll=0<p=0

n=1

iv) Solo resta mostrar que el producto interno es lineal en cada uno de sus argumentos.

(aep+fear) = 3, (ap.+ Baa)ra
= (ap1 + Bq1)r1 + (aps + Bga)ra + (aps + Bas)rs + (aps + Bau)rs
= apir1 + Bqir + apars + Bqeras + apsrs + Bqsrs + apars + fars
= apir1 + apary + apsrs + apary + Bqir + Bgare + Bqsrs + Baars
= a(piry + pare + p3rs + para) + B(@ir + qere + q3T3 + qura)
= « Zizl PnTn + 0 Zi:l GnTn
= a(p[r) + S(qlr)
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(plaeq+pBer) = S pu(ag, + Bra)
= pilaq + Br1) + pa(age + Bra) + ps(ags + Br3) + pa(aqs + Bra)
= apiq1 + Bpir1 + apaqe + Bpare + apaqs + Bpars + apaqs + Bpars
= apiq1 + ap2qz + apsqs + apsqs + Bpir1 + Bpara + Bpsrs + Opara
= a(piqi + p2g2 + p3qs + paqa) + B(prr1 + p2,2 + pars + para)
= A Puln + By Patn
= a(pla) + B(plr)

Por lo tanto se ha demostrado, que el producto punto de quaterniones, definido en 3.4,
es de hecho un producto interno. Asi que, se ha construido un espacio vectorial real, con

producto interno. W

Ademas el producto punto de quaterniones, esté relacionado directamente con el con-

cepto de modulo del quaternion mediante:

Vv (plp) = \/p% +p3 +p5+pi = |l

y un espacio vectorial con una norma y un producto interno, relacionados mediante
lpll = (p|p) se llama espacio de Hilbert, y en él se puede construir una geometria

definiendo los conceptos de dngulo y distancia.

En resumen, el conjunto Hl, con las operaciones definidas en 3.1 y 3.2 es un espacio
vectorial, y sobre éste el producto punto de vectores(quaterniones), resulta un producto
interno relacionado con la norma(mddulo), lo que genera un espacio de Hilbert o como
se conoce comunmente un espacio vectorial normado, que de ahora en adelante serd

nombrado como, el espacio vectorial de quaterniones.|[21]

3.3.2.  El espacio vectorial de los quaterniones
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Se ha construido sistematicamente el espacio vectorial de los quaterniones, asi que ahora

se puede “ hablar ” de una base en el espacio vectorial.

Definicién 3.3.1 Una base eq, es, ..., e, se dice ortonormal si sus vectores son unitarios
y ortogonales; equivalentemente, si (ejle;) = d;;, donde 0;; es la llamada delta de

Kronecker, cuyo valor es 1 sii =7 y 0 cuando i # j.

Las bases ortonormales eq, es, ..., e, tienen dos propiedades muy importantes que per-

miten operar con mucha facilidad los vectores cuando se expresan en esas bases:

a) Para cualquier base ortonormal eq,es,...,e, todo vector p se escribe en la forma
p = (ple1) ee1 + (plez) ®ex + ... + (plen) ® €,; esta expresion se conoce como desarrollo

ortonormal de p.

b) Para cualquier base ortonormal ey, es, ...,e, si p = pre1 + paes + ..ppen v 4 = qre1 +
262+ ...+ qnen, entonces (p|q) = p1g1+p2ge+...4+Pngn, s decir, en las bases ortonormales
sigue siendo vélido el procedimiento usado para calcular el producto interno, cuando los

vectores estan expresados respecto a la base candnica.

Ahora se construiran dos transformaciones, sobre dos subespacios vectoriales del espacio

vectorial de los quaterniones. De una manera muy sencilla.

Sea T, : ReH — R, una funcién definida de la siguiente manera:

Ty (p1,0,0,0) = p1 V (p1,0,0,0) € H, donde p; € R (3.5)

Sea T, : ImH — R?, una funcién definida de la siguiente manera:

Tv(07p27p37p4) = (p27p37p4) v (O’anp3ap4) € H? donde P1,P2,P3 € R (36)
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Ahora se debe demostrar que estas transformaciones son en realidad, transformaciones

lineales definidas sobre los espacios vectoriales.

Proposicion 3.3.10 Las transformaciones 3.5 y 3.6, de la parte real y la parte imagi-

naria de los quaterniones, definidas anteriormente, son transformaciones lineales

Demostracion:

Primero se demostrara 3.5, asi que; Sean p,q € ReH y o € R entonces

T.(p®aq) = Tu((p1,0,0,0) ® (a1,0,0,0))
= T.((p1 +¢1,0,0,0))
= nm+taq
= Ti((p1,0,0,0)) & Ti((41,0,0,0))
= Ti(p) ® Ti(q)

T,(caep) = T.(axe(p1,0,0,0))
= Ti((ap1,0,0,0))
= ap
= aeT((p1,0,0,0))
= aeT.(p)

de manera similar para 3.6, tenemos que; Sean r,s € ImH y o € R entonces

TV(I‘ ©® S) = TV<<07 2,73, 7“4) D (07 S2, 853, 34))
= Ty((0,72 + 52,75 4 53,74 + 54))
= (ro+ 52,73+ 83,74 + Sa)

= (7“2,7"3,7“4) + (82783784)
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= T,((0,79,73,74)) ® Ty ((0, 52, 53, 54))
= Tv(r)@Tv(S>

Ty(awer) = Ty (ae(0,79,73,74))
= T,((0,ary, ars, ary))
= (ary, ars,ary)
= a(rg,r3,74)
= aeT,((0,ry,1r3,74))
= aeT,(r)

por lo tanto, las transformaciones definidas anteriormente, son de hecho transforma-
ciones lineales entre los quaterniones reales ReH y los ntimeros reales R, y entre los

quaterniones imaginarios ImH y el espacio R? respectivamente. W

Si ademas estas transformaciones lineales son biyectivas, se habra construido un isomor-

fismo entre los espacios vectoriales, como lo enuncia la siguiente definicion.

Definicién 3.3.2 Dos espacios vectoriales reales n-dimensionales Vy, y Wy, son isomor-

fos si existe una funcion ® : V, — Wy, lineal y biyectiva.

El que la funcion sea biyectiva, nos dice que la relacién entre los espacios vectoriales
debe de ser uno a uno y sobre, ésto se cumple de manera inmediata por la forma en que

estd definida la transformacion lineal, y por tanto no serda demostrado en este trabajo.

3.3.3.  Quaterniones y vectores

~ A~

Los quaterniones (0,1), (0,]) y (0,k) generan un subespacio tridimensional

{p € H| p1 =0} = {(0,p2,p3,p4)| p1,p2,p3 € R} CH
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Como espacio vectorial, el conjunto ImH es isomorfo a R?, y sus elementos son llamados
vector quaternio. Si a su vez se identifica a R con el conjunto de los quaterniones escalares

(p1,0,0,0), entonces tenemos la descomposicién directa
H=R®ImH
esta descomposicion permite escribir cualquier quaternion en la forma
P=a+vVv

donde a € R representa la parte escalar de p y v € ImH es la parte vectorial o imaginaria

de p. Si u, v € ImH entonces su producto como quaterniones, se descompone como
uv = —(u-v)+ (uxv),
donde u-v y u x v son el producto punto y el producto cruz usuales en R?, similarmente
vu=—(v-u)+(vxu)=—(u-v)—(uxv)
asi que sumando y restando estas ecuaciones, tenemos
1 1
u-v= —§(uv+vu) y uxv= E(uv—vu)

estas ecuaciones muestran que el dlgebra vectorial de R?® puede ser interpretada en
términos de los quaterniones. Por ejemplo el producto vectorial i ><j =k corresponde al

producto de los quaterniones 75 = k.

3.3.4. Quaterniones y las rotaciones

Hamilton encontré sumamente til pensar en los niimeros complejos de médulo uno,
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como rotaciones en el plano, y el presentia que deberia existir una relacién similar entre
los quaterniones y las rotaciones en R?. En 1775 Euler® ya habia estudiado las rotaciones,
probando que la composicién de dos rotaciones es una rotacion, y una teoria completa
fue publicada ya en 1840 por Rodrigues’, pero al parecer Hamilton no estuvo al tanto
de estos desarrollos. De tal manera que su descripcién de las rotaciones, en términos
de los quaterniones, no concordaba con la forma propuesta por Euler-Rodrigues. Esto
contribuyd a la controversia sobre el status de los quaterniones, y su aplicacién durante

el siglo XIX.

Los quaterniones unitarios, es decir, aquellos que satisfacen ||p|| = 1, forman la 3-esfera

unitaria

S* = {(p1, 2. ps, ps) € H|p; + p3 +p3 + pi = 1}

como ya se sabe, éste es un grupo no abeliano, bajo la multiplicacién ®. Cada p € S?

se puede descomponer como la suma de un escalar y un vector, en la forma
p=a-+udonde a € R,u € ImH
Ya que a® + ||Jul|* = ||p|| = 1, entonces se puede decir que
a=cosp, ||ull =send
Para un tnico ¢ € [0, 7]. Ahora las transformaciones
ly:v—pv y 7“p:vr—>vp_1
ambas inducen rotaciones del plano

I, = {veRu-v =0}

8Novi Comm. Acad. Sci. Imp. Petrop. 20 (1775), 189-207
9J. de Mathématiques Pures et Appliquées 5 (1840), 380-440
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en R3 perpendicular a u a travez del angulo ¢. Desafortunadamente éstas no mapean a

R3 en sf mismo, pero su composicién
pp:lporpzrpolp:Vr—>pvp_1

que fija a u y rota a II, a travez de 2¢, es una rotacién de R? por 2¢ alrededor del eje
u. Escribiendo esto de otra manera, cualquier rotacién p de R un dngulo 6 alrededor

del vector unitario u tiene la forma

p=pp:Vpvp (3.7)

donde p =a+u con a = cos(f/2) y u = sen(f/2) et

Finalmente queda definida la rotacion mediante el uso de quaterniones, utilizando la
transformacion lineal p, esta transformacion serd utilizada en el presente trabajo para
modelar la rotacion de un cuerpo rigido, y finalmente las rotaciones consecutivas de un

multicuerpo rigido, en forma de cadena cineméatica abierta, para asi poder modelar el

brazo robotico CRS A465.

3.4. Representacién paramétrica de la rotaciéon de un cuerpo rigido.

Primero se define una base inercial e; con j = 1,2, 3,4 que son los vectores de la base

canonica en H donde

e; =(0,1,0,0) = (0,1

ey = (0,0,1,0) = (O’Ji) 58)
es = (0,0,0,1) = (0,k)

es=(1,0,0,0) = 1

aqui el ultimo elemento e4 es el elemento identico bajo la operacién ®. Ademas se define,
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una base local en cada cuerpo e;’ donde j representa al elemento de la base e i es el

cuerpo al que se hace referencia.

En seguida se definen los vectores a; € R*, donde a; es un elemento de la base cané-
nica de R?, con excepcién de ay. Obtenidos a partir de los elementos e; mediante la

transformacion lineal Ty, es decir a; = T (e;), de tal manera que:

o

a; =T,(e1) =(1,0,0) = i
az =T,(ez) = (0,1,0) = jA (3.9)
ag — Tv(e3) = (O, 0, 1) =k
ag =T,(eq) =(0,0,0) = O

Ahora se definen las rotaciones del cuerpo rigido mediante la transformacién lineal p

definida en 3.7, de la siguiente manera:

p(p;e) = (p®e®p) (3.10)

esto debido a que p~! = W e D es el elemento inverso bajo ® como se probd en la
proposiciéon 3.3.4, ademas los quaterniones que se toman para la rotacién de cuerpos
rigidos pertenecen a S3, por lo tanto tienen norma uno, es decir, ||p|| = 1. Aqui el

quaternién p representa una rotaciéon de angulo 6 € [0, nx], y posee la forma:

P = (p1. D2, P3, Pa), (3.11)

donde

0 0 0 0
P1 = COS (5) Py = sen <§> Uy p3 = sen (§> U, P4 = sen <§> U, (3.12)

son los elementos del quaternién, asociado a la rotacion 6. Una vez que se ha definido
propiamente la transformacion lineal p, se procede a identificar las posibles rotaciones

de un cuerpo rigido, representado por un cuadrado de longitud arbitraria [.
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3.4.1. Definicion de las rotaciones

Sean ap, ag, ag vectores del espacio R? localizados en uno de los vértices del cuadrado
de la figura 3.2, mediantes los cuales se puede representar la geometria de un cuerpo

rigido, como se observa en la figura 3.2:

v a; = Ty(eq)
l az = Ty (ez)
az = T,(e3)
ag = k |
R > < P2
a =1 az —j
O
P1

Figura 3.2: Definicién de las rotaciones de un cuerpo rigido, representadas mediante un
cubo de longitud arbitraria [.

donde son quaterniones, que por decirlo asi, estan “colocados” en la direccién
1,P2Y Ps3 q , 4 p )

de los vectores aj, as y ag respectivamente. Girando en ay, ( direccion i,“ o eje z”), un

angulo positivo 01, tenemos que los vectores de la base canoénica en el espacio H, pueden

ser representados mediante la ecuacion 3.10 como sigue,

ejl = p(p17ej) con j:172>3

= p1®ej®l_)1 con j:17273

donde p; tiene la forma descrita en las ecuaciones 3.11 y 3.12, solo que la rotacion

que se esta aplicando, estd en la direccion de x, asi que dos de las componentes del
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quaternion son cero, obviamente son las que estan en las direcciones de y y z, por lo que

el quaternién tiene la forma:

p1 = (p1,,p92,,0,0) = (COS (%) ,sen (%) ,0,0) (3.13)

una vez aplicada la rotacién mediante pq, es posible obtener los elementos de la nueva
base donde ya esta aplicada la rotaciéon, mediante la transformacion de los vectores
e1!,ex! v eg! del espacio H en los vectores del espacio R?® mediante la transformacion

T, como se muestra en la figura 3.3

/

P1 = p11

Figura 3.3: Representacién del cubo, despues de aplicar una rotacién 6;, a lo largo de la
direccion i, mediante el quaternion py.

Hay que tener presente que las operaciones, para efectuar las rotaciones de los vectores
que estan en el vértice del cubo, se realizan en el espacio vectorial H y posteriormente se
transforman a vectores del espacio R3. Este enfoque es distinto al utilizado por Marquez
en su tesis doctoral [19], donde se obtienen los vectores de H a partir de una transfor-
macién inversa. En este trabajo, a diferencia del enfoque tradicional, las operaciones

se llevardn a cabo en el espacio vectorial (H,®,®,e, | e]||), v los vectores resultantes
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se transformaran, mediante la funciéon T, definida por la ecuacién 3.6, para hacerlos

vectores de R3.

Ahora se toman los nuevos vectores, a;',as! v ag! que son los vectores ya rotados
mediante el quaternién p; un angulo #;, éstos se muestran en rojo mientras que los
ti t ~ t de. Y ta alol del vect !, mediant
antiguos vectores a; se muestran en verde. Y se rota a lo largo del vector az”, mediante

el quaterniéon py! un dngulo 0, € [0, nn] siguiendo la regla de la mano derecha.

De tal manera que el cuerpo rigido ya rotado un angulo #, y un angulo 6; previamente,

se observa en la figura 3.4

a;” = TV(812)

322 = Tv(ezz)

ag” = Tv(932)
P32

Figura 3.4: Representacion del cubo, despues de aplicar una segunda rotacion consecutiva
0, mediante el quaternién pyt. Que es el quaternién p, rotado por el quaternién pq
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Estos vectores ya rotados se obtienen de aplicar las rotaciones consecutivas de p; y p2’

de tal manera que éstos, poseen la forma:
e’ = p(p2'.ej') = p2' @ el © Py (3.14)

donde

P2’ = P2’ = p(P1,P2) = P1 © P2 ® P1 (3.15)

sustituyendo la ecuacion 3.15 en 3.14, se tiene

e = (P1®P2®@P1)® (P1®e€;®@P1) R (P1 ® P2 @ P1)
= P1@p2®(P1®p1) ®e;® (P1®P1) ® P2 @ Pa
= P1®Pp2®eRp2XP1 (3.16)
= (P1®Pp2) ®e; @ (p1® pa2)
= (2®e;®qeconj=1,273

donde

dz2 = P1 ® P2

de igual manera, para la tercer rotacién representada en la figura 3.5, se tiene:
Asf mismo, para obtener los vectores despues de la tercer rotacién, a lo largo de ps? un

angulo 05 € [0, n7]. Se tiene
e = p(ps”, €;”) = Ps” ® & @ b3 (3.17)

donde
ps’ = ps’ = p1 ® P2 ® p3 ® P2 @ P1 (3.18)

por lo tanto de las ecuaciones 3.17, 3.18 y simplificando como en la ecuacién 3.16, se
tiene que:

e’ =qs®e;®qz con j=1,2,3 (3.19)
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Figura 3.5: Representacion del cubo, despues de aplicar una tercer rotacién consecutiva
05 mediante el quaternién ps?.
donde
ds = P1 ® P2 ® Ps
Es decir, las rotaciones consecutivas de un cuerpo rigido, pueden obtenerse a partir de

los vectores de la base inercial, aplicando simplemente los quaterniones sobre los que

éste se rota. De tal manera que:

ej3 = p(p32ap(p21>p(p17ej>>> con j = 17273 (320)

por lo tanto, las ecuaciones 3.19 y 3.20 son equivalentes. Una vez obtenidas las ecua-
ciones para representar la rotacion consecutiva de un cuerpo rigido, se aplicard ésto a
el multicuerpo rigido que servira para representar el robot manipulador CRS A465. To-

mando en cuenta que si la rotacion se realiza sobre el eje i, el quaternion que representa
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esa rotacion tendra la forma de la ecuacion 3.13, y de igual forma las rotaciones sobre j

y k tendrén la forma:

P1 = (p117 07p31a O) - (COS (%) ,O,Sen (%) ,0) (321)
65 0o
P2 = (P15,0,0,p4,) = | cos 5 ;0,0,sen 5 (3.22)

respectivamente.
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CAPITULO 4

Generacion de las ecuaciones de posicion, velocidad y

aceleracion.

Una vez definida la operacién de rotacidn, en este capitulo se procederd a definir la arqui-
tectura del manipulador y el tipo de juntas que este posee, para asi poder definir las bases
de los cuerpos rigidos y generar la ecuacion de lazo, del mecanismo que representa al robot
manipulador CRS A465. Y obtener la ecuacién cinematica que modela matematicamente el

mecanismo propio del robot.

Con la ecuacién de posicidn, ya descrita se procede a calcular la primer y segunda derivada,
con la finalidad de tener una ecuacién de velocidad y aceleracién respectivamente, sin perder
de vista que el objetivo de este trabajo, consiste solamente en la modelacién cinematica del

robot manipulador.

4.1.  Arquitectura del robot CRS A465

El Instituto Tecnolégico Superior de Cajeme(ITESCA), cuenta con una celda flexible de
manufactura, esta a su vez posee dos robots manipuladores CRS A465, el primero consta
de ocho grados de libertad, donde dos estos grados se obtienen de la capacidad que éste
tiene para desplazarse por un plano cartesiano a lo largo de la celda de manufactura.
El segundo robot manipulador, estda fijo a una mesa de trabajo y posee 6 grados de

libertad, como se muestra en la figura 4.1, con todas sus juntas del tipo rotacional, estas
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Figura 4.1: Robot manipulador CRS A465, indicando la localizacion de las juntas de
rotacion

Figura 4.2: Robot manipulador CRS A465, indicando la localizaciéon de las juntas de
rotacion en modelo de alambre.
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rotaciones son definidas en la figura 4.2, es de hecho en este segundo manipulador en el

que se centra este trabajo de investigacién.

El robot manipulador CRS A465, consta de un controlador y una computadora que
hace uso del software Robocomm3, para su control. A su vez el robot CRS A465, es
un robot articulado y esta disenado, para manipular pequenas cargas en el espacio de
trabajo, es decir, este es en realidad un robot manipulador de uso didactico, el peso
maximo de la carga y otras especificaciones se pueden observar en la tabla 4.1, todas
sus juntas son de tipo rotacional y estdn unidas por barras, la interseccién de estas
barras se denomina junta, y es aqui donde se encuentran colocados los actuadores. Un
extremo del manipulador estd sujeto a una plataforma y el otro posee una interfaz
mecanica para conectar una herramienta, formando una cadena cinematica abierta. En
este extremo(el libre), en el que se determina la posicién del érgano terminal, asi que
cuando se mencione la posicion del manipulador, en realidad se esta haciendo referencia

a la posicién del érgano terminal.

Juntas/GDL 6
Presicién 710mm
Carga nominal | 2.0Kg

Cuadro 4.1: Especificaciones de los grados de libertad, precisién y carga maxima que
puede manipular, el robot CRS A465.

Las medidas de las longitudes de los eslabones del robot manipulador, son identificadas

con las constantes r;, y estas se especifican en la tabla 4.2:

4.1.1.  Posicion y orientacion del robot CRS A465.

La posicién del robot, como se mencion6 anteriormente es simplemente la ubicacion

de un punto en el espacio de trabajo, que es identificado por distancias (positivas o
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T | 7in
Ty | 61in
I3 12 1n
Iy 41n
I's 9
I'g 3

Cuadro 4.2: Magnitudes de los eslabones o barras del robot manipulador.

negativas), a lo largo de los ejes x,y, 2z desde el origen, este a su vez estd centrado
en la base del manipulador, es decir las coordenadas estan tomadas en términos del
manipulador. Existen diversas formas de identificar la posiciéon del robot manipulador,
sin embargo para fines préacticos en este trabajo se tomara la relativa solamente al robot

y su espacio de trabajo.

En la orientacion del 6rgano efector es posible tener una gran cantidad de variantes, es
decir, a pesar de que el érgano efector puede estar colocado en una misma posicion, este
puede tener diversas orientaciones, por ejemplo colocado hacia abajo paralelo al eje de
la z, o apuntando en direccién del eje positivo de la x, por mencionar algunas posibles

orientaciones.

La orientacién del érgano efector estd determinada mediante rotaciones (positivas o
negativas) a lo largo de los ejes z,y,z 6 ejes que son paralelos a éstos. La rotacion
alrededor del eje x se conoce como roll, en y como pitch, y por ultimo sobre z como yaw.
Esto se describe geométricamente en la figura 4.3. Por conveniencia, estos se escriben

en el siguiente orden yaw, pitch y roll.
En conclusion, una coordenada para posicionar y orientar el érgano terminal, consta de

12 términos, 3 para el vector de posicion y 9 para formar los vectores de orientacién.

Asi que esta deberd ser escrita en la forma {z,y, z,0,,0,,0,}
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4.1.2.  Clasificacion y direccion de las rotaciones

La rotacién 6, describe una rotacion positiva a lo largo del eje de la z, en términos
de la base inercial, que gira a todos los cuerpos. Las rotaciones 6y, 05 y 05, se efectuan
a lo largo del eje y en términos de la base inercial, estas rotaciones alejan al robot
de la posicién inicial. Las rotaciones 6, y 6¢ se realizan a lo largo del eje z, excepto
cuando el robot se encuentra en una posiciéon totalmente vertical, donde se presenta
un fenémemo conocido en las ciencias computacionales como glimbal luck, ya que esta
también puede categorizarse como una rotacién en z, la descripcién de estas rotaciones

se puede observar en la figura 4.1.

Entonces cuatro de las rotaciones posicionaran el érgano efector en el espacio, para ser

precisos 01, 05,05 y 05, donde a su vez 65 también sive para orientar el 6rgano efector.

Figura 4.3: Localizaciéon de los tultimos tres grados de libertad del robot manipulador
CRS A465, conocidos como yaw, pitch € roll
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Figura 4.4: En esta figura se muestra como se declaran las bases, utilizando la regla de
la mano derecha, en el robot manipulador CRS A465

4.2. Ecuaciones de posicion

Una vez dada la arquitectura del robot manipulador, se prosigue a declarar las bases y
cual sera su orientacion. En el presente trabajo se tomaran las bases como se muestra,
en la figura 4.4, se debe recordar que para la simulacién de la cinematica utilizando el
algebra de quaterniones no es necesario seguir una convencion en particular. Solo hay
que definir las bases y el eje de la rotacién. Se puede observar que en el primer cuerpo
se toma una base inercial, de tal manera que la rotacion de éste sera provocada por un

quaternién en la direccién del eje k un dngulo 6; de tal manera que los elementos a;' de
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la base del cuerpo 1, tendran la forma:
aj' = Ty(e5') = Tu(p(p1,€j)) con j=1,2,3

donde

0 0
P1= (cos 51,0, O,sené)

de la misma manera para el cuerpo 2, se tiene

aj2 - Tv(ej2) - TV(p(p27ej1>> - Tv(p(qZ)ej>> con j - 17273

donde

) 0
d2 = P1 ® P2 Y P2 = (COS§2707 —SGHEQ,())

asi mismo, para el tercer cuerpo se tiene que

aj3 - Tv(ej3) - Tv(p(p37 ej2>> - Tv(p(q?))eJ)) con j - ]-a 27 3
donde los vectores tienen la formas:

0 0
—3, 0, —sen—g, O)

Q3=P1®p2®p3yp3:(0082 i

por 1ltimo se aplican las tres rotaciones del érgano efector, dos de éstas en la direccion

del eje k y 65 en la direccién del ejej al igual que 62 y 03:

aj5 = Tv(ej5) = Tv(p(p5,ej4)) = TV(p(Q5aej)) con j=1,2,3

s = P1 P2 P3XPg
ds5 = P1 X P28 P3PPsPs
ds = P1X@P2XP3@PpsXPs Pe
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con

0 0
P4, Ps = (COS 76, 0,0, sen%)

0 0
Ps = (cos 55, 0, —sené’, O)

respectivamente.

Ahora es posible determinar una ecuacién de lazo para el robot manipulador, utilizando

Ry Rs

Rl X

Figura 4.5: Ecuacién de lazo

simplemente la regla de la mano derecha y de acuerdo con la definién de las rotaciones
y la notacién utilizada previamente, por lo que la ecuacién de lazo como se observa en

la figura 4.5, es:

R, = R, + Ry + Ry + Ry (4.1)
con

R, = (x;+m)eas!

R, = m;eas?

Ry = (zi+ms)eas’

R, = mwseas’
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y la orientacion del érgano efector o gripper es
Or = {316, 8267 8.36} (42)
con la restriccién

[Pl = [lp2ll = [[ps] = [[Pall = [[Ps]| = [[pell = 1

asi que la ecuacién de posicién 4.1 y la de orientacion del organo efector finalmente
fueron determinadas. Ahora se hara uso de esta ecuacion de lazo y la definicién de la
transformacion lineal p para obtener la ecuacion de velocidad del multicuerpo rigido a

modelar.

4.3. FEcuaciones de velocidad.

De igual manera que la ecuacion de posiciéon 4.1, la ecuacién que modela matematica-

mente la velocidad del multicuerpo rigido tendra la forma:
Vp, =WV, +V, + V35 +V, (4.3)

por lo que solo resta, derivar los términos vectoriales de la ecuacién de posicion 4.1, asi
que ésto se realiza a continuacion para los cuatro cuerpos que conforman la ecuacion.

Tomando en cuenta los efectos fisicos que se presentan en el mecanismo.

4.3.1.  Velocidad del cuerpo rigido

Primeramente se determina el vector de velocidad para el primer cuerpo, recordando que
la ecuacion a derivar es una ecuacion vectorial y ésto se debe tener presente, ademas las

juntas del robot manipulador son rotacionales y la magnitud de los cuerpos no cambia.
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Tomando en cuenta esto, se procede a calcular las derivadas:

Vi = me %[331] =reT, (%[P(pla 63)]) =reT, (%[pl Xe3z® I_)l])

0
= urloTv(p1®e3®ﬁl+M+pl®e3®m)-% (4.4)

= 2riw, o T, (P1 ®es ®P1)

o _

ésto debido a que p; ®es®@P1 y p1 ®es®@p; inducen la misma rotacién, ademés 0

w1

es la velocidad con la que gira el actuador, también conocida como velocidad angular.

Para el segundo cuerpo el calculo a realizar es muy similar,

\VQ = Iy ® %[322] =TIy ® TV (%[p(qg, ez>])
= mel, (%[(h@ez@(_lz])
= meT, (L[p1 @ p2®ex® P2 @ P1))

= me[w eT (P1AP2®e®@P2@P1)+wreTy(P1 @P2R@es ®Pa®P1) +

0
T,(p1 ® P2 @&r®@ Pz @ P1) +wa @ Tu(p1 © P2 @ €3 ® P2 @ P1)

+w; o Ty(p1 @ P2 ® €2 @ P2 @ P1)]

= 10 (2w e T (P1 ®P2®er®@P2® 1_31)1—1‘2002 .\Tv(pl R P2@ex®Pp2® 1_312

velocidad ocasionada por p1 velocidad del cuerpo 2

Se puede observar que después de simplificar, en el calculo del vector velocidad para el
segundo cuerpo, existen dos vectores. Esto debido a que el segundo eslabén del multi-
cuerpo experimenta dos velocidades, una provocada por el movimiento del cuerpo uno al
cual se encuentra unido y otra propia. Este comportamiento es esparado en lo siguientes

eslabones.

Los vectores de velocidad que caracterizan a los cuerpos subsiguientes se calculan de
una manera muy similar, a los anteriores. Por lo que este proceso, sera resumido como

se muestra a continuacion.
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Para el cuerpo 3, el vector velocidad es

Vs = 30 %[323] =1r3e T, (%[P(Q& ez)])
= m3e T, (%qs ® e2 ® qs))
= m3e T, (4£[p1 ® P2 ®Ps Qe ® Ps ® P2 @ Pu))
= 1302w @ T (P1 ® P2 ®P3 ® ez ®P3 ® P2 @ P1)+
2wy ¢ Ty(P1 ® P2 ® P ® ez ® P3 @ P2 @ P1)+
2wz @ Ty(P1 ® P2 ®Ps @ ez ® P3 @ P2 ® P1)

finalmente para el cuerpo 4, se tiene

Vy = myedlay!] =m0 T, (£[p(qs,e2)])
= myeT, (%[OM ® ez ® (_14])
= myeT, (L[p1 @ P2 @ Ps ®Ps® ez ®Ps®P3 @ P2 ® P1])
= mye[2w; e Ty (P QP2 @ P3s®Ps®er ®Pa®P3® P2 @ P1)+
2wy @ Ty (P1 ® P2 @ P3 @ Pa ® €2 @ Ps ® P3 @ P2 @ P1)+
2w3 @ Ty (P1 @ P2 ® Ps @ Ps ® €2 ® Psg ® P3 ® P2 @ P1)+
2wy @ Ty(P1 @ P2 ® P3 @ Ps ® €2 ® Psa ® P3 @ P2 @ P1)]

Asi que los vectores de velocidad han sido determinados, por lo que solo resta sustituir
en la ecuacion de lazo para determinar la velocidad del multicuerpo rigido. De esta
misma manera se podra determinar la ecuacion de aceleraciéon, calculando la segunda
derivada de la ecuacién de posicion, de los eslabones que conforman la ecuacion de
aceleracion. Cabe mencionar que el método de la inversa del Jacobiano, utiliza estas
primeras derivadas para resolver los problemas cineméaticos, este método no serd utilizado
en el presente trabajo de tesis, en cambio se hard uso de un método numérico del
tipo Newton-Rhapson, que involucra solamente la ecuacién de posicion y el método de
desacoplo cinemaético, por lo que no sera necesario definir propiamente el Jacobiano,
aunque cabe mencionar que el software de calculo formal mathematica v5, si utiliza la

matriz jacobiana para determinar las singularidades del método numérico.
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4.4. Ecuaciones de aceleracion.

El ultimo paso para completar el andlisis cinematico directo, consiste en calcular la

segunda derivada de cada una de las componentes de la ecuacion de posicién, lo que

es igual a realizar el cdlculo de la derivada vectorial de cada uno de los términos de la

ecuacion de velocidad 4.3, por lo que la ecuaciéon de lazo para la aceleracion, tiene la

forma:

A, = A+ A+ As + Ay (4.5)

asi que a continuacion, se calculan las derivadas vectoriales de cada término, se comen-

zara analizando el primer término.

441,

Analisis de las ecuaciones de aceleracion.

Derivando el primero de los términos en la ecuacion de lazo, se tiene

Ay

T e 5722[&31] =1r 0T, (%[P(Pl, e3)]>
reT, <§l—;[p1 ® ez ® f’l])
r o T, (42w (P1 ® e3 @ P1)])
rloTV(2w1°(I31®63®1_31 +M—?—f)1®eg®lﬁ1)ow1
+2w] @ (P1 ® €3 ® P1))
Ty T, (207 @ (B1 ® €3 @ P1) + 2wi @ (D1 @ €3 @ P1) + 201 @ (P1 @ €3 @ P1))

> /

ry e [—2w; o T, (p1 ® 83 @ P1) +2wi @ Ty (P1 ® €3 ® P1) + 2011 @ (P1 ® €3 ® Py)]

aceleracién normal aceleracién de coriolis aceleracién tangencial

por lo tanto la aceleracién del primer cuerpo queda de la siguiente manera

A = re[—20ieT, (p1®e ®P1)+ 201 @ (P1 ® €3 @ P1)] (4.6)
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de igual manera para el segundo cuerpo, derivando se tiene

Ay

ryo aa?] =m0 T, (ol ea)])

e T, <(§l—;[P1®P2®ez®f’2®l51]>

e LT, (2w @ (P1 ® P2 ® €2 @ P2 @ P1) + 2wy @ (P1 ® P2 ® €2 @ P2 @ P1))

e T, (2w @ (D1 ® P2 ® €2 @ P2 @ P1) + 2wh @ (P1 ® P2 ® €2 @ P2 @ P1)+
2w e (P1 @ P2 ®es @ Pa @ P1) + 2wiws @ (P1 P2 R €3 @ P2 @ P1)
+2w; @ (P1 @ P2 ® €2 ® P2 @ Pr1) + 2wiws ® (P1 @ P2 ® €2 ® P2 @ Pr)

)
( )
+2wi @ (P1 ® P2 ® €2 ® P2 ® P1) + 2wiws @ (P1 @ P2 ® €2 ® P2 @ P1)
12w e (P1 QP2 @ ey @ Pz @ Pr1) + 2wr @ (P1 @ P2 @ é2 @ P2 @ Pr)

( )

+2w5 @ (p1 @ P2 @ €2 @ P2 @ P1) + 2wiws @ (P1 @ P2 ® €2 @ P2 @ P1))

acomodando los términos de la aceleracién del cuerpo dos,

Ay

ry e Ty (20; o (P1 @ P2 ® ez ® P2 ®P1) + 20z 0 (P1 @ P2 © €2 @ P2 ®I_)12)+
aceleraciones tangg:lciales o angulares
LY ‘Tv(?wf o (P1 ® P2 ®ex ® P2 @ P1) + 2wi ® (P1 @ P2 ® €2 @ P2 ®1_311))—|—
aceleracion‘gs normales

0
I2°Tv(?wl°(151®p2®é2®ﬁ2W®p2®éz®ﬁz®f’Q)+

vV
el cuerpo no se alarga

IZ.TV<3L‘J% (D1 ®P2®ex @ P2 @ P1) + 2w; @ (P1 @ P2 @ €2 © Pa ®f)5))+
aceleracion:eg de coriolis
rye T ( dwrws @ (P1O@P2®er®p2® 1511))—|—

Vv
aceleracién en la junta del cuerpo uno con dos

T e Tv(iLWIWQ e (P1®P2Rer ®P2 @ I_)l))

vV
fuerza derivada de la aceleracion de coriolis

de tal manera que simplificando, y tomando en cuenta que por la definicién de multi-

cuerpo rigido, en éste no se consideran las deformaciones de los cuerpos y ademas no

existen movimientos traslacionales en los cuerpos, se tiene que:
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Ay = meTy (20 o (P1 P2 ®ex®Pa®P1)+ 202 @ (P1 © P2 ® €2 @ P2 @ P1))+
e T, (2wi e (P1 @ P2 ® ez @ P2 ® P1) + 2ws @ (P1 @ P2 ® €2 ® P2 ® P1))+
;e T, (dwiws @ (P1 @ P2 @ €2 @ P2 ® P1))

los célculos para el tercer y cuarto cuerpo, no se desarrollan de manera total, dado
que el desarrollo de estos es muy similar al de los cuerpos anteriores. Por supuesto con
nuevas componentes que implican la aceleracién con respecto a la tercer y cuarta junta

respectivamente.

Asi que para el tercer cuerpo se tiene que

A\3 = TI3e <%Tv(q3 X €9 X q?,))

que tiene como componentes las aceleraciones angulares de cada cuerpo, las aceleraciones
normales y las componentes de las aceleraciones experimentadas en cada una de las

juntas.

Finalmente para el cuerpo cuatro:

A\4 = I, e <%Tv(q4 X €9 X (_14)>

Por lo tanto, han quedado descritas todas las ecuaciones del problema cinemético di-
recto, del cual se pueden observar algunas soluciones particulares de la modelacion en
el capitulo V, asi como algunas rotaciones de un cuerpo rigido. Una vez concluido el
problema cinematico directo se procedera a construir las ecuaciones para la solucién del

problema cinematico inverso, utilizando el método de desacoplo cinemético.
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CAPITULO 5

Solucion de los problemas cinematicos.

El objetivo del presente capitulo, consiste en definir de una manera sistemética los problemas
cinematicos, y llevar las operaciones que se han estado desarrollando en los capitulos anterio-
res al lenguaje de calculo formal, mathematica vb5. Para finalmente poder obtener soluciones

numéricas de algunos casos particulares de la configuracion del robot.

La cinematica de un robot manipulador, como lo es el robot CRS A465, consiste en el

estudio de su movimiento, con respecto a un sistema de referencia:

- Descripcién analitica del movimiento espacial del robot manipulador, como una
funcién del tiempo.
- Relaciones entre la posicién y orientacién del extremo del robot(localizacién) y los

valores de sus coordenadas articulares.

Esta a su vez, puede dividirse en dos casos de estudio, como lo son:

- La cinematica directa.

- Y la cinematica inversa.
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5.1. Definiciéon del problema cinematico directo.

El problema cinematico directo, consiste en determinar la posicion y orientacion del
extremo del robot, con respecto a un sistema de coordenadas de referencia, conocidos
los valores de las articulaciones y los parametros geométricos de los elementos del robot.

Y este se puede definir de la siguiente manera:

Definicién 5.1.1 Sean {01,62,03,04,05,06}, el conjunto de los valores de las articu-
laciones, y {x,y, z},{O;, Oy, Oy} el conjunto que contiene al vector de posicion, y los
vectores de orientacion respectivamente. El problema consiste en determinar la funcion

F tal que:
F(01,02,03,04,05,006) = {{z,y, 2},{0;,0,, O, } }

Similarmente se tiene que:

5.2.  Definiciéon del problema cinematico inverso.

Definicién 5.2.1 Sean {01,02,03,04,05,06}, el conjunto de los valores de las arti-
culaciones, y {x,y, z},{O0,,0,,0,} el conjunto que contiene al vector de posicion, y

orientacion respectivamente. Determinar la funcion H tal que:

H(z,y,2 0,,0,,0,) ={01,02,03,04,05,06}

Donde el problema cinematico inverso, consiste en encontrar los valores que deben adop-
tar las coordenadas articulares del robot, para que su extremo se posicione y oriente
segun una determinada localizacién espacial. La solucion de este problema no es siste-
matica, depende de la configuracion del robot y pueden existir soluciones multiples, de
hecho en este caso en particular existen 16 soluciones, como se vera mas adelante en

este capitulo.
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A continuacién, se describe la forma en que se programan las operaciones y como se
aplica la teoria descrita anteriormene, para asi poder resolver los problemas cineméaticos
con el uso del software de calculo formal mathematica v5, y empleando el algoritmo
de Newton-Rhapson para determinar la solucion de casos particulares del problema
cinemadtico inverso. Lo primero, que se hard, serd transcribir las operaciones previamente
definidas en el capitulo 3, con la finalidad de determinar la ecuacion del lazo descrita en

el capitulo 4, y asi poder modelar los problemas cinematicos.

5.3. Declaracién de las operaciones en mathematica vb.

Primeramente se definiran las operaciones basicas del algebra de quaterniones, como lo
son la multiplicacién de quaterniones y el conjugado de un quaternion, para asi poder
definir la operacion de rotacion y la transformacion lineal que convierte al quaternion

en un vector real de tres dimensiones.

(*Multiplicacion de quaterniones*)

Mpq[P-,Q] := { P[t]a[1] —P[2]a[2] — P[3]a[3] — P[4]a[4],
P[2]Q[1] + P1]af2] — p4]af3] + p3]a[4],
P[3]a[1] + p4faf2] + p1]al3] — p[2]a[4],
P[4]a[1] — P3]a[2] + P[2]a[3] + P[1]a[4]};

(*Conjugado de un quaternién*)
an [P—] = { Pﬂl]]a _P[[Q]]a _P[[S]L _P[[4]]};

(*Rotacion del quaternion Q ocasionada por P*)

Rotpq[P- , Q-] := Mpq[P, Mpq[Q, Cnj [P]];
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(*Tranformacion Lineal Del Quaternién En Vector De R3%*)

Tv[P-] := { P[2], P[3], P[4]};

Ahora se declaran los quaterniones que efectuan la rotacion en el cuerpo no deformado,
que previamente fueron definidos en el capitulo 4.

(*Declaracién de quaterniones™)

P1 = {cos[01/2],0,0,sen[01/2]};
P2 = {cos[#2/2],0, —sen[02/2],0};
,0, —sen[03/2],0};
,0,0,sen[04/2]};

) 07 _Sen[95/2]7 0}7

P4 = {cos[64/2

[

[

P3 = {cos[03/2

[

P5 = {cos[05/2
[

[ e W W i}

P6 = {cos[06/2],0,0,sen[06/2]};
Los quaterniones que efectuaran las rotaciones en el cuerpo una vez deformado, se cal-

culan aplicando las rotaciones que los afectan.

Q1 = FullSimplify[P1]//.{P1.P1 — 1}];

Q2 = FullSimplify[Rotpq[Q1,P2]//.{Q1.Q1 — 1,P2.P2 — 1}];
Q3 = FullSimplify[Rotpq[Ql,P3]//.{Q1.Q1 — 1,P3.P3 — 1}];
Q4 = FullSimplify[Rotpq[Q3, Rotpq[q2, P4]]//.{22.Q2 — 1,03.93 — 1,P4.P4 — 1}];

Q5 = FullSimplify[Rotpq[Q4, Rotpq[Q1,P5]]//.{Q1.Q1 — 1,Q5.Q5 — 1,P5.P5 — 1}];

[
[
[ [
[ [
[ [
Q6 = FullSimplify[Rotpq[Q5, Rotpq[Q3, Rotpq[Q2, P6)]]//.
{02.02 — 1,Q3.93 — 1,05.Q5 — 1,P6.P6 — 1}];

Es decir el quaternion Q1 es una rotacion sobre el eje z, por lo que tiene la forma:
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Q1 = {cos[F], 0,0, sen[F]};
el quaterniéon que efectua la segunda rotacion Q2, esta colocado en un eje paralelo al eje

j, rotado un angulo 61 por el quaternién Q1, por lo que tendra la forma:
Q2 = {cos[%2],sen[#1]sen[%2], — cos[#1]sen[2], 0};

en el quaternién de rotacién Q2, se observa que si la rotacién Q1 es cero, es decir 1 = 0,
entonces el quaternion Q2 = P2. Al igual que el quaternion Q2 el quaternién Q3 solo
es afectado por Q1 ya que la segunda rotacién se realiza en un eje paralelo a j, y ésto
no afecta a la tercer rotacion, ya que esta se realiza sobre el mismo eje. Por lo que de
manera similar Q3 tiene como componentes a:

Q3 = {cos[Z],sen[f1]sen[Z], — cos[f1]sen[Z], 0};

a su vez Q4, efectua una rotacién sobre un eje k, que ya fue rotado un angulo 02 y 63,
sobre un ejej ' por lo que:

Q4 = {cos|%], — cos[f1]sen[02 + 63]sen[%], —sen[f1]sen[02 + §3]sen[Z], cos[§2 + 03]

2 2

de igual manera, Q5 y Q6 tendran la forma:

Q5 = {cos[%2], (cos[64]sen[#1] + cos[#1] cos[02 + 63]sen[04])sen[2], (— cos[#1] cos[04]+
cos[02 + 03]sen[f1]sen[04])sen[ L], sen[H2 + 63]sen[6’4]sen[%5]}

2
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Estos son los quaterniones que produciran las rotaciones sobre los elementos de las
bases. Ahora se declara la base inercial y cada una de las bases de los cuerpos, que
seran obtenidas a travez de las rotaciones sucesivas del multicuerpo rigido, utilizando el

algebra de quaterniones.

(*Base inercial*)

el ={0,1,0,0};
e2 ={0,0,1,0};
e3=1{0,0,0,1};
e0 = {1,0,0,0};
al = Tvlel];
a2 = Tvle2];
a3 = Tv[e3];

(*Base del cuerpo 1%)

FullSimplifylell = Rotpq[Q1,el]];
FullSimplifylel2 = RotpqQ1, e2]];
FullSimplify[e13 = Rotpq|Q1,e3]];

all = Tv[ell];
al2 = Tv[el2];
al3 = Tv[el3];

64



(*Base del cuerpo 2%)

FullSimplify[e21 = Rotpq[Q2,ell]];
FullSimplify[e22 = Rotpq[Q2,el2]];
FullSimplify[e23 = Rotpq[Q2, e13]];

a21 = Tv[e21];
a22 = Tv[e22];
a23 = Tv[e23];

(*Base del cuerpo 3*)

FullSimplify[e31 = Rotpq[Q3, e21][;
FullSimplify[e32 = Rotpq|Q3, e22][;
FullSimplify[e33 = Rotpq[Q3, e23];

a3l = Tv[e31];
a32 = Tv[e32];
a33 = Tv[e33];

(*Base del cuerpo 4%)

FullSimplify[e4l = Rotpq[Q4, e31]];
FullSimplify[e42 = Rotpq[Q4, e32][;
FullSimplify[e43 = Rotpq[Q4, e33]];

a4l = Tv[ed1];
ad2 = Tv[ed2];
ad3 = Tv[e43];

(*Base del cuerpo 5*)



FullSimplify[e51 = Rotpq|Q5, e41][;
FullSimplify[e52 = Rotpq|Q5, e42][;
FullSimplify[e53 = Rotpq[Q5, e43|];

ab1 = Tv[e51];
ab2 = Tv[e52];
ab3 = Tv[eb3];

(*Base del cuerpo 6%)

FullSimplify[e61 = Rotpq[Q6, e51]];
FullSimplify[e62 = Rotpq[Q6, e52];
FullSimplify[e63 = Rotpq[Q6, e53]];

a6l = Tv[e61];
a62 = Tv[e62];
a63 = Tv[e63];

Una vez definidas las operaciones bésicas del dlgebra de quaterniones y las bases iner-
ciales, se procede a introducir los datos de las longitudes, propias de la arquitectura del

robot manipulador.

rl =7,
r2 = 6;
r3 =12
rd = 4;
r5=09;
r6 = 3;
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5.3.1.  Sitmulacion de la cinemdtica directa.

Una vez escritas las operaciones en mathematica v5, se procede a escribir la ecuaciéon
de posicion 4.1 definida en el capitulo 4. Recordando que algunas de las articulaciones,

sirven para posicionar, y otras para orientar el érgano efector.

Primero se escriben las ecuaciones que representan los cuerpos del robot manipulador y

sus respectivas rotaciones.

R1 = (rl+ r2) x Tv]el3];
R2 = r3x* Tv[e23];
R3 = (r4 + r5) * Tv[e33|;
R4 = 16 * Tv[e63];

Ahora se procede a escribir la ecuaciéon de lazo y la orientacién final del érgano efector.
Utilizando los comandos Simplify y FullSimplify que simplifican los resultados de las
ecuaciones, ya que si estas se escribiesen de la manera en que las arroja el software
mathematica vb originalmente, se ocuparian mas de tres cuartillas para escribir cada

una.
(*Solucién de la posicién™)
FullSimplify[Posl = R1 + R2 + R3 + R4]

Pos1l = {—12cos[f1]sen[f2] — 13 cos[f1]sen[f2 + 03] + 3(sen[f1]sen[f4]sen[f5] — cos[01]
(cos[#5]sen[02 + 03] + cos[02 + 03] cos[04]sen[05])), —12sen[f1]sen[f2] — 13
sen[f1]sen[02 + 03] 4+ 3(—1 cos[#5]sen[f1]sen[02 + 3] — 1(cos[62 + 03] cos[H4]
sen[f1] + cos[f1]sen[04])sen[05]), cos[f1]sen[f4])sen[05]), 13 + 12 cos[f2] + 13
cos[02 + 03] 4 3(cos[f2 + 63] cos[f5] — 1 cos[f4]sen[02 + O3]sen[d5])}
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esta es la ecuacion de posicion una vez completamente simplificada, donde resulta posible
observar que la rotacién ocasionada por #6 no afecta la posicién del 6rgano terminal,

corroborando lo mencionado anteriormente.

(*Orientacién del érgano efector™)

FullSimplify[Roll = Tv|e61]]
FullSimplify[Pitch = Tv[e62]]
FullSimplify[Yaw = Tv[e63]]

Roll = {—1sen[#1](cos[#5] cos[f#6]sen[f4] + cos[f4]sen[06]) + cos[f1](—1 cos|[f6]sen[h2+
03]sen[05] 4 cos[02 + 63](cos[04] cos[05] cos[#6] — 1sen[f4]sen[06])), —1 cos[06]
sen[f1]sen[f2 + 03]sen[05] + cos[01](cos[05] cos[#6]sen[04] + cos[f1](cos[65]
cos[06]sen[04] 4 cos[04]sen[06]) + cos[02 + O3]sen[01](cos[04] cos[05] cos[06]
—1sen[f4]sen[06]), cos[f4] cos[f5] cos[#6]sen[2 + O3] + cos[02 + 03] cos[06]
sen[f5] — 1sen[02 + 03]sen[04]sen[06]}

Pitch = {—1 cos[06](cos[f4]sen[01] + cos[f1] cos[2 + 03]sen[04]) + (cos[@5]sen[f1]sen[H4]
+ cos[01](—1 cos[#2 + 03] cos[04] cos[05] 4 sen[02 + O3]sen[05]))sen[66], cos|01]
(cos[04] cos[f6] — 1 cos[f5]sen[f4]sen[06]) — 1sen[01](—1sen[02 + O3]sen[05]sen[06]
+ cos[02 + 03](cos[06]sen[04] + cos[04] cos[(5]sen[06])), —1 cos[06]sen[02 + 03]
sen[04] — 1(cos[64] cos[@5]sen[02 + 3] + cos[f2 + 03]sen[05])sen[06] }

Yaw = {sen[f1]sen[f4]sen[05] — 1 cos[f1](cos[f5]sen[02 + O3] + cos[f2 + 63] cos[h4]
sen[65]), —1 cos[f5]sen[f1]sen[f#2 + O3] — 1(cos[f2 + O3] cos[f4]sen[01]+
cos|f1]sen|f4])sen[05], cos[02 + 3] cos[05] — 1 cos[04]sen[02 + 63]sen[05] }

tal como se menciono para la ecuacién de posicién, nuevamente resulta posible observar
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que la ultima rotacion solo efecta a los vectores a6l y a63, ésto también podra ser
observado de manera grafica mas adelante cuando se resuelva el problema cinematico

inverso para un conjunto particular de configuraciones.

5.3.2. Solucion de la cinemdtica directa.

A continuacion se procede a dar algunos valores numéricos predeterminados a las rota-
ciones, {61, 0s,03,04,05,06} para obtener los valores numéricos de la posicién, {x,y,z} y
la orientacién {O,, O,, O, }. Estos datos se muestran en la tabla 5.1, con los respectivos
resultados que proporciona el modelo matematico y ademas también se muestran en un

entorno grafico, en modelo de alambre.

Sitmulacion en alambre de la solucion de la cinemdtica directa.

En esta seccion se describe como se realiza la programacién en mathematica vh, para
tener una visualizacion de las soluciones de la tabla 5.1, en un entorno grafico. Mostrando

los eslabones, las juntas y los vectores de orientacion.

RO = {0,0,01;

Lineal = Graphics3D[{GrayLevel[0,5], AbsoluteThickness[3],Line[{RO,R1}|}];
Juntal = Graphics3D[{RGBColor|0, 0, 1], AbsoluteThickness|[10],PointSize[0,02],
Point[R1]}];

Linea2 = Graphics3D[{GrayLevel|0,5], AbsoluteThickness|3|,Line[R1,R1 + R2]}];
Junta2 = Graphics3D[{RGBColor|[0, 0, 1], AbsoluteThickness[10], PointSize[0,02],
Point[R1 4 R2]}];

Linea3 = Graphics3D[{GrayLevel|0,5], AbsoluteThickness[3],Line[{R1 + R2,R1+
R2 +R3}[}];
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Rotaciones sucesivas del manipulador Posicion y orientacion
101,05, 03,00, 05,06 ) = {0°,0%, —90°,0°, 0%, 0°}
Pos(z,y, z) = | {16., 0., 25.}
Yaw(z,y, z) = {1.,0.,0.}
Pitch(z,y, 2) = [ {0, 1., 0.}
Roll(z,y, 2) = [ {0,0.,-1.}
{91,92,93,94,95,96} = {00,00,00,00,00,00}
Pos(z,y, z) = 40,0, 41}
Yaw(zx,y, z) = [ {1, 0, 0}
Pitch(z,y, 2) = [ {0, 1, 0}
Roll(x,y, z) = 40,0, 1}
{01, 05,05, 00, 05,06 ) = 130,40, 20°, 0°, 0°, 0°}
Pos(z,y,2) — | {-18.68, -10.7849, 30.1925}
Yaw(z,y, 2) — | {0.433013, 0.25, 0.866025}
Pitch(z,y, 2) = | {-0.5, 0.866025, 0.}
Roli(z, y, 2) = | {-0.75, -0.433013, 0.5}
{64, 05,03,04,05,06} = | {30°,40°,20°,10°,40°,0°}
Pos(x,y, z) = | {-18.8085, -11.2458, 28.197}
Yaw(z,y, z) = | {-0.221934, 0.0254671, 0.974729}
Pitch(z,y, 2) = | {-0.567596, 0.809456, -0.150384}
Roll(z,y, 2) — | {-0.792831, -0.586627, -0.165191}
{61, 05,03,04,05,06} = | {30°,40°,20°,10°,40°,10°}
Pos(z,y, z) = | {-18.8085, -11.2458, 28.197}
Yaw(x,y, z) = | {-0.317125, 0.165641, 0.933807}
Pitch(z,y, ) — | £-0.520434, 0.792737, -0.317350}
Roll(z,y, 2) = | {-0.792831, -0.586627, -0.165191}

Cuadro 5.1: Resultados obtenidos para la posicién y orientacion del érgano efector,
generados por el modelo programado en mathematica v5, para cinco casos particulares.

Junta3 = Graphics3D[{RGBColor|[0, 0, 1], AbsoluteThickness[10],PointSize|[0,02],
Point[R1 + R2 + R3]};

Linea4 = Graphics3D[{GrayLevel|0,5], AbsoluteThickness|3|,Line[{R1 + R2 + R3,
R1+R2 + R3 + R4}]};

Juntad4 = Graphics3D[{RGBColor[1,0,,2], AbsoluteThickness[10], PointSize[0,02],
Point[R1 + R2 + R3 + R4]}];

VectordelRoll = Graphics3D[{RGBColor|[1,0, 1|, AbsoluteThickness[3], Line[{R1
+R2 + R3,R1 + R2 + R3 + 3 % Rol1}]}];
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VectordelPitch = Graphics3D[{RGBColor|1,0, 1], AbsoluteThickness[3], Line[{R1
+R2 +R3,R1 + R2 + R3 + 3 % Pitch}|}];

VectordelYaw = Graphics3D[{RGBColor|[1,0, 1], AbsoluteThickness[3], Line[{R1
+R2 + R3,R1 + R2 + R3 + 3 * Yaw}]}];

Show[Lineal,Linea2 Linea3, Linea4, Juntal, Junta2, Junta3, Junta4, Vectordel
Roll,VectordelPitch,VectordelYaw, Boxed — True, Axes — True,ViewPoint

— {10, 20,5}, AxesLabel — Ejex,Ejey,Ejez}, PlotRange — {{—40,40},

{—40,50},{0,50}}]

Enseguida se muestran las soluciones del problema cineméatico en un entorno gréfico, en
el orden en el que se describen en la tabla 5.1, desde diferentes puntos de vista. Asi que
primero se mostrara, la configuracion del robot manipulador CRS A465 cuando todos
las rotaciones de este son cero. Es decir se encuentra en la configuracion en la que se de-
clararon las bases. Para algunas de estas configuraciones se presentaran diversos puntos
de vista, con la finalidad de poder apreciar la ubicacién de los vectores de orientacion.

Esto se logra, cambiando los valores del comando ViewPoint.

Figura 5.1: Solucién de la cinematica directa, cuando todas las rotaciones tienen valor
cero.
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Figura 5.2: Primer solucion del problema cinematico, donde el observador se encuentra
sobre el eje x.

20 Bez

Figura 5.3: Simulacién grafica de la segunda solucién, generada por los siguientes valores
de las rotaciones {0°,0°,0° 0°,0° 0°}.
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Figura 5.4: En la tercer solucién se muestra el robot manipulador, con variaciones en
los tres primeros angulos {30°,40°,0°,20°,0° 0°}, aqui se puede observar como los tres
primeros angulos afectan a los siguientes eslabones del mecanismo.
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Figura 5.5: En esta figura se puede observar una nueva rotaciéon, que afecta a los vectores

de orientacion y posicion. Como se puede observar esta rotacién solo afectara el ultimo
eslabon del mecanismo
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Figura 5.6: En esta ultima gréafica se puede observar, el efecto de la rotaciéon provocada
por el angulo 06, esta rotacion solo afecta a los vectores de orientacion.

5.3.53.  (Cinematica inversa.

A continuacién se utilizara el método de desaclopo cinematico, para encontrar los valores
de las rotaciones que posicionan al multicuerpo. Esto consiste simplemente en restarle
al vector de posicion, el vector de orientacién pitch ya que asi se deja solamente a los
tres eslabones posicionadores, correspondientes a los angulos 61, 6> y #5. De tal manera
que dados los vectores de posicion y orientacion, {z,y, 2z}, {O,,O0,, O, }. La ecuacién de
posicién toma la forma:

Ry = Ry + Ry + R

Despejando y simplificando obtenemos la ecuacion:

PosDC = {—12 cos[f1]sen[f#2] — 13 cos[f1]sen[02 + 3], —12sen[f1]sen[d2] — 13sen|01]
sen[02 + 03], 13 + 12 cos[62] + 13 cos[02 + 03]}

de la que obtenemos las soluciones, generadas por el desacoplo cinematico:
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#1 = — arccos |:\/:c2—+yQ}
Solucién 1= ¢ g9 — _ qo1 |:24(12+y2+(—13+z)2)(—13+z)i|
pte

03 = — arccos [515(—144 + 22 + y* — 26z + 2%)]

01 = — arccos {\/ﬁ}
Solucién 2 =4¢ g9 — _ goo-1 [24(12+y2+(—13+z)2)(—13+z)]
e

03 = arccos [55(—144 + 2% + y? — 26z + 27)]

01 = — arccos [m}

Solucién 3 = ¢ po — goe1 [24(172+y2+(—13+z)2)(—13+z)]

pte
03 = — arccos [515(—144 + 22 + y* — 262 + 2%)]

g1 = — arccos [ﬁ]
Solucién 4 = ¢ po — goe1 [24($2+y2+(—13+z)2)(—13+z)]
pte

03 = arccos [55(—144 + 2% + y? — 26z + 27)]

01 = arccos {\/QCTQU—WZ}
Solucién 5= ¢ p9 — _ gee—1 [24(I2+y2+(—13+z)2)(—13+z)}
pte

03 = — arccos [515(—144 + 22 + y* — 26z + 2%)]

01 = arccos [\/TT?F]

Solucién 6 = ¢ p9 — _ gee—1 [24($2+y2+(—13+z)2)(—13+z)]

pte

03 = arccos [55(—144 + 2% + y? — 26z + 27)]

01 = arccos L/meTy?}
Soluciéon 7 =< po _ g1 [24($2+y2+(—13+z)2)(—13+z)]
pte

03 = —arccos [515(—144 + 2 + y* — 26z + 22)]
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01 = arccos [ ==

7]

Solucién 8 = ¢ p9 — gae-1 [24(x2+y2+(713+z)2)(713+z)]

pte

03 = arccos [515(—144 + 2% + y? — 26z + 27)]

01 = — arccos [W}

Solucion 9 = _ —1 | 24(2*+9°+(=13+2)%) (= 13+2)
olucién 02 — — soc [ 184 }

03 = —arccos [515(—144 + 22 + y* — 26z + 2%)]

f1 = — arccos {\/W]
Soluciéon 10 = ¢ g9 — _ gee—1 [24(932+y2+(713+z)2)(713+z)]
pte

03 = arccos [515(—144 + 2% + y? — 26z + 27)]

f1 = — arccos [\/W}

Soluciéon 11 = ¢ g9 _ gee—1 |:24(I2+y2+(713+z)2)(713+z)i|

pte

03 = — arccos [515(—144 + 22 + y* — 262 + 2%)]

Va2
Solucién 12 =4 po — coe1 [24(5”2+y2+(713+z)2)(713+z)]
ute

f1 = — arccos { 2 }

03 = arccos [55(—144 + 2% + y? — 26z + 27)]

A1 = arc cos [\/ml
Solucién 13 = ¢ g9 — _ gee—1 |:24(12+y2+(—13+z)2)(—13+z)}
et

03 = — arccos [515(—144 + 22 + y* — 262 + 2%)]

01 = arccos {W]

Solucién 14 = ¢ g9 — _ gee-1 [24(362+y2+(—13+z)2)(—13+z)]

pte

03 = arccos [515(—144 + 2% + y? — 26z + 27)]
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01 = arccos |:\/9;Ty2:|
Solucién 15 =S g9 — oe-! [24(x2+y2+<713+z>2>(—13+z)}
ptep

03 = —arccos [515(—144 + 22 + y* — 262 + 2%)]

01 = arc cos {\/xny?]
Solucién 16 = g9 — gee—1 [24(332+y2+(713+z)2)(713+z)]
pte

03 = arccos [515(—144 + 2% + y? — 26z + 27)]

donde

p=az*(-13+2)*+ (* + (=18 + 2)(—8 + 2))(—13 + 2)?

o=/ P+ T (T 2) (12 2) (13 + 2@ + 2+ (38 + 2)(12 + 7))

estas soluciones que arroja la cinematica inversa, después de utilizar el método de desa-
coplo cinematico, son las soluciones generales de la ecuacion de posicion. Solamente que
para obtener las soluciones numéricas haremos uso de un método numérico ya que el
tiempo que tarda el software mathematica v5, para determinar una de estas soluciones se
incrementa de tal manera que no es posible considerarlo como tiempo real, por ejemplo
para calcular una posicién despues de dos rotaciones consecutivas, este se tarda hasta

media hora. Por lo que, mejor se optara por la utilizacion de un método numeérico.

5.3.4. Solucion de la cinemdtica inversa.

La mayoria de los manipuladores industriales, estan disenados para tener soluciones
analiticas y asi poder tener un control més eficiente sobre ellos. Kahan y Paden [17]
propusieron métodos para resolver el problema cinematico inverso, reduciendo el pro-

blema a una serie de subproblemas, para los cuales existe una solucién cerrada. Este
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método es conocido como el desaclopo cinemaético y es el que serd utilizado para resolver

el problema cinematico inverso en este trabajo de tesis.

Al igual que en el caso de la cinematica directa, en esta seccién se procederd a darle
valores a la ecuacién que representa la cinematica inversa del robot manipulador y se
compararan los resultados, con los de la tabla 5.1 y también en el entorno grafico. Para
poder realizar ésto, utilizaremos el software de cdlculo formal mathematica v5, y el
método de desaclopo cinematico. Primero, se describird brevemente el algoritmo que

permite, resolver dicho problema

Descripcion del algoritmo, de la cinemdtica inversa.

Primero se realiza el desacoplo cinematico restando el vector IRy, que es el vector encar-
gado de posicionar y orientar el érgano efector. Este proceso permite obtener una nueva

ecuacion que solo involucra a tres de las rotaciones.

PosDC = Pos1 — R4;

Se escribe la ecuacion generada por el método de desaclopo cinematico. Aplicando los
comandos TrigExpand y Simplify, que simplificara en expansiones trigonométricas la
ecuacion de posicién una vez aplicado el desacoplo cinematico. Si estos comandos no son
aplicados en esta parte y las ecuaciones no son propiamente reducidas, el algoritmo de

Newton-Rhapson, no seré capaz de encontrar las soluciones.

(*Ecuacion generada por el desacoplo cinematico™)

Clear[f1, 62, 03, 04, 05, 06];
R1 = (r1+ r2) x Tv]el3];
R2 = (r3) x Tv[e23];
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R3 = (r4 + r5) * Tv[e33];
R4 = 16 * Tv[e63];

(*Solucion de la posicion*)

TrigExpand[Simplify[PosDC = R1 + R2 + R3]

PosDC = {—12 cos[f1]sen[2] — 13 cos[A1] cos[f3]sen[02] — 13 cos[f1] cos[#2]sen[03)],
—12sen[f1]sen[02] — 13 cos[#3]sen[f1]sen[02] — 13 cos[f2]sen[f1]sen[d3],
13 + 12 cos[#2] + 13 cos[#2] cos[03] — 13sen[H2]sen[03]};

Una vez determinada la ecuacion de posicion, se debe de aplicar un método numérico,
para encontrar una solucion del sistema de ecuaciones. A continuacién se describe la

parte del algoritmo que describe esto.

Clear|1,02,03,64,05,06];

Soll = FindRoot[{ECDC == PosDC},

{61,Random[Real, {0, 27}|}, {#2, Random|Real, {0, 27 }|},
{63,Random[Real, {0, 27}|}, MaxIterations — 500,
DampingFactor — 1,WorkingPrecision — 100,

AccuracyGoal — 100, PrecisionGoal — 1 |

Este método numérico, utiliza el algoritmo de Newton-Rhapson para determinar la po-

sible solucién del sistema de ecuaciones.

Una vez determinados el valor de las rotaciones 61, 05, y 03, se procede a determinar los
valores de las rotaciones restantes, es decir, 04,605, v 6. Para ésto se toma la ecuacion
de los vectores de orientacién, y se extrae la parte que involucra al vector del yaw y
al del roll; se sustituyen los valores de 61,602 y 63 que se obtuvieron via el desacoplo

cinematico, esto genera un sistema de ecuaciones de seis variables con seis incognitas,
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que a diferencia de la primera esta no puede ser resuelta algebraicamente, por lo tanto

se debera utilizar nuevamente un método numérico para determinar las soluciones.

(*Solucion de 04,605 y 06 con NSolve y los vectores de orientacion*)

Clear|4, 05, 06|;

03 = 03/.S011[3];

02 = 62/.So11[2];

01 = 01/.S011[1];

Sol2 = NSolve[{a61[1] == Roll[1],a61[2] == Roll[2],a61[3] == Roll[3],
a63[1] == Yaw[1], a63[2] == Yaw[2], a63[3] == Yaw[3]}, {sen[04]}, {cos[04]}
{sen|[05]}, {cos[05]}, {sen[06]}, {cos[06]}, MaxIterations— > 500,
DampingFactor — 1, WorkingPrecision — 100,

AccuracyGoal — 100,PrecisionGoal — 1]

Los valores de las rotaciones se muestran en la tabla 5.2, estos valores son los mismos
que se calcularon en la cinematica directa y se mostrara que estos son mismos los resul-
tados del problema de la cinematica inversa. Tomando en consideracion que al aplicar el
método numérico de Newton-Rhapson, este genera aproximaciones a la solucion, por lo
que los resultados en algunas ocaciones no seran los mismos, sin embargo las cantidades
que se manejan en el programa de célculo formal mathematica v5, son del orden de los
50 digitos, si se desean tomar aproximacion mayores, bastaria con cambiar los valores de
los comandos WorkingPrecision y AccuracyGoal. Claro esta que el aumento de estos
pardmetros acarrea un mayor consumo de memoria ram, motivo por el cual este mani-
pulador generalmente se acompana de una computadora con un procesador pentium 4

o sus equivalentes, que solo se encarga de realizar dichos calculos.

Por tltimo se sustituyen en las ecuaciones de posicién y orientacion, los valores de
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01,02,03,04,05 v 06 obtenidos por el método numérico descrito anteriormente, estos

valores se recuperan facilmente mediante las siguientes lineas del programa.

Posicién y orientacion = | Valores de las rotaciones

01 — 6,28319
Pos={16,0,25} 02 — 4,63243
Yaw={1,0,0} 03 — 1,5708
Pitch={0,1,0} 04 — 3,14159
Roll={0,0,-1} 05 — 1,49084

06 — 3,14159

01 — 0
Pos={0,0,41} 02 — 0
Yaw={0,0,1} 63 — 0
Pitch={0,1,0} 04 — 0
Roll={1,0,0} 05 — 0

06 — 0

01 — 267,559
Pos={-18.68, -10.7849, 30.1925} 02 — 5,58505
Yaw={-0.75, -0.433013, 0.5} 03 — 75,0492
Pitch={-0.5, 0.866025, 0.} 04 — 3,13483
Roll={0.433013, 0.25, 0.866025} 05 — 0

06 — 1,04719755

Pos={-18.8085, -11.2458, 28.197}

Yaw={-0.792831, -0.586627, -0.165191}
Pitch={-0.567596, 0.809456, -0.150384}
Roll={-0.221934, 0.0254671, 0.974729}

A1 — —5,7595865315812875449
02 — 0,69813170079773151582
03 — 0,34906585039886630727
04 — 0,174533

05 — 0,698132

06 — 0

Pos={-18.8085, -11.2458, 28.197}
Yaw={-0.792831, -0.586627, -0.165191}
Pitch={-0.520434, 0.792737, -0.317359}
Roll={-0.317125, 0.165641, 0.933807}

01 — —5,7595865315812875449
02 — 0,69813170079773151582
03 — 0,34906585039886630727
04 — 0,174533
05 — 0,698132
06 — 0,174533

Cuadro 5.2: Resultados de las rotaciones 0y, 05, 03, 04, 05, 05, dada la posicion y orientacion
del érgano efector.

(*Resultados generados por el modelo cinematico inverso.*)
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rl =7;

r2 = 6;
r3=12;
rd = 4;
r5=09;
r6 = 3;

01 = 01/.8011[1];
02 = 62/.8011[2];
03 = 03/.S011[3];
04 = 04/.5012[1];
05 = 05/.8012[2];
06 = 06/.S012[3];

y son sustituidos en las ecuaciones

Rl = (r1 4 r2) x Tv]el3];
R2 = (r3) x Tv[e23];

R3 = (r4 + r5) * Tv[e33|;
R4 = r6 * Tv[e63];
N[Pos1 = R1 + R2 + R3 + R4]
N[Roll = Tv[e61]]
N[Pitch = Tv[e62]]

N[Yaw = Tv[e63]]

Obteniendo del modelo matematico del problema cinematico inverso, los resultados mos-
trados en la tabla 5.3, se puede observar que solo en casos especificos, no se logra obtener
el resultado esperado, sino una aproximaciéon que a pesar de estar por debajo de las diez-

millonesimas, no deja de ser una aproximacién. Como se menciond anteriormente estos

82



errores en las aproximaciones pueden ser evitados, incrementando el numero de digitos

con los que trabaja el software.

Rotaciones sucesivas del manipulador Posicién y orientacion
{91,92,93,94,95,66} = {OO,OO,—9OO,OO,OO,OO}
Pos(z,vy, 2) = | {16, -5.6x107"%, 25}
Yaw(z,y, 2) = | {1, -3.5x10713, 4.1x107'7}
Pitch(z,y, 2) = | {3.5%10713, 1, -1.3x 10716}
Roll(z,y, 2) = | {41x10717 -1.3x1071, -1.}
{61, 05,03,04, 05,06} = | {0°,0°,0°0°,0°0°}
Pos(x,y, z) = 1 {0, 0, 41}
Yaw(x,y, z) = 10,0, 1}
Pitch(z,y, 2) = {0, 1,0}
Roll(z,y, 2) = [ {1, 0, 0}
101,05, 03,00, 05,06 ) = | {30°,40°,20°, 0%, 0°, 0°}
Pos(z,y, z) = | {-18.68, -10.7849, 30.1925}
Yaw(x,y, z) = | {-0.75, -0.433013, 0.5}
Pitch(z,y, 2) = | {-0.504557, 0.86333, -0.00917047}
Roll(z,y, 2) — | {0.427694, 0.259156, 0.865977}
(01,05, 05,04, 05,05 ) = | {30°, 40°, 20, 10°, 40°, 0°}
Pos(x,y, z) = | {-18.8085, -11.2458, 28.197}
Yaw(z,y, 2) = | {-0.792831, -0.586627, -0.165191}
Pitch(z,y, ) = | {-0.567596, 0.809456, -0.150384}
Roll(z,y, z) = | {-0.221934, 0.0254674, 0.974729}
{91,02,63,94,95,66} = {300,4007200,100,400, 100}
Pos(z,y, z) = | {-18.8085, -11.2458, 28.197}
Yaw(z,y, 2) = | {-0.792831, -0.586627, -0.165191}
Pitch(x,y, 2) = | {-0.520434, 0.792737, -0.317359}
Roll(x,y, 2) = | {-0.317125, 0.165641, 0.933807}

Cuadro 5.3: Resultados para la posicion y orientacién del érgano efector, generados por
el modelo cinemético inverso programado en el lenguaje de calculo formal mathematica
vH. Donde se puede observar que el problema en las aproximaciones se genera cuando
los eslabones se posicionan de tal manera que mas de tres de sus ejes de rotacion se
encuentran paralelos, salvo esos casos el sistema es sumamente consistente, con errores
abajo de una diezmillonésima.
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Conclusiones

En esta tesis se describié de manera formal la estructura del espacio vectorial de los
quaterniones y la operacion de rotacion finita, que a su vez sirvid para representar la
rotacion finita de un multicuerpo rigido. Ademas se modelo cinematicamente el robot
manipulador CRS A465, utilizando el dlgebra de quaterniones, se generarén las ecua-
ciones cinematicas de posicion, velocidad y aceleracién. Asi que cualquier estudiante
interesado en la modelacion cinematica o en la animacién por computadora de objetos
tridimensionales podra utilizar este trabajo como un texto que le lleve a comprender

parte de la herramienta matematica que existe detras de estos topicos.

De hecho este trabajo solo es una primera parte de la solucion, al problema que existe
en el ITESCA y que es la principal razén de la elaboracién de este trabajo. La segunda
parte consiste en desarrollar un simulador del robot CRS A465, que utilice los resultados

obtenidos en esta tesis.

Se recomienda para siguientes trabajos de tesis, que pretendan continuar en este rubro:

1 Construccién de un controlador que establezca comunicacion entre el simulador y

el robot manipulador, utilizando quaterniones.

2 Incluir las ecuaciones de velocidad y aceleraciéon ya generadas, en el simulador.
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3 Desarrollo de trayectorias rectas y splines ctubicos, utilizando el dlgebra de quater-

niones.

4 Incluir las trayectorias rectas y splines ctibicos, utilizando el dlgebra de quaternio-

nes, en el simulador.

5 Documentar e implementar métodos numéricos para la soluciéon del problema ci-

nematico inverso en tiempo real.

6 Desarrollar el marco de Frenet-Serret, utilizando dlgebra de quaterniones y la geo-

metria diferencial para trayectorias especificas.

7 Realizar el andlisis dindmico del robot manipulador CRS A465.

Estas son solo algunas de las directrizes que pueden seguirse, en la modelacién y simu-

lacion de robots manipuladores.

85



Bibliografia

[1]

Hyrum Esquer A. Modelacién cinematica y de trayectoria de un robot de 2gdl
usando la rotacién usual de niimeros complejos. Maestria en ingenieria, Universidad
Nacional Autonoma De México, 2004. Area mecdnica.

X. Ai and H. S. Cheng. Influence of moving dent on point EHL contacts. Tribol.
Trans., 37:323-335, 1994.

H. Albala & J. Angeles. Numerical solution to the input-output displacement equa-
tion of the general 7r spatial mechanism. In Proc. 5th world congress on theory of
machines and mechanism, pages 1008-1011, 1979.

William R. Derrick. Variable compleja con aplicaciones. Grupo editorial iberoame-
ricana, 2d. edition, 1987. ISBN 0-534-02853-5.

Francisco Javier Ochoa E. Modelacion y simulaciéon de un problema de evasion
de obstaculos en el plano mediante un robot de 2 gdl, aplicando secuencias por
complementos y algoritmo eoptce. Maestria en ingenieria, Universidad Nacional
Autonoma De México, 2004. Area mecénica.

A. T. Yang & F. Freudenstein. Application of dual number quarterian algebra to
the analysis of spatial mechanisms. ASME J. Appl. Mech., Vol. 86:300-308, 1964.
Paul R. Halmos. Finite-dimensional vector spaces. Wiley-Interscience, 2d. edition,
1987. ISBN 0-387-90093-4.

J. Denavit & R. S. Hartenberg. A kinematic notation for lower pair mechanisms
based on matrices. ASMFE J. Appl. Mech., Vol. 77:215-221, 1955.

O.D. Faugeras & Martial Hebert. The representation, recognition, and locating of

3-d objects. Intl. J. Robot, Vol. 3(No. 5):27-52, 1986.

86



[10]

[11]

[12]

[13]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

David Hestenes. Invariant body kinematics. FElsevier science, Vol. 7(No. 1):1-18,
1994. In: Neural networks, Reaching and neurogeometry.

B.K.P. Horn. Closed-form solution of absolute orientation using unit quaternions.
J. Opt. Soc. Am., Vol. 4(No. 4):629-642, 1987.

George P. Richardson & Alexander L. Pugh III. Introduction to system dynamics
modeling. system dynamics series. Pegasus, 1st. edition, 1999. ISBN 1-883823-43-9.
Mark D. Wheeler & Katsushi Ikeuchi. Iterative stimation of rotation and translation
using the quaternion. School of computer science, Carnegie Mellon University,
Pittsburgh, PA, December 1995. CMU-CS-95-215.

Michael Patrick Jonhson. FEzploiting quaternions to support expressive interactive
character motion. Doctor of philosophy, Massachusetts institute of technology, 2003.
Adam Morecki & Jozef Knapczyk, editor. Theory and components of manipulators
and robots. SpringerWien, 1st. edition, 1999. ISBN 3-211-83150-9.

Donald E. Knudson. 1966 World Gnus Almanac. Permafrost Press, Novosibirsk,
1994.

Sung Lee, Jehee & Yong Shin. A hierarchical approach to iterative motion editing
for human-like figures. KAIST, Vol. 1(No. 1):1-373, 2001. Korea Advanced Institute
of Science and Technology.

H.Y. Lee & C. G. Liang. A new vector theory for the analysis of spatial mechanisms.
Mech. Mach. Theory, Vol. 23(No. 3):209-217, 1988.

Mario Marquez M. Modelado cinemadtico y dindmico de robots utilizando quater-
niones. Doctorado en ingenieria, Universidad Anahuac del Sur, 2000.

Deepak Tolani & Others. Real-time inverse kinematics techniques for anthropo-
morphic limbs. Academic press, Vol. 1(No. 62):353-388, 2000. Graphical models.
Robert E. Parkin. Applied robotic analysis. Industrial robot series. Pretince-Hall,
1st. edition, 1991. ISBN 0-13-773391-7.

Luis Reyes Avila. Une representation parametrique systematique des rotations
finies: Le cadre theorique. Rapport de recherche INRIA, Roquencourt, France, (No.
1), 1990.

87



[23]

[27]

[28]

[29]

[30]

Luis Reyes Avila. Sobre la parametrizacion de las rotaciones y reflexiones de mul-
ticuerpos rigidos en el plano: Modelacion cinematica de un robot de dos grados de
libertad. Reporte interno de investigacion, UNAM, (ISBN 968-36-9841-7), 2002.
T.S. Blyth & E.F. Robertson. Basic linear algebra. Springer, 3rd. edition, 2000.
ISBN 3-540-76122-5.

J. Duffy & J. Rooney. A foundation for a unified theory of analysis of spatial
mechanisms. ASME J. Eng. Ind., Vol. 97(No. 4):1159-1164, 1975.

Luciano Chiang S. Andalisis dindmico de sistemas mecanicos. Alfaomega, 2d. edi-
tion, 1999. ISBN 970-15-0428-3.

Arthur G. Erdman & George Sandor. Diseno de mecanismos. Pretince Hall, 3rd.
edition, 1999. ISBN 970-17-0163-1.

Arend L. Schwab. Quaternions, finite rotations and euler parameters. Articulo
publicado en su propia pagina web, May 2002.

D. Kohli & A. H. Soni. Kinematic analysis of spatial mechanisms via succesive
screw displacements. ASME J. Eng. Ind., Vol. 97(No. 2):739-747, 1975.
Lung-Wen Tsai. Robot analysis. Wiley-Interscience, 1st. edition, 1999. ISBN 0-
471-32593-7.

G. R. Pennock & A. T. Yang. Application of dual number matrices to the inverse
kinematics problem of robot manipulators. ASME J. Mech. Trams. Autom. Des.,
Vol. 107(No. 2):201-208, 1985.

88



	Portada
	Índice General 
	Prologo 
	Resumen 
	Capítulo 1. Introducción 
	Capítulo 2. Definición del Problema, Restricciones e Hipótesis
	Capítulo 3. Fundamentos del  Álgebra de Quaterniones
	Capítulo 4. Generación de las Ecuaciones de Posición, Velocidad y Aceleración 
	Capítulo 5. Solución de los Problemas Cinemáticos
	Conclusiones 
	Bibliografía

