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PROLOGO

El presente trabajo pretende dar algunos elementos de como abordar la deduccién
matematica a nivel de bachillerato. En los capitulos IlI, 1l y IV es donde esta
desarrollada la propuesta.

He elegido la geometria porque es una herramienta ya manejada por los
estudiantes pero ademas porque histéricamente asi fue como ocurrié el desarrollo
del método deductivo. Inicio con un problema llamado de motivacion con el
objetivo de que el estudiante vea una aplicacion practica de la matematica y no
aparezca ésta totalmente desligada de la realidad. Posteriormente propongo una
serie de actividades que he llamado experimentos con la idea es que el estudiante
primero descubra o redescubra las propiedades geométricas y luego las
demuestre.

El objetivo con estos experimentos es que lo que posteriormente se va a
demostrar no aparezca como inventado sino como algo que los estudiantes
tengan muy hecho suyo. Se pasa después a la formalizacién de los conceptos y a
la demostracion de los teoremas para culminar con una serie de problemas donde
se utilizaran estos teoremas y se demostraran otros.

La forma en que se trabajan estos problemas es: primero se presentan los
enunciados y si el estudiante no logro resolverlos, vienen inmediatamente después
las sugerencias, buscando que el estudiante no se desanime si no puede resolver
algun problema pero si esto no bastara, vienen sus soluciones para que el
estudiante adquiera cierta practica y no se sienta frustrado al no conocer la forma
de resolverlos. Después de todo la solucion de un problema ni a los amantes de la
matematica nos suelen salir de inmediato.

La idea original era presentar con esta misma estructura los temas de congruencia
y semejanza, sin embargo, el tiempo se ha venido encima y no ha sido posible
terminar esta tarea. Se ha terminado el tiempo en dos sentidos, en uno porque ya
habia que entregar esta tesis pero ademas porque las imposiciones de los planes
de estudio hechos por las autoridades universitarias borraron el método deductivo
como una parte importante de la ensefianza a nivel medio superior. Asi, ya no fue
posible seguir trabajando esta propuesta con los estudiantes del CCH.

No debo obviar, sin embargo, que entre los propios profesores hay una discusion
de si se debe enseflar el método deductivo a nivel bachillerato, conque
profundidad y como. Discusion que no se ha podido dar como se debiera dado las
limitaciones impuestas por las autoridades universitarias y por las terribles
condiciones de trabajo a las que estamos sometidos los profesores,
particularmente los del CCH. Yo por supuesto soy partidaria de que si debemos
ensefar el método deductivo a nivel que propongo en estas notas.



Dadas esta situacion en el capitulo V soOlo se enuncian algunos axiomas y
definiciones para pasar directamente a la solucion de problemas.

La secuencia de estudiar primero angulos y sus relaciones, congruencia y
semejanza esta basado en el viejo plan de estudios del CCH y como estas notas
inicialmente pretendian servir de apoyo a esos cursos fueron disefiadas de esta
forma. En los actuales planes de estudio se aborda esta tematica y el método
deductivo en el segundo semestre, pero no se les da ni el tiempo ni la profundidad
que en mi opinion debieran darseles. Ademas de que en este nivel la madurez
matematica alcanzada por los estudiantes no es suficiente para tal objetivo.

La propuesta de los capitulos II, Il y IV y con la misma estructura los temas de
congruencia y semejanza fueron trabajados con los estudiantes del CCH de tercer
semestre, en mi opinion con resultados muy satisfactorios.

El capitulo | pretendia presentarlo junto con una explicacion somera de lo que es
el método deductivo, pero dado que el tiempo no permitio concluirlo y dada la
importancia de que el estudiante trabaje con el método inductivo he presentado en
este capitulo varios problemas donde se trabaja este método.

Pretendia también presentar una sintesis del surgimiento de la geometria y su
desarrollo histérico hasta los griegos, pero dado que tampoco ha sido posible
terminar esta parte, en los capitulos VI y VII se proponen sélo problemas
planteados y resueltos por estos pueblos de la antigiiedad.

Bueno he aqui un trabajo inconcluso pero que ya no puede esperar mas, sobre
todo por motivos burocraticos, y aunque modesto espero sirva para que los
estudiantes del bachillerato estudien, aprendan, se interesen y quieran a las
matematicas. jPropdsitos muy dificiles de lograr!

Finalmente quiero hacer tres agradecimientos: Uno muy especial para mi madre
que aunque ya fallecié quiero decirlo publicamente, sin su apoyo jamas hubiera
sido posible este trabajo. A Maria del Carmen Martinez por haberme apoyado en
la captura de estas notas a pesar del enorme trabajo que tiene encima. A Victor,
por su dedicacién y apoyo para corregir éstas notas; a Julieta; Paco; Alejandra y
Paz por la paciencia para revisarlas y mejorarlas.

Sonia J. S.
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CAPITULO |
EL METODO INDUCTIVO

§1

En la geometria, como en toda ciencia, en su inicio requirié de la experimentacion
para descubrir las propiedades y relaciones geométricas de los objetos que nos
rodean y sélo después de un largo camino llegé a la formalizacién de conceptos.
Una forma de obtener este conocimiento empirico es mediante el empleo de un
razonamiento conocido como inductivo. El razonamiento inductivo es uno de los
mas usados en la vida cotidiana y es un importante instrumento en matematicas.

El método inductivo hace uso del trabajo con numerosos casos particulares, de los
cuales observa, busca, abstrae, patrones generales. Dichos patrones llevan a
suponer la existencia de una regla de aplicacion general. Sin embargo, no
podemos tener la certeza de que el patron encontrado siempre sera valido. Asi por
ejemplo, si lanzamos un dado en seis ocasiones y cae la cara con dos puntos,
podriamos pensar que hemos encontrado una regla general y que esto ocurrira la
proxima vez que lancemos el dado, ¢pero estamos seguros que pasara lo mismo
en la séptima tirada? No, lo Unico que podemos decir es que es probable que eso
ocurra, pero no podemos garantizar nada.

Asi pues, el método inductivo consiste en observar los fenébmenos o problemas
que se presentan, resolviéndolos con base a la analogia, la intuicion, la
observacion, la experimentacion u otro método empirico, y encontrar que al aplicar
la misma solucién a casos particulares, existe una cierta regularidad y coherencia
la cual da como resultado un modelo. Las conclusiones asi obtenidas son sélo
probables y para aceptarlas como regla general debemos demostrarlas mediante
el razonamiento deductivo, el cual estudiaremos en los siguientes capitulos.

Vamos a trabajar con la induccién en geometria a través de cuatro problemas que
a continuacion te propongo. Te sugiero que obtengas tus propias soluciones para
que después las compares con las que se te presentan.

En adelante, cuando hablemos de poligonos nos referiremos sélo a poligonos

convexos (todos aquellos cuyos angulos interiores son menores de 180°),
excluyendo a losQ-convexos.

CONVEXO NO-CONVEXO



Problema 1.
Una diagonal de un poligono es el segmento de recta que une dos vértices no

consecutivos. Por ejemplo, en el cuadrado ABCD sus diagonales son: AC y BD.
Y en el pentdgono PQRST: PR, PS, QS, QT y RT*

Q
A S
P R

D C T S

a) ¢Cuantas diagonales se pueden trazar desde un veértice de un triangulo?
b) ¢Cuantas diagonales se pueden trazar desde un vértice de un cuadrado?
c) ¢Cuantas diagonales se pueden trazar desde un vértice de un pentagono?
d) ¢Cuantas diagonales se pueden trazar desde un vértice de un hexagono?

Para responder las preguntas anteriores traza los dibujos correspondientes y
cuenta las diagonales.

e) ¢Cuantas diagonales se pueden trazar desde un vértice de un poligono de: 7,
8y 20 lados? ¢ Y de uno de 2007 lados?

f) ¢Podrias encontrar una formula, es decir, un modelo matematico, que
especifica el numero de diagonales que se pueden trazar desde un vértice para
un poligono de n lados?

Problema 2.
Vamos a considerar cuantos segmentos se pueden formar al unir dos o mas
puntos. Para encontrar el resultado, contesta cada una de las siguientes
preguntas:
a) ¢Cuantos segmentos se pueden formar uniendo dos puntos?
b) Si los puntos no son colineales, es decir, no estan sobre la misma recta,
¢cuantos segmentos se pueden formar si se tienen?:
i) Tres puntos.
i) Cuatro puntos.
iif) Cinco puntos.
iv) Seis puntos.
v) Diez puntos.
vi) Trece puntos.
vii)Mil puntos.
viii)Encuentra una férmula o modelo matematico para especificar el numero de
segmentos que se pueden formar con n puntos.

! En geometria para simbolizar al segmento de recta que va de un punto A a un punto B se
escribe AB



Te sugiero que hagas dibujos y dispongas los puntos como si fueran los vértices
de un poligono.

c) Contesta las mismas preguntas del inciso anterior considerando que los puntos
son colineales.

d) Ahora, considera que los puntos se encuentran colocados de cualquier manera
y responde las preguntas del inciso b.

e) ¢En qué difieren los resultados que encontraste?

Problema 3.
¢, Cuantas diagonales se pueden trazar en un poligono de n lados?

Para contestar la pregunta, te sugerimos que analices qué ocurre con un poligono
de 3, 4, 5, 6,..., lados, con el fin de que puedas inducir el modelo que te pueda dar
la respuesta correcta.

Problema 4.

¢Podrias determinar el nUumero maximo de regiones en que se puede dividir un
circulo mediante segmentos de recta determinadas por puntos n en una
circunferencia, con la condicibn de que tres 0o mas segmentos no sean
concurrentes, es decir, no se intersecten en un mismo punto?

OAGASNAY

A continuacioén te presentamos las respuestas de los cuatro problemas, trataremos
de ir induciendo la solucién para cada caso.

SOLUCIONES.

Problema 1.
Para el triangulo

CERO DIAGONALES

Para el cuadrado

UNA DIAGONAL



En el pentagono

DOS DIAGONALES

En el hexagono

TRES DIAGONALES

Para organizar nuestros resultados dispongadmoslos en una tabla:

NUMERO DE LADOS DEL POLIGONO | NUMERO DE DIAGONALES
3 0
4 1
5 2
6 3

Quiza ya puedas observar la relacidon que existe entre el nimero de lados del
poligono y el nimero de diagonales. Si no es asi puedes seguir haciendo dibujos.

Completemos la tabla.

NUMERO DE LADOS DEL POLIGONO | NUMERO DE DIAGONALES
3 0
4 1
5 2
6 3
7 4
15 12
20 17
2007 2004

Ahora es muy facil responder la Gltima pregunta.

Para cuando nuestro poligono tiene n lados el niumero de diagonales que
podemos trazar es n - 3 diagonales.



En general, cuando usamos el método inductivo conviene resumir nuestros
resultados en una tabla, si esto es posible.

Conclusion: a un poligono de n lados se le pueden trazar desde un mismo
vértice n - 3 diagonales.

Problema 2.
a) Por dos puntos podemos trazar

—

UN SEGMENTO DE RECTA

b) Por tres puntos podemos trazar

TRES SEGMENTOS

Por cuatro puntos podemos trazar.

SEIS SEGMENTOS

Aqui es importante como se lleva la cuenta de los segmentos. ¢ Podrias decir
como contar el nimero de segmentos trazados desde cada punto?

Una manera de hacerlo te lo ilustramos en la figura. Comenzamos trazando
desde un punto, A, un segmento hacia cada uno de los tres puntos restantes,
Az, Az y A4 Luego, desde A,, trazamos segmentos hacia Az y A4 los dos
puntos en que no esta trazado segmento alguno. Finalmente, desde Az hacia
A, trazamos el segmento que falta.

Al. . A2 Al ,A\2 Al A2 A]_ A2
A ‘As A4 As Ay As A, Az

El nimero total de segmentos, siguiendo el proceso sefialado, se puede
representar como la suma:
3+2+1=6

Dados cinco puntos, siguiendo el procedimiento anterior, trazamos primero
cuatro segmentos, luego tres, a continuacion dos y finalmente uno, como se
muestra.



[
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El nimero total de segmentos, se obtiene al sumar:
4+3+2+1=10

Siguiendo la misma idea, dados seis puntos, el proceso anterior nos
proporcionara, para el total de segmento, la suma:
5+4+3+2+1=15

Para siete puntos, ya seria muy facil calcularlo, realizando la suma:
6+5+4+3+2+1

Y si tenemos diez puntos el numero total de segmentos que se pueden trazar lo
obtendriamos al sumar:
9+8+7+6+5+4+3+2+1=45

Para 13 puntos, tendriamos que calcular la siguiente operacion:
12+11+10+9+8+7+6+5+4+3+2+1

Asi pues, para cuando se tienen 2007 puntos, la respuesta se obtiene al
calcular:
2007 + 2006 +...+7+6+5+4+3+2+1

Pero no cabe duda, que si el nUmero de segmentos aumenta, calcular la suma
se hace cada vez mas latoso, por lo que es importante contestar la siguiente
pregunta, para ello, resumiremos nuestros resultados en una tabla.

NUMERO DE SUMA NUMERO DE
PUNTOS SEGMENTOS
2 1 1
3 2+1 3
4 3+2+1 6
5 4+3+2+1 10
6 5+4+3+2+1 15
7 6+5+4+3+2+1 21
10 10+9+8+7+6+5+4+3+2 45
+1
13 12+11+10+...+4+3+2+ 78
1
2007 2007+2006+...+3+2+1 ?




De la tabla podemos observar que dado un cierto numero de puntos, para

determinar el nimero de segmentos que se pueden trazar, basta realizar la

suma de los numeros naturales consecutivos empezando en uno y hasta el

namero anterior al dado. Generalicemos esta idea.

¢, Si tuvieramos n puntos qué suma tendriamos que obtener?
n-1+n-2+.+3+2+1

Y ¢a qué es igual esta suma?

Cuenta la historia que siendo aun nifio, Gauss, famoso matematico aleman del
siglo XIX, sumo éstos numeros de la siguiente manera:
1+ 2+ 3+ 4+ ...+(Nn3)+(n-2) +(n-l)
(n-1))+(n-2)+(n-3)+(n-4)+ ...+ 3+ 2 + 1
n+ n + n+ n+.. +n+ n+ n

¢,Cuantas veces se estd sumando n? n — 1. Por tanto la suma anterior es igual
a n(n -1). Pero aqui se esta realizando doble vez la suma de los n-1 primeros
naturales, por lo que al resultado n(n-1)debemos dividirlo entre dos. De los
cual obtenemos:
n(n-1)

2

1+2+3+4+.+n-3+n-2+n-1=

A esta formula se le llama la formula de Gauss.

Algunos estudiantes llegan al mismo modelo algebraico razonando de la
siguiente manera: si tengo n puntos ¢ Cuantos segmentos puedo trazar desde
cada punto? Pues n-1, por lo que el total de segmentos trazados son n(n-1)
pero como al trazar desde todos los puntos los estoy trazando doble vez, debo
dividir entre dos, llegando al resultado anterior. Esta es una forma muy
simplificada pero no cabe duda que tiene su interés ver el método de Gauss.

c) Consideremos ahora el caso en que todos los puntos estan en una misma recta.

Si tenemos tres puntos, A1, Az, ¥ Az, al trazar segmentos que unan dos puntos,
tendremos tres: AJ/A,, A/A; Yy AA;.

Al A2 A3

Este resultado lo podemos representar mediante la suma
2+1=3

Si tenemos cuatro puntos, Ai;, Az, Az y A4 al trazar los segmentos,
obtendremos seis segmentos, a saber: AA,, AA;, AA,AA;, AA, y

AA, .




La siguiente suma nos dara entonces el total de segmentos:
3+2+1=6

¢, Observas cdmo vamos contando los segmentos?
Veamos, si lo hiciéramos para cinco puntos, A1, Az, Az, Ay As, los segmentos

que podemos trazar son: AA,, AA,, AA,, AA.; AA,, AA,, AA;
AA,, AA. Y AA,.

La suma a realizar entonces, para obtener el total de puntos es:
4+3+2+1=10

iEs exactamente la misma forma como contamos los segmentos en el caso
anterior, por lo que obtenemos la misma suma!

d) Falta considerar el ultimo caso, cuando tenemos puntos colocados de
cualquier manera. ¢ Crees qué cambie algo? Veamos:

Para cuando tenemos tres puntos, ya esta resuelto, pues si no son colineales,
lo estudiamos en el caso b, si lo son, lo resolvimos en el caso c. Entonces
empecemos por cuatro puntos.

Consideremos los puntos A1, A, Az y A; . Notemos que podemos hacer el
mismo conteo, sin ningun problema. Los segmentos que podemos trazar son

los mismos que en los casos anteriores: AA,, A/A;, AAAA,, AA, Y
AA,.

Al A2 AS

A4

Y no importa el nUmero de puntos que coloqguemos, entonces podemos decir:

., n—1)n
Conclusion: Dados n puntos se pueden formar % segmentos.

Probemos nuestra formula para los resultados que ya conocemos, por ejemplo
para n = 10:

10(10-1) 45
2
Paran=5
56G-1) 44

Los resultados son correctos.



Problema 3.
Si tenemos un triangulo podemos trazar

CERO DIAGONALES

Si tenemos un cuadrado podemos trazar las diagonales A/A; y AA,.

DOS DIAGONALES

Si tenemos un pentagono podemos trazar desde el vértice A, las diagonales A A,

y AA,, desde el vértice A, las diagonales A,A, y A,A; y finalmente desde el
vertice Azla que nos falta, A A, .
A

A5 Az

A4 A3
CINCO DIAGONALES

Nos interesa ir encontrando una secuencia ¢ Como seria la suma mediante la cual
obtendriamos el resultado anterior?
2+2+1=5

Si tuviéramos un hexagono podriamos trazar, desde el vértice A,, las diagonales,
AA,;, AA,, AA,; desde el vértice Ay, las diagonales, A,A,, AA. Yy AA;;

desde el vértice Az, las diagonales, A A, y A,A, y desde el A4, la diagonal que
nos falta A,A,

NUEVE DIAGONALES

la suma que representaria el total de diagonales, seria
3+3+2+1=9



Siguiendo el mismo procedimiento, podemos saber cuantas diagonales trazar para
un heptagono: desde el vértice A, las diagonales, A/A,, A/A,, A/ A, y AA;;

desde el vértice A, las diagonales A,A,, A,A. Yy A,A, Yy A,A,; desde el vértice

As, las diagonales AA. y A,A, y A;A,; desde el véertice A, las diagonales

AA; y AA,, finalmente desde el vértice Asla diagonal A A, .

Asi el numero de diagonales que podemos trazar en un heptdgono se puede
obtener al calcular lasuma: 4 +4+3+2+1=14

Usando induccion, calculamos la siguiente suma para obtener el nimero de
diagonales que se pueden trazar en un poligono de 15 lados:
12+12+11+10+9+8+7+6+5+4+3+2+1=90

Y para un poligono de 20 lados, realizaremos la suma:
17+17+16+15+14+13+12+11+10+9+..+3+2+1=170

Para contestar la pregunta cuando tenemos un poligono de 2007 lados, habria
que sumar:
2004 + 2004 + 2003 + 2002 +..+3+2 +1

Pero otra vez las sumas se nos vuelven a complicar, mas vale que obtengamos un
modelo algebraico. Para ello sinteticemos nuestra informaciéon en una tabla,
notemos que para un poligono de cuatro lados, donde trazamos dos diagonales
podemos descomponerlo en la suma: 1 + 1.

NUMERO DE LADOS SUMA NUMERO DE
DEL POLIGONO DIAGONALES
3 0 0
4 1+1 2
5 2+2+1 5
6 3+3+2+1 9
7 4+4+3+2+1 14
15 12+12+11+10+...+3+2+1 90
20 17+17+16+15+14+...+3+2+1 166

De la tabla podemos observar que para calcular las diagonales que se pueden
trazar en un poligono de cierto nimero de lados basta con realizar la suma de
todas las diagonales posibles que se pueden trazar desde un vértice, que por el
problema 1, sabemos que son el numero de lados del poligono menos tres, mas
las que se pueden trazar del vértice consecutivo, que resulta ser el mismo namero,
mas todos los naturales consecutivos menores al nimero anterior. Esto es:

Si tuviéramos un poligono con n lados para calcular el numero de diagonales que
se pueden trazar debemos obtener la suma:

10



nN-3+n-3+n-4+n-5+.+3+2+1

Para encontrar a que es igual esta suma, notemos que es la misma suma que la
que teniamos en el anterior problema, si no consideramos al primer término, solo
gue hemos empezado en n-3 para un poligono de n lados. ¢ Como seria el modelo
algebraico?
(n-3)(n-2)

2

N-3+Nn-3+nN-4+n-5+...+3+2+1=n-3+

(n-3)(n-2) n(n-3)
2 )

Simplificando obtenemos: n—3 +

Probemos nuestra férmula para los resultados que ya conocemos:
n=>5: @:5 iBien!

6(6-3) _

n=6: 9 Perfecto!

Observa que también podemos llegar al resultado si razonamos de la siguiente
manera: Desde cada vértice podemos trazar, segun vimos en el problema 1, n-3
diagonales, y como son n vértices obtenemos n(n-3) diagonales pero como
estamos trazando desde todos los vértices todas las diagonales se estan contando
doble vez por lo que deben dividirse entre dos, con lo cual obtenemos el modelo
anterior.

Un camino mas, para obtener la solucion es el siguiente: darnos cuenta que, y no
faltan estudiantes que se den cuenta, al modelo del problema 2, en el caso b, sélo
bastaria haberle restado los segmentos trazados como lados del poligono, es
decir, a todos los segmentos trazados dados n puntos, le restamos n, que es el
namero de lados del poligono y obtenemos el total de diagonales.
Algebraicamente tenemos:
(n=Dn ne n(n—23)
2 2

Seguramente habrd otras formas de resolver los problemas, que aqui no se
contemplan pero que ustedes las descubriran. jAdelante!

n(

- . n-3) ..
Conclusion: En un poligono de n lados se pueden trazar T) diagonales.

Problema 4.
Cuando tenemos un punto sobre la circunferencia

UNA REGION
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Cuando tenemos dos puntos sobre la circunferencia

D

DOS REGIONES

Si tenemos tres puntos sobre la circunferencia

CUATRO REGIONES

Para cuatro puntos sobre la circunferencia

OCHO REGIONES

Si resumimos en una tabla la informacién que hemos obtenido tendremos:

NUMERO DE PUNTOS [NUMERO DE REGIONES
1 1
2 2
3 4
4 8

Notemos que los anteriores resultados los podemos rescribir como:

NUMERO DE PUNTOS|NUMERO DE REGIONES
1 1=2"
2 2=21
3 4 = 2°
4 8=2°

Por lo que el modelo algebraico que propondriamos para este problema es: para n
puntos sobre la circunferencia habra 2" regiones.

12



Veamos ahora, si tenemos 5 puntos sobre la circunferencia, segun nuestra

férmula deberiamos tener 16 regiones. Hagamos el dibujo para comprobar este
resultado.

Por el problema uno sabemos que debemos trazar 10 segmentos que unan los
cinco puntos.

DIECISEIS REGIONES

Pareciera entonces que el modelo funciona, hagamos un caso mas. Para seis

puntos sobre la circunferencia deberemos obtener 32 regiones, dibujemos una vez
mas para probar este resultado.

Tenemos 31 regiones!, la formula que propusimos fallé para el caso cuando n =
6, y esto la invalida como cierta. Este es un ejemplo donde el método inductivo
muestra sus limitaciones. jSus resultados son soélo probables!

Ahora pasaremos al reto de resolver problemas.
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§2
PROBLEMAS
1. Los numeros oblongos son aquellos que tienen

la siguiente representacion

geomeétrica:

o o 0o e o 0 o
o o o o 0o e o 0 o

° o o o o o e o 0 o
o o o o 0o e o 0 o

2 6 12 20

NUMEROS OBLONGOS

Asi el primer nimero oblongo esta formado por dos puntos, el segundo por
seis, etc. El problema consiste en que encuentres una formula que relacione el
namero de puntos en la base con el total de puntos que conforma el numero.
Las siguientes figuras representan a los nUmeros pentagonales.

o & G @

NUMEROS PENTAGONALES

Encuentra una expresion algebraica, para los nUmeros pentagonales.

Demuestra que la suma de los primeros n enteros positivos impares es igual a
2

n<.

Una cuerda es un segmento de recta que une dos puntos de una

circunferencia.
Por ejemplo en la figura siguiente AB es una cuerda
B

Determina el niumero de regiones que se pueden formar en un circulo al trazar
n cuerdas con las condiciones de que cualesquiera dos se intersecten en el
interior del circulo y tres 0 mas no sean concurrentes.

Considera las siguientes figuras, donde cada numero representa el total de
unidades en el lado del cuadrado. Cuenta el nimero de cuadrados diferentes
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gue se observan en cada figura y encuentra el modelo algebraico que relacione
las unidades en el lado del cuadrado y el nUmero de cuadrados que hay.

1 2 3 4

SUGERENCIAS

1. Para relacionar el numero de puntos en la base con el total de puntos, basta
que observes la forma de la figura.

2. Se van a proponer dos sugerencias, una basada en un dibujo, la otra que
utiliza lo visto en el capitulo.

a) La siguiente figura muestra el quinto nimero pentagonal, es decir, el que
tiene en la base cinco puntos, usando las figuras que se forman encuentra
alguna relacién que te conduzca a la férmula.

b) Utiliza el hecho de que un pentadgono se puede dividir en tres tridngulos, no
olvides hacer el dibujo y contar adecuadamente.

3. Utiliza el método de Gauss.

4. Dibuja el circulo, ve trazando cuerdas y contando el niumero de regiones.
Observa que al trazar una nueva cuerda, el nimero de regiones aumenta en el
mismo numero de cuerdas que ya tenias trazadas.

5. Para encontrar la formula utiliza las siguientes figuras:

.2 B B =
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SOLUCIONES
1. Dibujemos los numeros oblongos.

e o o e o 0 o
o o e o o e o 0 o
° o o o o 0 e o 0 o
° o o e o o e o 0 o
2 6 12 20

Notemos que cada namero oblongo tiene una forma rectangular, es decir, tiene

un renglén mas que el numero de columnas, asi el tercer nUmero oblongo tiene

tres puntos en la base y cuatro de altura, de esta observacion parece sencillo

encontrar la formula. Si n representa el nUmero de puntos en la base, entonces
nin+1)

es el total de puntos en el nimero oblongo.

Probemos la formula para n =4

4(4+1) =20

lo cual es correcto.

2. a)

Observando la figura contemos los puntos: empecemos por uno de los
vértices, es decir, un punto. Después los puntos contenidos en los cuatro
rectdngulos, menos el vértice que ya contamos. Notemos que los rectangulos
contienen los vértices de los pentdgonos menos el que ya contamos, entonces
siempre seran cuatro rectangulos, mientras que el nimero de puntos que
contengan dependera del numero de puntos de la base menos uno.

Finalmente contaremos los puntos que se encuentran en los tres triangulos:
tres puntos de la base mas dos del siguiente renglén, mas uno, es decir, la
suma de los primeros tres naturales, para estas sumas ya tenemos férmula
para calcularla, la de Gauss. Observemos que el nUmero de puntos de la base
de estos triAngulos tiene dos puntos menos que los puntos de la base del
namero pentagonal en cuestion. Notemos también que todos los triangulos
tienen los mismos puntos, que siempre van a ser tres, pues si vemos a los
rectangulos como diagonales, los triangulos son los que forman las diagonales,
por lo que el numero de triangulos, como vimos en el problema 1, debe ser
tres.
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Traducido esto a una férmula: si tuvieramos n puntos en la base del nUmero

(n-2)(n-9
)

pentagonal obtenemos: 1+4(n—-1)+3

Segunda solucién:
b) Vamos a dibujar primero a los numeros pentagonales para tenerlos

presentes. E
5 12 22 35

NUMEROS PENTAGONALES

Si trazamos las dos diagonales que parten de uno de los vértices del
pentagono se forman tres triangulos. Notemos que estos triangulos tiene el
mismo numero de puntos en la base que el nimero pentagonal en cuestion,
(ver figura), y que, por ejemplo en el cuarto niumero pentagonal, el nimero total
de puntos que forman el tridngulo esta dado por la suma:

o & W

Podriamos entonces usar la formula para sumar los primeros numeros
naturales, es decir, la de Gauss, para calcular el total de puntos en el triangulo.
Pero observemos que con ésta cuenta estamos sumando dos veces los puntos
gue se encuentran sobre las diagonales, que son exactamente el mismo
namero de puntos que los de la base del nUmero pentagonal en cuestién.

Podriamos entonces generalizar para el nimero n pentagonal:
3n(n+1) _ono 3n’+3n-4n 3n’-n_ n(3n-1)

2 2
Probemos la formula para el quinto nimero pentagonal.
ZCORER

lo cual es correcto.

Si hacemos operaciones encontraremos que las dos formulas obtenidas son
iguales:
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3n-2)(n-1) 8n-6+3(N*-3n+2) 3n’-n
2 2
3. Usando la misma idea que us6 Gauss obtenemos:
1 + 3 + 5 + ..+2n-1
2n-1 + 2n-3+ 2n5 + ...+ 1
2n + 2n + 2n + ...+ 2n

1+4(n-1)+

Tenemos en total n sumandos y como hemos sumado dos veces a estos
nameros debemos dividir entre dos el resultado, de lo cual obtenemos:

1434547+, 4+2n-1=2000 _ >

4. Dibujemos y contemos

Hagamos una tabla

NUMERO DE CUERDAS NUMERO DE REGIONES
2

4

7

11

16

g |WiN|F

Observemos la manera en que se fueron formando estas regiones. Al dividir la
region circular por una primera cuerda, se forman dos regiones. Al trazar la
segunda cuerda, como debe intersectar a la primera, divide a las dos regiones que
teniamos creandose otras dos mas. Si ahora trazamos una tercera cuerda, al
intersectarse con las otras dos cuerdas; (recordemos que las cuerdas sélo se
deben intersectar dos a dos), divide sbélo a tres de las cuatro regiones que
teniamos, en dos nuevas regiones cada una, por lo que ahora tenemos tres
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nuevas regiones mas. Si trazamos la cuarta cuerda, tenemos que divide
solamente a cuatro de las siete regiones que se habian formado, en dos nuevas
regiones cada una, formandose cuatro nuevas regiones que hay que sumar a las
que ya teniamos. Haciendo este conteo podemos saber cuantas regiones nuevas
se van formando al aumentar el nimero de cuerdas. Escribamos esto en la tabla:
NUMERO DE CUERDAS | NUMERO DE REGIONES
2

2+2

4+3

7+4

11+5

QB |IWIN|F-

Ahora bien, al numero de regiones la podemos reescribir como la siguientes
sumas:

NUMERO DE NUMERO DE SUMA
CUERDAS REGIONES
1 2 1+1
2 4 1+1+2
3 7 1+1+2+3
4 11 1+1+2+3+4
5 16 1+1+2+3+4+5

Con esto ya es facil obtener nuestra formula, es la suma de los primero n
enteros positivos mas 1:
nin+1 n+n+2
( )+1:
2 2
Probemos nuestra formula para un caso mas, cuando tenemos seis cuerdas.

Hagamos el dibujo y contemos




6°+6+2

Usando la férmula: 22
El resultado es correcto.
1
2
3
4
Contemos y hagamos una tabla
NUMERO DE UNIDADES EN EL LADO NUMERO DE CUADRADOS

1 1
2 5
3 14
4 30
5 55

Pero ¢como hemos contado?, primero los cuadrados de lado uno, luego los
cuadrados de lado dos y asi sucesivamente, escribamos esto en nuestra tabla.

NUMERO DE .
NUMERO DE
UNIDADES EN EL SUMA

LADO CUADRADOS
1 1 1
2 5 2°+1
3 14 F+4+1
4 30 42+9+4+1
5 55 52+16+9+4+1

Pero esto es el nuevo nimero de cuadrados de lado uno mas los cuadrados
gue ya habia anteriormente, por lo que lo podemos reescribir como:

NUMERO DE .
NUMERO DE
UNIDADES EN EL | ~UADRADOS SUMA SUMA
LADO
1 1 1 1
2 5 2°+1 2+ 1
3 14 3F+4+1 3F+2°+1
4 30 4°+9+4+1 42+ 3742+ 1
5 55 5°+16+9+4+1 [5°+4°+3°+2°+1
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Asi que lo que debemos obtener es la suma de los cuadrados de los primeros
n ndmeros enteros positivos. Para poder obtener la expresiéon algebraica de
esta suma vamos hacer uso de la siguiente figura:

. B % _:% Ilinl_n i

En los cuadrados tenemos representados los primeros n numeros cuadrados,
en el rectangulo se han dispuesto tres veces dichos nimeros ¢lo puedes
observar?. En la base del rectangulo hay 2n+1 cuadros y en su altura la suma
de los primeros n numeros naturales, de lo cual resulta inmediata la férmula:

32 +22+3%+...+n%) =(2n +1)(@)
De lo cual concluimos que:
n(n+1)(2n+1)

P+2°+3%+...+n° =

6

21



CAPITULO 1l
ANGULOS Y SUS RELACIONES

El objetivo de este capitulo, y de los siguientes, es mostrar como se trabaja con el
método deductivo en la geometria, aprovechando que es una rama de la
matematica la cual han estudiado en cursos anteriores. No se pretende presentar
un sistema axiomético deductivo completo, ni siquiera rigurosamente deductivo,
pues eso no seria lo mas adecuado para quienes, como ustedes, se inician en el
estudio de la axiomética. Lo que se quiere hacer es ilustrar, lo mejor que se pueda
el método. Como se ha mencionado, lo acompafiaremos con el método inductivo
para descubrir o redescubrir las propiedades geométricas de las figuras.

81

PROBLEMA DE MOTIVACION

¢ Te gustaria saber cuanto mide el diametro de nuestro planeta? Te vas a
sorprender de lo sencillo que es calcularlo, basta con un poco de herramienta
matematica e ingenio.

¢ COMO CALCULAR EL DIAMETRO DEL PLANETA?

Hace cerca 2300 afios, el matematico griego Eratdstenes, midid la circunferencia
de la tierra sin mas instrumentos que su ingenio y la observacion. Notd, durante
uno de sus viajes que solia hacer, que objetos similares no producian sombras del
mismo tamarfio en las ciudades de Alejandria y Siena, situadas en la ribera del rio
Nilo, durante la misma época del afio. Esto, supuso, debia tener su origen en la
curvatura de la superficie terrestre, ya que de no ser ésta curva, sino plana, todos
los objetos del mismo tamafio tendrian que proyectar sombras iguales:

4 /
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Eratéstenes observo que al mediodia del solsticio de verano, el dia mas largo del
afo, el sol estaba practicamente sobre la vertical en Siena, por lo que una varilla
colocada verticalmente sobre la tierra no producia sombra alguna y el sol brillaba
directamente en el fondo de un pozo profundo, quedando completamente
iluminado. En el mismo momento y bajo las mismas condiciones, en Alejandria,
una varilla colocada verticalmente producia una pequefia sombra formando un
angulo que se desviaba 7° 12" de la vertical, esto es, el angulo formado por la
varilla vertical y el rayo que pasa por el extremo superior de ésta y por el extremo
de su sombra, media 7° 12".

SIENA ALEJANDRIA
Utilizando estas observaciones, admitiendo que son paralelos los rayos del sol
observados desde la tierra, (cosa que practicamente ocurre), y conociendo que la
distancia entre las dos ciudades es de 5000 estadios’. Eratéstenes midi6 la
circunferencia de la tierra.

¢Podrias obtener la solucion del problema? jInténtalo! Ayudate del siguiente
dibujo. \ /
< . ~ /

o Z - /
Alejandria
C b

Siena ~

N

3

F 3

F 3

Tierra

C es el centro dela tierra 'y Za es el angulo que midié Eratdstenes.

1 Al parecer, Eratéstenes dio una estimacion de la distancia entre Alejandria y Siena con
base en el hecho de que un convoy de camellos, tardaba 50 dias en llegar a Siena, viajando
a razéon de 100 estadios por dia. (Morris Kline. EI pensamiento matemético de la
Antigledad a nuestros dias. Alianza Editorial. Madrid 1994, pag. 220.). También existe
una leyenda que dice que para obtener este dato Eratostenes contraté a una persona para
que recorriera y midiera dicha distancia.
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Si no lograste resolver este problema no te preocupes, mas adelante lo haremos.
Para su solucion se requieren algunos conocimientos basicos sobre relaciones
gue existen entre dos rectas paralelas y los angulos que se forman al ser cortadas
por una transversal, por lo que pasaremos a estudiar estas relaciones, esperando
gue este problema sencillo, pero bonito, te motive en el estudio de los angulos y
sus relaciones.

Para iniciar empezaremos analizando diversas situaciones que se presentan
cuando trabajamos con angulos, con el fin de que te familiarices con los resultados
gue después formalizaremos.

§2

EXPERIMENTOS.

Como en el capitulo anterior te pedimos que realices los experimentos antes de
ver las conjeturas, esto te ayudara a entender mejor cuando pasemos a
formalizarlas.

PRIMER EXPERIMENTO. ANGULOS OPUESTOS POR EL VERTICE.

1. Traza dos rectas que se corten.

2. Mide con un transportador cada uno de los cuatros angulos que se forman.
Anota los resultados.

3. Dibuja otras dos rectas que se corten.

4. Nombra a sus angulos como se indica en la figura. Corta el angulo a y
superponlo sobre el angulo c, de tal manera que sus vértices coincidan. De
igual manera corta el angulo b y encimalo sobre el & od.

/b

5. Repite tu experi to para otros dos pares de rectas, en uno de los casos
dibuja a las rectas perpendiculares.

6. Escribe todas las conclusiones y compara los resultados con los de tus
compafneros.

SEGUNDO EXPERIMENTO. DIBUJANDO PARALELAS Y PERPENDICULARES.

(UTILIZANDO REGLA Y ESCUADRA).

1. Usando una escuadra traza la perpendicular a una recta por un punto exterior a
ella. Escribe como lo hiciste. ¢Cuantas perpendiculares distintas puedes
trazar?

2. Prolonga la perpendicular trazada. ¢En cuantas partes se divide el plano?
¢,Cuanto miden los angulos que se formaron?

3. Dado un punto sobre una recta traza una perpendicular a dicha recta que pase
por el punto. ¢ Cuantas perpendiculares distintas puedes trazar?
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4. Dada una recta y un punto exterior a ella, traza una paralela a la recta dada que
pase por el punto, usando regla y escuadra. Escribe cdmo lo hiciste. ¢ Cuantas
rectas paralelas distintas puedes trazar a dicha recta que pasen por el punto?

5. Mide la distancia entre las rectas en distintos puntos. Considera la distancia
entre las rectas como la longitud del segmento que las une perpendicular a
ambas. Anota los resultados. ¢ Son los que tu esperabas?

6. ¢Qué caracteristicas atribuirias a las rectas paralelas?

TERCER EXPERIMENTO. RECTAS CORTADAS POR UNA TRANSVERSAL.
a) Traza dos rectas no paralelas y una tercera que las corte en puntos diferentes
de donde se intersectan.

/3 £

7

1. Mide con transportador cada uno de los ocho angulos que se sefialan en la
figura anterior. ¢ Existen parejas de angulos iguales ademas de los angulos
opuestos por el vértice? Anota los resultados.

2. Repite tu experimento para otros dos pares de rectas.

3. Escribe todas tus conclusiones y discutelas con tus companeros.

b) Dibuja un par de rectas paralelas y una tercera que las corte

\

P Z4

v

6 45

< \§7 8 L g

1. Repite los pasos del 1 al 3 del inciso a.

2. ¢Qué pasa con la suma de las medidas de los angulos que se encuentran
en el mismo lado de la transversal y dentro de las paralelas (los angulos
internos)? Compara estos resultados con lo que ocurre para los mismos
angulos y su suma, en el inciso a.

3. Escribe todas las conclusiones y comparalas con las de tus compafieros.
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CONJETURAS

Es probable que obtengas diferentes conjeturas a las expuestas a continuacion, te
pido que las discutas con tus compafieros y con tu profesor. Aqui enuncio las que
considero mas importantes para desarrollar la formalizacion del tema.

PRIMER EXPERIMENTO.
CONJETURA 1. Los angulos opuestos por el vértice son iguales. Es posible que

en algunos casos esto no sea exacto en nuestros experimentos, debido a errores
de medicién o a otros factores.

/b

3 ZC

«d

Za=/cy Zb=zd
SEGUNDO EXPERIMENTO.
CONJETURA 2. Existe una unica perpendicular a una recta que se puede trazar
por un punto exterior a ella.

CONJETURA 3. Dos rectas son perpendiculares si se cortan formando angulos
adyacentes iguales. %

900 | £90°

F 3
v

290 |~900

v

CONJETURA 4. Dado un punto en una recta solo se puede trazar una
perpendicular a dicha recta que pase por el punto.

CONJETURA 5. Sélo se puede trazar una paralela a una recta por un punto
exterior a ella.

CONJETURA 6. La distancia entre dos rectas paralelas es siempre la misma

<
-

B
Lt

- - -

v

A
olr--——ou»
nlkr---to
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TERCER EXPERIMENTO.
CONJETURA 8. Si dos rectas no paralelas son cortadas por una tercera, no hay
angulos iguales, salvo los opuestos por el vértice.

CONJETURA 9. La suma de las medidas de los angulos internos formados del
mismo lado de la transversal, es mayor o menor a 180° si las rectas no son
paralelas.

Z4 + /5 <180°
Z3+ /6 >180°

Observa que la suma de los angulos internos es menor a 180° del lado donde se
cortan las rectas.

CONJETURA 10. Si las rectas son paralelas al ser cortadas por una tercera se
forman ocho parejas de angulos iguales, a saber:

e Los formados del mismo lado de la transversal y arriba de las paralelas.

\ 4
2 P

A

/6 /5 -~

/2=/6y s1=/5

e Los formados del mismo lado de la transversal y debajo de las paralelas.

« e
Z4

A

v

/3=/7y 24=/8

A estas cuatro parejas de angulos se les llaman correspondientes.
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e Los formados de uno y otro lado de la transversal y fuera de las paralelas

AN\
= 2 >

77 »
/1=/7y £2=/8
A estas dos parejas de angulos se le llama alternos externos.

e Los formados de uno y de otro lado de la transversal pero dentro de las

paralelas.
<% \ >

3 X4

/3=/5y /4=/6
A estas dos parejas de angulos se les llama alternos internos.

Estas ocho parejas de angulos que hemos mencionado se forman aunque las
rectas cortadas por la transversal no sean paralelas y se siguen llaméndose igual.

Pasemos ahora a formalizar estos resultados que hemos obtenido mediante la
experimentacion y a demostrar nuestras conjeturas.

§3

AXIOMAS, POSTULADOS, TERMINOS PRIMITIVOS Y TEOREMAS.

En geometria no todas las afirmaciones se pueden demostrar, ya que al intentarlo
tendriamos que recurrir a otras afirmaciones que a su vez habria que demostrar y
asi sucesivamente. De esa manera, el proceso de demostracién seria infinito, por
lo cual es necesario partir de una serie de proposiciones que se aceptan sin
demostrar, a las cuales se les llama axiomas o postulados?.

\

2 *Toda ciencia demostrativa tiene que partir de principios indemostrables, (de otro modo),
los pasos de la demostracion serian infinitos”, dice Aristoteles. Raymond L. Wilder. £/
mundo de las matematicas, tomo5. Editorial Grijalbo. Barcelona 1968, pag. 36.
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A continuacion vamos a enunciar los supuestos de los que partiremos
inicialmente, aunque a lo largo del trabajo se incluirdn otros que nos hagan falta.
He preferido dividir a los supuestos en axiomas y postulados para respetar la
tradicion euclidiana:

AXIOMAS

1. Cosas iguales a una tercera son iguales entre si.

2. En una expresion cualquiera, una cantidad cualquiera se puede reemplazar por
su igual.

3. Eltodo es igual a la suma de sus partes.

4. Cualquier cantidad es igual a si misma.

5. Si a cantidades iguales se suman o restan cantidades iguales, los resultados
son iguales.

6. Si cantidades iguales se multiplican o dividen por cantidades iguales, los
totales son iguales. En el caso de la division no se puede dividir entre cero.

POSTULADOS.

1. Por dos puntos pasa una recta y solo una.

2. Toda recta puede prolongarse en ambos sentidos.

3. Con un punto dado como centro y un segmento dado como radio soOlo se
puede trazar una circunferencia.

4. Todos los angulos rectos son iguales.

5. Por un punto no contenido en una recta, pasa exactamente una recta paralela
a dicha recta.

En las demostraciones que hagamos, solo se indicara el axioma utilizado, los
postulados por ser mas inmediatos no se sefialaran, a menos que se considere
necesario.

Otro elemento importante en el método deductivo son las definiciones de los
conceptos, sin embargo, por el mismo argumento que mencionamos sobre los
axiomas y postulados, iniciaremos con una serie de términos que no definiremos,
a los cuales llamaremos términos primitivos.

TERMINOS PRIMITIVOS.
Son tres los términos primitivos en la geometria euclidiana: punto, recta y plano.

TEOREMAS.
Toda conjetura que se demuestre la llamaremos teorema.

Una demostracién es el conjunto de razonamientos que nos permiten derivar una
serie de afirmaciones a partir de otras. Cada una de ellas tendra que llevar
claramente su justificacion usando las leyes de la l6gica. La demostracion de un
teorema se deducira de los axiomas y los postulados, o bien de otros teoremas ya
demostrados.
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8§84
EL ANGULO
¢, Por dénde empezar? Por definir el concepto de angulo.

DEFINICION: Un angulo es la amplitud de rotacién de una semirrecta o rayo® que
gira en torno a su origen.

o) A

Observamos que con esta definicion el angulo puede tomar valores en el conjunto
de los numeros reales, pues el rayo puede girar tantas veces como se desee y
hacerlo en dos sentidos, una de las cuales es la orientacion positiva, cuando gira
en sentido contrario a las manecillas del reloj; y otra la orientacion negativa,
cuando gira en el sentido a las manecillas del reloj.

Al punto O en torno al cual se mueve el rayo se le llama vértice del angulo y a los
rayos que delimitan al angulo se les denomina lados del angulo.

o) A

B

OA y OB son los lados del angulo y O el vértice’

También se suele definir un angulo de la siguiente manera:

DEFINICION: Un angulo es la figura formada por dos rayos que tienen un origen
comdan.

Al asignarle su medida al angulo, se le asigna la menor de las dos posibles

3 La amplitud de rotacion es la REGION recorrida por medio del movimiento.
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¢, Qué diferencias hay entre las dos definiciones? ¢ Ya las encontraste? Veamos,
una es que mientras en la primera esta involucrado el movimiento, en la segunda
el angulo es visto como algo estatico. Otra diferencia se encuentra en que en la
dltima definicibn no podemos hablar de dos angulos o mas, sino sélo de uno. La
tercera diferencia importante es que los angulos en la segunda definicion, sélo
tomaran valores entre 0°y 180°.

En geometria elemental se trata al angulo como en la segunda definicién, no asi
en trigonometria, donde necesariamente tendremos que recurrir a la primera. En
realidad, a pesar de las diferencias que se mencionan, las dos definiciones
anteriores encierran esencialmente la misma idea y conducen a los mismos
resultados, por lo que nosotros usaremos cualquiera de ellas indistintamente.

Ahora bien, para que la demostracion que vamos a realizar sea del todo correcta,
habremos de definir qué es un rayo, ya que éste no es un término primitivo por lo
gue debe ser previamente definido.

La definicion es compleja pero vale la pena exponerla para ilustrar lo que significa
dar una definicion con todo rigor.

DEFINICION: El rayo o semirrecta OA esta formado por el segmento OA y por
todos los puntos para los que el punto A queda situado entre cada uno de ellos y
0.

O

El punto O es llamado el origen o extremo del rayo OA y se suele denotar al rayo
por OA.

En la anterior definicién, hemos utilizado un concepto no definido, la relacién estar
entre, por lo que la definicion no esta bien establecida. Para enmendar el error,
pasaremos a definir la relacion estar entre.

Consideremos un segmento de recta y tres puntos A, B y C que pertenecen al
segmento. ¢B esta entre Ay C? ¢ Por qué?

A B C

Porque estan a la misma distancia, se suele responder, veamos. En un tridngulo
equilatero de vértices A, B y C, B esta a la misma distancia de A y C y sin

embargo no esta entre Ay C.
A
A C
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jAh!, entonces lo que necesitamos es que los tres puntos pertenezcan al mismo
segmento, es decir, que los tres puntos sean colineales.

Esto dltimo también se puede formular, utilizando el concepto de distancia (el cual
se acostumbra introducir como un axioma en la geometria plana moderna),
diciendo: la distancia de A a B mas la distancia de B a C debe ser igual a la
distancia de A a C, lo cual escribimos como:

AB + BC =AC

A B C

Hay una ultima situacidbn que no hemos resuelto, ¢estaria B entre A 'y C si
coincidiera con A o con C?

B

A C

No, pero hasta ahora nuestra definicibn no excluye este caso, pues AB = 0 y por
tanto BC = AC, por lo que se cumple AB + BC = AC sin contradecir nuestra
definicion. ¢ Qué podemos pedir ahora? Efectivamente, que nuestros puntos sean
diferentes, entonces:

DEFINICION: B es un punto entre A y C si y s6lo si A, B, C son diferentes y
AB + BC = AC

Finalmente, para terminar de formalizar esta definicion, enunciemos el axioma de
distancia:

AXIOMA. A cada par de puntos diferentes A y B le corresponde un numero
positivo Unico, llamado la distancia entre ellos y que se denota por AB.

Ahora si, hemos definido con todo rigor l6gico el concepto de estar entre que
parece tan trivial, pero que debe ser definido con toda precisién y con ello el
concepto de angulo.

Hagamos un paréntesis par definir segmento de recta aprovechando que tenemos
los elementos necesarios para hacerlo:

A B

DEFINICION: Sean A y B dos puntos cualesquiera, el segmento de recta AB es el
conjunto de puntos que contiene a A, a B y a todos los puntos situados entre A 'y
B.

Se suele denotar con AB al segmento AB y se les llaman los extremos del
segmento a los puntos A y B.
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Usaremos la siguiente notacion para referirnos a los angulos:
AngABC, Z/ABC o ABC

Siempre el vértice del angulo se colocaré en el centro. Por ahora no tomaremos en
cuenta el sentido del angulo, por lo que ZABC = £ CBA.

A
B o,
C
Cuando no hay lugar a confusiones podremos indicar solo el vértice del angulo.
A
A > B C

Los angulos de este triangulo se

Este angulo se puede escribir como: ZA pueden escribir como: ZA, /By /C

Pero si tenemos una situacion como la siguiente:

A >

Debemos indicar claramente el vértice y los lados del angulo, o bien nombrarlos
con letras o numeros, como se muestra a continuacion.

B
C
A - A Z1 . A Ji .

Usualmente para indicar la medida de los angulos se utilizan letras griegas
minusculas, aunque a veces se abusa de la notacion y a la medida de los angulos
y a los angulos mismos se les llama de igual forma. Cuando se usan letras
griegas, se omite el simbolo del angulo.

Las unidades utilizadas para medir &ngulos son el grado y los radianes. El grado
tuvo su origen en los pueblos antiguos, muy ligado a sus observaciones acerca del
sol. Los babilonios llamaron afio solar al tiempo que tardaba el sol al girar “en
trayectoria circular alrededor de la tierra” y un dia, en este calendario,
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correspondia a 1/360 del afio solar. De esta manera natural surgié la definicién de
grado.

DEFINICION: Un grado es la medida de un angulo que mide 1/360 del angulo de
una vuelta.

Las unidades con las que vamos a medir los angulos son el &ngulo de 1°y el de
una vuelta.

Para mayor precision en nuestros calculos vamos a dividir al angulo que mide un
grado en sesenta angulos, a la medida de cada uno de estos angulos la vamos a
llamar minuto. A cada uno de estos angulos que mide un minuto, lo volvemos a
dividir en 60 nuevos angulos y a la medida de cada uno de éstos angulos lo vamos
a llamar segundo. Para denotar un minuto se usa el apostrofe y para los
segundos, las comillas. Cabe aclarar que abusando de la notacién llamamos a los
angulos por el nombre de su medida. Asi, al angulo que mide un grado
simplemente le decimos grado.

Lo anterior se resume en la siguiente tabla:

10 = 60’ 1’ = (1/60)°
1' = 60" 1" = (1/60Y
1° = 60 (60)” = 3600 1" = (1/3600)”

Con esta tabla podemos realizar todo tipo de conversiones. Veamos algunos
ejemplos:
a) Convertir 5° a minutos.

Como cada grado tiene 60 minutos basta multiplicar 5 por 60

5(60’) = 300’

b) Convertir 0.5° a minutos.

Siguiendo el mismo razonamiento obtenemos

0.5° (60") = 30.0' = 30’

c) Convertir (%)0 a minutos.

1 ’—@’: !
(5)(60)_(3) 20

d) Convertir 10.1’ a segundos.
10.1 (60") = 606.0” = 606"

e) Convertir (6%)’ a segundos.

(63) (60 = (57) (60" = (=)' = 380"

f) Transforma 27° 4’ 7” a segundos.
27(3600") + 4(60") + 7" =97200" + 240" + 7" = 97447"
g) Convierte 28” a minutos.
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1 28 7
28(—=) =(=)=(—=)
( 60) ( 60) ( 15)
h) Convierte 4” a grados.
1 4 1
4 )0 = 0 — (o]
(3600) (3600) (900)

La otra unidad de medida, el radian, utiliza conceptos como circunferencia, circulo,
centro, arco y radio de un circulo, los cuales se pide al estudiante que los
investigue. A continuacion se da la definicién de radian.

DEFINICION: Un angulo tiene una medida de un RADIAN si al colocar su vértice

en el centro de un circulo la longitud del arco intersectado en la circunferencia es
igual al radio.

o =1radian, r es el radio del circulo y O el centro del circulo

Asi, si tenemos un angulo que mide 360° es necesario encontrar el nimero de
veces que un arco circular de longitud r puede colocarse a lo largo de la
circunferencia. Como la circunferencia mide 2zr, el nimero de veces que una
longitud r puede colocarse es 27, esto es, un angulo que mide 2~ radianes,

corresponde al angulo, en grados, de 360° De lo cual podemos deducir las
siguientes relaciones:

360° = 27 radianes — 180° = r radianes

(o] (o]
360 = E =1radidn = 180 = 57.29560° = 1 radian
271 27 T
360° 27

- o= _T_ radianes = 0.017453 radianes
360 360 180

Cuando usamos a los radianes para medir los angulos no es necesario escribir las
unidades.

Ejemplos:
a) Convertir un tercio de grado a radianes.
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Como 1° = iradianes, entonces un tercio de grado sera: (1)(L):i
37180° 540

radianes, o bien, usando una aproximacion tenemos

(1)O . 31416 0.058 radianes
3 540
b) Convertir 60° a radianes.
(60)(—=—)=" ~1.0472 radianes
180" 3

c) Convertir 37.24° a radianes.
37.24(%) ~0.20689r ~ 0.64996 radianes

d) Transformar z /18 radianes a grados.
7,180, 0
—)(—)" =10
(18)( - )
e) Transformar = /4 a grados.
EE2y = 45°
4
f) Transformar 1.0472 radianes a grados.

1.0472(80) _ 188496 _ g0
T T

CLASIFICACION DE ANGULOS
A continuacion se dara la clasificacion de los angulos de acuerdo a tres criterios.

SEGUN SUS MEDIDAS.
ANGULOS CONGRUENTES. Tienen la misma medida.

—

A1

A veces se coloca una pequefia marca para indicar que los angulos son
congruentes.

— N

En ocasiones, abusando del lenguaje, a los angulos que tienen la misma
medida también se les llama iguales. Se suele utilizar el simbolo = para
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denotar a angulos congruentes, o simplemente se escribe el simbolo

abusando ahora de la notacion.

ANGULOS DE UNA VUELTA. Mide 360°

ANGULO LLANO. Mide 180°

A
J

O
h 4

ANGULO RECTO. Mide 90°

90

O >

ANGULO OBTUSO. Mide més de 90° pero menos de 180°

ANGULO AGUDO. Mide menos de 90° pero mas de 0°

A
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SEGUN LA POSICION DE SUS LADOS

ANGULO DE LADOS COLINEALES. Sus lados son rayos opuestos.

A O B

A

OA y OB son rayos opuestos

Aun no hemos definido que son rayos opuestos, lo haremos ahora.
DEFINICION: Los rayos OA y OB son rayos opuestos siempre y cuando O
esté entre A y B. (Al decir que O este entre A y B nos estamos refiriendo a la
relacion que acabamos de definir estar entre.)

ANGULOS OPUESTOS POR EL VERTICE. La definicion se deja como
ejercicio al lector.

Za

Zb

ANGULOS ADYACENTES. Aquellos que tienen un lado comuin y que sus
lados no comunes estén en regiones diferentes de las determinadas por la
recta que contiene al rayo comun.

Za Zb

SEGUN LA SUMA DE SUS MEDIDAS

ANGULOS COMPLEMENTARIOS. Son dos &angulos cuya suma de sus
medidas es de 90°. Cada uno de los angulos se llama complemento del otro.
Notemos que estos angulos no tienen que ser adyacentes.

/ s
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ANGULOS SUPLEMENTARIOS. Son dos angulos cuya suma de sus medidas
es de 180°. Cada uno se llama suplemento del otro; los angulos no tienen que
ser adyacentes.

[ [ . [
) Ll - |

A continuacion demostraremos nuestro primer teorema. Antes de hacerlo, es
importante que sepas que un teorema tiene dos partes fundamentales: la hipotesis
y la tesis. La hipétesis es la parte del teorema que nos indica de lo que vamos a
partir, son los supuestos, es, por decirlo llanamente, el dato o los datos que nos
dan. La tesis es la parte del teorema que queremos demostrar.

TEOREMA 1. Los angulos opuestos por el vértice son iguales.

HIPOTESIS: « y £ son angulos opuestos por el vértice.
TESIS: a = S
DEMOSTRACION.

Para la demostracion de este teorema nos auxiliaremos del angulo a, suplemento
del angulo «.

Za

Los angulos « y a forman un angulo llano, por lo que su suma es igual a 180°.
También gy Za forman un angulo llano, y por tanto son suplementarios.

De lo anterior tenemos que « y £ son suplementos del Za

s o = IB
En la dltima afirmacion estamos usando el hecho de que suplementos de angulos
congruentes son también congruentes, cuya demostracion se dejara como
ejercicio al estudiante.

Culminaremos esta seccidn con problemas que nos permitan trabajar el concepto
de angulo.
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§5
PROBLEMAS

1.

ok

La tierra tarda practicamente un dia en completar un giro en torno a su eje, es
decir, completa en 24 horas una vuelta de 360°. ;Cuantos grados avanza en
una hora cada lugar del planeta durante ese movimiento?, es decir, en
términos geograficos, ¢ cuantos grados de longitud tiene una hora?

Al mirar un angulo a través de una lupa que aumenta cinco veces el tamafio de
los objetos que se miran por medio de ella, ¢en cuanto aumentara la magnitud
del &ngulo?

a) Si la medida de un angulo es igual a la medida de su suplemento, ¢,cual es
la medida del angulo?

b) Si un angulo es obtuso, ¢,su suplemento es siempre un angulo agudo?

c) ¢ Podrian ser adyacentes dos angulos opuestos por el vértice?

Define el concepto de angulos opuestos por el vértice.

a) En la siguiente figura cuanto vale x.

A
v

A

b) En la figura anterior: ¢existen angulos opuestos por el vértice?, ¢existe un
angulo recto?, ¢hay angulos congruentes?, ¢existen angulos
suplementarios?, ¢hay éangulos complementarios? En caso de existir,
¢(cuantas parejas de suplementarios hay?, ¢cuantas parejas de
complementarios hay?, nombralos. Menciona: todos los angulos
adyacentes, un angulo llano, un angulo de lados colineales, todos los
angulos obtusos y todos los angulos agudos. Explica si son correctas o no
las siguientes afirmaciones: “los angulos AOB, BOC, COD son
suplementarios” y “los angulos AOB y AOC son adyacentes”. Para
responder algunas de estas preguntas toma en cuenta tu respuesta del
inciso a.

a) Encuentra el suplemento de 46° 18" 30"". (No utilices decimales).

b) ¢ Es 8° 10" el complemento del triple de 25° 40°? (No utilizar decimales).

La medida del suplemento de un angulo es cinco veces la medida del

complemento del mismo angulo. Halla la medida del angulo. Expresa el

resultado en grados sin usar decimales.

Determina el numero de grados en el angulo menor formado por las manecillas

del reloj a las diez y diez. Expresa el resultado en grados y radianes.

Demuestra que:

a) Si dos angulos son congruentes, entonces sus suplementos también lo son.

b) Si los suplementos de dos angulos son congruentes, entonces los angulos
también lo son.
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En la basqueda de fijar los resultados mas importantes, cuyas demostraciones
pueden no ser inmediatas o sencillas, haremos una diferencia entre éstos y otros
en los que sus demostraciones son mas simples. A los primeros los llamaremos
TEOREMAS y a los segundos, PROPOSICIONES.

Los enunciados de los incisos anteriores, (a) y (b) se pueden resumir en un nuevo
enunciado como sigue: PROPOSICION 1. Dos angulos son iguales si y solo si sus
suplementos son iguales.

Generalmente las demostraciones de las proposiciones se dejaran como ejercicio
al estudiante.

10. Demuestra que ZDBE es congruente con ZACE, si sabemos que ZABE es
congruente con ZDCE y A, B, C y D son colineales.

.
-« L 4

A B C

v

ok

SUGERENCIAS

1. Basta realizar la operacion correspondiente. Traza el dibujo.

2. Cuando observamos a través de una lupa ¢,cambian las formas de las cosas?

3. a) Usa la definicion de angulos suplementarios y no olvides usar los datos que
te dan.
b) Utiliza las definiciones y asegurate que las estas comprendiendo.
c) La misma sugerencia anterior.

4. Dibuja un par de rayos opuestos por el vértice, ¢como son los lados de estos
angulos? Revisa la definicion de angulo de lados colineales.

5. Al igual que en la pregunta anterior, sOlo requieres tener claridad en las
definiciones.

6. a) Observa que 180° lo puedes expresar como 179°59'60".
b) Expresa de manera analoga al angulo de 90°.

7. Auxiliate del siguiente dibujo, donde « es el &ngulo buscado.

8. No olvides que al avanzar la manecilla del minutero también avanza la del
horario.

9. Dibuja, escribe claramente tu hipdtesis y tu tesis. Usa los axiomas y la
definicion de angulos suplementarios.

10.Usa el hecho de que se forman angulos llanos y la proposicién anterior.
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SOLUCIONES
1. Vamos a representar la situacion mediante un dibujo:

S

1 HORA

Dividamos 360°/24 = 15°

2. Lo que aumenta cuando vemos a través de una lupa es el tamafio de las cosas
pero la forma se conserva, es decir, lo que se ve alterado son las longitudes de
los lados pero la magnitud de los angulos se mantiene igual, recordemos que
los lados de los angulos tienen longitud infinita.

3. a) Si llamamos x a la medida del angulo que estamos buscando entonces la
medida de su suplemento es también x, por dato. Ahora por definicion de
angulos suplementarios tenemos:

X+x=180° = 2x=180°
Ahora, por el axioma que dice: “si cantidades iguales se dividen entre
cantidades iguales, los resultados siguen siendo iguales” (ax. 6).
X = 90°

b) Como un angulo obtuso es aquel que mide mas de 90° pero menos de 180°
y dado que, dos angulos son suplementarios si suman 180°, entonces la
medida del suplemento del angulo obtuso debe ser menor de 90°, aunque
mayor que 0°, es decir, debe ser un angulo agudo.

B \a

.
- Ll

a angulo obtuso y B8 su suplemento

c) No porque no tienen lados en comun.
4. DEFINICION: Dos angulos son opuestos por el vértice siempre y cuando los
lados de uno son rayos opuestos a los lados del otro.

Za

Zb
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[y
|

Dado que los tres angulos forman un angulo llano, debe ocurrir que:
3x+5x+2x=180° = 10x =180°

Por el axioma que afirma: “si cantidades iguales se dividen entre cantidades
iguales los cocientes son iguales”, (ax. 6), tenemos
x = 180910
X =18°
No existe ninguna pareja de angulos que tengan por lados rayos opuestos, por
lo que no existen angulos opuestos por el vértice.
Ahora bien, como ZBOC = 5x, entonces por el axioma que dice: “Toda
cantidad puede ser reemplazada por su igual”, (ax. 2) tenemos:
ZBOC =5(18°) =90°
por lo que £ BOC es un angulo recto
En la figura existen seis dngulos diferentes, usando el ultimo axioma citado,
encontramos sus medidas, de lo cual obtenemos:
Z AOB = 3(18°) =54°
2 DOC =2x =2(18°) = 36°
ZAOC =8 (18°) = 144°
2/ BOD =7 (18°) =126°
ZBOC =90°
£ AOD =180°
Ninguno es congruente.
Existen dos parejas de angulos suplementarios, a saber:
ZAOB con #DOBy ZAOC con 2COD

ya que,

ZAOB + ZDOB =54° + 126° = 180°
esto es, cumplen con la definicién de angulos suplementarios
Anélogamente £ AOCy £ COD son suplementarios pues,

ZAOC + £COD = 144° + 36° = 180°

La pareja £ AOBy «DOC son angulos complementarios dado que
ZAOB + ZDOC =54° + 36° = 90°
Hay dos parejas de angulos adyacentes: ~ AOB con ~ COB, puesto que tienen

a OB como lado comdn, ademéas de que AO y CO son lados de cada uno de

los angulos, situados en distintas regiones con respecto a BO. Por las mismas
razones  COBy «DOC son adyacentes.

43



2 AOD es un angulo tanto llano como colineal.

Existen dos angulos obtusos: #~ DOB y £ AOC puesto que miden mas de 90° y
menos de 180°.

ZAOB Yy ZDOC son angulos agudos, dado que miden mas de 0° y menos de
90°.

Los angulos AOB, BOC y COD no pueden ser suplementarios, puesto que por
definicion sélo deben ser dos los que sumen 180°.

Los angulos AOB y AOC no son adyacentes, debido a que los lados no
comunes BO y CO no estan situados en regiones diferentes respecto a la
recta que pasa por el rayo AO.
6. a) Estamos buscando un angulo « tal que:
a +46° 18’ 30" = 180°.
Para encontrarlo debemos realizar la diferencia
180° — 46° 18’ 30"
usando el axioma que afirma: “Si a cantidades iguales se le restan
cantidades iguales los resultados son iguales”, (ax. 5).
Para realizar la operacion descomponemos 180° en grados minutos y
segundos.
180° = 179° 59’ 60"
Realicemos ahora la resta
179° 59’ 60" — 46° 18’ 30" = 133° 41’ 30"
Por lo tanto el suplemento de 46° 18 30" es 133° 41’ 30”
b) Empecemos por obtener el triple de 25° 40’
3(25°40) = 75°120' = 75° + 20 =77°
Ahora realicemos la suma
77°+8°10" =85°10
Como no suman 90° no son complementarios.
7. Llamemos « al angulo cuya medida buscamos, a su suplemento a y a su
complemento b.

a a

. B
- »

Usando las definiciones de suplemento, complemento y el axioma que afirma:
“Si a cantidades iguales se quitan cantidades iguales los resultados son
iguales”.obtenemos:
a+ /Za=180° = ~Za=180°- «
Zb+a=90° = Zb=90°- ¢«

Ahora bien, sabemos por dato, que el suplemento de « es cinco veces su
suplemento, es decir, Za=52/b
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Por lo que usando axioma que afirma: “Toda cantidad puede ser sustituida por
su igual”, (ax. 2), tenemos:
180° — o =5(90° - &)
Realizando las operaciones
180°— @ =5(90°) -5 = 180°— ¢ =450° -5«
Ahora bien, por axioma que afirma: “Si a cantidades iguales se suman
cantidades iguales los resultados son iguales”, (ax. 5), obtenemos:
S5a —a =450°-180° = 4 =270°
Y ahora, por axioma que afirma “Si a cantidades iguales se les divide entre
cantidades iguales, distintas de cero, los resultados son iguales”, (ax. 6),
tenemos:
a =450°%4 = o =67.5°

Convirtiendo en minutos los decimales

(0.5)(60) = 30’
Por lo tanto

a =67° 30
. Sabemos que el angulo de una vuelta, es el angulo que forman las manecillas
del reloj después de recorrer las 12 horas y mide 360°.

En una hora el horario recorre un angulo de 360° 12 = 30° y el mismo angulo
el minutero en cinco minutos. Ubiqguémonos a las 10 horas. El angulo menor
formado por el minutero y el horario es de 60°. A las 10:10 el minutero habra
recorrido 60°. Como 10 minutos es la sexta parte de una hora, el horario habra
recorrido la sexta parte de lo que recorre en una hora, es decir 30°/6 = 5°.

En resumen, a las 10 horas se tenia un angulo de 60°, a las 10:10 el minutero

avanzo 60° y el horario 5°, por lo que el angulo menor formado por el minutero
y el horario sera de 115°.
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Transformando a radianes:
115° I |= En =~ 2.00712864 radianes
180 36

9. Sean o y S dos angulosy 6 y ¢ sus respectivos suplementos.

2) / | / |
N N

B
Ll

HIPOTESIS: a =
a es suplemento de 8 y S es suplemento de &
TESIS: 0 = ¢
DEMOSTRACION:
Como «a es suplemento de ¢ y S es suplemento de &, por hipotesis,
entonces,
a+ 6 =180°y g+ 6=180°,
por definicién de angulos suplementarios, lo que implica que
a+ 0 =+ 0
por el axioma que de dice: “cosas iguales a una tercera son iguales entre
si”, (ax. 1).
Ahora, como por hipétesis a =/, tenemos:
at 0 —a=p+06—-p
por el axioma que dice: “si a cantidades iguales se le resta cantidades
iguales las diferencias son iguales”, (ax. 5)
L 0=6
Que es lo que se queria demostrar.
b) La demostracion es totalmente analoga a la anterior por lo que no se hara,
sélo hay que invertir los pasos. Se sugiere al estudiante realizarla.
10.HIPOTESIS: ZABE = /DCE, A, B, C y D son puntos colineales.

TESIS: ZDBE = ZACE
DEMOSTRACION
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Como por hipétesis A, B y D son colineales, Z/ABE y ZDBE forman un angulo
llano, por lo que su suma es igual a 180°:

/ABE + /DBE = 180°
Con los mismos argumentos /DCE y ZACE suman 180°:

/DCE + ZACE = 180°
Asi tenemos que ZDBE es el suplemento de ZABE, y ZACE es el suplemento
de ZDCE.
Ademas, por hipotesis, ZABE y ZDCE son iguales o congruentes, entonces
por el ejercicio (9) que acabamos de demostrar, /DBE y ZACE son también
iguales:

/DBE = ZACE (QED).

§6

PARALELISMO

Como siempre en el método deductivo, iniciaremos por definir el concepto. Ya en
los experimentos y en las conjeturas teniamos una aproximacion de la definicion
de paralelismo, formalicemos ahora.

DEFINICION. Dos 0 mas rectas, que estan en un mismo plano, son paralelas si y
s6lo si, no se intersectan en punto alguno o coinciden en todos sus puntos.

Usaremos la siguiente notacion para dos rectas paralelas:

nllm
Que se lee “n es paralelaa m”.

/ m

Ahora bien, ¢cdémo definiriamos que dos segmentos o dos rayos son paralelos?,

¢ Bastara con i que no se intersecten? Veamos:

Aqui tenemos dos segmentos y dos rayos que no se ihersectan y sin embargo, no
son paralelos.

Pensandolo un poco mas, nos conviene utilizar a las rectas que contienen a los
rayos o segmentos.
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DEFINICION: Los rayos o los segmentos, o bien, un rayo y un segmento, son
paralelos si y solo si son subconjuntos de rectas paralelas.

A continuacion demostraremos una serie de teoremas sobre paralelismo. En las
demostraciones solo sefialaremos que estamos utilizando un axioma, sin indicar
cual es, esperando que el lector esté, a estas alturas, familiarizado con ellos.

El teorema que demostraremos enseguida, esta basado en el famoso quinto
postulado de Euclides, que ahora volveremos a enunciar, pero escrito como de
una manera equivalente a la que Euclides dio inicialmente, y que por ser
esencialmente el mismo lo seguiremos llamando de esa manera en honor a éste
gran matematico.

QUINTO POSTULADO DE EUCLIDES.
Por un punto no contenido en una recta dada, pasa exactamente una recta
paralela a esa recta.

Este postulado fue discutido por mas de dos mil afios y una gran cantidad de
brillantes matematicos quisieron demostrarlo, con lo cual hubiera pasado de
postulado a teorema, pero no pudieron hacerlo. En el siglo XIX, Lovachevski logré
desarrollar una geometria perfectamente I6gica en la cual pasa mas de una recta
paralela a una recta dada por un punto exterior. Mas aun Riemann, matematico
aleman, demostrd, también en el siglo XIX, que se puede construir otro tipo de
geometria, donde no se puede trazar ninguna paralela a la recta dada por un
punto exterior.

La demostracion la haremos por el método llamado reduccion al absurdo, el cual
consiste en suponer que la tesis es falsa, por lo que su negacion debe ser
verdadera y llegar a una contradiccion con alguna proposicion que sabemos
verdadera.

TEOREMA 2. Dos rectas paralelas a una tercera son paralelas entre si.

Sean, m, ny s, tres rectas.
HIPOTESIS:mliny nlls
TESIS: m Il s



DEMOSTRACION.

Vamos a suponer que m y s son rectas distintas, pues si fueran la misma recta no
habria nada que demostrar ya que por hipétesis las tres rectas serian paralelas.
Para hacer la demostracion por reduccion al absurdo, suponemos que m no es
paralela a s. Esto implica, que m y s se cortan en un punto P. Pero si m y s solo
se cortan en un punto P, tenemos dos rectas distintas que pasan por P y son
paralelas a n, lo cual contradice el quinto postulado que acabamos de citar.

Comlls

A continuacion trabajaremos con rectas transversales, por lo que las definiremos
formalmente.

DEFINICION: Una transversal es una recta que corta a dos o mas rectas en
puntos diferentes.

t
En la figura t es una transversal de las rectas m y n, mientras que T no lo es.

En los experimentos hemos hablado de que en dos rectas que son cortadas por
una transversal se forman ocho parejas de angulos que tienen importancia para
nuestro estudio de las propiedades geométricas en rectas paralelas, ahora las
definiremos.

DEFINICION: Sean A un punto en la recta m, B un punto en la recta n y C un
punto en la transversal t. Los angulos APQ y BQC son angulos correspondientes
siempre y cuando la transversal t intersecte a la recta m en Py a la recta n en Q,
de tal manera que A y B estén del mismo lado de la transversal.

\ : "
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Se deja al lector como ejercicio definir los angulos alternos internos y alternos
externos.

De aqui y en adelante, cuando hablemos de parejas de angulos formados por dos
rectas y una transversal nos referiremos a estas parejas de angulos.

Hemos conjeturado que si las rectas son paralelas, al ser cortadas por una
transversal ocurre que los angulos correspondientes, los angulos alternos internos
y los alternos externos son iguales, esto es algo que con el conjunto de axiomas,
postulados y teoremas que hasta ahora tenemos no podemos demostrar, asi que
tendremos que enunciar un postulado.

POSTULADO FUNDAMENTAL DEL PARALELISMO.
Si dos rectas son paralelas, entonces al ser cortadas por una transversal forman
angulos correspondientes iguales.

\i 5

£L1=/5

A

F

Observa que hemos formulado el postulado sélo en términos de los angulos
correspondientes, esto es asi porque la igualdad entre el resto de las parejas se
podra deducir de esta formulacion. El postulado se podria haber enunciado en
términos de los angulos alternos internos, o bien de los alternos externos y se
obtendria una proposicion totalmente equivalente.

Ustedes podran demostrar la igualdad del resto de las parejas de angulos en uno
de los ejercicios.

Hepnos dicho que dos rectas son paralelas cuando no se intersectan, sin embargo,

En el primer caso, se observa que las rectas al prolongarlas se cortan en un punto,
y por lo tanto no son paralelas, en el segundo ¢las rectas son paralelas?,
aparentemente si, pero si las prolongamos ¢no se cortaran? Tendriamos que
prolongarlas demasiado y si no se intersecan todavia nos quedaria la duda si no
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se encontraran en un punto situado mas alld de donde las prologuemos en un
momento dado.

Un ejemplo de esa situacion son los rayos del sol pues salen con un angulo muy
pequefio y recorren distancias muy grandes — 150 millones de kildbmetros — de tal
suerte que al llegar a la tierra aparentan ser paralelos.

Necesitamos un criterio que nos permita determinar con funcionalidad cuando dos
rectas son paralelas, este nos lo dara el siguiente teorema:

TEOREMA 3. TEORMA FUNDAMENTAL DEL PARALELISMO (TFP)
Si al cortar dos rectas distintas con una transversal se obtienen angulos
correspondientes iguales, entonces las rectas son paralelas.

-‘ﬁ/ n
) t
HIPOTESIS: m y n son dos rectas diferentes, t una transversal a ellas, a y f

angulos correspondientesy a = f
TESIS:m | n

DEMOSTRACION. (Por reduccién al absurdo)

Supongamos que m no es paralela a n, por lo que conforme al quinto postulado de
Euclides podemos trazar una Unica paralela m’ a n por el punto de interseccion de
m con t, al cual llamaremos P. Lo anterior implica, por el postulado de paralelismo,
que los &ngulos correspondientes que se forman deben ser iguales. Si llamamos a
al angulo correspondiente con S entonces, La= f.

Como por hipotesis a« = S, entonces a = Za. Esto es una contradiccion, porque

los angulos « y £ a tienen el mismo origen y uno de sus rayos es comun, el que
es parte de la recta t, por lo que el otro rayo debe ser el mismo para los dos
angulos, lo cual no es asi. Esta contradiccion surge de suponer que m no es
paralela a n.

«« mlln
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Ahora para verificar el paralelismo de dos rectas distintas cualesquiera basta con
hacer la prueba de la transversal. Si al trazar esta se obtienen &ngulos
correspondientes iguales, podemos asegurar sin duda alguna que son paralelas.
También se puede establecer un criterio parecido, usando la congruencia entre
angulos alternos internos o externos, como demostrara el lector mas adelante.

Estos son los teoremas basicos que utilizaremos para resolver nuestros ejercicios
y problemas. Pero antes de pasar a los problemas resolveremos el problema de
motivacion.

87.

SOLUCION AL PROBLEMA DE MOTIVACION

El problema que nos planteamos resolver consiste en reconstruir el razonamiento
hecho por Eratéstenes para encontrar el radio de la tierra, suponiendo que los
rayos del sol llegan paralelos a la tierra, que esta es redonda y conociendo que el
angulo que proyectan los objetos en Alejandria es de 7°12’ y que la distancia entre

ésta ciudad y Siena es de cinco mil estadios, \ /
< , ~ /

- Z - /
Alejandria
C I

Siena ~
TN

b

A

F 3

Tierra

El &ngulo a es el formado por el rayo del sol y la varilla, que al prolongarse llegara
al centro de la tierra de tal manera que sera la transversal que cortara los rayos
paralelos del sol. Asi se formardan angulos correspondientes iguales, segun
afirmamos en el Postulado Fundamental del Paralelismo. Pero ademas los
angulos alternos internos también son iguales, lo cual se te propone demuestres
en el problema 3 inciso a, que aparece mas adelante,

.. Za=/b
s /b =7012

Obtengamos la razén que hay entre el Za y la circunferencia completa (que
representa la tierra)

7°12'  7.2° 1

360° 360° 50

Esto es, el angulo de 7°12’ es 1/50 parte de una circunferencia completa. Por lo
que la distancia de Siena a Alejandria tiene que ser 1/50 parte de la longitud de la
circunferencia de la tierra. En consecuencia 50 (5000) = 250 000 estadios, es la

52



circunferencia de la tierra. Dado que un estadio es igual a 158.6 m, la
circunferencia de la tierra dada en kilometros es:
(250 000)(158.6) = 39 650 000 m = 39 650 Km.

Hoy se sabe que la longitud de la circunferencia de la tierra en el ecuador, es
alrededor de 40 000 km, por lo que podemos concluir que el error es pues muy
pequefio.

Para calcular el didmetro del planeta recurrimos a la formula del perimetro de la
circunferencia, 2nr, el cual debe ser igual a 39650, de lo que obtenemos:
2nr =39650 = 2r=39650/r = d = 12 620.957 km.

A continuacion resolveremos problemas sobre paralelismo.

88.
PROBLEMAS
1. Demuestra que:
a) Si en la figura £2 y /3 son suplementarios, entonces Z1y /4 son

iguales.

/1

£2 /4

/3

b) Si en la figura siguiente £a + £ b =180°, entonces L Il M.
L

Za

c) En la siguiente figura tenemos que /2 + /3 + /5 = 180° y /4 = /5.
Demuestra que ABIICD
WA

73\ 22 B

4 Z5

b O




2. Demuestra la siguiente proposicion:

PROPOSICION 2. Si en dos rectas cortadas por una transversal se forman al

menos un par de angulos correspondientes, o alternos internos o alternos

externos iguales, las restantes parejas de estos angulos también son iguales.
3. Demuestra las siguientes proposiciones sobre rectas paralelas.

a) PROPOSICION 3. Si dos rectas son paralelas, entonces al ser cortadas por
una transversal, los angulos alternos internos y externos son iguales. Defina
antes angulos alternos internos.

La siguiente proposicion fue una conjetura que obtuvimos en nuestros

experimentos, de hecho establece un criterio mas para determinar el

paralelismo de dos rectas.

b) PROPOSICION 4. Si dos rectas son cortadas por una transversal y los
angulos colaterales internos son suplementarios, las rectas son paralelas.

c) El reciproco de este teorema también es cierto. (La proposicion que tiene por
hipétesis la tesis y por tesis la hipétesis de un teorema se le llama su
reciproco). Se te sugiere que lo enuncies y lo demuestres.

Aqui hemos introducido un nuevo concepto: los angulos colaterales internos,
veamos cuales son.

Cuando dos rectas son cortadas por una transversal, los angulos estan del
mismo lado de la transversal y dentro de las paralelas, es decir son internos, se
les llaman colaterales internos y a los angulos que estan del mismo lado de la
transversal pero fuera de las rectas se les llaman colaterales externos.

Za
Zb

ZC
zd

Los angulos ~ay ~d son colaterales externos y /by ~c son colaterales internos

Las definiciones formales no se daran, esperando que puedas hacerlas sin
dificultad.

Usando los conceptos anteriores demuestra la proposicion 4. Observa que se
podria demostrar una proposicion equivalente para angulos colaterales
externos, si te parece interesante, demuéstrela.

4. a) Sabiendo que L, M y N son paralelas, calcula el valor del angulo B que se
indica en la figura.

L ==
y

=z
F 3
v
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b) Si el rayo L es paralelo al rayo M y M es paralelo al rayo N, demuestra que la
suma de las medidas de los angulos ABD, BDF y DFE es igual a 360°.

A

L <

D
E /

5. A continuacion trataremos sobre paralelogramos. Toma en cuenta que cuando

hablemos de angulos interiores del paralelogramo, generalmente soélo se

escribira angulos, y cuando sean angulos exteriores se hara la indicacion

explicita.

a) Investiga la definicion de paralelogramo.

b) ¢ Cuanto suman dos &ngulos con vértices consecutivos en un paralelogramo?
Justifica tu afirmacion.

c) Prueba que los &ngulos con vértices opuestos de un paralelogramo son

iguales

d) ¢Cuanto suman los angulos interiores de un paralelogramo? Escribe el
resultado en radianes.

e) En la siguiente figura se muestran los angulos exteriores de un
paralelogramo, ¢,como los definirias? ¢ Cuanto suman los angulos exteriores

de un paralelogramo?
A A

< ¢D 5/C

a, B, 8y ¢ son angulos exteriores del paralelogramo

6. En los siguientes ejercicios aplicaremos los resultados que acabamos de
obtener.

a) En la figura encuentra los valores de x y y.

y X + 40°

X — 20°

b) Un angulo externo de un paralelogramo es la octava parte de la suma de los
cuatro angulos externos ¢Cuanto miden los angulos interiores del
paralelogramo?
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c) En la figura los lados del paralelogramo ABCD son mayores que 2 cm y los
circulos tienen radio de 1cm cada uno. Hallar el area de la region sombreada
si los centros de los circulos son los veértices del paralelogramo. Escribe el
resultado en radianes.

d) En la siguiente figura tenemos dos rectangulos traslapados. Encuentra la
suma: a + S+ 6+ ¢. Define que es un rectangulo.

=

e) Demuestra la siguiente proposicion:
PROPOSICION 5: Si un paralelogramo tiene un angulo recto, entonces tiene
cuatro angulos rectos y el paralelogramo es un rectangulo.
7 a) Investiga la definicion de un cuadrilatero.
b) A continuacién se va a enunciar una condicion suficiente para que un
cuadrilatero sea un paralelogramo, ¢ Qué proposicion la justifica? Explica.
Si los angulos de vértices consecutivos de un cuadrilatero son suplementarios
entonces el cuadrilatero es un paralelogramo.
8 a) Recuerda la definicién de bisectriz de un angulo.
b) En el paralelogramo ABCD, el segmento BD biseca al &ngulo ABC, y /DBC
es igual a «DCB. Demuestra que el segmento AB biseca al &ngulo EBD.

A

C

9. Demuestra que las bisectrices de los angulos de vértices opuestos en un
paralelogramo son paralelas.
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10. Los rayos de luz se desvian al pasar a través de un vidrio. Supdngase que un

rayo de luz sufre la misma inclinacion, pero para el otro lado, al entrar que al
salir del vidrio. Explica lo siguiente:

¢ Por qué el rayo sale en direccion paralela a la de entrada? Esto es, ¢ por qué
el rayo AB es paralelo al rayo CD?

¢ Por qué los rayos que son paralelos al entrar son paralelos al salir?, es decir,
¢por qué si el rayo AB es paralelo a WX, esto implica que los rayos CD y YZ
son paralelos?

SUGERENCIAS

1.

a) ¢ Cémo son los angulos 1 con 2, y, 3 con 4?

b) Observa como son los angulos b y &, usa la proposicion 1.

c) Usa el Teorema Fundamental del Paralelismo, para ello encuentra angulos
correspondientes iguales.

Primero considera una pareja de angulos cualquiera, puede ser un par de

correspondientes, y de ahi deduce la igualdad entre el resto de las parejas. Se

usan basicamente el teorema 1y la proposiciéon 1.

a) Usa en la demostracion el Teorema Fundamental del Paralelismo y la
proposicion 2. La definicion de angulos alternos internos se parece a la de
los &ngulos correspondientes.

b) La demostracion se parece mucho a la del ejercicio 1a, s6lo usa un angulo
auxiliar adecuado.

c) Practicamente hay que irse en “sentido contrario” de la demostracion
anterior.

a) Prolonga el rayo M en direccion opuesta y encuentra parejas de angulos
congruentes.

b) Prolonga el rayo L y el rayo N en direccion opuesto y encuentra parejas de
angulos congruentes.

b) Usa el reciproco de la proposicion 4.

c) Utiliza el inciso (b) y la proposicion 1.

d) Usa el inciso (c)
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6. a) Usaincisos (b) y (c) del ejercicio anterior.
b) Utiliza inciso (d) del ejercicio anterior
c) Observa qué figura forma en conjunto el area sombreada.
d) Observa qué figura es formada por los lados de los rectangulos traslapados.
e) Utiliza los incisos (b) y ( ¢) del ejercicio anterior en la demostracion.
7. b) Revisa las proposiciones sobre paralelas.
8. b) Usa el Postulado Fundamental del Paralelismo.
9. Utiliza la proposicién 4 y su reciproco, asi como la definicién de bisectriz.
10.Usa proposicion 2 y teorema 2.
SOLUCIONES
1. a) HIPOTESIS: £ 2y /3 son suplementarios
TESIS: £1= /4
DEMOSTRACION

Tenemos que &figulo 3 y angulo 4 forman un angulo llano, por lo tanto

/3 + /4 =180°
Por hipotesis sabemos que angulo 2 y angulo 3 son suplementarios, lo cual
implica que

/Z2+ £3=180°.
De estas dos Ultimas afirmaciones obtenemos:

/£2+ /3=/3+ Z4 por axioma.
Lo que implica que £ 2 =./4 por axioma.
Ahora por ser opuestos por el vértice (teorema 1)
£2=/1

Sez4=/1 por axioma.

b) HIPOTESIS: Za+ /b =180°
TESIS: LIIM

Za
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DEMOSTRACION

0+ £ b =180° por formar angulo llano, entonces 6 y /b son suplementarios
y o es suplemento de £ b.

Ahora bien, por hipétesis Za y /b también son suplementarios ya que
suman 180°, por lo que £ a es suplemento del £ b.

Por tanto, 6 = £ a por ser suplemento de angulos iguales (Proposicion 1).
Pero 6 y el angulo a son éangulos correspondientes, por el teorema
fundamental del paralelismo (teorema 4) las rectas L y M son paralelas.

K A °

[
L

4 Z5 D

HIPOTESIS: £2 + 3+ #5=180°y /4 = /5
TESIS: AB Il CD
DEMOSTRACION
/1 + /2 + £3 =180°, por formar un angulo llano
Lo que implica que: £1 = /5, por axioma
Ademas, por hipotesis #4 = /5, de donde Z1 = /4, por axioma
.. AB || CD, por el Teorema Fundamental del Paralelismo
2. Hagamos un dibujo

Vamos a considerar una pareja de angulos correspondientes, aunque podemos
elegir una pareja de alternos internos o externos y la demostracién seria
anéloga.

HIPOTESIS: £1 = /5
TESIS: £1= /47, £12= 48, £4= /6, £3= 45, /2=/6,23=/LT7y 24
=/8
DEMOSTRACION:
Demostraremos primeroque £1= /7
£5 = /7 por ser opuestos por el vértice, (teorema 1)
< 1= /5 por hipétesis

/1= /T por axioma.
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De igual manera se demuestra que ~« 3 = /5.
Demostraremos ahora que ~ 2 = /8.
Tenemos que tanto los angulos 5y 7 como 1y 2 forman un angulo llano, por lo
gue son suplementarios:
Z7+ £5=180°y ~1+ £2=180°
Por hipétesis
£1=/5

.. £ 2= /7 por ser suplementos de angulos iguales, (proposicion 1).
Analogamente se demuestraque £ 4= /6, /4 = /8, £2= /6

Falta demostrar que « 3 = £7, lo cual haremos a continuacion
Como £5= /7y £1= /3, por ser opuestos por el vértice, (teorema 1), y por
hipotesis ~ 1 = £5, se concluye que £ 3 = £ 7 por axioma.

Con lo que terminamos la demostracion.

3. a) DEFINICION: Sean los puntos A en la recta m y B en la recta n Los angulos
APQ y PQB son angulos alternos internos si la transversal t intersecta a la
recta m en Py alarecta n en Q, tal forma que A y B estan en lados
opuestos de t.

A

La definicibn de angulos alternos externos es analoga, se deja al lector
interesado que las defina.
Demostracion de la proposicion 3.

P

HIPOTESIS: mlin
TESIS: La = 4 y Za= Zb.
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Si dos rectas son paralelas entonces, por el Postulado Fundamental del
Paralelismo, los angulos correspondientes son iguales. Esto implica, por la
proposicién 2, que las restantes parejas, en particular los angulos alternos
internos y los &ngulos alternos externos, son también iguales:

e La=/B y Za= /b

b) Hagamos nuestro dibujo. o
n

Zb
Zc

HIPOTESIS: /b + /c = 180°
TESIS: m Il n
DEMOSTRACION:
Considera el angulo auxiliar &. Como a y b son angulos suplementarios
forman angulo llano tenemos, esto es:
a+ /b =180°
Por hipétesis
/b + Zc =180°,
por lo que
a+ /b= /b + Zc por axioma
.« a= /¢ por axioma.
Y por el Teorema Fundamental del Paralelismo las rectas m y n son
paralelas.
c) Si dos rectas son paralelas, al ser cortadas por una transversal forman
angulos colaterales internos suplementarios.
Observa que se puede formular una proposicién analoga para los colaterales
externos.
4. a) Prolonguemos el rayo M en direccion opuesta.

L

40°1

8015 >

M«

v

N

Llamemos ay S a los nuevos angulos que se forman.
o = 40°17
por ser angulos alternos internos entre paralelas, (proposicion 3)
a + = 78°15" por axioma
de las dos igualdades obtenemos
[ =78°15" — 40°1’, por axiomas
Para realizar la operacion descompongamos 78° 15™:
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77°60'15" — 40°1’ = 37°59'15”
- p=37°5915", por axioma
Como gy /B son colaterales internos entre paralelas:
p+ 2B =180°
por el reciproco de la proposicion 4.
Ademas, ZB =180° - g, por axioma, por lo que
/B =180° — 37°59'125", por axioma
lo que implica que ZB = 179°60'60" — 37°59'125" = 142°45”
b) Prolonguemos los rayos dados. Consideremos los angulos auxiliares ary g.

A
L - B |3
o
C
M <& = D
. /
N < - FB b

a = /BDC por ser alternos internos entre paralelas (proposicion 3)
= ZCDF, por la razén anterior
Ahora, como ay ZABD forman angulo llano, deben sumar 180°. De igual
forma By ZDFE, entonces.
a+ ZABD + g+ /DFE = 360°
Como toda cantidad puede ser sustituida por su igual, por axioma, entonces:
ZABD + /BDC + ZCDF + /DFE = 360°
Y como el todo es iguala la suma de sus partes
/BDC + ZCDF = #BDF
..ZABD + ZBDF + ZDFE = 360°
4. Observa que

/1 + /2 + /3 =180°, por formar angulo llano

de donde /1 = 180° — /2 — /3, por axioma

Por otro lado

/2 + /3 + /5 =180°, por hipotesis
por lo que £5 =180° - /2 — /3, por axioma,
/1 = /5, por axioma
.. CD Il AB, por el Teorema Fundamental del Paralelismo
5. a) DEFINICION: Un paralelogramo es un cuadrilatero que tiene paralelos sus

lados opuestos. A B

A, B, Cy D se llaman vértices del paralelogramo. A veces se usa el simbolo
O para denotar a un paralelogramo. La definicién de cuadrilatero la daremos
en el siguiente ejercicio.

b) Consideremos un paralelogramo ABCD con AB||CD y AD||BC
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D C

Como AB||CD y tomando a AD como transversal, tenemos que los angulos
A y D son colaterales internos por lo tanto por el reciproco de la proposicion
4 los angulos deben ser suplementarios, es decir:
ZA + «D =180°
De igual manera el resto de parejas de &ngulos consecutivos son
suplementarios.
¢) Hagamos nuestro dibujo.

D C

HIPOTESIS: ABCD es un paralelogramo con AB || CD y AD || BC
TESIS: Z/A=/C
DEMOSTRACION.
Por el ejercicio anterior tenemos
ZA + «D =180°
y
/D + £/C =180°
Asi que ZA y ZC son suplementos de angulos iguales, por la proposicion 1
obtenemos que
/A= /C (QED)
d) Por el inciso (b) los angulos con vértices consecutivos suman 180°

A B

D C

/A + /D =180°
ZC+ /B =180°
S ZA+ /B + ZC + D = 360° por axioma
Escrito en radianes 360° = 2n
e) DEFINICION: Un angulo es angulo exterior de un paralelogramo si y solo si
es adyacente y suplementario de un angulo del paralelogramo.

L : X

B

P
D D /c

a, B, 8y ¢ son angulos exteriores del paralelogramo
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Como por definicion un angulo interior y un exterior son suplementarios,

tenemos:
a+ Za=180°
[+ /b =180°
o+ /c=180°
¢+ 2d =180°

Donde a, b, c y d son angulos interiores del paralelogramo.
a B
Aza /B g
¢ /7d Zc

D 5/c

Si sumamos ambos miembros de estas igualdades, obtenemos:
a+Za+pf+/b+ 5+ c+ ¢+ £d =720° por axioma.
Pero como queremos sélo la suma de los angulos exteriores, despejamos:
a+ f+ 0+ ¢=720°- (La+ £b+ Zc +2d) = 720° - 360°, por axiomas.
o a+ f+ 5+ ¢=360°
6. a) Como en un paralelogramo los angulos de vértices opuestos son iguales,
(como ya lo vimos en el inciso c¢), tenemos:
y X + 409

3x — 20°
3x —20° = x + 40°
= 3x—X=40°+ 20° por axioma
2x = 60°
x = 30° por axioma
Por inciso (b) los angulos de vértices consecutivos son suplementarios,

entonces
3x —20° +y = 180°
= 3(30°) — 20° + y = 180° por axioma
y = 180° — 70° por axiomas
y =110°
b) Trazamos un dibujo
/
Za fi] =

& = /
X, B, 0, ¢, angulos externos del paralelogramo, sea x el angulo que es la
octava parte de la suma de los cuatro &ngulos externos, entonces:
X+ [B+0+ 360°
X = p ¢ = = 45°
8 8
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Ahora bien, como x es un angulo externo, el angulo interior debe ser
adyacente suplementario, por lo que el angulo interno Za, debe medir 135°.
Ahora bien, el &ngulo de vértice consecutivo /b, es suplementario al Za, por
lo tanto debe medir 45° y como los angulos de vértices opuestos son
congruentes, tenemos que los angulos interiores deben medir dos 45° y dos
135°.

¢) Como los angulos interiores de un paralelogramo suman 360°, la region

sombreada forma un circulo de radio 1 cm.

Por lo que el area del circulo es
al=n(1)P?=n
d) DEFINICION: Un cuadrilatero que tiene sus cuatro angulos rectos, se le
llama rectangulo.
A B

C D
El cuadrilatero ABCD es un rectangulo

Veamos el dibujo del problema

A

G

Consideremos las rectas que pasan por los segmentos AB y CD con la
transversal AC. Como el cuadrilatero ABCD es un rectangulo, los angulos A
y C son cada uno de 90° por lo que su suma es igual a 180°, es decir son
suplementarios, entonces por proposiciéon 4 las rectas que pasan por los
segmentos AB y CD son paralelas. Con el mismo razonamiento se muestra
gue las rectas que contienen a los segmentos EF y GH son paralelas. Por lo
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tanto el cuadrilatero formado por los lados de los rectangulos traslapados
forman un paralelogramo.
Ahora bien, los angulos «, f, 6y ¢ son angulos exteriores del paralelogramo
formado entonces:
a+ f+ 0+ ¢=360° porinciso (d) del ejercicio anterior.
e) HIPOTESIS: ABCD es un paralelogramo y ZA = 90°
TESIS: El paralelogramo ABCD es un rectangulo

A B

DEMOSTRACION.

ZA=2/D

ya que son angulo de vértices opuestos de un paralelogramo
= /D =90° por axioma

Ademas los angulos A y C son suplementarios, por ser angulos de vértices
consecutivos de un paralelogramo, por lo que:
/A + ZC=180° = 90°+ ZC =180° por axioma = ~ZC =90° por axioma.
Andlogamente se demuestra que B = 90°

". ABCD es un rectangulo por definicion
7. a) DEFINICION: Sean A, B, C y D cuatro puntos. Si tres cualesquiera de ellos
no son colineales, y los segmentos AB, BC, CD y DA se intersectan
solamente en sus extremos, entonces la unioén de los cuatro segmentos se
llama cuadrilatero. B

A

C
ABCD es un cuadrilatero

Observemos que la siguiente figura también representa a un cuadrilatero
B

D

El primer cuadrilatero se le llama convexo y al segundo se le llama no-
convexo. Nosotros trabajaremos con cuadrilateros convexos.
b) Hagamos un dibujo. A B

66



En el cuadrilatero ABCD los angulos A y C son suplementarios, por la
hipétesis que nos dan. Si consideramos las rectas que pasan por AB y CD
con la transversal que pasa por el segmento AC, tenemos que los angulos A
y C que se forman son colaterales externos, por la proposicion 4, las rectas
son paralelas.

8. a) DEFINICION: La bisectriz de un angulo es una semirrecta o rayo que divide
al angulo en dos angulos congruentes.

A

El rayo AB es la bisectriz del angulo A

b) HIPOTESIS: ABCD es un paralelogramo
BD bisectaal /B,y #DBC = Z/DCB
TESIS: AB bisécta al ZEBD ,\
E

— A

B

c

DEMOSTRACION.
Como la semirrecta que pasa por el segmento BD biseca al angulo B,
entonces por definicion tenemos
ZABD = / CBD
Ademas por hipétesis

«/DBC = «DCB
De las dos ultimas igualdades, por axioma, tenemos
ZABD = /DCB
Ahora bien, por hipétesis ABCD es un paralelogramo, esto implica por
definicién que L R
AB || DC

por lo tanto, por el Postulado Fundamental del Paralelismo, se forman
angulos correspondientes iguales, con la transversal que pasa por el
segmento BC, esto es,

/EBA = 2 BCD
De las dos ultimas ecuaciones obtenemos:

. ZEBA = Z/ABD

67



Entonces el rayo que pasa por el segmento AB divide al angulo EBD en dos
angulos congruentes, por lo que
AB es bisectriz del ZEBD

A E
B
D
C
9. Primero hagamos un dibujo
N\ \F\/B
D E\ C

HIPOTESIS: ABCD es un paralelogramo, AE es bisectriz del /BAD y CF es
bisectriz del /BCD

TESIS: AE || CF

DEMOSTRACION

AF y EC son paralelos por ser lados del paralelogramo
Consideremos a la recta que pasa por el rayo AF como transversal entonces
/1 + /2 =180°
por el reciproco de la proposicion 4

A \F B

/\ \/
42

D E\

Ahora bien, como el rayo AE es bisectriz del angulo A obtenemos
/1 =2A2

Por la misma razon
£3=/Cl2
Pero ya que ZA 'y ZC son angulos de veértices opuestos
ZARR=/Cl2 = /1=/3
por axioma
= /2+ /£3=180°
por axioma
. AE|CF
por la proposicion 4
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10.

Como el rayo sufre la misma inclinacion al entrar que al salir aunque en
sentido contrario, tenemos.

ZABC = ZBCD
podemos considerar el segmento BC como una transversal, entonces se han
formado angulos alternos internos iguales y por proposicion 2 los
correspondientes deben se también iguales.

. AB || cD

por Teorema Fundamental del Paralelismo

Por otro lado, como el rayo AB es paralelo al rayo WX, también debe serlo al
rayo CD, ya que dos rectas paralelas a una tercera son paralelas entre si,
(teorema 2). Y por lo que acabamos de justificar en la pregunta anterior, el
rayo WX es paralelo al rayo YZ
. YZ | cb
por el mismo teorema 2

§9

PERPENDICULARIDAD

De nuestros experimentos ya habiamos conjeturado que las rectas
perpendiculares dividen al plano en cuatro regiones iguales, formando angulos de
90°, definamos ahora formalmente el concepto.

DEFINICION: Dos rectas m y n son perpendiculares si y sélo si dos rayos que son
subconjuntos de ellas forman angulo recto.

m
n

90°

Denotaremos que m es perpendicular an como: m L n
Definiremos ahora perpendicular entre rayos, segmentos o sus combinaciones.
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DEFINICION: Dos segmentos, rayos, rectas o combinaciones de ellos son
perpendiculares si y sdlo si las rectas de las cuales ellos son subconjuntos, son
perpendiculares.

¢ Los segmentos o rayos perpendiculares siempre se intersectan?

Veamos
~

N /
C "\‘-
"4

En la figura los segmentos AB y CD son perpendiculares segun nuestra definicion
y No se intersectan.
A continuacion vamos a demostrar dos teoremas sobre perpendicularidad.

TEOREMA 4. Dos rectas perpendiculares a una tercera, son paralelas entre si.

HIPOTESIS: MLL y MLN y L

TESIS: L | N
90°

90°

DEMOSTRACION

Por hipétesis M con L y N con M son perpendiculares esto implica que se forman
angulos de 90°, entonces tenemos dos rectas, L y N cortadas por una transversal
M formando angulos correspondientes iguales, por lo tanto por Teorema
Fundamental del Paralelismo las rectas son paralelas.

TEOREMA 5. Si dos rectas son paralelas, toda perpendicular a una de ellas es
perpendicular a la otra.

HIPOTESIS: L[Ny L1M
TESIS: M LN

DEMOSTRACION.
Por hipétesis las rectas L y N son paralelas entonces, considerando M como una
transversal, se forman angulos correspondientes iguales, por lo que:
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a=
Pero, también por hipoétesis, las rectas M y N son perpendiculares, por lo que se
forma un angulo de 90°, es decir:
o =90° = [ =90° por axioma
.« MLN
Para concluir este capitulo vamos a proponer problemas sobre perpendicularidad.

8§10

PROBLEMAS

1. En la figura el rayo GA es opuesto al rayo GE y los rayos GB y GC son
perpendiculares, demostrar que £ AGB es complemento del ~ EGC.

A

B

2. Demuestra que las bisectrices de dos angulos que son adyacentes y
suplementarios son perpendiculares.

3. Demuestra que existe una uUnica recta perpendicular a una recta L que pasa
por un punto P en L

4. En la siguiente figura L y M son dos rectas paralelas, t una transversal, y,ry s
bisectrices de los angulos colaterales externo, encuentre el valor del angulo a
con el dato que se da.

"
Y‘\QO ’
< » L
\ M
%& s
5. Demuestra que si dos paralelas son intersectadas por una transversal, las

bisectrices de los angulos colaterales externos son perpendiculares.
6. Demuestra la siguiente proposicion:

PROPOSICION 6: Dos angulos que tienen sus lados respectivamente
perpendiculares o son iguales o son suplementarios.

7. Demuestra que si ABCD es un paralelogramo entonces las bisectrices de sus
angulos interiores forman un rectangulo.

8. El peso w de un objeto, actia en dos direcciones: una en la que presiona sobre
el plano y la otra en la que se desliza, ambas direcciones son perpendiculares.
Para conocer estas direcciones se requiere el angulo «, con el dato que se da
en la figura encuentra el valor de «a.
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35°

SUGERENCIAS

1. Recuerda la definicion de perpendicularidad y de angulos complementarios.

2. Haz un dibujo y ten clara la definicion de bisectriz.

3. Utiliza el método de reduccion al absurdo para tu demostracion y el quinto
postulado de Euclides.

4. Traza una recta auxiliar paralela a la bisectriz r que pase por la interseccién de
la recta M y la transversal t. Usa el Postulado Fundamental del Paralelismo y la
definicion de bisectriz.

5. Usa angulos y rectas auxiliares, en particular un angulo correspondiente a uno
de los colaterales externos y su bisectriz. El problema anterior te puede dar
una idea. Usa el teorema 5 en la demostracion.

6. Considera los casos en que los dos angulos son agudos, uno es agudo y el
otro es obtuso y finalmente en que los dos son obtusos. Traza rectas
auxiliares, en particular en el primer caso, trace rectas paralelas a los lados de
uno de los angulos que pasen por el vértice del otro.

7. Traza una recta auxiliar paralela al segmento AB y que pase por el punto de
interseccion de las bisectrices de los &ngulos A y D.

8. Utiliza el problema 4.

SOLUCIONES

1. HIPOTESIS: GA y GE son rayos opuestos.

GB y GC son perpendiculares
TESIS: ZAGBYy ZEGC son complementarios.

\
P G
"B
C
DEMOSTRACION E

Como los rayos GA y GE son opuestos, por hipotesis, forman un angulo de
lados colineales y por lo tanto llano.
Ahora como

< AGE = ZAGB + ZBGC + £ CGE por axioma
= <ZAGB+ ZBGC + ZCGE = 180° por formar angulo llano
= /AGB+ ZCGE =180°- ZBGC por axioma
Pero, por hipotesis, los rayos GB y GC son perpendiculares, entonces
Z BGC =90°.
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= /AGB+ ZCGE =180°-90° por axioma
= ZAGB+ ZCGE =90°

.. ZAGB + Z CGE son complementarios.

2. Primero hagamos un dibujo. .

M

HIPOTESIS: ay 8 son dos angulos adyacentes y suplementarios. Y L y M son
bisectrices de a'y 3, respectivamente.

TESIS: L1 M
DEMOSTRACION
Como por hipétesis a y 8 son suplementarios tenemos:
a+ [ =180°
Y como, también por hipétesis, L y M son bisectrices de a 'y 8, los dividen en
dos angulos congruentes por lo que:

Z, s =90° por axioma
2 2
Por lo tanto L y M forman un angulo de 90°, entonces

LLM
3. HIPOTESIS: L es una recta y P un punto que pertenece a la recta.
TESIS: Por P se puede trazar una Unica recta M, perpendicular a L.
M &

A

A 4

DEMOSTRACION
Supongamos que existe otra recta M’ perpendicular a L que pasa por P.
Consideremos un punto P’ en L y tracemos una recta N paralela a M que pase
por P’, esto lo podemos hacer por el quinto postulado de Euclides.

AM N
M, L
] L
P lp' g
v
De lo anterior llegamos a que N_LL por elteorema5b
Y como M’ es perpendicular a L por construccion, M' || N por teorema 4

Pero entonces existen dos rectas distintas paralelas a N que pasan por P, lo
cual contradice el Quinto Postulado de Euclides.

¥ 3
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.« M es la Unica recta perpendicular a L que pasa por P
4. Vamos a trazar una recta auxiliar r’ paralela a la bisectriz r que pase por el
punto de interseccion de las rectas M y t.

r
t 72020"\
< a
F

r
L
720 : [ M

#*
¢
[
P
>
’

A

Llamemos a al otro &ngulo formado por la bisectriz r'y 8 al otro angulo formado
por la bisectriz s.
Como r es bisectriz entonces: a = 72°20’
Y como r y r’ son paralelos por construccion, entonces se forman angulos
correspondientes iguales con la transversal t, por el Postulado Fundamental
del Paralelismo. Bajo el mismo argumento las rectas L y M forman angulos
correspondientes iguales. De esto se concluye que:
a+ 72020 =& + 72°20’
Donde 6 es un angulo auxiliar. De las dos ultimas igualdades obtenemos que
0 = 72°20’, por axioma
Ahora bien, como s es bisectriz el angulo colateral externo, tenemos:
B = Za por definicion de bisectriz
También se cumple que:
72°20" + 6 + B+ La = 180° por formar angulo llano
De las tres ultimas igualdades y haciendo operaciones obtenemos:
2,a=180°-144°40 = sa-= 34°20 =17°10"
—2

5. Hagamos nuestro dibujo.

-

HIPOTESIS: L || M, t es una transversal

OA y O'B son bisectrices de los angulos colaterale3
respectivamente

TESIS: OA 1L O'B
DEMOSTRACION
Consideremos el angulo auxiliar a y su bisectriz, el rayo OC.
Como L y M son dos rectas paralelas entonces
0 = a por el Postulado Fundamental del Paralelismo

externos 6 y 6,
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a p .
= ="" por axioma
— 2 2
.. OC || OA por el Teorema Fundamental del Paralelismo
Por otro lado a + 6 = 180° por formar angulo llano
= %y 0_ 90° por axioma
- — 2 2

_—

Si usamos ahora al angulo auxiliar 6 entonces, 6 = 5 por ser angulos

opuestos por el vértice

—

= Z +6'=90° por axioma

Pero Z y 6 forman el angulo entre el rayo O’C y la recta que pasa por el rayo

O'B, de donde OCL O'B.
Pero como los rayos O’C y OA son paralelos, entonces

OA LO'B por teorema 5.
Observemos que de este teorema podriamos obtener la siguiente proposicion
como corolario. (Un corolario es un teorema cuya demostracion se deriva de
otro teorema).

COROLARIO: Si dos rectas paralelas son cortadas por una transversal,
entonces las bisectrices de los angulos correspondientes son paralelas.

También se puede demostrar, de manera similar, que las bisectrices de los
colaterales internos son perpendiculares, si las rectas son paralelas. Se
sugiere que el lector haga la demostracion.

Tenemos tres posibilidades: que uno sea agudo y otro obtuso, que los dos
sean agudos o que los dos sean obtusos. Haremos la demostracién caso por
caso.

HIPOTESIS: a y B son angulos que tienen sus lados respectivamente
perpendiculares.

TESIS: a =8, 0, ay 8 son suplementarios.

a) Cuando los dos angulos son agudos.
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DEMOSTRACION
Como los angulos son agudos no podemos demostrar que son
suplementarios, entonces demostraremos que son iguales.

Tracemos rectas auxiliares paralelas a los rayos O’'B y O’A que pasen por
O, llamémoslas respectivamente m y n.

Como la recta m y el rayo O’'B son paralelos por construccion los angulos
alternos internos formados con la transversal O’A son iguales, por la misma
razén los angulos correspondientes formados por n y el rayo O’A con la
transversal m, son iguales.

Ahora bien

nL1OA por teorema 5
= a+6=90°
Donde 8 es un angulo auxiliar. Por un razonamiento analogo la recta m es
perpendicular al rayo OB, por lo que:
B+ 6 =90°
Coa= B por ser complemento de angulos iguales

Observemos que aqui, de pasada, hemos demostrado que si dos angulos
son agudos y tienen paralelos sus lados, entonces son iguales. Existe una
formulacibn méas general: Si dos angulos tienen sus lados paralelos,
entonces o son iguales o son suplementarios. Demuéstrala lector.

b) Cuando a es agudo y 8 es obtuso.

o A
v

Tracemos una paralela al rayo O’A que pase por O, llamémoslam. my O’'A
forman con la transversal O’B angulos correspondientes iguales.

Consideremos el &ngulo auxiliar o&:
B + 6 = 180° por formar angulo llano

Ahora bien, como por hipétesis B es obtuso, é debe ser agudo. Y los lados
de 6 son perpendiculares a los lados del angulo 6, por lo que:
6 = a por el inciso (a)
.. B+a=180°
Es decir son suplementarios.
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c) Cuando ay B son obtusos. Fy

v

N

El angulo auxiliar 6 es adyacente y suplementario de 8, por construccion,

entonces:
5+ =180°

Esto implica que & es agudo, ya que por hipotesis 8 es obtuso. Ademas 0 es
de lados perpendiculares con a, por lo tanto:
a + 0 =180° por caso (b)

. B = a por ser suplementos de angulos iguales (proposicion 1).

. Ne AT

Z
Za
a
) /Jﬂ
/
/b

Za
Z
D C
/ Y \:(
HIPOTESIS: ABCD es un paralelogramo: AX, BY, CW y DZ son bisectrices
de los angulos del paralelogramo.

TESIS: AX, BY, CW, y DZ forman un rectangulo.
DEMOSTRACION
Tracemos una paralela m, al segmento AB que pase por el punto de
interseccion de las bisectrices de los angulos A y D. Este punto debe existir
pues de lo contrario las bisectrices serian paralelas y la suma de los
colaterales internos que se forman con la transversal que pasa por el
segmento AD seria igual a 180°, esto es

Z1+ /2 =180°




Pero como /1 y /2 son angulos formados por las bisectrices de angulos
consecutivos de un paralelogramo, deben sumar 90° ya que los consecutivos
de un paralelogramo suman 180°:
/1 + £2 =90°, contradiccion.
Por lo tanto las bisectrices deben intersectarse.
Ahora bien, como el segmento AB y m son paralelos, por construccion,
entonces deben formarse angulos alternos internos iguales (proposicion 3). Por
la misma razon la recta m y el segmento CD forman angulos alternos internos
iguales.
También tenemos que:
/A=a+za y /D =B+ £Zb por axioma
Ademas
a=sa y B=<sb
por ser los angulos formados por las bisectrices de los angulos A y D
respectivamente.
De las dos ultimas afirmaciones y dado que A y D son angulos de vértices
consecutivos tenemos:
ZA + ZD = 180° por ejercicio (6 b) del paragrafo anterior
= a+/Za+B+/b=180° = “sa+ La+ b+ /b =180° por axioma
= Za+ /b =90° por axioma
.« AX1DZ
por definicion de perpendicularidad
Por otro lado, por ejercicio 9 de la seccidén anterior debe ocurrir que
AX || CW y BY || DZ
Por lo que las bisectrices forman un paralelogramo que tiene un angulo recto,
por ejercicio (6e) de la seccién anterior, tenemos:
J ABCD es un rectangulo.
. Como los lados del angulo a y del angulo que mide 35° son perpendiculares,
entonces, por el ejercicio 4, o son iguales o son suplementarios.

35°

Ahora como a esta contenido en el angulo que forman las dos direcciones y
éstas son perpendiculares por dato, entonces a debe ser menor que 90°, asi
gue estamos en el caso (a) del problema 4, por lo que los angulos deben ser
iguales

.. g=35°

78



CAPITULO Il
ANGULOS EN TRIANGULOS.

§1
EXPERIMENTOS. )
PRIMER EXPERIMENTO. EL TRIANGULO.

1.

wn

Construccién del triangulo usando tiras de papel: recorta tres tiras de papel, lo
mas delgadas que puedas, de longitudes tomadas al azar. Pega las tiras por
los extremos formando un tridngulo. Repite la construccién en dos ocasiones
mas, con tiras de papel de otros tamafos. ¢Siempre pudiste construir un
triangulo? Si no es asi ¢a qué crees que se deba?

Mide las longitudes de las tiras que usaste en cada caso, anota tus resultados.
Corta tres tiras de papel que midan 12, 9 y 6 cm. respectivamente, con la
mayor precision posible. Unelas por los extremos formando un triangulo.
Repite los pasos anteriores con tiras que midan 18, 9 y 9 cm. y con tiras que
midan 15, 7 y 5 cm. ¢ Qué ocurre? Compara tus resultados con los del paso 1.
Construccién del triangulo usando regla y compas: dibuja en tu cuaderno tres
segmentos con longitudes de 12, 9 y 6 cm. respectivamente. Ahora usando
regla y compdas construye un triangulo con segmentos de la misma longitud
que los segmentos que dibujaste. (Si no recuerdas como hacerlo investigalo
en un libro de geometria plana). Repite los pasos anteriores para las otras dos
ternas de numeros que dimos en el paso 3. ¢ Qué puedes concluir? Compara
tus resultados con los que obtuviste en el paso 3.

Dibuja en tu cuaderno tres puntos no colineales® y tnelos. ¢Qué observas?
Intenta definir el concepto de triangulo.

Mide los segmentos que se formaron y compara tus resultados con los pasos
anteriores.

Dibuja tres puntos colineales, claramente en este caso no se forma un
triangulo. Mide las longitudes de los tres segmentos que se forman, ¢Qué
observas respecto a sus medidas? ¢ Cual es la diferencia con el paso 5?
¢Encuentras alguna relacion entre las medidas de los segmentos y el que
puedas construir el triangulo? ¢ Si comparas la suma de las medidas de dos de
sus lados con respecto a la medida del tercero, qué observas?

¢, Cudles son las condiciones que deben cumplir las longitudes de los lados
para que pueda construirse un tridngulo? Escribe tus conclusiones y discutelas
con las de tus compafieros.

SEGUNDO EXPERIMENTO. ANGULOS INTERIORES DE UN TRIANGULO.

1.

2.

Dibuja un tridngulo cualquiera y mide con transportador sus angulos interiores.
¢, Qué sucede con su suma?

Recorta las esquinas del triangulo y pégalas de tal suerte que estén dispuestas
como angulos adyacentes, (recuerda la definicion de angulos adyacentes).
¢, Qué observas?

! Tres puntos se llaman colineales si estan en la misma recta.
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3.

4.

Repite el experimento para un triangulo equilatero, uno isésceles y un
escaleno.
¢El resultado es el que esperabas?, si no fue asi, ¢a qué crees que se deba?

TERCER EXPERIMENTO. ANGULO EXTERIOR DE UN TRIANGULO.

1.
2.

Dibuja un triAngulo escaleno y prolonga uno de sus lados.
Mide los angulos interiores del triangulo y el angulo exterior a.

ZC

/b Za a

.y
>

Recorta las esquinas del triangulo donde estan los angulos b y ¢ y luego los
angulos adyacentes a y a. Encuentra una pareja de angulos interiores con la
condicion de que su suma sea igual al angulo exterior a.

Superpon la pareja de angulos interiores que encontraste, sobre el angulo
exterior, de tal suerte que los dos angulos interiores sean adyacentes y
coincidan con el vértice del angulo exterior.

5. Repite el experimento para un triangulo isésceles y un equilatero.
6.

Escribe todas tus conclusiones y comparalas con las de tus compafieros.

CUARTO EXPERIMENTO. ANGULOS EXTERIORES DE UN TRIANGULO.

1.
2.

4.

5.

Dibuja un triAngulo cualquiera.
Mide sus angulos exteriores a, By 8. ¢, Qué ocurre con su suma?

9

Recorta los angulos exteriores del triangulo, es decir, un pequefio segmento
de sus lados y el vértice y pégalos de tal suerte que estén dispuestos como
angulos adyacentes. ¢ Qué observas?

Repite los pasos anteriores para un triangulo equilatero, uno isésceles y otro
escaleno.

Escribe todas tus conclusiones.

QUINTO EXPERIMENTO. TRIANGULO ISOSCELES.

1.

Traza un tridngulo isésceles, para ello, dibuja dos segmentos de recta que
tengan la misma medida y un tercero al azar. Ahora usando regla y compas
construye un triangulo con segmentos de la misma longitud que los segmentos
qgue dibujaste. Mide los angulos que se oponen a los lados iguales, anota tus
resultados.

Recorta el triangulo, déblalo a la mitad de tal manera que los lados iguales
coincida. ¢ Qué puedes observar sobre los dngulos?
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3. Dibuja otro triangulo isosceles cuyas medidas de sus lados sean diferentes a
las del triangulo anterior. Repite los pasos 1 y 2. ¢Llegaste a la misma
conclusion?

4. ¢Qué podriamos afirmar sobre los lados iguales y los dngulos que se oponen
a dichos lados, en un triangulo isosceles?

5. Dibuja ahora un triangulo con dos angulos iguales, usa para ello un
transportador. Mide los lados que se oponen a los angulos iguales. ¢Qué
observas?

6. Recorta el triangulo y doblalo a la mitad de tal manera que los angulos iguales
coincida. ¢ Qué puedes observar sobre las longitudes de los lados?

7. Repite los pasos 5y 6 para otro triangulo que tenga dos angulos iguales de
diferente magnitud al anterior. Escribe todas tus conclusiones y discutelas con
tus companeros.

8. Dibuja ahora dos triangulos distintos que tengan todos sus lados iguales, es
decir, que sean equilateros. Mide sus angulos. ¢Qué observas? Anota tus
conclusiones.

9. ¢Cuanto mediran los angulos interiores de un triangulo equiangulo, es decir,
de un triAngulo que tenga sus tres angulos iguales? Responde ésta pregunta y
dibuja un triangulo equiangulo, para ello utiliza un transportador. Mide sus
lados ¢,qué ocurre?

CONJETURAS
Como siempre, las observaciones y conjeturas que hayas obtenido y no estén
contempladas, discutelas con tus compafieros y tu profesor.

PRIMER EXPERIMENTO.
CONJETURA 1. Sélo podemos construir un tridngulo si la suma de las longitudes
de dos de sus lados es mayor que la longitud del tercero.

CONJETURA 2. Un tridngulo esta formado por tres segmentos que resultan de
unir tres puntos no colineales.

SEGUNDO EXPERIMENTO.
CONJETURA 3. Los angulos interiores de un triangulo suman 180°.

TERCER EXPERIMENTO.
CONJETURA 4. Un angulo exterior tiene la misma medida que la suma de dos
angulos interiores, siempre que no sean adyacentes a él.

CUARTO EXPERIMENTO.
CONJETURA 5. La suma de las medidas de los angulos exteriores de un triangulo
es igual a 360°.

QUINTO EXPERIMENTO.

CONJETURA 6. Un tridngulo que tiene dos lados iguales, tienen también dos
angulos iguales y son aquellos que se oponen (estan “enfrente” de) a los lados
iguales.
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CONJETURA 7. Un triangulo que tiene dos angulos iguales, tiene también dos
lados iguales, los que se oponen a los angulos iguales.

CONJETURA 8. Los tridngulos que tienen su tres lados de la misma longitud,
tienen también sus tres angulos de la misma medida y viceversa.

Vamos ahora a formalizar todo lo que hemos encontrado en nuestros
experimentos.

§2
EL TRIANGULO.
DEFINICION. Un triangulo es una figura formada por tres segmentos de recta
determinados por tres puntos no colineales. Los segmentos se llaman lados del
triangulo y los puntos son los vértices del triangulo.

A

C B
AB, BC, CA, son los lados del triangulo y A, B y C son los sus vértices

A un triangulo se le simboliza como: A ABC y se lee “triangulo ABC”.
¢, Como se definen los angulos interiores del triangulo?

DEFINICION: Los angulos de un triangulo son aquellos que estan formados por
los rayos de los cuales los lados del triAngulo son subconjuntos.

Asi tenemos tres angulos interiores o simplemente angulos del triangulo, a saber:
ZABC, /BCAy ZCAB.

Existen también tres angulos exteriores del triangulo, cuya definicion es la misma
gue dimos para los angulos exteriores de un paralelogramo. A continuacion se
vuelve a enunciar.

DEFINICION: Un angulo es angulo exterior de un triangulo si y solo si es
adyacente y suplementario de un angulo del triangulo.

Za
P (A

4 Zb NG b
° F NG

Za, £Zby Zc son los angulos interiores del triangulo y a, By &, son sus angulos exteriores
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Observa gque con esta definicion en realidad tenemos seis angulos exteriores del
triangulo. Ahora bien, de estos seis se forman tres pares de angulos opuestos por
el vértice, por lo que estas parejas son congruentes. De esta manera no importa si
tomamos a a, By & como los angulos exteriores o biena a’, B’y &'.

Notemos también que como los angulos interiores y exteriores son adyacentes
entonces las bisectrices de los angulos interior y exterior, en un mismo vertice,
son perpendiculares, afirmacién que demostramos en el capitulo anterior.

CLASIFICACION DE LOS TRIANGULOS.

) DE ACUERDO A LA MEDIDA DE SUS LADOS.
TRIANGULO EQUILATERO. Es aquel que tiene sus tres lados congruentes, es

decir, de igual longitud. :

TRIANGULO ISOSCELES. Es el que tiene cuando menos dos lados congruentes.

A

TRIANGULO ESCALENO. Es aquel que no tiene lados congruentes.

AN

) SEGUN LA MEDIDA DE SUS ANGULOS.
TRIANGULO ACUTANGULDO. Es el que tiene tres angulos agudos .

A

TRIANGULO OBTUSANGULO. Es el que tiene un angulo obtuso.

N

TRIANGULO RECTANGULDO. Es el que tiene un angulo recto.

N
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TRIANGULO EQUIANGULO. Es el que tiene sus tres angulos congruentes.

T\

Demostraremos ahora nuestras conjeturas.

TEOREMA 6. En todo triangulo la suma de las medidas de sus angulos es igual a
1800°.

HIPOTESIS: ABC es un triangulo; £ a, Zb y Zc son los angulos interiores del
AABC.

TESIS: Za + /b + Zc = 180° A
ﬂ
B b c/C

DEMOSTRACION.

Tracemos una recta auxiliar paralela al lado BC que pase por el vértice A, lo cual
lo podemos hacer por el quinto postulado de Euclides. Consideremos los angulos
auxiliares a'y B. De esto obtenemos:

< A >
a
ﬂﬁ
b ZC
B C

/Zc=By «Zb=a por serangulos alternos internos entre paralelas
Pero a, Za y B forman angulo llano, por lo que sus medidas deben sumar 180°,
entonces concluimos que:

Za+ /b+ Zc=180°

TEOREMA 7. La suma de dos angulos interiores de un triangulo es igual a la
medida del angulo exterior no adyacente a ellos.

HIPOTESIS: ABC es un triangulo, a es angulo exterior del triangulo; Zay Zb son
angulos interiores del triangulo.

TESIS: = Za+ £b B
/\
Za ZC N\a
A C
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DEMOSTRACION
Consideremos el angulo c. Entonces
Zc + a=180° por formar angulo llano.
Por otro lado
Za+ /b + /c = 180° por ser &ngulos interiores del triangulo, (teorema 6).
> Zat+/b+/c=/c+a
LZat+r /b= a
La demostracion de la conjetura 5 es muy parecida a la demostracion que se hizo
para la suma de los angulos exteriores de un paralelogramo, (problema (5 €) de la
seccion de paralelismo) se sugiere que la realices.

El siguiente teorema es una conjetura que teniamos pendiente de los
experimentos del capitulo anterior que ahora estamos en condiciones de
demostrar.

TEOREMA 8. Por un punto exterior a una recta dada pasa soOlo una recta
perpendicular a dicha recta.

HIPOTESIS: n es una recta y P un punto exterior a ella.
TESIS: Por P pasa una Unica recta m, perpendicular a n.
P

¥m

DEMOSTRACION (Por reduccion al absurdo).
Supongamos que podemos trazar por P otra recta m’, perpendicular a n.
Entonces las intersecciones de n, m y m’ formarian un triangulo

oP
A
b
A
\
\\

n
< 1 ~1 >
| * Lgi

\
g
m
¥m

Este triangulo tendria dos angulos interiores de 90° lo cual no es posible, pues la
suma de los tres angulos interiores de un triangulo es igual a 180°.

. « Existe una Unica recta perpendicular a la recta n que pasa por el punto P.

La conjetura 1 y las conjeturas del quinto experimento no las podemos demostrar
con los teoremas que hasta ahora tenemos, requerimos la herramienta de
congruencia de triangulos. Sin embargo, las hemos ubicado aqui porque seran
muy requeridas en los problemas de este capitulo y nos vamos a permitir usarlas
sin demostrarlas.
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§3

PROBLEMAS

1. a) Un obrero debe construir una placa de acero con orificios como los que
muestra la figura. ElI obrero debe calcular primero las medidas de los
angulos a 'y b. Encuentra las medidas.

b) Dos observadores, en los puntos Py y P, ven pasar un velero. Los angulos,
a y b, que se forman por la visual, (la linea imaginaria desde el ojo del
observador al barco) y la orilla del mar estan en constante cambio, ¢ Sera la
medida del angulo a siempre mayor que la medida del angulo b, mientras
el velero avanza?

G e ccb
c\o _-__-\__ 4. _________________________ =,.1
v e -
LS - ’
Y S - £
\ ‘h--_\ “a ,I
s\ - -
N -.__-. "a ’!
LY ~ ’
\ - . 4
Y - it
) - S S\ 4a
\“" A SN2
P2 P.

2. a) Demuestra la siguiente proposicion:
PROPOSICION 7. Si dos é&ngulos de un triangulo son congruentes
respectivamente con dos angulos de un segundo triangulo, los terceros
angulos de los triangulos también son congruentes.

b) En la figura PRLRQ, STLRQ y SQ LPS. Demostrar que Za= /b.
S

/b

sza\/ Vv T Q
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3. a) En el triangulo ABC de la figura, se tiene que AB=ACYy /B =64° las
bisectrices de ZA'y ZC se cortan en el punto M. Determina la medida del

ZAMC.
B

C

b) Encuentra la medida del &ngulo mas grande formado por las bisectrices de
los angulos agudos de un triangulo rectangulo.
4. a) En la siguiente figura se indican los angulos congruentes con marcas
iguales. Demuestra que X es un angulo recto.

X
—

b) Si ABC es un triangulo isosceles, con el segmento AB como base, AC =
CB, N, C y B, puntos colineales, MN una perpendicular a AB que corta a
AC en D. D un punto en el lado AC. Demostrar que el triangulo CDN es
isosceles.
5. a) PQR es un tridngulo equilatero y QRST un cuadrado. ¢Cuanto mide el
angulo PXR, si X es el punto de interseccién de los segmentos PT y QR?

b) En el triangulo PQR el &ngulo R es recto, QT = QV y PS = PV. Demuestra
que Za = 45°.

Q

\Y

6. a) Demostrar que el angulo formado por las bisectrices de dos angulos de un
triangulo mide 90° mas que la mitad del tercer angulo.
b) En un triangulo MNO, las bisectrices del &ngulo N y del angulo exterior en
O se intersectan en A, probar que el angulo A es igual a la mitad del
angulo M.

7. a) En la figura si /CDE = ZCED y /A = /B. Demuestra que DE || AB.
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A B

b) Si en la figura za = Zzb, Zc=4d y «b + Zc = 90° demuestra que

AE || CD.
A
za

«d
D

8. a) Encuentra los valores de a, B, 6 y 0 en la figura, sabiendo que:
/X =65° AP ||BC y AP es bisectriz del &ngulo exterior en el vértice A del

triangulo ABC. ¢ Como es el tridngulo ABC?

[y
L

B

b) Sea ABC un tridngulo isésceles, con AB = AC, sea m la bisectriz del angulo
exterior en el vértice A. Demuestre que m es paralela al lado BC del

triangulo ABC.
9. a) Sea un tridngulo is6sceles AEF, con AF = AE. Se han dibujado cinco

segmentos congruentes como se muestra en la figura. Encuentra la medida
del &ngulo A.
D_aF

E

A
C

b) Demuestra que el triAngulo DCE del problema anterior es equilatero.
10.Demuestra que los cuatro puntos de interseccion de las bisectrices de los
angulos internos de un paralelogramo, son vértices de un rectangulo.
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SUGERENCIAS

1.

2.

a) Basta usar el teorema 1y el teorema 6.

b) Utiliza el teorema 7.

a) Usar teorema 6.

b) Usa la proposicion 6 que acabas de demostrar.

a) ¢Qué ocurre cuando dos lados de un triangulo son iguales? (Revisa la
conjetura 6).

b) Usa el teorema 6 y recuerda el concepto de bisectriz.

a) Por supuesto debes usar los dos triangulos isOsceles que se dan y
relacionar sus angulos con otro tridngulo que contenga al angulo X. Utiliza
ademas un angulo auxiliar, para poder usar el teorema 7.

b) Realiza el dibujo y usa conjetura 7.

a) Hacer el dibujo con cuidado y usar la conjetura 8. ¢Cuanto miden los
angulos de un triangulo equiangulo? Recuerda la definicion de cuadrado.

b) Se debe usar en la demostracion el teorema 6 y la conjetura 6. Establecer
una serie de relaciones con los angulos de los tres triAngulos que se forman
y con el angulo llano que forma el angulo x con los angulos adyacentes a él.

a) Se debe aplicar el teorema 6 a los dos triAngulos que se formany usar
adecuadamente la definicion de bisectriz.

b) Usa dos veces el teorema 7, una vez en el triangulo NMO y otra en el nuevo
triangulo que se forma

a) Usa el teorema 6 para los triangulos que se forman y no olvides tus datos.

b) Usa la proposicién 4 en la demostracion.

a) Usar el teorema 7 y el Teorema Fundamental del Paralelismo.

b) Usa los dos teoremas de la sugerencia anterior ademas de la conjetura 6.

a) Observa todos los triangulos isdsceles que se forman, ponles nombre a los
angulos iguales, y aplica la conjetura 6. Obtén relaciones entre los angulos
de éstos triangulos usando teorema 6, 7 y los angulos llanos que se forman.

b) Usa los valores de los angulos que encontraste en el problema anterior.

10.Recuerda que las bisectrices de los angulos de vértices opuestos en un

paralelogramo son paralelas, (problema 9 del paragrafo 9 del capitulo anterior).

SOLUCIONES

1.

a)

Llamemos ay B a los angulos que se muestran en la figura.
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a=87° y B=44°
por ser opuestos por el vértice a los angulos que tienen, respectivamente,
esas medidas.
Por otro lado
a+ B+ Za=180° por ser angulos interiores de un triangulo
= Za=180° - (87°+44°)
. sa=49°
Ahora usando el angulo &, obtenemos:
a+ 90+ 67°=180° por ser angulos interiores de un triangulo
= 0=180°- (87° + 67°)
. O = 26°
También se cumple que:
6=90°- 06 yaque 0y 6 son angulos complementarios
= 6=90°- 26° = 64°
Ademas, 6 + /b + 44° = 180° por ser angulos interiores de un triangulo
. Zb=180°- 0 —44° = 180° - 64° - 44° = 72°

b)
GOC‘ o=
c% ——'/\-\:'_-4- ———————————————————————————— = Pt g
vV - 4
\ -n-‘.. "‘ ’f

- PPLe 7
~
, ’
- -‘.h. za 7 /
a
- ¢
= O
P1

Observemos que con las visuales y la orilla de la playa se forman triangulos,

en uno de ellos el angulo a es uno de sus angulos exteriores y el angulo b

es un angulo interior no adyacente al &ngulo a, por lo que, por teorema 7:
Za=/b+/Zc = Za>4b

Si el barco cambiara de posicion, se formarian ahora los angulos a’ y b’.

Con los mismos argumentos se cumple:

A Y -
\\ /b "'\—
WX b

P2

za > /b’
Por lo que la respuesta es afirmativa.
2. a) HIPOTESIS: /A=/D vy /B=/E F
TESIS: £/C = ZF
B E
C
A D

90



DEMOSTRACION
ZA + ZB + ZC = 180° por ser angulos interiores de un triAngulo (teorema 6)
/D + ZE + ZF =180° por la misma razén
=>/A+/B+/2C=/D+ ZE+ /F
Y ya que por hipétesis
/A=sD y /B= /E
. LC=/F

S

b)

DATOS: PRLRQ, STLRQ y SQLPS
Por demostrar que Za = /b.
DEMOSTRACION
En los triangulos PRV y VSQ tenemos:
Zd =90° = Ze por hipotesis
Za = Zc por ser opuestos por el vértice

= /P=ZQ
ya que si dos angulos de un triangulo son iguales los terceros angulos
también son iguales, (proposicion 7).
Ademas, por hipétesis en los triangulos RVP y STQ se cumple:

Zd = £f =90°
De las dos ultimas igualdades concluimos que en los tridngulos PRV y STQ
se cumple:

Za = /b por proposicion 7

a) DATOS: AB = AC, AM y CM son bisectrices de ZA y ZC respectivamente
y se cortan en el punto My /B = 64°,

B
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Como /B = 64°y AB = AC tenemos:
Z/C = 64° ya que un triangulo isésceles tiene dos angulos iguales
= ZA =52° porteorema 6
Ahora, por ser AM y CM bisectrices de los &ngulos Ay C
respectivamente, se obtiene:
/Z/MCA =32° y Z/MAC = 26° por definicion de bisectriz
Y como ZMCA, ZMAC y ZAMC son angulos de un triangulo, pues por dato
las bisectrices se intersectan en M, se concluye que:

ZACM = 122° (teorema 6)
b) Hagamos un dibujo

Sabemos que:
a+ [+ 06=180° porteorema 6
Pero & = 90° por hipétesis
= a+B=90°
= a/2+[/2=45°
Ahora bien, a/2, B/2 y Za son angulos de un triangulo, el formado por las
bisectrices y la hipotenusa, por lo que:

@B a-1800
2" 2

. Za=135°
4. a) Démosles nombres a los angulos.

Podemos establecer las siguientes ecuaciones:
a=a'y B = por hipétesis

0=B+p
por ser & el angulo exterior del triangulo cuyos angulos interiores son By f’
(teorema 7)

0+ a+a =180° porteorema 6
De las tres ultimas igualdades obtenemos:
a+a+ B+ L=180°
= a+[=90°
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Finalmente
a+ B+ £X=180° por ser angulos interiores de un triangulo
, X =900
b) HIPOTESIS: ABC es un triangulo isosceles, con el segmento AB como
base y AC = CB.
N, C y B puntos colineales.
MN es una perpendicular a AB
MN y AC se intersectan en el punto D

D un punto sobre el lado AC
TESIS: El triangulo CDN es isésceles.

Hagamos el dibujo. N

l

A M B

Como AC = CB por hipotesis
ZA = ZB por conjetura 6
Por otro lado en el triangulo ADM se cumple
/A + ZADM + ZAMD = 180° por ser angulos interiores de un triangulo
Pero por hipotesis ZAMD = 9Q°
= ZA+ ZADM =90°
Ademas en el triAngulo MBN tenemos:
ZN+ /B + ZNMB = 180° por teorema 6
Pero «NMB = 90° por hipotesis y teniamos que ZA = /B, entonces
= AN+ /A =90°
De las dos ultimas ecuaciones iguales a 90° obtenemos
ZA+ ZADM = /N + ZA
= ZADM=Z”ZN
Por otro lado ZADM = ZNDC por ser opuestos al vértice
= 4N =4NDC

. el triangulo NCD es isOsceles
ya que los lados opuestos a los angulos iguales de un triangulo también son
iguales por conjetura 7.
5. a) Dibujemos p
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Por conjetura 8 un triangulo equilatero tiene todos sus angulos iguales y
como su suma debe ser igual a 180°, entonces cada uno de ellos mide 60°.
= /PQR=60° y /RPQ =60°

Como un cuadrado tiene sus cuatro angulos congruentes y cada uno mide
90°, entonces
ZRQT = 90°
De las dos ultimas ecuaciones deducimos:
ZTQP = 150° ya que los angulos RQT y RQP son adyacentes

Ahora bien, como
QP = QR por ser lados de un triangulo equilatero
Y
QR = QT por ser lados de un cuadrado
Entonces de las dos ultimas ecuaciones tenemos:
QP =QT
= ATQP es isbsceles
= ZQTP = ZQPT por conjetura 6.
= ZQPT =15°= ZQPT por teorema 6

Ahora como
/XPR = Z/RPQ - ZQPT
Sustituyendo las medidas de estos dngulos obtenemos:
= ZXPR =45°
Por lo que en el triAngulo PXR, aplicando teorema 6, obtenemos
/PXR = 75°
b) HIPOTESIS: En el triangulo PQR, el angulo R es recto, QT =QV y PS =
PV.
TESIS: Zx = 45°,

R
O

DEMOSTRACION
Consideremos los &ngulos b, c, d y e.
Ya que ZP, Zby Zc son angulos de un triangulo obtenemos:
/P + /b + Zc =180° por teorema 6.
Por el mismo argumento
ZQ + Zd + Ze = 180°

De las dos ultimas ecuaciones se obtiene

/P =180°-/b-/c y £ZQ=180°-/d- Ze
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Ahora bien, como por dato QT = QV y PS = PV tenemos que:
/b=/c y «d= Ze porconjetura 6

Entonces, de las cuatro ultimas igualdades se deduce que:
/P =180°-2/b y £Q=180°-2 Ze
Sumando las dos ecuaciones ultimas obtenemos:
/P + /Q =(180°-2 /b) + (180° - 2 Ze)
= /P+/Q=360°-2/b-2 /e
Por otro lado como /P, ZQ y ZR son angulos de un triangulo por lo que se
cumple:
/P + /ZQ + ZR = 180° por teorema 6
Por dato el angulo R es recto
= /P +£Q =90°
De la antepenultima y ultima igualdad obtenemos:
90°=360°-2 /b—-2 Ze
=2 /b+2se=270°
= /b+ /Ze=135°
Finalmente
/b + zZa+ e =180° por formar angulo llano
= Za=180°- (/b + Ze)
. Za=45°
6. a) Hagamos el dibujo.
C

B

En el triangulo ABC se cumple:
/A + /B + ZC =180° por teorema 6

iA+iB — QOO_L_C
2 2
Como BD y DA bisectan a los ZA'y /B también se cumple:
4—A+%B+ /D =180° por teorema 6

ZR 25 _1800-.D
2 2

De la segunda ecuacién que obtuvimos y de la anterior obtenemos:

900—47C =180°-«D

3.40:9m+ff.

b) Hagamos primero un dibujo.
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Como B es un angulo exterior del triangulo MNO, tenemos:
B=4ZM+ a por teorema 7

B 4ZM «
—_—— e
2 2 2
M_B_a

2 2 2

Consideremos ahora el triangulo formado por las bisectrices y el lado NO,
B/2 es un angulo exterior de este triangulo NOA, por lo que:

A S B por teorema 7
2 2

= LAzE—g
2 2

n=M
2

A B

Los angulos C, CDE y CED son angulos del triangulo CDE, por lo que:
/C + ZCDE + CED = 180° por teorema 6
Ya que por dato ZCDE = ZCED, se tiene
/C + 2/CDE =180°
Con los mismos argumentos tenemos:
ZC + ZCAB + ZCBA = 180°
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= «ZC+2 /CAB =180°
De la ultima y antepenultima ecuacion obtenemos:
/C+2/CDE=/C+2 £CAB
= «CDE = ZCAB

". DE | AB por Teorema Fundamental del Paralelismo.

b) A
Za

Por hipotesis Zzb + Zc=90°, LZa=/b y Zc=xd
= Za+ «£d =90°
Si sumamos la primera y Ultima ecuaciones, obtenemos:
(Za+ £b) + (£Lc + «zd) = 180°
Y dado que los angulos ay b, por un lado y c y d por el otro, son adyacentes,
tenemos que:
Za+ /b =/BACy «DCA = Zc + Zd son suplementarios
.. AB| CD
ya que si los colaterales internos son suplementarios, las rectas son paralelas
(proposicion 4)
Observemos que en el triangulo ABC como b + Zc = 90°, por teorema 6
se deduce que, ZE = 90°. Ademas, los segmentos AE y CD son bisectrices
de los angulos A y C por dato, podriamos entonces formular una nueva
proposicion que dijera:

PROPOSICION 8: Si las bisectrices de los angulos colaterales internos, son
perpendiculares, entonces las rectas son paralelas. La demostracion de
esta proposicion, se te sugiere la realices.

8. a) Como el rayo AP es bisectriz del angulo exterior en el vértice A, entonces:
C

Y
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B = 65° por definicién de bisectriz

Y como AP || BC, se obtiene:

B = 65° por Postulado Fundamental del Paralelismo
Ahora B y & son angulos del triangulo no adyacentes al &ngulo exterior en el
vértice A, por lo que:

0 +/4x=pB+0d porteorema7 = 0O =065°

y

a = 50° por ser suplemento del angulo exterior en A
Ahora bien, como B y & miden lo mismo, el tridngulo ABC es un triangulo
isésceles, por conjetura 7.
En realidad podriamos establecer una proposicion, generalizando este
resultado:

PROPOSICION 7: Si en un triangulo ABC la bisectriz del a&ngulo exterior en
A es paralela al lado AB, entonces el triangulo ABC es isOsceles. Se te
sugiere demostrarla.

La siguiente proposicion es el reciproco de la proposicion anterior.

b) HIPOTESIS: AABC es isdsceles, con AC = BC y es m bisectriz del angulo
exterior del £C

TESIS. m | AB

/b

o

DEMOSTRACION
Sean a el angulo exterior en el vértice C, los angulos a y b sobre el lado AB
del triangulo ABC.

A

a=Za+ /b por teorema 7
Ademas

Za=/b
por ser angulos opuestos a lados iguales de un triangulo isosceles,
(conjetura 6)

= 0a=2/a
= Oi:za
2

.m || AB por Teorema Fundamental Paralelismo.
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A

Por dato AB = BC por lo que el triangulo ABC tiene dos angulos iguales, los
gue se oponen a los lados iguales, por conjetura 6. Llamemos a a dichos
angulos.
También por dato BC = CD, por la misma conjetura 6, el triangulo BCD tiene
los angulos opuestos a los lados iguales congruentes, llamemos B a estos
angulos.
Y ya que By angulo b son angulos del triangulo BCD, tenemos:
B+p+~£b=180° = 2B+ £b=180° por teorema 6
= /b=180°-23
Por otro lado B es un &ngulo exterior del triAngulo ABC, entonces
B=a+a=2a porteorema 7

De las dos ultimas ecuaciones obtenemos:

/b =180° — 4a
El triangulo CDE también es isdsceles, por conjetura 6, tiene los angulos
opuestos a los lados iguales congruentes, llamémosles & a tales angulos.
Ademas tenemos que:

a + /b + & = 180° por formar un angulo llano
Sustituyendo la penultima ecuacién en la anterior, tenemos:
= o+ 180°-4a + 6 = 180°,

= 0=3a

Para el triangulo CDE se cumple:
0+ 0+ Zc = 180° por teorema 6
= Zc=180°-2%
Llamemos 0 a los angulos iguales del triangulo isdsceles DFE (conjetura 6).
Tenemos que:
B + Zc + 6 =180° por formar angulo llano
= 0=180°-B-Zc
Ya habiamos obtenido que B = 2ay Zc = 180° — 2§, sustituyendo ay c,
en la ecuacion anterior, obtenemos:
0 = 180° — 2a — (180° -205)
= 0=20-2a

Y como & = 3a al sustituir en la ecuacion anterior se cumple:

8 =2(3a) — 2a

= 0 =4a
Ahora bien, por hipétesis el triangulo EAF es isésceles, con AF = AE, por
conjetura 6, concluimos que:

0+4£d=86
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Ademas, en el triangulo AFE se cumple:
a+0+8=180° porteorema 6
Sustituyendo la antependultima ecuacion en la anterior obtenemos.
a+4a+4a=180°
. oa=200
b) En el problema anterior encontramos que:
0=3a ya=20° = 0=60°
Y
£c=180°-20 = Zc=60°
Esto es, el triangulo DCE es equiangulo por lo que, por conjetura 8, es un
triangulo equilatero.
10.HIPOTESIS: ABCD es un paralelogramo, AE, BF, CG y DH bisectan los
angulos del paralelogramo.
TESIS: Los puntos P, Q, O y R son vértices de un rectangulo.

DEMOSTRACION
Ya que las bisectrices de los éangulos de vértices opuestos en un
paralelogramo son paralelas (problema 9 del paragrafo 9 del capitulo anterior),
tenemos que:

AE || CG y BF | DG
Ahora bien, como en el triAngulo ADP se cumple:

/PAD + ZADP + ZDPA = 180° por teorema 6
= ZDPA = 180° — (/PAD + ZADP)

Pero como los rayos AP y DP son bisectrices tenemos que:

/DPA = 180°— = (/DAB + ZADC)
2

Sabemos, ademas, que ZDAB y ZADC son suplementarios por ser angulos de
vértices consecutivos de un paralelogramo (problema 5b del paragrafo 8 del
capitulo anterior).
= /DPA =180° — 90°

= /DPA =90°

Pero como
/DPA = ZHPE por ser opuestos por el vértice
= /HPE =90°

100



Ahora bien, ya tenemos que el cuadrilatero formado es un paralelogramo
porque tiene sus lados opuestos paralelos y por ser paralelogramo tiene sus
angulos de vértices opuestos iguales (problema 5c del paragrafo 8 del capitulo
anterior), lo que implica que:
Z GOF = £90°
Ademas los angulos de vértices consecutivos de un paralelogramo deben ser
suplementarios, por lo tanto
/DRC = AQB = 90°

C.El paralelogramo PROQ es un rectangulo por definicion.
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CAPITULO IV
ANGULOS EN POLIGONOS

§1

Como en los capitulos anteriores vamos a experimentar, a proceder
inductivamente, analizando varios casos particulares para obtener conclusiones
probables sobre los angulos de los poligonos. A lo largo de los experimentos
trabajaremos con poligonos convexos.

EXPERIMENTO 1. SUMA DE LAS MEDIDAS DE LOS ANGULOS INTERIORES

DE UN POLIGONO.

1. Dibuja un cuadrilatero, un pentagono, un hexagono, un heptadgono y un
octagono, estos poligonos no necesariamente tienen que ser regulares.
¢Cuantos triangulos se pueden formar al interior de estos poligonos, si
trazamos diagonales que partan de un mismo vértice?. Registra tus resultados
en una tabla.

2. Encuentra un modelo algebraico que relacione el nimero de lados de un
poligono con el nimero de triangulos que se pueden formar si se trazan
diagonales que partan de un mismo vértice.

3. Usando el hecho de que la suma de los angulos interiores de un triangulo es
igual a 180°, determina, usando el paso 1, cuanto mide la suma de los angulos
interiores de: un cuadrilatero, un pentagono, un hexagono, y un octagono.

4. Generalicemos: encuentre ahora un modelo matemético, algebraico, para
calcular la suma de los angulos interiores de un poligono de n lados usando el
paso 2.

5. Investiga la definicion de poligono regular.

6. En los poligonos regulares, ¢como calcularias la medida de cada angulo
interior?

EXPERIMENTO 2. SUMA DE LAS MEDIDAS DE LOS ANGULOS EXTERIORES

DE UN POLIGONO.

Los angulos exteriores de un poligono se definen de la misma manera que los

angulos exteriores de un triAngulo y de un paralelogramo. Usando esto,

realicemos los siguientes experimentos.

1. Sabemos que para el triangulo la suma de los angulos exteriores es 360°.
¢, Cuanto miden la suma de los angulos exteriores de un cuadrilatero? Haz un
dibujo, mide los angulos exteriores y suma las medidas.

A

v

Los angulos a, B, d y 8 son angulos exteriores de este poligono.
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2. Dibuja un pentadgono mide sus angulos exteriores y simalas ¢, qué ocurre?

Los angulos a, B, 8, 6, A son angulos exteriores de este poligono.

3. Dibuja ahora un hexagono, un heptagono y un octagono, corta sus angulos
exteriores, es decir, corta el vértice y un pequefio segmento de cada lado.
Pega los angulos que recortaste de tal manera que sean adyacentes uno del
otro. ¢ Qué observas?

4. ¢Cual es tu conjetura? ¢Cuanto sumaran los angulos exteriores de cualquier
poligono de n lados?

5. Si el poligono fuera regular ¢ cuanto valdria la medida de cada angulo exterior?

EXPERIMENTO 3. ANGULOS CENTRALES DE UN POLIGONO.

1. Investiga qué es un angulo central de un poligono regular.

Procede inductivamente para establecer conclusiones sobre:

2. La suma de las medidas de los dngulos centrales de un poligono regular.
3. La medida de cada angulo central de un poligono regular.

4. La relacién entre un angulo exterior y un central de un poligono regular.
4. La relaciéon entre el angulo interior y el central de un poligono regular.

En todos los casos no olvides hacer tus dibujos y tus tablas.
CONJETURAS

EXPERIMENTO 1.

POLIGONO | NUMERO DE LADOS | NUMERO DE TRIANGULOS
Cuadrilatero 4 2

Pentagono 5 3

Hexagono 6 4

Heptagono 7 5

Octagono 8 6

n-lados n n-2
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CONJETURA 1. El nimero de triangulos que pueden formarse en un poligono de
n lados al trazar diagonales que partan de un mismo vértice es: n - 2

POLIGONO | NUMERO DE NUMERO DE SUMA DE LOS ANGULOS
LADOS TRIANGULOS INTERIORES

Cuadrilatero 4 2 2(180°)
Pentagono 5 3 3(180°)
Hexagono 6 4 4(180°)
Heptagono 7 5 5(180°)
Octagono 8 6 6(180°

n-lados n n-2 (n-2)(180°)

CONJETURA 2. En un poligono convexo de n lados, la suma de sus angulos
interiores es:
180°(n — 2)

CONJETURA 3. En un poligono regular de n lados cada angulo interior mide:
180°(n-2)
n
EXPERIMENTO 2.
CONJETURA 4. La suma de los angulos exteriores de cualquier poligono es igual
a
360°

CONJETURA 5. La medida de cada angulo exterior de un poligono regular de n
lados es igual a
360°

n

EXPERIMENTO 3.
CONJETURA 6. La suma de las medidas de los angulos centrales de un poligono
regular de n lados es igual a:

360°

y los angulos centrales de un poligono regular de n lados son congruentes.

Pentadgono regular y sus angulos centrales

CONJETURA 7. Un angulo central y un angulo exterior de un poligono regular de
n lados tienen la misma medida.
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CONJETURA 8. Un angulo central y un angulo interior de un poligono regular de n
lados son suplementarios.

§2

LOS POLIGONOS.

La palabra poligono se deriva de dos palabras griegas que significan mucho y
angulos. Generalmente se considera a un poligono como una porcién de un plano
limitada por segmentos de rectas. Su definicion formal es la siguiente.

DEFINICION: Si Py, Py, Ps, ... Pha, P, con n > 2, son n puntos coplanares®
distintos, y cumplen con que no hay dos segmentos, de la forma Iﬁ gque se
intersecten, excepto en sus puntos extremos y, ademas, no hay dos segmentos
con un mismo punto extremo que sean colineales, entonces la unién de PP, ,

P,P,, ..., PP, PP, esun poligono.

Los puntos Py, Py, P3, ... Ph.1, Pn, se llaman vértices del poligono. Los segmentos
P.,P. se llaman lados del poligono y los angulos del poligono son los
determinados por las parejas de segmentos que se intersectan.

Recordemos que hay poligonos convexos y poligonos céncavos, definamos ahora
que es un poligono convexo.

DEFINICION: Un poligono es convexo si y sélo si no hay dos puntos del poligono

en lados opuestos de una recta que contenga a un lado del poligono, Un poligono
concavo es el que no es convexo.

CONVEXO CONCAVO
Te sugiero investiga la clasificacion de los poligonos segun el nimero de lados.
También tenemos la siguiente clasificacion de los poligonos.
Equilatero. Poligono que tiene sus lados de igual longitud.
Equiangulo. Poligono que tienen sus angulos de la misma medida.

Regular. Poligono que es a la vez equilatero y equiangulo.

1 Tres puntos son llamados coplanares si se encuentran situados en un mismo plano
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Demos una definicibn mas antes de enunciar nuestro primer teorema.

DEFINICION: La diagonal de un poligono es el segmento de recta que une un
vértice con otro que no le es consecutivo.

Las demostraciones que daremos a continuacion no seran formales, ya que las
demostraciones estrictamente formales rebasan los limites de estas notas.

TEOREMA 9. La suma de las medidas de los angulos de un poligono convexo que
tiene n lados esta dada por: (n-2)180°.

HIPOTESIS: Tenemos un poligono de n lados.
TESIS: La suma de los angulos del poligono es igual a (n-2)180°.

DEMOSTRACION
Como en el poligono de n lados podemos trazar n-2 triAngulos con diagonales que
parten de un mismo vértice, y ademas la suma de las medidas de los angulos del
poligono es igual a la suma de las medidas de los angulos de los triangulos
formados, tenemos que la suma de los angulos del poligono es igual a:

(n-2)180°

ya que la suma de los angulos interiores de cada triangulo es igual a 180°,
(teorema 6).

COROLARIO?. Cada angulo de un poligono regular de n lados es igual a la suma
de los angulos dividida entre el nUmero de lados:
180°(n-2)
n

Esto se justifica porque un poligono regular tiene todos sus angulos congruentes y
como el numero de lados es igual al nimero de angulos, del teorema anterior se
puede deducir la formula.

La definicion de angulo exterior de un poligono es la misma que la de angulo
exterior de un triangulo. Usaremos esta definicion en el siguiente teorema.

TEOREMA 10. La suma de las medidas de los angulos exteriores de un poligono
de n lados es igual a 360°.
HIPOTESIS: Tenemos un poligono de n lados.

2 Un corolario es un teorema cuya demostracio<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>