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Introduccion

La motivacion principal del presente trabajo fue tratar de hacer mas accesible uno de
los resultados mas importantes dentro de la teoria de Curvas Elipticas: El teorema
de Mordell-Weil.

Desde un punto de vista muy personal, la importancia de éste resultado radica en
dos puntos muy importantes: primeramente en la cantidad de areas dentro de las
Matematicas que se relacionan directa o indirectamente con él. Desde la teoria de
nimeros algebraicos pasando por el andlisis complejo y la geometria algebraica, hasta
finalmente ser parte fundamental de la geometria aritmética. Por otro lado, para esta-
blecer este resultado se han mejorado (e inclusive generado) técnicas y herramientas
en matematicas que han incidido no solamente en el teorema de Mordell-Weil, sino
que por si mismas han sido objeto de un profundo estudio y desarrollo.

El estudio bésico de las curvas elipticas, esto es, como una curva algebraica, se desa-
rrolla dentro del area de la geometria algebraica, y en el primer capitulo se consideran
los aspectos bésicos de las curvas algebraicas, hasta un resultado crucial: el teorema
de Riemann-Roch.

En el segundo capitulo se introducen formalmente las curvas elipticas y una de sus
caracteristicas mas interesantes: el conjunto de puntos tiene estructura de Grupo. Se
definen también conceptos como morfismos entre curvas elipticas (isogénias), y los di-
ferentes invariantes asociadas a las curvas elipticas. Una herramienta de creciente uso
en matematicas y de gran utilidad en este trabajo es la cohomologia de grupos, par-
ticularmente la cohomologia de grupos de Galois y en el capitulo cuatro se establecen
los hechos de esta teoria de las cuales se hace uso.

Finalmente en el capitulo cinco se enuncia y prueba el resultado principal de este
trabajo, El teorema de Mordell-Weil para Q, el cual establece que toda el grupo de
puntos Q-racionales de una curva eliptica es finitamente generado. La prueba se divide
en dos etapas, el llamado teorema de Mordell-Weil débil el cual habla sobre la finitud
de cierto grupo cociente. La segunda parte nos dice que cualquier punto Q-racional
es generado por un conjunto de puntos de “medida” pequena.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Introduccion

El propésito de este capitulo es desarrollar la teoria basica de las curvas planas, tanto
en su geometria como en su aritmética, hasta enunciar el teorema de Riemann-Roch.
Dicho teorema es parte fundamental en el estudio de las curvas elipticas, pues nos
permite dar una definicion del género algebraico de una curva algebraica.

1.1.1. Curvas en el plano Afin

Sea K un campo y supongamos que tiene caracteristica distinta de 2 y 3. Ocasio-
nalmente usaremos que K esta contenido en un campo algebraicamente cerrado (por
ejemplo en una cerradura algebraica K).

El plano afin sobre K esta definido como A? = A?(K) := K2

Una curva plana afin C' definida sobre K es un polinomio no cero f(z,y) en dos
variables con coeficientes en K. Un multiplo de f por un escalar no cero se conside-
rard como la misma curva. El conjunto de ceros de este polinomio es lo que usualmente
visualizamos como la curva. Si L es una extension de campos de K, entonces los ceros
de f(z,y) con coordenadas en L se denota por

C(L) = {(z,y) € L*: f(z,y) = O}.

Si L = K decimos que C(K) es el conjunto de puntos de la curva C. Si L = K
decimos que C(K) es el conjunto de puntos K-racionales de la curva C.

Dada una curva C sobre un campo K, decimos que la curva es irreducible si el
polinomio f(x,%) que define a la curva es irreducible en K|[z].

Ejemplo 1.1.1

Si f(xz,y) = x? + y?, entonces la curva que define tiene un tnico punto Q-racional,
a saber el punto (0,0). Por otro lado, en el campo Q(i), f admite una factorizacién
f(z,y) = (x+iy)(xz—iy). De aqui en adelante convenimos en que curva significard curva
irreducible a menos que se especifique lo contrario.
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Si (0,0) es un punto de la curva C' : f(z,y) = 0, calculando la expansién de Taylor
en un punto P = (z,y) en una vecindad del (0,0) tenemos que

OZf(l‘,y) :fl(xvy)+f2<xay)+

donde fy(x,y) es un polinomio homogéneo de grado d. Si d es el minimo entero tal
que fa(x,y) # 0, entonces fq(x,y) (el cual no es necesariamente irreducible) en una
aproximacién a C' en una vecindad de (0,0) suficientemente pequena y se llama el
término principal de la expansion de Taylor de f.

La curva se dice lisa o reqular en P si fi(x,y) # 0, es decir, la curva puede ser apro-
ximada por una recta en una vecindad pequena de P. En otro caso se dice singular.
La 1-forma lineal se escribe como

fl(x:y) = Axr + By A=0.f |(0,0), B:ayf !(0,0),

por lo que el punto P es no singular si al menos una de las derivadas parciales es no
cero en P. En tal caso decimos que f; = 0 es la recta tangente a C' en P.

En general si la curva es singular y d es el minimo entero tal que f; es no cero,
entonces la forma f; se factoriza como

en una cerradura algebraica de K, y las d lineas
oz + Gy =0

se llaman las rectas tangentes a C' en (0,0). Si las rectas tangentes a C' en P son
todas distintas, se dice que P es un punto multiple ordinario.

Todo lo anterior se generaliza a puntos P arbitrarios de la curva considerando la
expansion de Taylor en P o haciendo un cambio de coordenadas poniendo a P como
origen.

Ejemplo 1.1.2 (Un nodo)
La curva cibica y? — 2® — 22 = 0 es singular en el origen. El término principal en su
expansién de Taylor es

oz, y) =y —a® = (y+2)(y — x),

por lo que hay 2 lineas tangentes en el origen: y =2y y = —x.
En general, cualquier punto singular en una curva f> que se factoriza en rectas distintas
se llama nodo y normalmente se le piensa como un punto doble.
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Figura 1.1: Nodo

Ejemplo 1.1.3 (Una cuspide)

La curva ciibica > — 2® = 0 también es singular en el origen y el término principal en la
expansién de Taylor es y2. Esto significa que el eje = es una linea tangente de multiplicidad
2. Singularidades de este tipo se llaman cuspides.

Figura 1.2: Cuspide

Todas nuestras definiciones deberan ser invariantes bajo cambios de coordenadas afi-
nes seguidas por traslaciones, esto es, bajo funciones de la forma:

v +— Muv + w, M € GLy(K), w € A*(K).

Si una recta L en el plano afin interseca a una curva afin C' en un punto P = (¢, yo),
entonces definimos la multiplicidad de interseccién del punto' P (y se denota por
Ip(C'N L)) como el orden del cero del polinomio

g(t) := f(xo + at,yo + bt)

ent = 0, donde f es el polinomio que define a la curva y la recta L se ha parametrizado
como:
L:={(zo+at,yo+bt) |t € K}.

Otra manera de ver lo anterior es tomar la ecuacién de la recta y substituirla direc-
tamente en la ecuacion de la curva para obtener un polinomio de una sola variable,
el cual se factoriza de acuerdo a la multiplicidad.

!Este concepto se puede definir tomando no solo rectas sino también curvas algebraicas
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Ejemplo 1.1.4

Los puntos de interseccién de la pardbola y = 2> + 2 con larecta z +y +1 = 0
se obtienen substituyendo una ecuacién en la otra, por lo que uno llega al polinomio
2?2 +22+1 = (x+1)? =0 por lo que la recta interseca a la pardbola en el punto (—1,0)
con multiplicidad 2.

Ejemplo 1.1.5
La recta # = 3y y el circulo 22 + y> = 1 se intersectan en dos puntos, ambos Q(v/2)-

racionales, pero no Q-racionales.

/

Figura 1.3: Puntos Q(+/2)-racionales

Ejemplo 1.1.6

La curva clbica nodal y? = 2® + 2% = 2?(x + 1) interseca a la recta y = 0 dos veces en
cero y una vez en —1. Si ahora tomamos la recta y = x obtenemos la ecuacién x® = 0
por lo que la recta y = x interseca a la curva en (0,0) con multiplicidad 3. Esto nos dice
que la multiplicidad depende fuertemente de la recta.

Ejemplo 1.1.7 (Punto de Inflexién)

Tomemos la curva y = 3. El origen es un punto no singular y su recta tangente es el eje
y = 0, por lo tanto si intersectamos tal recta con la curva obtenemos la ecuacién 2® = 0,
esto es, la recta tangente interseca a la curva en el origen 3 veces. Las rectas tangentes
intersecan a la curva 2 veces en el punto de tangencia. Si la multiplicidad es mayor que
2, el punto se dice punto de inflexion.

1.1.2. Curvas Proyectivas

Aunque en lo concerniente a nuestro objetivo solo consideraremos curvas en el plano
proyectivo, en esta introduccién consideraremos curvas en el espacio proyectivo n-

Figura 1.4: rectas tangentes en el punto nodal (multiplicidad 2)
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dimensional.

Definicién 1.1.1
El Espacio Proyectivo P"(K) se define como el conjunto de clases de equivalencia de
(n+ 1)-adas x = (g, ..., x,) € A™(K) bajo la siguiente relacion:

r>~ X, ANe K X#O.

Las clases de equivalencia se denotan T = (xg: xo: -+ Zy)

Si consideramos el morfismo

A"(K) — P"(K)

T =(20,...,Tn) — (To:Tg: 1 Tpq:1)

resulta que es un encaje de A™(K) en P*(K'). Cualquier punto en el espacio proyectivo
con su ultima coordenada no cero esta en la imagen de la funciéon anterior, y el
complemento de la imagen, el cual es un conjunto que consiste de todas las clases de
equivalencia de puntos con z,, = 0 es isomorfo a P"~!(K) y se nombrard hiperplano al
infinito. Con lo anterior la recta proyectiva P!(K) consiste de la recta afin A'(K) =
{(z :1) | z € K} junto con un simple punto.

Un cambio de coordenadas (llamado a veces cambio proyectivo de coordenadas) en el
espacio proyectivo es una funcion de la forma

x+— Mz,

donde M es una matriz no singular (n 4+ 1) x (n + 1); si dos matrices no singulares
difieren por un escalar, entonces determinan el mismo cambio de coordenadas en
P*(K). Si un cambio de coordenadas manda el hiperplano al infinito en si mismo,
entonces es directo verificar que la restriccién de la funcién al espacio afin A™(K) es
un cambio de coordenadas afin.

Un polinomio no cero f(z), en n+ 1 variables (f € K|z, ..., x,]) se dice homogéneo
de grado d si es una combinacion lineal de monomios de grado total d. Lo anterior
es equivalente a que f cumple que f(\z) = A f(x) para todo A € K. El conjunto de

raices del un polinomio homogéneo es un subconjunto bien definido de P"(K) dado
que f(x) =0 es equivalente a f(Az) = 0.

Definicion 1.1.2
Una variedad algebraica (proyectiva) se define como el conjunto de raices en P™(K)
de una coleccion de polinomios homogéneos.

Las variedades algebraicas se puede escribir como unién finita de variedades irredu-
ctbles. Dichas variedades son aquellas que no se pueden escribir como uniones finitas
de subvariedades propias.

Si V es una variedad algebraica proyectiva el ideal homogéneo I(V) es el ideal en
K[X1,...,X,] generado por

{f € K[X1,...,X,]| f es homogéneo y f(P) =0V P € V}.
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En tal caso definimos el anillo coordenado homogéneo de V (denotado por I'n(V))
como el anillo cociente

0(V) = K[Xy,...,X,]/I(V).

Es facil ver que (V) es un ideal primo y por tanto I';(V') es un dominio entero.

Sea K} (V') el campo de cocientes de I',(V').Definimos el campo de funciones de V' de
V', denotado por K(V'), como

{ze K (V)| z= g, para algunos f,g € I'; (V) del mismo grado}.

Es directo ver que K (V') es un subcampo de K,(V) y a sus elementos le llamaremos
funciones racionales en V.

Sea P €V, z € K(V). Decimos que z estd definida en P si z se puede escribir como
z = g, con f,g clases de polinomios homogéneos en I',(V') del mismo grado de tal

forma que g(P) # 0. Definimos entonces el conjunto
Op(V) :={z € K(V) | z esta definida en P}.
El conjunto Op (V') resulta ser un anillo local con ideal maximal

Mp(V) = {2 | 2 = § 4(P) £ 0, {(P) =0}.

Definicion 1.1.3
Una curva proyectiva es una variedad algebraica irreducible de dimension 1.

Aqui dimensién se considera como dimensién del espacio topoldgico?.

Podemos extender el concepto de recta tangente para el espacio proyectivo y entonces
decimos que una curva proyectiva es no singular o lisa si para cada punto tiene una
Unica tangente.

Nos restringiremos ahora al caso n = 2. Si tenemos curvas en espacios proyectivos
de dimension mayor, éstas se pueden ver en el plano proyectivo haciendo uso de la
proyeccion desde un punto, y si esto es hecho con cuidado, muchas propiedades se
preservan.

Definicion 1.1.4
Una curva en el plano proyectivo P2(K) es el conjunto de ceros de un polinomio
homogéneo e irreducible de Klz,y, z].

2Si X es un espacio topolégico, definimos la dimensién de X (denotada dim X) como el supremo
de todos los enteros n tales que existe una cadena Zy C Z; C --- C Z, de subconjuntos distintos
cerrados e irreducibles de X [Har|,pdg. 5
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Si f € K[z,y] es un polinomio de grado d, definimos su homogeneizacion como el
polinomio homogéneo f* € K|z,y, z] dado por:

o) =2 (2. 2).
z' z
De la definicién anterior se concluye que cualquier polinomio homogéneo g(x,y, 2)
que no es divisible por z es la homogeneizacién del polinomio g(z,y, 1), y por lo tanto
una curva afin f(z,y) = 0 determina una curva proyectiva f*(z,y,2) = 0, la cual
consiste de los puntos en A?(K) donde f(z,y) = f*(x,y,1) = 0 méas los puntos al
infinito en la linea z = 0, los cuales se obtienen resolviendo f*(z,y,0) = 0.

Ejemplo 1.1.8

Considere la curva afin 4> = 23 + ax + b y su homogeneizacién y?z = z° + azxz? + b23.
Los puntos al infinito de la curva proyectiva son aquellos donde z = 0, es decir 2® = 0
y por lo tanto el dnico punto al infinito de la curva es (0 : 1 : 0) y los demds puntos
corresponden a puntos de la curva y? = 23 + ax + b.

Las nociones de punto liso e interseccion en un punto se extienden de los respectivos
conceptos en el caso afin haciendo un cambio de coordenadas para mover el punto en
consideracion al punto (0:0: 1).

Ejemplo 1.1.9
Consideremos la curva cubica en su forma general

ax® + b’y + cay? + dy® + ex® + foy + gy® + hx +iy +j = 0.
Implicitamente queremos estudiar el conjunto de ceros en el plano proyectivo del polinomio
ax® + ba*y + cxy® + dy® + ex?z + fayz + gytz 4+ haz® iy + j2° = 0.

De acuerdo a esto podemos contestar a las preguntas siguientes:

» jCudndo el punto P = (0:1:0) estd en la curva?
Por sustitucién, cuando d = 0.

» ; Qué significa que el punto P sea un punto no singular?
La parte de grado 1 en la expansién de Taylor alrededor de P es cx + gz, por lo
que el punto es no singular si ¢ o g son no cero.

= ; Qué significa que la recta al infinito sea tangente en P?
La recta al infinito es la recta z = 0, por lo que ésta es la tangenteen Psic =0y

970

» ; Qué significa que P sea un punto de inflexion si la recta al infinito sea la tangente
en P?
La tangente (z = 0) intersecta a la curva en los puntos de la cibica donde az® +
byz? = 0 y entonces tenemos multiplicidad 3 cuando b = 0 (Recordemos que
multiplicidad > 2 significa que el punto es de inflexién).
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El ejemplo anterior nos da el resultado siguiente.

Lema 1
Una curva plana cibica tiene la forma

y2 + a2y + azy = x® + a2x2 + a4 + ag

sty solo si el punto (0:1:0) es un punto liso en la curva, ademds de que es punto
de inflexion y tiene como tangente a la recta al infinito z = 0.

1.2. Divisores y el teorema de Riemann-Roch

En lo sucesivo omitiremos las pruebas de algunos resultados ya que aunque los temas
siguientes seran usados como herramienta para la parte central de este trabajo, no se
considero necesario completar estos temas.

Por un divisor de X entendemos una suma formal

D=) npP, np€l

pPeX

y donde np = 0 salvo un ntmero finito de puntos P € X. El conjunto de divisores
forman un grupo abeliano (es precisamente el grupo libre generado por los puntos de

X).

Definimos el grado de un divisor D como la suma de sus coeficientes, esto es:

deg (Z in> => np.

peX peX

De lo anterior podemos observar que deg (D + D') = deg D + deg D'.

Decimos que un divisor D = Z npP es efectivo sinp > 0V P € X.

peX
Al conjunto de divisores le damos una relacién de equivalencia como sigue: dados dos

divisores
D=) npP, D'=)» mpP,

peX peX

decimos que
D>D si np>mp VPeX.

Sea C una curva plana de grado n, X un modelo no singular® de C' y G una curva
plana que no contiene a C' como componente. Definimos el divisor de G como sigue.
Calculando la deshomogeneizacién G, de G se tiene que G, € K(P?(K)) y entonces

3Esto es, existe un morfismo birracional f de X sobre C, donde X es una curva proyectiva no
singular.
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nos fijamos en la imagen g de G, en K(X) y entonces tiene sentido calcular el orden
ordp(g) y por lo tanto definiendo ordp(G):=ordp(g) de define el divisor de G como

div (G) := ) _ ordp(G).

Esta definicién tiene sentido pues sabemos [Ful, prop 2, cap 7| que el numero de
interseccién de las curvas Gy C'y el orden de G en X por la férmula siguiente:

I(P,CNG)= > ordg(G),
Qef~1(P)
por lo tanto
degdiv (G) = Y orde(G) =Y _I(P,CNG)=mn,
QReX pPeC

donde n es el grado de C''y m el grado de G. La tultima igualdad es el Teorema de
Bezout.

En general para cualquier z € K(X) definimos
div (2) := Z ordp(Z)P.

Como z tiene solamente un nimero finito de ceros y de polos, se concluye que div (z)
es un divisor bien definido.

Definimos de la misma manera

(2)0 = Z ordp(2)P y  (2)eo = Z —ordp(2)P.

ordp(z)>0 ordp(z)<0

Dichos divisores son el divisor de ceros y el divisor de polos de z respectivamente. Se
concluye directamente que

div (2) = (2)0 — (2) -
Asi mismo se puede observar que
div (zz1) = div (2) + div (21)
div (27') = —div (z)
para cualesquiera z,z; € K(X).

Proposicion 1.1
Para cualquier z € K(X), el grado de div (2) es 0.

Demostracion.
Sea C' una curva de grado n. Tomemos z = ¥, con g,h € I'4(C) del mismo grado,
esto es, g y h son clases de polinomios G, H € K|z, vy, z] de grado m, entonces

div (2) =div (G) — div (H)

y vimos que div (G) tiene grado m - n, por lo tanto el grado de div (z2) es cero. m
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Corolario 1.2.1
Sea z € K(X)*. Los siguientes enunciados son equivalentes

1. div (z) > 0.
2. z € K.
3. div (z) = 0.

Corolario 1.2.2
Sean z1,2zy € K(X)*, entonces div (z1) = div (2q) si y solo si zo = Az para algin
re K.

Definicién 1.2.1
Dos divisores D, D" se dicen linealmente equivalentes si D' = D 4 div (2) para algin
z € K(X) y escribimos D' = D.

Proposicion 1.2
a) La relacion = es de equivalencia.

b) Si D= D' entonces deg D = deg D’.
c) St D=D"y Dy =Dy entonces D+ Dy = D'+ Dj.
d) D=0 siy solo si D=div (2) con z € K(X).

e) Sea C una curva plana, Entonces D = D' si y solo si existen dos curvas del
mismo grado G,G', tales que D + div (G) = D' + div (G").

Demostracion.

a) Tenemos que probar 3 propiedades bésicas:
1. Claramente es reflexiva, pues 0 € K(X) y por lo tanto D = D + (0), esto
es, D=0D.
2. Si D =D, existe z € K(X) tal que D' = D 4+ div (z) y de esto, tomando
w = z' € K(X) tenemos D = D' — (=div (z)) = D' — div (z7!) =
D’ — div (w) por lo tanto se obtiene que D' = D + div (w) y de esto
D' =D.
3. Si Dy = Dy y Dy = Ds, existen zq, 22 € K(X) tales que
Dl = Dg + div (2’1)
Dg = D3 + div (ZQ) s

de lo cual obtenemos Dy = D3 + div (z2) + div (21) = D3 + div (z129)
donde zz3 € K(X) y por lo tanto D; = Ds.

b) Si D = D’ entonces existe z € K(X) tal que D = D’ 4 div (z), por lo tanto
deg D = deg (D' + div (2)) = deg D' + deg (div (2)) = deg D'

pues div (z) tiene grado cero.
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c) Si D= D"y D, = D] entonces existen z1, 22 € K(X) tales que D = D' + div (2)
y Dy = D} 4+ div (z1) lo cual implica

D + Dl =D -+ Dll + div (2’122)
de lo cual se tiene que D + D' = D' + Dj.

d) la prueba se divide en dos partes:
(=) si D = 0 entonces tenemos que D = div (z) para algin z € K(X).
(<) Si D =div (2) con z € K(X) se tiene que D = 0.

e) De manera similar como en el inciso anterior:

(=) Como D = D’ entonces existe z € K(X) tal que D = D' + div (2).
Escribiendo z = g% con g,g € I'y(C) del mismo grado, esto es, son clases de
curvas G, G’ del mismo grado, y por lo tanto div (z) = div (G’) — div (G), de
donde se obtiene

D +div (G) = D' +div (G").

(<) Sea z = 5%7 donde ¢, g € T',(C) son clases de G’, G respectivamente, por
lo que z € K(X) y de esto div (z) = div (G') — div (G), y de esto

D+div (G) =D'+div (G') = D=D"+div (G')—div (G) = D' +div (2)

lo cual significa D =D'. m

1.2.1. Los Espacios L(D)

Iniciemos con un divisor D = > ,npP en X. De cierta manera D elige puntos P
en X y les asigna el entero np. ;Existira una funcion racional en X con polos en los
puntos elegidos por D y que ademas el orden de sus polos sea acotado por el orden
np de P,y si hay, cuantas de estas funciones existen?

Definimos el conjunto
L(D):={fe K(X)|ordp(f) > —np V PeX}

Es facil ver que una funcién racional f pertenece a L(D) si div (f) + D > 0, o si
f =0, por lo que L(D) tiene estructura de espacio vectorial sobre K; denotemos
entonces la dimensién de este espacio por ¢(D). La siguiente proposiciéon muestra que
¢(D) es finito.

Proposiciéon 1.3
1) Si D < D', entonces L(D) C L(D') y ademds

dimg (L’(D,)/Q(D» < deg (D' — D)

2) L(O)=K; L(D)=0 sideg D < 0.
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3) L(D) es de dimension finita ¥ D. Si deg D > 0, entonces

(D) < degD + 1.

4) Si D =D’ entonces {(D) = {(D").

Demostracion.

1) Dado que D < D', podemos escribir D' = D+ (Py)+(P2)+---+(Fs). Si f € L(D),
si tiene que div (f) + D > 0 y por tanto con mayor razén div (f) + (D + (Py)) > 0,
lo cual implica que f € L(D + (P;)) y de manera general,

L(D) CL(D + (P) S L(D + (Py) + (By) € --- C £(D).

Usando los teoremas de isomorfismo para médulos, se tiene lo siguiente

dim (L (D), (D)> = dim (L DD+ (Pt + (PH))) 4.
..+ dim <£J (D + () + (), (D + (P1))> *
+dim (L (D + (P1>>/L (D)) ,
Por lo tanto es suficiente probar que

dim <£’ (D + (P))/L (D)> < 1.

Sea entonces t € Op(X) un pardmetro y r = np el coeficiente de P en D. Definamos

f = (L )(P)

Como f € L(D+(P)) se tiene que div (f)+(D+(P)) > 0, por lo que ordp(f)+r+1 >
0 y esto hace que pp este bien definida. Si ahora nos fijamos en ker pp se tiene que
0= @p(f) = (" f)(P) y por tanto ordp(f) +r +1 > 0, esto es ordp(f) +r > 0
lo que significa que f € L(D). Reciprocamente también se cumple, y por lo tanto
tenemos que ker pp = L(D), de aqui que, usando un teorema de isomorfismos,

LO+P) pyc K

y por tanto se tiene el resultado.
2) De manera inmediata se ve que
fekl) <« div(f)>0 <<= [feK.

Tomemos D tal quedeg D < 0y f € L(D), f # 0. Se tiene entonces que div (f)+D >
0 y por tanto, si definimos D" = div (f) + D por un lado se observa que deg D" > 0
y por otro lado que deg D’ = D, y por lo tanto deg D’ = deg D lo cual es una
contradiccién. De esto se concluye que L(D) = 0.
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3) Sea n = degD > 0. Sea P € X y definamos D' = D — ((n + 1)P). Como
deg D’ < 0 se tiene que L(D’) = 0 por lo tanto dim (L (D e, (D’)> = {(D) . Por otro

lado tenemos que D' < D y por el inciso 1) tenemos que
dim (L (D). (D/)) = ((D) < deg (D—D')=n+1.
4) Suponga que D' = D + div (g). Definamos entonces
L(D) % (D)
f— 1y

Tenemos que 1) es un isomorfismo y por tanto ¢(D) = 4(D'). m

De manera mas general, para cualquier subconjunto S C X y cualquier divisor D =
Y pnpP en X, definimos

deg®(D) := Z np

PesS

y de manera similar
L3(D):={f e K(X)|ordp(f)>-np V PecS}
Se cumple entonces un resultado méas preciso que la proposicién anterior:

Lema 2
Si D < D', entonces L5(D) C L9(D'). Si S es finito entonces

dimg <LS(D/)/LS(D)> = deg®(D' — D)

El siguiente resultado es un avance en el célculo de las dimensiones ¢(D), y su prueba
utiliza elementos solamente de teoria de campos de funciones.

Proposicion 1.4
Sea K un campo de funciones en una variable sobre k, v € K, x ¢ k. Sea (x)o el
divisor de ceros de x, yn = [K : k(x)]. Entonces

1. (x)o es un divisor efectivo de grado n.
2. Existe una constante T tal que €(r(z)o) > rn — 7 para todo r € Z. =
A modo de generalizacién tenemos el siguiente resultado

Teorema 1.2.1 (Teorema de Riemann)
Ezxiste una constante g tal que

((D)>degD+1—g

para todo divisor D. Al mds pequeno de tales g se le denomina el género de X (6 de
K ¢ de C). Tal niimero g es no negativo. [

Como consecuencia directa tenemos los corolarios siguientes.
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Corolario 1.2.3

Si £(Dy) = deg(Dy) + 1 — g entonces para todo D > Dy se cumple que (D) =
deg(D)+1—g.

Corolario 1.2.4

Six € K perox & k entonces g = deg (r(x)o) —€(r(x)o)+1 parar > 0 suficientemente
grande.

Corolario 1.2.5
Eziste un entero N tal que para todo divisor D tal que deg (D) > N se cumple que
(D) =deg(D)+1—g.

Ejemplo 1.2.1
Si C es una curva cibica no singular, entonces es proyectivamente equivalente a una curva
dada por la ecuacién

Y2 =X(X-2)(X—-)Z) A#£0,1.
Tomando = = %,y = % entonces la ecuacién de-homogenizada se convierte en
y* =x(r —1)(z — ).

si tomamos z = 2! € K(C') entonces tenemos que z € K \ k, ademds de que L(r(z)o) C
klx,y] y €(r(z)o) = 2r, por tanto por el corolario 1.2.4 se cumple que

g =deg(r(z)o) — £(r(z)o) +1=1.
Reciprocamente si una curva tiene género g = 1, aplicando el teorema de Riemann se
cumple que ¢(P) > 1 para todo P € C'y por la proposicién 1.3 (como deg (P) > 1) se
tiene que
((P) <deg(P)+1=2
por lo tanto ¢(P) = 1y mas adn {(rP) = r (corolario 1.2.3) para todo r > 0.
Sea {1,x} una base para £L(2P). Entonces

div (z)+2-P>0

o lo que es lo mismo, si escribimos div (z) = Y npP, entonces np+2 > 0. Si (z)oo = P
entonces C' seria racional, por lo tanto (z), = 2P y también (lema 1.4) [K : k(x)] = 2.
Sea ahora {1,z,y} base de L(3P). Se cumple entonces que (y)o = 3P de donde se
concluye que y & k(z) y por tanto K = k(z,v).

Dado que 1, z,y, 2% 2%, y? zy € L(6P) tenemos que existe una relacién de la forma

ay’ + (br + c)y = Q(x),

donde Q(x) es un polinomio de grado < 3. Si calculamos ordp en ambos lados de la
igualdad forzamos a que a # 0 y ademas degQ(z) = 3, (de lo contrario no habria
coincidencia en ordp), y por tanto podemos suponer que a = 1. Sustituyendo en la
igualdad anterior y por y — 3(bx + ¢) tenemos

(v~ 5(bx + AP+ (b + )y — 5(bw + ) = — y(ba + ) + (b + )
+y(bx +¢) — %(bxjtc)z

=y~ (e + 0 = Q)
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3
de donde tenemos que 3 = H(m — ;).

=1
2

Si a3 = ay entonces (ﬁ) = x — ag de donde z,y € k (zfm) y por tanto X seria

racional (imposible pues X es racional <= ¢ = 0). Concluimos que los o/s son todos
distintos y de esto K = K (C'), donde C' es una curva cibica no singular dada por

cC=V (WZ - ﬁ(x - aiZ)> .

i=1

1.2.2. Derivaciones y Diferenciales

Sea R un anillo que contenga a k' y M un R-modulo.

Definicion 1.2.2
Una derivacion de R en M sobre k es un mapeo k-lineal D : R — M tal que

D(zy) = D(x)y + 2D(y)
para todos x,y € R.

Observemos que si F' € k[Xy,...,X,] vy x1,...,2, € R, entonces

D (F(xq,...,2,)) = or (1, ..., Tn)D(z5).

De aqui en adelante todos los anillos considerados contendran a k por lo que omiti-
remos la frase “sobre k”.

Lema 3
Si R es un dominio entero con campo de cocientes K y M es un espacio vectorial
sobre K, entonces cualquier derivacion D : R — M se extiende a una derivacion

D:K — M. m

Consideremos ahora por cada = € R el simbolo [z] y sea F' el R-mdédulo libre generado
por el conjunto {[z] | z € R}. Tomemos N como el submddulo de F' generado por los
conjuntos

LAlz+y]—lz] = [yl | z,y € R}.
2. {[Mx] = Az] |z € R, X\ € k}.

3. {[vy] — 2[y] —ylz] | 7,y € R}.

F
Denotemos por Qi (R) = N el R-médulo cociente y dz la clase de [z] en Qi (R). Sea

d: R — Qi(R) que manda a x en dx. A Qi (R) se le llama el mddulo de diferenciales
sobre R y claramente d es una derivacion.
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Lema 4
Para cualquier R-modulo M y cualquier derivacion D : R — M existe un homomor-
fismo de maddulos ¢ : Qi(R) — M tal que el tridngulo

N A

Q(R)

es conmutativo, esto es, D(x) = ¢(dx), para todo x € R.

Demostracion.
Si definimos ¢’ : F — M por

es claro que ¢'(N) = 0, por lo tanto ¢ induce el morfismo ¢ deseado. m

Sizy,...,z, € Ry G € k[Xy,...,X,] entonces

" 0G
d(G(z1,...,2,)) = 2 8_Xi(xl7 ey Ty ).
De ésto se sigue que si R = k[xy, ..., z,], entonces Qi (R) es generado por dxy, . .., dz,

(como R-médulo).

De la misma forma supongamos que R es un dominio entero con campo de cocientes
K y ademds tenemos una derivacién d : K — Qi (R) dada por

=~ dr— zd
e
Yy
donde z = %, z,y € R. Si K = k(x1,...,x,) entonces Qx(K) es un espacio vectorial
de dimensién finita sobre k, generado por dxq, ..., dz,.

Proposicion 1.5
1. Sea K un campo de funciones algebraicas de una variable sobre k, entonces

2. (Chark=0) Siz € K, x ¢ k, entonces dx es una base para Q. (K) sobre k.

Demostracion. Sea F' € k[X,Y] una curva plana afin con campo de funciones K. Sea
R =k[X,Y]/(F) = klz,y], K = k(z,y). Asumiendo que 25 # 0 es directo verificar
que F' no divide a g—f: (ya que F es irreducible), por tanto g—y($, y) # 0. Anteriormente
habiamos visto que dz y dy generan a Qi (K) y ademés

oF OF
0=d(F(z,y)) = 55 (@,9) + 55 (2,9),
OF ( .
por lo tanto dy = udx, con u = —%. Se tiene entonces que dx genera a Qi (K) y
ay \&

de ésto dimy(Q(K)) < 1. Resta verificar que Q4 (K) # 0.
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Por los lemas 3 y 4 basta ver que existe una derivacion D : R — M, con M un espacio
vectorial sobre K.

Tomemos M = K y para cada G € k[X,Y] sea G suimagen en R. Definamos entonces

D: R — M como 9a oF
D(G) = 8_X<x’y) - Ua—y(«%’,y)-

Es directo verificar que D es una derivacién y ademéds D(x) = 1, por lo tanto D no
es trivial y asi Qp(K) #0. m

De la proposicién anterior tenemos que (char k = 0) para cualesquier f;t € K, t ¢ k
existe v € K tal que df = vdt. Es natural entonces escribir v = % y decir que v es la
derivada de f respecto de t.

Proposicion 1.6
Con K como en la proposicion anterior, O un subanillo de valuacion discreta de K,
t € O un parametro uniformizador. Si f € O entonces % € 0. [

1.2.3. Divisores Canonicos

Sea C' una curva proyectiva, X un modelo no singular de C', K su campo de funciones.
Tomemos tambien © = ;. (K) el espacio de diferenciales de K sobre k. Los elementos
w € Q se llaman diferenciales en X o en C.

Seaw € Q, w#0y P e X. Definimos el orden de w en P, ordp(w), como sigue: sea
t € Op(X) un parametro uniformizador, por tanto w = fdt y entonces ordp(w) :=
ordp(f). Esto estd bien definido pues si u es otro parametro uniformizador y fdt =
gdu, entonces

S du
p = EOP(X),

y por lo tanto ordp(f) = ordp(g).

Si0#w e Q, el divisor de w, denotado por div (w), se define como

div (w) := Y _ ordp(f)P.

Definamos el divisor £ = ),y (mpX —1)P (aqui mpX es la multiplicidad del punto
PeX).

Proposicion 1.7
Suponga que C' es una curva plana de grado n > 3 con solamente puntos multiples
ordinarios, entonces para cualquier curva plana G de grado n — 3 se tiene

div (G) — E = div (w)

para algun diferencial w € Q.

El resultado anterior nos dice que div (w) es en efecto un divisor en el sentido que
habifamos manejado con anterioridad. Si w # 0 al divisor W = div (w) le llamaremos
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divisor candnico. Si w' es otra diferencial no cero en €2, entonces tenemos que w = fw’,
con f € K, y por tanto

div (w) = div (V') + div (f) = div (')

y por tanto div (w) = div (w’). Por lo tanto los divisores canénicos forman una clase

de equivalencia bajo equivalencia lineal, y en particular todos los divisores canénicos
)

tienen el mismo grado.

Corolario 1.2.6
Sea W un divisor candnico. Entonces deg (W) =29 —2 y {(W) > g.

Estamos ahora en posiciéon de enunciar el resultado mas general, en el cual encontra-
mos el término faltante en el teorema de Riemann.

Teorema 1.2.2 (Teorema de Riemann-Roch)
Sea W un divisor candnico en X. Entonces para cualquier divisor D se cumple

((D)=deg(D)+1—g+L(D—-W). =
Como consecuencias directas de este importante resultado tenemos que

Corolario 1.2.7
(W) =g si W es un divisor candnico.

Corolario 1.2.8
Si deg (D) > 2g — 1, entonces (D) =deg (D) +g—1

Corolario 1.2.9
Si deg (D) > 2g, entonces {(D — P) = {¢(D) — 1 para todo P € X.



Capitulo 2

Curvas Elipticas

2.1. Curvas Elipticas

En éste capitulo damos (jpor fin!) la definicién de una curva eliptica Y establecemos
las bases (o los hechos bésicos) concernientes a las curvas elipticas.

Definicion 2.1.1
Sea K un campo. Una curva eliptica sobre K (E/K ) es una curva proyectiva lisa de
género 1 con un punto distinguido 0 = [0: 1 :0].

En los siguientes resultados definimos la operacion de grupo en una curva eliptica,
usando lo establecido en el capitulo anterior.

Proposicion 2.1
Sea E una curva eliptica sobre K.

a) Ezisten funciones z,y € K(F) tal que la funcién ¢ : E — P? dada ¢ = [z, y, 1]
da un isomorfismo de E/K a una curva cubica dada por la ecuacion siguiente
(llamada ecuacion de Weierstrass)

C: y2+a1xy—|—a3y:x3+a2m2+a4x—|—a6
con a; € K tal que ¢(0) = [0,1,0].

b) Toda curva cibica lisa C' dada por una ecuacion de Weierstrass es una curva
eliptica con punto distinguido 0 = [0, 1, 0].

Demostracion.

a) Como en el ejemplo 1.2.1, la idea principal es fijarse en los espacios vectoriales
£(n(0)) asociados a la curva eliptica E. Por un corolario al teorema de Riemann-
Roch con g =1 se tiene que para todo divisor D efectivo

(D) =deg D

y por lo tanto tenemos que ¢(n(0)) = deg(n(0)) = n para todo n > 1. De esto
podemos decir lo siguiente:

Paran = 2 existe € K(F) tal que {1, 2} es base de £(2(0)). Notemos que x tiene un
polo en 0 de orden ezactamente 2. Similarmente para n = 3 existe y € K(F) tal que

21
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{1, z,y} es base del espacio £(3(0)), donde y tiene en 0 un polo de orden exactamente
3. De nueva cuenta para £(6(0)) tenemos las funciones que

Lz, y zy,y°, 2%, 2% € £(6(0))
por lo tanto existe una combinacion lineal
Ay + Aoz + Agy + Asz® + Aszy + Agy® + Ary® =0
donde los A; € K(E). Notemos que AgA7 # 0 pues de otra forma tendriamos
A+ Ao + Asy + Ayr® + Asay + Agy? =0

Ay + Aoz + Asy 4+ Aga® + Aszy + azz® =0

donde cada término tiene un polo en 0 de orden distinto y por lo tanto son linealmente
independientes, de donde se deduce que todos los As son cero. Reemplazando

xr — —A6A7$
y — A6A$y

se tiene que
Ay — AgA7Agz + AgAZ Ay + AJAZAZY? — AsAZASay + AjANY® — ASALx® =0
de donde dividimos entre el A3A? obtenemos una expresién de la forma
—ag — a4 + azy — asr® + arvy +y° — 2> = 0.

lo siguiente es probar que la funcién es un isomorfismo, para lo cual basta que sea de
grado 1, esto es que K(E) = K(z,vy).

Tomemos la funcién [z, 1] : E — P. Como z tiene sélo un polo doble en 0, entonces el
grado de esta aplicacion es 2, ésto es, [K(F) : K(z)] = 2. De manera similar tenemos
que [K(E) : K(y)] = 3 pues la aplicacién [y,1] : £ — P! tiene grado 3 ya que la
funcién y tiene un polo triple en 0. Dado que estos dos grados son divididos por el
grado de a la aplicacién definida antes E — P2, se tiene que la tinica posibilidad es
que deg ¢ = 1. Por lo tanto es un isomorfismo.

b)Ejemplo 1.2.1 m

2.2. Ecuaciones de Welerstrass

Como se establecié en la proposicion 2.1, toda curva eliptica tiene asociada una ecua-
cion de Weierstrass, por lo que es necesario establecer algunos hechos respecto de
curvas elipticas dadas por dichas ecuaciones.

Si la caracteristica de K no es 2, entonces en la forma de Weierstrass podemos com-
pletar el cuadrado en el lado izquierdo (o lo que es lo mismo hacemos la sustitucién

y— %(y — a;x — ag))para obtener:

y2 — 4a® + bya® + 2byx + bg
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donde
b2 = CL% + 4@2
b4 = 2@4 + aias
b6 = CL% + 4@6

Definimos las cantidades siguientes

bg = CL%GG + 4&2@6 — ayaszaq4 + a2a§ - aézl
Ce = bg =+ 36()2()4 — 216b6

A = —b3bg — 8b% — 272 + bybsbs  (discriminante)

3
G
TTA

(invariante 7)

dx dy

2y +ax +as  3x2 4+ 2000 + ag — ary

Las cuales cumplen relaciones interesantes, como por ejemplo
bobg — b} = 4bs.

y de la misma forma 1728A = ¢} — ¢2. Si, mds ain, tenemos que char K # 2,3,
podemos hacer el reemplazo

(.9) — (2522 2
’ 36 216

y se elimina el término x2.

Ejemplo 2.2.1

La ecuacién ctibica 3+ y3 = 2® (llamada de Fermat) no esté en su forma de Weierstrass,
sin embargo, al hacer los cambios z = Y 4 36, y = =Y + 36, 2 = 6X obtenemos la
ecuacién

Y2 = X3 — 432

la cual claramente estd en la forma de Weierstrass y define entonces una curva eliptica con
invariante j = 0 y discriminante A = —4323. Posteriormente explicaremos la importancia
de estas cantidades.

2.3. Estructura de Grupo

Dada una curva eliptica E(K), esta hereda una estructura de grupo abeliano por
medio de su grupo de divisores. Iniciamos con el siguiente lema:

Lema 5
Sea C una curva de género 1, P,Q € C. Entonces (P) = (Q) <= P =0Q.
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Demostracion. Si (P) = (Q), existe f € K(C) tal que (P) = div (f)+(Q); esto tiltimo
implica que f € £((Q)). Por el teorema de Riemann-Roch sabemos que ¢((Q))) = 1,
lo cual nos dice que f = 1-k con k € K, de donde vemos que div (f) = 0 y por lo
tanto P = ().

Proposicion 2.2
Sea (E,0) una curva eliptica.

a) Para cualquier divisor D € Div?(E) existe un tnico punto P € E tal que

Sea o : DivY(E) — E dado por

D+ P donde D = (P) — (0)

b) La funcion o es suprayectiva.
¢) Sean Dy, Dy € Div(E). Entonces
o(Dy) =0(Dy) <= Dy=Ds,.
Entonces o induce ua biyeccion de conjuntos & : Pic’(E) — E.
d) La funcion inversa de & esta dado por
k:E — Pic’(E)
P o— [(P)=(0)].

Demostracion.
a) Como E tiene género 1, el teorema de Riemann-Roch dice que

¢{(D+(0)) =1. (ya que deg D = 0)
Sea f € K(E) un generador de £(D + (0)). Como
div (f)+D+(0) >0 y deg (div (f)) =0

existe P € E tal que
div (f) =—-D —(0) + (P)

y por lo tanto D = (P) — (0). Si P’ € E tiene la misma propiedad, resulta que
(P) = (P') y por el lema anterior se tiene que P = P’.

b) Sea P € E. Si tomamos D = (P) — (0), se tiene que D € Pic’(E) y D = (P) —(0),
por lo tanto o(D) = P.

¢) Sean P, = a(D;), por lo tanto (P;) = D;+(0) de donde obtenemos que (Py)—(Py) =
Dy — Ds.

=) Si P, = P, entonces directamente Dy = Dy, en particular son equivalentes.
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<) Si D; = Dy, existe f € K(E) tal que D; — Dy = div (f) = (P)) — (P,), esto es,
(P1) = (P2) y nuevamente el lema anterior asegura que P, = Ps.

d) Es directo. m

Notemos que en la proposicién anterior la biyeccién ¢ traslada la estructura de grupo
de Pic’(E) a la curva eliptica. Definamos ahora geométricamente una operacién de
grupo. Esta operacion resulta ser la misma que la heredada por la biyeccién anterior.

Sean P,() € E, L la linea recta que conecta a Py () (recta tangente si P = Q) y
R el tercer punto de interseccién de L con E (Bezout). Sea también L’ la recta que
conecta a R con 0; Entonces P & () es el tercer punto de interseccién de L' con E.

I
C :

PoQ ’\ [QJP

ah

Figura 2.1: operacion de grupo en una curva eliptica

Sea F una curva eliptica dada por la ecuacion de Weierstrass
2 _ .3 2
Y~ +a1xy +azy = x° + a2x” + aq4x + ag.
Tenemos entonces la proposicién siguiente que modela la operacién de grupo en F.

Proposicion 2.3
La operacion de grupo heredada en una curva eliptica es la misma que la construida
geométricamente.

Demostracion.
Es suficiente probar que

K(P & Q) = k(P) + k(Q)

donde @& denota la suma definida de manera geométrica y + la suma del grupo

Pic’(E).



26 CURvAS ELIPTICAS

Sean
fiz,y,2) =z + By +v2=0

la recta (en P?(K)) que une a P,Q y sea R el otro punto de interseccién con E. De
manera similar definamos

folz,y,2) =lz+my+nz=0

la recta que une a 0, R. Por la definicién geométrica, el tercer punto de interseccién
con FE es precisamente P @ (). Entonces se tiene que

z

av (2) = (r)+ @+ (1) -30)
div (é> — (R) + (P& Q) — 2(0)

z

de donde, restando una igualdad de la otra, obtenemos

av (£) =)+ @ - (PeQ =0

y por consiguiente (usando la funcién k) se concluye que
K(P) + 5(Q) — s(P & Q) = [0]
y por lo tanto se cumple la igualdad requerida. m

En lo que resta de la secciéon supondremos que E estd definida por una ecuacién en
la forma de Weierstrass.

Proposicion 2.4
Sea E una curva eliptica.

a) Sea Py = (xg,y0) € E, entonces —FPy = (xo, —Yo — a129 — a3).

Supongamos ahora que Py + Py = P3, con P, = (z;,y;) € E.

b) Sixy = x9 y ademds y1 + yo2 + a1x2 + az = 0, entonces Py + P, = 0, de otra
manera tenemos lo siguiente

— To — Yol
)\:?JQ n V:y12 Y221 si 3y & g
To — X1 Ty — X1
323 4 2a0w1 + ag — ary; —2} + agry + 206 — asyr
A= V= St T1 = T2
2y1 + a1y + as 2y1 + ayxq + ag

(Aqui, y = A\x + v es la recta que pasa por Py y Py ¢ tangente si Py = Py).
c) P3 = P, + P estd dado por

CL’3:/\2+(11>\—6L2—ZL’1—CL’2.

Y3

—()\ + al)xg —V — as.
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d) Como casos especiales del inciso anterior, tenemos que si P # +Ps, entonces

2
(P + P) = (M) +a1(y1 yg) — a3 — T — T3

X1 — T2

y la formula de duplicacion para un punto P = (z,y) € E es

i 1’4 — b4$2 — 2b6$ — bg

- 45(73 + ngZQ + 2b4 + b6.

z([21P)

Demostracion.

(a) —F, es el punto @ tal que Py + @ = 0, entonces la recta que une a Py con @ tiene
que ser tangente a 0, esto es, tiene que ser la recta x = xo y por lo tanto, z(Q) = .
Para encontrar y(Q)) substituimos en la ecuacién de Weierstrass donde

Y2+ a120y + azy = Ty + asxg + asxo + ag = Yo + a1ToYo + azyo
de donde obtenemos una ecuacién cuadratica
2 _
y* + (a120 + a3)y — yo(yo + a1z + az) = 0.

Sabemos que una raiz de esta ecuacion es yy y por tanto la otra es precisamente
y(Q) = yo + a170 + as.

(b) Sea y = Ax+v la recta que pasa por P; y P, y supongamos que 1 # . entonces
Y2~
To — X1

se tiene que \ = y asi

Y2 — U1 Y1T2 — Y21
r=—-.
To — T To — 1

V:y1—>\$1=y1—(

Si k1 = x9 pero ys # —y; — a1x1 — ag entonces ys = y; y por tanto P, = P, por lo
que y = A\x + v es la recta tangente en P;. Si derivamos implicitamente la ecuaciéon
de Weierstrass

20y + a1(y + 2y) + azy’ = 32 + 2a0 + au

obtenemos

Sxf + 2a971 + a4 — a1
2y1 + a1 + as
Bxf + 20011 + a4 — a1
V=Y —AT] = Y1 — T
2y1 + a1x1 + as
— 1} + ayry + 206 — azy
2y1 + a1x1 + as

A= yl(xhyl) =

(c) Si substituimos la ecuacion de la recta y = Ax + v en la ecuacién de Weierstrass
tenemos

(y= x4+ v +aw(y = v +v)+as(y = \v +v) =2° + axr® + aux + ag
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de donde obtenemos el polinomio de grado 3
2+ (ag — N — ayN)2? + (ay — 20)z + ag — v — ayv — azv = 0

y como sabemos que este polinomio se anula en x; y x5, necesariamente la tercera
raiz es la coordenada de P, 4+ P, y utilizando las relaciones existentes entre las raices
del polinomio y sus coeficientes, vemos que

—(1'1 +.’L’2+£L’3) = Q2 —)\2 —al)\

o lo que es lo mismo
.%'3:)\2+G1)\—a2—l’1—.1’2.

para encontrar la coordenada y(P; + P,) substituimos directamente en la ecuacién de
la recta
y(P1+P2>:)\.T3+V.

(d) Supongamos que P, # P, entonces combinando los incisos anteriores se tiene el
valor para la coordenada z(P; + P») de manera directa. Para la formula de duplicacién
de un punto P = (z,y) € E tenemos que

o(21r) = (

32?2 + 2a97 + ayg — aly) (3x2 + 2a0x + ay — aly)
+ ay —ag — 2w
2y + a1x + ag 2y + a1x + as

de donde simplificando se obtiene el resultado.

2.4. Isogenias

Nos interesan ahora los morfismos entre curvas elipticas que preservan la operacién
de grupo definida en ellas.

Definicién 2.4.1
Sean E4, Fy curvas elipticas. Una isogenia entre Ey y Fy es un morfismo ¢ : E1 — FE,
que satisface ¢(0) = 0.

Notemos que una isogenia ¢ satisface que ¢(E;) = {0} o bien ¢(E;) = Es, pues un
morfismo es constante o suprayectivo y por lo tanto una isogenia distinta de la cero
es un morfismo finito de curvas, el cual induce una funcién inyectiva

Notacion: Usaremos la notacién

Homp (Ey, E) : {¢ : E1 — Es| ¢ es isogenia }.

Es facil ver que Homg (Eq, Es) es un grupo. Si B} = Ey = E| podemos componer iso-
genias y Endz (FE) := Homp (E, E) se convierte en un anillo bajo suma y composicién.
Denotaremos por Autz (E) a los elementos invertibles en Endg (E).
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Ejemplo 2.4.1
Para cada m € Z podemos definir la isogenia “multiplicacién por m'

m]: E— FE
dada como sigue; si m > 0 tenemos
m/P:=P+P+---+P m veces

y cuando m < 0, la definicién es

El hecho de que es una isogenia se sigue por induccién.

Proposicion 2.5
a) Sea E/K una curva eliptica y m € Z, con m # 0. El morfismo “multiplicacion
por m” no es constante.

b) Sean Ei, Ey curvas elipticas. El grupo de isogenias Hompg(Ey, Ey) es un Z-
modulo libre de torsion.

c) Sea E una curva eliptica. El anillo Endg(E) es un dominio entero. m

Definicion 2.4.2
» Sea E una curva eliptica y m # 0 un entero. Definimos el m-ésimo grupo de
torsiéon de E, denotado por E[m|, como el conjunto de puntos de orden m,

Elm] :={P € E|/m|]P = 0}.

» Fl subgrupo de torsién de E, denotado por T'(E), es el conjunto de puntos de

orden finito, esto es,
[o¢]

T(E) = Em).
m=1
Supongamos que char K = 0, entonces la funcién
[]:Z — End(F)

es una biyeccién y por tanto End (E) = Z.



Capitulo 3

Curvas Elipticas sobre C

3.1. Funciones Elipticas

Sea A C C una reticula, esto significa que A es un subgrupo discreto de C el cual
contiene una base de C como espacio vectorial sobre R.

Ejemplo 3.1.1
El conjunto A = {x+yi € C| z,y € Z} = Z + Zi es una reticula, llamada cominmente
enteros gaussianos.

..........................

Figura 3.1: Los enteros gaussianos en C.

Definicion 3.1.1
Una funcién eliptica (relativa a A) es una funcion meromorfa f(z) en C que satisface:

f(z+w) = f(z) VweA VzeC.

Al conjunto de funciones elipticas se le denotard por C(A). Es claro que C(A) es un
campo.

31
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Definicion 3.1.2
Un paralelogramo fundamental para A es un conjunto de la forma

D = {a+t1w1 + tows | 0< t1,10 < 1},
donde a € C y {wy,ws} es base de A.

Es claro que la funcién natural D — C/A es biyectiva.

Figura 3.2: Paralelogramo fundamental

Proposicion 3.1
Una funcion eliptica sin polos (sin ceros) es constante.

Demostracion.
Suponga que f es una funcién eliptica y holomorfa (f € C(A)) y sea D un paralelo-
gramo fundamental para A. Dado que f es peridédica en A se tiene que

sup | f(z) |=sup | f(z) |
z€C z€D

Sin embargo f es continua y D es compacto, por lo tanto | f(z) | esta acotada en D
y por lo tanto acotada en C. Usando el teorema de Liouville se tiene entonces que f
es constante. Si f no tiene ceros fijémonos en 1/f. m

Sea f una funcién eliptica y w € C. Tiene sentido definir

ord,(f) = orden del cero w de f.

res,(f) = residuo de f en w.

Dada la periodicidad de f, el orden y el residuo de f permanecen iguales si reemplazo
w por w + w, para cualquier w € A. De esto convenimos en lo siguiente: por Z

weC/A
entenderemos la suma sobre w € D, siendo D un paralelogramo fundamental para A.
Es claro que la suma resultante serd independiente de la eleccion de D.
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Teorema 3.1.1

Sea f € C(A),

a) Z res, (f) = 0.

weC/A

b) > ordy(f) =

weC/A
c) Z ord, (f)w € A.
weC/A

Demostracion. Sea D un paralelogramo fundamental para A tal que f no tenga ni
polos ni ceros en 0D (la frontera de D).
a) Por el teorema del residuo se tiene que

1
w;C/Aresw(f) _ %/BD ().

La periodicidad de f nos dice que la integral a lo largo de los lados opuestos del
paralelogramo se cancelan, por lo tanto la integral total a lo largo de la frontera de
D es cero.

b) la periodicidad de f implica que f’ también es periédica. En efecto,

Flo) — 1 LD = 1)

h—0 h

y por lo tanto, si w € A, tenemos que
fGz+h) - f(2)

fl(Z“"):;lff(l)f(ZJthmf)L_f(ZJm):;lfi% ) ),

/
de donde se tiene que f' € C(A). Por otro lado, sabemos que ord,(f) = res, (fT),

por lo tanto,

! 1 "(z
Z ord, (f) = Z res,, (f7) 9 - LJ;((Z)) dz =0,

weC/A weC/A

donde la ultima igualdad se tiene por el mismo argumento que en el inciso anterior.
¢) Usando integracién por partes a lo largo de 9D tenemos que

Z ordy, (f)w = = zf’(z) dz

wetA 2mi Jop J(2)
-5 (/ RY Y N R
IV e Ml o
LR [ )
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de lo cual simplificando resulta lo siguiente:

o [TLE) L e [0 )

ord, (flw = — z4+ — dz.
wEZC/A 27TZ a f(Z> 27TZ a+ws f(Z)
" g'(2)
En general, la férmula — dz calcula el indice de la trayectoria t — g((1 —
2mi Jo 9(2)

t)a + tb) alrededor del cero, y mas atn, si g(a) = g(b) (el cual es nuestro caso pues f
es periddica) el valor de la integral es un nimero entero, y por lo tanto

Z ord, (f) w = ajw; + asws € A a1, a0 €7Z. m
weC/A

Definicion 3.1.3
El orden de una funcion eliptica f es el nimero de polos (con su multiplicidad) en
cualquier paralelogramo fundamental. (Esto igual al nimero de ceros)

Corolario 3.1.1
Una funcion eliptica no constante tiene orden al menos 2.

Demostracion. Si f tiene un polo simple, por el resultado anterior, el residuo en ese
punto es cero, por lo que en realidad es holomorfa, lo cual es una contradiccion. m

Definimos ahora el grupo de divisores de C/A (denotado por Div (C/A)) como el grupo
libre abeliano generado por los w € C/A. Inmediatamente tenemos lo siguiente: si

D= Z ny(w) € Div (C/A) se define el grado de D como
weC/A

deg D = Z Ny,

weC/A
y también definimos Div%(C/A) como el subgrupo
Div’(C/A) = {D € Div (C/A) | deg D = 0}.
De un resultado anterior, para cualquier f € C(A)* definimos un divisor div (f) €
Div?(C/A) dado por
div (f) = ) ordy(f) (w).

weC/A

La asignacién anterior define un homomorfismo div : C(A)* — Div?(C/A). Defini-
mos también el morfismo suma como sigue: si D = Z ny(w) € Div (C/A) tenemos:

weC/A
sum : Div’(C/A) — C/A

D+— Z new mod A
weC/A

La sucesion exacta siguiente abarca los resultados hasta ahora obtenidos incluyendo
uno que se probard la seccién siguiente.
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Teorema 3.1.2
la sucesion

1 — C" - C(A)* 25 DivO(C/A) 28 C/A — 0
es exacta.

Demostracion. Es claro que la sucesién es exacta en C*. Veamos ahora que es exacta
en C(A)*. Si ¢ € C*, se observa que ¢ € C(A)* y ord,(c) = 0 para todos w € C/A,
por lo que div (¢) = 0. (Im¢ C kerdiv)

Por otro lado, sea f € kerdiv , esto es, div (f) = 0 lo cual significa que ord,(f) =0
para todos w € C/A. De un resultado anterior tenemos entonces que f es constante.
(Im ¢ 2 kerdiv)

Para verificar que la sucesion es exacta en C/A basta ver que para cualquier w € C/A
el divisor (w) — (0) € Div?(C/A) es tal que

sum ((w) —(0))=1-w—1-0=w.
Sea f € C(A)*, entonces se tiene que div (f) = Z ord, (w). Aplicando el morfismo

weC/A
sum tenemos lo siguiente

sum (div (f)) = Z ord,w =0 mod A,
weC/A

de lo cual concluimos que Imdiv (C)kersum. La otra contencién se probard mas
adelante. m

3.2. La funcién p de Weierstrass

Veamos ahora que existen funciones elipticas no triviales, de tal suerte que lo que
hasta ahora hemos dicho no ha sido en vano.

Definicién 3.2.1
a) Sea A una reticula. La funcién p de Weierstrass relativa a A esta definida por

la serie . . .

b) La Serie de Eisenstein de peso 2k para A es la serie:

sz = Z w‘zk.

weA
w#0

Los resultados preliminares siguientes aseguran que lo que hemos definido no se com-
porta mal:
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Lema 6

Sea A una reticula. La serie de Eisenstein Gop para A converge absolutamente para
k> 1.

Demostracion.
De manera general veamos que si s > 2, entonces la serie

converge.

Sea D la unién de los cuatro paralelogramos fundamentales trasladados de tal manera
que rodean el origen:

D=DU(—w; + D)U(—wy + D) U (—wy —wy + D).

La frontera de D es compacto y no contiene al origen, por lo que elegimos ¢ > 0 tal
que |z| > ¢ para todo z € dD. Si |m| > |n| > 0 entonces se tiene que

n
Iy + naws| = |m) )wl + | = cfm

n ~ ., . . . .
pues wi + —wy € AD. Fijémonos ahora en la serie que nos interesa. Si escribimos
m

w = mw; + nws, los términos con n = 0 contribuyen con

o0

1
NEED 3 b3 L <
e |mw1| |w1| |m| o m?
w#0,mn=0

y de la misma manera los términos con m = 0 contribuyen con

o0

s 1
2|ws| Z — <.

n=1

Segun las estimaciones hechas anteriormente, los términos con |m| > |n| > 0 contri-

buyen en
[e.e]

1 1
Z |mw; + nw,|* _cs Z \m[ cszjl%<00-

[m|>n|>0 ml#0

y los términos con |n| > |m| hacen una contribucién similar, por lo tanto se tiene el
resultado. m

Lema 7
Sis>2y R>0 la serie

1
ER (z —w)?

converge absoluta y uniformemente en el disco |z| < R.
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Demostracion.
Consideremos todos los w € A con |w| > Ry elijamos el que tiene modulo minimo,
digamos |wy| = R + d, donde d > 0. Entonces si |z| < Ry |w| > R + d tenemos

R

> Y
- R+d

z

w

z—w':‘l_i
w w

S R S
>(1——=] .
= (i)

R —s
M=1-———
(-7+a)

1 M

|z —wl* ™ w|*

>1—

y por lo tanto
Z—w

w

Definiendo entonces

se tiene que

(3.1)

para todo w con |w| > Ry para todo z con |z| < R, y por el lema anterior se tiene
el resultado. m

Teorema 3.2.1
a) La funcion o de Weierstrass converge absolutamente y uniformemente en cual-
quier compacto de C\ A. Define ademds una funcion meromorfa en C con un
polo de orden 2 en cada punto de A y solamente ahi.

b) La funcion p de Weierstrass es una funcion eliptica par.

Demostracion.

a) Cada término en la serie tiene norma:
’wQ —(z —w)

w2 2

1 1 2
(2 —w)?

22w — 2)
w?(z — w)

w?(z — w) 2|

Ahora consideremos un disco compacto | z |< R. Existen s6lo un niimero finito de
periodos w en ese disco. Si excluimos de la serie que define a @ los sumandos de esos
periodos, por la desigualdad 1 del lema 7,

1
(z —w)?

M

— ’w|27

donde M es una constante que depende solo de R. Tenemos entonces la estimacién

z(2w — 2) MRQ2w| + R) < MR(2+ R/|w|) < 3MR

jw]* - |w]? — fwf?

<

w?(z — w)?

dado que R < |w| para w fuera del disco |z | |R. Esto muestra que la serie truncada
converge uniformemente y absolutamente ene el disco |z| < Ry por tanto es analitica
en ese disco y los términos restantes dan un polo de orden 2 en cada w dentro del
disco. De lo anterior p es meromorfa con un polo de orden 2 en cada periodo.
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b) Es facil ver que

o (e w) 5 S (e

weA
w0 w#0

= @(2)7
esto es, la funcién @ es par.

Si calculamos la derivada de p(z), tenemos que

6= F+ Y oo = Y o

weA WEA
w#0

la cual cumple que

o(z+1) = —22 ZH_ :-22 w = ¢'(2) VIeA,

wEA

lo cual significa que ©/(z) es una funcién eliptica. Tomemos entonces w € A y deri-
vando la expresion p(z + w) — p(z) se tiene que ©'(z + w) — ©'(2) = 0. Se sigue que
p(z 4+ w) — p(z) = cte. Evaluando ésta expresion en z = —3w; y tomando w = wy se
tiene que

cte = ¢ (5u1) = o (=3wn) = o (Gur) — o (1) =0

y por tanto p(z) también es una funcién eliptica. m

El teorema siguiente es de particular importancia, la cual se vera mas adelante.

Teorema 3.2.2
a) Toda funcion eliptica par (relativa a los periodos wy y ws) es una funcion ra-
cional de p(z).

a) Cualquier funcion eliptica es de la forma f(z) =g (p(2))+ ¢ (2) h(p(2)), con
g y h funciones racionales.

Demostracion.
Observemos que el inciso b) se sigue directamente del inciso a) dado que, escribiendo

a f=f,+ fi con

(f)+f(=2)  filz) =

l\')|'—‘

fo(2) =

/fl f

(partes par e impar respectivamente) y dado que f; = donde = también es par,

por lo que se verifica la observacién y es suficiente demostrar solarnente el inciso a).

El teorema siguiente establece la relacion entre las curvas elipticas y las funciones
elipticas.



3.2 LA FUNCION p DE WEIERSTRASS 39

Teorema 3.2.3
la funcion w = p(z) cumple la ecuacion diferencial

dw\? 3
E = 4w” — gow — g3,

donde go y g3 son constantes dadas por
92 = g2(A) = 60G4(A) 93 = g3(A) = 140Gs(A).

Demostracion.

Por un teorema anterior las series G4(A) y Gg(A) convergen absolutamente, por lo
que go y g3 estan bien definidos. Para la prueba del teorema se hara uso del lema
siguiente.

Lema 8
Suponga que

o0

n)z—z k

fn(Z) _ Za’l(c )(z—20)
k=0

es analitica para |z — zo| < r y suponga que la serie

F(z) = fu(2)

converge uniformemente para |z — zo| < p donde p < r. Entonces los coeficientes en
cada columna forman una serie convergente, y mas aun, Si

Ak = f: aggn)
n=0

es la suma de los coeficientes de la columna k-ésima, entonces la serie

Z Ag(z — zo)k
k=1

es la serie de Taylor para f(z) en z = zy y converge para |z| < r.
Aplicaremos el lema a la funcion
1 1 1
0= =3 (e an)
w#0
En un disco alrededor del cero tenemos
1 1 1 z 22
2: )QIE(1+2E+BE+...>

T (e

e ()
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de donde vemos que

oo 5= T (R () -3 (5 )

weA weA k=1
w#£0

(k+1) ,
whk+2

o0
1 1 ) )
Como la serie E <—2 — — | es uniformemente convergente y la serie E
wEA Z) w k=1
w#0

es analitica (todo dentro de un disco pequeno con centro en el origen) por el lema
anterior se tiene que la serie Ggi2(A) converge (lo cual ya sabiamos) y ademas

= (k+1)Gria(V)2"
k=1
donde G,, = 0 para m impar, por lo tanto,
1 2 4 6
p(z) = 2 +3G42° + 5Gez” + TGez” + - -
De esto ultimo podemos hacer los célculos siguientes directamente:

2
¢'(2) = == +6G4z + 20Gs2° + 42Gg2° + - --

)
(¢ (2)* = = — 2404— — 80Gs + (36G3 — 168Gg)2”

26
1
(p(z))Q = ; + 6G4 + 10G62 + (14G8 + 9Gi)2 + -

1 1
(p(2))? = 5+ 9GS+ 15G62” + (21Gg + 27G3)2*

de lo cual vemos que se cumple la relacion
(¢'(2))* — 4(p(2))? + 60G40(2) + 140G = O(2?).

Lo anterior nos dice que el lado derecho de la igualdad es una funcion eliptica sin
polos, y por tanto, por un resultado anterior, es cero. m

Teorema 3.2.4
La funcion C/A — P?(C) dado por

P (p(Z), p/(Z)7 1) para z g A
: mOdAH{(O,l,O) para z € A

es holomorfo y establece una correspondencia biyectiva a una curva proyectiva plana
E(C) la cual en su forma afin estd dada por la ecuacion

y* = 42® — gox — g3.
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Demostracion.

Del resultado anterior vemos que la imagen de la funcién esta contenida en E(C).
Sea ahora (z,y) € E(C). Tenemos entonces que @(z) — x es una funcién eliptica
no constante, por lo tanto tiene un cero, digamos en z = a. Se sigue entonces que
(¢/'(a))* = y? y por lo tanto ¢/(a) = y (posiblemente después de reemplazar a por
—a), por lo tanto a — (z,y).

Supongamos ahora que ¢(z1) = ¢(22) y supongamos también que 2z; ¢ A, entonces
la funcién p(z) — p(21) tiene orden 2 y ceros en zj, —z1, 22, por lo tanto zo = 2z
mod A. Por otro lado tenemos que

©'(21) = ¢/ (22) = ¢/ (£21) = ¢/ (1)

de donde deducimos que z; = z5 mod A (cabe notar que p(z;) # 0). Lo anterior nos
dice que ¢ es inyectiva.

Para probar que es un isomorfismo analitico calculemos el efecto en el espacio cotan-
gente. En cada punto de E(C), df es una l-forma diferencial no nula y holomorfa.
Dado que

" QE(C)) — Q(C/A)

d d /

o (_x) _ g(Z) _ p/(Z) Dy — ds
y @(z)  ¢(2)

es igualmente una 1-forma no nula holomorfa en cada punto de C/A, vemos que ¢ es

un isomorfismo local y como a su vez es inyectiva, es un isomorfismo global.

donde

Finalmente, para ver que es un isomorfismo de grupos, sean z1, 2z, € C. Entonces
existe una funcién eliptica f € C(A) cuyo divisor es

div (f) = (21 + 22) — (21) — (22) + (0).

Sabemos que f(z) = F(p(z), ¢'(2)) para alguna funcién racional F'(u,v) € C(u,v).
Considerando a F(x,y) € C(z,y) = C(F), tenemos que

div (F) = (p(21 + 22)) = (#(22)) = (¢(22)) = (£(0))

el cual es un divisor principal, por lo tanto se tiene

(21 +22) = p(21) + p(22). m

Veamos ahora cual es el efecto de considerar aplicaciones analiticas en el toro C/A.
Veremos que en realidad tienen una forma muy simple y que inducen a las correspon-
dientes isogenias de curvas elipticas sobre C.

Sean Ay, Ay reticulas en C. Si @ € C tiene la propiedad que aA; C As, entonces
tenemos la funcién multiplicacion por escalar o dado por

gba . (C/Al —_— C/AQ
z — az mod Ay

el cual ademas es un homomorfismo holomorfo. El resultado siguiente nos dice que
en esencia son las Unicas aplicaciones de este estilo.
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Teorema 3.2.5
a) La asociacion

holomorfas

{a c C|QA1 C AQ} —_— {aplicaciones Qb : (C/Al — C/A2|¢(O) — O}

a — Qg
es una biyeccion

b) Sean Ey, Ey curvas elipticas sobre C correspondientes a las reticulas Ay, As.
Entonces la inclusion natural

(isogenias ¢ : By — Ep} < {1%;;35;3;;8 6:Clp, — Clp,le0) = o}
es una biyeccion.

Demostracion.

a) Sean «, 3 € C tales que ¢, = ¢3, lo cual significa que za = 2z mod A,. Esto
nos dice que z — (a — (f)z manda C en Ay y por lo tanto es constante, pues As es
un conjunto discreto. Si sustituimos z = 0 vemos que la constante es precisamente
cero, y si ponemos z = 1 vemos que o = 3, probando que la asignacién definida es
inyectiva.

Sea ahora ¢ : C/Al — (C/A2 holomorfo con ¢(0) = 0. Como C es simplemente conexo,
existe f : C — C con f(0) = 0 tal que el diagrama

f ¢ se levanta a f )
C C
l l < peof=¢op
p1 D2
CIn—= Y,

es conmutativo. Para cualquier w € A; tenemos que z+w = z mod A; y por lo tanto
f(z+w) = f(z) mod Ay para todo z € C. Entonces z — f(z 4+ w) — f(z) manda a
C en Ay y nuevamente es constante. De lo anterior deducimos que

flz+w)=f(z) YwelAyVzeC.

Esto nos dice que f’ es una funcién eliptica holomorfa, y por lo tanto constante;
juntando toda la informacion tenemos que

f(z) = az+7, a,v € C.

Como f(0) = 0 tenemos que v = 0 y entonces f(z) = az. Dado que el diagrama es
conmutativo entonces Vw € A; tenemos que

(P20 f)(w) = (¢ opr)(w) = ¢(0) =0 mod Ay

por lo que f(w) € Ay y por lo tanto aA; C Ay, de donde deducimos que ¢ = ¢,. La
aplicacion es entonces suprayectiva.
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b) La asignacién es claramente inyectiva. Sea ahora ¢ : C/A; — C/A5 una aplicacién
holomorfa con ¢(0) = 0. Por el inciso anterior es suficiente suponer que ¢ = ¢,. Este
mapeo F; — FE5 a nivel de las ecuaciones de Weierstrass esta dado por

[p(z, A1>7 p’(z, Al)? 1] — [@(azv A2)7 p/(OAZ, A2)7 1]

por lo tanto basta mostrar que p(az, Ay) & @' (az, Ay) se pueden expresar como fun-
ciones racionales de p(z, A1) & ¢'(z, A1). Usando el hecho de que aA; C Ay tenemos
que para todo w € Ay

pla(z +w), ) = plaz + aw, Ay) = p(az, As),

y de manera similar para ¢'(az, Ag), por lo tanto p(az, Ay), ¢’ (az, Ag) son funciones
elipticas, esto es, pertenecen a C(A;) lo cual termina la prueba. m

Hasta aqui hemos expuesto los resultados basicos de las curvas elipticas sobre C.



Capitulo 4

Cohomologia de Grupos

Sea G un grupo arbitrario (considerado multiplicativamente) y M un grupo abeliano
(aditivo). Decimos que M es un G-Mddulo si M es un ZG-médulo izquierdo (aqui ZG
es el anillo de grupo! generado por G). Notemos que la definicién anterior es equiva-
lente a decir que existe un homomorfismo de grupos ¢ : G — Aut (M) (una accidn
de G en M). De la misma forma es equivalente decir que existe un homomorfismo

de grupos G x M M (denotada por ®(o,m) := om) que cumple las propiedades
siguientes

1. o(m+m') = om + om’ para todos 0 € G, m,m’ € M.
2. (o1)m = o(Ttm) para todos 0,7 € G, m € M.
3. 1m = m para todo m € M.

Ejemplo 4.0.1
Sea L una extensién de Galois finita de un campo K y sea G = Gal(L/K) y F una
curva eliptica sobre L. Entonces de manera natural L, L* y E(L) son G-médulos.

Si M y N son G-médulos, un G-morfismo ¢ : M — N es un ZG-homomorfismo, y
para lo cual usaremos la notacién

homg (M, N) := homgg(M, N)

Dado M un G-moédulo consideremos el submodulo de M formado por aquellos ele-
mentos que quedan fijos bajo la accién:

M :={me& Mlom=m VYoecG}.

Lema 9
Sea G un grupo y consideremos la asignacion:

( )Y:G-Mod — Ab.

1. ()Y es un funtor covariante exacto izquierdo.

17Z@G consiste de de elementos de la forma E Ne0 con Ny € Z todos cero salvo un nimero finito.
ceG

45
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2. Existe un isomorfismo natural

( )¢ — Homg(Z, ).

Demostracion.
1) Si§: M — N es un G-morfismo veamos que la restriccién de 6 a MY tiene su
imagen en NY. Sea x € MY, entonces

of(x) =0(cx) = 0(x),

y por tanto 6(z) € NY y es facil ver entonces que ()¢ es un funtor covariante.

Veamos ahora que es exacto izquierdo. Sea
0— M M- M
una sucesion exacta de G-mdédulos. Tenemos que mostrar que la sucesion
0 —>M/G i) MG i)M”G
también es exacta.

El morfismo ¢ es inyectivo ya que es la restriccion del morfismo ¢ el cual es inyectivo.
Sea ahora x € Im ¢, entonces

P(d) = 1(d(x)) =0,

esto ultimo pasa pues las funciones 12,& son restricciones de v y ¢ respectivamente.
Esto demuestra que Im ¢ C ker ¢).

Por tltimo, sea ahora x € kerzﬁ C kery y por la exactitud de la primera sucesién
existe y € M’ tal que ¢(y) = x. Tal elemento y pertenece a M'¢ pues

¢(oy) = 0o(y) = ox = = ¢(y)
Para todo o € G y como ¢ es inyectiva, se cumple que oy = y para todo o € G.
2) Tenemos que construir una transformaciéon natural 7 tal que

G-Mod

Homg(Z, ) <:’7>> ( )¢
Ab

Sea M un G-médulo, entonces definimos 7, : homg(Z, M) — M% como ny(¢) =
®(1). Es directo ver que esto define un isomorfismo natural. ™

Definicion 4.0.2
Sea M un G-mdédulo y ¢ > 0 un entero. Definimos el g-ésimo grupo de cohomologia
de G con coeficientes en M como

HY (G, M) := Extl,(Z, M)
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Observe que la definicién es tan sélo tomar los funtores derivados derechos del funtor
Homg(Z, ). Los grupos de cohomologia se calculan por medio de una resolucién
proyectiva de Z como G-mdédulo

P. ... p P70
Después quitamos el G-médulo Z del complejo P y aplicamos el funtor Homg( , M),

el cual es contravariante, para formar el complejo

Home(Py, M)~ Home(Py, M) ~2 Home(Po, M) -2 ...

cuya cohomologia es
HY (G, M) = Extl (G, M) = Ker diafpy,

Observacién: Las propiedades usuales de funtores derivados se traducen en este
contexto como sigue:

1. HO(G, M) = homg(Z, M) ~ M¢.
2. HH(G,M)=0 Vq>1si M esun G-médulo inyectivo.
3. Dada cualquier sucesién exacta corta de G-modulos
0— M 2 M2 M —0
se tiene asociada una sucesién exacta larga en cohomologia
0 — M6 2 M€ A W (G ) L (@ M) S (G M) —

donde los morfismos de conexién d dependen de la sucesion exacta de G-mddulos
dada.

Ejemplo 4.0.2
En el ejemplo anterior tenemos H® (G, L) = K, H® (G, L*) = K* y por tltimo H* (G, E(L)) =
E(K).

4.0.1. Resoluciones Estandar

Tomemos la resolucién proyectiva (de hecho libre) de Z dada de la siguiente ma-
nera: Sea P, el Z-médulo libre con base el conjunto de (n + 1)-adas de la forma
(00,01, ...,0,) de elementos de Gy donde G actia por traslaciones, es decir, si
o € (G, definimos

o (00,01,...,00) := (000,...,00,)
y asi los P, son G-mddulos libre con una base dada por las (n + 1)-adas de la forma
(e,01,...,0,) € G, Los morfismos d,, : P, — P,_; se definen en los generadores:

n

dn (00, .., 00n) == Z(—l)j(ao, ey Oy, Op)

J=0

y finalmente el morfismo € : Py — Z se define enviando cada generador al 1 (e(og) =
1). Observemos que Py = ZG y el morfismo € : ZG — Z es el llamado morfismo de
aumentacion y es suprayectivo de manera directa.
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Proposicion 4.1
La sucesion de G-mddulos libres

d; d; d;— d d
?:"'E>Pi—2> 1712—1)...—2)p1%1P0LZ—>0

es exacta.

Demostracion. directa. m

El paso siguiente es identificar los Homg(FP;, M). Un elemento ¢ € Homg(P;, M)
estd determinado por los valores que toma en los generadores (0g,...,0;) € Py
como debe ser un G-morfismo, se cumple también

¢(0' ’ (007 cee 70i)) =0- <¢<0-07 s 70i>>'
los morfismos d; : P, — P;_; inducen homomorfismos
d: : Homg(P,—1, M) — Hom¢(P;, M)

dados por
d(¢)(00,...,01) = d(di(00,...,03)) = Y _(=1)¢(00,...,5}....,0)
§=0
Notemos que de la propiedad de G-morfismo de ¢ podemos notar que

000, 0) = $(00(1,07 01,05 '0)) = 00 - 6(1,05 "0, ... .05 '),

lo cual significa que ¢ en realidad estd determinado por sus valores en generadores de
P; de la forma (1,04,...,0;), por lo tanto consideramos otra resoluciéon ZG-libre de
Z de la manera siguiente:

Sin > 0 tomemos @, el ZG-mdbdulo libre con base el conjunto
{lo1,...,00] € G"};

sin =0, sea @y el G-mddulo libre generado por el simbolo [].

Lema 10
Para todo entero n > 0 se cumple que P, = Q,, como ZG-mddulos.
Demostracion.
Si definimos los morfismos
an : Qn - Pn
01, ..., 0n) — (1,01,0109,...,01-0y)
wn : Pn - Qn
(00y...y0n) — 00[06101, Uflffz, R 7U;E1‘7n]

se demuestra que ¢, es un isomorfismo de G-moédulos, con inversa 1,, para todo
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Corolario 4.0.1
Ezxisten morfismos unicos 6, : QQ, — @Q,_1 tales que los diagramas

d
Pn — n—1
\Lwn \L'Izjnl
Qn 5 > Qn—l
conmutan.
Demostracion.

Escribiendo §,, := 1,,_1 o d,, o ¢,, se tiene la conclusién. Explicitamente

n—1

Sulon, .. on] = o102, . 0]+ (=100, ., 030041, - O]+ (=1)" o, . .

=0

Proposicion 4.2
La sucesion de G-mddulos libres

5 . 5
Q... o, 0 I 20, Q-7 0

es exacta.

Demostracion.
Se tiene directamente del complejo P. m

Observacion Importante:

70n—1]

Para el complejo Q anterior los morfismos ¢ € Homg(Q,, M) son funciones G-

covariantes ¢ : ), — M determinadas por sus valores en los generadores [0y, . . .
@, v por tanto podemos ver dichos morfismos como funciones G-covariantes

p:GEx--xG— M.
Entonces los morfismos 9 quedan totalmente determinados

(o1, on]) = o(0n(lor, ..., 00]))

—_

n—

= Ulgb([O'Q, ce ,O'n]) + (—1)Z§b([0'1, e s 030541, - - -
i=1

+(=1)"¢([o1,- ., 0n-1])-

4.0.2. El grupo H! (G, M).
La parte del complejo Homg(Q, M) que nos interesa es

Hom¢ (Qo, M) ﬂ Hom¢ (Q1, M) 6—2> Hom¢ (Q2, M) 6—2>

o) €

)
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dado que
H' (G, M) = Ker 03y, 5.

Sea ¢ € ker ;. Se tiene entonces

0=05(0)([o,7]) = ¢(0a([o, 1))

Definicion 4.0.3
Sea G un grupo, M un grupo abeliano. Por un homomorfismo cruzado (o 1-cociclo)
de G en M entenderemos una funcion f: G — M tal que

floT) = flo) + o f(7)
para todo o, 7 € G. Al congunto de homomorfismos cruzados le denotamos por Z* (G, M).

Sea ahora ¢ € Im 7, esto es, existe un ¢ € Homg(Qo, M) tal que 67 (¢') = ¢. Este ¢/
estd determinado por su valor en el generador [] de Qo

¢([) =z e M.

Por lo tanto

Entonces tenemos que ¢(0) = ox — = para algin x € M.

Definicién 4.0.4
Sea o € M y definamos la funcion f, : G — M dada por

falo) =0a —a.

Es directo ver que f, es un homomorfismo cruzado por lo que las funciones f, forman
un subgrupo de Z'(G, M) denotado por B (G, M).

Se tiene entonces que el primer grupo de cohomologia de G con coeficientes en M es

H! (G, M) = 221G M) g gy,
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4.0.3. Cambio de Grupos

Sea f : G' — G un homomorfismo de grupos y M un G-médulo. Podemos hacer de M
un GG’-médulo de la manera siguiente. Extendamos f a un homomorfismo de anillos

f:2G" — 7ZG
> Mg -0 — 3 mq - f(0)

y entonces definimos la accién de G’ en M como o’ -m := f(o')-m para todo ¢’ € G'.

A nivel de submdédulos fijos existe una contencién de grupos abelianos dada por
MGE C MY, ya que si m € ME, entonces para todo o/ € G’ se cumple que

am:= f(e')m==x

y asi que 2 € M%'; la contencién H° (G, M) C H°(G’, M) junto con la propiedad
universal de los funtores derivados induce un morfismo de funtores de cohomologia

HY (G, M) L5 He (G, M)
el cual es llamado morfismo inducido por el cambio de grupos f: G' — G.

Ejemplo 4.0.3
Sea H un subgrupo de GG. Entonces todo G-mdédulo es naturalmente un H-médulo y el
mapeo inclusién ¢ : H — G induce los morfismos

i* - HY (G, M) — HY(H, M)
llamados morfismos de restriccion y denotados por
i* =: Res%.
Para el caso ¢ = 1 tenemos que

H (G, M) = homomorfismos cruzados

hom. cruzados principales
por lo tanto el morfismo Res% estd dado por

Res : H' (G, M) — H' (H, M)

& — ¢lm

La construccion del morfismo inducido por el cambio de grupos se generaliza ahora
considerando un homomorfismo de grupos f : G’ — G y un homomorfismo de grupos
abelianos ¢ : M — M’ tal que M es un G-médulo y M’ es un G'-médulo; en esta
situacién decimos que f y g son compatibles si para toda x € M y todo o' € G’ se
cumple que

9(f(0") - x) = o'g(x),
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esto es, si g es un G'-morfismo de f*M (M como G’-médulo) a M’. Dicho morfismo
induce morfismos en cohomologia

H (G, f*M) 2> HY (G, M)
y por otro lado se tiene el homomorfismo inducido por el cambio de grupos
HY (G, M) 15 He (G, M)
de donde, junto con el morfismo anterior, se obtiene la composicién
H? (G, M) — HY(G', M)
los cuales denotaremos por (f, g)*

Ejemplo 4.0.4

Supongamos que, en el ejemplo anterior, H es un subgrupo normal (H<G)yp: G —
G/ H es la proyeccién natural. Se observa que M* automdticamente adquiere estructura
de G/H-mddulo con la accién definida por

(cH)-m:=0-m.

Resta verificar que la accién anterior esta bien definida y que los morfismos i : M — M
y p son compatibles. Para lo primero, observemos que para todo m € MY y h € H se
tiene lo siguiente

h{(cH)-m]=h(c-m) = (ho) -m = (ch')-m=0c(h'-m)=0-m.

donde la igualdad ho = oh’ se obtiene por la normalidad de H. Veamos ahora que i y p
son compatibles; sean m € MY y o € G, se cumple entonces que

i(p(o) -m) =i[(cH) -m]=g(c-m)=0-m=oc-(i(m)).
De esto obtenemos morfismos
HY (g, M) 225 Wi (G, M)

. . .. , . G
los cuales llamaremos morfismos de inflacién y se denotaran por (p,i)* = InfG/H. Para
q = 0 se tiene que

G
HO Gy, M) = (M) 1 = M@
: Clu
y por tanto se tiene que Inf ™ = 1Idyc.

Para ¢ = 1 se tiene que todo homomorfismo cruzado A : G/H — M* induce un homo-
morfismo cruzado A dado por el diagrama siguiente:

G--*--M
I
G/HL>MH

entonces el morfismo inflacién estd dado por

Inf/ < H1 (G, MPT) — HI (G, M)

A—iolop=A\
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G
De manera natural podemos componer los morfismos InfG/H y Resfl y para ¢ = 1 se

G
cumple la siguiente proposicién (si no hay ambigiiedad utilizaremos Inf = InfG/H y de
manera similar Res = Res% ).

Proposicion 4.3
Dado G un grupo, H<1G y M un G-mddulo, entonces se tiene que la sucesion siguiente

es exacta
Inf Res

0 — H' (G/gp, M) 25 HY (G, M) =5 HY (H, M).
Demostracion.
Veamos que la sucesién es exacta en H! (G/ 17, M™), es decir, que el morfismo Inf es
inyectivo.
Sea entonces [\] € H! (G/H, M*) tal que Inf([A]) = 0 = [i o X o p]. Esto significa que
ioXop(o) = om —m para algin m € M. Observemos que m € M* ya quesi h € H
se tiene que

(ch)-m—m=1ioXop(och) =ioAohH)=ioAocH)=i0olo(oc)=0c-m—m

de donde se observa que (ch)-m =0-mydeestoh-m=m Yhe& H.Se concluye
entonces que A es cohomdlogo a 0 en H! (G/H, MH) y por tanto [\] = 0.

Veamos ahora la exactitud en H' (G, M).
Tomemos [\] € H! (G/H, MH). Por lo tanto se tiene que Inf([f]) = [i o X o p| € Im Inf.
Si ahora aplicamos el morfismo restriccién, se obtiene

Res(Inf([\])) = Res([i o Ao p]) = [(ioXop)|g] =0,

pues (i o Ao p)|u(T) = A(T) = 0 para todo 7 € H. De esto se concluye que Im Inf C
ker Res. 3 3
Sea ahora [A\] € H! (G, M) tal que Res([\]) = [\ ] = 0, esto es,

Ah)=h-m—m
para todo h € H y para algtiin m € M fijo. Definamos A : G — M como
Xo) = Mo) — (o -m —m).

Es claro que A es un homomorfismo cruzado y més atin, se observa que [\] = [)].
Por otro lado, se tiene que A(h) = 0 para todo h € H y entonces definimos \ : G/H —
M* como Mo H) := M o). Esto estd bien definido pues si por ejemplo o H = o H
esto implica que o0 = ok para algin h € H y como \ es un homomorfismo cruzado,
entonces

MoH) = Mo) = AMo1h) = o1 - AM(h) + Moy) = Moy) = Mo H).
También vemos que Im A C M ya que
hX(oH) = hA(c) = AMho) — M(h) = A(ho) = AM(haH) = Mo H).

Por tltimo, A es un homomorfismo cruzado de manera directa y de tal forma que
satisface que A =i 0 X o p, por lo que

A = [\ = [io A op] = Inf([A]),

de donde se obtiene finalmente que [A\] € ImInf m
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4.0.4. Mobdulos Co-inducidos

Dados G un grupo, H un subgrupo de G y N un H-moédulo, podemos obtener de
manera natural un G-moédulo con caracteristicas cohomoldgicas bastante ttiles.

Sea GG un grupo, H C G un subgrupo de G y N un H-médulo. Definimos
Ind3(N) :={f:G — N|f(ho)=h- f(o) Vhe H}.

Notemos que IndZ (N) es un grupo abeliano con la suma usual de funciones (usando
la suma de N). Esto significa que si f,g € Indg (N), entonces la suma esta definida
por

(f +9)(0) = f(o) + 9(0)

y como N tiene una estructura de grupo abeliano, entonces Indg (N) también es grupo
abeliano. Més atin, IndZ (V) adquiere una estructura de G-médulo izquierdo mediante
la siguiente accién: Sean f € Ind3(N) y o € G, entonces o - f : G — N es la funcién
dada por

(- f)(1) = f(ro) VT e€QG.

1. Es claro que e - f = f para todo f € IndZ (N) pues
(e f)(o) = f(oe) = f(o).

2. Veamos que o - (f1 + fo) = 0 - fi + 0 - fo; en efecto, pues para cada 7 € G se
cumple que

[0 (fr + )I(7) = (fr + fo)(r0) = fi(ro) + fao(ro) = 0 - fi(T) + 0 fo(T).
3. Se cumple que (0103) - f =01 (02 - f). Dado 7 € G tenemos que

[(0102) - f(7) = f(70102) = (02 - f)(701) = [0 (02 - [)](7).

En el caso de H = {e} usaremos la notacién Indg(N) := Indg}(N), tomando en
cuenta que un {e}-moédulo es simplemente un grupo abeliano.

Definicién 4.0.5
Un G-mdédulo Q se dice co-inducido si @ ~ Indg(N) para algin grupo abeliano N.

Se tiene el siguiente lema auxiliar

Lema 11
Sean G un grupo, H C G un subgrupo de G, N un H-mddulo y M un G-maodulo.

1. Se tiene un isomorfismo natural
Homg (M, IndZ (N)) = Homy (M, N)

donde M tiene una estructura natural de H-maodulo por cambio de grupos.
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2. En particular, cuando M = ZG se tiene que
Ind3(N) = Indy(ZG, N)
de tal forma que si H = {e}, tenemos

Ind;(N) = Homy(ZG, N).

Demostracion.

(1) Definamos ® : Homg (M, Ind3(N)) — Homy (M, N). Tomemos un G-morfismo
n: M — IndZ(N), entonces sabemos que n(m)(c) € N para todo m € M y para
todo o € GG. Definimos entonces

o(n): M — N
m — n(m)(e)

Es directo ver que ®(n) € Homg (M, N), esto es, (1) es H-covariante, pues si h € H,
se tiene

h- [@(n)(m)] = h-n(m)(e) = n(h-m)(e) = D(n)(h - m),

donde la igualdad (*) se tiene pues 7 es un G-morfismo.

Definamos ahora un morfismo ¥ : Homy (M, N) — Homg (M, IndZ(N)). Para tal
efecto sea A : M — N un H-morfismo. Deseamos definir un G-morfismo W(\) : M —
IndZ (N). Entonces definimos

T(\) : M — IndZ(N)
m+— Y(A)(m): G — N
o+— Ao -m).

Veamos que W (\) es G-covariante.
Sea o € GG. Entonces para todo m € M y para todo 7 € G se tiene que

o TN (m))(7) = C(A)(m)(r0) = A[(r0) -m] = A[r - (0 - m)] = [¥(A) (o - m)](7),

por tanto, para todo o € G se cumple que o - U(A)(m) = U(\)(o - m). Notemos que
la igualdad (**) se tiene por la definicién de IndZ(N) como G-médulo. Es directo
verificar que los morfismos ¥ y ® son inversos uno del otro.

(2)Sabemos que hay un G-morfismo de manera natural
IndZ (N) = Homg(ZG, IndZ (N)),
por tanto el enunciado se cumple aplicando el inciso anterior. mm

El par de resultados siguiente es de particular importancia e imitan a resultados
conocidos para médulos inyectivos.

Proposicion 4.4
Para todo G-méddulo M existe un G-mddulo co-inducido () y un G-monomorfismo
v M — Q.
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Demostracion.

Sea @ := Indg(M) considerando a M como grupo abeliano. Definamos el morfismo
v : M — @ como sigue: sea m € M y consideremos y(m) : G — M dada por
v(m)(o) := (o - M). Es directo que 7 es un G-morfismo ya si 7 € G, se tiene

7-q(m)(o) = v(m)(o7) = (07) -m =0 - (7-m) = 7(7 - m)(0)

y esto para todo o € G, por lo que 7-v(m) = v(7-m) para todo m € M y para todo
oeg@.

Por tltimo, v es inyectivo pues si y(m) = 0 : G — M, en particular para e € G se
cumple que y(m)(e) = e-m =m = 0, de donde se tiene la conclusién. m

Proposicion 4.5
Sea G un grupo. Si Q) es un G-modulo co-inducido, entonces
HY(G,Q) =0 Vq>1.

Demostracion.
Sea M un G-médulo tal que @ = Indg(M). Por el lema anterior tenemos isomorfismos

naturales
Homg( ,Q) =Homg( ,Indg(M)) = Homy( , M).

Tomemos una resolucion proyectiva del G-mdédulo Z
Py PP P70
Quitando el G-mdédulo Z del complejo P y aplicando el funtor Homg( Q) tenemos

HomG(P()u Q) - HomG<P17 Q) - T HO[“G(B,Q) -

El gl lg

Homy(FPy, M) ——Homy (P, M) ——--- ——=Homy(P,, M) —— - -

donde los cuadrados conmutan por la naturalidad de los isomorfismos. Entonces para
todo ¢ > 1 se cumple que

HY (G, Q) = HY(Hom¢ (P2, Q)) = HY(Homy (P, M)) = ExtL(Z, M) = 0

y esto ultimo se debe a que Z es Z-proyectivo. m

4.0.5. Restriccion y corestriccion

Sea H C G un subgrupo de indice finito [G : H] = ny M un G-médulo. Anteriormente
definimos el morfismo restriccién

Resl : HY (G, M) — HY(H,M)  ¥Yq>0.
Nuestro objetivo es ahora definir morfismos que van en la direccién opuesta

Cor: HY(H, M) — HY (G, M).
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n

Sea G = U o;H una descomposicién de GG en clases laterales izquierdas. La definicién
i=1
de Cor se realizara de manera inductiva.

Para ¢ = 0 se define
Cor’ : M = H°(H, M) — H° (G, M)
n
z+— Ngj (z) == ;ai -
Esto esta bien definido, es decir, no depende de los representantes de las clases laterales
y la imagen de Cor realmente si estd contenida en M. En efecto, para lo primero
tomemos 7; € G otros representantes de las clases laterales; entonces 7; = o;h; para

algunos h;, donde ¢ = 1,---n. Por otro lado

n

Zn:Ti'mzz(aihi)'37:Zn:0¢'(hi-x) :iai'iﬁ-
=1 =1 i=1

i=1

De igual manera veamos que NG/H(x) € M%. Sea o € G, entonces

O'-Z(Ti-l' = ZO’- (0;-x) = Ng, (2).
i=1 i=1

Por tltimo observemos también que Cor® : M — ME es un homomorfismo de grupos
abelianos.

Sea ¢ > 1 y supongamos que Cor’ estd definido para j = 0,1,...,q — 1. Tomemos @
un G-médulo co-inducido tal que M — (. Consideremos la sucesion exacta

0 M Q Qg —=0
de la cual obtenemos las sucesiones exactas largas

M (H,Q) W (1, Q) - W H M) - W (H.Q)

0 Corqll Corql lo

——H(H,Q) ——H1t (H, @)y ) = H (H, M) ——H? (H,Q) —~

En el diagrama anterior los cuadrados conmutan y como H?(G,Q) = 0 para todo
q > 0, se induce de manera natural Cor? : H? (H, M) — H? (G, M) pues los morfismos
de conexion § se convierten en isomorfismos.

Una de las propiedades mas importantes del morfismo de corestriccion es la siguiente.

Teorema 4.0.6

Sea H C G un subgrupo de G de indice finito n. Entonces para todo G-maodulo M y
para toda Q@ > 0, la composicion Cor o Res es multiplicacion por n en H1 (G, M), es
decir el diagrama siguiente

HY (G, M) n H? (G, M)
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conmuta para todo q > 0.

Demostracion.
n

Sea G = U 0;H una descomposicién de G en clases laterales izquierdas. Procederemos
i=1

por induccién sobre ¢g. Si ¢ = 0, estudiemos la composicién

R
MG Bes, g S G

Sea x € M, entonces

n n
Cor o Res(z) = E 0T = E r = nw,
i—1 i=1

donde la igualdad * se tiene pues z € M.

Sea ahora ¢ > 0 y supongamos que para todo 0 < j < ¢ se cumple que Cor’ o Res = n
para todo G-modulo. Tomemos ) un G-modulo co-inducido tal que M <— @Q); como
antes, tenemos la sucesion exacta

0 M Q Qs 0
de la cual obtenemos las sucesiones exactas largas

e HI (H,Q) ) (1, Q) (M) M (.Q)

0 Corqll Corql lo

——=H (H,Q) ——=H1Y (H, @)y ) >~ HI (H, M) —H? (H,Q) —

en donde los morfismo nuevamente 4 se convierten en isomorfismos. Por lo tanto la
conmutatividad del diagrama y la hipdtesis implican la igualdad

Cor’ocRes=n. m

Corolario 4.0.2
Si G es un grupo finito de orden n, entonces

n-H (G, M) =0
para todo g > 1 y para todo G-maodulo M.

Demostracion.
Si H = {e} < G entonces H es de indice finito n y por el resultado anterior el
diagrama

HY (G, M) “ HY (G, M)

H ({e}, M)

conmuta para toda ¢ > 0, sin embargo H? ({e}, M) = 0 para toda ¢ > 1. Se sigue
entonces que multiplicacion por n es igual a cero. m
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4.1. Cohomologia de Galois

Sea F/K una extension de Galois finita de campos y tomemos G = Gal (F/K).
Calculemos entonces la cohomologia de GG con coeficientes en algunos G-médulos
importantes.

Ejemplo 4.1.1 (Teorema 90 de Hilbert)
Sea F'/K una extensién de Galois finita con G = Gal (F'/K). Entonces

H (G, F*) = {1}.

Demostracion.
Sea f € ZY(G, F*). Dado que F* es un grupo multiplicativo, se tiene que

flor) = f(o)o(f(7)).
Sea entonces o € F* y definamos
f=2_ flo)(a)
oceG

Dado que G es un conjunto linealmente independiente podemos elegir un oy € F* tal
que (8 # 0. Entonces, tomando 7 € G se tiene que

T(6) = ZT(f )10 () Zf (to)To(ap)

ceG oceG
Zf To)T0 () Zf
oceG oeG
= f(r)7'8
por lo tanto X
_ BB
o=@~

es decir f € BY(G, F*) y de esto se tiene directamente que H' (G, F*) = {1}. m

Ejemplo 4.1.2
Si para un campo L denotamos por i, (L) las n-raices de la unidad, tenemos la siguiente
sucesion exacta

1 — pp(K) — Kt 5 KT — 1

por lo tanto se induce una sucesién exacta en cohomologia
1 — pn(K) — K7 == K" — H' (G, pn(K)) — 1
donde G = Gal (K((,)/K). De donde se concluye directamente que

K+

H (G, i (K)) = o
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4.1.1. Cohomologia de Galois infinita

A todo campo K se le puede construir una extension de Galois candnica: La cerradura
separable K /K. Su grupo de Galois Gal (K /K) es llamado el grupo de Galois absoluto
de K. Esta extension tiene grado infinito en casi todos los casos, pero se tiene la
ventaja de que uno puede considerar dentro de ésta todas las extensiones de Galois
finitas. Sin embargo, uno se encuentra con el problema de que el teorema fundamental
de la teoria de Galois no se cumple para este caso. Esto se visualiza en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 4.1.3 B
El grupo de Galois absoluto G = Gal (F,,/F,) del campo F,, de p elementos contiene el
automorfismo de Frobenius ¢ el cual esta definido por

o(r)=2> VazeF,

El subgrupo (¢) = {¢™ : n € Z} claramente tiene el mismo campo fijo F, que G, pero
en contraste con lo que pasa en las extensiones de Galois finitas, se tiene que (¢) # G.
Para ver esto, se construye un elemento ¢» € G que no pertenezca a (¢) como sigue:

Se elige una sucesién {a,} de enteros tal que
an = a,, modm siempre que m | n,

y también que no exista entero a tal que las congruencias a, = a mod n se cumplan
para todo n. Por ejemplo, escribiendo n = n’-p®™, con (n',p) = 1y 1 = n'z, +p*»™y,,
entonces tomando a, = n'x,, tenemos que a,, cumple con lo requerido. En efecto, se
tiene lo siguiente: Si n = n’ - p*™ con (n',p) = 1y m = m/ - p»™ con (m/,p) = 1,
ademas, a, = n'z, y a,, = m'zx,, se tiene que

1= n'zy +p*" My, = an + p» Py,
1 =m'zm +p™y, = an + p» ™y,

Por lo tanto, si m | n, se tiene que m' | n’ y v,(m) < v,(n). Mas aln, se cumple que
= = Py — My = ™ (g, — p Ty

por lo que p*™) | a,, — a,,. Por otro lado,
/ / / n,
Up — A =Ny —m'xy, =m' | —x, — 2y |,
/
m
entonces m' | a,, — a,,, y como (m’,p) = 1, se concluye que

m' - p™ =m | a, — am,

esto es, a, = a,, mod m. Suponga ahora que existe a entero tal que a, =a mod n
para todo n, se tiene entonces que n | a, —a, y comon = n'- p”P(”), se tiene que
n' | a, — a. Por otro lado, dado que a,, = n'z,, se tiene que n’ | a,,. De lo anterior se
tiene que n' | a para todo n, pero esto sélo se cumple cuando a = 0. De lo anterior se
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tendria que a, =0 mod n para todo n. Entonces n | a,, y de esto, n’ - p»™ | n'x,,, por
lo tanto p*™ | x,,, lo cual es imposible, ya que son primos relativos. Entonces no existe
a entero tal que a,, = a mod n para todo n. Sea entonces

Yo = ¢" Ip € Gal (B, /F,).
Si Fym C Fpn, entonces m | n, es decir a,, = a,, mod m y por lo tanto
U lp,.= 9" [F,n=¢"" |F,n= ¥m:

dado que ¢ |  tiene orden m. Por lo tanto 1, define un automorfismo v de G = F, =
P
U2, Fyn. El elemento 1) no pertenece a (¢), pues si asi fuera, 1) = ¢, para algiin a € Z,
es decir, ¢ |IF =R = 9t ‘IF ., entonces, a, = a mod n para todo n, lo cual
. P ., P p
contradice la eleccién de .

El teorema fundamental de la teoria de Galois se corregird ahora tomando en con-
sideracién una topologia para el grupo de Galois G = Gal (2/K) de una extensién
de Galois cualquiera /K. Esta topologia es llamada la topologia de Krull y se ob-
tiene como sigue. Sea R la familia de todos los subgrupos Gal (©2/F) de G donde
K CFCQy[F: K] es finito. Entonces se toma R como un sistema fundamental de
vecindades de la identidad. Para cada o € G, se toman las clases laterales cGal (2/F)
como un base de vecindades de ¢. La funcién de multiplicacion

GxG— G, (0, T) — oT

es continua, dado que la imagen inversa del elemento de la base de la topologia
orGal (2/F) contiene la vecindad abierta

oGal (Q/F) x 7Gal (Q/F)
de (o, 7). De la misma forma la funcién
G — G, oo !
es continua, por lo que G se convierte en un grupo topoldgico.

Para poder determinar ciertas propiedades importantes de GG, es necesario introducir
los conceptos de sistemas proyectivos y limites inversos.

Definicion 4.1.1
Por un conjunto dirigido I entenderemos un conjunto parcialmente ordenado en el
cual sus elementos cumplen la propiedad de Moore-Smith:

Va,pBel, dvel talquea <~y y B<7.
Ejemplo 4.1.4

la. Los conjuntos N, Z, R son conjuntos dirigidos con el orden usual.

2a. Considere N con el orden dado por m <n <= m | n. Se tiene que si m, n € N,
entonces r = nm € Ny ademds n < rym < r, por lo que N visto desde esta
forma también es un conjunto dirigido.
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3a. Dado un grupo GG y A la familia de subgrupos G ordenada por la inclusién. Entonces
A es un conjunto dirigido, pues si H, K son subgrupos de G, se tiene que tomando
M = (H, K), se cumple que M € Ay ademds H < M y también K < M.

4b. Tomando G y A de la misma forma que en el inciso anterior, el orden es definido
como sigue: si H, K € A, H X K <= K < H como subgrupos. Con lo anterior
A es un conjunto dirigido, ya que para todos H, K € A, y tomando L = H N K,
se tiene que L € A y también H < L, K < L.

Suponga ahora que para todo a € I, S, es un conjunto (grupo, anillo, etc.) y se
cumple que para todos «, § € [ con a« < [ existe una funcién (homomorfismo)
faa 1S3 — S, con la propiedad que para todos a < 3 < v se cumple que

Fra=Tsa0 frs

esto es, el diagrama siguiente

es conmutativo. Ademads, f,., = id, para todo a.

Cualquier sistema como el descrito anteriormente, serd llamado un sistema proyectivo
(0 inverso) de conjuntos (grupos, anillos, etc.) y se denotard por {Sa, fsal}-

Ejemplo 4.1.5
lb. SeaI =N, S,=Zyl>0;sean fni1,:7Z — Z dadas por a — pla, donde p es
un nimero primo fijo. Se tiene entonces que, sin <m <r

r—m-+m—n

frn(a) :prfna:p a
= fmn(frm(@)) = (fmn o frm)(a).

por lo anterior, {Z, f.,} es un sistema inverso.

2b. Considere I = N como en el ejemplo 2a. Sean n, m € N con m < n. Definamos

7 7
faom:— — — como a+nZw— a+ mi.
nZ mZ
estas funciones estan bien definidas, pues si a + nZ = b+ nZ entonces n | a — b.
Por otro lado, dado que m < n se tiene que m | n, por lo tanto m | a — b y de esto

a +mZ = b+ mZ. La consistencia de las funciones f,,,, es directa.

3b. Sea G un grupo, I la familia de todos los subgrupos normales de indice finito.
Entonces si @« € I, tomando S, = G/a, se tiene que S, es un grupo finito.
Consideremos a I con el orden dado como en el ejemplo 4.1.4 vy, dados «, G € [
con a = f3, sean fg, : G/ — G/a dadas por g3 — ga, es decir las proyecciones
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naturales. Con lo anterior, {S,, fsa} €s un sistema inverso. En efecto, es preciso
verificar que las funciones estén bien definidas y que sean consistentes. Sean «, 3 €
I con a < f3, esto es 3 < o como subgrupos. Si g3 = g3 se tiene que gg; ' € 3,
por lo que gg; ' € o, esto es, ga = gia, y de esto se verifica que

faa(918) = g1 = ga = fsa(90).

Por lo dltimo sean o = 3 =+, por lo tanto dado g € G, se tiene que gy € S, y de
esto f,(g7y) = gf, por lo tanto para todo g € G

faa o fr8(97) = f5a(98) = ga = f,alg7)-

Sea {Sa, f3 )} un sistema inverso de conjuntos (grupos anillos, etc.) y sea el producto
directo X =[], Sa. Definamos el conjunto S C X como sigue:

(a) €S <= (V7, 8) (v < B = fo,(25) = 7,).

Al conjunto S se le llama lémite inverso del sistema inverso de conjuntos (grupos,
anillos, etc.), y se le denota por

S:

J—

T N

Se-

1

Q
Tls

Definicion 4.1.2
Por un grupo profinito G, entenderemos el limite inverso de un sistema inverso de
grupos finitos.

Observaciones

1. Sabemos que a todo conjunto finito se le puede asociar una topologia de manera
natural, a saber la topologia discreta, con la cual dicho conjunto es compacto.
Por lo anterior, cualquier grupo finito esta dotado de la topologia discreta, con
la cual las operaciones del grupo son funciones continuas, por lo que los grupos
finitos se consideraran como grupos topolégicos compactos.

2. Para el resto de la seccion, supondremos que G es un grupo profinito, esto es, el
limite inverso de un sistema {G,, fga} de grupos finitos. Con lo anterior, existe
un homomorfismo ¢3 : G — Gz dado por ¢g((x,)) = 2 (este homomorfismo es
la restriccién a G de la f-ésima proyeccion, por lo que es continua) . Notemos
entonces que para 3, v € I con § < 7 se tiene que

frp o dy((za)) = fr5(zy)
= x5 = ¢p((2a))

Se tiene entonces el siguiente resultado importante.

Proposicion 4.6

Si G es un grupo profinito, entonces G es un grupo compacto y totalmente disconexo
en el cual la familia de subgrupos normales abiertos es un sistema fundamental de
vecindades de la identidad.
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Demostracion. Dado que G es profinito, existen grupos finitos GG, y homomorfismos
fsa 1 Gg — G, tales que
G =1limG,.

—

acl
con I un conjunto dirigido de indices. Por la observacion anterior, cada G, es com-
pacto y por el teorema de Tychonov X = [] ., G, es compacto. Es suficiente ver
entonces que G es cerrado en X, o lo que es lo mismo, que su complemento G° es
abierto en X.

Sea entonces (x,) € G°. Debemos encontrar una vecindad de (z,) que no interseque
a G. Dado que (z,) ¢ G, existen un par de indices 3,y € I con § < 7 tales que
fyp(xy) # x. Como G es un espacio Hausdorff (por ser discreto), existen vecindades
Mg de x5 y Ny de f,5(z,) tales que Ny N My = (). Sea N, = f3(Ng), dado que f, g
es continua entonces NN, es abierto en G, y z, € N,. Sea

V=]]%

ael

donde Xg = Mz, X, = N,y X, = G, si o € {B,7}. Se tiene que V es abierto
en X,y (zq) € V. Ademss si (y,) € V se tiene que y, € N, ys € Mg, por lo que
fv8(yy) € N, entonces f,5(y,) # ys y de esto se tiene que VNG = 0, es decir G
es cerrado en X. Siendo X compacto y por lo anterior se concluye que G es también
compacto.

Consideremos ahora los homomorfismos continuos ¢, y definamos U, = ker ¢,. De
inmediato se observa que cada U,, es normal en G. Por otro lado, como U, = ¢ ({1}),
se tiene que cada U, es abierto en GG. Por lo anterior, la proposicion se tendra com-
pletamente probada si se cumple que N,U, = {1}. Sea entonces (z,) € N,U,, por
la definicién de cada U, se tiene que ¢3((z,)) = g = 1 para todo (3, por lo que
(za) = 1. Resta probar que G es totalmente disconexo.

Veamos que cada U, es cerrado. Sabemos que {1} es cerrado en G, por tener éste la
topologia discreta, y como cada ¢, es continua se tiene que U, es la imagen inversa
de un conjunto cerrado bajo una funcién continua, de lo cual se concluye que U, es
cerrado para todo o € I. Alternativamente se tiene que

G=U9Ua

geG

y como (G es compacto existen gi,...,g, € G tales que
n
G = U ganv
=1

de lo cual se tiene que

giUa = G\ Jg;Ua = (Unga>

JFi J#
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de lo cual se concluye que g;U, es cerrado y por lo tanto U, también es cerrado. Sea
ahora C' = C(1) la componente conexa de la identidad, debemos ver que C' = {1}.
Notemos que

C=CnU,uUS =(CnNnU,)u(CNUY).

Sean A=CNU,y B=CnNUS. Se tiene que A y B son abiertos en C' y también
AN B =1, por lo tanto, como C' es conexo se tiene que B = (), y de esto vemos que
C = CnNU,, es decir, C C U, para todo «, de lo cual se concluye que C C (U, =

{1}. =

Regresando ahora a una extensién de Galois (finita o infinita) 2/K y su grupo de
Galois G = Gal(Q2/K). Si H € R, se observa que H <G (proposicién 4.6), por lo
que podemos tomar a & como un conjunto dirigido y referirnos al ejemplo 3b para
construir un sistema inverso tomando como Sy = G/H para todo H € R. Pero ahora
considerando que H = Gal (Q2/F) con F' campo que cumple K C F C ) y también
que [F' : K] es finito, tenemos que

 Gal(/K)

51 = Gal (Q/F)

~ Gal (F/K),

por lo que
G = lim Gal (F/K).
%

F

Como consecuencia directa de la proposicion anterior, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 4.1.1
Si Q/K es una extension de Galois (finita o infinita), entonces el grupo de Galois

G = Gal (Q2/K) es compacto y totalmente disconexo con respecto a la topologia de
Krull.

Se tiene la siguiente proposicion.

Proposicion 4.7 )
Sea H un subgrupo de G y denotemos su cerradura por H, si L es el campo fijo de H
entonces se tiene que Gal (/L) = H.

Demostracion. Sean 0 € H,a € L'y H = Gal (/K (a)). Como [K(a) : K] es finito,
H' € R, es decir, c H' es una vecindad de o, por lo que H N oH' # (). Sea entonces
7€ HNoH'. Como 7 € H, observamos que 7 deja fijo a todo elemento de L y como
7 € oH' lo cual implica que o~ 17 € H’, por lo tanto o~ deja fijo a todo elemento de
K (a). De lo anterior vemos que o(a) = 7(a) = a, esto es, o deja fijo a todo elemento
de L, por lo que obtenemos que H C Gal (Q2/L).

Sea ahora o € Gal(€2/L). Mostraremos que o € H lo cual es equivalente a que
HNoH' # () para todo H' € R. Sea entonces H' € R, de lo cual vemos que el campo
fijo de H' es una extension finita y separable de K por lo que el teorema del elemento
primitivo asegura que existe 6 € ) tal que K (f) es el campo fijo de H'. Sea F' una
extension finita y normal de L tal que § € F. Si p € H se tiene que p|p € Gal (F/L).
Vemos también que si p’ € Gal (F/L) existe p € Gal(Q2/L) tal que p|r = p/. El
elemento p en realidad pertenece a H, pues L es el campo fijo de H. Entonces la
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restriccion de o a F' es un elemento de Gal (F//L) por lo que existe 7 € H tal que
7|r = o|F; en particular o(0) = 7(0), es decir 077 deja fijo a todo elemento de K (),
por lo que 7 € o H', de lo que se concluye que € HNoH'. m

Sea H un subgrupo cerrado de G y QO el campo fijo de H. Por la proposicion anterior,
si Q1 = Q2 vemos que H, = H, = Gal (Q/QF1) = Gal (2/Q2) = Hy = Hy, lo cual
prueba la inyectividad de la funcién

H— Qf

del conjunto de subgrupos cerrados de GG al conjunto de subcampos de {2 que contienen
a K, por lo que resta probar que dicha funcién es suprayectiva. Sea F' un campo tal
que K C F C Qysea H= Gal(2/F). Probaremos que F = Q. Notemos que
por la proposiciéon anterior H es un conjunto cerrado y claramente se cumple que
F C QF por lo que es suficiente mostrar que QY C F, esto es, todo elemento de 2
que queda fijo bajo los elementos de H pertenece F', o equivalentemente, si a ¢ F
existe 0 € H tal que o(a) # a. Sea a ¢ F y sea F’ una extension normal y finita de
F tal que a € F'. Existe entonces 7 € Gal (F'/F) tal que 7(a) # a. De lo anterior
existe o € Gal (2/F) tal que o|r = 7 de lo cual concluimos que o(a) # a.

La correspondencia inversa de la funciéon H — Q¥ estd dada por
F— Gal(Q/F).

Estamos ahora en posicion de establecer la forma més general del teorema fundamen-
tal de la teoria de Galois.

Teorema 4.1.1

Sea U/ K es una extension de Galois (finita o infinita). Entonces eziste una corres-
pondencia biyectiva entre los subgrupos cerrados de Gal (2/K) y los subcampos F' de
Q que contienen a K. Esta correspondencia esta dada por

H— QY F— Gal(Q/F).

Regresando al caso cuando G es un grupo profinito,un G-médulo se dice discreto
si la funcién que determina la accién es continua, donde M lo consideramos con la
topologia discreta y G la topologia natural. Lo anterior es equivalente a que

M = U MY, con H subgrupo abierto de G;
H

en efecto, ya que la continuidad de G x M — M implica que para cada par (o, m) €
G x M existe un abierto H de G tal que la vecindad ¢ H X m va a dar al conjunto
{om} C M y esto a su vez equivale a que m € M.

Recordemos que si {H,, f.3} es la familia de subgrupos normales abiertos de G, se
tiene el isomorfismo
~1tm G
G =lim /.
(0%

y si M es un G-moédulo discreto, entonces

M =M =1,

«



4.1 CoOHOMOLOGIA DE GALOIS 67

donde el isomorfismo es natural. Fijemos ahora ¢ > 0. Para cada a < (8 las proyec-
ciones canonicas

G/

fsa: G, — S,

inducen los morfismos de inflacién
Inf : HY (C/pg , M) — RO (G ™)
de donde formamos un sistema directo
(W (G, 2t ); nf )

y entonces estamos en posicion de extender la definicién de los grupos de cohomologia
como sigue:

Definicion 4.1.3
Sea G un Grupo profinito, y M un G-mdédulo discreto. El grupo

—

HY (G, M) == lim H? (G/g, M)
H

se llama el g-ésimo grupo de cohomologia de G en M (aqui H se recorre sobre todos
los subgrupos normales abiertos de G ).

Ejemplo 4.1.6

Sea 1/ K una extensién de Galois con grupo de Galois G, el cual ya vimos, es un grupo
profinito (4.1.1). De hecho, si tomamos las sub-extensiones F, /K finitas de Galois de
Q/K vy H, = Gal(F,/K), se cumple que

G = Gal (Q/K) = 1im G/

«

Consideremos ahora el grupo multiplicativo Q* el cual también es un GG-médulo discreto
ya que ()f> = F,, y entonces
Q" =U,F}.

Se sigue entonces del teorema 90 de Hilbert que

H' (G, Q) = @Hl (Gal (F,/K),F>) =0,

ya que cada extensién F, /K es finita de Galois.



Capitulo 5

Teorema de Mordell

5.1. Introduccion o el teorema del descenso

El primer resultado importante en curvas elipticas E sobre campos de nimeros K es
el teorema de Mordell-Weil, el cual dice que E(K) es un grupo abeliano finitamente
generado. En otras palabras, E(K) =2 Z" @ F, donde F es un grupo abeliano finito,
su subgrupo de torsion. Este resultado fue probado por Mordell para K = Q y por
Weil de manera general. La prueba se divide en dos partes, y a la primera parte se le

llama teorema de Mordell-Weil débil, el cual dice que el grupo E(K )/m E(K)es finito
(aqui mE(K) es la imagen del morfismo E(K) > E(K)). Para probar el teorema en

su totalidad trataremos de encontrar un tipo de “altura” en E(K) con las propiedades
siguientes:

» haya solamente un nimero de elementos en E(K') con altura acotada y

» Si tenemos representantes { Py, ..., P} de las clases laterales del grupo finito
E(K )/m E (K), bara cualquier P € F(K) uno puede restarle una combinacién

lineal de los P/s de tal suerte que la resta resultante tiene altura acotada por
una constante C' independiente de P.

Veamos por que el teorema de Mordell-Weil débil y dicha funcién altura son suficientes
para demostrar el teorema de Mordell-Weil.

Sean A un grupo abeliano y m € N. La funcién A = A es un homomorfismo con
imagen
mA = {b € Alb =ma para algin a € A}.

Si A es finitamente generado, entonces el indice [A : mA| del subgrupo mA en A es
finito para cualquier entero m # 0.

Definicion 5.1.1
Una funcién altura h en un grupo abeliano A es una funcion h : A — R que cumple:

1. Dado @) en A existe una constante Cy, dependiente de A y Q) tal que para todo
P en A se cumple
h(P+ Q) < 2h(P) + C;.

69
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2. Existe un entero m > 2 y una constante Cs, dependiente de A, tal que todo
P e A cumple

h(mP) > m*h(P) — C,.

3. Para cualquier constante C3 se cumple que el conjunto
{PeAlh(p) <5}

es finito.

Proposicion 5.1

Sea A un grupo abeliano. Suponga que existe una funcion altura h definida en A.
Suponga ademds que para el entero m del inciso 2 de la definicion anterior el grupo
cociente A/mA es finito. entonces A es finitamente generado.

Demostracion.

Sean @1, ...,Q, € A representantes de las distintas clases del grupo A/m A- Tomemos
ahora un punto P € A arbitrario. Se cumple entonces que P = mP; + );, para algtin
1 <43 < 7. De la misma manera P, = mP,+();, y siguiendo con ese proceso tenemos
que

P:mP1+Qi1
P =mPy+ Qi

Pn—l :mPn+an
y regresando a la expresion original se tiene que

P =mP + Qi =m(mPy+ Q) + Qi = m* Py + mQy, + Qi
= m*(mPs + Qi) + mQi, + Qi, = m* Py + m*Qi, + mQy, + Qs

- mnPn + mn_lQin + Qi1 = mnPn + ij_l@ij'
j=1

Por otro lado aplicando la funcién altura definida en A, se tiene que para todo indice
j se tiene

m*h(P;) < h(mP;) + Cy = h(Pj_1 — Qi) + Cy
< 2h(Pj—1) 4+ C1 + Cy
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donde C] = 1r£1a<x{h(Q])} De lo anterior, se cumple lo siguiente
)T

1 !/

h(P,) < " [2h(P,—1) + C] + Cs] = —
2 1

_[ <2h(Pn2+C/+C2:| C/+C'2)

2) )+ (C’+@)($+§)

(2 , 12 2n-1
S(W) + (€] +02)(m +@+---+m2n>
1\" (J{+02
2 2

2 1
Zh(Pat) + 5 (Ch+ Co)

| A

<

y por lo tanto para n suficientemente grande se tiene que
Ci+ Csy
5 .

Finalmente de la primera igualdad establecida se cumple que P es una combinacion
lineal de los elementos del conjunto

h(P,) <1+

{Ql,...,Qr}u{PeAyh(p)g1+@}

el cual es un conjunto finito, y entonces A es finitamente generado. m

5.2. Teorema de Mordell-Weil débil

En lo sucesivo usaremos la siguiente notacion:

K un campo de niimeros

My un conjunto completo de valores absolutos no equivalentes en K
Mpr los valores absolutos arquimedianos en Mg

MY los valores absolutos no arquimedianos de Mg

v(x) = —log | = |, para valores absolutos v € M

ord, valuacién normalizada para v € MY

R el anillo de enteros de K

R El grupo de unidades de R

K, la completacion de K en v € Mg

R,,9M,, k, el anillo de enteros, ideal maximal y
campo de residuos asociados a K, para v € MY

Nuestro objetivo en esta seccion es probar que para cualquier curva eliptica E definida
sobre un campo de nimeros K y m > 2 un entero se cumple que

B B ()

es finito. Para lo anterior necesitamos algunos hechos de la teoria de curvas elipticas
sobre campos locales.
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5.2.1. El grupo Formal de una curva eliptica

Sea R un anillo.

Definicién 5.2.1
Un Grupo Formal (conmutativo y de un parametro) F definido sobre R es una serie
de potencias F(X,Y) € R[[X,Y]] que satisface:

1. F(X,Y)=X+4Y + términos de grado > 2.
2. F(X,F(Y,Z)) = F(F(X,Y),Z) (asociatividad).
3. F(X,Y)=F(Y,X) (conmutatividad).

4. Existe una unica serie de potencias i(T) € R[[T]] tal que F(T,i(T)) =0 (inver-
sa).
5. F(X,0)=X y F(0,Y) =Y.
Llamaremos a F(X,Y) la ley de grupo formal de F.

Definicion 5.2.2

Sean (F,F),(S,G) grupos formales definidos sobre R. Un homomorfismo de F a §
definido sobre R es una serie de potencias (sin término constante) f(T) € R[[T]] que
satisface:

fFEX,Y)) = Gf(X), f(Y)).

F y G se dicen isomorfos sobre R si existen f:F — G yg: G — G definidos sobre R
tales que

Ejemplo 5.2.1 R
1. El grupo formal aditivo, denotado por G, esta dado por

F(X,Y)=X+Y.

2. El grupo formal multiplicativo, denotado por @a esta dado por
FX,)Y)=X+Y+XY=(1+X)1+Y)—-1

Ejemplo 5.2.2
Sea F una curva eliptica definida por una ecuacién de Weierstrass

y2 + a2y + azy = x° + a2x2 + a4 + ag

con coeficientes en R. Podemos definir el grupo formal asociado a E, denotado por E

de acuerdo a la construccién siguiente: haciendo la sustituciéon z = ——,w = —— en la

Yy Yy
ecuacion de Weierstrass obtenemos

w=2z> + azw + a222w + a3w2 + a4zw2 + a6w3,
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y usando substituciones repetidas se puede expresar a w como una serie de potencias
formal en Z[ay, . .., ag][[z]] dada por

w(z) = 2" + 12" + (af + a2)2” + (a5 + 2a1a2 + a3)2® + - --

y por consiguiente podemos expresar a x y y como serie de potencias en z y por lo tanto
la operacién de grupo también esta dada por una serie de potencias Fg(z1,22) en dos
variables cuyos primeros términos estan dados por

FE(Zla Zz) =21+ 29 — Q12129 — GQ(Z%ZQ + 2123) + e
De esta manera el grupo formal E asociado a E es el grupo formal definido por la serie
de potencias Fg(z1, 22) € Z[ay, . .., ag][[2]].

En general un grupo formal es una operaciéon de grupo, sin tener un Grupo propia-
mente. Sin embargo si R es un anillo local y completo, y si a las variables se les
asignan valores en el ideal maximal 9t de R, entonces las series de potencias formales
del grupo formal convergen.

Definicion 5.2.3
El grupo asociado a F/R, denotado por F(IM), es el conjunto M con las operaciones
de grupo

1. 2 ®gy = F(x,y) (suma) para x,y € M.
2. ©gx = i(x) (inverso) para x € M.

Ejemplo 5.2.3
Sea F el grupo formal asociado a una curva eliptica £//k, donde k es el campo de cocientes
de R. Si tomamos z € 9N el ideal maximal de R, se tiene una funcidén

M — E(K)
z— (x(2),y(2))
que se convierte en un homomorfismo de grupos de E(9M) a E(K).
El siguiente resultado es una propiedad general de grupos formales.

Proposicion 5.2

Sea p = char k. Entonces todo elemento de torsion de F(ON) tiene orden potencia de
p. Equivalentemente si m # Omodn, entonces F(IM) no tiene puntos de orden m no
triviales.

5.2.2. Curvas elipticas sobre campos locales

Sea K un campo local (completo con respecto a una valuacién discreta v), R su
anillo de enteros con ideal maximal 9t = (7) y k su campo residual de R dado por
k= R/9M. Asumamos que la valuacién v estd normalizada v(7) = 1y que K y k son
campos perfectos.

Sea F/K una curva eliptica dada por una ecuaciéon de Weierstrass

y2 + a2y + asy = x?’ + a2$2 + asx + ag.
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Dado que si realizamos en la ecuaciéon de Weierstrass una sustitucion

2

(2,y) = (u™%z,u™"y)

se obtiene que cada a; se transforme en u'q;, si elegimos a u que sea divisible por
una potencia grande de 7w, podemos elegir una ecuacion de Weierstrass con todos sus
coeficientes a; € R. De este modo el discriminante satisface que v(A) < 0y dado que
v es una valuacién discreta, nos podemos fijar en una ecuacién de Weierstrass con
v(A) lo més pequeno posible. A tal ecuacién le llamaremos minima.

Observemos que cada vez que hacemos un cambio de coordenadas obtenemos una
nueva ecuaciéon de Weierstrass donde su discriminante esta dado por A’ = u!2A, por
lo tanto v(A) cambia por miltiplos de 12, y por tanto podemos decir que si a; € R
para todo i y ademés v(A) < 12, entonces la ecuacién es minima. De manera andloga,
un célculo directo nos dice que ¢j, = u'cy y también ¢ = u°cq, por lo que tenemos
que si a; € R para todo ¢ y ademas

v(cy) <46 v(ce) <6,

entonces la ecuacién de Weierstrass es minima.

Ejemplo 5.2.4
Sea p un primo y consideremos la ecuacién de Weierstrass

v oy +y =2+ 2% 4222 — 9

Sobre el campo Q,. El discriminante de esta ecuacién esta dado por A = —2% . 5%y
también ¢, = —5 - 211, por lo que esta ecuacién es minima para todo primo p € Z.

Definimos la reduccion de E maodulo 7, denotada por E, como la curva sobre k definida
por la ecuacién

Y2+ dyry + dy = o2 + dex® + dyx + d,
donde la tilde significa reduccién médulo «. La curva E /k puede ser singular, sin em-
bargo su conjunto de puntos no singulares forma un grupo y seré denotado por Ens(k;)
Decimos entonces que E tiene buena reduccion si E/k es no singular. Definimos los
siguientes subconjuntos de E(K):

Eo(K) = {P € E(K)
E\(K) = {P € E(K)
Se tiene entonces que Ey(K) son los puntos con reduccién no singular y Ey(K) el

nucleo de la reduccion.

Proposicion 5.3
1. La sucesion de grupos abelianos

0 — Ey(K) — Eo(K) — Eus(k) — 0
es exacta

2. Eriste un isomorfismo Ey(K) = E(M).
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Regresemos ahora a nuestro objetivo (el teorema de Mordell-Weil débil). Para esto
necesitamos el lema de reduccion siguiente.

Lema 12 (de reduccién)
Sea L/ K una extension de Galois finita. Si B (L)/mE (L) € finito, entonces b (K)/mE (K)

es finito.

Demostracion.

Sea
EE)y g () = E g (1)

y tomemos ¢ = ker ). Tenemos entonces que ¢ = (mE(L)NE (K))/mE (K): Para

cada P mod mE(K) € ® podemos elegir Qp € E(L) tal que [m]Qp = P. Con lo
anterior podemos definir una funcién:

Ap: Gal(L/K) — E[m)|
0 — Q% - QP7

la cual esta bien definida pues

[m)(@p — Qp) = [M]QF — m]Qp = (IM]Qp)” — ([M|Qp)
=P"—-P=0
Ya que P € E(K) y de hecho )\, € B! (Gal (L/K), E[m]).

Supongamos que Apr = Ap para algunos P, P’ € E(K)NmE(L), entonces se tiene

(Qp — Qp)? = Qp — Qp para todo o € Gal (L/K) y por tanto Qp — Qp € E(K).
Esto ultimo implica que

P— P = [m)(Qr — Qp) € mE(K),

esto es, P mod mFE(K) = P’ mod E(K). Tenemos entonces una asignacién inyec-
tiva

® — B' (Gal (L/K), E[m])

Pr— /\p.

Como Gal (L/K) y E[m] son grupos finitos B! (Gal (L/K), E[m]) es finito y por tanto
se tiene la siguiente sucesion exacta:

00— — E(K>/mE(K) — E(L)/mE(L)

donde E(K )/m E(K) queda situado entre dos grupos finitos, y por tanto él también
es finito. m

Asumamos ahora que E[m] C E(K). A la luz del teorema anterior probaremos el
teorema de Mordell-Weil débil verificando una condicién similar para cierta extension
finita de K. Para esto necesitamos la siguiente herramienta
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Definicién 5.2.4 (funcién de Kummer)
Sea P € E(K) y Q € E(K) tal que [m]Q = P, entonces se define la funcién de
Kummer como sigue:

k: B(K)x Gal (K/K) — E[m]
(P7 U) — QU - Q

Proposicion 5.4
1. La funcion de Kummer esta bien definida.

2. La funcion de Kummer es bilineal.
3. El nicleo por la izquierda de la funcion de Kummer es mE(K).

4. El miicleo por la derecha de la funcion de Kummer es Gal (K /L), donde L =
K([m]|7'E(K)), esto es, es el campo compuesto sobre todos los campos K (Q),

donde Q) varia en E(K) y tal que m@Q € E(K).

Entonces la funcion de Kummer define un apareamiento bilineal perfecto
E(K)/mE(K) x Gal (L/K) — E[m)].
Demostracion.

(a) Veremos que k(P,0) no depende de la eleccion de Q € E(K) y que k(P,0) €
E[m]; En efecto,

[mls(P,0) = [m](Q" — @) = (ImQ)” — [mlQ = P — P =0,

Por otro lado, notemos que cualquier otro elemento ' € F(K) que cumpla que
[m]Q" = P es de la forma! Q' + T con T € E[m] de tal forma que

K(Q0) = (@) —Q =(Q@+T) - (Q@+T) = +T°-Q-T
= (@ -Q)+(T"-T)= (" -Q)

ya que E[m] C E(K) (y por tanto T? = TV € Gal (K/K)).

(b) La linealidad en E(K) es directa. Para Gal (K/K) se tiene que

K(PoT) =Q7 —Q =07 -Q"+Q"-Q =(Q" - Q) — (Q" - Q)
= k(P,0)" + k(P,7) = k(P,0) + k(P,T)

esto ultimo ya que k(P,0) € K[m] C E(K).

(c) Sea P € E(K) tal que x(P,0) = 0 para todo o € Gal (K/K); entonces Q7 =
QVo € Gal (K/K) de donde @ € E(K) y entonces [m|Q = P € mE(K).

YEn efecto, si Q' = Q + T entonces [m]Q’ = [m]Q + [m]T = [m]Q = P y si Q' € E(K) es tal que
[m]Q’ = P, entonces [m](Q-Q)=0, por lo que Q' — Q =T € E[m].
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(d) Sea o € Gal (K/K)ial que k(P,0) = 0 para todo P € E(K). Entonces Q7 = @

para todo ) € E(K) tal que [m]Q = P de igual forma para todo P € E(K).
Se concluye que Q) € E(L) y 0 € Gal (K/L).

Reciprocamente, si o € Gal (K /L) se tiene que k(P,0) = Q7 — Q = 0, ya que
QEEL) m

Alternativamente: o
Tomemos la sucesién exacta de G-moédulos (con G = Gal (K /K))

0 — Elm] — E(E) ™ BE) — 0
donde m > 2 es un entero. Tomando la correspondiente sucesién en cohomologia de
grupos se tiene

[m]

" B(K) - HY (G, E[m]) — H' (G, B(K))

[m]

0 —> Em] — BE(K) — H' (G, E(K))

y finalmente de aqui extraemos la sucesion exacta corta
0 — FE) g (1)~ W (G, Elm]) — H! (G, E(K))[m] — 0

a la cual llamaremos sucesidn de Kummer para E/K.
El morfismo § en la sucesién exacta anterior es el morfismo de conexién en la sucesién
exacta larga en cohomologia, el cual podemos calcular explicitamente como sigue.

Sea P € E(K)y Q € E(K) tal que [m]Q = P. Anteriormente vimos que Q7 — Q €

E[m] para todo o € Gal (K/K), y por tanto definimos el homomorfismo cruzado:

f:Gal(K/K) — E[m)]
or— Q7 -Q

el cual es precisamente el morfismo de Kummer fijando la primera entrada, de donde
flo) = k(__,0) =: kp y finalmente se tiene §(P) = [kp].

Si suponemos ahora que E[m] C F(K), entonces P° = P para todo 0Gal (K/K) y
para todo P € E[m], de donde concluimos que B!(Gal (K/K), E[m]) = 0. Si ahora
nos fijamos en un homomorfismo cruzado f : Gal (K/K) — E[m] se tiene que

flor) = f(o)" + f(7) = flo) + f(7)
de donde obtenemos que H' (Gal (K /K), E[m]) = Hom(Gal (K /K), E[m]). Esto ulti-

mo nos dice que d define un homomorfismo inyectivo
0— EE) o (K) —% Hom(Gal (K /K), E[m)])

dado por P — k(P,__) y con esto se proporciona la prueba alterna para los incisos
(a),(b),(c) de la proposicién anterior.
Ahora si L/K es una extensién de Galois finita, entonces Gal (K /L) es normal en

Gal (K/K) y ademés

Gal (L/K) = Gal (K/K)j 0 71
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y por lo tanto se tiene la sucesion inflacién-restriccion en cohomologia para el G-
modulo E[m]

0— H! (Gal (LJ{K), E[m]) —™~ H! (Gal (FfK), E[m]) "~ H! (Gal (?T/m, E[m)])

0 o EE) b (k) EE) B (k)

y como Gal (L/K) y E[m] son finitos, el subgrupo ® es finito y por tanto se tiene una
prueba alternativa del lema anterior pues H' (Gal (L/K), E[m]) es finito.

Usando lo anterior podemos probar el teorema de Mordell-Weil débil verificando una
condicién similar para la extension L/K. Estudiaremos ahora esta extension.

Definicion 5.2.5
Sea K un campo de nimeros y E/K una curva eliptica. Sea v € MY una valuacion
discreta. Entonces E se dice que tiene buena reduccion (respectivamente mala reduc-

cién en v si E tiene buena reduccion (resp. mala reduccion) cuando se considera en
K,.

Sea F,/k, la ecuacién reducida sobre el campo de residuos cuando tomamos una
ecuacion minima de Weierstrass para F.

Observacion 1
Tomando cualquier ecuacién de Weierstrass de /K, digamos

E P Hazy+asy = 2 + asr? + aur + ag

con discriminante A. Entonces para todos salvo un niimero finito de v € M} se cumple
que v(a;) > 0 para todo i y v(A) = 0 Por tanto para una tal valuacién la ecuacién de
Weierstrass ya es minimal y por tanto la ecuacién reducida E,,/kl, es no singular. Esto no
dice que E tiene buena reduccién en v para todos salvo un ndmero finito de v € M.

Como una implicaciéon directa de 5.3 se tiene el corolario siguiente.

Corolario 5.2.1
Sea v € M?, de tal forma que v(m) =0 y E tiene buena reduccidén en v; entonces la
aplicacion reduccion

E(K)[m] — E, (k)
es inyectiva.

Proposicion 5.5

Sea L = K([m|'E(K)) antes definido.

1. L/K es una extension abeliana de exponente m (esto es, Gal (L/K) es abeliano
y todo elemento de ahi tiene orden un divisor de m).

2. Sea
S ={v e M} | E tiene mala reduccion en v} U {v € My | v(m) # 0} U M7,

Entonces L/ K es no ramificada en el complemento de S.
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Demostracion. o
a) Si fijamos o € Gal (K/K) la funcién de Kummer induce un homomorfismo

Gal (K/K) — Hom(E(K), E[m])
P+— k(P,0)

cuyo niicleo son aquellos o € Gal (K /K) tales que x(P, o) = 0 para todo P € E(K)
y esto si y sélo si Q7 —Q = 0 para todo Q € E(K) <= ¢ € Gal (K/L). Esto tiltimo
nos dice que Gal (K /L) es normal y por tanto L/K es una extension de Galois con
grupo de Galois

Gal(L/K) = Gal (F/K)/Gal (K/L)
y entonces se induce un monomorfismo
p: Gal(L/K) — Hom(E(K), Elm])

y de aqui que Gal (L/K) es abeliano de exponente m pues si o € Gal (L/K) se tiene
que

p(c™) = K(_, ")
=k(_,0)+ -+, 0)
=mek(_,0) =r(m(_),0)
= k(0,0) =0

y como p es inyectiva, 0" = 0.

b) Sea v € Mg con v ¢ S. Tomemos un punto @ € E(K) que cumpla [m]Q € E(K)
y la extensién K’ = K(Q) de K. Es suficiente ver que K’/K es no ramificada en v,
pues L es el campo compuesto de tales campos K’'. Sea v € Mg un lugar en K’
que se extiende a v y k!, /k, la extensién de los correspondientes campos de residuos.
Como FE tiene buen reduccion en v, tomando la misma ecuacion de Weierstrass se
observa que E también tiene buena reduccién en v/ y por tanto se tiene la funcién
reducciéon

E(K') — E,(K.).

v

la cual por una proposiciéon anterior es inyectiva.

Sea ahora IV// C Gal (K'/K) el subgrupo de inercia para v/ /v y sea o € IV// . De la
v v
definicién de grupo de inercia se tiene que o(z) = x para todo = € k!, y por tanto o

actia trivialmente en F(k!,), por lo tanto

y por tanto Q7 — @ es un punto de E(K’) de orden m y pertenece al nicleo de la
funcion reduccion; siendo ésta aplicacion inyectiva, se cumple que Q7 —Q = 0, lo cual
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significa que todo elemento del subgrupo de inercia actia trivialmente en K', y por
lo tanto es no ramificada en /; finalmente L/K es no ramificada en todo Mg\ S. m

El siguiente resultado de teoria de nimeros algebraicos nos garantiza que una exten-
sién de campos que goza de las propiedades nombradas en la proposicién anterior,
debe ser finita.

Proposicion 5.6

Sea K un campo de nimeros,m > 2 un entero y sea también S C Mg con M € S,
con S finito. Sea L/K la extension abeliana maximal de exponente m no ramificada
fuera de S. Entonces L/K es una extension finita.

Demostracion.

Si la proposicién se cumple para una extension K'/K finita de K, donde S" C Mg
son los lugares que se restringen a los de S, entonces LK'/K' es finita, ya que es
una sub-extension de la extension abeliana maximal para K’, la cual es finita y de
lo anterior L/K es una extensién finita. Entonces podemos asumir que K contiene a
tm, va que K (p,,)/K es finita y de Galois.

Por otro lado, como el grupo de clases de ideales de K es finito podemos agregar
elementos a S de tal forma que el conjunto

Rs:={a€ K|v(a) >0Vv € Mg, v ¢S}

sea un dominio de ideales principales® (a Rg le llamaremos el anillo de S-enteros de
K) y tal que v(m) = 0 para todo v € S.

El teorema principal de la teoria de Kummer nos dice que en un campo que contiene
las raices m-ésimas de la unidad (p,,) y donde char K t m, entonces su extensién
abeliana maximal de exponente m se obtiene adjuntando raices m-ésimas (ver por
ejemplo [Za, 5.17]). Entonces el campo L es el subcampo més grande de

K(%/ala € K)

que es no ramificado fuera de S.

Sea v € Mk \ S. Si nos fijamos en la ecuacién X™ —a = 0 en el campo K, es claro
que K,( t/a)/K, es no ramificada si y solo si ord,((a)) =0 mod m (recordemos que
v(m) = 0y ord, es la valuacién normalizada asociada a v). De lo anterior basta
escoger un representante por cada clase en K*/(K*)™ y por todo lo anterior vemos
que

L= K(%¥ala € Ts)

donde
Ts ={ae€ K*/(K*)"|ord,(a) =0 mod m¥Yv € Mg \ S}.

Para terminar la prueba, resta verificar que el conjunto Tg es finito.

Consideremos la funcién natural

Ry — Tg;

2a saber, un lugar por cada ideal primo representante de las diferentes clases de ideales en K.
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Este funcién es suprayectiva. En efecto, sea a € K* tal que sea representante de
un elemento de Ts. Entonces el ideal aRg es potencia m-ésima de un ideal no cero
en Rg, pues los ideales primos en Rg corresponden precisamente a las valuaciones
v & S. Ahora, como Rg es un dominio de ideales principales, existe b € K™ tal que
aRg =b"Rg, de donde

a=ubm

para algin v € RY. Tomando érdenes, se tiene que a y u representan al mismo
elemento en Ty, y por lo tanto se cumple la afirmacién. Es directo darse cuenta que
el nicleo del morfismo contiene al conjunto (R%)™ y por tanto se tiene una funcién

biyectiva
TSy — s

Por el teorema de las S-unidades de Dirichlet sabemos que R es finitamente generado,
y por tanto Ty es finito, completando la prueba. m

Ahora estamos en posicion de completar la demostracién del Teorema de Mordell-Weil
débil:

Teorema 5.2.1
Sea K un campo de niumeros, E/K una curva eliptica y m > 2 un entero. Entonces

EE) B (k)

es finito.

Demostracion.
Sea L = K([m]7'E(K)) el campo definido en la proposicién 5.4. Dado que E[m] es

finito, el apareamiento bilineal perfecto dado en 5.4 nos dice que E(K )/m E(K) s

finito si y solo si Gal (L/K) es finito. Por la proposicién 5.5 la extension L/K tiene
ciertas propiedades que segun la proposicién 5.6 implican que la extensién dada es
finita.

5.3. Teorema de Mordell-Weil sobre Q
Fijemos una ecuacién de Weierstrass para £ /Q de la forma
E:y=2+Az+B

con A, B € Z. De la seccion anterior sabemos que E (Q)/2 E(Q) ©s finito. Resta enton-
ces definir una funcién altura en E(Q).

Definicion 5.3.1
1. SeateQ, t= § con (p,q) = 1. Definimos la altura de t, por

H(t) := méx{[p|, |q|}.
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2. La funcién altura en E(Q) (relativa a la ecuacion de Weierstrass dada) es la
funcion h, : E(Q) — R dada por

_ flogH(xz(P)) si P#0
ha(P) = { 0 si P=0
El siguiente lema enuncia las propiedades adecuadas que tiene la funcién altura antes
definida.

Lema 13
1. Sea Py € E(Q). Eziste una constante Cy € R, dependiente de Py, A, B, tal que
para todo Py € E(Q) se cumple

ho(P + Py) < 2h,(P) + Ci.

2. Existe una constante Cy, dependiente de A, B tal que para todo P € E(Q)
h.([2]P) > 4h,(P) — Cs.

3. Para cualquier constante C5 el conjunto
{P € E(Q)[h.(P) < C5}
es finito.

Demostracion.
(1) Considerando una constante C; > max{h,(Fp), h.([2]Py)} podemos asumir que
Py #0y P #0,+F,. Escribamos

a b ag b
P:(ZE,y>: <?7$) Poz(x07y0): (d_§7d_0%>

donde las fracciones ya estan en su forma mas reducida. La férmula para la coordenada
homogénea x de suma de dos puntos nos dice que

(Y% 2_x_$ :(y—yg)2—(x+xo)(:z—:c0)2
z(P+ Fy) = <—$ — xo) 0 (@ — 20)?

_ (7 + x0) (w20 + A) + 2B — 2y10
(x — xp)?
_ (ad} + apd?)(aaq + A3@?) + 2Bd'd} — 2byddy
(ad3 — agd?)? '

Al momento de que la fraccién se reduce, la altura de x(P + Fp) también se reduce
y por tanto se puede estimar que

H(x(P + Po)) < Cymax{]al®, [d]?, |bd]},

donde Cf es una combinacién de A, B, ag,dy,by. El término que sobra es |bd|, sin
embargo esto se arregla recordando que P = (, d—bg) pertenece a la curva eliptica y
por tanto se tiene que b? = a? + Aad* + Bd°®, de donde se observa que

b < CF méx{|a?, |d]*}
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y comparando con la primera desigualdad obtenida, llegamos a
H(a(P + Ry)) < Cymix{laf?, [d]*} = CH(2(P))*.
Tomando logaritmos se obtiene la conclusion.
(2) Tomemos Cy > 4h,(T) para todo F(Q)[2]; Entonces
h.([2]T) = h(0) =0 > 4h,(T) — Cy para T' € E(Q)[2].
Supongamos ahora que [2]P # 0y sea P = (x,y). La formula de duplicacién estd dada

por
x* —2Ax% — 8Bx + A?

4x3 +4Ax + 4B

z([2]P) =
Definamos los polinomios homogéneos

F(X,Y) = X"-2AX?7? —-8BX 7>+ A*Z*
G(X;7) = 4X*Z +4AX Z® + 4BZ*,
entonces, si X = x(P) = ¢ estd escrito en su forma més reducida, entonces resulta
que
F(a,b)
2 =
H([2P) = G
como cociente de enteros, sin embargo la fraccién no estd en su forma reducida,

ademéds de que buscamos una cota inferior para H(x([2]P)), por tanto necesitamos
estimar cuanto se pueden cancelar el denominador y el numerador.

Usando el hecho de que los polinomios F(x,1),G(z,1) € Q[z] son primos relativos,
un célculo directo nos muestra que existen polinomios f1(X, Z), fo(X, Z) € Q[X, Z]
dados explicitamente por

= 12X3Z 4+ 16a2?

h(X,Z) =
) =3X°® -5AXZ* - 27BZ?
) =
) =

X, Z
X, Z) = 4(4A% + 27TB*)X? —4A’BX*7 + 4A(3A° + 22B*)X Z? + 12B(A® + 8B*) 7
X,Z) = A’BX® + A(5A® + 32B*) X?Z + 2B(13A% + 96 B*) X Z* — 3A%(A® 4+ 8B*) Z*

o2

(X,
(
(
(

Q

2

Y

de tal suerte que se cumplen las relaciones siguientes en Q[X, Z]:

[(X,2)F(X,Z) — (X, 2)G(X,Z) = 4AZ"
L(X,2)F(X,Z) — 92(X, 2)G(X, Z) = 4AX",

donde A = 4A3 + 27B2. Si tomamos ¢ = gcd(F(a,b),G(a,b)) (es el término que se
cancela en la fraccién z([2]P)), y de las relaciones anteriormente obtenidas, se observa
que § divide 4A y por tanto |4| < |4A|, de donde obtenemos directamente que

méx{F(a,b),G(a,b)}
Ha(P)) > 2
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Por otro lado, las mismas identidades antes obtenidas nos dan las estimaciones si-
guientes:

[4AL7| < 2max{fi(a,b), g1(a,b)} méx{F(a,b),G(a,b)},
14Aa”| < 2max{fa(a,b), ga(a,b)} max{F(a,b), G(a,b)}.

Nuevamente de las expresiones para f1, f2, g1, g2 se cumple que

max{fi(a,b), f2(a,b), g1(a,b), g2(a, b)} < C'méx{lal’, [b]°},

donde C' es una constante que dependiente de A, B. Combinando las ultimas tres
desigualdades se tiene

méx{|[4Aa’|, [4Ab"|} < 20 méx{|al?, |b?|} max{F(a,b), G(a,b)},
y cancelando max{|al|?, |b3|} obtenemos

méx{F(a,b),G(a,b)}
[4A]

> (20) " max{|al, [b]}.

Dado que max{|a|, |b|} = H(z(P)), hemos obtenido la estimacién requerida

H(z([2]P)) = (20) " H(x(P)).

(c) Para cualquier constante C, el conjunto
{t € QH(t) < Cs}

es finito, ya que es directo ver que tiene (2C + 1)? elementos. Ahora, dado cualquier
valor de z, hay a lo més 2 valores para y de tal forma que el punto (z,y) es un punto

de E. De lo anterior
{P € E(Q)|h.(P) < C3}

es también un conjunto finito. =
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