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INTRODUCCION

Hay quien afirma que, en efecto, su intencidn es socavar
el plan de la Creacidn, que su tarea es sembrar el desor-
den, conducir el universo hacia el caos. . . Es el Sefior de
la entropia, diriamos ahora.

J. Volpi. En busca de Klingsor

El objetivo de esta tesis es la introducciéon del concepto de entropia to-
poldgica y el estudio de sus propiedades bésicas, asi como, la presentacién
de diversos ejemplos de funciones con entropia cero, positiva e infinita.

El término entropia topoldgica fue usado por primera vez por Adler, Kon-
heim y McAndrew en 1965. La entropia topolégica asigna, a cada funcién
continua f: X — X, donde X es un espacio compacto, un valor real no ne-
gativo o el valor infinito. Dicho valor se puede interpretar como una medida
numérica de la complejidad de la dindmica de una funcién en un espacio
compacto dado.

En el capitulo 4 daremos una segunda definicién de entropia creada por
Dinaburg y Bowen. Esta definicién fue dada originalmente para espacios
métricos compactos, aunque posteriormente Bowen la extendié a espacios
métricos no necesariamente compactos.

Dentro del estudio de la propiedades bésicas de la entropia retomaremos
el enfoque original de Adler, Konheim y McAndrew de entropia topoldgica
mostrando a la entropia como un invariante bajo la conjugacién topolégica.

Una de las nociones basicas dentro del estudio de las sistemas dindmicos
discretos es la de iteraciéon de funciones; en este sentido estudiaremos la
relacién entre la entropia de una funcién y la entropia de sus iteradas. Ve-
remos también que la entropia de una funcion f es igual a la entropia de f
restringida al conjunto de los puntos no errantes de dicha funcién.

Se daran diversos ejemplos de funciones con entropia cero, siendo entre
estos los mas destacados las isometrias y los homeomorfismos tanto en el
intervalo unitario como en el circulo unitario.

ix



X INTRODUCCION

Dedicaremos el tercer capitulo de esta tesis a la construccién de espacios
topoldgicos donde para cada k € N, la funcién a la que llamaremos “funcién
corrimiento”, es un ejemplo de una funcién con entropia mayor o igual que
log (k).

Veremos que la “funcién corrimiento” en el cubo de Hilbert nos propor-
ciona un ejemplo de funcién con entropia infinita.

En el dltimo capitulo construiremos funciones en el intervalo unitario
con entropia igual a log(k) para cualquier k en el conjunto de los nimeros
naturales. Este tipo de funciones no permitird a su vez la construccion de
un segundo ejemplo de una funcién con entropia infinita.

Veremos también que en el intervalo unitario las funciones con algin
punto de periodo tres y las funciones transitivas, tienen entropia positiva.
Las afirmaciones anteriores, nos dicen que si una funcién definida en el
intervalo unitario es cadtica en el sentido de Devaney [4], entonces tiene
entropia positiva.



CapiTuLo 1

UNA PEQUENA INTRODUCCION A LOS
SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS

En este capitulo, como su nombre lo dice, trataremos de dar una pequena
introduccién a los sistemas dinamicos discretos. Habrd algunos temas que
no trataremos a profundidad, ya que sélo se trata de abarcar las nociones
basicas de los sistemas dindmicos, de tal manera, que cuando nos adentre-
mos al tema principal de esta tesis contemos con todas las herramientas
necesarias.

Abarcaremos nociones como iteraciéon de funciones y érbita de un punto.
Veremos varias clases de drbitas, como las periddicas, las preperiddicas,
asintéticamente periddicas y aperiddicas, resaltando entre éstas, las 6rbitas
periddicas.

Dentro del estudio de érbitas periddicas veremos que existen periodos
de distinto orden, méas ain veremos la relacion entre la existencia de érbitas
periddicas de érdenes distintos. Esta relacion serd presentada en el Teorema
de Sharkovskii.

Definiremos el concepto de funcién cadtica, veremos también la defi-
nicién de funciones conjugadas topolégicamente, asi como la relaciéon que se
da entre las dinamicas de este tipo de funciones.

1.1 NOCIONES BASICAS

Consideremos la funcién exponencial y tomemos un nimero cualquiera x,
si aplicamos repetidamente la funcién, entonces tenemos la sucesién de
.

@ e
nimeros x,e”, e , e

Llamamos a esto iterar la funcién exponencial. Si seguimos iterando
la funcién exponencial un nimero grande de veces, nos va quedando claro
que el resultado es cada vez més grande, esto quiere decir que la sucesién
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x, f(x), f2(z), f3(z),... tiende a co. Donde f" representa la composicién
de f con si misma n veces.

Si repetimos el mismo experimento pero ahora con una funcién distinta,
digamos la funcién sen(z), después de algunas iteraciones nos podemos dar
cuenta que sin importar el valor que hayamos escogido al principio, la su-
cesién x, sen(x), sen(sen(z)), sen(sen(sen(z))),... tiende a cero.

Después de estos ejemplos podriamos pensar que siempre que realiza-
mos un proceso iterativo, la sucesién de iteraciones converge a un valor
dado, pero como veremos méas adelante eso no siempre es cierto. En algu-
nas funciones dependiendo del valor inicial los resultados varian de manera
dréstica.

Es justamente este fenémeno uno de los principales objetos de estudio
de los sistemas dindmicos, dada una funcién y un valor inicial, ;qué sucede
con la sucesién de iteraciones?

En este capitulo trabajaremos todo el tiempo en los niimeros reales o en
algtn intervalo de ellos y f siempre serd una funcién continua.

Definicién 1.1. Sean I un intervalo de los reales, f : I — I una funcién
continua y o un elemento de I, definimos la drbita de xo bajo f como el
siguiente conjunto de puntos:

0($(], f) = {.’E(), f(iC()), fz(x(]), . } = {fn(iﬁo) | neNU {0}}

Observacion. La orbita de = respecto a f, es precisamente lo que hasta
ahora veniamos llamando la sucesién de iteraciones de un valor inicial.

Podemos imaginar los primeros elementos de una o6rbita de la siguiente
manera:

-/ ./N./f?’@))\t

F4(x0) zo  f(zo) S ——7(x0)

Ejemplo 1.1. Sea f: [ — I, la funcién f(z) = 2. Donde I = [0, 1]

Consideremos z = . Entonces:

111 1
o(a:,f):{2,4,16,...,2n+1,...}.

Tomemos ahora, = 0, entonces f™(z) = 0 para toda n € N, por lo
tanto

oz, f) = {0}
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En este ejemplo la orbita de % es infinita, mientras que la érbita de 0,
contiene solamente un punto.

De lo anterior sabemos al menos que existen tanto las orbitas finitas
como las infinitas. De hecho la 6rbita del cero en el ejemplo anterior no
solamente es finita, sino que consta de un solo punto. A los puntos que
cumplen esta propiedad se les llama puntos fijos.

Definicién 1.2. Sea f: I — I una funcién continua. Decimos que z es un
punto fijo de f, si x = f(x).

Veremos a continuacién que existen érbitas finitas pero con mas elemen-
tos que un sélo punto.

Definicién 1.3. Decimos que x es un punto periddico de f de periodo n si
n es el menor nimero natural para el cual tenemos que f™(z) = x.
A los puntos fijos los consideramos puntos periédicos de perfodo 1.

Observacién. En este caso, o(z, f) = {z,... f*"(z)}. Podemos decir que
si un punto es periédico, entonces tiene una orbita periddica.

Ejemplo 1.2. Consideremos la funcién f : R — R, dada por f(z) =1—z.

Primero busquemos los puntos fijos de esta funcién. Si x es un punto

fijo de f, entonces = tiene que cumplir que f(z) =z, esdecir x =1 —z, si

resolvemos la ecuacién tenemos que & = . Entonces i es el inico punto

2 2
fijo.
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Observemos que para toda = € R, tenemos que f2(z) =1— (1 —z) = z.
Por lo tanto z es de periodo dos para toda z € R\ {3}.

Denotaremos como Per(f) al conjunto de todos los puntos periédicos
de f.

Una vez definidas las nociones de érbitas y puntos peridédicos podemos
tratar de entender qué es un sistema dindmico en si. Un sistema dindmico
esta formado por tres elementos:

1) El espacio donde estéd definida nuestra funcién.
2) La funcién con la que estamos trabajando.
3) Las iteraciones de cada punto de nuestro espacio.

Con estos tres datos nos podemos formar una idea de como son las
orbitas de nuestro sistema. Desde este punto de vista, si estudiamos la
dindmica de f, podemos decir que estamos estudiando a todas las orbitas
generadas en nuestro espacio por f. Queda claro entonces, que un sistema
es mas complicado entre mas complicadas sean las érbitas de nuestro sis-
tema.

Hasta ahora no parece que haya mayor complicacién ya que el tipo de érbitas
que hemos visto son bastante simples, sin embargo como veremos a conti-
nuacién existen otro tipo de érbitas mas complicadas.

Definicién 1.4. Decimos que x € I es punto preperiddico, o tiene orbita
preperiddica si existe m € N tal que f™(x) € Per(f).
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Observacion. Un punto z es periédico o preperiddico, si y sélo si tiene érbita
finita.

Ejemplo 1.3. Consideremos la funcién f : [0,1] — [0, 1] definida como:

Fa) = {ix si z € [0, 51]

5 si:re[%, ]

31
4

[NIE

Es fécil ver que los tinicos puntos fijos de ésta funcién son x =0y x = %.

Ademés si x € [5,1] tenemos que f2(z) = f(3 —2) =2 - (3 —2) ==

Por lo tanto, todo punto en [%, 1] distinto de % es de periodo dos.

Sixe (O, %), al aplicar f, su distancia al origen se duplica, hasta que

eventualmente llega al intervalo [%, 1], por lo tanto todos los puntos en
(0, %) son preperiodicos.

Regresemos por un momento al ejemplo f(z) = 22, con f : [0,1] — [0, 1].

Habiamos visto que
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—
=]
PN
N[

Entonces tenemos que

: o1 . 1
e <2)n1L120W0~

A las 6rbitas que cumplen esta propiedad les llamamos 6rbitas asintética-
mente fijas. Formalmente, tenemos;

Definicién 1.5. Decimos que la orbita de = es asintéticamente fija, o x es
un punto asintdticamente fijo, si existe zo € X tal que

lim f"(x) = xp.

n—oo

Definicién 1.6. Sea x € I. Decimos que z es asintdticamente periddico,
o tiene dérbita asintdticamente periddica si existe y € Per(f) tal que el

limj oo | f7(z) — f7(y)| = 0.

Observacidon. Supongamos que y es de periodo n, entonces y = f™(y), es
decir, y es un punto fijo de f*. Como lim;_, |f7(z) — f7(y)| = 0, tenemos
que limy_.oo (f")*(2) = y, ya que y = (f*)*(y).

Por lo tanto = es asintéticamente fijo para f™. Entonces, puesto de otra
manera, una orbita asintéticamente periédica es una érbita asintéticamente
fija para alguna iteracién n de la funcién f.

Ejemplo 1.4. Consideremos la funcién f(z) = 4+ 1 con f : R — R.
Observemos que para toda z, lim, o f™(z) = lim,—.  + n = c0. Por lo
tanto no hay ninguna érbita periédica, y entonces, tampoco hay ninguna
orbita preperiddica ni asintéticamente periddica.
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Definicion 1.7. Sea x € I, decimos que x es un punto aperiddico o tiene
orbita aperiddica, si x no es punto periédico, ni preperiddico, ni asintética-
mente periédico.

La funcién anterior tiene otra caracteristica interesante. Consideremos
un punto cualquiera p € R y tomemos el intervalo J = (p — i, p+ %)
Observemos que la longitud de J es %, como la funcién es una translacién
de magnitud 1 hacia la derecha, tenemos que J N f(J) = &, y lo mismo
sucede para las siguientes iteraciones.

Por lo tanto, si tomamos x € J, tenemos f"(x) & J.

J F(J) ()
— 0 A A

Definicién 1.8. Decimos que p es un punto errante si existe un abierto J
tal que p € J y para toda « € J y para toda n € N se tiene que f™(z) & J.

Definicién 1.9. Sea f : I — I continua, decimos que p € I es un punto no
errante respecto a f, si para todo abierto J tal que p € J, existe x € J y
n € N, tal que f"(x) € J.

Denotamos al conjunto de puntos no errantes de I respecto a f como
Q(f). Es decir, Q(f) = {p € I | p es no errante respecto a f}.

Observaciones.

1) Si 2 es un punto periédico de f, entonces existe n € N tal que f"(z) = z,
esto quiere decir que para todo J abierto que contenga a x tenemos que
f™(z) € J, por lo cual x es un punto no errante, es decir x € Q(f). Por
lo tanto Per(f) C Q(f).

Por lo anterior tenemos que si Per(f) es denso en I, entonces 2(f) es
también denso en I.

2) Que para todax € Jyn €N, f*(z) & J implica que f*(J)NJ =2, es
decir, todos los puntos de .J son errantes, entonces, podemos definir un
abierto J como un abierto errante si para todan € N, f*(J)NJ = @.
Entonces tenemos una relaciéon, para todo punto errante p existe un
abierto J errante y para todo abierto errante J tenemos que todo x € J
es errante.
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Por lo tanto,
Q(f)e={p e I|pes errante}

={pel|peJcon J abierto errante} = U J
JcI

con J abierto errante.
Por lo tanto Q(f) es el complemento de una unién de abiertos, esto quiere
decir que Q(f) es cerrado.

Calcularemos Q(f) para algunas funciones.

Ejemplo 1.5. En la funcién f(z) = £ + 1 vimos que todo punto es errante,
entonces en este caso Q(f) = @.

Ejemplo 1.6. Consideremos la funcién f: I — I con f(z) = x°.

Sabemos que 0 y 1 son puntos fijos para f, entonces {0,1} C Q(f).

Ademis si 0 < x < 1, tenemos que 22 < z, y entonces 2 < & +T

Por lo tanto x < 1/ £f2. Tomemos y = / 2 y consideremos J = (z, y).

Ahora (z, y) (22,9?), pero y? = L= que es el punto medio entre 2% y
x. Por lo tanto J N f(J) = @.

Ademas las demsds iteraciones de J estan todavia més a la izquierda. Por
lo tanto f™(J) N J = & para toda n € N.
De aqui que todo = € (0,1) es punto errante.
Por lo tanto Q(f) = {0,1}.
Ejemplo 1.7. Sea f: R — R con f(z)=1-—z.

Vimos anteriormente que f tiene un punto fijo en z = 1 , vy todo los

demds puntos son de periodo dos, por lo tanto para toda x € R x € Qf).
Es decir, Q(f) =

La siguiente proposicion nos da una condicién suficiente para asegurar
que Q(f) # @.

Proposiciéon 1.1. Sean X un espacio compacto y f : X — X una funcidn,
entonces Q(f) # .

Demostracion. Supongamos que Q(f) = &, esto implica que si z € X,
entonces x es un punto errante, por lo cual, dada x € X existe J, abierto
errante de X tal que = € J,.
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Consideremos la cubierta abierta o = {J,, | x € X}. Dado que X es com-
pacto, sabemos que « tiene una subcubierta finita. Sea ésta {J1,...,J,}.

Tomemos x € Ji, entonces f(z) € Ji, ya que J; es un abierto errante.
Entonces podemos suponer que f(z) € Jy y de igual manera tenemos que
f?(x) ¢ Jo.De hecho podemos suponer que fi~!(z) € J; y fi(x) € J; con
1 <i < n. En particular f"~!(z) € J, y f*(z) ¢ Jn; entonces f*(x) € Jy

para alguna k € {0,...,n — 1}. Esto quiere decir que J; es un abierto no
errante, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto Q(f) # @. O

Proposicién 1.2. Q(f) es invariante bajo f, es decir f(Q) C Q.

Demostracion. Supongamos que existe z € Q(f) tal que f(x) &€ Q(f), esto
implica que f(x) es un punto errante, entonces existe J abierto errante tal
que f(z) € J.

Ahora f(z) € J implica € f~1(J), y ademés z es no errante, por lo cual
f71(J) no es un abierto errante. Entonces existe i € N tal que fi(f~1(J))N
L) £ 2.

Pero

FUSHO) D) S LG DN N FF )
C AU N

Por lo tanto fi(J) N J # &, de donde podemos concluir que .J no es un
abierto errante; lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto f(x) € Q(f), y entonces (f) es invariante bajo f. O

1.2 PuNTOS PERIODICOS

Consideremos de nuevo el ejemplo donde f: R — R con f(z) =1 — .
Vimos anteriormente que casi todos los puntos de R son de periodo dos,
excepto r = % que es punto fijo.
Ahora analicemos la funcién f : [0,1] — [0,1] dada por f(z) = V1 — z2.
Calculemos f2(z) = f(V1 — 22).
Observemos que dado que z € [0,1] tenemos que 0 < z? < 1, y entonces
0<1-—22<1.

Como vI—22 = 1 — 2% =1 — 22, entonces f%(z) = /1 —(1—22) =
Va2 =z| =z
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De donde podemos concluir, que todos los puntos son de periodo dos, a
menos que haya algin punto fijo.
Veamos si la ecuacién f(x) = z tiene solucién para alguna z € [0, 1].

V1 — 22 = z implica que 1 — 2% = 22 y entonces, 22 = 1, de donde z = %
Por lo tanto esta funcién tiene un punto fijo, y todos los demés son puntos
de periodo dos.

En los dos ejemplos anteriores todos los puntos han sido de periodo dos,
a excepciéon de uno. Entonces uno podria preguntarse si siempre que hay
puntos de periodo dos, existe un punto fijo. La respuesta es si, veamos la
siguiente proposicién.

Proposicién 1.3. Si f tiene un punto de periodo dos, entonces tiene un
punto de periodo 1.

Demostracion. Sea o(x1, f) = {x1,z2} una 6rbita de periodo dos. Supon-
gamos que 1 < Ta.

Consideremos la funcién g(z) = f(x) — z. Evaluando la funcién en z; y en
x9 tenemos que g(x1) = f(x1) —x1 > 0y g(ze) = f(az) —x2 < 0. Por lo
tanto, por el Teorema del Valor Intermedio, tenemos que existe xg € (x1,x2)
tal que g(zg) = 0, lo cual quiere decir que f(zg) = zo. Por lo tanto xq es
punto fijo de f. O

Es claro que la reciproca no es cierta ya que si consideramos la funcién
identidad,todo punto es punto fijo bajo f.

Con el mismo argumento que en la proposicién 1.3 podemos demostrar
lo siguiente:
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Proposicion 1.4. Si f tiene un punto de periodo n > 1, entonces f tiene
un punto fijo.

Demostracion. Tomemos una érbita de periodo n y ordenemos a sus ele-
mentos asi:

T <X < - < Ty
Sabemos que f(x1) es alguno de los otros puntos, y entonces f(z1) > 1.
Ademds z,, es el mayor de todos los puntos. Entonces f(x,) < z,.
Si consideramos de nuevo la funcién g(z) = f(x) — 2 tenemos por lo anterior

que g(z1) = f(z1) —21>0 y g(z,) = flan) — zn <O0.
Por lo tanto existe xg € (21, z,) tal que f(xg) = xg. O

Hasta ahora sabemos que cada vez que tenemos periodo n tenemos pe-
riodo 1.

Veamos los siguientes ejemplos.

2 i :
Ejemplo 1.8. Sea T : [ — I definida por T'(z) = { o size [0, 21]

2—2x sime[%, ]

A esta funcion se le conoce como la funcidn tienda.

i
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
)
I
I
4
8
9 1

Veamos la érbita del punto 2 5 Como s € [0, %], entonces le toca la regla

de correspondencia T( ) 2z. Por lo tanto T(g) = g. Por la misma
razén que antes, T2 (%) = § Ahora & 5 ya estd en [%, 1] y entonces,

T(5)=2- 2(5) = %-
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J(27) (24 8]
9 9°9°9

Es decir % es un punto de periodo 3.

Tratemos de averiguar si T tiene alguna érbita de periodo dos. Tomemos
z € [0,1] entonces, T(z) = 2z. Observa que si T(z) € [0, 3], entonces
T?(z) = 4x, pero si queremos que z sea de periodo dos, entonces x = 4z, lo
cual implica que z = 0, y 0 es claramente un punto fijo para T. Por lo tanto
si queremos que z sea un punto de periodo dos tenemos que T'(x) € [%, 1],
y entonces T?(x) = T(T(x)) = T(2z) = 2 — 4z, y como queremos que z sea
punto de periodo dos, tenemos x = 2—4x, esto implica que x = % Entonces
T tiene una érbita de periodo dos,

o(57) =155}

Nos gustaria saber si siempre que existe un punto de periodo 3, existe un
punto de periodo 2. La respuesta es todavia mas sorprendente. El siguiente
teorema se debe al matematico Sharkovskii, y no solamente demuestra que
el hecho de que exista un punto de periodo 3 implica la existencia de un
punto de periodo 2, mas ain nos muestra la implicacién que se desprende
de que exista un punto de periodo n.

Por lo tanto

Teorema 1.5 (Sharkovskii). Sean I un intervalo en los nimeros reales, y
f I — I una funcion continua en I. Considera el siguiente arreglo de
ndmeros naturales:

3 5 7 9 11
3-2 5.2 72 9.2 11-2
3-22 5.22 7.22 9.22 11.22

24 23 22 2 1

Sean n y m numeros naturales. Si f tiene un punto de periodo n, y m estd
colocado a la derecha de n, o en algin renglon abajo de n, entonces hay un
punto de periodo m.
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Dada la longitud de la demostraciéon de este teorema, no la presentare-
mos en este trabajo, sin embargo, si al lector le interesa la puede encontrar,
en parte, en el libro de Robert L. Devaney [4].

1.3 CaAo0s

Consideremos de nuevo el ejemplo de la funcién tienda:

T(z) = 2x simE[O,%]
C|2-22 size[i]

Vimos anteriormente que 7' tiene una orbita de periodo 3, entonces por el
teorema de Sharkovskii, T" tiene puntos de todos los periodos.

Hasta ahora sabemos que para toda n, T tiene un punto de periodo n,
(incluso sabemos como construir un ejemplo para cualquier periodo que se
nos ocurra), esto significa que T' tiene una infinidad de puntos periddicos,
pero jc6mo estd acomodada esa infinidad en el intervalo [0, 1]7, es decir jes
densa?

Para dar la respuesta a esto debemos estudiar un poco la forma de las
iteraciones de T

Consideremos el intervalo [O, %] y observemos que T( [O, %]) =10,1]. Si
aplicamos de nuevo T' tenemos que T2([0, %]) =T([0,1]). Eso quiere decir
que T? acttia en [0, 1], de la misma manera que T actda en [0, 1]. Entonces
la grafica de T2, tiene comprimida en el intervalo [0, %] la gréfica de T'.

Ahora tomemos el intervalo [%, 1] , también aqui tenemos que T( [%, 1]) =
[0,1]. Por lo tanto, de la misma manera que anteriormente tenemos que la

grafica de T? tiene un pico igual al de T, pero comprimido en el intervalo
1

[3:1].
27
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Entonces la grafica de T? se ve asf:

1+

PN
vl
NI S
—_

Si partimos ahora del intervalo [0, i] Tenemos el siguiente esquema:

11 = 11 r
0,-| — |0,=| —[0,1
3] = o] o
Por lo cual sabemos que la gréifica de T3 tiene un pico de altura uno
pero ahora comprimido en el intervalo [O, %] Y lo mismo sucede para los
intervalos [i, %], [%, ﬂ y [%,1]
Dado lo anterior podemos conjeturar que la grafica de la funciéon T™

tiene 2! picos de altura uno, comprimidos cada uno en un intervalo de
longitud Qm%l Algo ast:

14

T

0 1

Sea m € N; tratemos de calcular cuantos puntos fijos tiene 7. Como
los puntos fijos de una funcién f son los puntos de interseccién entre de
la identidad y f, entonces T tendrd tantos puntos fijos como cortes a la
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funcién identidad. Por lo anterior, 7™ tiene 2™~ ! picos y la identidad corta
dos veces cada pico, entonces T™ tiene 2™ puntos fijos.
Ademés como cada pico es cortado dos veces, podemos afirmar que en
cada intervalo de la forma
7]
om—1’ 9m—1

hay 2 puntos fijos. Uno en cada recta que forma el pico, esto quiere decir
que cada mitad de ese intervalo tiene un punto fijo. Por lo tanto en cada
intervalo de la forma

RN

m’ gm

hay un punto periédico.

Proposicién 1.6. Per(T) es un conjunto denso en [0,1].
Demostracién. Sea (a,b) € [0,1]. Tomemos m € N tal que 55 < ‘bgal.
Entonces existe un intervalo de la forma [;fn , %] contenido en (a, b). Por
todo lo anterior, en ese intervalo hay un punto fijo para T"". Eso implica
que en ese intervalo hay un punto periddico de periodo m para T

Por lo tanto Per(f) N (a,b) # @. Asi Per(f) es un conjunto denso en

[0,1]. O

Proposicién 1.7. Sea (a,b) un intervalo cualquiera de I, entonces existe
m € N tal que T™((a,b)) = I.

Demostracion. Retomando la idea de la demostracién anterior, sabemos que

existe un intervalo de la forma [2%, %} totalmente contenido en (a,b).
Ademas si consideramos la funcién T, tenemos que 7™ ( [2%, %]) = [0,1].
Por lo tanto
E k41
=T, 2] S T (0,B) C .
Por lo tanto T™((a,b)) = I. O

Definicién 1.10. Decimos que f : I — [ es sensible a las condiciones
iniciales en I, si existe € > 0 tal que para todo x € I y para toda § > 0
existen n € N y un punto y € I tales que |z —y| <y |f"(x) — f*(y)| > e.
A esta € le llamaremos constante de sensibilidad de f.
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Proposicién 1.8. T':[0,1] — [0,1] es sensible a condiciones iniciales.

Demostracion. Sean € = %, xelyd>0.

Consideremos el intervalo abierto (z — d, z 4 §), por la proposicién 1.7 sabe-
mos que existe m € N tal que T™(z — d,2 4+ 6) = [0, 1].

Entonces existen y y z tales que T (y) =0y T™(z) = 1.

e e e

0=Tm(y)  T@)  1-T"()
Por lo tanto [T™(z) — T™(z)| > 3, 0 [T™(y) — T™(2)| > %. O

Definicién 1.11. Sea f : I — I una funcién continua. Decimos que f es
transitiva en I si para todo par de subintervalos abiertos, no vacios de I,
(a,b) y (¢,d), existe n € N tal que f™((a,b)) N (c,d) # @

Proposicién 1.9. T :[0,1] — [0,1] es una funcion transitiva en I.

Demostracion. Sean (a,b) y (c,d) dos subintervalos abiertos de [0,1], dis-
tintos del vacio. Sabemos por la proposicion 1.8 que existe m € N tal que
7™ ((a,b)) = [0,1].

Por lo tanto T™((a,b)) N (¢,d) # @. Entonces T es transitiva. O

Para el siguiente teorema necesitamos ver antes una proposicion un poco
técnica. Enunciaremos dicha proposicién, sin embargo no daremos su de-
mostracion ya que cae fuera del drea de interés de esta tesis. Si el lector estd
interesado en dicha demostracién puede consultarla en el libro Real Analysis
de H. L. Royden [8].

Proposicién 1.10. Si B = {B; | i € N} es una coleccién de conjuntos
abiertos y densos en I, entonces

oo

ﬂ B; # @, y de hecho es denso.

i=1

Teorema 1.11. St f : I — I es transitiva, entonces existe x € I tal que
o(z, f) es densa.

Demostracion. Sea n € N. Consideremos la siguiente cubierta abierta de

An:{Ar:(r—l,r—ﬁ—l) rGI}
n n
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Dado que I es compacto, existen r1,...,7,, € I tales que
m
1 1
Ig U'<Tjn,7”j+n).
Jj=1
Para toda j € {1,...,m} considera el siguiente conjunto

o 1 1
ij:Uf <(7‘j—n,rj+n>ﬂf)
=1

Observacion. Cada B,, j es denso en I ya que f es transitiva y esto implica
que para todo (a,b) subintervalo de I, existe i € N tal que f*((a,b)) N
((rj — %,Tj + %) N I) # &. Esto quiere decir que existe z € (a,b) tal que
fi@) € (rj— g+ )N L
Por lo tanto z € (o, f~* ((rj — %,Tj—i— %) OI), y entonces B, ;N (a,b) # @.
Entonces, por la proposicién 1.10, tenemos que B,, = B, 1N Bp2N---N
B, es abierto y denso en I. Consideremos B = ﬂfil B,,. Entonces por
la proposicién 1.10, B # @ y denso en [.
Sea x € B. Vamos a demostrar que o(z, f) es densa.
Tomemos (a,b) # & un subintervalo de 1.
Sea ng € N tal que n% < 22 Dado que z € B = (), B,,, tenemos que
x € B,,,. Por la forma en que escogimos a ng y dado que

" 1 1
IC B
_U(r] no,r]+n0),
J=1
existe 1 < k < m tal que
1 1
(Tk — ,rk+) C (a,b)
no no

Ahora, x € By, implica que = € By, = Ufil f‘l((rk - nflo,Tk + %) N I).
Y de aqui que existe ¢ € N tal que

fiz) € (Tk — niﬂ"k + 1) C (a,b).

0 no
Por lo tanto o(x, f) N (a,b) # @. Entonces la rbita de = es densa en I. 0

Observacion. Supongamos que x € I es un punto con érbita densa, entonces
es claro que dicha 6rbita es un conjunto no finito, por lo tanto x no puede ser
un punto periédico ni preperidédico, de hecho se puede demostrar también
que x no es asintéticamente periédico.
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Observacidn. Siexiste x € I tal que o(x, f) es densa, entonces f es transitiva
en I.

Una vez definidos los conceptos de sensibilidad a condiciones iniciales y
transitividad, podemos definir lo que nosotros entenderemos por una funcién
cadtica.

Definicién 1.12. Decimos que f : I — I es una funcion cadtica si:
1) El conjunto Per(f) es denso en I.

2) f es sensible a condiciones iniciales en I.

3) f es una funcién transitiva en I.

Existen varias definiciones de caos, la definicién vista por nosotros, es la
definicién dada por R. L. Devaney [4].

Proposicién 1.12. T :[0,1] es una funcién cadtica.

Demostracion. Por la proposicién 1.6 sabemos que Per(7T') es un conjunto
denso en [0, 1], ademds sabemos por la proposicién 1.8 que T es sensible a
condiciones iniciales. Por tltimo la proposiciéon 1.9 nos dice que T es una
funcioén transitiva.

Por lo tanto T es una funcién cadtica. O

Observacion. Dado que T es transitiva entonces por el teorema 1.11 sabe-
mos que existe z € I tal que o(z,T) es densa en I.

1.4 FUNCIONES TOPOLOGICAMENTE CONJUGADAS

Definicién 1.13. Sean f: X — X y g:Y — Y, dos funciones continuas.
Decimos que f y g son topoldgicamente conjugadas si existe un homeomor-
fismoh: X —Y tal que ho f =goh.

T

Y ——>Y

f

_—

Observacion. La conjugacion topolédgica es una relacién de equivalencia.
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Proposicién 1.13. Sean f y g dos funciones topoldgicamente conjugadas.
Entonces:

i) g™ oh(z) = ho f*(x) para cada n € N.

ii) Six es un punto periddico de f, entonces h(x) es punto periddico de g,
y ademds son del mismo periodo.

Demostracion.

i) Suponiendo que (¢" ! o h)(z) = (ho f*~1)(z)), tenemos que

(g" oh)(x) =go (9" oh)(x)=go(ho f* ") (x)
=(goh)o(f* M) =(hof)ofr (z)=(hof")(x).

i1) Six es un punto periédico de f, entonces existe n € N tal que f"(x) =

x. Entonces
g"(h(z)) = h(f"(x)) = h(z)

Por lo tanto h(x) es un punto periédico bajo g. Podria ser que el
periodo de h(z) bajo g fuera menor que el periodo de x bajo f, pero
si o es punto de periodo n bajo f, entonces fi(x) # x para toda i €
{1,...,n —1}. Como ademés h es biyectiva tenemos que h(f*(z)) #
h(z) para toda i€ {1,...,n —1}
De donde podemos concluir que = y h(x) tienen el mismo periodo.

O

Si consideramos ahora, la funcién h~!, de igual manera podemos demos-
trar que si x es punto de periodo n bajo g, entonces h~!(z) es punto de
periodo n bajo f.

Después de todo lo anterior se puede demostrar sin mucha dificultad que

Per(g) = h(Per(f)).

Proposiciéon 1.14. Sea h : X — Y una funcion suprayectiva y continua.
Si A C X es un conjunto denso en X entonces h(A) es también un conjunto
denso en Y.

Demostracion. Sea D C 'Y un abierto distinto del vacio.

Como h es continua, tenemos que la imagen inversa de D es un conjunto
abierto en X.

Como A es denso en X, existe z € A tal que x € h~1(D). Por lo tanto
h(z) € D, y entonces h(A) N D # @.

De donde, h(A) es denso en Y. O
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De la proposiciéon 1.13 y la proposicién 1.14 se sigue que si f y g son
dos funciones conjugadas topolégicamente, y f es tal que Per(f) es denso,
entonces Per(g) es denso.

Proposicién 1.15. Si f : X — X yg:Y — Y son dos funciones to-
poldgicamente conjugadas, y f es transitiva en X, entonces g también lo es
enY.

Demostracion. Como f y g son conjugadas tenemos que existe h : X — Y
tal que ho f™ = g™oh. Sean C'y D dos abiertos en Y. Consideremos h~1(C)
y h=1(D). Si f transitiva, entonces existe m € N tal que f™(h=1(C) N
h=1(D) # @.

Entonces existe x € C tal que f™ o h~1(x) € h=1(D), esto implica que

hofm™oh Y (z) € hoh (D) = (D)

Por lo tanto g™ (z) € D, y entonces ¢"(C)ND # @. De donde g es transitiva
enY. U

Proposicion 1.16. Sean f : X — X yg:Y — Y funciones topoldgica-
mente conjugadas, con ho f = goh. Si f es sensible a condiciones iniciales,
entonces g es sensible a condiciones iniciales.

Demostracion. Sea € > 0 la constante de sensibilidad de f.

Observemos que dado que Y es compacto, entonces h~! es uniformemente
continua. Por lo tanto, para esa €, existe 6 > 0 tal que si |s—¢| < § entonces
|[h=1(s) = h~t(t)| <e.

Ahora, sean x € I y r > 0 y tomemos B,.(z), consideremos h~!(B,(z)).

f sensible a condiciones iniciales, implica que existe w € h™'(B.(z)) y
m € N tal que |[f™(w) — f™oh~!(z)| > e. Pero como w € h™(B,(z)),
entonces existe y € B,(r) tal que h~1(y) = w.

Entonces |¢g™(y) — g™ (x)| > ¢ O

Observacion. Si h : I — I es continua y I es un intervalo cerrado de
R, entonces h es uniformemente continua. Por lo tanto si f y g son dos
funciones topoldogicamente conjugadas definidas en intervalos cerrados de R
y f es sensible a condiciones iniciales, las hipétesis de la proposicién anterior
se cumplen y entonces g es sensible a condiciones iniciales.

Por todas las proposiciones vistas en este capitulo podemos afirmar que
si f,g : I — I donde I es un intervalo cerrado de R son dos funciones
topolégicamente conjugadas, entonces f y g tienen bédsicamente la misma
dinamica.



CapriTULO 2

PROPIEDADES BASICAS DE LA ENTROPIA
TOPOLOGICA

El término entropia topolégica fue usado por primera vez por Adler, Kon-
heim y McAndrew en 1965. La entropia topolégica asigna, a cada funcién
continua f : X — X, donde X es un espacio compacto, un valor real
no negativo o el valor infinito. Dicho valor se puede interpretar como una
medida numérica de la complejidad de la dindmica de una funcién en un
espacio compacto dado.

En este capitulo se definiran los conceptos de entropia de una cubierta,
de una cubierta relativa a una funcién, y de una funcién. Se expondran,
varios ejemplos de funciones con entropia cero, y al final del capitulo, un
ejemplo en el intervalo unitario con entropia positiva.

Se estudiara la relacién entre la entropia de una funcién y la de sus
iteraciones, y se demostrard que la entropia de una funcién f es igual a
la entropia de f restringida al conjunto de los puntos no errantes de dicha
funcién.

Se mostrara a la entropia topoldgica como un invariante bajo la conju-
gacién topoldgica, es decir, se demostrard que si dos funciones son conju-
gadas topolégicamente entonces tienen la misma entropia. Este teorema
rescata el enfoque original de entropia presentada por Adler, Konheim y
McAndrew.

Se vera también que si una funcién definida en el intervalo unitario de los
reales tiene un punto de periodo tres o es transitiva, entonces tiene entropia
positiva.

2.1 ENTROPIA DE UNA CUBIERTA

En este capitulo X siempre denotara un espacio topoldgico compacto, «
una cubierta abierta de X y f: X — X una funcién continua.

21
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Definicién 2.1. Sea a una cubierta abierta de X. Definimos N(«) como
la minima cardinalidad de todas las subcubiertas finitas de «.

Decimos que v subcubierta de a es subcubierta minima de « si la cardina-
lidad de v es N(«).

Observacion. Dado que X es compacto y a una cubierta abierta, siempre
existe una subcubierta finita.

Definicién 2.2. Dada una cubierta o de X definimos H(«) = log N(«)
como la entropia de la cubierta abierta o.

Observacién. Como N(«) > 1 para toda a cubierta abierta de X, entonces
H(a) > 0 para toda o cubierta abierta de X.
Ejemplo 2.1. Sea X =[0,1] y a={[0,1) [ne N} U (%, 1]
Observemos que 1 ¢ [O, %) para toda n € N, y entonces si v es una subcu-
bierta finita de «, tenemos que (%, 1] € v. Por otro lado (%, 1] no es una
cubierta de [0, 1], por lo tanto toda 7 subcubierta de « tiene al menos dos
elementos, esto es, N(a) > 2.
Considera v = {[0, %), (%, 1] }, claramente v es una subcubierta de «, por
lo tanto, N(a) =2, y H(a) = log(2).

En general, para las cubiertas de la forma o = {[O, %) | n € N} U (a, 1]
con a < 1/2, el conjunto v = {[O, %), (a,1]} es subcubierta, y entonces,
N(0) =2, y H(a) = log(2).

]
0 a % 1

Ejemplo 2.2. Considera X = [0,1]y o = {(z—%,2z+1)N[0,1] | € [0,1]}.

Observacion. £([0,1]) =1y é((:ﬂ — %,x + i)) = %, por lo que para cubrir
todo el intervalo necesito al menos 3 intervalos, es decir, toda subcubierta
v de « debe tener al menos tres elementos, esto es, N(a) > 3.

Considera v = {(—3,2) N [0,1], (3, 8) n[0,1],(2,9) N [0,1]}, es claro
que 7 es una cubierta del [0, 1].
Por lo tanto N(a) =3y H(a) = log(3).

Ejemplo 2.3. En general, si X = [0,1] y a = {(z — 5%,z + 5%) N [0,1] |
z € X} con N fija en N, entonces N(a) = N + 1y H(a) =log(N +1).
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001w
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Demostracion. Siguiendo el razonamiento del ejemplo anterior, necesito al
menos N + 1 elementos de a para cubrir el intervalo [0,1], por lo cual si
7 es subcubierta, v debe tener al menos N + 1 elementos. Por lo tanto
N(a) > N +1.

Tomemos v = {I;...In41} con

1 1 1
I, = (—QNQ; “IN2 + N) N[0,1] = [z1, 1] = [0, v1],

1 1
Iy = (yj —on T+t N) n[o,1].

Entonces se tienen N + 1 intervalos de longitud % cada uno de ellos. Por
otro lado los intervalos se intersectan uno a uno, con interseccién de longi-
tud ﬁ
Por lo tanto, entre todos los intervalos cubren una longitud igual a
LV D)~ e (V1) = 14— b

s ; 2 1 1 1 1
Observacion. SiN >1= N<N°= 55> 53w = 1+ 55 — 532 > L.
Por lo tanto, los intervalos cubren una longitud mayor a 1, y por lo tanto
~ es cubierta. Entonces N(a) = N +1y H(a) =log(N +1).

O

Definicién 2.3. Decimos que una cubierta § es un refinamiento de a si
todo elemento de [ esta contenido en algin elemento de «. FEn simbolos
a < f.

Proposicién 2.1. Si a < (3, entonces H(a) < H().

Demostracion. Sea {B1,..., By(s)} unasubcubierta de cardinalidad minima
de (3.

Como a < (3, entonces para toda B € ( existe A € « tal que B C A. Tome-
mos {Ay,..., Ay} de tal manera que B; C A; parai=1,...,N(f).
Entonces, {A1,..., An(g)} es una cubierta de X, por lo tanto N(a) < N (),
y por lo tanto H(«) < H(f). O

Definicién 2.4. Para cualesquiera dos cubiertas «, 3 de X. Definimos la
cubierta a V3 ={ANB|Aca Becj}
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Observaciones.

e Dado que la interseccién de conjuntos es conmutativa y asociativa es
claro que V es una operacién asociativa y conmutativa.

e Si vy 3 son dos cubiertas abiertas de X, entonces a < oV 3 ya que
AN B C A para cualesquiera dos conjuntos.

Proposicién 2.2. Sia < f yao <3 entoncesaVa' <pBVS.

Demostracién. Tomemos BN B’ € BV 3, entonces existen A € ay A’ € o/
tales que B C Ay B’ C A’. Esto implica que BN B € AN A’ y por lo
tanto a Vo' < BV 3. O

Proposicién 2.3. H(aV () < H(a) + H(S).

Demostracion. Sean {Ai...An(q)} una subcubierta minima de a y
{Bi ... Bn(g)} una subcubierta minima de .
Entonces {A; N B; |i=1...N(a),j =1...N(#)} es una subcubierta de
aV (3. Por lo tanto N(aV ) < N(a) - N(B).
Entonces, H(a V 8) < H(«) + H(f). O

Proposicién 2.4. Sia < § entonces H(a Vv 8) = H(S).

Demostracion. Es claro que § < (a V f3), entonces, por la proposicién 2.1,
N(8) < N(aV f).

Por otro lado tomemos {Bj ... By(g)} subcubierta finita de 3, y tomemos
A; € atalque B; C A;coni=1,...,N(8), entonces B; = B;NA; para cada
i=1,...,N(B) esto implica que {B1,..., By} ={A1NB1,..., An) N

By}
Por lo tanto N(a Vv 8) < N(f).
Asi N(aV 8) = N(8), H(aV 8) = H(B). 0

Definicién 2.5. Sea f : X — X una funcién continua. Para cualquier
cubierta o de X definimos f~'a como la cubierta abierta que consiste de
todos los conjuntos de la forma f~1(A) con A € a.
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Proposicion 2.5. Sean «, (8 cubiertas abiertas de X y f : X — X wuna
funcion continua, entonces las siguientes condiciones se satisfacen:

i) Si o < (3, entonces f~ta < f714.

it) f~Ha V)= fTraVv 5.

iii) H(f~'a) < H(a), donde la igualdad se cumple si f es suprayectiva.
Demostracion.

i) Se sigue de que la imagen inversa respeta contenciones.

ii) C € f~1(aVv @) siysélosi C = f~1(D)con D€ aVpsiy sélo si
C=fYANB)con AcayBefsiysélosi C = f1A)Nf1(B)
con AcayBefBsiysilosi Ce f~lav f715.

ii1) Si {A1,...,An(a)} es una subcubierta minima de «, entonces
{f7Y(A),....f"HAn()} es subcubierta de f~'a por lo que
N(f~'a) < N(a). Supongamos ahora que f es suprayectiva y que
{f~Y(B1),...f~X(By)} es una subcubierta de f~'a tal que

XclJfr B v n<N@).

Ahora X C ", f~'B, implica que f(X) C U, By v, dado que
[ es suprayectiva, tenemos que f(X) = X, por lo cual, X C |J"_, B,
y por lo tanto { By, ..., By, } es una subcubierta de a con cardinalidad
menor que N(a), lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto si f es suprayectiva tenemos que, N(a) = N(f la). O
Observacion. Sean X y Y dos espacios topologicos compactosy f: X — Y
una funcién continua. Entonces si « es una cubierta de Y, f~'a es una

cubierta de X, por lo que las propiedades contenidas en la proposicién 2.5
se cumplen también en este caso.

2.2 ENTROPIA DE UNA FUNCION RELATIVA A UNA
CUBIERTA

Ya en la primera seccion de este capitulo vimos que si a es una cubierta
abiertade X y f : X — X, entonces, f~'a es también una cubierta abierta
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de X, de hecho, en general para toda n € N se puede definir f"a, la
cual es también una cubierta de X. Entonces, se puede definir la cubierta
SV frtal
Llamaremos H}(a) a H(aV---V f~""a)

Proposicién 2.6. HF(«a) es una sucesion creciente.

Demostracion. Observemos que para toda n € N tenemos que
aVflav...v "o <avfTlav.-- VT
Entonces, por la proposicién 2.1, Hf (a) < H}LH(Q). O

Observacion. Utilizando las proposiciones 2.3 y 2.5 tenemos que:

(
= H((« VM) VTV v T )
<H(aV---V ™)+ H(f™(aV... f"a))
< H(aV---Vfm™a) L Hav---v f7"a)
= H}'(a) + Hf (@)

Por lo tanto, H}H'm(oé) < Hj(a) + Hf' ().

Teorema 2.7. Sea {a,}nen una sucesion tal que anim < an + @ para
todas n,m € N, entonces lim, o, % si existe y es igual a inf{%> [ n € N}.

A las sucesiones que cumplen esta condicion se les llama subaditivas.

Demostracion. Tomemos m fija en N. Para toda n > 0, n = mq + r con
0 < r < m, entonces, para toda n € N se cumple que

ap < Umg + ar < qam + a,  lo cual implica que, ; < qT + ;

Ahora, como n = mq + r tenemos que 1 = %m + + vy, dado que 0 <7 < m,
entonces lim,, o tm = 1, esto implica que lim,, o L = %

Ademés a, toma s6lo un niimero finito de valores, por lo que lim,, .o, g%+
Sr = @m 'y entonces, limsup,, ., 7= < %= para toda m € N.

Por lo tanto limsup,, . %= < inf{%e ne N}.

Por otro lado, % > mf{a; n € N}7 para toda n € N, esto implica que
liminf, o % > inf{% n e N}.

De lo cual se sigue que lim,, o %= = inf{%= | n € N}. O
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Observacion. Este limite puede ser —oo, pero si {a,, } estd acotada por abajo,
entonces el limite es un valor real.
Ademds tenemos que para toda « cubierta de X, N(a) > 1 y entonces
Hi(a) = H(a) > 0.

Por otro lado, H}(a) es una sucesién creciente para toda funcién f
y por lo tanto H]’}(a) > 0 para toda n € N y para toda f, por lo cual,

. Hy (o) , .
lim,,—.c —-— es un ntmero real mayor o igual a cero.
e : . Hj(a) )
Definicién 2.6. Definimos h(f,«a) = lim como la entropia de f
n—oo n

relativa a la cubierta o.

Es claro, por la observacién anterior, que h(f,«) > 0 para toda « cu-
bierta abierta y para toda f funcién continua.

Ejemplo 2.4. Tomemos X = [0,1], a = {|0, 1), (%, 1]} v f(z) = 0 para
toda z € X.

Observemos que f‘"([O, %)) =Xy f‘"((%, 1}) = & para toda n € N.
Por lo cual f~"a = {[0, 1]} para toda n € N.
Por lo tanto, si B € aV---V f~"*la, entonces B = AN[0,1]N---N[0,1] = A
con A€ a. Porlotanto aV---V f"tla = q.
Lo cual implica que H(aV ---V f~""1a) = H(a) = log(2).

H};L(a) = lim,,_,o logn(Q) —0.

Y entonces lim,,_,

Por lo tanto h(f,«) = 0.

En general, si f = ¢ con ¢ € [0,1] tenemos que existe A € « tal que
f~"(A) =1[0,1], y entonces, f~"a = {[0, 1]} por lo tanto aV---V f" o =
« para toda n € N, por lo cual h(f,a) =

Ejemplo 2.5. Consideremos X = [0, } fl@)y=zya={[0,3),(3,1]}.
Entonces, f~ ([0, 5)) = [ ) ((% ]) % 1] por lo tanto

f "o = « para toda n € N.
Esto implica que [0, %) = [0, ) n---N [0, %) €aV---V f7"lq para

toda n € N, y andlogamente (%, 1] €aV.--V f~""lq para toda n € N.

Esto implica que o = {[O, %), (%, 1]} CaV---V f~"q para toda n € N.

Por lo tanto « es una subcubierta de eV --- vV f~" Tl

De donde se concluye que H}(«) < H(«) para toda n € N.

H log 2
Entonces A(f,a) < lim (@) = lim 8%

n— o0 n n—oo N

—T

=0.

Y por lo tanto A(f,a) = 0.
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Ejemplo 2.6. Sea X = [0,1], a = {[0, 1), (%,1}} y

D=
—_

Es fécil ver que para cada n € N,

(b)) -lost) + () (e
L ) )

Entonces, card(f "«) = 2 para cada n € N. Esto implica que a V -+ V
F~" 1o tiene a lo més 2" elementos.

Tratemos de calcular el niimero de intersecciones distintas del vacio que
hay en oV - -V f ",

Si AcaV---Vf "o, entonces A=AgNA; N---NA,_1, con
A; € f_iOé.

Supongamos que existe A; tal que A; es de la forma (ﬁ, 1} y existe
jef{i+1,...,n—1} tal que 4; = [0, 5%r). Como i < j tenemos que
3-2" < 27t y entonces A; N A; = @ por lo que A = @.

Por lo tanto si A es tal que A,,_1 = [O, QL) solamente en el caso en el
que A; = [0, 2%) para toda i € {0,...n — 1}, tenemos que A # &.

Ahora, si A es tal que A,,_5 = [07 2%1)7 de igual manera, para que A
sea distinto del vacio, es necesario que A; sea de la forma [0, 2,%) para toda
i€{0,...,n—2} Entonces A =A;N---N [O L )ﬂAn,l.

» 9n—1



2.2. ENTROPIA DE UNA FUNCION RELATIVA A UNA CUBIERTA 29

SiA, 1= [0, 2%), este elemento fue considerado en el caso anterior, por
lo tanto queda un sélo elemento distinto del vacio.

En general si A es tal que 4; = [07 21%) s6lo los elementos de la forma

1 1
A= {0,2>m-~m {O,W>0Ai+1ﬁ~~ﬂAH_1

pueden ser distintos del vacio, sin embargo, de esos elementos, al igual que
en el caso anterior, s6lo queda uno que no ha sido considerado anteriormente.
Entonces card(a V --- V f~""a) = n, y entonces N(a Vv ---V f~"a) < n.

Por lo tanto A(f, a) < lim, logn _

n

Proposicién 2.8. Si a < § entonces h(f,o) < h(f,3).

Demostracion. Por la proposicién 2.5 (i), tenemos que si o < [ entonces
f"a < f7"3 para toda n € N, y por la proposicién 2.2, a V f~la V
eV fT e < BV fTIB V- v f7HL 3 para toda n € N. Por lo tanto
H}(a) < H}(B), para toda n € N. De lo cual, h(f, &) < h(f, ). O

Observacion. Si f es un homeomorfismo, entonces f~' es continua y
(f~H 7Y a) = fa, es una cubierta abierta.

Proposicién 2.9. Si f es un homeomorfismo, entonces h(f,a) = h(f~1, a).

Demostracion. Si f homeomorfismo, entonces f ! es continua.
Entonces, por la proposicién 2.5 (iii) tenemos que para toda n € N,

H(av (f ) v v (fH) ™" a)
H(aV faVv---V " la)

H(f" Yav---Vv [T 2av 7 a))
H(aV---Vv f"a)

H} (@)

ji(e)

Por lo tanto h(f~1,a) = h(f, a). O
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2.3 ENTROPIA DE UNA FUNCION

Definicién 2.7. Sea f : X — X continua. Definimos la entropia de f como
h(f) = sup{h(f,a) | a es cubierta de X}.

Observacidén. Dado que 0 < h(f, ) para toda «, se tiene que 0 < h(f).

Ademads, por la proposicién 2.8, tenemos que si @ < [ entonces
h(f,a) < h(f,B), por lo cual, para calcular la entropia de f, basta tomar
el supremo sobre las cubiertas finitas.

Ejemplo 2.7. Sea X un espacio topolégico finito y f : X — X una funcién
continua.

Supongamos que la cardinalidad de X es m. Sin importar cual sea la
topologia de X, el nimero de conjuntos abiertos contenidos en X no puede
ser mayor a 2™ = card(P(X)).

Entonces, si a es una cubierta abierta de X, tenemos que
card(a) < 2™,y como aV ---V f~""a es una cubierta abierta de X, tene-
mos que card(a@ V - -+ V f‘"“oz) < 2™ para toda n € N, de lo cual podemos
concluir que H(a V-V f~""ta) <log(2™).

Por lo tanto h(f, a) < lim,_, o % = 0y como « fue arbitraria, tenemos
que h(f) =0.

Ejemplo 2.8. Sea X cualquier compacto. Consideremos una funcién cons-
tante f: X — X con f(z) =c.

Tomemos « una cubierta abierta de X y consideremos A; € a.

Observemos que si ¢ € A;, entonces f~"(4;) = X, y si ¢ € A;, entonces
tenemos que, f~"(4;) = @.

Por lo tanto f~"a = {X, @}, para toda n € N.

Entonces

aVv---V "o =av{X,o}V---V{X, 2} =aq,
yaquesi, AcaV---Vf "o y A#@ tenemos que
A=ANXN---NX=A4; con A;€a.

De lo anterior, podemos concluir que N(a V ---V f~""la) = N(a).

Por lo tanto h(f,a) = lim, = 0, y como « es arbitraria tenemos

que h(f)=0.

Ejemplo 2.9. Sea X un espacio compactoy f : X — X con f(z) = =z,
para toda x € X.
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Tomemos a una cubierta abierta de X, entonces para toda A € o'y
para toda n € N, se tiene que f~"(A) = A, por lo que aV ---V f"Fla =
aVa---Va. Porlocual, si A € a entonces A = AN---NA € aV---Vf "
Por lo tanto, o es una subcubierta de a V - -V f~"T1q; de donde podemos
concluir que N(a V --- VvV f™Ha) < N(a) y entonces
h(f,a) < limy_so 219 = 0, para toda a.

n

Por lo tanto h(f) = 0.

Observacién. Si f homeomorfismo tenemos que h(f~1, a) = h(f,a) para
cada cubierta o de X, por lo tanto h(f) = h(f™1).

Teorema 2.10. Sea f: X — X una funcion continua, entonces para toda

k€N, h(f*) = kh(f).
Demostracion. Sea « una cubierta de X.

h(fF) > h(ff av i tav.v )
HY (v flav. v f R a)

= lim
n—oo n
1
= lim ;[H((a\/fflav---\/f*’““a)\/f*’“(avfflav~-~vf*’€“a)\/-~~

Y AL AV A VERRAVE syt ))

= lim l[H((oz\/f*loc\/~~~\/f7k+104)\/(f*koz\/--~\/f72k+10z)v~~

n—oo M

R, (f7k<n71>06 NIV, f*kﬂ«kla)):l

. —kn+1
— Iim kH(aV---V f )
n—oo nk

= kh(f, o).

k h(f*) h(f*)
Entonces h(f", a) < R y por lo tanto h(f) < =—.
De donde kh(f ) h(f*).
Por otro lado,

O[\/fila\/"'\/finl“i»la: (Oé\/fikav...fi(nil)k&)\/
(f—la\/,..\/f—k+1a)\/...\/(f—(n—l)kav._.vf—nk—&-la).

Y dado que para todas «, 8 cubiertas se cumple que o < oV 3, tenemos
que

a\/f—ka\/...\/f—(n—l)ka < a\/f_loz\/---\/f_"k'Ha,
y entonces «aV (fk')_lav.-.\/ (f’f)—"“a <aVflav...v Rty
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Por lo tanto

H(Oz\/(fk)—la\/...\/(fk)—n+la) SH(O[\/f_la\/“'\/f_mH—la),

entonces
ky—1 ky—n+1 -1 —nk+1
lim H(aV (f") " aVv---V(f%) a)glim H(aV f~aVv---Vf oz)7
h(f", )
de donde a— < h(f,a).
Por lo que

h(f*, a) < kh(f,a) < kh(f), y esto implica que h(f*) < kh(f).

Asf h(f*) = kh(§). O

Corolario 2.11. Si f es homeomorfismo, entonces h(f*) = |k|h(f) para
toda k € Z.

Demostracion. Como f es un homeomorfismo, tenemos que f* es un ho-
meomorfismo y por la proposicién 2.9 sabemos que h(f~* a) = h(f*, a),
para toda k € N.

Por lo tanto h(f~%,a) = h(f*,a) = kh(f,a) = | — k|h(f~1, a).

Ahora, en el caso en que k = 0, sabemos que f° es la funcién identidad y
por el ejemplo anterior tenemos que h(f%) = 0.

Por lo tanto, h(f*) = |k|h(f), para toda k € Z. O

Teorema 2.12. Sean X, Y dos espacios topoldgicos compactos y
f: X—>Xyg:Y =Y continuas. Sea ¢ : X =Y tal que p(X) =Y y
po f=goyp. Entonces h(g) < h(f).

1

Demostracion. Sea o una cubierta de Y, entonces ¢~ "« es una cubierta

de X.
Ademsds, como o f = g o ¢ tenemos que, @ o fF = gF o .

X—X——X - X—>X
Y——Y —/—Y Y —Y

g g g9
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por lo que f~% o™t = =1 0 g7F, entonces, utilizando la parte (iii) de la

proposicién 2.5 tenemos que:

H(aVglav..-vgntla)

h(g,a) = lim
n—oo n
H(po ! —n+1
_ g Pl eV vgtTa))
n—oo n

H(p taVvetglav. .. v tgntla)

= lim
n—oo n
. H(plav flotav...v frtlp=la)
= lim
n—oo n
= h(fu 90_10‘)

Por lo cual h(g,a) = h(f, ¢ ta) < h(f), y por lo tanto h(g) < h(f). O

Corolario 2.13. Con las hipdtesis del teorema anterior, si @ es homeomor-
fismo entonces h(f) = h(g).

Demostracion. Si ¢ es homeomorfismo, entonces ¢ es suprayectiva y por el
teorema anterior tenemos que h(g) < h(f).

Ademss si ¢ es homeomorfismo, entonces ¢! es continuay ¢ ~tog = fog™!,
por lo tanto, andlogamente al teorema anterior, podemos demostrar que

h(f) < h(g).
Por lo tanto h(f) = h(g). O

1

Teorema 2.14. Sean f : X — X yg:Y — Y dos funciones topoldgica-
mente conjugadas, entonces h(f) = h(g).

Proposicion 2.15. Si f : X — X es una funcion continua y Y C X es un
conjunto cerrado e invariante bajo f, entonces h(fly) < h(f).

Demostracion. Sea o una cubierta abierta de Y, para toda A € « existe C
abierto en X, tal que A=CnNY.

Entonces v = {C; | C;NY = A;,A; € a} UX \'Y es una cubierta de X.
1

Consideremos ¢ = fly, y tomemos A€ aVg laVv---Vg " a con
A # &. Entonces existen n conjuntos, Dy, D1,...,D,_1 en v de tal ma-
nera que

A=(DonY)Nng Y (DinY)Nn---Nng " (D, NY).

Ahora, Y es invariante bajo f, esto implica que f(Y) C Y, y entonces
D;# X\Y conje{0,...,n—1}.
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Adem3s para cada j tenemos que:
g7(D;NY) = (fly)(D;NY) = f7/(D;NY)NY = f(Dy)nf~7(Y)NY,

Pero f(Y)CY,porloqueY C f~ (Y) y por lo tanto f~4(Y)NY =Y.
De donde se sigue que g7 (D; NY) = f/(D;)NY.
Entonces,

A= (DonY)Nng ' (D1NY)N---ng "D, 1 NY)
=DonYNfYD)nYyn---nf (D, 1)NnY
= (Do N fH (D) NN fHH(Dp)) MY
=BNY,

donde B es un elemento de la cubierta (yV f~ty V.- v f7Fly).
De donde podemos concluir que

N(aVgltav--vg ™a) <N(yV fly v v frily),
y entonces
H(aVgltav---vg o) <HHV flyv...v iy,

Por lo tanto h(g, a) < h(f,7) < h(f)
De donde se sigue que h(g) < h(f). O

Teorema 2.16. Sea [ una funcion continua, entonces h(f) = h(flas))-

Demostracion. Por lo visto en el capitulo 1, sabemos que Q(f) es un con-
junto cerrado e invariante, entonces por la proposicién 2.15, tenemos que
h(f) = h(flacs))-

Para la desigualdad faltante, tomemos « una cubierta abierta de X. Se
tiene entonces que a 'V ---V f~""la es también una cubierta de X.

Tomemos 3,, una cubierta minima de Q(f) extraida de aVV---V f~"*Hla.

Como 3, es cubierta de Q(f) tenemos que X \ Upc, B es un conjunto
compacto formado por puntos errantes.

Por lo tanto podemos cubrir X\(Jp. . B con una cubierta finita de abier-
tos errantes cada uno de ellos contenido en algin elemento de
aV---V f7" o, Sea esta cubierta 7.

Entonces I' = 3, Uy es una cubierta de X que refinaaa V.-V f~"

Es claro que H}“n T)=TVvf"TVv.--V f~ME=DD eg también una cu-
bierta de X, y cada elemento de H]’?n (T') se ve de la forma ﬂf;ol f(Cy)
con C; €T.
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Observacion. Si Cr = Cj conr < j, entonces si x € ﬂf;ol f7™(C;) tenemos
que z € f~"(C,) y x € f~"(C,), por lo tanto f""(x) € C, y f¥(x) € C,.
Pero frU=")(f"(z)) = f™(z) € C, y entonces f™ (z) € C.N fPU=)(C,) y
por lo tanto C,. es un abierto que es no errante, lo cual implica que C). € (,,.

Ahora, no todos los C; pueden estar en y. Sean m = card(y) y j igual
al namero de C;’s tal que C; es errante, entonces 0 < j < m , entonces
hay (’]") posibilidades de escoger un subconjunto de v de j elementos y hay
kk—1)---(k—j+1) = ﬁ formas de arreglar estos elementos con el
resto de los C;’s en (3,.

Por lo tanto N(H}.(D)) < 372, () - K card(B,)*7 y como

(k—i)!
(kﬁi'])‘ <K <EkEm™y (T) < m! tenemos que

N(H(5.(T)) <> ml- k™ - card(B,)"
j=0

) <log[(m +1)!- k™ - card(B,)"]

) <log(m 4 1)! + log(k™) + log card(S, )"
)

)

De donde

|
h(f",T) < lim log(m 4 1)! 4+ mlog k + klog card((,)

k—oo k

= log card(fy,).
Ahora, por la demostracién del teorema 2.10 tenemos que
h(f" oV flav.---v 7" a) = nh(f", a)

para toda n € N y para toda « cubierta.
Ademiés, oV ---V f7" o < T

Por lo cual A(f™,aV---V f""ta) < h(f™,T).
Por lo tanto

h(f, o) = %h(f",a\/ cV M) < BT < %logcard(ﬁn).
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De donde

(o V-V T alg)

1 —nt1 H}L\nm
h(f,a) < ﬁlogN(a\/' -V f lagr) = -

Tomando el limite cuando n — oo tenemos que

h(f, o) < h(flag), alac) < h(flag)
Por lo tanto h(f) < h(f|acs))- O

Observacion. SiY C X es cerrado e invariante y tal que Q(f) C Y tenemos

por la proposicién 2.15 que h(f|op)) < h(fly) y h(f1Y) < h(f) = h(flacs))-
Por lo tanto h(f) = h(fly).

Proposicién 2.17. El conjunto Q(f) estd contenido en el conjunto

Y =N F1X).

Demostracion. Tomemos x € X \Y; esto quiere decir que x & (o, f*(X).
Seam =min{n e N|z ¢ f"(X)}.

Como X es compacto, entonces f™(X) también es compacto. Entonces,
existen U, V abiertos ajenos tal que x € U y f™(X) C V. Ahora por
ser m el minimo tenemos que z € f™ 4(X) con i = 1,...,m, por lo
tanto fi(z) € f™(X) C V, con i = 1,...,m, de lo cual se tiene que
W =Un (N, f~%(V)) es una vecindad abierta de x.

Observacion. Si i < m entonces, por la definicién de W, f{(W) C V.

Si i > m tenemos que, f{(W) C f{(X) = fm(fi=™(X)) C f™(X)CV.
Por lo tanto f(W) C V, para todai. Y dado que U y V son ajenos, tenemos
que f*(W)NW = @ para toda i, esto implica que W es una conjunto errante,
y de ahi que = & Q(f).

Delo cual X \'Y C Q(f)¢ y por lo tanto Q(f) C Y. O

De esta proposicién se desprende facilmente que h(f‘ﬂ;”il si(x)) = h(f).

Proposicién 2.18. Sea f : X — X una funcion continua. Si existen
Ay, As, ..., A subconjuntos cerrados y ajenos de X, tales que

AT UAsU---UA, C f(A)NF(A) NN f(Ag),
entonces h(f) > log(k).

Demostracion. Tomemos O1, Oo, ..., Oy subconjuntos abiertos ajenos en X
de tal manera que A; C O; con 1 <i < k.
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Consideremos Op41 = X \ (A1 UA2U--- U Ay).
Entonces o = {01,003, ...,0k11} es una cubierta abierta de X.

Dada n € N, el conjunto I' = {Z = (z1,22,...,2p) | x; € {1,2,...,k}}
tiene cardinalidad k™.

Como A UAyU---UA, C f(A1) N f(Az)N---N f(Ag), entonces para
cada z € I, el conjunto

Ez={peX|peA,, flp)€As, . ... Hp) €A}

es distinto del vacio.
Ademas cada punto en este conjunto esta contenido en

Owl n fﬁl(sz) n---nN fﬁn+1(0$n);
y éste es el tnico elemento de a V f~ta VvV ---V f~" o que lo contiene.

De donde se sigue que N(aV f~taVv---v f7" o) > k",
Por lo tanto h(f,«) > log(k), y entonces h(f) > log(k). O

2x six e [0, %]
1

Ejemplo 2.10. Consideremos la funcién T'(x) = ) L2
2—-2x sixe [5, ]

Tomemos T2(z)

3
1 1

Nl

!
T
1
4

Si hacemos A = [0, %] y Ay = [%, 1], tenemos que A; y As son ajenos,
y ademas:

rar (o)) (e (b)) (o)) -0
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ray - (2] - (s () -2 (b)) o

Por lo tanto Ay, Ay CT(A1) NT(Ag) coni=1,2.
Entonces por la proposicién anterior tenemos que h(T?) > log(2) > 0, y por

el teorema 2.10 se cumple que h(T) = h(TTZ) > 0.
Por lo tanto h(T) > 0.

Proposicion 2.19. Si f: [ — I tiene una orbita de periodo tres, entonces

h(f) > 0.

Demostracion. Tomemos una érbita de periodo tres de f, entonces dicha
orbita es de cualquiera de las dos formas siguientes,

Supongamos que es de la primera forma. Llamemos I = [a,b] y J = [b, ¢].
Como I UJ C f(J), entonces existen A; C J intervalo cerrado tal que
f(A1) =TuJy Ay C J intervalo cerrado tal que f(A2) = A;. Observemos
que c € Ay ya que f(c) =a & A.

Por tltimo, como J C f(J) entonces existe Az C J tal que f(A3) = As,
ademds J C f(I) y entonces, existe By C I intervalo cerrado, tal que
f(Bs3) = Ay. Observemos que b ¢ As y b &€ Bz ya que f(b) = c & Ay. Por
lo tanto A3 N By = @.

Ce Ceo Co Co
A \/;\/: V
Az
b]ﬁ‘\:4 ) \34 p’ b
Bs| .~
P ° ° y &
a a a a

Entonces f?(A3) = f*(42) = f(A1) = TUJy f2(Bs) = f*(As) =
f(A)=T1UJ.

Por lo tanto A3 U By C T UJ = f3(A3) N f3(B3). Entonces por la
proposicién 2.18 tenemos que h(f3) > log(2). Por lo cual h(f) > % > 0.



2.3. ENTROPIA DE UNA FUNCION 39

Para el caso en que la orbita es de la segunda manera la demostracién
es andloga al caso anterior, aunque en este caso A; se toma en I. O

Proposicion 2.20. Si f: I — 1 es una funcion transitiva, entonces
h(f) > 0.

Demostracion. Supongamos que h(f) = 0.

Como f es transitiva, sabemos por el teorema 1.11 que existe z € I, tal
que o(z, f) es densa en I. Entonces para todo A C I tal que int(A) # &,
existe x € A tal que o(z, f) es densa en I.

Paso 1. f tiene un punto fijo en (0,1).

Supongamos que no, entonces f(x) < x para toda = € (0,1) o f(z) > =
para toda z € (0,1).

a) Si f(x) < x para toda = € (0,1), entonces para toda n € N tenemos
que f*ti(z) < f*(z), y por lo tanto lim, .. f*(z) = 0 para toda
z € (0,1). Esto implica que o(z, f) es asintéticamente periddica para
toda x € (0,1), lo cual quiere decir que, para toda = € (0,1), 2 no tiene
orbita densa. Lo cual es una contradiccién.

b) Si f(x) > =z, podemos concluir, andlogamente al caso anterior que
lim;,, o f™(x) = 1 para toda z € (0,1), y entonces al igual que ante-
riormente, o(z, f) no es densa para toda z € (0,1).

Por lo tanto, existe z € (0,1) tal que f(z) = 2.
Paso 2. Si tomamos w # z € (0, 1), entonces f(w) # z.

Supongamos que existe w € (0,1), tal que w # 2z y f(w) = z. Como w # z,
entonces w < z 0 w > z. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
w < z.

Consideremos el intervalo [w, z], sabemos que existe = € [w, 2] tal que x
tiene érbita densa. Entonces existe m € N tal que 0 < f™(z) < w.

Por otro lado f(w) = z = f(z) implica que f™(w) = f™(z), en particular
fm(z) = (w).

Ademads como f es continua, sabemos que existe § > 0, de tal manera
que, para toda t € (x — §,z + J), se cumple que f™(t) < w.

Tomemos Ay = [w,z — 8] y Ay = [z + §, z]. Entonces [w, z] C f™(A1) y
[’LU, Z] - fm(A2)

Por lo tanto A; U Ay C [w,z] C f™(A41) N f™(Az2). Y por la propo-
sicién 2.18 tenemos que h(f™) > 0, y entonces h(f) > 0. Por lo tanto la
afirmacién queda demostrada.
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fm

Z o> 2
z+0

X
o

v
w w
fm(z)
0 0

Observacion. Por la afirmacién anterior, es claro que no existen
s #t € [0,z] tal que f(s) < z < f(t), ya que si existieran, por el teo-
rema del valor intermedio, tendriamos que habria r en (s,t) o en (¢,s) de
tal forma que f(r) = z.

Consideremos los intervalos Iy = [0,2] y Iy = [z,1]. La afirmacién
anterior implica que f(Ip) C Iy o f(lo) C I, pero ademéds f es transitiva,
por lo cual f(Iy) C I;. Anélogamente f(I1) C Io.

Ahora, f(Io) C I y f(I1) C Iy, implica que f2(Iy) C Ip y f*(11) C I1.
Por lo tanto, para toda n par f"*(ly) C Iy y f™(I1) C I;, y para toda n
impar fn(Io) - .[1 y fn(Il) = I().

Sea z € Iy tal que o(x, f) es densa en I. Toma y € int(ly) y € > 0 de
tal manera que (y — €,y + €) C Iy, entonces como o(z, f) es densa, existe
ng € N tal que f™(x) € (y — e,y +¢).

Como para cada k impar tenemos que f*(z) € I;, entonces ng es par.
Por lo tanto existe m € N tal que f2™(z) = (f?)™(x) € (y — &,y +¢€), esto
implica que o(z, f2) es densa en Iy. Por lo tanto f2 : Iy — I es transitiva.

Al igual que antes, se puede demostrar que existe z; € int(Ip) = (0, z)
tal que z; = f?(z1), y ademéas para todo w € int(Iy) con w # 21 tenemos
que f2(w) # 1.

Ahora, como f2(z) = 2z y f%(21) = 21 tenemos que f2([z1,2]) = [21, 2].

Tomemos = € (z1, 2) tal que o(z, f) sea densa en I, entonces o(z, f?) es
densa en Iy, y como para toda n € N f2*(z) = (f?)"(z) € [21,2]. Por lo
tanto

Iy = o(x, f?) C [z, 2]
Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto h(f) > 0. O

Por el teorema anterior podemos concluir que si una funcién definida en
algun intervalo de los reales es cadtica, entonces tiene entropia positiva.
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Es posible demostrar que en el intervalo, si una funcién f tiene entropia
positiva, entonces existe D C I cerrado de tal manera que f es cadtica
en D. La demostracion de la afirmacién anterior se puede encontrar en
Block y Coppel [3]. Cabe mencionar que, aunque la definicién de caos dada
por Block y Coppel es distinta a la presentada en este trabajo, ambas son
equivalentes en el intervalo.






CApriTULO 3

LA FUNCION CORRIMIENTO

En el capitulo pasado presentamos la nocién de entropia topolégica y vimos
que puede ser cualquier valor real positivo o incluso infinito, sin embargo,
a excepcién del ultimo ejemplo, todos los ejemplos dados fueron funciones
con entropia cero.

Dedicaremos este capitulo a la construccién de espacios, donde para cada
k € N, la funcién a la que llamaremos “funcién corrimiento” restringida a
dicho espacio, es un ejemplo de una funcién con entropia mayor o igual que
log(k).

Ademis los espacios mencionados anteriormente pueden ser vistos como
espacios invariantes del Cubo de Hilbert, por lo cual concluiremos que la
“funcién corrimiento” en el Cubo de Hilbert resulta una funcién con entropia
infinita.

Definicién 3.1. Definimos Y5 como el espacio de sucesiones formadas con
entradas 1 0 0. Es decir 33 = {§ = (s¢s1...) | s; € {0,1}}.

Esto quiere decir que un elemento § € 35 es una cadena infinita de ceros y
unos.

Trataremos de dotar a X5 con una meétrica.
Consideremos:

LN st
dQ(S,t) :Z%.
=0

Observacién. Paratoda §,t € ¥y se tiene que |si—t;] < 1paratodai € N, de
oo 1
=0 27

lsi—ti 1 . . oo |si—t4]
tal manera que = < 5, y esto implica que } ;) S5 < 3

Por lo tanto da(3,1) = > 0, ‘32;” siempre converge.

43
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o oo N i—t; sy .
Proposicién 3.1. d(8,¢) = 2, |s’27,1‘ es una métrica en Y.

Demostracion.

1) Para toda pareja 5,t € ¥y tenemos que, |s; — t;] > 0 para toda i > 0.
Por lo tanto do(8,t) > 0 para toda §,t € Xs.

2) do(8,£) =0siysolosiy o BQ;” = 0siy sélosi|s; —t;| = 0 para toda
1 >0siysolosis; =t; paratodaiZOsiysélosiézf.

3) Para toda pareja §,f € s, y para toda i > 0 se cumple que,
|s; — ti] = |t; — si|, y entonces Y ;2 %%t’l =3 “1%" Y por lo

tanto do(8,1) = da(f, 5) para toda pareja 3,f € Xy.

4) Paratoda 3,t,7 € ¥, y para toda i > 0 sabemos que |r; — s;|+|s; — ;| >
|r; — ti], por lo cual,

o0 o0
ri — sl + [s;i — i |ri — i
> > 2> T
i=0 i=0
y entonces
o~ Iri—sil [ til o o [ — il
i~ S i — b i — b
P D D D Dl
i=0 i=0 i=0
Por lo tanto do(7,3) + da(3,1) > do(7,1).
Por lo tanto da(3,£) = > oy |Si2_,iti‘ es una métrica. O
Proposicién 3.2. Sean §,t € X, y supongamos que s; = t; para
i=0,1,...,n, entonces da(§,t) < 2%,

Demostracion. Si s; = t; para toda ¢ < n, entonces,

do(2.f) = o si — ti]  x= |si — i — |si — ti
26D =d —g— =) Tt X
i=0 =0

i=n+1
"0 Nt i— b = |si —t
S IE R P S}
i=0 i=n+1 i=n+1
=1 1
<2 5 % =
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Proposicién 3.3. Sea n € N, si do(3,1) <
1 <n.

2%, entonces s; = t; para toda

Demostracion. Supongamos que s; # t; para alguna j < n entonces,

do(s N > |Si—ti| _j71 |Si—t7;| 1 > |Sl—tl| > 1 > 1
250 =) "5 =) Tttt g ZpZa
i=0 i=0 i=j+1

Por lo tanto s; = t; para toda i < n. O

Proposicién 3.4. (Xa,d) es un espacio métrico compacto.

Demostracion. Recordemos que un conjunto K es compacto, si y soélo si,
todo subconjunto infinito de K, tiene un punto de acumulacién en K.

Sea E C 32 un conjunto infinito.

Dividamos a E en los dos conjunto siguientes:

Fo={3¢€ B |s=0},
E1:{§EE|80:1}

Dado que E es un conjunto infinito, podemos asegurar que, al menos uno
de los E; con ¢ = 0,1 es infinito. Sea este Ej,.
Podemos, a su vez, dividir a F;, en los conjuntos,

EioO = {§ € Eig ‘ S1 = 0},
Eiol = {<§ € Eig ‘ S1 = 1}

Y al igual que antes, sabemos que al menos uno de estos dos conjuntos es
infinito. Tomemos a E;,;, , €l subconjunto infinito de E;,.

Siguiendo este procedimiento inductivamente, obtenemos una sucesién
& = (igi1 .- %m,.-.) € Yo con la propiedad de que para cada m € N el
correspondiente conjunto Ej;,. i, C E es infinito. Probaremos que & es un
punto de acumulacién de F.

Sea € > 0, entonces existe m € N tal que 2},1 <e.

Como E;;, .4, es infinito existe y # &, tal que § € E;;,4,..4,, C E, lo
cual quiere decir que Z y g coinciden en las primeras m entradas, y entonces,
por la proposicién 3.2 sabemos que, da(Z,g) < 2%, <e.

Por lo tanto & es punto de acumulaciéon de E.
Por lo tanto ¥, es compacto. O
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Proposicién 3.5. (33,d) es totalmente disconezo.

Demostracion. Recordemos que un espacio X es totalmente disconexo si
para toda x € X, la componente conexa de x, es decir, el mayor subconjunto
conexo de X que contiene a z, es {z}.

Sea & € X5. Sea U un conexo tal que T € U, y supongamos que existe
4§ # & € U. Ahora & # ¢ implica que existe N € N tal que xny # yn.
Consideremos los siguientes conjuntos:

V ={8| sy =1},
W ={3| sy = 0}.

Tomemos ¢ € V, entonces txy = 1. Consideremos B . (t) entonces, si
2
7 e B%v (t), 7 coincide con t en las primeras N entradas. Por lo tanto
2

ry = 1. Entonces, para toda ¢ € V tenemos que B t) CV.
Por lo tanto, tenemos que V es abierto. ’
Analogamente podemos demostrar que W es abierto.
Ademés claramente V U W = X, por lo cual sabemos que d C VU W.
Y como VNW = &, entonces V y W son conjuntos cerrados, por lo
cial VNW=g=VnW.
Por lo tanto V' y W forman una disconexién de U, lo cual es una contra-
diccién. Por lo tanto la componente conexa de cualquier x € 35 es {z}.
Por lo tanto Y5 es totalmente disconexo. O

Proposicion 3.6. Todo punto en Xo es un punto de acumulacion de Xs.

Demostracion. Sean § € Yg y € > 0.
Consideremos B.(5), sabemos que existe m € N tal que B_1 (8) C B.(3).

o

Tomemos ¢ € Xy asi:

{= (5051 -+ Smbmt1.--) con  tymi1 # Smy1
Entonces ¢ € B(5)\(8). Por lo tanto 3, es punto de acumulacién de 5. O
Teorema 3.7. 5 es homeomorfo a un conjunto de Cantor.
Demostracion. Se sigue de las proposiciones 3.4, 3.5 y 3.6. O

Definiciéon 3.2. Definimos a la funcién corrimiento como oy : g — g
dada por 05(8) = 02(sgs152...) = (518283 ...).
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Proposicion 3.8. La funcion oy : Yo — X9 es continua.

Demostracion. Sean € > 0y § € Xy, Existe n € N tal que % <e.
Tomemos § = 2"%

Sea t € ¥y tal que d2(§,f) <46 = %%7 esto quiere decir por la propo-
sicién 3.3 que s; = t; para toda i < n 4+ 1, por lo tanto o2(8) coincide
con oo(t) en las primeras n entradas, y entonces por la proposicién 3.2
d2(0’2(§),0’2(£)) < 2% <e. O

Recuérdese que Per(o2) denota al conjunto de todos los puntos periddicos
de g2.

Proposicién 3.9. El conjunto Per(os) es denso en 3s.

Demostracion. Tomemos un punto § € g, § = (s9s182...). Tenemos
que encontrar una sucesiéon {f,} de puntos periédicos en ¥ bajo o que
converjan a §.

Consideremos ¢, = (S051-.-SnS0S1.-.SnS0---), es decir, t, estd formado
por bloques de las primeras n entradas de §. Nétese que &, es un punto de
periédo n. Entonces £, coincide con § en las primeras n entradas, y por la
proposicién 3.2 tenemos que dy(t,,5) < 2% para toda n € N.

Por lo tanto lim,, .o t,, = 8.
Por lo tanto Per(os) es denso en ¥s. O

Proposicion 3.10. o5 es sensible a condiciones iniciales.

Demostracion. Tomemos § = % y sean & = (zor1z2...) € Y2 yn € N.
Consideremos B ().

Tomemos 2 € B (%) tal que Zni1 # zn41, entonces da(03 (%), 03 (2)) = i
Por lo tanto o5 es sensible a condiciones iniciales. O

Proposicion 3.11. o5 es una funcion transitiva.

Demostracion. Sean &,§ € Yo y 1,2 > 0. Consideremos Be, (Z) v Be, (9)-
Existen n y m € N tales que B 1 (2) C B.,(§) y By () C B, ().
Tomemos § € Xg asl:  § = (LoT1%2 ... TnYol1Y2 -« - Ym - - - )-

Entonces § coincide con Z en las primeras n entradas, y por lo tanto
$€ B (%) C B, (2). Ademds o7 (8) = (Yoy1¥2 - - -Ym - .. ). Por lo tanto
op*1(8) coincide con § en las primeras m entradas, y entonces
05(8) € B (§) C Be,(9).

Asi, Ungl(Bm(f%)) N B, (9) # 2.

Por lo tanto o es transitiva. O
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Teorema 3.12. 05 : X9 — Yo es una funcion cadtica.

Demostracion. Se sigue inmediatamente de las proposiciones 3.9, 3.10 y 3.11.
O

Proposicién 3.13. h(o3) > log(2).
Demostracion. Considera los conjuntos
A={t €%y |ty =0},
B:{£EEQ ‘t():].}

Como vimos en la proposicién 3.5 A, B son abiertos y ¥ C AU B, entonces
a = {A, B} es una cubierta abierta de X5 con cardinalidad 2. Por lo tanto

H(a) = log(2).
Observemos que

oM A) ={teS|t1 =0} y o {(B)={tecSy|t; =1}

Entonces,

ANoyHA)={ieSy|to=0 y t;=0}={feZo|i=(00tst3...)}.
ANnoy"(B)={t ey |tg=0 y t1=1}={t €Ty |i=(0ltats...)}.
Bnoy (A)={feSy|to=1 y t,=0}={f ey |i=(10tt5...)}.
Bnoy,'(B)={teSy|to=1 y t1=1}={i€ Sy |l = (11tat3...)}.

Por lo tanto a V o5 'a consta de cuatro elementos. Ademds es claro que si
~ es un subconjunto propio de oV O’;la, entonces v no es cubierta, por lo
cual N(aV oy 'a) =4,y entonces, H2, = log(2).

En general, para cualquier n € N, tenemos que

o7 M(A) = (i€ [ta =0} y o5"(B) ={f €D |ty =1}.
Entonces, si
Aioiﬂzmin = {'E € 3o I to = 10,1 = 11,...,tp = in},

tenemos que a V nga \VARRRY, U{"H = U{Aipir...in -

Al igual que antes, necesitamos a todos los elementos de a V -+ - V 0371a
para formar una cubierta de X.

Por lo tanto N(a'V ---V o, ") = 2", y entonces H} (o) = log(2").

Por lo cual h(f,a) =1log(2), y esto implica que h(f) > log(2). O
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Definicién 3.3. Sea k € N, entonces podemos definir andlogamente a 3o,

al espacio
R 1 2 k
Zk—{S—(Sosl...)S]'E{k,k,...,k}}.

Si tomamos -
o st
dk(S,t) = Z %

i=0

Entonces, como |s; —t;| < 1 para toda 4, dj, siempre converge, y por lo tanto,
por la proposicién 3.1, di es una métrica en Xj.

Ademas es inmediato ver que dj cumple con las propiedades de las pro-
posiciones 3.2 y 3.3.

Proposicién 3.14. (X, di) es un espacio métrico compacto.

Demostracion. Sea E C ¥j, un conjunto infinito. Consideremos los siguien-
tes conjuntos:

E1:{§EE|80:;},

E2_{§€E|Sl_i},

k
Ek:{§EE|Sk:k}

Dado que E es un conjunto infinito, es claro que al menos uno de los con-
juntos anteriores es también infinito. Podemos repetir el proceso hecho en
la demostracion de la proposicién 3.4 para demostrar que E tiene un punto
de acumulacion Xy.

Por lo tanto X; es compacto. O

Proposicién 3.15. (X, dy) es totalmente disconexo.

Demostracion. Sean & € Xy y U un conexo que contiene a &, y supongamos
que existe § # & € U. Entonces existe N € N tal que xny # yn. Si
consideramos los conjuntos,

V={§62k|SN=$N} y
W={§Ezk|SN7£$N},
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tenemos que, igual que en la proposicién 3.5, V' y W forman una disconexién
de U.

Por lo tanto para toda x € X, el conjunto {z} es la componente conexa.
Por lo tanto Yj, es totalmente disconexo. O

Proposicion 3.16. Todo punto en X es punto de acumulacion.
Demostracion. La demostracién es analoga a la de la proposicién 3.6. [
Teorema 3.17. Xi es homeomorfo a un Cantor.

Demostracion. Se sigue de las proposiciones 3.14, 3.15 y 3.16. O

Definicién 3.4. Definimos a la funcién o : 3 — X, dada por
or((totita...)) = (t1ta...), como la funcién corrimiento en 3j.

Observacidon. oy, es una funcién continua. La demostracion es exactamente
igual al caso de 0.

Teorema 3.18. o : ¥ — X es una funcion cadtica.

Demostracion. Se puede demostrar andlogamente a las proposiciones 3.9,
3.10 y 3.11 que el conjunto de puntos periédicos de o es denso, y que oy
es una funcion transitiva y sensible a condiciones iniciales.

Por lo tanto o es una funcion cadtica. O

Proposicién 3.19. h(oy) > log(k).

Demostracion. Para cada i € {1,2...,k}, consideremos el siguiente con-
junto:
i

Ai:{f:(totl...)tozk}.

Entonces es claro que,

1) Para cada 1 < i <k, A; es un conjunto cerrado en Y.

2) AinA; =@ siysoélosii##j.

3) ox(4;) =Xy para toda i € {1,2...,k}.

Por lo tanto, por la proposicién 2.18, tenemos que h(o) > log(k). O

Definicién 3.5. Definimos al cubo de Hilbert como Q = H[O, 1].
=0
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Observacion. Sit € Q entonces t es de la forma ¢ = (tt; ...) con t; € [0,1].
De igual manera que en el caso de X5 dotaremos a Q con la métrica

o0

li — 5
):Z| 21‘8"

=0

>

d(s,

Definicién 3.6. Definimos o : (Q,d) — (Q, d) de la misma manera que en
Yo, es decir, o(t) = o(toty...) = (titz...).

Observacion. La funcion corrimiento en Q es continua y cadtica.
Teorema 3.20. o : Q — Q tiene entropia infinita.

Demostracion. Observemos que para cada k € N,como Xj es compacto,
entonces es un subconjunto cerrado de Q, y ademds o|y, = oy, entonces,
Yk es un conjunto invariante bajo o en Q. Entonces, por la proposicién 2.15,
para toda k € N, h(o) > h(o|g,) = h(oy) > log(k).

Por lo tanto h(o) = oco. O

Los espacios que hemos descrito junto con la funcién corrimiento, o,
forman lo que se conoce bajo el nombre de Dindmica Simbdlica. Esta es una
de las herramientas mas importantes en el estudio de los sistemas dindmicos
discretos.

Uno de los primeros lugares donde esta herramienta aparece es en el
estudio de la dindmica de las funciones fy = Az(1 — z) cuando A = 2 + /5.
Se puede demostrar (ver Devaney, pag. 38) que f) restringida al conjunto
{zo | o(xo, f) es acotada} es topoligicamente conjugada a og : Xy — 3s.

Este resultado junto con la proposicién 3.13 nos dice que si A > 2 + /5,
entonces h(fy) > log(2).






CapiTUuLO 4

UNA SEGUNDA DEFINICION

En este capitulo, veremos dos nuevas definiciones de entropia, una usando
conjuntos generadores, y otra usando conjuntos separados.

Estas dos nuevas definiciones estan limitadas a espacios métricos com-
pactos. Estas definiciones fueron creadas por Dinaburg y Bowen, aunque
fue Bowen quien después las extendié a espacios métricos no necesariamente
compactos.

Demostraremos tanto la equivalencia entre las dos definiciones dadas en
este capitulo, como la equivalencia entre éstas y nuestra primera definicién,
con cubiertas abiertas, en espacios métricos compactos.

Veremos que nuestras dos nuevas definiciones estan expresadas en térmi-
nos de la métrica del espacio, lo cual nos permite obtener, de manera directa,
que la entropia de las isometrias es cero.

Veremos también que si tenemos dos métricas uniformemente equivalen-
tes, la entropia de una funcién es la misma.

Ademaés, demostraremos que un homeomorfismo del circulo unitario al
circulo unitario, y un homeomorfismo del intervalo unitario al intervalo uni-
tario tienen entropia cero.

Por ultimo demostraremos que una funcién definida en algin intervalo
cerrado de los niimeros reales con derivada continua tiene entropia finita.

En este capitulo X siempre denotara un espacio métrico compacto con
métrica d, y T : X — X una funcién continua.

Para cada n € N podemos definir la métrica:

dn(z,y) = mix {d(T"(x),T"(y))},

0<i<n—1

es decir, d,(z,y) es la mdxima distancia entre las iteraciones de = y y hasta
la iteracién n — 1.

53
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Proposicion 4.1. d, es, efectivamente una métrica en X.
Demostracion. Sean z,y,z en X y n € N.

1) Dado que d es métrica en X, tenemos que d(T"(x ) T'(y)) > 0 para toda
0 <i < n-—1. Por lo tanto maxoglgn,l{d(T’( ),T%(y))} > 0, y entonces,
dn(z,y) = 0.

2) d(T%(z), T'(y)) = d(T*(y), T*(z)) para toda i € {0,...,n — 1} ya que d
es una métrica, esto implica que,

max {d(T"(x), T ())}— méx {d(T"(y), T'(z))},

0<i<n—
por lo cual d,,(z,y) = dn(y, x).

3) Supongamos que = = y, entonces T*(x) = T(y) para toda 0 <i <n—1,
esto quiere decir que d(T"%(x),T%(y)) = 0 para toda 0 < i < n—1, por lo
tanto dy,(x,y) = 0.

4) Ahora supongamos que d,(z,y) = 0, entonces

o Six. Ad(T"(2), T (y)} =0,

y esto implica que d(T%(z),T%(y)) = 0 para toda i € {0,...,n — 1}, en
particular, d(x,y) = 0, y como d es métrica, esto quiere decir que = = y.

5) Para toda i € {0,...,n — 1} se cumple que
d(T*(2), T'(2)) < d(T*(x), T"(y)) + d(T"(y), T"(2)),
esto implica que

méix {d(T"(2), T'(2))} < méx {d(T"(z), T"(y))+d(T"(y), T'(2))}

0<i<n—1 <i<n—1
< i i i i .
i {d(T D) + i {d(T (), T'(2)
Por lo tanto d,, es una métrica en X. O

Observacion. Si Bl(z) denota a la bola de radio r con la métrica d te-
nemos que, y € Bdn(x) si y sélo si d,(z,y) < 7, esto es, si y sélo si
méxo<i<n_1 d(T(z), T (y)) < r, siy sélo si d(T%(x),T'(y)) < r, para toda
i=0,...,n—1,siysélosi T"(y) € BT(z)) para toda i = 0,...,n — 1,
siy sélo si y € T~4B3T(z))) para toda i = 0,...,n — 1 si y sélo si

y € Nisg TH(BHT ().
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Definicién 4.1. Sean € Ny ¢ > 0, decimos que F C X es un conjunto
(n,e,T) generador de X con respecto a T, si para toda x € X existe y € F
tal que d,(z,y) < €; es decir,

xcUBrw=U NTETw).

yeF yEF i=0

Si queremos hacer énfasis en la métrica a la cual nos referimos, podemos
decir que F' es un conjunto (n,e,T,d) generador de X.

Observacion. Noétese que, como X es métrico compacto, para toda € existe
F C X finito, tal que F es (n,e,T) generador de X.

En efecto, dado ¢ > 0, considérese la cubierta abierta {Bd" (z) | z € X}.
Como X es compacto, existen x1,...,zx € X tales que X C Bdn(z1) U
Bin(z9)U---UBY (1,). De donde F = {x1,...,7;} es un conjunto (n, e, T)
generador de X.

La definicién anterior nos dice que si F' es un conjunto (n,e,T) generador
de X, entonces para todo z € X existe un elemento y en F' de tal manera
que, hasta la iteracién n — 1, estos puntos no se separan mas de €.

Imaginemos que podemos distinguir dos érbitas o(z,T) vy o(y,T) en sus
primeras n iteraciones, s6lo cuando para alguna 0 < i < n — 1 se tenga
que d(T%(x),T%(y)) > . Entonces sélo verfamos una cantidad de érbitas
distintas igual a la cardinalidad de F'.

Definicién 4.2. Sean n € Ny ¢ > 0. Definimos r,(¢,T) como la minima
cardinalidad de cualquier conjunto F que sea (n,e,T) generador de X. Es
decir, 7, (¢,T) = min{card(F) | F es un conjunto (n,e,T) generador de X }.

Proposicion 4.2.

i) (e, T) < o00.

i1) Si ey < eg entonces r,(e1,T) > rp(ea, T).
Demostracion.

i) Se sigue de la observacién anterior.
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it) Sean s = r,(e1,T) y F = {y1,92,...ys} un conjunto (n,e1,T) gene-
rador de X con cardinalidad s, entonces,

X cUBh ) < B,
=1

i=1
por lo tanto {y1,...,ys} = F es un conjunto (n,e2,7T") conjunto gene-
rador de X.
De donde, r,(e1,T) > rp(e2,T). O
log ry, (e, T
Definicién 4.3. Sea ¢ > 0. Definimos 7(g,T) = lim sup ogri(e).
n—oo n

Observacion. Si e1 < e, entonces por la proposicién 4.2 (ii) tenemos que
rn(e1,T) > rn(e2,T), por lo tanto
logr,(e1,T)

lim sup > lim sup
n—oo n—oo

7

logr,(es,T)
n

y entonces r(e1,T) > r(e2, T).

Definicién 4.4. Definimos la nueva entropia como ent(T") = 1irr(1) r(e,T).
E—

Podemos escribir entq(T') si queremos hacer énfasis en la métrica.

Definicién 4.5. Sean n € N, ¢ > 0 y K un subconjunto de X. Decimos

que K es un conjunto (n,e) separado respecto a T, si dados x # y en K,
entonces d,(x,y) > e.

Observaciones.

1. Si F es un conjunto (n,e) separado respecto a T, entonces d,(z,y) > €
para toda x # y, de modo que para cada x € E el conjunto

n—1
() T"B(T'(x))
i=1

no contiene ningin otro punto de E.

2. Dado € > 0, existe m(e) € N tal que, si E es un conjunto (n, ) separado
respecto a T, entonces card(E) < m(e).

Sea E un conjunto (n,e) separado respecto a T'.

Consideremos a = {Bg;bz(x)}we X, entonces a es una cubierta abierta

de X, y como X es compacto, sabemos que « tiene una subcubierta finita,
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esto quiere decir que existen {1‘1,132,.. ,mt € X tales que
X cUr 1Bd"( ;). Entonces E C [J;~ 1B5/2( 1)

Supongamos que existen x # y € F tales que x,y € Bf?g (z;) para alguna
i€{0,...,m}.

Entonces dy(z,y) < dn(z, ;) + dn(25,y) < 5§+ § = €, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto cada bola en {BE /2} contiene a lo mas un
punto de E.

De donde podemos concluir, que la card(E) < m.

Definicién 4.6. Sean n € Ny ¢ > 0. Denotaremos a s,(¢,T) como la
méxima cardinalidad de cualquier conjunto E C X que sea (n, ) separado
respecto a T'.

Observacion. Por la observacién anterior s,(e,n) estd bien definido y es
finito.

Proposicion 4.3.
i) Dadas € >0 yn € N tenemos que ry,(e,T) < s,,(,T) < 1 (5, 7).
ii) Sie1 < eg entonces sp(e1,T) > sp(ea, T).

Demostracion.

i) Sea E un subconjunto de X (n,¢) separado de méxima cardinalidad,
es decir, card(F) = s,(g), y supongamos que existe x € X tal que
para toda y € E, x & EZ" (y). Esto implica que d,(z,y) > &, esto
quiere decir que F U {x} es un conjunto (n,e) separado respecto a
T con cardinalidad mayor a la de F, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto para toda x € X existe y € E tal que x € E?" (y). Esto
quiere decir que E es un conjunto (n,e,T') generador de X, y entonces
rn(e,T) < sn(e,T).

Para la siguiente desigualdad tomemos E un conjunto (n, ) separado
tal que card(E) = s,(¢,7) y F un conjunto (n, 5) generador tal que
rn(g,T). Definimos ¢ : E — F, escogiendo para cada x € E algiin
punto ¢(x) de tal manera que dy(z,p(x)) < 5. Nétese que, dado
que F' es un conjunto (n, §) generador de X respecto a T, siempre
existe p(x) con esta propiedad. Supongamos que existen z # y € E
tales que o(z) = p(y), entonces dn(z,y) < dn(, o(x)) + dn(0(2).3)
= dp(z, o(z))+dn(0(y),y)+ < 5+5 = . Lo cual es una contradiccion
ya que E es un conjunto (n,e) separado.
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Asi, ¢ es una funcién inyectiva y por lo tanto card(E) < card(F),
entonces s,(e,T) < r,(5,7).
Por lo tanto 7,(¢,T) < sn(e,T) < rn(5,T).

it) Sean €1 < g£2. Si E es un conjunto (n,ez) separado de cardinalidad
$n(g2,T) entonces d,(x,y) > €2 > €1 para todas ¢ y y en E, por lo
tanto E es un conjunto (n,e1) separado.

Por lo cual s,(e1,T) > s,(e2,T). O

Definicién 4.7. Sea ¢ > 0 definimos s(e,T) = limsu

Si queremos hacer énfasis en la métrica escribimos s(e, T, d).

log s, (e, T
Iogsu(e.T)
n

Proposicion 4.4. Sea T : X — X. Entonces las siguientes propiedades se
cumplen:

i) Sea € >0, entonces r(e,T) < s(e,T) <r(5,T).
it) Sie1 < g entonces s(e2,T) < s(e1,T)
iii) lime_, s(e,T) = lim. o 7(e,T) = ent(T")
Demostracion.
i) Se sigue inmediatamente de la proposicién 4.3 (4).
it) Se sigue de la proposicién 4.3 (ii).

i11) Del inciso (i) de esta proposicién sabemos que r(e,T) < s(e,T) <
r(5,T). Tomando el limite cuando ¢ tiende a 0 tenemos que ent(7") <
lime_,o s(e, T) < ent(T).

OJ

Lo anterior nos prueba que es lo mismo definir la entropia usando con-
juntos generadores o conjuntos separados.

Teorema 4.5. SiT : X — X es una isometria, entonces ent(T) = 0.

Demostracion. Como T es una isometria tenemos que d(T%(x),T(y)) =
d(x,y) para toda i € N, y entonces d,(z,y) = d(z,y) para toda n € N. Por
lo tanto dada € > 0, si E es un conjunto (n,e) separado, entonces F es un
conjunto (1,¢) separado, para toda n € N. Entonces s, (¢,T) = s1(e,T).
Por lo tanto limsup,, ., w = limsup,,_, M =0.

Entonces ent(T") = 0. O
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Definicién 4.8. Decimos que dos métricas dy y do en X son métricas
uniformemente equivalentes si

id : (X,dl)—>(X,d2) y idl(X,dg)H(X,dl)
son continuas.

Observacion. id : (X,d;) — (X, dy) es uniformemente continua si y sélo si
para toda € > 0, existe & > 0 tal que da(f(x), f(y)) < e para todas x y
y € X que cumplan que d;(z,y) < 6. Entonces si dq(z,y) < 0, tenemos que
da(z,y) < e. Por lo tanto si y € Bgl (z), tenemos que y € B (x). Esto
quiere decir que Bgl () C B (x).

Como la funcién id : (X,dz) — (X,d;) también es uniformemente con-
tinua, andlogamente para toda BZ(z) podemos encontrar v > 0 de tal
manera que B3 (z) C B (z).

Por lo tanto dos métricas son uniformemente equivalentes si, para cada
1 > 0 existen e3 > 0y 3 > 0 tales que B (z) C B2 (z) C B3 (x).

Teorema 4.6. Si d y d' son dos métricas uniformemente equivalentes, en-
tonces enty(T) = entq (T).

Demostracion. Sea €1 > 0, y tomemos g5 y €3 de tal manera que si

d'(z,y) < ez, entonces d(r,y)<e1, ysi
d(z,y) < e3, entonces d'(z,y) < ea.

Tomemos F' un conjunto (€2, Ty ) generador, entonces dada = € X, existe
y € F tal que d,(z,y) < &2, esto implica que

i {d/(T(@). T )} < &2,

y entonces
ix d(T'(x),T'(y)) <
Oinngaf—l ( (.%‘), (y)> = €1,
y por lo tanto d,(z,y) < e;.

Por lo tanto, F' es un conjunto (e1,Ty) generador de X, y entonces
rn(e1, T,d) < rn(eq,T,d"). Andlogamente r,(eo,T,d) < ry(e3,T,d). De
donde podemos concluir que r(e1,T,d) < r(es, T,d") < r(es, T,d).

Ademas, si €1 tiende a cero, entonces, 5 también tiende a cero, y enton-
ces €3 también tiende a cero.

Por lo tanto, enty(T") < enty (T') < entq(T). O
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Nuestra siguiente meta es demostrar que la entropia, ent(T"), definida
con conjuntos separados o con conjuntos generadores es equivalente a la
entropia, h(T"), definida con cubiertas abiertas. Para ello es necesario definir
el concepto de numero de Lebesgue que veremos a continuacién, asi como
algunos teoremas alrededor de este concepto.

Definiciéon 4.9. Sea X un espacio métrico compacto y U una cubierta
abierta de X. Decimos que § = (i) > 0 es un numero de Lebesgue para
la cubierta U si la cubierta abierta V = {Bjs(z) | x € X} es mds fina que
U (U < V). Es decir, para toda = € X existe U € U de tal forma que
Bs(z) C U.

Proposicién 4.7. Si X es un espacio topoldgico compacto, entonces toda
cubterta abierta de X tiene niumero de Lebesgue.

Demostracion. Supongamos que existe U cubierta abierta de X tal que U
no tiene niimero de Lebesgue.

Tomemos {Uy, ..., Uy, } subcubierta finita de /. Como U no tiene nimero
de Lebesgue, entonces para toda n € N existe 2, € X tal que By, (7,) no
esta contenida en U; para ninguna ¢ =1,...,m.

Consideremos la sucesién {x,,}52 ;. Como X es compacto, sabemos que
{2, }22, tiene al menos un punto de acumulacién. Llamemos a este punto
x.

Ademéds, que {U, ..., U, } sea cubierta, implica que x € U; para alguna
it =1,...m. U; abierto quiere decir que existe € > 0 tal que B.(z) C Us;.

g

Tomemos n € N lo suficientemente grande para que % < 5. Encon-

tremos 7 > n tal que x, € Bz(r). Ademis x, € Bi(x,), por lo tanto
Bl/r(l'r) N BE/Q(‘r) 7é .

Por otro lado 1 < £, y esto implica que By (1) C B.(z) C U, lo cual
es una contradiccién.

Por lo tanto toda cubierta abierta de X tiene un ntmero de Lebesgue.
O

Definicién 4.10. Sea A un subconjunto de un espacio métrico compacto
X. Definimos el didmetro de A como didm(A) = sup{d(x,y) | z,y € A}.

Observacion. Si X es compacto, entonces didm(X) < oo y por lo tanto
didm(A) < didm(X) para todo A C X.

Definicién 4.11. Sea X un espacio métrico compacto y a una cubierta de
X, definimos el didmetro de o como didm(«) = sup{didm(A) | A € a}.
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Proposicién 4.8. Sean o, v cubiertas de X y §y un nimero de Lebesgue
de 7y tal que didm(o) < 6., entonces, v < .

Demostracion. Sea A € o, entonces didm(A) < 0., ya que didm(a) < 0.
Tomemos = € A, y consideremos B; (x). Dado que didm(A) < d,, tene-
mos que A C Bs_ ().

Ademéds, sabemos que {B; () | * € X} refina a v, lo cual implica que
existe C' € v de tal manera que Bs_ (x) C C.

Por lo tanto, tenemos que A C Bs., (x) € C, de donde v < «. O

Teorema 4.9. Sea X un espacio métrico compacto. Si {a,}52, es una
coleccion de cubiertas abiertas de X tal que didm(a,) — 0 cuando n — oo,
yT:X — X una funcion continua, entonces h(T) = lim,_o h(T, o).

Demostracion. Supongamos que h(T) < oo.

Tomemos € > 0. Como h(T) = sup{h(T, ) | o es cubierta de X}, tenemos
que existe v cubierta de X tal que h(T,~) > h(T) —e.

Sea ¢ > 0 un ntmero de Lebesgue de 7.

Dado que lim,,_, o didm(a,,) = 0, existe N € N tal que si n > N tenemos
que didm(a,) < d, y entonces, por la proposicién 4.8 sabemos que , v < a,.
Por lo tanto, para toda n > N se cumple que:

h(T) > h(Tv an) > h(T’ 7) > h(T) -¢,

y entonces, lim,, o A(T, a,,) = h(T).

Ahora, supongamos que h(T) = oco.

Tomemos M € R, M > 0. Como h(T) = oo, tenemos que existe 7 cubierta
abierta de X tal que h(T,~) > M, y andlogamente al caso anterior, existe
N € N tal que si n > N, entonces M < h(T,~) < h(T, «y); y por lo tanto
lim,, o0 A(T, ary,) = 0. O

Teorema 4.10. Sea T : X — X una funcién continua:

i) Sia es una cubierta abierta de X con un nimero de Lebesgue &, enton-
ces:

N(avT lav---vT " o) <r, (gT) < sy (Z,T)

it) Sie > 0y~ es una cubierta abierta de X tal que didm(vy) < e, entonces:

rn(e,T) < sp(e,T) < N(yV T lyv...v T7”+17).
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Demostracion.

i)

Sea F' un conjunto (n, g) generador de X de minima cardinalidad, es
decir, card(F) = r,(3,T).

Ahora, F es un conjunto (n, g) generador de X, por lo cual sabemos
que:

x= ﬁ T~'Bs(T'(x)).
zeF =0

Por otro lado como ¢ es un nimero de Lebesgue de a, tenemos que
para toda 7, existe A € « tal que B%(T’ (z)) C A, entonces para toda

i €{0,...,n—1} tenemos que T*i(Bg (T (x)) C T~(A) para alguna
A € a, por lo cual

n—1
7B
i=0

Por lo tanto N(aV --- VT " la) < Tn(g,T) < sn(%vT)'

(T'(z))) Cc B€ (avT tav. - -vT " q)

[V

Sean € > 0 y v una cubierta abierta tal que didm(y) < e.

Tomemos C € (y VT 1y V... VT "ly) esto quiere decir que C es
de la forma Co NT~Y(Cy) N ---NT~"H(C,) con C; € v. De aqui
que C C Cy, y como didm(Cy) < €, tenemos que didm(C) < €, por
lo tanto para todas z,y € C, se cumple que d(z,y) < €. Ademsds,
d(T'(z),T%(y)) <epara 0 <i<n-—1

Por lo tanto si E es un conjunto (n, £) separado, se tiene que C contiene
a lo mas a un elemento de E.

De donde podemos concluir que, s,(g,T) < N(yV .-V T " ly),
Por lo tanto 7,(¢,T) < 8,(6,T) < N(y VT 1y V... vTHly),

Proposicién 4.11. h(T) < ent(T).

Demostracion. Sea {an,}5°_; una coleccién de cubiertas abiertas de X tal

que

lim,;, 0 didm(a,,) = 0. Para cada m € N sea J,, un nimero de

Lebesgue a,.
Entonces, por el teorema 4.10 sabemos que

Om Om
N(am VT ram V--- VT " Ma,,) <r, (2,T> < Sn <2,T> .
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Esto implica que

—1 . —n+1
lim log N(a, VTt V- VT Q) < lim 2

n— 00 n n—00 n

1ogrn(%,T)

Ademsds, observemos que 4, < didm(a,,) para toda m € N, por lo tanto si
tomamos el limite cuando m tiende a oo, tenemos que A(T) < ent(T). O

Teorema 4.12. ent(T) = h(T).

Demostracion. Sea € > 0. Tomemos ~ una cubierta abierta tal que
didm(y) < €, entonces por el teorema 4.10 (i), tenemos que,

Tn(g’T) < Sn(&T) < N(’Y \Y T_l'y (VY T_"H_l'y).

Y entonces
-1 ... —n+1
lim logr,(e,T) < lim logN(~VT~'yVv---vT v)
n—oo n n—o0 n

Es decir r(e,T) < h(T,v) < h(T). Si ahora tomamos el limite cuando
e tiende a cero, obtenemos que ent(7) < h(T). Entonces por la propo-
sicién 4.11 tenemos que h(T') = ent(T). O

Teorema 4.13. Sea T : S' — S un homeomorfismo, entonces ent(T) = 0.

Demostracion. Supongamos que el circulo tiene longitud 1.

Como T es homeomorfismo, entonces T~! es continua, y esto implica
que existe ¢, tal que si d(z,y) < ¢, entonces d(T~*(z), T (y)) < 3.

Consideremos los conjuntos (1, ¢,T) generadores de S*. Dado que £(S') =
1, tenemos que E] + 1 puntos, son suficientes para cubrir el circulo con in-
tervalos de longitud .

Por lo tanto 71 (¢, T) < [1] + 1.

Quisiéramos demostrar que en general, r,,(¢,T) < n([%] + 1). Haremos
la prueba por induccién:

Supongamos que ry,—1(e,T) < (n—1)([1] + 1).

Para n, tomemos F un conjunto (n — 1,&,T) generador de S* de cardi-
nalidad minima, es decir, de cardinalidad r,,_1 (e, T).

Consideremos los puntos en T"~}(F) y los intervalos que éstos determi-
nan. Agreguemos puntos a T"!(F), de tal manera que dichos intervalos
sean de longitud menor o igual que €.

Entonces, habremos agregado a lo mas E] + 1 puntos.

Si llamamos FE al conjunto de puntos agregados, entonces,
F'= FUT" Y(E) es un conjunto (n,e,T) generador de S'.
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Sea x € S', entonces existe y € F tal que

4 7 (]
oJadix d(T" (), T"(y)) < e.
Ahora, si d(T"Y(z),T" 1(y)) < ¢, entonces F’ es un conjunto (n,e,T)
generador de S*.

Si  d(T" (x),T""'(y)) > ¢, consideremos los dos intervalos con pun-
tos extremos T~ !(z), y T" 1(y). De esos dos intervalos, hay uno, al que
llamaremos I, que bajo T~!, va a dar a un intervalo, I’, con extremos
T 2(x) y T"%(y) y longitud menor o igual que .

T—l

— T

) ()
() )

Dado que d(T" (z),T" '(y)) > &, entonces existe z € F’ tal que
T z)elydT Y (z), T 1(2)) <e.

Ademds, T"2(z) € I'. Por lo tanto d(T"2(x),T" 2(2)) < e.

Pero I’ es, a su vez, mandado bajo T7~! a un intervalo I” con puntos
extremos T"~3(z) y T"3(y) con d(T"3(z), T"3(y)) < 1.

Por lo tanto d(T"3(z),T"3(y)) < £ y como T"3(z) € I", tenemos
que d(T"3(x), T"3(2)) < e.

Continuando de esta manera, tenemos que, d(T%(z),T(z)) < ¢ para
toda i€ {0,...,n—1}.

Por lo tanto F’ es un (n,&,7T) conjunto generador de S?.

Ademis, card(F') = card(F) + card(T~(""Y(E)) < (n — DE)+1+1

Por lo tanto r,, = (¢,T) < n(L +1).

. 1 T . lo log L4+1
Y entonces, lim,, o, 282D < iy, log(n)tlog o +1

Por lo tanto r(e,T) = 0, y entonces, h(T) = 0. O
Teorema 4.14. Sea f : I — I un homeomorfismo, entonces ent(f) = 0.

Demostracion. Seane >0y n € N.

Tomemos B una particién del [0,1], B={tx =0,...,t,_1 = 1}, tal que
d(tp—1,t;) <€,y card(B) = L.

Consideremos F' = BUf~}(B)U---Uf~"*1(B), entonces, card(F) < nL.
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Afirmamos que F' es un conjunto (n,e, f) generador de 1.

Sea z € [0,1]. Tenemos que encontrar y € F tal que d(fi(z), fi(y)) <e
cont=0,1,...,n—1.

Tomemos g =z, 11 = f(x),..., 2,1 = f" ().

Sean C; con i = 0,1,...,n — 1 los intervalos definidos de la siguiente
manera, C,,_1 es tal que contiene a x,,_1, y C,_1 es irreducible con respecto
a la propiedad C,,_1 N B # @.

Es decir, existe j tal que, Cr—1 C [tj_1,t;] y tj—1 € Cheq 6t € Cpy,
pero no los dos.

Consideremos f~1(C,,_1), y tomemos C,,_o C f~1(C,_1) asi:

Caso 1: Si f~1(C,_1) N B = &, entonces tomemos C,,_o = f~H(Cp_1).

Tt T i
1t 1t
tj ! 1”7
_ T Ty + T2
Cn72 - f I(Onfl) " "
tj—l —+ tj,1 —+ tj,1
Caso 1 Caso 2

Caso 2: Si f7}(C,_1) N B # @, entonces tomemos C,,_o, de tal manera
que Z,,—2 € Cp_o y Cp—o contenga un sélo punto de By Cy,—2 C [tj_1,1;].

Observaciones.

i) Para toda i € {0,...,n — 1} tenemos que x; € C;.

ii) f(C;) C Ciyq, paratodai=0,...,n—2. Yaque C;_1 C f~1(Ciy1).
iil) didm(C;) <econ0<i<n—1. YaqueC; C [t;_1,t;].
Todavia tenemos que buscar la y € F que cumple que d(f*(z), fi(y)) < e.

1) Si CoN B # @. Tomemos y € Cy N B, entonces, en particular y € Cy y
por i) sabemos que = € Cy, y por lo tanto, por iii) d(z,y) < e, ademds
por ii) f(Cy) C Cy, por lo cual d(f(x), f(y)) < e. Siguiendo de esta
forma se puede demostrar que d(f*(z), fi(y)) < e para2 <i<n—1.
Ademss y € B implica que y € F' y con esto estad terminado este caso.
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| Co “ao ’ [ Zj

2) Si Cp N B = o, entonces existe j € {1,...,n — 1} tal que C; N B # @.
Tomemos la j mas pequena para la cual C; N B # &, es decir, si ¢ < j,
entonces C; N B = &.

Sea {a} = C; N B. Observemos que dado que C;_; N B = &, entonces
Cj—1 = f~1(C}), y porlo tanto f(C;j_1) = C;. Y lo mismo para todos los
intervalos anteriores; es decir, f(C;) = C;41 para todai € {0,...,5—1}.
Por lo tanto f~7(a) € Cy. Tomemos y = f~7(a) € F. Asi tenemos que
d(fi(z), fi(y)) < e para toda i € {0,...,5}.

Ahora, como f/(y) = a 'y a,z; € C;, entonces d(f'(y), fi(z)) < € para
toda i€ {0,1,...,n—1}.

Por lo tanto F' es un conjunto (n, e, f) generador de I.
De aqui se sigue que ry, (e, f) < nL.
Entonces (g, f) = limsup,,_, ., w =0.

Por lo tanto ent(f) = 0. O

Teorema 4.15. Sea f : [a,b] — [a,b]. Si existe M € N tal que para toda
x,y € [a,b] se tiene que | f(x) — f(y)| < M|x — y|, entonces h(f) < log(M).

Demostracion. Sea € > 0.

Tomemos P = {ty = a,t1,...,t, = b} una particién del intervalo [a, b]
con norma menor que &, es decir t; — ¢, < €.
Consideremos la particién % = PU{P;|1 < i < m}, donde P; es una

particién del intervalo [t;—_1,t;] en M pedazos iguales.

Sea z € [a, ], entonces, existe t € % tal que [t — x| < 7. Por hipétesis
|f(t) = f(@)| < Mt — x| < M(57) =e.

Ahora consideremos la particién %, donde % es la particion que a
cada intervalo generado por % lo divide en M pedazos iguales.

Entonces para toda z € [a,b] existe ¢t € 25 tal que [t — 2| < 5.
Entonces |f(z) — f*(z)| < M|f(t) — f(2)] < M|t — | < M?(5z) =e.
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P P P
A e
b= t'm, -1 b= t'm -1 M b= t'm -1 M
tit1— tip1 tig1—
t; - t; - t; - Caso M =2
tio1 tio1 ti1
a:to —_ a:to —_ a:to —_

Asi sucesivamente, si n € N consideremos la particién %, entonces si
z € [a,b], existe t € T tal que [t—z| < 35, v [fI(2) = fI(t)] < MI|t—2| <
M7 55 < e paratodai <j<mn.

Ademas la cardinalidad de % es: mM™ + 1. Por lo tanto

r(n,e) <mM"™ +1 vy entonces,

1 M™+1
r(e) < limsup log(mM™ +1)

n— o0 n

= log(M).
Por lo tanto h(f) < log(M). O

Corolario 4.16. Sea f:[a,b] — [a,b]. Si f € C' en [a,b], entonces
h(f) < log(M).

Demostracion. Si f € C!, entonces, existe M € N tal que para toda
x € [a, b] se tiene que | f'(z)| < M.
Ademds, por el teorema del valor medio, para toda = < y € [a,b] se

cumple que |f(z) — f(y)| = |f'(¢)||zr — y| para alguna ¢ € (x,y). Por lo
tanto |f(x) — f(y)] < Mlx — y|, y por el teorema anterior tenemos que

h(f) < log(M). N
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Corolario 4.17. Sean f : [a,b] — [a,b] una funcidn cuya grdfica es poligo-
nal con pendientes my,ma,...,my, y Sea M = max{|mq|, |mal,...,|mu|},
entonces h(f) <log(M).

Uz
mg
mi /72 s
T
a b
Demostracion. Sea M = méax{|mi|,|ma|,...,|mn|}, entonces para toda

x,y € [a,b] se tiene que |f(x) — f(y)| < M|x — y| y por el teorema 4.15,
h(f) < log(M). O



CapiTULO 5

ENTROPIA EN INTERVALOS

En este capitulo consideraremos tinicamente el caso donde X es un intervalo
cerrado de los reales.

Estudiaremos la entropia en funciones a las que llamaremos “mondétonas
a pedazos”, este estudio nos permitira dar otra prueba de que los homeomor-
fismos definidos en algtn intervalo cerrado de los reales tienen entropia cero,
asi como presentar ejemplos de funciones con entropia igual a log(n) para
cualquier n € N en el conjunto de los niimeros naturales. Dichos ejemplos,
nos permitirdn a su vez la construccién de una funcién con entropia infinita.

En todo este capitulo I serd un intervalo cerrado cualquiera de los reales
y f: I — I una funcién continua y mondtona a pedazos.

Definicién 5.1. Sea f : I — I continua. Decimos que f es mondtona a
pedazos si existe una particién P de I, P = {x1,...,Z;, } de tal manera que
f es mondtona en cada uno de los intervalos cerrados de la forma [x;_1, x;].

Observemos que si « es una cubierta abierta de un intervalo I, entonces
existe una cubierta abierta 8 donde cada elemento de [ es un intervalo
abierto. Esto implica que en el caso de los intervalos podemos tomar

h(f) = sup {h(f, a)

« es una cubierta abierta donde
cada elemento es un intervalo

Ademiés, sabemos que existen cubiertas de I con una cantidad finita de
intervalos no necesariamente abiertos. Veremos a continuacién que, para
funciones monotonas a pedazos, podemos repetir formalmente todo el pro-
cedimiento de definicién de entropia utilizando intervalos no necesariamente
abiertos.

Definicién 5.2. Sean I un intervalo y a una cubierta finita de I de tal
manera que cada elemento de o sea un intervalo no necesariamente abierto
(incluso puede ser un punto). Definimos H*(«a) = log(card(«)).

69
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Por el resto del capitulo llamaremos a este tipo de cubiertas cubiertas
finitas no abiertas.

Observacion. Sean f : I — I una funcién continua y mondétona a pedazos
y « una cubierta como en la definicién anterior. Entonces, si z € I implica
que f(z) € I, y por lo tanto existe A intervalo en « tal que f(z) € A, es
decir, z € f=1(A).

Por lo tanto el conjunto

{7/ Aca}=f""a

es una cubierta de I.

En general, tenemos que dada n € N, el conjunto f~"(«) es una cubierta
de I, y entonces oV - -V f~ "o también lo es.

Ademas, se puede demostrar andlogamente al caso con cubiertas abiertas
que

H*(aV---V = m o) < H(aVv -V 7" o) + H (Vv - v f7m 1)
es decir la sucesion H*" (o) = H*(aV ---V f7""a) es subaditiva y enton-

. H*(av---v ftlg
ces, por el teorema 2.7, sabemos que el lim ( / )
n—oo n

existe.

Definicién 5.3. Sean f : I — [ una funcién continua, y a una cubierta
finita no abierta, definimos

h*(f,Oé) — lim H*(a\/...\/ffrH,la).

n— o0 n

Observacion. Sean o'y (8 dos cubiertas finitas no abiertas de I, entonces si
a < [ tenemos que card(a) < card(f) y esto implica que

card(a V-V f" o) < card(B V-V fTLB).
Por lo tanto h*(f,a) < h*(f, B).

Proposiciéon 5.1. Sean f : I — I y o una cubierta finita no abierta,
entonces

* *
h*(f", o) = nh*(f, a).
Demostracion. Demostracion andloga al caso con cubiertas abiertas. O

Definicién 5.4. Sea f: X — X una funcién continua. Definimos

h*(f) = sup{h*(a, f) | @ es una cubierta finita no abierta}.
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Observacion. Dado que H*(«) > 0 para toda « cubierta finita no abierta,
tenemos que h*(f,a) > 0 para toda f y toda « y por lo tanto h*(f) > 0
para toda f. Ademds por la proposicién 5.1 tenemos que h*(f™) = nh*(f).

Por lo anterior, sabemos que se puede repetir el procedimiento de definir
un concepto andlogo a la entropia de una funcién usando cubiertas finitas
no necesariamente abiertas para funciones mondtonas a pedazos.

Teorema 5.2. Sea f: I — I continua y « una cubierta finita no abierta,
entonces existe una cubierta abierta B tal que

h*(f, ) < h(f,B8) + log(3).

Demostracion. Sea a una cubierta finita no abierta, a = {Ay,..., Ay}
Para cada A € « tomemos Cy = {A, T\ A}, entonces Cy es una par-
ticién de 1.
Consideremos C = \/ C4 y tomemos
Aca

C=ANAnNn--NA, v D=AnAn---NnA,

en C tal que C # D.

Ahora, C # D quiere decir que existe k € {1,...,m} de tal manera
que Ay # Aj, por lo cual podemos suponer sin pérdida de generalidad que
Ap = Ag y Aj, = I\ Ay, por lo tanto Ay N A}, = @, y entonces, CND = &.
De donde podemos concluir que los elementos de C son ajenos. Ademds, para
toda C' # @ con C' € C tenemos que C es una interseccién de intervalos, por
lo cual C es un intervalo (incluyendo el caso degenerado). Por lo tanto C es
una particion de I.

Por otro lado, dado que « es cubierta, tenemos que A7 N---NAS, = O,
esto implica que para toda C' € C distinto del vacio existe A € « tal que
C C A, por lo tanto a < C, y entonces h*(f, ) < h*(f,C).

Ahora, para cada C € C existe un intervalo abierto Bo que lo contiene
y que intersecta a lo méas a tres elementos de C.

Consideremos la cubierta abierta § = {B¢ | C € C}.

Tomemos a ¢ una subcubierta de 3V ---V f~"T13. Entonces si D € §
tenemos que D es de la forma D = By N---N f~"*(B,,) con B; € 3.

Como B; intersecta a lo més a tres elementos de C entonces f~"(B;)
intersecta a lo més a tres elementos de la forma f~"(C) para toda n € N.
Esto implica que para cada D € § hay a lo mas 3" elementos de la forma
CiNf~YCy)N---NfHL(C,), y como § es subcubierta de 3 tenemos que,

card(CV -V fTHC) < BPN(BV - v fTHB).
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Por lo tanto h*(f,C) < log(3) + h(f,3).
De lo cual se sigue que h*(f, o) <log(3) + h(f, 5). O

Proposicion 5.3. Si f:I — 1 es mondtona a pedazos, entonces

h=(f) = h(f)-

Demostracion. Sea « una cubierta finita no abierta de 1.

Como f es mondtona a pedazos, entonces existe v particion finita de
tal que f es mondtona en cada elemento de ~.

Sea n € N. Consideremos C' = (aV f*aV---V f~""!a) V v, entonces
C es una cubierta finita no abierta tal que a Vv --- Vv f"Tla < C.

Por el teorema 5.2 tenemos que existe 3 cubierta abierta de I tal que

h*(fnaa VeV f_n+1a) S h*(fnac) S h(fnaﬁ) + log(g)

Por lo tanto

B (f7, V- VT a) < h(f7, B)+log(3) < h(f")+log(3) = nh(f)+log(3).

Entonces h*(f™) <n
Por lo tanto h*(f) <
h*(f) < h(J).

Por otro lado, para toda cubierta abierta 3 podemos encontrar una cubierta
finita de intervalos « tal que 8 < « por lo que h(f,5) < h*(f,a) < h*(f).
Por lo tanto h(f) < h*(f). O

h(f)+log(3). Esto implica que nh*(f) < nh(f)+log(3).
h(f) + log y dado que n es arbitraria se sigue que

Definicién 5.5. Sea f : I — I una funcién mondtona a pedazos, decimos
que « cubierta de I es una cubierta f-mondtona, si es finita no abierta y f
es mondtona en cada elemento de a.

Observacion. Si a es una cubierta f-monétona, entonces a V ---V "l
es una cubierta f™-mondtona.

Proposicién 5.4. Sea f: I — I una funcién mondtona a pedazos y a una
cubierta f-mondtona de I, entonces h*(f,a) = h(f).

Demostracion. Sean « una cubierta f-mondtona y 5 una cubierta finita no
abierta. Consideremos 3= a V f3.

Tomemos 7 una subcubierta de aV---V f~""ta. Tomemos C € 7. Por
la observacién anterior tenemos que para toda k € {1,...,n — 1}, f* es
monodtona en C.

Por lo tanto para toda B € 3, si C'N f~%(B) = (f*|c) ™' (B) es distinto del
vacio, entonces es un intervalo.
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Sean D € BV ---V f~"13, y x un punto extremo de D, entonces existe
C €~ tal que CND # Iy xesun punto extremo de C.

n—1
Ahora, D = ﬂ f~*(Bxk) para algunos By, ..., B,_1 € Sy cada f~*(By,)

k=0
es la unién de un niimero finito de intervalos, ya que By, es un intervalo. Esto

implica que x es extremo de algin f~*(B},) para alguna k € {1,...,n — 1},
esto quiere decir que x es extremo del intervalo C N f~%(By,) para esa k.
Observa que para cada C' € 7 hay a lo més n card(8) conjuntos de la forma
C N f~%(By), esto implica que hay a lo més 2n card(3) puntos extremos de
esta forma.

El ntimero de todos los intervalos posibles con puntos extremos en un
conjunto dado es menor o igual que cuatro veces la cardinalidad al cuadrado
de este conjunto. Por lo cual,

card(BV (fle) '8V ---V (fle) " B) < 4(2n card(B)?,
card(BV -+ V [T 3) < 4(2n card(B))? card(y),
N(BV---V f"B) < 4(2ncard(B))? card(y),
y como ~y es arbitraria, entonces
N(BV---V f7"B) < 4(2ncard(8))*N(a V-V " a),
H™ () < log(4(2ncard(8))°) + H" x (a),

H”:L(ﬁ) < 10%54) i <logn(2) . logrgn) n log(cagd(ﬁ))) 4 H";(a)_

Tomando el limite cuando n — oo, tenemos que h*(f, 3) < h*(f, a).
Ademss, 8 < 3, por lo que

h*(f,B) < h*(f.B8) < h*(f,a), y porlotanto h*(f,5) < h*(f,a)

para toda (3 cubierta finita no abierta, de donde h(f) < h*(f, ).

Por otro lado h(f) = sup{h*(f,@) | a es cubierta finita no abierta}, esto
implica que h*(f, ) < h(f).

Entonces h(f) = h*(f, a). O

Definiciéon 5.6. Llamaremos C,, a la minima cardinalidad de todas las
cubiertas f™-mondétonas de I. Esto es C), es el minimo niimero de pedazos
en que f™ es mondtona.

Teorema 5.5. Si f: I — I es mondtona a pedazos, entonces

1 1
lim 1og(Cn) =h(f) y ademds w > h(f) para toda n € N.

n— o0 n
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Demostracion. Sea «,, una cubierta f™-monétona de cardinalidad C,,, para
cada n € N.

Tomemos m, k > 0 y consideremos la cubierta f~*(a,,) V a; que
también es una cubierta f™+*-monétona; esto tiltimo implica que C,4x <
card(f~*(am)Vag) < Gy, -Cy. Por lo tanto log(Cyis) < log(Chry)+log(Ch),
lo que quiere decir que {log(C,)}, es una sucesién subaditiva. Enton-

log(C))
n

ces por el teorema 2.7, tenemos que lim, existe y es igual a

inf{log‘ n) |n€N}

Ahora observemos que a, V f "y, V.-V f~""Dg, - es una cubierta
f™-monétona. Entonces N(a, V f~"a, V -+ V f~ ”(" 1)an) = C), ya que
C,, es la minima cardinalidad de una cubierta f"-mondtona. Por lo tanto

H}Ln (an) _ log(Cy)
n - n

Esto implica que h*(f", ) = lim,— o0
Adema&s por la proposicién 5.4 tenemos que h(f”) = h*(f ,a), por lo
tanto:

log(C ) < 108;(0 )

h(f) = %h(f”) = %h*(f",an) < log(Cn)

Por otro lado, para cada n, k tenemos que o, V f"a, V.-V f‘”(k_l)an
es una cubierta f™*-monétona.
Por lo tanto Cpr < N(a, V f""ap, V---V f77 n(k— l)an) esto implica que,

n

log(Cue) _ Hfu(an) _ 1 H(an)

nk - nk n k
Por lo tanto
: IOg(an) 1 Hf" (Oén) 1 %/ PN 1
2elnk) o S i LA = Zh(f).
T 7 n! U ) = M)
1 n 1 1
Ademas lim 28(Cn) _ 1 108(Ck) 00 tanto lim 128(Ck) o h(f).
k—o00 nk k—o0 k—o00 k
log(C},
Entonces lim log(Cn) = h(f). O
n—oo n

Corolario 5.6. Si f : I — I es un homemorfismo, entonces h(f) = 0.

Demostracion. Si f es un homeomorfismo, entonces f es una funcién inyec-
tiva. Esto implica que f es estrictamente creciente o decreciente en todo I.
Por lo cual el pedazo més grande donde f es mondtona es todo el intervalo, es
decir, C; = 1, y por el teorema anterior, tenemos que 0 = % > h(f) >0.
Por lo tanto h(f) = 0. O
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Ejemplo 5.1. Consideremos la funcién tienda

|
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|
¥
X
1
2

Observemos que T es creciente en el intervalo [07 %], mientras que en el
intervalo [%, 1] es decreciente. Entonces, el minimo nimero de pedazos en

que T es monotona es dos. Esto quiere de decir que la menor cardinalidad
de una cubierta T-mondétona es 2. Es decir C; = 2.

Ahora, sea m € N y consideremos la funcién T™. Por lo visto en el
capitulo 1, sabemos que la grafica de T™ tiene 2™~ ! picos, cada uno de
longitud Qm%l Entonces tal como en el caso de T la funcién es mondtona

en cada mitad de cada pico. Por lo tanto el minimo niimero de pedazos
donde T™ es monétona es 2 - 2™~ = 2™ Por lo tanto C,, = 2™.

Entonces
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Ejemplo 5.2. Sea f3:[0,1] — [0,1] la funcién con grafica como sigue:

[ew]
]
wlto

S

Es decir, la grafica de f3 “sube” y “baja” tres veces. Si seguimos el
mismo procedimiento que aplicamos en el capitulo 1 a la funcién tienda, es
n «

facil ver que la grafica de f3' “sube” y “baja” 3" veces, por lo tanto C,, = 3"
y entonces h(f3) = lim,_ % = log(3).

En general si f : [0,1] — [0, 1] es la funcién cuya grafica “sube” y “baja”
k veces, entonces la grafica de f}' lo hace k™ veces, y entonces C;,, = k™. Por
lo tanto h(fx) = log(k).

Ejemplo 5.3. Tomemos f : [0,1] — [0, 1] la funcién que en cada intervalo
de la forma [QL, ﬁ] es conjugada topoldgica a la funcién fo,_1 y ademaés

£(0) = 0.
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3.1], f es conjugada a fi, que es la iden-

tidad. Mientras que en el intervalo [i, %], la funcién f es conjugada a fs.
Entonces la grafica de f se ve asi:

Por ejemplo en el intervalo [

Ahora, como f|[% 1) es topoldégicamente conjugada a fa,_1, te-
T 5—n
nemos por el teorema 2.14 que:

h(f‘[ﬁ,ﬁ]) = h(fon—1) = log(2n — 1).

Ademas, para toda n € N, el intervalo de la forma [2%, 2,%] es inva-
riante bajo f, y entonces por la proposicién 2.15 sabemos que

h(f) = h(f]| 1 =log(2n —1). paratoda neN

1
2T o—n+1

Por lo tanto h(f) = oco.
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