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I Introduccion

1 El orden del caos

Las nubes no son esféricas, las montanas no son céni-
cas, las playas no son semicirculares y ni las copas de los
arboles son redondas y suaves, ni la luz viaja en linea
recta.

—Benoit Mandelbrot

. Qué es exactamente el Caos? El nombre se deriva de los sistemas
dindmicos en aparente desorden que componen a la Teoria del Caos, pero
esta Teorfa realmente trata de encontrar el orden subyacente en el compor-
tamiento que, a primera vista aleatorio.

Durante siglos los mateméticos han estudiado "lo lineal": Ecuaciones Lin-
eales, Funciones Lineales, Algebra lineal, etc.. La humanidad ha entendido y
magistralmente manejado todas estas dreas; la razén por la que lo han hecho
es simple: los Sistemas Lineales siguen un patrén predecible; sin embargo,
nuestro mundo no es lineal, de hecho debe ser categorizado como un mundo
no lineal, esto es lo que ha mantenido ocupados a algunos cientificos desde
el siglo XX y que ha dado paso a la Teorfa del Caos.

El primer experimentador en Caos fue un curioso meteorélogo llamado
Edward Lorenz. En 1960, él estaba trabajando en un problema de prediccion
del clima usando una computadora y un modelo de 12 ecuaciones. Un dia
de 1961, queria ver de nueva cuenta una determinada secuencia que ya habia
modelado. Tratando de ahorrar tiempo, tomé de una impresiéon que tenfa de
la modelacion anterior el valor de la secuencia a la mitad y traté de replicar
el modelo desde ahi.

Una hora después la secuencia habia evolucionado de otra manera y ter-
miné con un resultado completamente diferente.
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Eventualmente, descubrié lo que habia pasado: en la computadora se
almacenaban nimeros con seis decimales, pero cuando él imprimio el resul-
tado del modelo anterior sélo usé tres decimales para ahorrar papel. De estd

manera el nimero que utilizé para iniciar la secuencia fue 0.506 en vez de
0.506127.

Los cientificos de esa época se consideraban afortunados cuando trabaja-
ban con tres decimales. La idea general en aquel tiempo era que con esos tres
decimales debia obtener resultados muy cercanos a los del modelo anterior,
pues pensaban que los decimales 4°, 5° y 6° no influfan significativamente en
el resultado, Lorenz demostré que estaban equivocados.

El fenémeno que Lorenz encontré es conocido como el efecto mariposa, el
nombre es una analogia de la sensibilidad de su descubrimiento, a las condi-
ciones iniciales. Fl aleteo de una maripdsa en la atmdsfera en la costa este
de los Estados Unidos puede crear o evitar que se cree un tifon en Indonesia.

2 Sistemas Dinamicos

La Teoria del Caos es fascinante, ha creado toda una nueva corriente de
pensamiento que estd modificando el Status Quo de las Matemaéticas hoy en
dia. Una parte fundamental de esta Teorfa son los Sistemas Dindmicos. Estos
nacieron con descubrimientos de cientificos no tan ligados a las Matematicas
como el de Lorenz, pero fueron y estdn siendo desarrollados por matemaéticos.

Cualquiera podria pensar que el punto que usé Lorenz es tinico, es decir
que si hubiese tomado otro punto que no fuera el 0.506127 sino el 0.456712 y le
hubiera quitado los tltimos tres decimales el resultado de obtener secuencias
con esos dos puntos en su modelo hubiera sido el mismo, pero no es asi; de
hecho, hizo muchos experimentos con diferentes puntos y el resultado fue
similar al que tuvo con el primero. ;Qué fuerzas dirigen el comportamiento
de estos puntos? ;Cudntos puntos habrin asi?, ;Cudles serdn esos puntos?
JHabra otro tipo de comportamiento en algiin otro punto?
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Esta Tesis tiene como objetivo el analizar el tipo de comportamiento que
Lorenz encontr6 en ese punto y todos los comportamientos posibles en los
puntos de un Sistema Dindmico en los nimeros reales. Se verd que exis-
ten diferentes tipos de puntos: Periédicos, Preperiédicos, Aperiédicos y con
Sombra.

Con este fin, la tesis girard en torno a una funcién real muy especial. Esta
funcién es muy simple, pero tiene un comportamiento singular. Se llama la
Tienda de Campana (nombre que obtiene de manera natural por su grafica)
y su definicién es:

Definicién 1 Sea I =1[0,1], I CR, sea T : [ — I, con la siguiente regla de
correspondencia
2x st < %
T(x) =

2 —2x sixz%

La Tesis iniciard describiendo las propiedades de esta funcién y se analizard
su comportamiento para después adentrarse en el complejo mundo de los pun-
tos de I. Con la ayuda de la Teoria de la medida y un articulo escrito por
Steven MacEachern y Mark Beliner, dicha complejidad serd aclarada con un
Teorema muy importante.

En el Primer Capitulo se daran las primeras definiciones necesarias para
entender el sistema dindmico que genera la funcién T'; se definird la orbita de
un punto. También se demostrardn dos importantes resultados: el primero
es que el conjunto de los puntos con drbitas periddicas es numerable y denso
en I, el segundo trata sobre uno de los ingredientes de la definicién de caos, el
concepto de sensibilidad a las condiciones iniciales. La sensibilidad explica,
de alguna manera, los fenémenos que descubrié Lorenz en el problema que
estudiaba. Si bien en esta tesis no se discutird el modelo de Lorenz, el
estudio de la funcién T permitird ver lo que puede provocar la presencia de
la sensibilidad en un modelo sencillo.

Finalmente, se definird el concepto de funcién cadtica y se probara que la
funcién T' cumple con este concepto.
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En el Segundo Capitulo se definird una érbita mucho més compleja, la
orbita aperiodica. Se demostrard con la ayuda del teorema de Baire que en
la funcién T existe al menos una érbita aperiddica.

En el Tercer Capitulo se hard una breve introduccién a la Teoria de
la medida: Se partird de la definicién de dlgebras de conjuntos y de sus
propiedades para dar una primera idea de la medida; después se introducird
la medida exterior y se demostraréan dos resultados; la medida exterior de in-
tervalos reales es la longitud de los mismos y los conjuntos numerables tienen
medida exterior cero. Después, se dard la definicion de medida de Lebesgue
y, finalmente, se demostrard que el conjunto de los puntos periédicos en I
bajo la funcién T tiene medida cero.

Por tltimo, en el Cuarto Capitulo basdndose en resultados obtenidos
por MacEachern y Beliner[1], se determinard la importancia de las érbitas
aperiédicas en el sistema dindmico generado por la funcién 7. Con tal fin,
se definirdn los puntos con sombra, y también una version alterna de orbitas
a través de la funcion itinerario que servirdn para demostrar el resultado
mds importante del capitulo: El conjunto de los puntos con sombra tiene
medida 1.

Al finalizar la tesis, se tendrd una muy buena idea de las propiedades
dindmicas de la funcién T'.



Capitulo 1

La funcién T y sus propiedades basicas

I Consideraciones Generales

A lo largo de toda esta tesis:

1. I representa el intervalo [0, 1].

2. Todas las funciones tienen el mismo conjunto como Dominio y Con-
tradominio.

3. Todas las funciones seran continuas.

4. Dado un conjunto X y una funcién f : X — X, f° representa la
funcién identidad en X, es decir f°(z) = x para toda x € X, y ademds
ft=f fP=fof, ff=fofo...of, fcompuestaconsigo misma n
veces.

II La Funcién T

De aqui en adelante 7' : [0,1] — [0, 1] siempre representard a la funcién
tienda.

Las graficas de T, T? y T son las siguientes:
La grafica de T’

11
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III Propiedades basicas de T

1. T es continua en [0, 1].

2. T es derivable en z, para toda = € [0,1], = # % y |7 (x)] = 2.

Con las siguientes definiciones se iniciard el estudio de las caracteristicas
dindmicas de los puntos de 7.

Definicién 2 Sea f : I — I, sea xg un elemento de I, la érbita de xy bajo
f es el siguiente conjunto:

{zo. f(@o), f*(w0), ..} = {f"(z0) [ n € NU{0}},

y se denotard por o(xo, f).

Definicién 3 Sea zy un punto en el intervalo I = [0,1]. Se denotardn los
puntos de la orbita de xy de la siguiente manera

xn = f"(x0), para toda n € N.

Definicién 4 Sea xg € I. x¢ es un punto fijo si f(xg) = zo. En este caso

o(zo, f) = {zo}-

Definicién 5 Sea xy € I. xy es un punto periddico de periodo n si existe
n € N, tal que

f" (o) = o,
y para cada j, 1 < j < n, .
f (o) # o,
en este caso o(xg, f) = {wo, [ (o), f*(x0),..., [ (zo)}.

Definicién 6 FEl conjunto de todos los puntos periddicos de f serd denotado
ast: Per(f).

Definicién 7 Sea xy € I; se dice que x € I es un punto preperiddico, o tiene
orbita preperiddica, si existe m € N tal que f™(x) € Per(f).
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Definicién 8 Sea x € I; se dice que x es asintdticamente periddico, o tiene
orbita asintdticamente periddica, si existe y € Per(f) tal que
lim [ /() = F(y)] = 0.
Una vez que se definieron algunos de los distintos tipos de puntos que
existen en el intervalo I bajo 7', se inicia de manera formal el estudio de

los Sistemas Dindmicos, sin embargo vale la pena que sean vistos algunos
ejemplos de estos puntos.

Ejemplo 9 El primer ejemplo es de un punto fijo, sea x = 0, al aplicar la
funcion se tiene que T (0) = 0, lo cual lo hace un punto fijo.

Ejemplo 10 Este es un ejemplo de punto periddico, sea x = g € I, al aplicar

la funcion se tiene que
4 4
T(2) = 2(2) =2
9 9 9

con lo que se concluye que % es un punto de periodo 3.
Ejemplo 11 En el caso de un punto preperiddico, sea x = %. Claramente se

ve al aplicar una vez la funcion T que

()-+()-3

con lo anterior se repite el caso del ejemplo 10, donde % es un punto periédico
de periodo 3.

Una propiedad importante de la funcién T" es que "duplica" distancias y
en ciertos casos, la funcién aplicada a intervalos pequenos dentro de I genera
como imagen todo el intervalo I, esta propiedad es demostrada en los lemas
siguientes.
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Lema 12 Para todo k € Ny para todo | € {0, 1,2,...,2F — 1} se tiene que

[ 1+1
k —
el a]) -

Ademdas

es un homeomorfismo.
Demostracién. Por induccién sobre k. Sea k=1, 1 € {0,1}

para [ = 0, se tiene que

para [ = 1, se tiene que

()

Estas igualdades son ciertas gracias a la definicién de T

Ambas funciones

72

s] El] !

Son continuas y biyectivas y con inversa continua, por lo tanto son homeomorfismos.

T joy {Oﬂ -

Supéngase que la proposicién es valida para n,

Serd demostrado que es vélida para n + 1.Sea [ € {0,1,2,...,2""1 — 1}
tiene que ser demostrado que

[ 1+1
n—+1 o
T <|:2n+1’ 2n+1:|> =1.
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Puede verse que

I I+1 [ 1+1
n+1 _m
T <|:2n+l’2n+1:|>_T OT<|:2n+l’2n+1:|>'

Obsérvese que
[ 1+1 0 1 [ 1+1 1 1
ot gnrt | & |V g onil gnit | © [0t
puesto que de lo contrario se tendria que

l 1 B mn [+1
on+1 < 9 on+tl < on+1

con lo que podria concluirse que [ < 2n < [+1 lo cual es una contradiccion.

Entonces por lo anterior se tiene que
{l l+1} , { l H_l]C[O 1]
on? n st n+1l’ 9n DY
. IoI+1]) 2n’" 2 2ntl7 ontl 2
on+1’ 9n+1 o

U r'+1 [ 1+1
2_n’ an 2n+17 on+1

dado que para el caso donde

[ 1+1 11
on+1" on+1 C 57 )

N
| —
N —
—
| I

se tiene que

I 1+1 [ 2(1+1) 21
T<|:2n+l’2n+1:|) = |2- on-+1 ’2_2n+1:|

B '2n+1 —1-1 2n+1 o l:|

2n AL

[ I'+1
27 2n |
donde

=92t 11

Y
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por lo que

. I o1+1 RS A
et ([ 3] ) =7 ([ 55)

donde I* =1sil+1<2"¢[*=1"s12"<]|.

La proposicién serfa valida solo si
*€{0,1,2,...,2" -1},

pero puede verse que

2" >
2n+1_2n Z 2n+1_l
ontl _on 1 > ontl 1
2"2-1)—1 > 2"t 1=/
2" —1 > =1,

con lo que se concluye que [* € {0,1,2,...,2" — 1}.
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Y por hipétesis de induccion

(8-
2n’  2n

[ty ] Y A

on+179n+1

Como
T

* *41
on+179n+1

son homeomorfismos, entonces

T7L+1

I 1+1
[ smr) |:2n+1’ 2n+1‘| — I,

es un homeomorfismo. |

Lema 13 Sea (a,b) C I, a < b. Entonces existenk € Nyl € {0,1,2,...,2" — 1}

tales que
I I+1
[2k; 2k] C (a,b)
Demostracién. Para demostrarse, se construird un intervalo del tipo

[2%, l;—,ﬂ dentro de (a,b). Como a < b, entonces b —a > 0. Sea k € N tal que

0< 1 - b—a
2k 3
Este niimero £ existe ya que
1
lim— =0

Sea i =maz{j | 4 <a}. Si G ¢ (a,b) entonces

2k
1 1+ 1
y
poa< Lo b0
_a JR—— P —
2k 3

lo cual es una contradiccién; con esto se tiene al limite inferior del inter-
valo, ahora sélo es necesario encontrar el limite superior.
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Para encontrar dicho limite, témese el punto 2. Si 22

se tiene que

(a,b) entonces

) 142
y con ello
! <2 b—a< 1
_a —_—
2k7 2 2k

lo cual es una contradiccién ya que

1 <b—a<b—a< 1
2k 3 2 ok

Por lo tanto [4, 42] C (a,b). Tomando [ = i + 1 se tiene demostrado el
lema. m

Lema 14 Sea (a,b) C I. Entonces existe n € N tal que T" (a,b) = 1.

Demostracion. Porel Lema 13 existen k € Nyl € {O, 1,2,...,2F - 1} tales
que

I 1+1
DD

}C(a,b),

y por el Lema 12

I 141
k _
d [wﬂ—f’

por lo tanto, tomando n = k,

[ I+1
I:T”([Qn, ;_n }) C T" (a,b) C I por lo que T" (a,b) = I.

Con lo que termina la demostracién. m

La siguiente definicién tiene que ver con el descubrimiento que hizo Lorenz.
Se verd que la funcién 7' cumple con esté condicién.
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Definicién 15 Se dice que una funcion f : I — I es sensible a las condi-
ciones iniciales en I si existe € > 0 tal que para todo x € I y para todo
0 >0, existen n € N y un punto y € I tales que

lz—yl<dy | f"(x) = f"(y)] >e.

Teorema 16 La funcion T es sensible a las condiciones iniciales en I.

Demostraciéon. Sean ¢ = %, x €1,y6>0.Porel Lema 14 existe n € N

tal que
T" (x — 6,2+ 6) = 1.

Entonces existe ¢ € (z — d,z + J) tal que

y existe d € (x — 0,2 + 0) tal que
T (d) = 1.

Por lo anterior se tiene que

T - T @) >3 6T =T @) > 5,

pues de lo contrario se tendria que

T (c) =T"(x)| < 5y [T"(d) —T" (2)] <

b

W
W | =

y de esta forma

[T () =T ()| + |T" (d) = T" ()| = |T" (d) = T" (c)],

por lo que podria concluirse que

L= | T (d) - T (¢)] <

[GVRN )

lo cual es una contradiccién.
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Para finalizar se toma a y = ¢ 6 y = d, dependiendo de cudl sea la

distancia mayor a %, con lo que se tiene que

o=yl <0y |7 @) = W] > 5

lo que prueba la afirmacién. m

Definicién 17 Sea f : I — I. Se dice que f es topoldgicamente transitiva
en 1, si para toda pareja de subintervalos abiertos de I, (a,b) y (¢,d), a < b,
c < d existen:

1. Un punto z € (a,b).
2. Unan €N tal que f"(x) € (¢,d).

Proposicion 18 T : I — [ es topoldgicamente transitiva en [

Demostracién. Sean (a,b) y (¢, d) dos intervalosen I, a < b, ¢ < d. Por
el Lema 14, existe n € N tal que

" (a,b) =1,
entonces
(¢,d) CT" (a,b) = 1.
Témese el punto @ en (¢,d). Como T" es continua y 7" (a,b) = I,
entonces existe x € (a,b) tal que

T" (z) € (¢,d),

por lo tanto T" es topolégicamente transitiva. m

Las propiedades que se han visto hasta ahora son parte de la introduccién
necesaria en la comprensién de un Sistema Dindmico. Sin embargo, el
andlisis de las érbitas de los distintos puntos que componen a [ brindard un
panorama més amplio. De esta manera el conjunto de los Puntos Periddicos
es el primero que sera estudiado.
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Lema 19 Sea g : I — I, Si para algin intervalo [a,b] C [0,1] se tiene
g ([a,b]) = I, entonces existe x € [a,b] tal que

g9(x) ==

Demostracién. Como g ([a,b]) = [0,1], entonces existen =y =1 €
[a, b] tales que
g(xo) =1y g () =0,

con ro < x1 6 Ty > x1. Supdngase que ry < xp, entonces

y por lo tanto
g (1) <1y g(w0) > 0,

entonces
g(x1) =21 <0y g(zo) — 19 > 1.

Se define a h(z) como h(z) = g(z) —z, h: I — R, continua y con
h(z1) <0y h(zg) > 0.

Por el T'eorema del valor intermedio existe ¢, o < ¢ < x1 tal que

haciendo que
g(c) = c.

Como 0 <zpg<c<ux <1, cel, ysisetomaac=uz, setiene un caso
demostrado. El otro caso, oy > x; se puede demostrar de manera similar. m

Definicién 20 Decimos que E C I es denso en I si para todo intervalo
(a,b) C I, a <V, existe c € E tal que ¢ € (a,b).

Proposiciéon 21 FEl conjunto de los puntos periddicos de T forma un con-
Junto denso en I.
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Demostracién. Sean a < b, (a,b) C I. Por el Lema 14 existe unan € N,
tal que
T" (a,b) = 1.

De aqui se sigue que existen « y 3 en (a,b), a < 3 tales que

T(a) = 0yT(B)=1,

0

T(a) = 1yT () =0.

Entonces T ([a, f]) = 1.
Ahora, por el lema 19 se tiene que existe una x € [a, 8] C (a,b) tal que
T" (z) = x.

Por lo anterior y por la definicién de punto periédico se tiene que hay un
punto periddico en el intervalo (a,b), con lo que puede concluirse que el
conjunto de puntos periédicos es denso en /. m

Proposicion 22 El conjunto de los puntos periddicos de T es numerable.

Demostraciéon. Obsérvese que segin el lema 12, para cualquier £ € N

y cualquier intervalo de la forma [—21,“ —l;r,}] con | € {1, 2,... ,2"“_1}, se tiene
que
I 1+1
k _
T {21«7 o ] =1.

Como la pendiente de T* es 2F 6 —2* en cada intervalo [, 42], se puede
p 2 2

afirmar que la grafica de T" s6lo cruza la diagonal z = y una sola vez en cada
[ ES|

intervalo [27, Q—k} y por lo tanto el conjunto

Ay ={z€0,1]|T" (z) = 2}
tiene cardinalidad 2.

De lo anterior se tiene que el conjunto de los puntos periédicos puede
describirse como:

Per(T) = AjUAyUA;...= U A,

n=1
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Dado que cada uno de los A, tiene cardinalidad finita puede concluirse que
la cardinalidad de Per (T') es numerable. ®
La siguiente es la definicién de caos segiin R. L. Devaney.[2]

Definicién 23 Sea f: 1 — I, I =[0,1]. Se dice que f da lugar a un sistema
dindmico cadtico en I o que f es cadtica en I, si cumple lo siguiente:

1. El conjunto de sus puntos periddicos es denso en I.
2. f tiene sensibilidad a las condiciones iniciales en I.

3. f es topoldgicamente transitiva en I.

Dado que la funcién T cumple con las tres caracteristicas se concluye que
es una funcién caética en I.



Capitulo 11

Orbitas aperiédicas

Después de haberse visto el resultado relativamente sorprendente de que la
funcién T es cadtica segin Devaney, en este capitulo serdn analizadas méds
caracteristicas de la funcién, en particular se verd la presencia de un tipo de
puntos cuyas érbitas no son predecibles como las periddicas o preperiddicas
y ademds se demostrard que son muchos los puntos que tienen una érbita de
este tipo en I bajo la funcién 7.

Para tal propésito se definirdn dichas érbitas y se demostrardn algunos
resultados que contribuirdn a la demostracién de su existencia.

Definicién 24 Sea f : I — I. Se dice que x es un punto aperiédico, o que
tiene una orbita aperiddica bajo f, si x no es un punto periddico, preperiodico
ni asintdéticamente periddico bajo f.

Definicién 25 Sea f: 1 — I, sean x y z dos puntos en I. Se dice que z es
un punto limite de la érbita de x si existe una subsucesion de o(z, f),

{f"(x)|ny <mg <mng---}
tal que lim; o, f™ (z) = 2.
El conjunto de todos los puntos limite de o(z, f) serd llamado el omega

conjunto limite de z, y lo denotaremos por w (z, f) .

25
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Obsérvese que si x € I es periédico, preperiédico o asintéticamente periédico
entonces w (z, f) es finito.

La proposicién siguiente asi como el T'eorema que le sigue son necesarios
para la demostracion de la existencia de la érbita aperiédica.

Definicién 26 Se dice que un subconjunto A de I es abierto en I si existe
un conjunto abierto de R, digase B, tal que A = BN 1. En este sentido, por

1) es abierto en [0,1].

ejemplo, el intervalo [O, >

Mis en general, si A C 2 C R. Se tiene que A es abierto en 2 C R si
A = BN con un conjunto B abierto de R.

Definicién 27 Sea A C R un conjunto abierto y sea x € A. Se conoce como
la bola abierta de radio € > 0 con centro en x al conjunto

{y e Al(le —yl) <e},
y se denotard B. (x).
Proposicién 28 Sea f : R — R, continua en R y sea A C R, abierto, su
imagen inversa f~1(A) es un conjunto abierto en R.

Demostracién. Sea 7 € f~! (A) como A es un conjunto abierto se tiene
que para y = f (Z) € A existe € > 0 tal que

B: (y) C A,

como f es una funcién continua, para ¢ existe d > 0 tal que si |z — Z| < §,
se tiene entonces que

[f(z) = f(2)] <e.

Por lo tanto si z € B; (Z) , entonces

f(z) € B:(y) CR.
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Esto implica que
Bs () C 71 (A).
Con lo que se concluye que f~!(A) es un conjunto abierto. m
El siguiente teorema es la herramienta principal que ayudard a mostrar

la existencia de puntos en I tales que bajo la funcién T tienen 6rbita densa,
y por tanto son aperiédicos.

Teorema 29 (Baire) Sea J un subconjunto cerrado no vacio de R. Sea
{01, 04, ...} una coleccion numerable de subconjuntos de J, abiertos y densos
en J. Entonces la interseccion de todos ellos forma un conjunto distinto del
vacio, es decir, Ny 10, # O.

Demostraciéon. Sea z; € O;. Dado que O, es un conjunto abierto existe
g1 > 0 tal que
B, (z1)NJ C O

Por otro lado, dado que O, es un conjunto denso en J, existe x5 € J tal que

To € (le (561> N J) N 02

Ahora, dado que B, (x1) N Oy es un conjunto abierto en J, existe g5 > 0 tal
que
B€2 (332) NJ C le (5171) N 02

Por lo anterior puede tomarse a €5 como
1
g9 < 561 yEa <€ — ’I1—$2|

De esta forma
B€2 (%2) - B€1 ($1> .

Procediendo inductivamente, se obtiene una sucesién de puntos x, y una
sucesién B, de bolas cerradas tales que

B., (x,) C Be,_, (xh_1) y Be, (x,) C O,

y cuyo radio €, tiende a cero.
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Sea {x,} C J la sucesién de los centros de las bolas. Dado que ¢, tiende
a cero puede encontrarse una N € N, tal que si n, m > N se cumple que

Tp € Bey () ¥ T € Bey, (zn) .

Por lo que
|z — xn| < 2epn

Ahora, dado que {e,} tiende a cero, se tiene que {z,} es una sucesién de
Cauchy, y dado que R es un espacio completo, dicha sucesién converge a un
punto del mismo R , digase x, por lo que dado que

T, € Boy,, (xn41) N J paran > N,
se tiene que

xr € B (xn11)NJ C Bey (xy)NJ C On

EN+1

ya que J es cerrado.
Por lo tanto, z € Oy para toda N, con lo que se concluye que z € N2, 0,
m

Teorema 30 Sea f : I — I una funcion continua. Si f es transitiva en I,
entonces existe x € I tal que su drbita forma un conjunto denso en I y por
tanto su orbita es aperiddica.

Demostraciéon. Para demostrar este Teorema se construird una familia
de conjuntos abiertos y densos en el intervalo I. Por el Teorema de Baire, la
interseccién de todos ellos serd no vacia. Se mostrard luego que cada punto
en esta interseccién tiene una orbita aperiédica. De hecho, la érbita de cada
punto en esa interseccién formard un conjunto denso en I.

Sean B11 = (0, %) Yy B12 = (%, ].)

Afirmaciéon 1. La unién infinita Ole f~™(B11) es un conjunto denso y

n—

abierto en el intervalo .

Obsérvese que f y cada una de sus iteraciones f2, f3, f* ... son fun-
ciones continuas. Por la proposicién 28, cada una de las imédgenes inversas
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de Bj; bajo f es un conjunto abierto en I. Adicionalmente se tiene que el
conjunto

:L:jlf_n(Bu),

es abierto en I, por ser unién numerable de conjuntos abiertos en 1.

Se mostrara ahora que esta unién forma un conjunto denso en I. De acuerdo
a la definicién 20, si (a,b) C I es un intervalo no vacio en I, es suficiente
mostrar que

(a,6) N U f7(Bu) # 0;
Como f es transitiva en I, existe k € Ny = € (a,b) tales que
f*(x) € Bu;

por lo tanto,
(a,0) N 5 (Bu) # 0,
y con ello
(a,6) N (577" (Bu)) #0.
De manera similar a como se ha procedido se puede argumentar que la
union infinita

noglf_n(Bm),

forma un conjunto abierto y denso en I.
Ahora considérese el siguiente conjunto:
Nl - <nL:J1fin(Bll>> M <nL:J1fin(Bl2>>

La meta es demostrar que este conjunto es abierto y denso en I.

Para demostrar que es abierto basta recordar que los conjuntos

[:L:jlf_”(Bli)} para i € {1,2},

son conjuntos abiertos en I, por lo que su interseccién serd también un con-
junto abierto.
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Por otro lado para ver que es un conjunto denso témese un intervalo
(a,b) C I no vacio en I. Como

5

es un conjunto abierto en [ y el intervalo (a,b) a su vez es también un
conjunto abierto, se tiene que

(a,b) 0 [ B F " (Bu))
forma es igualmente un conjunto abierto en I.

Puesto que el conjunto

5770

n=

es denso en [ se tiene que:
i B m] 40
con lo que existe una
T e (CL, b) N [Ejlf_n(BH)] .
Ahora por ser
(@b) N[5 7 (Bu)]
un conjunto abierto, se tiene que para x existe € > 0 tal que:

(8. (@) 1) < | U F(Bu)| N (a.b).

Y por ser
|:nL:J1f_n(312>:|

denso en [ se puede ver que:

(B @) 1) [T 7 (Br)| # 0.
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Por lo anterior existe un elemento y tal que
Yy € OL_jlf_n(B12)a y también? Y€ (aa b) N |: Oglf_n(Bll)} )
con lo que se demuestra que N; forma un conjunto denso y abierto en I.

Para construir Ny puede procederse de manera andloga. Considérese
ahora 4 subintervalos abiertos en el intervalo /. Sean

1 11 13 3
By = — By =1 -, = Bos =1 =, - Boyy=1[-,1].
21 <Oa4>7 22 (472)7 23 (274)7 24 <4a >

Cada una de las siguientes uniones de conjuntos es un conjunto denso y
abierto en el intervalo [ :

nglffn(le), nL:J1 7" (Ba2), ngl f7"(Bas), ngl 7" (Baa)
Definase N, asi:
4 © .
Ny = A (8 F(Ba)

Nuevamente es inmediato que el conjunto N, es abierto y denso en /. Ademas,
si x € N, su 6rbita visita, en distintos momentos, los cuatro intervalos
By, k=1,2,3,4.

Para definir N, k£ es un nimero natural cualquiera, debe seguirse el
procedimiento descrito anteriormente.

Sean L1
I _ k
Bkl_(Qk ,%),l—1,2,3,...,2.
Los conjuntos oL_jlf*"(Bkl) son abiertos y densos en I paracadal = 1,2,3,...,2".
Sea -

ok

Ny, = n <ng1f_n(32k>> :
Este conjunto es abierto y denso en I.

Por tltimo, una vez que se ha definido para cada k el conjunto Ny, sea

N= AN,
k=1
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Por el Teorema de Baire, este conjunto no es vacio.

Afirmacién 2. Si x € N, entonces la 6rbita de x forma un conjunto
denso en I.

Tomemos z € N. Sea (a,b) un intervalo no vacio en I. Es suficiente
demostrar que (a,b) No(z, f) # 0.

Sea k € N tal que 5 < b_T“ Es inmediato que existe [ € {1,2,3,...,2%},

tal que
[—1 1
Bkl == (Qk, Qk) C (a,b) .

Como x € Ny, x € Olef*” (Byi) - Por tanto existe j € N tal que
n—=

fi(x) € (lz_—klzl—k) C (a,b).

Y con ello la afirmacién es cierta.

Afirmacién 3. Siz € N, entonces w (z, f) = I

Sean z € N y y € I. La idea es construir una subsucesién de la érbita de
T que sea convergente a y.

Para cada k£ € N considerese ¢, = % El primer elemento de la subsucesién
se determina de la siguiente manera: Como o(z, f) es densa en I, existe n;
tal que

/™ (z) —yl <er.
Para decidir el segundo elemento de la subsucesion considérese a 5. De nueva
cuenta la érbita

o(z, )\, f(z) ..., [™ ()},
es un conjunto denso en I, por lo que existe ny > n; tal que

[/ (x) =yl < e

Siguiendo con esta construccién, supéngase que ya se escogié a ny con las
dos propiedades siguientes: n, > ng_1 y

[ (2) —y| < e
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Dado que, nuevamente, el conjunto que se obtiene al quitarle a la érbita de
x una cantidad finita de puntos es denso en I, es claro que existe nj; con
propiedades similares a las mencionadas: ng1>nk y

| [ (o) — y| < epqr

Es ahora inmediato que
lim ™ (z) = y.

k—o0

Con las afirmaciones anteriores puede concluirse que si € N, entonces la
cardinalidad de w (z, f) es infinita; de hecho, es no numerable, ya que

wx, f)=1.

De esta forma, se encontré que si se tiene una funcién transitiva puede
encontrarse una Orbita densa y se comprueba que es aperiédica al tener un
conjunto de puntos limite infinito. m

Corolario 31 Considérese la funcion T : I — I. Entonces existe un punto
x € 1, tal que tiene una orbita aperiodica bajo T'.

Demostracién. Dado que T es una funcién transitiva, usando el teorema
anterior se tiene que existe un punto x € I, tal que su 6rbita es densa en [
y por tanto aperiddica. m

Observacion 32 Si x, € I es un punto con orbita densa bajo T, entonces
la orbita de x, = T* (x,) también es densa, puesto que

0 (Tk (o) ,T) =0 (2o, T)NATo, T1, ..., Th—1} .

Por lo tanto cada elemento de o (x,,T") tiene 6rbita densa en /. Con ello el
conjunto de puntos con 6rbita densa bajo T es un conjunto denso en /. Esta
es otra forma de ver que el conjunto de puntos aperiédicos de T también es
denso en I.
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Capitulo III

Introduccién a la medida

Este capitulo serd dedicado a revisar los principios de la Teorfa de la Medida,
que seran aplicados en los siguiente capitulos. La presentacién que aqui se
hace de la Teoria de la Medida sigue muy de cerca el trabajo citado por Al
Royden.[3]

Se iniciard con la definicién de los dlgebras de conjuntos que son el punto
de partida, para continuar con la definicién de medida exterior y luego con la
de medida de Lebesgue. Finalmente se demostrard que el conjunto de puntos
peridédicos de T', aunque es denso en I, tiene medida cero.

I Algebras de Conjuntos

Definiciéon 33 Una coleccion A de subconjuntos de R es llamada un dlgebra
de conjuntos o un dlgebra Booleana si cumple las siquientes propiedades:

1. Si A,B € A, entonces AUB € A.
2. 8i A e A, entonces A¢ € A.
3. 81 A,BeA, entonces ANB € A.

En particular, para una coleccion finita de subconjuntos de R { Ay, Ay, ..., Ap} C
A, puede comprobarse si se toman uniones de dos en dos conjuntos que

,QlAi € A, al igual que 61 A; e A

35
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Con lo que se tiene que las propiedades 1 y 2 son vdlidas para una coleccion
finita de subconjuntos de R.

Ejemplo 34 La coleccion de todos los subconjuntos de R, que se denotard
P(R), es un dlgebra de conjuntos.

Proposiciéon 35 Dada cualquier coleccion C de subconjuntos de R existe un
dlgebra A de tal manera que es el dlgebra mds pequena que contiene a C, es
decir dada cualquier otro dlgebra B que contenga a C, se tiene entonces que B
contiene a A.

Demostracién. Sea F la familia de todos los dlgebras (de subconjuntos
de R) que contienen a C.

Observacién. F # &, puesto que P(R) € F.

Sea A=nN{B|BecF,CC B}.Obsérvese que C C A, pues C C B para
todo B € F. Se propone a A como el dlgebra mas pequena que contiene a C.
Es necesario demostrar en primera instancia que en realidad es un algebra
de conjuntos.

Para verlo se tiene que asegurar que cumple con las tres propiedades que
definen a una dlgebra de conjuntos:

1. Sean A, B € A. Por definicién A, B € B para todo B € F. Como B es
algebra se tiene que AUB € B, para todo B € F por lo que AUB € A.

2. Sea A € A, entonces A € B, para todo B € F, entonces A° € B, para
todo B € F, por lo que A€ € A.

3. Sea A, B € A, entonces A, B € B, para todo B € F, entonces AN B €
B, para todo B € F, por lo que AN B € A.

Sea B* un dlgebra que contiene a C, de la definicién de A se tiene que
A C B* por lo que A es el dlgebra méas pequena que contiene a C. m
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Proposicién 36 Sea A un dlgebra de subconjuntos de R y {A;} una sucesion
de conjuntos en A, eziste una sucesion {B;} de conjuntos en A, con B; # @&
y tales que B, N B,, = & si n # m, que cumplen:

00 00
UB; = UA,;
i=1 =1

Demostracién. Sea B; = Aj, sea By = As\A;, y para cada nimero
natural n > 1 se define

B,=A\[A1UA U UA, 4] =A, N[ATNASN---NAS ]

Algunas observaciones importantes:
1. Para cada A; € A, se tiene que AS € A, por ser A un algebra.
2. También por ser A un dlgebra se tiene que A; N Af € A.

3. Por las dos anteriores, para todo n € N se tiene que B,, € A y ademas
B, CA,.

Adem&s podemos ver que la coleccién de conjuntos {B;} cumplen que
B,NB, =d,sim+#n.

Esta tltima afirmacién puede comprobarse como sigue. Sean B, y B,
dos conjuntos donde m < n. Entonces se tiene que

(BnNB,) C (A,NDB,)y ademds que
(Am N By) = AN [A\[A1U AU+ U A, ]
= A,N[A,NATN--NA, N NAS ]
= [(AnnA)N-N(A,NA) NN (A, NAS )]

Por lo que (B, B,) =@.

Siguiendo con la demostracién y dado que B; C A;, para toda i € N, se
tiene entonces ‘OleBi C .OleAi.
i= =
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Ahora falta demostrar que iLj B; D og A;.

Sea r € U AZ, entonces x debe pertenecer al menos a uno de los A;’s

es decir ex1ste 1 € N tal que = € A;. Supongase que = estd en mas de un
elemento de A, entonces sea n la menor de las i’s tales que x € A; entonces
x € B, puesto que

By = A, NASAASO - A,

yx & Ay, Ag, -+, Ay_1. Por lo tanto x € U Bz y consecuentemente

i=1
oo 00
UB; D UA;
=1 i=1

Finalmente se tiene que

8

I

A;

1

1

oo
UB; =
i=1

con lo que termina la demostracién. m

Definicién 37 Un dlgebra de conjuntos A es llamada un o—dlgebra o un
campo de Borel si cada union numerable de conjuntos de A estd en A. Esto

o0
es, st {A;} es una sucesion de conjuntos de A, entonces 'UlAi debe estar en

A "

II Una primera idea de Medida

La medida se usa muy a menudo aunque no siempre es llamada asi, por
ejemplo la longitud ! de un intervalo I, [(I), estd definida usualmente como la
diferencia de los puntos inicial y final del intervalo, pero bien podria definirse
la longitud como una funcién que asigna un nimero real a cada intervalo de R,
. Qué pasaria si se extiende esta idea a conjuntos un poco méas complicados?

Se podria definir la "longitud" de un conjunto abierto como la suma de las
longitudes de los intervalos abiertos de los que estd compuesto, pero atin con
esta "extensién" de la definicién de longitud, estarfa restringida a conjuntos
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abiertos. Serfa mejor contar con una funcién m, la cual asignard a cada
conjunto E en alguna coleccién M de conjuntos, un niimero real positivo
m (E) llamado la "medida"de E. Idealmente, m deberia tener las siguientes
propiedades:

1. m (F) estéd definida para todo F, es decir m esta definida para el con-
junto potencia de R, P(R).

2. Para un intervalo abierto I, m (I) = I(1).

3. Si {E,} es una sucesién de conjuntos ajenos a pares se tiene que
o0
m(UE,) = > m(E,)
n=1

4. m es invariante bajo traslaciones, esto es, si £ es un conjunto para el
cual m estd definida y si F 4y es el conjunto {z + y | = € E} entonces
m(E+y) =m(E).

Desafortunadamente, es imposible construir una funcién que cumpla las
cuatro propiedades. De hecho no se sabe si existe una funcién que satisfaga
las primeras tres propiedades (vedse Royden [3]). En consecuencia una de
estas propiedades debe modificarse para poder seguir adelante; como son més
ltiles las dltimas tres propiedades, la primera propiedad se redefine como:

1. m(F) estd definida para todos los conjuntos £ € A, donde A es un
o—algebra (que no es el conjunto potencia de R, P(R)).

Adicionalmente si esta "medida” cumpliera que :

m(UE,) = imEn
n=1

Para una sucesién numerable de conjuntos en A, supéngase { E;} , ajenos
dos a dos, serd llamada una medida aditiva numerable. La meta entonces es
construir una medida aditiva numerable que sea invariante bajo traslaciones
y tenga la propiedad de que

para cada intervalo I.
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III Medida Exterior

., Coémo se construye tal medida aditiva numerable? Un camino es valerse
de herramientas conocidas, por ejemplo, considérese cualquier conjunto A de
nimeros reales. Para este conjunto existen colecciones numerables {I,,} de
intervalos abiertos que cubren a A:

Ac U,

Una forma de "medir" al conjunto A, es a través de los intervalos que
lo contienen, puede escogerse una coleccién de intervalos que contienen al
conjunto A y obtener la suma de las longitudes de cada uno de los intervalos,
si dicha suma fuera finita y fuera tnica, es decir, que no hubiera otra coleccion
de intervalos cuya suma sea la misma, ésta serfa un candidato ideal para la
medida aditiva numerable.

Definicién 38 Sea A C R y sea J = {{[n}

colecciones de intervalos abiertos en R que cubren a A. La medida exterior
m*A del conjunto A es el infimo de todas las sumas de las longitudes de las

colecciones de J
m* (A) = inf {Zzun) {I.} € J}
n=1

AC OleIn} el conjunto de

o0
Nota: Si para cada coleccién en J se tiene que Y I(I,) = 0o, entonces se
n=1
define m* (A) = oc.
Inmediatamente se ve que m*(&) = 0y que si A C B, entonces

m* (A) < m* (B).

También se tiene que para todo conjunto formado por un solo punto, éste
tiene medida exterior cero, m*({zo}) = 0.

Proposiciéon 39 La medida exterior de un intervalo I cerrado y acotado es
su longitud
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Demostracién. Sea I = [a, b] un intervalo cerrado. Dado que el intervalo
la,b] C (a —¢e,b+¢) para todo e >0
se tiene que
m*la,b] <lla—ebt+e)=b+e—a+e=b—a+2¢
por ser m* [a, b] el infimo. Entonces
m*la,b] <b—a+ 2
para todo € > 0, por lo que
m*la,b] < b—a.
De tal manera sélo resta mostrar que
m*la,b] > b— a.

Pero esto es equivalente a mostrar que si {,,} es cualquier coleccién numer-
able de intervalos abiertos que cubre a [a, b] entonces

[e.o]

> (L) > b—a.

n=1
De acuerdo con el teorema de Heine-Borel, toda cubierta abierta que cubre
al intervalo [a,b] contiene una cubierta abierta finita que también cubre a
[a,b], sea {1, Iny, Lns, - .., I, } tal cubierta. Ya que

es suficiente demostrar que Zl (In,) > (b—a).
i=1

Como a € I, para alguna i, lldmese a I,,, = (a1, b1), dado que a; < a < by,
si by < b, entonces by € [a,b] y ya que by ¢ (ay,b) debe existir un intervalo
(ag,by) en la coleccion {1, } tal que by € (as, by), es decir (as < by < by). Con
esta forma de escoger intervalos se tiene la sucesién de intervalos

(a17b1)7 (a2ab2)7 ) (aka bk)



42 CAPITULO III. INTRODUCCION A LA MEDIDA

del conjunto {I,,}, tales que a; < b;—1 < b;.

Ya que {I,,} es una cubierta finita, el proceso para escoger los intervalos
debe terminar con algin intervalo (ay, bx), con a < b < bg. De esta forma

Zz(fm) > Zl(ai,bi):(bk—ak)Jr(bk,l—ak,1)+...+(b1—a1)
> UI) = e = (ar = beor) = (-1 — br—z) — ... — (a2 — b1) — @

como b;_; > a; para toda i, se tiene que b;_; —a; > 0y —(a; — b;—1) > 0;

entonces
k

izum) > Ua;, by) > by — ay
=1

i=1
pero by > by ay < a, entonces by — a; > b — a por lo que
> Ul,) > b-a,
i=1
m*la,b] > b—a.

Por lo tanto
m*la,b] = b— a,

y la igualdad queda demostrada. m

Corolario 40 Sea I un intervalo acotado y que mo es cerrado, entonces
m* (I) =1 (I)

Demostracién. Supéngase que I = (a,b), con a < b, € > 0 y sean
a, B € (a,b) tales que

5 5
a<oz<a+§yb—§<ﬁ<byoz<ﬁ.
Obsérvese que

b— = < [<b,

—a—=- < —a< -—a,
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y
b—a—c<f—a<b-—a.

Entonces [a, §] C (a,b) y
l(a,b) —e=(b—a) —e <Il([a,p]) <l(a,b).
Por lo tanto

I(I)—e<m* ([, B]) <m*(I) <m*(I) = m*([a,b]) = l[a,b] =b—a=1[]].

Y con ello, para toda € > 0 tenemos
L(I)—e<m™(I)<I(I).

Por lo que
m*(I)=1(I).

Los casos I = (a,b] e I = [a,b) se tratan de manera andloga. m
Ejemplo 41 Obsérvese que la medida exterior del intervalo [0,00) es in-
finita. Esto es asi ya que para toda n € N,
[0,n] C [0,00).
Entonces m* ([0,n]) < m*([0,00)) . Esto implica que para toda n € N,
n <m*([0,o0]).
Por tanto m* ([0, 00)) = 0.

Proposicién 42 Sea {A,} una coleccion numerable de conjuntos en R. En-
tonces

m*(U A,) < Zlm (A,)

Demostracién. Si uno de los conjuntos A,, tiene medida exterior infita
0 si
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entonces la desigualdad es trivial, es decir,

m*(UA,) < oo

[e.e]

Si m* (A,) < oo para todan € Ny > m*(A,) < oo, entonces dada € > 0,
n=1

existe una coleccién numerable de intervalos abiertos tales que para cada

n € N se tiene que:
A, C Ul,,;
7

y tales que

D (L) < m* (Ay) +27"

i
La colecciéon
o
{]mi}n,i = anJl {In,i}i

es numerable, pues es la unién numerable de colecciones numerables y cubre
a la unién de los A,,.

UA, C U (uIm)

Por lo que

m*(UA,) < I(T,) = ZZZ ni) m” (A,) +e27")

;_A

n=

m*(UA,) < i(m (A,)+e27" Zm )+ 6%2”
n=1 n=1
< im* (A
n=1
Y por tanto,
m*(:leAn) < m*(A,)
n=1
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Corolario 43 Si A es numerable, m* (A) =0

Demostracion. Sea A ={ai,as,...,a,,...},
m*(A) =m*(U 4;) < Zlm (A;) =0,

con lo que termina la demostracion. m

Corolario 44 El conjunto [0,1] es no numerable.

Demostracion. Como m*[0,1] =1 > 0, el corolario 43 anterior implica
que el intervalo [0, 1] es un conjunto no numerable. ™

IV Conjuntos medibles y medida de Lebesgue

Aunque la medida exterior tiene la ventaja que estd definida para todos
los conjuntos, tiene la desventaja de que no es numerablemente aditiva ver
(Royden [3]). Sin embargo si ésta se restringe a una apropiada familia de
conjuntos se convierte en una medida numerablemente aditiva.

Definicién 45 Un conjunto E es medible si para cada conjunto A se tiene
que

m* (A) = m* (AN E) +m*(AnN E°).

Como
AC(ANE)UANES)=AN(EUE°) = A,

entonces
m* (A) <m*(ANE)+m* (AN E°).
En realidad tenemos que E es medible si y sélo si para cada A tenemos

m* (A) > m* (AN E) +m* (AN E°).

Esta definicién es simétrica por lo que E¢ es medible siempre que E lo sea.
Claramente el conjunto @ y el conjunto de los reales R son medibles.
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Lema 46 Sea A C R cualquier conjunto y sea Ey, Es, ... E, una coleccion
finita de conjuntos medibles ajenos; entonces se tiene que

we (a0 [DE]) = Yom (A0 By,

Demostracién. Se hard esta demostracién por induccién sobre n.
Para n = 1 la proposicién es vilida, pues

Astimase entonces que esta proposicién es vélida para n — 1 conjuntos Ej;.
Dado que los E; son conjuntos ajenos, se tiene que

<A N LQEZD NE,=(ANE,).
Y ademais,
AN LQIEZ} N(E,) = AN [j@llEZ] .

De lo anterior y dado que E,, es medible, puede verse que para n se tendria
que

m* (Am [GE]) = m* (ANE,) +m" <Am ["E;ED

i=1
n—1
= m (ANE,)+ Y m"(ANE).

i=1

Por lo tanto
m (A0 [GE]) =3 (a0 E).

Puesto que la proposicién era valida paran — 1. m

Corolario 47 Si A y B son dos conjuntos medibles y ajenos, AN B = &,
entonces m* (AU B) = m* (A) + m* (B).
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Demostracién. Para esta demostracion se usard el Lema 46, con A = R.
Sean B, C dos conjuntos medibles ajenos, entonces

m*(RN(BUC))=m"(RNB)+m*(RNC).

Entonces
m*(BUC)=m"(B)+m"(C)

Definicion 48 Si E es un conjunto medible, definimos la medida de Lebesque
de E, m(E), como la medida exterior de E.

Proposicién 49 Si E es un conjunto formado por un solo punto, E = {p},
entonces E es medible y m (E) = 0.

Demostraciéon. Dado el conjunto F, se sabe que
ANECE,
y por la definicién 38
m*(ANE)<m*(F)=0;
tomando AN E° C A, se tiene
m*(A) >m* (ANE)+m" (ANE),

con lo que se tiene que no sélo el conjunto E es medible sino que su medida
de Lebesgue es cero. m

Es importante notar que la funcién m no es méas que la misma medida ex-
terior restringida a la familia de conjuntos medibles M. Hay dos propiedades
importantes de la medida de Lebesgue que serén mencionadas en el teorema
y la proposicién siguientes.

Teorema 50 Sea m la medida de Lebesque. Si A y B son dos conjuntos
medibles que cumplen que A C B, entonces m (A) < m(B).
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Demostraciéon. Sean A y B dos conjuntos medibles, por ser medibles
se tiene que m(A) = m* (A) y m(B) = m* (B) . Por la definicién 38, se tiene
que

m(A) = m* (A) < m*(B) = m(B),

por lo que m(A) < m(B) n

Proposicion 51 Sea m la medida de Lebesque y A, B dos conjuntos medi-
bles; entonces (AU B) es medible.

Demostracién. Para que (AU B) sea medible tendria que cumplirse
para cualquier conjunto F la igualdad

m* (E)=m*(EN(AUB))+m* (EN (AU B)").

Por ser B medible se tiene que
m*(ENAY)=m" (BN (ENA%))+m*(B°N(ENA);
por otro lado se tiene que
EN(AUB)=(ENA)U(ENA°NB).
Si se obtiene la medida exterior del conjunto ' N (AU B), se tiene que

m* [EN(AUB)] < m*[(ENA)]+m"[(ENA°N B)]
m* [EN(AUB)|+m*(EN(AUB)) < m*[(ENA)]+m"[(ENA°N B)]
+m* (EN (AU B)Y).

Por ser A medible puede verse que

m* [EN(AUB)+m* (EN (AU B)°) < m* (ENA)+m* (EN A°) = m* (E)

de tal forma que
m*(E) >m*[EN(AUB)|+m* (EnN (AU B)"),

con lo que termina la demostragion.
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Corolario 52 Si {E,} es una coleccion de conjuntos medibles, entonces

OleEn es medible.

Demostracién. Por la proposicién 36, se sabe que existe una coleccién
de conjuntos {A,} tales que

1. UE, = U A,

n=1
2. Si n # m, entonces A, # A,

Ademsds cada A,, es de la forma

A, = E,n[EiNEsN...NE;_|]
= EU[E4UE U...UE, 4

De la proposiciéon 51 y utilizando induccién matemadtica, tenemos que
la unién finita de conjuntos medibles es un conjunto medible. De aqui
se sigue que cada A,, es un conjunto medible.

Sea A un subconjunto de R.
Como G, = ,L_TﬁlAi es medible, se tiene que
m*(A) = m*(ANG,)+m" (ANGE)
> m*(ANG,) +m* (A N (,‘Q’lAi)C)

va que G,, C itlei.

Por otro lado, G, N A, = A, y G, N A, = G,,—1. Como A,, es medible,
se tiene que

m* (ANG,) = m"(ANG,NA,)+m* (ANG,NA?)
= m"(ANA,)+m" (ANG,_1).

Aplicando este razonamiento varias veces se tiene que:

m*(ANG,) = m"(ANA,)+m " (ANA,_1)+...+m" (AN A)

- Zm (AN A,).
=1



50 CAPITULO III. INTRODUCCION A LA MEDIDA

Asi, para todo n € N,

A) > zn:m* (AN A) +m* (A N (§1A>> .

Entonces

A) > im* (AN A) +m* (A N (ileA)) .

=1

Por la proposicién 42,

m* (An (B4)) =m (8 (anay) < Zm (AN Ay)
Por lo tanto,

w2 (a0 (84)) o (40 (34

Y con ello se concluye que

es medible.

Observacion 53 FEl corolario anterior, junto con las observaciones que vienen
después de la definicion 45, dicen que la coleccion de conjuntos medibles en
R forman un o—dlgebra.

Proposicién 54 Sea m la medida de Lebesgue y sean {E,} una sucesion de
conguntos medibles. Entonces

<
U E,) < Zlm (E
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Demostracién. Por el corolario 52, OleEn es medible por lo que puede
verse que "

m(oLjEn> :m*<oLjEn>,
n=1 n=1

y por la proposicién 42

m* (U Ey) <> m* (B) =Y m (B,

con lo que queda demostrada la proposicién. "

Proposicién 55 Sim es la medida de Lebesgue, entonces m (&) = 0.

Demostracién. Sea A = {p}, como & C A, entonces

@) = m*(2) < m*(A) = 0.

Entonces m(2) =0

Teorema 56 Sea A C R, cualquier conjunto, si la medida exterior de A es
igual a cero m*(A) = 0, se tiene que A es un conjunto medible y ademds

m(A) =0.

Demostracién. Dado A C R; tiene que demostrarse que para cualquier
otro conjunto £ C R se tiene que

m* (E) >m*(ENA)+m"(EnN A°).
Dado que (ENA) C Ay ademds (E N A°) C E, puede afirmarse que
m* (ENA)+m*(ENA°) <m*(A)+m"(E).
Pero como m*(A) = 0, se tiene
m*(ENA)+m*(ENA°) <m*(E).

Con lo que se demuestragque A es medible. Por definicién de la medida de
Lebesgue se tiene que, m(A) =0
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Teorema 57 Sean A, B C R dos conjuntos medibles, tales que AN B = &.
Entonces

m(AU B) =m(A) + m(B)

Demostraciéon. Por la proposicién 51, se tiene que A U B es medible.
Junto con la proposiciéon 47 tenemos que

m(AUB)=m"(AUB) =m"(A) +m* (B) =m(A) + m(B),
por loque m (AU B) =m(A)+m(B).m

Definicién 58 La coleccion B de conjuntos de Borel es el o-dlgebra mds
pequeno que contiene a todos los conjuntos abiertos en R.

Este o-dlgebra més pequeno existe de acuerdo a la proposicién 35. Adi-
cionalmente la coleccién de conjuntos de Borel es ademads el o-dlgebra mas
pequeno que contiene a todos los conjuntos cerrados y también a todos los
intervalos abiertos de R.

El Siguiente resultado es muy importante. El lector interesado puede
encontrar su demostracién en el libro Real analysis Royden, [3].

Teorema 59 Cada conjunto de Borel es un conjunto medible. En particular
cada conjunto abierto y cada conjunto cerrado es un conjunto medible.

Corolario 60 La medida de Lebesgue de I = [0,1] es su longitud.
Demostracién. m ([0,1]) = m*([0,1]) =1[0,1] =1.m

Corolario 61 Sea I = [0,1] y sea T : I — I la tienda. El conjunto de los
puntos periddicos Per (T') tiene medida cero, m (Per (T')) = 0.

Demostracién. La proposicién 22 del capitulo 1 implica que el conjunto
Per (T) es numerable. Ademds, este conjunto es la unién de conjuntos cer-
rados. Por el Teorema 59, Per (T') es medible. Con lo anterior y de acuerdo
al Corolario 52 se tiene que

m (Per (T)) = m* (Per (T)) = 0.



Capitulo IV

Orbitas con sombra

En el estudio de la funcién T existe un grupo de puntos que tienen un com-
portamiento muy peculiar. Al estudiar las orbitas de estos puntos puede
conocerse mas acerca del comportamiento del Sistema Dinamico generado
por la funcién. Los puntos a los que se hace referencia son aquellos que tiene
orbitas con sombra. Esto quiere decir que dado cualquiera de estos puntos,
x por ejemplo, se puede encontrar otro punto y de tal forma que las dorbitas
de ambos puntos estdn muy cercanas, de hecho su diferencia tiende a cero
cuando el nimero de iteraciones tiende a infinito, pero nunca son iguales a
lo largo de la trayectoria.

El objetivo en este capitulo es cerrar el ciclo de entendimiento del Sistema
Dinamico que genera la funcién T'. Hasta ahora, el lector tiene una compren-
sién del sistema, al saber que tiene puntos con comportamiento predecible
pues sus orbitas son periodicas, preperiodicas o asintéticamente periodicas
y que existen puntos méas complejos pues tienen orbitas aperiodicas.

También sabe que el conjunto de los puntos periddicos, preperiddicas o
asintoticamente periodicas es pequeno pues tiene medida es 0; en este capi-
tulo se vera que deja como tinica posibilidad de que los puntos asintéticamente
periodicos sean muchos pues por ser el complemento tiene medida 1 lo cual
implicarfa que el sistema es muy complejo al tener tantos puntos impredeci-
bles, sin embargo se concluird en esta parte de la Tesis que atin cuando el
conjunto de los puntos aperiédicos es muy grande puede ser clasificado entre
los puntos aperiédicos con y sin sombra, y de hecho se verd que el sistema
no es tan complejo pues los puntos con sombra tienen medida 1.

53
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Definicién 62 Sea f : I — I, I = [0,1], f wuna funcidn continua, sea
x € 1. Se dice que y € [0,1] es un punto sombra de x, si cumple que

| f"(x) — f"(y) |> 0 para todan € N

PETO,

tim | f"(2) = ["(y) |= 0

La meta inmediata es definir y construir las herramientas necesarias para
demostrar que el conjunto de los puntos que bajo la funcién 7' tienen una
sombra tiene medida 1, para lo cual es necesario definir la funcion itinerario.

Definicién 63 Sea T : [ — 1,1 = [0,1], sea {z,} -, con la condicion
inicial o = = y para todo n € N, x,, = T" (x). Se define la sucesion t, =
(to,t1,t2,...) donde

0 st x; <

D [

1 st x; >

N =

La sucesién ¢, es conocida como el itinerario de la érbita de xq, es decir,
el itinerario de {z,}.

Para tratar de entender mejor la definicién de itinerario se obtendrén los
itinerarios de los puntos: x =0, 1, i, %, los cuales serviran de ejemplo.
Ejemplo 64 Seax = 0. Al aplicar la funcion T se tiene que para todan € N,
T" (z) = 0. El itinerario es: t, = (0,0,0,...)

Ejemplo 65 Sea x = 1. Al aplicar la funcion T se tiene que T'(1) = 0, y
cualquier otra iteracion el resultado es el mismo, por lo que su itinerario es:
t. = (1,0,0,...)

Ejemplo 66 Sea » = i. Al aplicar la funcion T se tiene que T(i) =
%, T2 (i) = 1 y cualquier otra iteracion de T' se comporta como en el se-
gundo ejemplo, por lo que el itinerario es t, = (0,1,1,0,0,...)
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1

Ejemplo 67 Sean n € N, v = 5, entonces
T@) = T(a) = T (2) = ST (2) = 1, T () = 0
2n_1 Y 277;_2’ AR 27 )
por tanto,

t, = (0,0,...,0,1,1,0,0,...)

donde la cantidad de ceros al inicio de t, es n—1.0bsérvese que si x € [0, 2%] ,
entonces t, tiene al principio al menos n — 1 ceros.

Ejemplo 68 Sea © = 3. Al aplicar la funcion T se tiene que T (3) =

2, 7%(3) = 2,13 (3) = 2 y ast también para cualquier otra iteracion de

T, por lo que el itinerario es t, = (0,1,1,1,1,...)

Definicién 69 Sea T': [ — I, I = [0,1] y sea t, la funcion itinerario. Se
define al conjunto

II ={t=(to,t1,t2,...) | t; € {0,1}, existex € I cont=1,}.
Se denotard a la funcion itinerario como ¢ : [0,1] — II, es decir ¢ (x) = t,.

Nota 70 Si la orbita de x, o(x,T) = {z,T(x), T*(z), T*(x),...}, da lugar
a la sucesion t, = (to,t1,ta,...) , entonces la orbita de T(z),o(T(z),T) =
{T(x), T%(x), T*(x),...}, da lugar a la sucesion try = {t1,t2,t5,...}

Una vez que se han definido y entendido los itinerarios puede definirse
ahora a la funcién itinerario.

Definicién 71 Sea T : I — I, I = [0,1] y sea ¢ la funcidn itinerario, se
define a la funcion o : I — 11, con regla de correspondencia:

U(to,tl,tg,tg,...,...) = (tl,tg,tg,...)

Obsérvese que:

Para toda z € I.
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Es decir el diagrama

T
I > I
Ly o)
A 4 \ 4
1 P> 11
(8]

conmuta.

Note que si t, € II, entonces o(t,) € Il ya que o(t,) es el itinerario de T' (x) .
La funcién o : II — II serd llamada la funcién corrimiento.

Observacién 72 La siguiente sucesion de 0’s y 1°s no pertenece a 11
(0,1,0,0,0,0,....)

con 0=ty, 1 =1ty, y 0 =1, para toda n > 2.

Demostraciéon. Puesto que ¢, = 0, para toda n > 2, se tiene entonces
que T"(z) < %, pero
T(z) =T" 2o T?(x).

Como ty = 0, se tiene que

1
T —.
(2) <

Como t,, = 0 para toda n > 2. Para toda m € N se tiene que
1
T (T%(z)) < 5

Dado que
! T (T? (x)) = 2™T%(x)



o7

se tiene que para toda m € N

1
2MT? (1) < —,
2
y por lo tanto,
1
2
0<T*(z) TESE
Entonces
T? (x) = 0.

)

En consecuencia, para toda n > 2, T"(x) = 0, como t; = 1, T(x) >
entonces

N[

T(x)=1.

Pero el dnico punto que bajo T' se transforma en 1 es % Esto tltimo implica
que ty = 1, pero tyg = 0 por hipétesis, con lo que se tiene una contradiccion.
Por tanto no existe z € [0, 1] tal que su itinerario sea

(0,1,0,0,0,0,...)

con lo que se tiene demostrada la observaciéon. m

Nota 73 Como (0,1,0,0,0,0,....) no es elemento de I1, entonces no existe
t, € 11 tal que
o(t;) =(0,1,0,0,0,0,...),

por lo que los siguientes itinerarios no pertenecen a 11

(1,0,1,0,0,0,...),
(0,0,1,0,0,0,...).

Y asi para toda j € N.
ol (ty) # (0,1,0,0,0,0,...).
Es decir, las sucesiones de ceros y unos de la forma:
(to,t1,12,0,1,0,0,...)

no pertenecen a II.
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Las definiciones, lemas y la proposicién siguientes serdn usadas para
mostrar que la funcién itinerario describe a los puntos de I en una biyeccién.

Definicion 74 Sean z,y € [0,1]; se dice que § separa a x de y si
1 . . 1
$<§<y, o bien si y<§<m.

Lema 75 Sean x,y € [0,1] y % no separa a x de y, entonces

| T(x) =T(y) [=2]z -y

Demostracién. Sean z,y € [0, 1] . Dado que se tienen dos opciones, esta
demostracion serd hecha por casos:

Caso 1. x,y € [0, %] , entonces

T(x) = 2x
T(y) = 2y

por lo que
| T(x) =T (y) [=] 22 =2y [=]2(z —y) [= 2]z —y |

Caso 2. z,y € [%, 1] , entonces

por lo que
| T(z)=T(y) =] 2—22)—(2-2y) |=| 2-22—2+2y |=| 2y -2z [= 2 | 2~y |

con lo que termina la demostracién. m
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Lema 76 Sea I =1[0,1], T : 1 — I, sean xqy, yo dos puntos en el intervalo
1

I. Sean {x,} y {yn} sus orbitas bajo T. Si para toda n > 0, 5 no separa a

T de Yy, entonces xo = 1.

Demostracién. Sean [; [0, %] , Iy = [%, 1} . Como para cada n € N,

L 10 separa a z, de y,, estos dos puntos estdn en I; o ambos estdn en Is.

2
Por el lema 75 se tiene que

I T(x0) — T(o)| = 2|zo— ol
|T?(z0) — T*(yo)| = 2|T(z0) — T(yo)|

7" (w0) = T"(yo)| = 2|T"*(wo) = T" (o),

y asi
T (x0) — T"(yo)| = 2" [0 — ol -
Como T"(xg) € I y T"(yo) € I para toda n € N, entonces

1" (z0) — T"(yo)| < 1,

por lo que
2" |lzo —yol <1,

y entonces para toda n € N se tiene que

1
0§|l‘0—yo|§27-

Por lo tanto
|zo — yo| = 0,

con lo que se tiene que zg = 1. W
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Lema 77 Sea [c,d] un intervalo cerrado en I. Entonces existen dos inter-
valos [a, B] C [0, 3], [7,0] C [5,1] tales que

Tl 5] = le,d]
T [nb = led]

y las funciones T |jag : [ov, B] = [e,d] y T |y < [0,0) = [c,d] son funciones
biyectivas.

4] c [0,1]; aplicando T a este

Demostracién. Toémese [a, 5] = [ .

intervalo se tiene que

(4
2

c d
T |:2,2 = [C,d].
0,0

| = [%¢ 54 C [3,1]; aplicando T a

Para el otro intervalo se toma a 5

este intervalo se tiene que

P[5 - ety
= [2—-2+¢2-2+d]
= [e,d].

Claramente ambas funciones T'

R T (252 224) SO biyectivas. m

A continuacién se veran algunas propiedades de ¢ : [0, 1] — II.
Proposiciéon 78 ¢ es una funcion biyectiva.
Demostracion.

1. Sean z,y dos puntos del intervalo [0, 1] , tales que t, = t,. Se tiene que
para toda n € N, % no separa a x, de y,. Por el lema 75 se tiene

r=1y

2. De la definicién de II, se tiene que la funcién ¢ es suprayectiva.

|

Hasta ahora se han visto la definicién de la funcién ¢ : [0, 1] — II, algunas
de sus propiedades, y algunos ejemplos. Ahora veremos cémo a través de la
funcién ¢ se puede describir la érbita de puntos x en [0,1] y hasta cono-
cer exactamente de qué punto se trata, el siguiente ejemplo muestra cémo
hacerlo.
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Ejemplo 79 Sea t, = (0,0,1,1,0,0,1,1,...) un itenerario periédico de II.
s Cudl es el punto x € [0, 1] que genera dicho itinerario?

Supoéngase que el primer punto de la érbita es xy. Por definicién de ¢,
Ty < %, entonces

T(xg) = 2x9= 171, con T'(xg) < %
T?(zg) = 4o, con T?(zq) > ;
T3(xo) = 2—2(4no). con T5(zg) > ;
T*xg) = 2—2(2—8x) con T%(z¢) < %

Suponiendo que la érbita de xq fuera de periédo 4, se tendria la igualdad
2—2(2—8[E0) = Xy.
Es decir:
T*(z0) = —2 + 162 = 70,

por lo que
2
15

1;} ; por tanto, su itinerario es

Zo

arhi 2 2 4 8 14
La ¢rbita de % es {15, =, e

(0,0,1,1,0,0,1,1,...).

Como ¢ es inyectiva, entonces x = 12—5 es el punto que genera el itinerario ¢,.

Definicién 80 Sea x € I, con drbita o(x,T) e itinerario t,. Se define a
I, como el intervalo

Iy =[0,3] sit;=0
L= [31] sit;=1

Proposicién 81 Si la orbita de x, es periddica, entonces existe j € N, tal
que 07 (t;) = t,.



62 CAPITULO 1V. ORBITAS CON SOMBRA

Demostracién. Sea x un punto periédico de periodo n. Entonces
o(x, T) ={x =x0,21,...,Tpn_1,%0, T1,---}
Por tanto,
tn - to, tn+1 = t17 e

es decir, para toda ¢ > 0, se tiene que:

lntvi = t;.

Ahora, si t, = (to,t1,...,tn_1,%0,t1,...), Se sigue que

O'n<t$) = (tnatn+1a---7t2n—1;--->) = (to,tl,...,tn_l,...,) :tx

Finalmente o™ (t,) = t,. ®

Una vez que se obtienen resultados como el anterior la pregunta oblig-
ada es si serd posible determinar qué un punto es periédico a partir de su
itinerario. Antes de demostrar tal proposicién, se intentarsd ejemplificar el
razonamiento detras de la misma; para esto se tomaran el mismo punto per-
i6dico del ejemplo anterior

Ejemplo 82 Sea z = % Como fue visto su itinerario es:

t. =(0,0,1,1,0,0,1,1,...)

A través de este itinerario puede comprobarse que se trata de un punto
periédico; esto se hard construyendo intervalos partiendo del intervalo que
define la entrada ¢z (justo antes de que el itinerario se repita) y usando el
lema 77, con el que veremos que es posible construir intervalos hacia atras de
tal foma que el intervalo que define a t; coincide con el intervalo inicial; por
lo que aplicando el Teorema del valor intermedio encontraremos a nuestro
punto periédico, graficamente se verfa asf:
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Toémese pues la quinta entrada del itinerario; es decir, t4 = 0 = ty. Por

definicion se tiene que I, = [O

’ 2

un intervalo cerrado Az en I que cumple con lo siguiente

1
A3 C -[tg = [5, ]_:| y ademds T’ (Ag) = ‘[t()'

1} , usando el lema 77 puede verse que existe

Usando el mismo razonamiento puede verse que existe otro intervalo cerrado

Ay que cumple

A2 C[t2 -

De igual forma existe el intervalo

Al C-[tl -

1
~.1
2

, T(Az) — Ag.

cerrado A; y que cumple

_01
"2

LT (A)) = As.

Finalmente existe un intervalo cerrado Ay que cumple

Ay C]to =

o] vt -

Lo que se ha hecho hasta ahora es construir los intervalos cerrados

de tal suerte que

A07 A17 AQ, A3a

T* (Ag) = T3 (A)) = T? (Ay) = T (As3) = I, y ademds Ay C I, = I,.
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Usando el Teorema del Valor Intermedio con la funcién 7% : 4, — I;,, se
tiene que existe un punto x € Ay, de tal suerte que T* (x) = x. Ahora, sélo
falta comprobar que es de periodo 4.

No puede ser de periodo 2 puesto que x y T?(x) estdn en intervalos
diferentes, es decir Ay # A,, tampoco es un punto fijo puesto que t3 # to,
por lo tanto es un punto de periodo 4.

Proposicién 83 Sea t, = ¢ (z) un itinerario en II. Si existe j € N tal que
o’(ty) = (tp) , entonces x € Per(T)

Demostracion. Por la definicién 71, tenemos que para toda x € I,

Entonces para toda k € N,
ot o (p(x)) = po (T*(x)).
Si 07 (t,) = t,, entonces
poT'(zx) =0’ 0p(x)=p(r).
Como ¢ es inyectiva, tenemos que 77 (z) = x, z € Per (T) m
Proposicién 84 Sea T : 1 — I, I =[0,1], sea z un punto de I, z > 0, si z

es un punto asintéticamente periédico de T entonces z es un punto periédico
o preperiddico de T.

Demostraciéon. Sea x un punto periédico con periodo k& € N. Se define

a d como
0= min{

Obsérvese que 6 > 0, puesto que TV (x) # % paratodaj € {0,1,...,k—1}
por ser x periédico y no preperiédico.

A 1
TM@—Qwogjgk—1}

Supoéngase que z es un punto asintéticamente periédico a x. Por definicién
se tiene que
lim |[T™ (x) —T™ (2)] = 0.

m—00



De lo anterior se sigue que existe un ng € N tal que si n > ng, entonces
T" () =T" (2)] < ¢
por lo que

(" @)1 ()} < |0.]

1
@@ e 3.
Esto se comprueba facilmente, pues si

T (x) < 5 <T"(2),

N | —

se tiene entonces que

0< \T” () - %‘ < T () =T ()] <6,

pero por la definicién de ¢ esto es imposible.

Con lo anterior tenemos que % no separa a x de z, por lo que podemos concluir

los itinerarios a partir de ny son iguales

tT"0+1(x) = tT7L0+1(Z)7
por la proposicién 78 tenemos que

o+l (x> — o+l (Z) 7

65

pero como T™*! (x) es preperiédico o periédico (en caso de que K = ng+1)
podemos afirmar entonces que T %! (2) es preperiédico o periédico, con lo

que podemos concluir que z es periédico o preperiédico. m

Proposicion 85 Sea x un punto cualquiera de I, afirmamos que las imd-

genes inversas de x bajo T" son a lo mds dos;

#T7(x) <2
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Demostraciéon. Obsérvese que:

T |y [o, H —[0.1]
g [51] =00

son homeomorfismos por lo que para toda x sélo existe una y € [0, ﬂ y una
ye [yl talqueT(y) =z. m
Proposicion 86 FEl conjunto de los puntos preperiddicos de T' es numerable.

Demostracién. Seap € Per(T). El conjunto de los puntos preperiédicos

de p puede definirse como A = OleAn, donde

A = {x |x e T 1 (p)}
Ay = {x |a: eT ' (A)}

An = {z |x eT ' (4,-1)}.

Por la proposicién anterior se tiene

#A < 2
#A, < 27
#A, < 2™

Dado que la cardinalidad de cada A; es finita para toda ¢ € N, tenemos que
el conjunto A de los puntos preperiédicos de p es numerable.

Por otro lado el conjunto de todos los puntos preperiédicos de T" puede
escribirse como .
PrePer(T) = AulApi,
1=

donde A, es el conjunto de puntos prepreriédicos de un punto p; periédico.
Esta unién es numerable dado que el conjunto de los puntos periédicos de T,
Per(T) es numerable segin la proposiciéon 22 del Capitulo 1. Esto implica
que el conjunto de los puntos preperiédicos de 1" es numerable. g
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Corolario 87 FEl conjunto de los puntos preperiédicos bajo T tiene medida
cero.

Demostraciéon. La demostracion es simple pues por la Proposiciéon 86
los puntos preperiédicos forman un conjunto numerable, por lo que se tiene,
de acuerdo a los resultados del Capitulo 3 que su medida es cero. m

Proposicién 88 Sea [ =[0,1], T : I — I, el siguiente conjunto es numer-
able:

A = {x es un punto periddico, preperiddico o asintdticamente periddico}

Demostraciéon. De acuerdo a la proposicién 22 del Capitulo 1, el con-
junto de los puntos periddicos es numerable y de acuerdo a las proposiciones
84 y 86 de este capitulo cualquier punto asintéticamente periédico es un
punto preperiédico y el conjunto de los puntos preperiédicos es numerable.
Asi, el conjunto A, que es la unién del conjunto de puntos periédicos con el
de los puntos preperiédicos, es numerable. m

La meta ahora es la demostracion del siguiente Teorema:

Teorema 89 FEl conjunto de puntos con sombra tiene medida 1.

Demostracién. Para demostrar este teorema serdan usados los siguientes
conjuntos:

Sea A el conjunto de puntos que tienen sombra,

A ={x eI |existe y € I, con y punto sombra de z}

Sea B el conjunto de puntos que tienen arbitrariamente largas pero no in-
finitamente largas cadenas de ceros en sus itinerarios, es decir que los puntos
no pueden pasar por el cero nunca.

Sea C' el conjunto de puntos para los cuales la sucesion {T™ (z)} - | tiene a

% como punto limite.
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Vamos a demostrar que A = B = C.

Lo primero que se hard es demostrar que el conjunto B es igual al conjunto
C(B=0C).

) [FEC)

Sea x € B. Por definicién se tiene que x tiene en su itinerario cadenas
arbitrariamente largas de ceros pero no infinitamente largas. Témese una de
ellas, digamos de longitud j ( j € N) y supéngase que dicha cadena empieza
en la (k4 1) — ésima coordenada:

E k+1 k+2 k+3 k+4 k+(j—1) k+j k+(j+1)
o) = t,=(..,1,0,0,0,0,...... , 0,0, 1 ,..)

Y Y
N

-

7 — lugares

Por definicién de itinerario se tiene que

1
T* > =
@ = 5
, 1
T (z) < ... .<T"9 () < 2
Tk+0G+1) () > %

Lo anterior implica que:

" (2) = 2—2T"%)
Tk+2 (x) _ (Tk—H ((E ) _ 2Tk+1 (x) _

) 2 22Tk(x)
T (2) = T(T*(x)) = 27"(2) =

T 2
T 23 — 23T (z)

TH9 (z) = T(TH0D(z)) = 270D (g) = 29 — 9TH(z)
Tk+(j+1) ($) _ T(Tkﬂ(x)) _ 2Tk+j (.CE) — 2j+1 o 2j+1Tk(;L')

Considérese el punto T+ (z). Para empezar tenemos que T%+ (1) < 1

27
pero ademds se tiene que

TFY (2) = 27 — 297" ()
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Por lo que
. ) 1
21 —20Tk(z) < 3
) . 1
20Tk (z) > 27— 3
. P |
ITH@) > ——5—,
2+t 1 1
k _
Entonces,
1

Obsérvese ahora que en la iteracién anterior a ésta es (es decir, la k — 1)
existen dos posibilidades:
TF(z) <
0
Tk_1<£L’) 2

1
2

N[ =

Si TF1(z) < ; se tiene que

1 1 1
k—1
T (‘T)€|:2_2j+272‘|7

puesto que

dado que

TH(x) € {2—2(;),2—2(;+2}+2>} = [1—2}+1,1}

Por lo que se puede concluir que
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Acaba de demostrarse que, en general para cualquier cadena de ceros de
longitud j, que empieza en la iteracién k + 1 se tiene que T%(z) estd muy
cercana a 1y que 7% () estd muy cercana a 3 :

1 < THx) <1

i+l

0 < |TFYz)—

1‘ 1
- < —.
2| = 92i+2

Ahora para demostrar que B C C, cada ; > 0, existe una cadena lo sufi-
cientemente larga de ceros de longitud j que empieza en k; y que cumple lo
siguiente;

<é€1.

Tklil(l') — 2‘ <

Dicha cadena existe puesto que x € B.

2542

Ahora, si €5 = %, puede encontrarse una nueva cadena de ceros que empiece
en ky de tal forma que ks > k1 y que cumpla que

_ 1
Tk2 1(51')) — 5 S 9.
Siguiendo esta construccién, si €, = &=L, existe una cadena de ceros que
) 2
asegura que
1
‘Tk"_1<l') - 5 S En-

De esta forma, se ha creado una subsucesién de puntos de {7 (z)}°2, =

n=1
o(z,T) que cumplen que

lim

1—00

T Nz) — —‘ =0

Con lo que se demuestra que B C C.

i [CE B}

Sea x € C. Por definicién de C, existe una subsucesién de o (z,7T), {z,,},
tal que

limz,, = -
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Se va a mostrar que el itinerario de = tiene una cadena de al menos 100 ceros.

Como .
lim [T"(x)| = 5

1—00
existe n; € N tal que
1

2

1

Dado que T duplica distancias (puesto que % no separa a los 7™ (x) por ser
este su punto limite), se tiene que

1
n;+1 —_—
T4 () = 1] < gy
y 1
n;+2
|77 2() = 0] < Sigg-
Por lo tanto
i+2 +2 99 2 2 1
T (o) < T(T(2)) < < T (T () < g =

Es decir, al menos 100 elementos de la sucesién {77 (z)} estén en [0, ) . El
itinerario tiene una cadena de al menos 100 ceros.

Claramente, este procedimiento puede generalizarse para que dado ng € N,
se pueda encontrar en el itinerario de x cadenas de ceros de longitud al menos
ng, por lo tanto C' C B y por tanto B = C.

Obsérvese que si el itinerario de x tiene una cadena con una infinidad de
ceros, entonces existe una N € N tal que para toda & > N se tiene que
T*(x) =0, y con ello 3 no puede ser punto limite de {7 (z)} 7, .

No perdiendo de vista el objetivo de demostrar que el conjunto de puntos con
sombra tiene medida 1, deben demostrarse algunas propiedades adicionales
de los conjuntos recién definidos. La siguiente proposicién serd usada con tal
fin.

Demostraremos que el conjunto B tiene medida uno o, equivalentemente, que
B¢ tiene medida cero.

Se iniciard la demostracién con una pequena observaciéon sobre los elementos
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de B¢. Témese x € B°. Por estar en el complemento de B, x debe cumplir
con alguna de las siguientes afirmaciones:

1. t, no tiene ceros, Es decir ¢, = (1,1,1,1,...); por lo tanto la érbita es un
solo punto. De hecho x es punto fijo de T.

2. t, tiene una cadena de ceros infinita:
(t07t17t27 s 7tn0—17 07 Oa 07 s )

Para esta cadena de ceros existe ng tal que si n > ng, t,, = 0. Como se vié
antes, la unica posibilidad es que 7™ (z) = 0, con lo que se tiene que = es
preperiédico.

3. La dtltima posibilidad para x € B¢ es que t, tenga cadenas de ceros pero
con longitud finita cada una de ellas. En cuyo caso puede definirse para cada
k € N el siguiente conjunto:

Dk‘ = {QT S [07 ]‘] |t$ = (t07t17t2at3a .. )

tiene cadenas de ceros de longitud a lo mas k} .

También se define a D como
D= UD,
k=1

Una vez definidas las tres tnicas posibilidades que tiene z, es inmediato ver

que si se demuestra que el conjunto de puntos que cumple cada una de ellas
tiene medida cero, el conjunto B¢ también serd de medida cero.

Las dos primeras son inmediatas puesto que se trata de un solo punto y de
un subconjunto del conjunto de los puntos preperiddicos que ya demostramos
que tiene medida cero. El tercer caso es el interesante y se probard que es de
medida cero de la siguiente forma:

Sea k € Ny x € Dy; partimos al intervalo [0,1] en intervalos de longitud

216% considerando los puntos {O, 216%’ zk%’ cee 1} tal y como lo ejemplifica
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la figura siguiente:

| |
| |
0 ?ﬂ = .I

Siz e [O, ﬁ) , tendrfa en su itinerario una cadena de ceros con longitud
mayor a k, dado que al aplicar la funcién k + 1 veces se tendria que el primer
uno apareceria en el itinerario en el lugar k + 1:

1 T1T 1 T T1
ok ok ok "'—>i
T*

Es decir, si z < 31, entonces para toda 0< j < k, TV (z) < T* (z) <

N[

Y con ello el itinerario de x tiene al menos k + 1 ceros al inicio. Por tanto,

Ademss, T*+! transforma el intervalo [leﬁ, 2l,;"—+11} en I de manera biyectiva.

De igual forma es fdcil ver que D;, C [#, 1] y con esto se sabe que m (Dy) <
(1 - zm)-
2k+1

Ahora, como x ¢ [0, #) entonces x debe estar en alguno de los intervalos
restantes. Supdngase entonces que x € [ﬁ, 21,;%11] . Por el Lema 12 (del
capitulo 1), se tiene que al aplicar k + 1 veces la funcién T' a este intervalo
el resultado, es el intervalo I :

[ I+1
k+1 _
. <{2k+1’2k+1})_[‘

Y en ese caso exisitird un subintervalo de [#, 21,;%11} de la forma
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[ ny) ¢ (o o

tal que si x pertenece a él, se tiene

1
TkJrl (.73) < |:O, W) .

Gréaficamente puede verse asf:

Como este razonamiento es valido para todos los intervalos de la forma
I I+1
9k+17 Qk+1 | 7
en cada uno de estos intervalosde de igual forma puede encontrarse ese subin-
tervalo tal que al aplicarle la funcién T, k41 veces se convierta en el intervalo
[O, 216%) , pero ya se habia visto que x no puede estar en ese subintervalo ya

ue si se aplica la funcién Tk 1 el itinerario de = tendria una cadena de ceros
)
de longitud mayor a k.

Notese que para encontrar este pequeno intervalo se tuvo que partir al orig-
inal en 28! subintervalos. Como la longitud del original era de #, la
longitud de cada uno de estos nuevos intervalos es

1
2k+1 1

Ok+1 - (2k+1)2

De esta forma la longitud del intervalo donde puede estar z es

1 11,1
ok+1 (2k+1)2 T Qk+1 T ok+l )
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Como esto pasa para todos los intervalos de la forma
I 1+1
9k+17 9k+1 |’

hay que eliminar de la medida de D;, la medida de los 2¥ — 1 intervalos en
donde se puede encontrar a ese subintervalo. De modo que la longitud de la
unién de esos subintervalos donde estd contenido D, es

1 1 1 ok+1 _ 1 1 \?
(1o g) @ = (1) (g ) = (1)
2k+1 2k+1 2k+1 2k+1 2k+1

Consecuentemente la medida de D, estd acotada asi:

oo (15"

Se puede seguir "partiendo" a cada intervalo

b

en 21 subintervalos para encontrar en cada uno de ellos el pequefio subin-
tervalo donde x no puede estar. Siguiendo este procedimiento se obtiene
que

1 n
m(Dy) < <1 — 2k+1) , para cada n € N.
Con lo que se concluye que la medida de D, es cero:
Como Dy, = koL_lek, entonces m (D) = 0. Por tanto, m (B) =0y m (B) = 1.

Recuérdese que se estd tratando de demostrar que el conjunto de los puntos
con sombra es de medida 1, para lo cual se estd usando la definicién de los
conjuntos A, B y C. Siguiendo con esta idea se demostrard ahora que el
conjunto A estd contenido en C'. Recuérdese que el conjunto C' estd formado
por los puntos para los cuales la sucesién {T™ (z)},-, tiene a 1 como punto
limite.
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Proposicién. Sea x € A un punto con sombra. Entonces x € C.

Demostracion. Témese x € A, sea y € I un punto sombra de x. Por ser y
punto sombra se cumple que

7" (x) = T" (y)| >0,
para toda n € N, y ademéds

lim [T (z) = T" (y)| = 0

n—oo

Supdngase que + nunca separa a 7" (z) de T™ (y) ; entonces por el lema 75

2
se tiene que
r=1Y,

lo cual es una contradiccién pues y es un punto sombra de x. Entonces debe
existir n; € N, talque

T (x) <

™ (y) <

Siguiendo esta idea, si ahora se supone que para toda n > nq, % no separa a
T" (x) de T™ (y) , se tiene exactamente la misma conclusion:

™ (z) =T" (y),

con lo que se obtiene una contradiccién nuevamente, pues y es punto sombra
de z. Asi, existe un ny > n, tal que

T (x) <

™ (y) <

Siguiendo con este razonamiento puede encontrarse una sucesién de elemen-
tos de la 6rbita de x,

{T™ (z),T™ (x),T™ (x),...,T" (x),...}
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Donde para toda j € N, cumple que

T () <

T (y) <

De esta forma

1

™ (z) = 5| < T (2) =T (y)|

y como lim |T" (x) —T" (y)| = 0, se concluye que:

n—oo

lim ‘T"ﬂ' () — ' =0

con lo que queda demostrada la proposicién.

Finalmente se tratard de demostrar que B estd contenido en A, con lo que se
cerrarfa el ciclo y se veria que A = B = (. Para entender mejor la razén por
la cual se da esta contencién tiene que verse que es posible saber como es el
itinerario de los puntos de acuerdo al intervalo donde estos se encuentren en
un principio.

Se verd un ejemplo antes de demostrar que B estd contenido en A. Si x €
(O, %), la primera entrada del itinerario de x claramente es 0. Ahora si
T € (i, %) , se tiene que también claramente la primera entrada del itinerario
es 0 y también se sabe que la segunda es 1 dado que T (z) € (%, 1) . De
esta forma mientras méas pequeno es el intervalo més informacién se tiene de

dénde se encuentra x y cémo es su itinerario.
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Gréficamente puede verse de la siguiente forma:

I
I I
1

0 0 » 1 1
| | | | |
| | | | |
o oo ' o1 ' 11 2 10 1
4 2 4
I P P s R s R
1 2 3 1 B b 7
0 s 8 8 2 8.8 8. 1

nao oa1 Can

110 111 101 100

Para la demostracién de la contenciéon B C A serdn necesarias las siguientes

definiciones de itinerarios conocidos como m — segmentos.
Definiicién. Sea z € [ y sea t, el itinerario de x. Se define al m — segmento

R,,, como

Rlz
Ry, =

1

11

110

1100
110...0 .

de longitud m

Es importante notar que cuando x tiene este segmento dentro de su itinerario,

su ¢rbita ha estado cerca de % por el "lado derecho", puesto que las dos
primeras entradas son iguales a 1 y las m — 2 restantes son iguales a 0.

De la misma manera podemos definir otro m — segmento como sigue. Sea
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x € 1,y seat, el itinerario de x, se define al segmento L,, como

Ly =0

L, = 01

Ls = 010

Ly = 0100

L, = 010...0 .

de longitud m

Igual que el anterior, x tiene este segmento dentro de su itinerario y su érbita
ha estado cerca de % ahora por el "lado izquierdo".

Con esta herramienta a la mano puede verse que el conjunto B estd contenido
en el conjunto A.

Sea x € B. Se sabe que existen cadenas de ceros muy largas en el itinerario de
x, t,. Cada una de esas cadenas es de alguno de los siguientes tipos: L; 6 R;.
De esta forma el itinerario de = tiene m — 2 ceros consecutivos. Un posible
itinerario es:

te = {toys tags tags - - 1 12,,0,1,0,0,...,0,1,.. .}

Ahora, sea y € I, con la condicién de que tenga un itinerario de la siguiente
forma
ty = {Syrs Sys» Sygs - - -+ Sy 1,1,0,0,...,0,1,...}

La idea es proponer un punto y € [0, 1] tal que cada vez que en el itinerario
de x aparezca la cadena L,,, el itinerario de y tenga en esa posicion la cadena
R, y viceversa: Si en t, se presenta R,,, entonces t, tendré L,, en la misma
posicién.

Sea y € I tal que el itinerario de y sea igual al itinerario de = fuera de esas
cadenas, y en cada cadena de mj; ceros se cambiard L,,, por R,,; o R, por
Ly, segiin sea el caso.

Sea my; < my < Mgy < ... una sucesién creciente de nimeros naturales tales
que para cada m; el itinerario de = tiene una cadena de ceros de longitud
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exactamente m;. Cada una de estas cadenas es del tipo L,, o R,,.

Es importante notar que el itinerario de y asi construido es casi idéntico al
de x y también es importante ver que en la posiciéon inmediata anterior a
cada cadena de la forma 1,0,0,...,0,1 cuando ¢, tiene un 0, ¢, tiene un 1
(digamos que esto sucede en la coordenada k del itinerario de x). Este es el
momento de méaxima separacién entre las érbitas de z y y, pero como hay
m; ceros consecutivos después de esta posicién se tiene que:

R
kS 19 T om0

c 1 1+ 1
Yk 272 om; .

1 1
|z — Y| < om < 1
Se puede hacer esto para cualquier m; de la sucesién antes mencionada,
puesto que x € B. Con esto se acaba de construir un punto sombra para x,

pues

De aqui que

lim |7V (z) — T (y)| = 0, y para toda j € N, TV (z) # T7 (y)

Jj—o0
con lo que se tiene que r € A. =

Es asf como se ha llegado al final de esta tesis, en la que se ha intentado
mostrar algunas de las propiedades de las funciones que forman a los sistemas
dindmicos por medio de una muy funcién sencilla:la tienda.

También se intenté mostrar algunas revisar el comportamiento de los
distintos puntos del dominio de la funcién y al hacerlo, se encontré en el
Teorema final de este tltimo capitulo un fenémeno sorprendente: La exis-
tencia de puntos llamados sombras que van de la mano con ciertas érbitas
aperiédicas, a pesar de la naturaleza de la funcién (duplicar las distancias
con cada iteracion).
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