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INTRODUCCION.

El objetivo de este trabajo es presentar las técnicas de cdmo realizar una
demostracién, con los e ementos que nos proporciona e mismo problema,
asi mismo este trabgjo se ha hecho pensando en los estudiantes de los
primeros semestres de las carreras como son: Actuaria, Arguitectura,
Economia, Ingenieria, Matematicas, Fisica por mencionar algunas que
requieren de hacer algunas demostraciones.

La belleza de la demostracion no es cuantas lineas o argumentos se
utilicen; sino la genialidad de los artificios usados para llegar a un
resultado, es la implementacion de dichos artificios donde se aprecia la
bellezay la ssmplicidad de la demostraciones en las matematicas que hace
ver simplelo dificil.

Es conveniente echar mano de todo lo que se conoce del tema e
implementar algunos artificios ingeniosos ideados con € fin de economizar
trabajo.

Daremos algunos gjemplos donde se utilice lo anterior para que se aprecie
la importancia de la implementacion de dichos artificios, es imprescindible
gue se conozca o tenga conocimiento del temaen el cual se desee hacer la
demostracion; de lo contrario no se tendra herramienta alguna para tal
empresa, por lo que hemos incurrido en ciertas éress, como: Algebra,
Combinatoria, Trigonometria, Geometria Analiticay Calculo diferencia e
Integral, donde daremos algunas aplicaciones.

En & primer capitulo, trataremos el método de la induccién matemética,
donde s no se domina este método, sera imposible resolver agunas
demostraciones que no es posible demostrar sin esta herramienta tan Util,
gue sin ellano seriaposible el estudio afondo de la matematica.

Es posible apreciarlo en e segundo capitulo, donde se aplicara la
Induccion matematica.

El cua trata de como contar adecuadamente por medios mateméticos.
Llamada la combinatoria la cua surgio en € siglo XVI. Uno de los
primeros en ocuparse del recuento del nimero de combinaciones diferentes
en € juego de los dados fue el matemético italiano Tartaglia Este
confecciond una tabla que mostraba de cuantas maneras pueden caer r
dados.



Sin embargo, no tenia en cuenta que una misma suma de puntos puede ser
obtenida de diferentes maneras (por g emplo, 1+3+4 =4+2+2).

Asi, € estudio tedrico de lo problemas combinatorio fue abordado en €l
siglo XVII por los cientificos franceses Pascal y Fermat.

Un papel importante o jugo aqui €l problema sobre la division de apuesta,
gue fue propuesto a Pascal, por el caballero de Mere.

El problema consistia en lo siguiente: “el campeonato” de cara o cruz
continuaria hasta que se ganasen seis partidos.

Pero se interrumpiria cuando un jugador ganase cinco partidos, y €l otro
cuatro; ¢Como dividir la apuesta?

Era evidente que la division en la razén 5:4 no era justa. Aplicando los
métodos de la combinatoria, Pascal resolvid e problema para e caso
general, cuando a un jugador le quedaran r partidos hasta que gane, y d
otro s.

Otraresolucién del problema fue dada por Fermat.

Los méodos combinatorios juegan un gran papel también en problemas
puramente matematicos. en la teoria de los grupos y de sus
representaciones, en el estudio de los fundamentos de la geometria, en las
algebras no asociativas, etcétera. Pero esto no |o trataremos en este trabajo.

En € tercer capitulo, se consideran las bases fundamentales de la
trigonometria en base a sus definiciones todo con respecto a relaciones que
existen entre los lados de un triangulo y/o su(s) angulo(s), consideramos
algunos gemplos de aplicacion asi como demostraciones de ciertas
identidades trigonomeétricas.

En el cuarto capitulo, consideraremos algunos temas de geometria analitica,
como son: interseccién de rectas, rectas paralelas, rectas perpendiculares y
laaplicacion a un problemareal, latransformacién de un lenguaje comun a
un lenguaje algebraico, en e cua solo es necesario dar solucion a un
sistema de ecuaciones de tal manera que pueda darnos la informacion
deseada.

Métodos de solucion a sistemas de ecuaciones de 2x2, gue Unicamente de
este tamario seran considerados |os sistemas.

Asi como, la solucion de ecuaciones de segundo grado en una variable, por
medio de factorizacion y por medio de la férmula general, también
conocida por lachicharronera.



En la parte que corresponde a las coOnicas, solamente daremos las
demostraciones de las conicas, también consideraremos, la ecuacion
genera de segundo grado, con término cruzado y sin dicho término.

La identificacion de conicas bajo ciertos criterios. Con los cuales sera
posible decir con certeza de que conica se trata.

Daremos las ecuaciones de rotacion de las conicas y sus correspondientes
demostraciones, asi como algunos gemplos.

En e dltimo capitulo, trataremos el tema mas amplio y complejo que ni
siquiera nos atrevemos a enumerar la gran variedad de aplicaciones que se
dan en caculo diferencia e integral, por ser tan grande el campo de
aplicacion, pero eso no impide dar uno o dos gjemplos parajustificar cierto
tema.

Sin pérdida de generalidad, como su nombre lo indica (titulo de la tesis)
también seran consideradas algunas demostraciones, asi como agunos
métodos para resolver algunos gjercicios.

Por gemplo, en la optimizacion (maximos y minimos) en caculo
diferencial, usamos dos métodos el de la primer derivaday e de la segunda
derivada, 1o curioso es de que el resultado es el mismo, no importa que
método se utilice. En lo que puede cambiar es en los calculos.

Mientras uno es muy lento, el otro es muy rgpido pero, su lentitud se ve
compensada por su precision.

En e clculo integral solo daremos, métodos de integracion de las formas

mas béasicas, y daremos, por supuesto algunas demostraciones de
integrales asi como algunos g empl os.



CAPITULO 1.

"INDUCCION MATEMATICA".

1. EL CONCEPTO DE INDUCCION MATEMATICA.

EL METODO de la induccién matemética se usa ampliamente en la
demostracion matemética. Sin dominar este método, esimposible estudiar a
fondo las matematicas. Ademés, la idea basica en que se apoya el método
de la induccion matemética, es de gran interés no solo para los estudiantes
de mateméticas y de las ciencias aplicadas, sino para estudiantes de otras
disciplinas.

En este capitulo se presentan las ideas fundamentales del método de la
induccién matematicay algunas aplicaciones mas sencillas.

Cualquier proposicion puede clasificarse como general o particular.
Ejempl os de proposiciones generales son:
Todos los ciudadanos de México, tienen derecho a una educacion.
L as diagonales de un paralelogramo se bisecan mutuamente.
Todos |os nUmeros que terminan en cero son divisibles entre 5.
Ejemplos de proposiciones particulares son:
Juan tiene derecho a una educacion.
Las diagonales del paralelogramo ABCD se bisecan mutuamente.

140 esdivisible entre 5.

El proceso de obtener una proposicion particular de una general se llama
deduccion.

El proceso de obtener una proposicion general de una proposicion
particular se [lama induccién. El razonamiento inductivo puede conducir
tanto a conclusiones falsas como verdaderas. Se pondra en claro este punto
mediante dos g emplos.

Primer g emplo:



1) 100 es divisible entre 5.
2) Todos los nimeros que terminan en cero son divisibles entre 5.

La proposicion genera (2), obtenida de la proposicion particular (1) es
verdadera.

Segundo g emplo:

1) 140 es divisible entre 5.

2) Todos los nimeros con tres cifras significativas son divisibles entre 5.
En este caso, la proposicion (2), deducida de la proposicion particular (1),
esfasa

1.1. EL METODO DE LA INDUCCION MATEMATICA.
Primero considérense dos gjemplos del tipo.
Ejemplo: Sea

1 1 1 1 41
152 o3 ama4 aws T nln+l)”

5n=

L as siguientes igualdades son féciles de verificar:
1 _1

T

1 .1 .2
STt 3
S NN O -

12 Z%3 Zx4 &'

1.1 .11 4
STt et ea T es 5

Con base en estos cuatro resultados, podria concluirse que para todos los
numeros naturales n, se cumple que:

Sn=m.

Ejemplo: A continuacion considérese el trinomio x%+x+41 | analizado por
primera vez por €l famoso matematico y fisico suizo (1707-1783) L. Euler.
S en este trinomio se reemplaza "x" por € nimero cero, se obtiene €l
numero primo 41. Si se reemplaza "x" por 1, nuevamente se obtiene un
numero primo, a saber 43. s se continlia en esta formay se reemplaza "x"
por los nimeros 2,3,4,5,6,7,8,9,10, sucesivamente, se obtiene en cada uno
de los casos, un numero primo: 47,53,61,71,83,97,113,131,151,



respectivamente. Basandonos en estos resultados, podria concluirse que
para todo entero no negativo "x", € valor del trinomio es un nimero primo.

¢Por qué @ razonamiento usado en estos g emplos es inadmisible en las
matematicas? ¢En qué forma seinvalida el razonamiento?

En ambos gemplos, e razonamiento empleado nos condujo a establecer
una proposicion general referente a todo n (o todo x) basandose en las
proposiciones que se han encontrado verdaderas para ciertos valores
particulares de n (o de x). Asi, sucede que la proposicion general obtenida
en e gemplo 1 es verdadera; sin embargo, la proposicion general obtenida
en e gemplo 2 es falsa. De hecho, mientras se puede demostrar que el

: .2 , :
trinomio *~**** produce niimeros primos para x = 0, 1, 2, 3,..., 39,
también se ve que para x = 40, e valor del trinomio es 41%, que €es un
numero compuesto.

2. TEOREMA (PRINCIPIO DE INDUCCION).
Cualquier conjunto S de nimeros natural es que satisface:

a) 1 perteneceaS.
b) Si n pertenece a S entonces, n +1 estaen S.

Este teorema quedara mas claro con algunos g emplos.

Ejemplo 1. Sea:
_nin+1]
2 paratodan que pertenece alN = naturales.

142434, . +p= eIt

S={kestdenIN ta que 2 } =IN.

1+2+43+. . .+n

Demostracion:

Usando los dos pasos de induccion tenemos que

a) Por demostrar que 1 perteneceaS.

Basicamente se sustituye en la sumade tal manera que:
1= (1(1+1))/2=2/2 =1

Por lotanto 1 perteneceaS.

b) Supongamos que vale para “n que pertenece aS’ por demostrar que vale
para, “n+1queestaen S'.



n estaen S entonces

_ nin+l)
2

Por demostrar que:

1+243+. .. +n

j=(n+1)(n+2]=n2+3n+2

1+2+3+. . . +n+in+1 = >

Z
n(n2+1]+(n+”=(n+1 :;:n+2) _n +23n+2

nln+l +20n+1) A2 +n+2A+s _I:n+1)(n+2:l_n2+3n+2
z - z - v B z

Por ser igual el miembro izquierdo que e miembro derecho tenemos que
“n +1 pertenece a S’. Por lo tanto S =IN. Concluyendo esto la
demostracion.

Ejemplo:

Demostrar que: si g #1 entonces,

Mn_
1+q+q2+...+q”'1=% Fara toda nzl

-
asn=1

1
1=9 q ey 1
lestdenS.

b) Supongamos que vale para “n que pertenece a S’ por demostrar que vale
para, “n +1queestaen S'.

]

1+-:|+-:;2+. ; .+-:|""1 +qM= ':'q__ll +ql
q-1 +q|-.=-=|"'—1+~=|"'li-=|—1) _ qM—1+qn+l_gn =-:|r“'1 -1
q-1 q-1 g-1 q-1

Por lo tanto S= IN.



Ejemplo:
2

Demostrar que n*NT+0 s par.

12+1=2 2s pPar.

Supongamos que se vale para ny por demostrar
que wale para n+l.

En+1)2+En+1)=n2+2n+1+n+1
=n2+n+?fn+1]

+n=2t es par
=2t+2(n+1)

=2(t+n+1) e= par
Soo5=M.

h2

Ejemplo:
Demostrar que:

12422452, 4n2-PintliiZntl)

n=1 &

iv 15

{1-1= 1C1+10C2C10+10 2030 =§=1
& [ &

Supongamos gue wale para n

124224324, 4n2 =000 :2':2"""1 ) ]
i?For demostrar que wvale para n+l

124224324, +(ne1)2= L0t N2 )0 20t3)

1020+ 1)
- &

_nln+1 0 2nt] e+ )
&

_Cn1 dinC2n+] HEln+1 0]
&

_ i1l zn247ree )
3

_ (1 )n+ 200 2n+3)
g

+(n+1)%

Por lo tanto S=IN.



Ejemplo:

Demostrar que:

n_
1+5+52+5%+, , . +5M" 1= 2 I :
n=1
i2lesS

_5-1_4_
1====o=1

Supongamos gque wale para n.
F.[r que wale para n+l.

i

1+5+5<+5%+, ., +5Mlagn= 5ﬁ+41—1
SITT_]'_,.EFI:*
5N-1+4(57) _5M(1+4)-1
r 3
sM(s)-1_s5n*tl-g
4 r

Por lotanto S=IN.

Ejemplo:

Demostrar que:

V1*2+ 1/2*3+ 1/3*4 +...+ Un*(n+ 1) =n/(n+ 1)

an=1 lestdenS.
Vi(1+1)=12=1(1+1) =12

b) Supongamos que vale para “n que pertenece a S’ por demostrar que vale
para, “n+1queestaen S'.

V1*2+ 1/2*3+ U3*4+...+ Un*(n+ 1)+ U(n+ )(n+2)=(n+1)/(n+ 2)
nfin+1)+1(n+1)(n+2) =(n(n+2)+1)/(n+1)(n+2)

= (n*+2n+ 1)/(n +1) (n + 2)

=(n+1)(n+ 1)/(n+1) (n+2)

=(n+1)/(n+2)

Por lo tanto S =IN.



Ejemplo:
Demostrar que:
Y1*3+ 1/3*5+...+1/2n-1)(2n+ 1) =n/(2n+ 1)

an=1, lestaenS.
V(2*1-1)(2*1+1)=1/1*3=1/3

Supongamos que vale para “n que pertenece a S’ por demostrar que vale
para, “n+1queestaen S'.

b)

V/1*3+ 1U/3F*5+..+1U2n-1)(2n+ 1)+ V/(2n+ 1)(2n+ 3) = (n+ 1)/(2n +
3)

Desarrollando el miembro izquierdo tenemos que

nf(2n+ 1)+ 1/(2n+ 1)(2n+ 3) = (n(2n + 3) + 1)/(2n + 1)(2n + 3)
=(2n° + 3n + 1)/(2n +1)(2n +3)
=(2n+1)(n+1)/(2n+ 1)(2n + 3)
=(n+1)/(2n+ 3)

Por lo tanto S=IN.

Ejemplo:

Demostrar que:

1V1*2*3+1/2*3*4 +...+ Un(n+ 1)(n + 2) = n(n + 3)/4(n + 1)(n + 2).

a)sin=1, entonceslestaen S.

U1+ 1D(A+2)=1/23) = 1/6.

141+ 1)(1 + 2) = 4/4(2)(3) =1/6.

Supongamos que vale para “n que pertenece a S’ por demostrar que vale

para, “n+1queestaen S'.

b)

V1*2*3+1/2*3*4 +...+ Un(n+ 1)(n+ 2) + U/(n+ 1)(n+ 2)(n + 3)=
=(n+21)(n+4)/4(n+ 2)(n+ 3).

Desarrollando el miembro izquierdo tenemos que

nn+3)/4n+21(n+2)+1/(n+1)(n+2)(n+3) =
= (n(n + 3)*+ 4)/4(n + 1)(n + 2)(n + 3)



= (n(n* +6n + 9) + 4)/4(n + 1)(n + 2)(n + 3)

= (n° +6n°+9n + 4)/4(n + 1)(n + 2)(n + 3)

= (n+ 1) (n*+ 5n + 4)/4(n + 1)(n + 2)(n + 3) Factorizando y simplificando
=(n+D(n+4)/4n+2)(n+3)

Por lotanto S=IN.
Ejemplo:

3 4 By
.+n4=6n +15n T+18n-—n

4 4
1%+2%4 | =5

irn m=1 net

4_ 60133 +15010 % 41010 -1
1=
=0
_E+15+16-1
20

=8
30
=1

Supongamos que vale paran.

Por demostrar que vale para(n + 1).

i 5 4 3
14244, Lantecne ) = BinHLD +15-:n+1:-m+1a-:n+1:- —¢rtl)

(1 S =n S +3n 2 +3n+1
tree1) F=rtadnFeen 2 ednei
(1) 2 =02 +5n T 18RS +18n 2 +5n+1

= +15nt +18n°-n

= w1y ? _n2+15nt+1en3-n+zminen®

c
_&n +15n*+18n3-n+38n *+120n¥+180n 4 +120n+30
an
_&n~+45n*+138n +188n 2 +119n+30
€Y

6n+132+15¢n+13 44180+ 1 2 =Cne 1)
38
&n-+45n? +120n 41800 < +119n+30
0

L B=IM.



CAPITULOII.

"COMBINATORIA".

1. REGLASGENERALESDE LA COMBINATORIA.

El Calculo Combinatorio es una herramienta para contar ya que en lugar de
contar "a fuerza bruta los casos favorables y los casos totales' podemos
utilizar formulas. Algunos estudiantes encuentran dificil e caculo
combinatorio porque o bien las preguntas no son entendidas o bien el
experimento aleatorio no es identificado claramente. En los gjemplos que
discutiremos enfatizaremos ambos puntos. Existen dos principios basicos
gue nos permiten contar eficazmente: el principio de lasumay el principio
de la multiplicacion. Estos principios son dos propiedades de la
cardinalidad, #.

1.1. Principio de la Suma.

S un evento A puede ocurrir de m maneras distintas y un evento
aternativo B puede ocurrir de n maneras distintas, de tal maneraque Ay B
no pueden ocurrir simultaneamente entonces, el evento A o B puede ocurrir
de (m + n) maneras distintas.

Al asociar numero de maneras con cardinalidad podemos traducir al
lenguaje matematico el principio de la suma como:
#(AUB)=#A + #B, cuando lainterseccion de A con B esvacia.

Ejemplo:

Supongamos gue tenemos dos opciones para ir de México D.F. a Paris,
Francia: por avion o por barco. Si existen tres rutas aéreas y cuatro
maritimas, ¢cuantas rutas posibles hay?
Sea A =vigar del D.F. aParisen avion.

B =vigar del D.F. aParis en barco.
Si suponemos que no podemos cambiar de un medio de transporte a otro
una vez iniciado e vige entonces A y B no pueden ocurrir
simultdneamente por lo que e ndmero de rutas es, 3+4 de acuerdo con €
principio de la suma.



1.1.1. Principio de la multiplicacion.

Si un evento A puede ocurrir de n maneras distintas y un evento B puede
ocurrir de m maneras diferente entonces, €l evento A y B puede ocurrir de
mxn maneras distintas.

Al asociar nimero de maneras con cardinalidad podemos traducir al
lenguaje matematico el principio de la multiplicacion como:
#AXB)=#A#B, donde AXB es el producto cartesiano de A con B { (x,y);
XEA, y€|?}

Ejemplo:

S un restaurante nos ofrece una entrada, tres opciones de sopa, cinco
opciones de plato fuerte y un postre, ¢cuantos menus se puede formar que
tengan una entrada, una sopa, un plato fuerte y un postre?

Sean

A = seleccionar una sopa.

B = seleccionar un plato fuerte.

Tenemos que A puede ocurrir de tres manerasy B de cinco. De acuerdo a
principio de la multiplicacion A y B puede ocurrir de 3(5) = 15 maneras
distintas. Por lo tanto, el nimero de menus es 15 ya que solo hay una
entraday un postre.

Ejemplo:

Un articulo manufacturado debe pasar por dos estaciones de control. En
cada estacion se revisa @ articulo para una caracteristica particular y se le
marca de acuerdo a su estado. Si en la estaciéon uno hay tres posibles
clasificacionesy en la estacion dos hay cuatro.

¢De cuantas maneras se puede clasificar a un articulo que pasa por las dos
estaciones?

Sea

A = clasificar a articulo en la estacion uno.

B = clasificar € articulo en la estacion dos.

Tenemos que A puede ocurrir de tres maneras mientras que B puede ocurrir
de cuatro. De acuerdo con € principio de la multiplicacion A y B puede
ocurrir de 12 = 3(4) maneras.

Si las clasificaciones en la estacion uno son a, b, c y las de la estacion dos
son 1, 2, 3y 4 entonces, un articulo que pasa por las dos estaciones tendra
unadelassiguientes. al, a2, a3, a4,bl, b2, b3, b4, cl1, c2, c3, c4.
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Estas clasificaciones son equivalentes alos elementos de (a, b, ¢)*(1,2,3,4).

A continuacion encontraremos formulas relacionadas con la formacion de
arreglos a partir de objetos dados. El concepto de arreglo abarca tanto al de
subconjunto, donde € orden es irrelevante, como € de ordenacidn, donde
el orden es relevante. Asi, un arreglo no ordenado es un subconjunto y un
arreglo ordenado es una ordenacion.

Suponiendo, primero que los objetos dados son: n, r € N, y que son
distintos.

2. PERMUTACIONES.
Ejemplo:

Si 16 concursantes se someten a una contienda de prueba, ¢en cuantas
formas pueden |os jueces otorgar un primer premio y un segundo premio?

Como € premier premio se puede otorgar en 16 formas y el segundo
premio debe darse a uno de los otros 15 concursantes, hay en total:
16(15) = 240 posibilidades.

Ejemplo:

¢En cuantas formas pueden los 42 miembros de un sindicato elegir un
presidente, un vicepresidente, un secretario y un tesorero?

Suponiendo gue se vote por €l tesorero, después por el secretario, luego por
el vicepresidente y por Ultimo por € presidente, tenemos que existen 42
formas en las que se puede elegir un tesorero, 41 maneras de elegir un
secretario, 40 formas en las que se puede elegir un vicepresidente y 39
posibilidades de elegir un presidente.

Por tanto, existen en total

42(41)(40)(39) = 2 686 320 posibilidades distintas.

Sin pérdida de generalidad, si se seleccionan r objetos de un conjunto de n
objetos de un distintos, a cualquier disposicion (orden) especifica de estos
objetos se le llama per mutacion.

Ejemplo:
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Determinar el nimero de permutaciones de dos de las cinco vocales a, €, |,
oYy u, Yy hacer unalistadetodas €llas.

Comon =5y r =2, existen 5(4) = 20 permutaciones distintas.
Ae, ai, a0, au, ea, ia, 0a, ua, €, €0, eu, ie, o, ue, o, iU, ou, Oi, Ui, Uo.

Para expresar en la férmula de P, en términos de factoriales, obsérvese
que:

Pr =n(n-1)(n-2)...(n-r +1) D

P (n-n)! = n(n-1)(n-2)...(n-r +1)(n-r)! = n!. Dividimos por (n-r)! y
obtenemos

nPr = nl/(n-r)! 2

son dos formas diferentes de representar |as permutaciones, la segunda esta
en notacion factorial.

Ejemplo:

¢Cuantas palabras diferentes de cuatro letras se pueden formar con las
siguientes letras tgehucbkrwnoi?

nPr = nl/(n-r)! 13P,=131/(13-4)!=13!/9!=13*12*11*10=17,160

Arreglos diferentes de 13 letras tomados de 4 en 4 letras.

2.1. Teorema (per mutaciones):

S P, es & nimero de permutaciones de n objetos tomados de r enr,
entonces P, = nl/(n-r)! es & nimero de formas diferentes en las cuales
puede darse un arreglo de n objetostomadosder enr.

Observacion: Las ordenaciones sin repeticion de n elementos tomados de r
enr estadefinido como

O(n, r) =nl/(n-r)!. Si nesdiferentea renestecason>r.

Por lo tanto las permutaciones es o mismo que las ordenaciones sin
repeticion, por 1o que la demostracion de este teorema se hara con las
ordenaciones sin repeticion.

Demostracion:

12



Demostracion por induccion sobrer.

Baser=1

n!  _nin=131
e T T LT R

Supongamos que vale parar.

Por demostrar que vale para r +1.

n!
Cr—Cr+133]0

MNOr+=NoOrin—r:>

norsa=nin=12n—2%. .. (n—r+12in-r2
_ nl
T im=Cr+1301
Como
ch-r2l=Cn-r>{n—-1-r!
=(n=r2{n—Cr+1221
NOFe = n: _
(n—r}tn—ﬂr+1}}!in &
_ n!
T in=Cr+1300

nNors1=

Cn—r2

2.1.1. ORDENACIONES CON REPETICION

OR', = n' ordenaciones con repeticion de n elementos tomados der en'r,
donde ny r son naturales.

¢Cuantas palabras de 5 letras se pueden formar con las | etras del alfabeto?
OR527 = 275

Esto quiere decir que en cada lugar u ordenacién se puede tomar cualquier
letra de las 27 que tiene el alfabeto.

2.1.1.1. Teorema (or denaciones con repeticion): OR', =n".
Demostracion:

Demostracion por induccion sobrer.

Baser = 1 entonces tenemos que:

OR', = n' = n. Supongamos que vale parar, por demostrar que vae parar
SR

OR™. =nOR',

=n*n’
— nr+1

13



Ejemplo:

Hasta hace algunos afnos, 1os nimeros telefonicos en el area metropolitana
del Distrito Federal tenian 7 digitos. Los numeros telefonicos pueden ser
conceptualizados como arreglos ordenados con repeticion.

¢Cuantos nimeros telef énicos se podian formar?

Como el primer digito no podia ser cero, se podian crear 9 x 10° = 9
millones de nimeros telefonicos; que son suficientes, para una Ciudad tan
poblada como |a Ciudad de México.

Ejemplo:

Hace varios afios, 10os nimeros de las placas de automdviles en México
tenian 3 digitos y 3 letras. La matricula de los automoviles se puede
considerar como arreglos ordenados con repeticion.

¢Cuantos matricul as de automovil se podran formar, considerando 27 letras
y 10 nUmeros?

Supongamos gue primero van las tres letras seguido de los tres digitos, se
podian crear OR%; = 27° para las tres letras y para los tres nimeros
tenemos OR>;, = 10°, por lo tanto tenemos:

27°.10° = 19 683 000 nimero de matriculas de automavil.

3. COMBINATORIA.

En general si no es importante el ordenen el cual se eligen las dos vocales
de las cinco, solo existen 10 maneras de hacer la eleccion: ae, ai, ao, au, €,
€o,eu, io, iUy ou.

Sin pérdida de generaidad, existen r! permutaciones de r objetos
cualquiera seleccionados de un conjunto de n objetos distintos, de manera
gue las ,P; permutaciones de r objetos seleccionados de un conjunto de n
objetos distintos contengan a cada conjunto de r objetos r! Veces. Por |o
tanto, para escribir una férmula para e nimero de formas en las que se
pueden elegir r objetos de un conjunto de n objetos distintos, también

14



llamado nimero de combinaciones de n objetos tomados r a la vez y
representados como i J, debemos dividir ,P; entrer!, y obtenemos:

[ n J=nl'n- 1 =204 o s (P=r+1)

r r
[I"lJ nl!
r Filn=r 1

Demostracion:

En las permutaciones se considera €l orden y en las combinaciones no por
lo que se eliminan las permutaciones gue contienen los mismos elementos
en orden diferente, esta eliminacion se hace a multiplicar por el inverso

multiplicativo der! Y de esta manera se tiene gue las combinaciones son:
ril

% e
rl ri{n-r¥
y s0lo se tienen grupos o bloques de elementos diferentes.

Ejemplo:

¢En cuantas formas puede una persona invitar a tres de sus ocho mejores
amigos a unafiesta?
Laprimeraformulay segunda formula general nos da:

(8 )-Exe

3 [P =8l7)=56

=L gl

B ik i . -
[3 ]_S!EEI—S:I! =Zrs1 =56 Formas distintas.

Ejemplo:

¢En cuantas formas puede un estudiante seleccionar dos de seis cursos de
mateméticas junto con tres de siete cursos de inglés?

Pues bien € estudiante puede seleccionar 10s dos cursos de matematicas en
6Co formas, los tres cursos de inglés en ;C; maneras y por tanto, 10s cinco
cursosen:  ¢C,+«7C3z = 15(35) =525 formas distintas.

Ejemplo:
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Calcule e numero de formas en las que una cadena de moteles puede
seleccionar cuatro de once sitios parala construccion de nuevos moteles.

11C4 =330 formas diferentes.

31 EL PRINCIPIO FUNDAMENTAL DEL PROCESO DE
CONTAR

S se puede hacer una primera decision en n formas diferentes y una
segunda en m formas, también diferentes, entonces las dos decisiones se
pueden hacer (en el orden dado) en nxm. O sea, n.m formas diferentes.

De manera general, si hay i decisiones que se pueden hacer en ny, ny,
ns,...,N; formas, respectivamente, entonces hay nNp<NyNz<Ng...«N;, formas
diferentes de hacer todas |as decisiones.

4. SUBCONJUNTOSPROPIO E IMPROPIO.

Propio.
Un conjunto A tiene cardinalidad n y otro conjunto B tiene cardinalidad
m entonces B esta contenido en A propiamente, es decir, m<n.

I mpropio.
Un conjunto A tiene cardinalidad n y otro conjunto B tiene cardinalidad m
entonces B esta contenido en A impropiamente, es decir, m<n.

SeaA ={a b, ¢} un conjunto.

Sub A ={{a},{b},{c},{a b},{a c},{b,c} {a b c} {}}.

B ={a, b} conjunto.

Sub B = {{a}, {b}, {a b}, {}}. Entonces B esta contenido en A
propiamente.

Es posible enunciar un teorema basado en |os resultados anteriores.

Para demostrar este teorema, considere un conjunto A con n elementos.
Suponiendo que laregla que se dio para determinar si un elemento dado de
A esta en un subconjunto B, entonces B se podria construir considerando
uno auno los elementos de A y determinando si pertenece o no a B.

Considerando dos casos:
Ejemplo:

SeaA ={1,2,34,5,6,7,89,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19} y
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B={235, 711, 13,17, 19}

Entonces los 19 elementos de A se pueden considerar para determinar s
pertenecen 0 no a B. La primera decision que se debe hacer es sl uno es o
no un elemento de B. Después, st 2 es 0 no un elemento de B, y asi
sucesivamente, hasta hacer las 19 decisiones.

Al construir cualquier subconjunto de A se deben hacer 19 decisiones, cada
una de ellas tiene dos formas posibles (cualquiera de ellas incluye o
excluye a elemento con respecto a conjunto).

S cuaquiera de las 19 decisiones se hace de manera diferente de la
correspondiente decision para B, entonces e subconjunto formado es
diferente de B.

Asi, de acuerdo con € principio fundamental del proceso de contar, €
numero de formas diferentes en las que un subconjunto de A se puede
construir es 2:.2:2-....2 (19 factores), o sea 2°.Generalizando, s un
conjunto tiene n elementos, siendo n un nimero natural cualquiera, €l
principio fundamental del proceso de contar establece que hay 2.2:2-...+2
(n factores) formas posibles diferentes de construir un subconjunto a partir
del conjunto dado. Con esto se demuestra el siguiente teorema.

Teorema:

El nimero de subconjuntos de un conjunto que contiene n elementos es 2".
Una manera de construir un subconjunto de un conjunto dado podria ser:
excluir e primer elemento; después el segundo; luego € tercero; etcétera.
Este procedimiento conducira al conjunto vacio. Consideremos el conjunto
D={ab,c,d.

Listemos estos subconjuntos. Con €l objeto de deducir una formula general
para obtener e numero de subconjuntos con m elementos (a un
subconjunto de r elementos le llamaré subconjunto-r) de un conjunto dado
de n elementos (conjunto-n), vamos a considerar un método de escoger los
6 subconjuntos-2 del conjunto D (un conjunto-4).

El nimero de permutaciones de 4 objetos tomados de 2 en 2 es 41/(4-2)!=
12.
Las 12 permutaciones del conjunto D son:

ab ba ca da

ac bc cb db
ad bd cd dc
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Nétese que las permutaciones ab y ba son el mismo subconjunto, digamos
{ab} en general, para cada subconjunto-2 de D hay dos permutaciones de
los elementos de ese subconjunto.

Por consiguiente, si dividimos entre dos el nimero de permutaciones de 4
elementos tomados de 2 en 2, tendremos € nuimero de subconjuntos-2 de
un conjunto-4.

Dado un conjunto Q con n elementos, ¢cuantos subconjuntos-r tiene Q?
hay n!/(n-r)! permutaciones de los n elementos de Q tomadosder enr.

Para cada subconjunto-r de Q hay r! permutaciones de sus el ementos.
Entonces, s, X es e nimero de subconjuntos-r, x = n!/(n-r)!.
Frecuentemente, el nimero de subconjuntos-r de un conjunto-n dado se
representa por

nCr =nl/ri(n-r)!.
Teorema:

Para todos los enteros no negativosny r, si r<= n, entonces ,C; = n!/r!(n-

r)l.

¢Cud es e significado de 4Cy?

Que sblo hay un subconjunto-0 de un conjunto-4 que no tiene elementos.
¢Cudl es €l significado de 4C,4?

Que sblo hay un subconjunto-4 de un conjunto-4 que tiene 4 elementos.
Por lo tanto

4Co = 4C4 generalizando este resultado tenemos

nCr = nCn-r-

Demostrar que paracuaquier entero no negativony r sir <n entonces
Cr=nChnr.
n»r n»~n-r

Demostracion.

Por definicion tenemos que:
r!
ricn-ra!
nl nl! _ n!

- = = - n -
A== T T tn—tn—r 3T (h—roTCnonrol  rFien—ro1
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Solo simplificamos el denominador para ver s es igua a primer
denominador y de ser igual setiene que es cierta dichaigualdad.
Como se cumple laigualdad entonces estas combinaciones son iguales.

Demostrar que: C;.1 +,C; = 111Gy
Demostracion:
Basta con encontrar el denominador comun y resolver la suma de

fracciones. Paralo cual es necesario conocer que factorial es mayor
Por definicion de combinaciones tenemos que:

Cep—1i= r! Cr= n!
s o101 ¥ "™ o
nota:
rl=rir—121
n=ir=1221=(n+l-ral=(n+l-riin—-rat
n! nl! n!Cn+l-r2 nlr

(r—l)!(n—{r—lb)!*-F!En—rﬂ Tt intl—ro(n-ral  rlr—130(r—r )1

_nintnt-nir+ntr _ n!in+l> _ tn+lal
Flim+l-ral FlCm+l—ral  rIC(n+lo-r)t

=(n+12Cr

Por |o tanto se llegaalaigualdad que es |o que se deseaba demostrar.
5. TRIANGUL O DE PASCAL.
El triangulo de Pascal estd compuesto por los coeficientes de un binomio

elevado a un exponente n, donde n es un nimero natural. Como seilustraa
continuacion:

1 (a+b)¥9=1
11 {a+b)l=a+b
121 (a+b)1Z=aZ+2ab+b <

1331 (a+b)3=2"+3a2b+3ab 2 +0 7

Los valores de este tridngulo se pueden verificar con las combinaciones
siguientes:
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OCO

lCO lCl

ZCO 2C1 2C2

SCO 3C1 3C2 3C3

nCO ncl nC2 nC3 nC4 nCS nCn
U%r]do el reSlJltadO nCr-l + nCr = n+lCr

oCo =1

1Co +1C1 =2Cy;

3Co+ 3C1 = 4Cy; 3C1 +3C5 = 4Cy; 3C5 + 3C3 = 4C3;

4Co+ 4C1=5C1; 4C1 +4C5 =5Cy; 4Co+ 4C3=5C3; 4Cs+ 4C4 = 5Ca.

Etcétera. Siendo esta la manera més precisa de construir € tridngulo de
Pascal. Los valores de este triangul o son |os coeficientes de cada uno de los
términos de los que consta un polinomio de grado n, sin embargo no da
mayor informacion con respecto a los exponentes, en tal caso usaremos el
siguiente teorema para ver como se comportan los exponentes.

6. TEOREMA DEL BINOMIO DE NEWTON.

Sea a, b naturales diferentes a cero entonces para toda n natural se tiene
que:

oo Z (1 ertet)

= .
R k\i:[“] n [n]an—1 [n] 2, 2 [n] e [ n o n—in-12pr-1 0 )n
u‘ga[[k]a i 7 0 ol B e[ 5 Jom 2% 5 oS Ty e P gk

Demostracion por induccion sobre n.
Basen=0. (atb)%=1

Supongamos que vale paran.

(a+bjn=k§g[[: ]a""ktuk] |
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Por demostrar que vale para n +1.

n+1
(ath)"1la T [[ rvl ].nﬂ-lrbh ]
k=@l K

Desarrollando tenemos que

'Ia-d-h}““#am}"la*bhlk a[[ ] ™ Itnh].

S (0 Jar1kek E[[ Jarkoke )

k=gl K . k=0
) W W R W RS Y
‘[; -arll:ﬂl{rl'll“rI 1':‘2*[ 5 Iﬂh-"b3+..“tl s abl'l,_[n hrﬁl

Agrupando y usando € resultado ,C,.; + ,C,; = 1+1C, . Tenemos que

(8 Zn MR armicser o (oo

k=1

R

]l | el =k k] e
b m
k-il[“ ]' 1l

=[ '-:1 ] n+l Z

k=1

1 =k k [ n+l | et
[ k ]] - +[l‘|-+1]b

[[ﬂ*l n+l—kb4¢]

Esta demostracion esla generalizacion de:
nCO + nC1 + nC2+ nC3+---+ nCn-1 + nCn = (1 + 1)n = 2n

Donde 2" representa e nimero de subconjuntos que se pueden obtener de
un conjunto S cualquiera, donde n es la cardinalidad de dicho conjunto.

Definicion:

La cardinalidad de un conjunto es igual a nimero de elementos de los
cuales consta dicho conjunto.
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Definicion:

Factorial: es € producto de nimeros naturales desde € nimero uno hasta
el nimero en cuestion.

0!=1 por definicion de factorial.
11=1

21=2(1)

3'=3(2)(1)

41=4(3!)

51=5(4!)

ﬁ!z n(n-1)!
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CAPITULO I11.

TRIGONOMETRIA.

3.1. SURGIMIENTO DE LA TRIGONOMETRIA.

Si se nos pidiera que dijéramos nuestra estatura, no dudariamos en tomar
una cinta métrica y llevar a cabo la medicion de manera directa. Pero si
nos pidieran que calculemos el area de nuestra recamara en metros
cuadrados, no seria posible que midamos dicha area en forma directa
poniendo cuadrados de metro cuadrado por lado por todo e piso para
después contarlos. En vez de esto, tal vez encontrariamos el area en forma
indirecta usando laformulade &rea A = b:h.

En general, la medicidon indirecta es un proceso de encontrar medidas
desconocidas, a partir de conocidas, a través de un proceso de
razonamiento.

Los griegos de Algandria, contribuyeron en forma sustancial €l arte de la
medicion indirecta creando formulas para encontrar areas, volumenes y
longitudes. Mediante e uso de estas formulas, fueron capaces de calcular la
circunferencia de la Tierra con un error minimo del 2% y determinar la
distanciaalaLuna

Fue durante la primera parte de este periodo griego que nacid la
trigonometria, el estudio de los triangulos.

Hiparco (160-127 a. C.), uno de los mas grandes astronomos del mundo
antiguo, llevo a cabo el primer estudio sistematico de la medicion indirecta
de triangul os.

3.2. PROPORCION QUE RELACIONA LOS ANGULOS
CENTRALES
Y LOSARCOS.

Ld L]

2ege

Ejemplo: Medicion aproximadade la circunferenciade la Tierra

Eratostenes (240 a.C.). Razono de la siguiente manera: es bien conocido
gue Siena (ahora Asuan), durante el solsticio de verano, e Sol del mediodia
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se reflga en e agua de un pozo profundo ( esto significa que sus rayos
inciden verticalmente en e agua del pozo y, por lo tanto, e Sol debe estar
exactamente encima de él). Eratéstenes penso que s los rayos del Sol que
entraban a pozo siguieran hacia €l interior de la Tierra, pasarian por su
centro.

El mismo dia, a la misma hora, a 500 millas aproximadamente, en
Algandria, los rayos del Sol cruzaban una pértica vertical en un angulo de
7.5°. Puesto que los rayos del Sol son casi paralelos cuando llegan a la
Tierra, Eratostenes concluyo que & angulo ACs media solo 7.5°.

—
o M_h'“‘-\\

Jfr/. Tigry g -‘"-.f'Er'l'll‘:"".//‘
\ A L

/ T 506y e
. .,.-'_'-'ﬂ‘-ﬁ'_-,'. ¥
{ C F':'ZD Py Ra_-_.ag_ i
'.,1 i P-a.r.;.]E.JD_; 20l cggq

\ /*'"

\\\_ -4

-\'\_|_‘___H_,_I—'-F-

Considerando e profundo razonamiento de Eratéstenes, e calculo usado

solo requiere de algebra elemental
2EGe
Sﬁam, 7
C 36ge *Cx358
5 ] }EE'#BE i

Y €l valor calculado hoy en dia es de 24872 millas.

Ejemplo:

Diametro del Sol.

Si ladistanciaentre laTierray €l Sol es de 93 000 000 de millas, determine

el diametro del Sol, s este subtiende un angulo de 0°31°55" visto desde la
superficiedelaTierra.
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( =) ee31rm

Tierra

Sol
Usando = 8

2rr  360°
g=8°31“55"=80,.332°

s oo 2193 696 _00)(8.532)
360

=864,688 mi diametro del Sol.

3.3. Teoremade Euclides.

Si dos tridngulos son semejantes, sus lados correspondientes son
proporcionales.

b!
a?
/]\ \
[
a I::ﬂr.:

c.r

ar t? e’

Son tridngul os semejantes.
Ejemplo:
Un &rbol proyecta una sombra de 32 piesy, al mismo tiempo, un palo que

mide unayarda (3 pies) proyecta una sombrade 2.2 pies.
¢Qué dturatendra e arbol?

3 pies |“:

2.2 pies

32 pies
Este problemalo podemos traducir de la siguiente forma:
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[P
Y

N

3 pies H\

. 2.2 PiEs~,

|
32 pies '

Usando el teorema de Euclides tenemos que:

x i 32 pies
3 pies 2.2 ples

o ]
i izli.é.zwzﬁl

=44 pies de altura.

3.4. RAZONESTRIGONOMETRICAS,

Podemos observar que existen seis posibles razones entre los lados de un
triangulo rectangulo que pueden calcularse para cada angulo 2.

=

—

b
C

a

]
[

& = b =2
1 b! 1 a! a! b

Estas razones se conocen como razones trigonométricas, y debido a su
importancia, cada unatiene un nombre:

Seno (sen), coseno (cos), tangente (tan), cotangente (cot), secante (sec) y
cosecante (Csc).

Cada lado del tridngulo tiene un nombre especial dependiendo de la
posicion con respecto aun angulo se conocen como:

Cateto Opuesto = b

Cateto Adyacente=a
Hipotenusa=c
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En el caso que nos ocupa consideremos a ® como el angulo de referencia.

3.4.1. DEFINICION DE RAZONES TRIGONOMETRICAS.

H'“-__\H o .;a:E Csc E=E
T .2 L
; \H{_ Cos B=2 Sec B=2
i _a
\\. Tan B=— Cot @=¢
By
= LN

. _ Hipo.
™ Sen E':M e 9 Cat.Op
“\\‘ Hie .
™
"o HIPO, _Cat. Ady Sec B= Hipo.
Cat.Op o Cos B== 0. Cat. Ady
g,
~ Cat.Op Cat. Ady
T asiiar el Cot Bmm————
o an O=Cat. Ady ¥ Cat.Op
. ~
Y

Cat.Ady

35. ANGULOSCOMPLEMENTARIOSY COFUNCIONES,

Para entender con mayor facilidad estos conceptos, es necesario responder
alasiguiente pregunta:

¢Cudl es a significado del prefijo co en las funciones coseno, cosecante y
cotangente?.

El prefijo co serefiere aunarelacion de angulos complementarios.
Recuerde que dos angulos positivos son complementarios Si su suma es

igual a 90°.
L os dos angulos agudos de un tridngul o rectangulo son complementarios.

¢Por qué?.
Puesto que la suma de los tres angulos de un triangulo esigual a 180° y €l

triangulo rectangulo tiene un angulo de 90°, entonces la suma de los dos
angul os restantes debe medir 180°-90°= 90°.
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En consecuencia, los dos angulos agudos de un triangulo rectangulo
siempre son complementarios.

351 TEOREMA DE RELACIONESCOMPLEMENTARIAS.

Sen B=Cos (98-8)
Tan B=Cot (28-8)
Sec B=Csc (98-8

Demostracion
Como

Sen 9=E= Cos (968-8)
e

Tan B=§= Cot (98-8)

Sec B=§=c5c )

3.5.2 FUNCIONESINVERSAS.

_cb_, . -

Csc B Sen EI-bG—l . C=sac B y—
c

" Sec B Cos B==3=1 . Sec @=

= =g e v 7 Cos B
1 B
_ba_, . 1

_I a Tan B Cot E_a I:|_1 .. Cot A Tan B
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Ejemplo:

Una escalera de 8 metros de largo se coloca contra un edificio.

g m

] Q\

¢A qué altura estara la parte superior de la escalera sobre € edificio?
™ Sen 6l== § x=8BSen 61=Tm

\m & m E
: L
SR N

jemplo:

Un tronco de longitud L flota por un canal que tiene una vuelta en angulo
recto, tal como seindicaen lafigurasiguiente.

12 pie=
Canal

2 pie=

¢Cualquier tronco puede dar la vuelta, sin importar su tamafio? No.
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¢Qué longitud debe tener el tronco para que pueda dar vuelta, en €l canal?

Como podemos apreciar podemos trabajar con dos longitudes por tener dos
triangul os rectangul os tenemos que:

L=longitud del tronco

=ea L=li+ls entonces

-] ___§
Cos B= " #F 1 S—
12 12
Sen B_E F la= y—

12 B

* L=Sen 8 Cos B

L=1Z2Csc B8+85ec B

Usemos esta Ultima ecuacion para calcular la longitud del tronco méas
pequefio que puede dar vuelta en este canal, para tal empresa consideremos
unatabla con distintos valores del angulo como seindica

g | 38 35 48 45 S@ 55 &

L |33.2) 20.7 | 29.1 28.3 28.1 2B.6 29.8

Segun los valores obtenidos en la tabla la longitud minima es 28.1 pies que
pasa tocando ambos lados y la esquina del canal es de 50°.

Por 1o que podemos concluir que la longitud del tronco depende del angulo
con gue de vuelta.

Ejemplo:

Una cerca de 5 pies de adtura esta a 4 pies de distancia de una construccion.
Se pondra una escalera desde el piso hasta el edificio y que pasara por la
parte superior de la cerca.

Queremos encontrar la longitud de la escalera mas corta que pueda
colocarse.

Como se apreciaen lafigura siguiente;
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Sea L=+l entonces

Cos E’=‘14' N 1*=Eﬁ'
L=longitud de la escalera k =

- N, S
Sen B Cos B

L=5C=sc B+4Sec A
5 pie=

4 pies

variando los valores del angulo obtenemos la distancia més corta de la
escalera que cumple con las condiciones dadas.

=) 25 35 43 25 3 Fi= 23

L Ne.z2s| 12.6 | 12.73 | 13.88] 14.98 20,62 | 58.91

Por lo tanto, la longitud minima de la escalera es de 12.73 pies con un
angulo de 45°.

Los dos gemplos anteriores los trataremos cuando veamos maximos Yy
minimos.
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3.6. DEMOSTRACION DE IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS.

Demostrar que si los angulos son complementarioss el
coseno de uno es igual al seno del otro; es decir,

n
cos G£=SE'H[ E - ] =

Sean [%—-}:] v 2 los angulos agudos del triangulo

rectangulo ABC, entonces, =i denotamos por a, b v ©
la=s longitudes de los lados opuestos a los wertices A.B v G,

tenemos Jque

3 n a .
COS o=— sen| =— [== i es decir
B [2 ] b’ ’

I
cos E£=EE'i'I[ E L= ] .

N\

T
2
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3.6.1. IDENTIDADES FUNDAMENTALES

Del circulo unitario se da el teorema de Pitagoras, menciona que:
“la suma de los cuadrados de los catetos es igual ala hipotenusa elevada al
cuadrado”. En cartesianas se tiene que:

x5

Transformando a polares tenemos |l as siguientes igual dades.

Por definicion de Seno y Coseno, tenemos que
x

=Coscs despeijamox x entonces tenemos que x=rCosc.
r

§=Sen-:z, despejamox ¥ entonces tenemos que Y=rSence,

Sustituyendo en la ecuacion x2+:,-2=1 tenemos que
(rCose 1<+ rEenn 1<=r <

F2oos2ptr28en2w=r2 Factorizando r2 tenemos

< w g 2
FE[CDSEEﬁSenEm]:r? Dividiendo por r= TEnNEMOo=

2 2

Cos<o+Sencow=1.
e esta identidad podemos encontrar otras.Por ejemplo

=i dividimos tanto el primer v segundo miembro PoOr

[CDEEE&] obtenemos las siguientes identidades

2m+Sen2cx |
2

2

Cos

2

Cos“o Cos“o Cos<o

1+ten'|2 ':ux)=Sec,2ce

Ahora =i calcularmos raiz cuadrada tenemos

5E-i:.u:z=-ﬂl‘1+tan2l:|:gj En lugar de hacer esto =i despejamos

la tangente v calculamos Faiz cuadrada tenemos

tanc=| SecZa-1 , o bien despejamos 1,tenemas
1=Sec € m—tan e v tambien podermnos
calcular raiz cuadrads

1=\_IrSE'C- 2 c—tan 2 e

2
2

e Senzm_ 1

2

Co=s

c Senzcz

l:-:rtzu::e+1=I35n:2-x

Sen“o: Sen
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Ahora s calculamos raiz cuadrada tenemos

Cco=y Cot< o+l
Si despejamos la cotangente y calculamos la raiz cuadrada tenemos que

Coto= Esczm—l

También podemos despejar a 1, y calcular su raiz cuadrada

2 2

1=Czc<o-Cot =
1=JE552m—Gnt2m

2 2

Cos<o+Sen<o=1.

Despejando cada funcion

Enszm=1—59n2m

Sen2m=1—C052m



3.6.2. EL COSENO DE LA SUMA DE DOSANGULOS.

Cabe mencionar que los angulos considerados en esta demostracion son
complementarios.

Demostracion:

Consideremos €l grafico siguiente, se tienen tres triangul os:
ABC, ADE y ACE, alosque seles puede calcular

CosCo+3dy Cosc v Cosfl,

Respectivamente.

Procedamos en &l orden natural:

d(A,B)

Co5(cz+:‘33l=dm‘ms pero

d(fs B)=d(As D )-d(Bs D) =d(A, DI~d(EsF)
por lo que la expresion de Cos(e+8) se transforma en:

diA,D)-d(E,F)
d(A,C)

Cos(e+fi)=

El primer término del numerador se puede evaluar asi:
dCA, D)
d(A,ED
y, aplicando € resultado de la demostracion anterior tenemos que, €l

segundo término queda asi:

Coso= entonces diA.Dr)=d{A,E>)Cosc
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T
m+?=§ entonces  Sence=Cosy

asi mismo, hacemos lo mismo para el triangulo CFE, obtenemos que:

Comy=SiBiEd e dEE Fi=dC EdSenc:

TR
]
Efectuando la sustitucion, e resultado queda asi:
dtA«E) C ahLyE Senc =CospCosc-SenfiSenc:.

Coste+i)=gvn, &3 C°5%" q¢R, 0o

3.6.2.1. EL SENO DE LA SUMA DE DOSANGULOS

La demostracion de la identidad para Senic+B)
se reduce a utilizar una identidad fundamental

2 2

Cos<y+5en<s=1.

de la que deduce,si Seny ©5 positivo:

SEn?=ﬂ1-Cn52?

Si sustituimos  g=w+2, == obtiene gque:

Senla+f :l=\|r 1-CosZ(e+f)

= Jl—(CusmCusB-SanaSenﬁ)E

=\Jr1 —Cio=s 2 cCos 2 B+2CD5EED5|'35E'HEESEH|'3—SEI‘|2 cSen K g

=JCa52m+Sen2m—En52mCos2B+2Easmﬂosﬂ$enmSenB—SenzmSenEB

=JC952m[1—E0528]+5en2m[1—Sen28]+2Cusmtusﬂ$enmﬂen8

=JCn5EmSenzB+SenzmtngzB+2Ensmﬂns£59nm59nﬁ

=J(CDEESEHB+SeanDsB}2

=CoseSeni+SencCoss

Demostrar el coseno del doble de un angulo.

Demostracion:

Sea o= tenemos que 2e=oto
CosPe=Cosl a+e )= CoseCose—SeneSens =Cos 2 w—Sen 2 o



Es conveniente que se den otras identidades que pueden obtenerse a partir

de la demostracidn anterior.

& 2

Cos2e=Cos“e—-Sen <

Aqui e= conweniente hacer un despeje de la
identidad C-::sE-:HSenEcz:l C-:-SEI:FI—SEHE-::: W
sustituir en la identidad tenemos que

< =Sen 2u:z

=1-25e-n2::z

CosZe=1-5Sen

2

despejando el Sen“c tenemos

SEHEEFl":DEEW tambien =& tiene gque
2

| 1-Cos2c
Sene= T

Ahora despejemos Seno y sustituyamos en la identidad tenemos que:

2 2

Sencw=1-Cos“o 4w

Cos2e=Cos <o [1—[:,;,5%:,; ] =2Cos< -1
despejando el Enizrx ternemos
Loz 2 = 1+I3252-:a

tambien se tiene que

| 1+Co=s2e
Coso= —=
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3.6.3. DEMOSTRACIONES.

3 2

Cos3ce=Cos" w—-3Sen“wCosc

Cemostracion:
Cos3u=Cos( 2o+ )
Cos( 2o+ )=Cos2oeCos e —SendeSenc

=[ Cos < w—Sen < o ]I:::-s-:x - [ 2Senccosc )Senc
3 2 2

3

cCosc— 25en*oCosce

2

=Cos~"—-5Sen

=Cos~ w—-35en“wCosc

CosZw=4Cos 3 c—3Coso
Demostracion:

Cos3e=Cosl 2e+ce )

Cosl 2o+ )=CosZeCosc— SenZeSenc
=[I2052-:x—59n2i:a]l:a5-x— [ 2Senecosc 1Senc
=[I3-:|52n::a-[ 1-&:-52&']]!3-:-5-:3 -EESenzn}:EDs&:]
=[E-:52c:z—1+llc-52cz:|llnsc-: —[ 2[ I—Engzcz][:ngm]

=[ 2Cos L1 ]CDEE —[ 2-2C0s < o ]CDE&

=ZCos 3 w-Cosc— I: ZCose—-2C05" o ]

=2Co= 3 w—Cosc+2Cos < 2 —2Cos0

=4En53m—3Ensm
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Sen3dw=—5San 3 w2+ 3SencCos < el

Demostracion:

Senl 2o+o 1=Sen2oCosce+ SencCosEc

= 2SenxCose ICoso+ Eeru:z[ Cos<o—Sen < -:z]

=ZSencCos < +SencCos 2  —=Sen 3
3

cl

=—Sen~ e+3Senc:Cos z 2

Sen3m=—459n3m+359nm

Dernostracion:
Senl 2o+ I=SenZoCosc+ SenelCos2o

=[ 2SenxCosc ICosoe+ Senm[ﬂaszm-ﬁenzm]
=Z2SencCos £ c+SencCos < o —Sen < (o)
=ESen[ 1-Sen 2 o ]+ Sencz[ 1-Sen = el ]—SE-n 3 o

=ZSencz-25en < c+Senc— Sen 3 w=Sen E 2

=-4Sen3-:z+35e-n-:x

Sendo= 4[ Cos 3 Senc—Sen < coosc ]

Demostracion:
Senl 2o+2o )=Sen2eCos2e+ Sen2eCos2or
=2(2%encCose) | cos 2 p-Sen 2 )

= 4[ SencCos > e-Sen > -:zC-:-E-:z]
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Cermostracion:

Sendu=45encCose-8Sen~ wCosw

Senl 2u+2a )=Sen2ulos2u+ SenZuloso

=2(Sen2uCos2u)
rﬂainzm[tus 2 -Sen zﬂ]
=2sen2ol 1-Sen2e-genZa)
=2genzol 1-25en 20

=2SenZo-4SenZoSen 2o

=2( 2SencCosc )~ 4 2SenaCosc 1Sen <o

3

=4SencCose=8Sen~ oz

Demostr acion:

Cosde=Coste+Sent e —6SenLatos Lo
Cos( 2o+ 20 )=Cos 2 20— Sen“ 2w
=[Eu52w~5¢n2w]2* (2SencCose)?
=Cos te-2Cos 2aSenZo +Sent a—d5en oCos Zo

-En:q'm-srnq'w =S Eal:nlzm
Demostrar:

Sen > w+Cos ™ =1 Senu+Cose )i 1 -SenuCoso )
(Senc+Cosce ) 1-SencCosa) =Sence-Sen 2 aCosc+Cosa ~SenaCos o

=genc-[1-Cos2e JCosot Cosa-Sencd 1-Sen2e )

3

=Sano=Cosc+Cos~ e+Cosa- Senmsenam

3 3

=Ssn = aedCos ™ o

Demostrar:

SE-n2

=l 1+Cosc ) 1-Cosce)

[1+Cosce ) 1-Cosee )= 1 -Cose+Cose—Cos 2

=1—I3-:52-:z
=1—[1—Sen2-:z]

=1—1+Sen2-:z

=Sen2-:z.



Lemostrar:

Sen < _|:1+|:D5E2:|2

I:1—En:-5-:z)2 Sen<

1-Coz<e [ 1+Cosc ]2 =[1—E052m]li1+l305m)2
{1-Cosee)® - 1+hose {1-Cosce )20 14005612
[ 1—|:.:.5.;ng= 1—2I3-:5-::5+I3052-:z
(1+|:.:.5.;g:|2= 1+2I3-:5-::5+I3052-:z

For lo tamto el producto de estos dos binomios es

z
1—2I3|:|52|:3+I2n:|54n:x= [ 1-Cos=s Eu:x]

=|:1—I3c-52|:zj(1+l3-:\5-:z)2
2
[1—En:-52-:z]
=I:1+I31:u5-::aﬁl2
1—6052-::5

=(1+Euim)2

Senzn:z

Demostrar:

SenSor=16Sen” o-285en > o +05enic

Senl 2a+3x )= Sen?eCos 3o+ Sen3ulos 2o
=( 2SenaCosa) [Cos S w-35enZaCosa +

[Eﬂsgw—ﬁeniw] [-senZa+acos Zasenc)
=z5encCosta- ssenatosZe- cosZasen o
atos? eSenetSen S - 3tosLesSen Yo
=5SencCos? o-105en  wCos ZotSen o =Sen- o—
10Sen ol 1-SenZe 4 SEenez[ 1-259n2m+3m4m]

=Sen Y o-10%en o+ 105en D o+ 5Senc-105en S o +55en Yo
=165en > o=285en e+ 5Sence
Mota:
Cos?u=CosaCos e =[ 1~Sen2m][ 1*Een2-:x]
= l—ESenEcE+EEHn4-;2
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Dermostrar:

Tan2m=li Secotl N Sece—1) 5

=Sec,2-:z—1= —1=1_ED; =
I:|:|52|;z Co=“o
o Senzm
EDSEII
=Tan2-:z.
Demostrar:
Se-nq;cz—l:m; 4&:: SenZo—Caos o

Sen “w—l:-:rcs 41:2= fSnenn2 m+E-n52rx] [ Sanzu::—l:oszn:a]
=Sen Eﬂ'ﬂﬂizﬂ

Demostrae:
Ensﬁt:=15tn55a:-iﬂtns 3n:z +5Cosor

Demostracion:
CosSc=Cosl 2-::a+3-:u_]

=Co=s2elos3x-Sen2oSen3o
4'31:52-:&—59112&] [4':115 31}.“3'305'2]

~2SencCosa [ 3senctos 2a-Sen )

=4Cos " n-300s - 4Sen<alos o
+ 3%en< eCoso— fSen<uCos-w+r 25en? wlose

-4&:'55&-1!35“2&[7@53:& -3C933u+3&n2mﬂnsm
+1‘Cns-x[ 1-2Cos Ecﬂ[ﬁns 41:.:]

=4E¢:55w~195m2ml:1353w "EEI:ISSI:'HE'EEI'IEﬁEin*
ZCosx-4Los 34:::*-2!:1:52-::

iEEﬂIEDE'TEDIEE- 1@En:3m+1ﬂﬂn:5w+3ca:m
=3Cos 3m+2l:usnt

=16Cos Y e-20C0os " w+SCose
Mota:

sen o= [1—1:-352':::][ 1—':':!521.!:!]
=1-2Cq52ne+ﬁ:1:-54w
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Dermostrar:

1—tan4m=25952m—5954u

4

4 Sen o

l=tan To=]-

Cns#m

4 4

—Sen o

Easqm

=Eu5

[Euizm—ﬂan2@][Ea52m+59n2m]

Ea54ﬂ

=Eu52m—[1—ﬂu52m]

E054u

=2tﬁ52m-1
E554m
_Etmizm_ ]
Cniqm Eus4m
Z 1

Cﬁ:zw Eas“m

For inwersos tenemos
HEE&&ER-SEcqu.
Expresar las funciones trigonometricas de un

angula oy en termings de la funcion tance.
2 Z

Sen<o+Cos<o=1 En funcion Seno.
-~ a _ Seng
Cose=y 1-Sen<e ; Como tane=g-—o
Senc:
tenemos tanom= )
1—Sen2m
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2

tanlam—enog

I—Eenzm
E 1-Sen 2-:o: }tan Eaﬂmzm

tan € o-Sen< atan o= Sen<a

tan Eax:‘am Lot Sen‘? Z

t-arnzta=‘$en2cz[1+tar|2-:z]
2
Eeng‘x: tan ;u
l+tan<c

taric
SengEs——"
1+tan2w

Ser.zcﬂc.:.si.:g:l En funcion Coseno.

Senge=, l—I:-:EE-:ba .

Senc
Eﬂmﬂ‘ tarte= tenemos
Cozee

1-Cos2
Coso
- Js 1-Cos 2o

tan“p=——m—m
Cos Em

[+
tang=

Cos<etanZe=1-Cos e
Cos<etan<o+los =1

E052|1![1+tan2u]=1

Cos 2m=;2
1+tan<o
Cosoe= 1 :
1+tan <o

Senzu::a+I2-:-52-:a=1 En funcion Secante.

a2
Co=s

1+tan
2-:z

2

Sectp=

2

Cozs*o

Sec2m=1+tan2m

Secw=J 1+tan 2 [ .

ctan = o



Demostrar:

[ tanc+Cotc )SencCosce=1

[ Senc + Cosce

Y- v— ]SE"I‘IG:CDSEE=1

2 2

Senco+Cos<e=1
Demostrar:
o

tanE-:z—SenE-:FEen—zm

Cos*<
Sen < = __SEHEE—SEHEEEDSER
_E—SE'I'l = =
Cos*<o Cos*<

=Sen2m[1—f39520&]
2

o
2

Cos

cSen
2

2

_Sen (=]

Cos

=Sen4n:=a

2

e

Cos*“g

Demostrar por induccion sobre K cuando (K>2) que:

Sendker=25entk—1xCosc— Sentk-20c.

1) Probar para el més pequefio de los naturales.

2) Suponer que se cumple para m natural (hipoétesis).
3) Probar que se cumple parael m +1 natural.

Fara k=2

138enZe=28eni2-1yaCose —Sent2-2ic
=2SencCoscy

Supongamos gque cumple para k=m.

2rSenimoer=25enim—1eCose-Sendm—21c
225enim+l o= 25endim+l =1 rxCosce— Send{m+l -2 entonces
Sentm+l re=2SenimarCose —Senim—-11x es decir

Senim+l dee=Senmceto )
=Senimo ) Cosc+ SencCosdme 2+ Sendme Cosc— Senimo 2 Cosc
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=ZSenimo 2Cosc+ Sent o—mc 2

=ZSenima i Cosce+ SentCl-mic
=ZSentmorCosc+ Sent—om—=12cd

=2Senime ) Cose— Senim—12c

Demostrar:

tanc+tan
tanlc+3 )= 3

1-tanctan®

Por definicion

Senl o+l _ SencCosfi+Senilose
Coslc+2) CoscCosi-SencSen?

tanl ce+3 =

SencCoss " SenfCosc
_ CoseCosf CoscCoss
~ CoswCosf SencCosf
CosxCosfs CoscCoss

_ tanc+tan@
1-tanctans

Cuando =5 tenemos
2tanc:

1—tan2ca

tando=

3.7.LEY DE SENOS.

Estaley se aplica a triangulos ya sea rectangul os o escalenos, dependiendo
de que se desconoce se aplicaralaley de senos o de cosenos, que tratard en
el siguiente apartado.

Consideremos un tridngulo de vértices A, B y C. Denotemos por a, by clas
longitudes de los lados opuestos a cada vértice, respectivamente. Entre las
longitudes de los lados y los senos de los angulos se cumple la relacion
Ilamada ley de los senos, que se representa:
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a_ _ b __=C
Senc: Sen® Seny

Demostracion:
Denoternmo=s por b la longitud de la altura desde H.

W por H el pie de la altura. Los triangulos ABH » AHC
=on rectangulos, por lo tanto. obtenemos:

_h _h
Senfi= - Seny= b

Si dividimos ambas  igualdades miembro a miembros resulta:

Seni

b __=t
Senf Seny

Seny

=E, lo cual es
c

TlT|oT

La igualdad de estas razones con ze demuestra

a
Sency
tomando cualquiera de las dos alturas restantes v los

triangulos rectangulos determinados por ella.

3.7.1. LEY DE COSENOS.

Entre las longitudes de los lados y |os cosenos de los angul os se satisfacen
las relaciones denominadas ley de |os cosenos.

Como en laley de los senos, se traza la altura desde uno de los vértices. La
longitud de dicha altura se denotara por h, y € pie por H. Entonces, de cada
uno de los dos triangulos rectangulos resultantes en cada caso, se obtiene,
por el teorema de Pitagoras, una de las relaciones siguientes.
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a2=b2+52-2b5C05m
I:-2=.32+-:2—2.acc-:-s.'3
c,2=az+t-2-2.at-l3-:-5?'

Demostracion:

Considerando los tridngulos AHC y ABH, y aplicando el teorema de
Pitadgoras, tenemos la dltimarelacion;
Dermostracion:

b2=aE+52—EacEDSS. Lel triangulo AEBH tenemos

cf=x<+h<( ¥ es la longitud de BH». ¥ del triangulo
AHC tenemo=s

bL={a-x)<+h< ¢ a-x es la longitud de HC)
b€=a<-Zar+x<+h< tomando en cuenta que

cZ=xZ+h? tenemos

bf=a<+cf-Zax Por el triangulo ABH tenemos que el

x .
C':‘SII3=F entonces x=cCosf sustituvendo

=

b2=az+c2—2.a-:12cvs.'3.
: w3 & -FI .

Demostracion.

Bormmn e i .z
ce=a"+b"-zablos¥ de ¢ tridngulo AHC tenemos

b2=x<+h? (x eslalongitud de HC). Y del triangulo ABH tenemos

c€=(a—x)1<+h< (a-x eslalongitud de BH)
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n:2=.E|2—2.5|:n:+:\t2+l'|2 Como b2=x2+h2 tenemos
cZ=aZ+bZ-2ax
CDS?=E F x=bCos=¥

c 2 =3 2 +hb 2 —Z2abCosy.

Dermostracion.
.32=|:-2+n;2—2b;|:u5.:g del triangulo ABH tenemos

E2=x2+h2 (x &= la longitud de AH. % del triangulo BHC

tenemos

az={|:-—:-::|2+h2 Como i:2=:|:2+h2 tenemos

22=h e -2bx+x < +h <
az=b2+c2-2bx For =1 triangulo ABH tenemos que

x
Cosw=— F x=closc

"

S 2 =h 2 +i E —2bcCos
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Un triangulo se considera resuelto cuando se han determinado sus tres
angulosy sustres lados. Si solo se conocen dos de estos datos, siempre hay
un numero infinito de triangul os con |os dos el ementos dados.

Pero cuando se dan tres elementos, puede ocurrir que exista un numero
infinito de triangulos con los elementos dados, que exista uno o dos, o que
no exista ninguno. Los casos pueden clasificarse de la siguiente manera:

Primer caso. Dados tres angulos, hay un nimero infinito de triangulos con
los tres elementos dados.

Segundo caso. Dados dos lados y €l angulo comprendido, existe solamente
un tridngul o con esos elementos.

Tercer caso. Dados dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos, €
numero de soluciones es variable.
Cuarto caso. Dados dos angulos y un lado, existe solamente un triangulo

con esos el ementos.

Quinto caso. Dados tres lados, si existe un tridngulo con esos el ementos, €l
triangulo es unico.
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DEMOSTRACION: De algunos casos.
Segundo caso.

Supongamos gue Se conocen a, ¢ y beta; entonces, por ley de los cosenos,
podemos obtener b:

h=JaE+c2—Eachsﬁ.
Después, los angulos faltantes se obtienen de laley de los senos:

o aSenf - — cSenfs
b b
Tercer caso.

Dados dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos, pueden existir dos, uno
0 ningun triangulo con esos elementos, dependiendo de la relacion entre
ellos.

Supongamos conocidos a , b y afa; como en cualquier tridngulo se
satisface laley de los senos, el angulo beta debe ser tal que:

5E‘|‘l|‘3=bsei

y, ademas, como la sumatotal de los angulos de un triangulo es

1262=mx, tambien debe satisfacer B<bim.

Fero sabemos que:
ALflenr # BLSenBzl
par lo tanto, =olo tieme sentido si

” bSenc: .

5] T’_l entonces =i los datos son:

a=1, b=3 » w=287%, no havy nunaun triangulo
con es0s elementos porque:

bSenc: _ 35en3@° =3[ 1

3 1 E]=1'5

Si los elementos dados satisfacen

Elé[ bSenc: ]él
a

hay en general dos soluciones, debido alaidentidad
Senf=Sen(n-5) =i B<f<n
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arsSi los lados son:
a=1y b=3 » =32G"
no hay solucion.

b35Si los lados son:
a=3, b=4 v =367
hay dos soluciones.

25 los lados =saon:
5=3; b=3 y 0=45°
la solucion es unica,

Cuarto caso.

Se conocen dos angulos, por ggemplo, afay beta, el tercero se obtiene de la
formula:
ceH3+y=180°

Por o tanto, en el cuarto caso siempre se conocen dos angulos y el lado
comprendido. Supongamos que | os elementos conocidos son

a3 ¥ a.

El angulo ¥ se determina como de costumbre:

FEn—{otf)

y loslados by ¢, mediante laley de los senos:

b= asens o= aseny

T Sence Senc
es decir, los e ementos
Cafd W3

determinan alos restantes en forma Unica
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CAPITULO IV

“RECTASY CONICAS'.

4.1. INTERSECCION DE RECTAS.

En este apartado presentaremos sistemas de 2x2 y métodos para dar
solucion a sistema.

Lainterseccion delasrectasL1y L2 es:
a) Un punto, si las rectas son oblicuas, paraelas o perpendiculares
teniendo solucion unica
b) Unarecta, si las rectas coinciden, o bien finalmente el conjunto vacio
S L1y L2 son paralelasy distintas, es decir, que tiene una infinidad
de soluciones o no tiene solucion.

La interseccién de rectas, 10 apreciaremos mejor con un gemplo practico,
con €l cual daremos cinco métodos para dar solucién a dicho sistema.

Ejemplo.
Un hacendado compro caballos y vacas por $40,000. Por cada caballo pago
$600 y por cada vaca $800. Si compro 6 vacas menos que caballos,
¢cuantas vacas y caballos compro?
Sea x = caballos

y = vacas.
Planteando €l problema como un sistema de ecuaci ones tenemos que:
X =y + 6 esto nos indica que €l nimero de caballos esigual alas vacas mas
sels.
600x + 800y =40,000 esto es &l costo total de la compra.

Observacion:

El sistema puede tener diferentes soluciones o no tenerla.
Esto se aprecia mucho mejor con el método de determinantes.

1.-Si e determinante general (Dg), Dg#0, entonces existe soluciéon y
ademés es Unica.
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2.- Si Dg=0, entonces

a.- existe unainfinidad de soluciones (es decir, que las rectas son paralelas)
b.- que el sistema sea inconsistente (cuando la solucién es vacia).

Ejemplo:

x+y =0

x+y =1 éste es un sistema inconsistente, por que por un lado la suma de dos
variables es cero y por otro nos dice que es igual a uno, s esto tuviera
sentido setendriaque 1 = 0y esto esfalso.

Ahora daremos solucion a sistema:

X—y=6
600x +800y = 40,000

4.1.1. METODOS.
4.1.1.1. SUSTITUCION.
Lafilosofia de este método es €l siguiente:

Se despeja una variable (x 0 y) de una ecuacion, y éste se sustituye en la
otra ecuacion, de tal suerte que la ecuacion quede en una variable, por lo
gue a despge de dicha variable se encuentra el valor real de la variable.
Posteriormente dicho valor se sustituye en € despeje que se reaizo a
principio de tal manera que se calcul6 €l segundo valor. Por |o tanto este
par de valores son la solucién al sistema.

Trataremos los cinco métodos con un solo sistema para que se vea gue no
importa el método que se utilice, € resultado es e mismo para los cinco
Casos.

Si e sistema tiene solucién, que tipo de solucién es 0 si no tiene solucién,
gue es lo que esta pasando con dicho sistema.

X-y =6 (1)
600x +800y =40,000 (2)

X =y+6 despegjamos x de la ecuacion (1)
600(y+6)+800y =40,000 sustituimos en la ecuacion (2)

600y+3600+800y =40,000 simplificamos



1400y =40,000-3600

y = 36400/1400

y = 26 vacas.

X =26 + 6 sustituimos el valor hallado en el despgje

x =32 caballos.
Por |o tanto la solucién al sistema es (32, 26).

4.1.1.2. REDUCCION (SUMA-RESTA).

Para dar solucion a sistema es necesario tener los mismos coeficientes de
la variable que deseamos eliminar, en nuestro caso es mas fécil eiminar la
“y” por tener signos contrarios, por 1o que se multiplica la ecuacién (1) por
el coeficiente de la ecuacion (2), lo cual a sumar ambas ecuaciones se
simplifique la variable “y”. Para que de esta manera encontramos el valor

de“x”.

Resolviendo para“x” tenemos que:

800x - 800y = 4,800
600x +800y = 40,000. Sumando ambas ecuaciones tenemos que:

1400x = 44,800 despegjando tenemos:

x = 32 Caballos.

Sustituimos este valor en cualquier ecuacion para encontrar el valor de la
otra variable, por comodidad sustituiremos en la ecuacién (1), despejamos
y tenemos:

y =X — 6, entonces tenemos, y = 32-6 = 26 vacas.

4.1.1.3. IGUALACION

Se despgja una variable, pero la misma en ambas ecuaciones, se igualan y
se despgja dicha variable, posteriormente dicho valor se sustituye en

cualquier ecuacion, y se encontrara el valor de la variable que eliminamos.

X-y=6 (1)

55



600x +800y = 40,000 (2), despgjemos “x” en ambas ecuaciones.
X=y+6
x= (40,000 — 800y)/600

y + 6 = (40,000 — 800y)/600 por algebratenemos

600y + 3600 = 40,000 — 800y

600y + 800y =40,000 -3600

1400y = 36,400

y = 36,400/1400

y =26 vacas. Sustituimos en la ecuacion (1)
X=y+6

X=26+6

x = 32 Caballos.

4.1.1.4. DETERMINANTES.

Para este método calcularemos tres determinantes € primero sera €
determinante general Dg (formado con los coeficientes de las variables del
sistema conservando sus respectivos signos). Para este determinante hay
dos posibilidades:

Dg+0 tiene solucion y ademas es Unica.
Dg = 0 no tiene solucion (solucion vacia) o unainfinidad de soluciones.

1 =1
=15 1% RS EE ]
Como el determinante general es diferente a cero, € sistematiene solucion
y ademas es Unica, por lo que procedemos a calcular los otros
determinantes.

Como se podra apreciar no importa e método que se utilice para dar
solucién a un sistema de ecuaciones €l resultado sera siempre el mismo,
siempre y cuando dicho sistema tenga solucion Unica.

I:-'-;=| |=:ILEIE'I|EI3'— Bl =11= S0g+6R0=]1400

Para calcular € determinante de “x”solo sustituimos €l coeficiente de la
variable “x” por el valor del lado derecho y resolvemos el sistema.

o &

==
P iz =L = + =
4EAAR EIEIE| 02— 28E0A -1 I=40806+40068= 442060

Para el determinante de“y” se procede de igual manera.
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Observacion. El signo del lado derecho pasatal y como se encuentra en al
lado derecho.

_[1 &
Lv=| eon 4p008

i= 1 C4BEBE—£E0 (6 )= 48080 3088=2c4 80
Para encontrar € valor de cada variable procedemos como sigue:

__Dx_44500
Do 1408

=32 caballo=s

Ly SE480

I e 1

g 14688

=26 VackE,

4.1.1.5. GRAFICACION.

Lo primero que se hace es despgjar a“y” como y = mx + b, para graficar
con o cual encontramos una recta de pendiente dada.

Paralo que haremos unatabla como sigue:

Y =x-6 (1)
Y =-3x/4 +50 (2)

x w | Plxyw) 8

@ | -6 (8,—6)

& 5 (6,8)

x X Plxayw] (20

a 54 | (@8,58)

28| 35| (28,35)

_(32,26)

57



4.2. RECTAS PARALELAS

Se dice que dos 0 méas rectas son paralelas cuando tienen la misma
pendiente o0 bien tienen laforma siguiente:

Ax+Bw+C=H
Ax+Bw+C =8

donde C=C" o C2C" dado un punto PCxiayq?
ze tiene que

Ax+Ew+C'=0 es paralela 3 la recta dada.
Ejiemplo.
Lada la recta 3x+5v-7=8 v &l punto

Fi2«=32« encontrar una la recta paralela.
SC23HSC-32+C=0

Cr=3

S 3x+5y+9=0 e=s la recta paralela.

b
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4.3. RECTAS PERPENDICULARES.

Se dice que dos 0 mas rectas son perpendiculares cuando su interseccion
forma un angulo recto o de 90 grados.

Ax+E+C=H
-Bx+Av+C =a

Ejemplo. Obtenga la ecuacion cartesiana ordinaria de la

recta gque contiene a P(S,-1) v que es perpendicular a
la recta cuya ecuacion es

Jx—dw+5=4H,

Se tiene gque ecuacion requerida tiene la forma
4x+3w+C7=H,

Sustituyendo el punto dado en esta ecuacion Para

encontrar el wvalor de C°y =e tiene

4(5143(~1)+07=0
C'=-17.

. se tiene que la recta perpendicular a la dada es:
4x+3w—17=4,

Tambien es posible darse cuenta de si dos rectas son o no

perpendiculares despejando la wariable ¥ observando que

las pendientes sean inversas negativas:

D B ==

}'—Elﬁg |'I'I:I.-4

_ 417 _ 4

¥=gery MR

m1=—l- o 1
mg I'nz——m—i.

Tambien se tiene gque: rmame=-1.

o

\ ’

La

o
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4.4, METODO DE INTERPOLACION.

Este método establece la proporcionalidad entre las diferencias de (los
angulos y los valores de las funciones circulares correspondientes o bien si
lo que se desea es calcular tasas de interés y sus correspondientes dias).
Este método |o apreciaremos mejor con algunos g empl os.

Ejemplo:

Hallar el valor de Sen 28°34' .

Tomamos los angulos entre los cuales se ubica 28°34', asi como los
valores respectivos de la funcidn Seno.

o 289307  28°34" 2845
Senc: L4772 x 4TIV

Obtenemos las diferencias entre |os datos;

1@

4
o 28°3a" 287347 282487

Senc: .4772 x 4797
b

25
Establecemos la proporcionalidad y resolvemos la ecuacion:
yl4 = 25/10, entonces y = 100/10 = 10. Por tanto, sumamos este resultado
a vaor inferior y obtenemos:

Sen 28°34' =.4772+.0010 = .4782
Ejemplo:

Si Cosa =.8021, halar el éangulo en grados.
Ubicamos en la tabla de valores en la columna de la funcién coseno .8021
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Brados Cos

e ol 1 - 2SS
19’ .8073
28" . SEDE
20" 8939
48 8021 <—
1S . SEES
37000’ . 7986

Como podemos observar el valor en radianes de Cosa = .8021 corresponde
al angulo de 36°40'.

Ejemplo:
Si Sena = .9234, hallar € valor de o.

Busguemos en latabla el valor de lafuncién seno lacifra.9234

Grados Cos Grados
22eg6G" L S2T2 (= e

16’ . 9261 sa- A\

28’ . 3250 48"

aar 9239 1o

1% « 3228 e

s L9216 16
23%88" - F2AS &TeaE"

San

7

Observamos dos numeros entre los que .9234 se encuentra, entonces
realizamos unainterpolacion para hallar el angulo a.

argulo 728" ey E7e30"
Sere L 228 . 234 29239

Obtenemos las diferencias
18

angulo &7°2A" e &= 3"

Senc 2228 L2234 L9239

— |

11
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Establecemos la proporcién y resolvemos
y_1@8 . _&(1@)_&@
£ 11 © Y11 11

Sumamos este resultado y obtenemos

=3.4

a=67°20 + 5 =67°25' considerando |la parte entera.
Ejemplo:

Si deseamos conocer la tasa de interés de cetes a 60 dias y conocemos las
tasas de 28 dias y de 91 dias son: 8.9% y 9.2% respectivamente.

Caculamos las diferencias

(3]
a3z

]

dias 23 (=17} 21

tasa 8.9 i 9.2
=
3
Establecemos la proporcionalidad y resolvemos.

i:i - y:ﬁzﬁz 1.5
32 B3 53 &3

i =8.9+1=9. Por lo tanto latasa de interés a 60 dias es del 9%.

4.5. ECUACION DE SEGUNDO GRADO EN UNA VARIABLE.

2 — ., . .
ax“+bx+c=B de esta ecuacion es importante saber cuales son sus raices o

ceros. Asi mismo su factorizacion.
Para factorizar una expresion de este tipo consideraremos dos casos:

Caso 1: cuando a=1.
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2 +Tx+10=

Primero analizaremos si es un TCP, no siendo este € caso. Por |o que su
factorizacion es diferente en nuestro caso es un trinomio de segundo grado
y su factorizacion esla siguiente:

1) calculamos la raiz del término cuadratico, siendo esta € término
comun.

2) Factorizamos el término independiente en nuestro g emplo es 10.
10 =10(2)

= 5(2) normalmente esta factorizacion se hace en factores
primos, por lafacilidad de la factorizacion lo hacemos de esta manera.

3) verificamos que la suma o resta de |os dos factores sea el coeficiente
del término lineal.

4) Ya que se encontraron los factores del término lineal pasamos a la
factorizacion.

x2+?x+1El=(X +2) (X +5)

Caso 2: cuando a£1

T L —Sx-2=

Es necesario encontrar un término comun. Para lo cual procederemos de la
siguiente manera:

Multiplicamos por €l coeficiente del término cuadratico, para conseguir un
término comun, en & numerador solo multiplicamos la variable en €
segundo término:

A 3x2-5x-2) _
3
Por |o que haremos un cambio de variable para que se aprecie megjor.

3x =y, entonces tenemos w & ~Gy-6= y llegamos al caso anterior:
Sy = =6 M +1 )

Pero como la factorizacion se ve alterada por € producto del coeficiente
cuadratico, debemos dividir por el inverso multiplicativo de dicho factor, lo
gue es lo mismo, multiplicamos por e famoso uno, en la realidad no
hacemos nada cuando sucede esto, pero algebraicamente es decisivo este
truco.
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Al 32-52-2)  (3x)2-50320-6
3 ) 3

_[3x—6 ) 3x+1)
- 3

_[ 3x-& |3x+1
'[3]1

=(x=2)3x+1)
Si seiguala cada factor acero y despejamos |a variable obtenemos unaraiz.

El ggemplo anterior |o trabagaremos con laformula general.

Para encontrar las raices de

la funcion. Pero antes daremos su
correspondiente demastracion.

ax2+bx+c=a
2
ax +EE+E=

=] a a

xZ+=Zx=—= CTCP
3 a




2 -5x-2=0

—t4bZ-dac

Za

xX=

_=(-5)t(-5)2-4(3)(-2)
L 2D

i 5425424

L os g emplos considerados se trabajaron con la ecuacién de segundo grado
completa, las incompletas se trabajan de igua manera, solo teniendo en
cuenta que le falta a dicha ecuacion, puede ser e segundo término o el
tercero.
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4.6.CIRCUNFERENCIA.

Circunferencia: Es €l lugar geométrico (conjunto) de todos los puntos del
plano que equidistan una distancia dada (radio) de un punto fijo dado
(centro).

Demostracion.
Sea U(X, y) un punto cualquiera del plano esta sobre la circunferencia de

radio r con centro C(h, k) . Siy sdlo s

|u-c|=r
[Cxywd=Chy k|=r
|Cx—hy w—k)|=r

JOemh) 24 (y—k)2 =r

(x-h)Z+(y—k)Z=r2
Con centro (hyk) donde
h v k son reales.

Ejemplo.
Obtener la ecuacion de la circunferencia dado Ulx,wd
del plano esta =obre la circunferencia de radio 4

centro en S02y=1) si v =solo si

lu-=|=4.
lu-s]=|Cay v )-(2,-1)|
=Kx-2!?+1ﬂ

= (x-2)24(+1)2

Jex-2)24(p+1)2 =4

(x=2)2+(p+112=16.
W

1
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Ejemplo.
Obtener la ecuacion de la circunferencia dado U(xsv)

del plano esta sobre la circunferencia de radio 4

centro en s(@,8) si v solo si
lu-s|=4.
lu=s|=|Cxs v )-(8,8)|
=J':x: ?]1

=Jx2+y2
ﬂx2+y2 =4

x2+y2=16

¥

™
¥

Ejemplo.

Obtener una ecuacion cartesiana de la circunferencia que pasa por los
puntos
R(3,-2), S(-1,-4) y T(2,-5).
Consideremos la ecuacion general de segundo grado:
22 +y 2 +Dx+Ey+F=0,

324(=2) 24+3D-2E+F=0
(=15 24(-4>2-D-4E+F=0
224(-5)242D-SE+F=0

o bien

2D=-2E+F=-13
~D-4E+F=-17
2D-SE+F=-29

Resolviendo el sistema, esdecir, D=-2,E=6,y F=5.
Por |o tanto, una ecuacion cartesiana de la circunferencia es

%242 - 2% 4Ey+5-0,
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Ejemplo.

Obtener una ecuacién cartesiana de la recta L que es tangente en e punto

. . - 2 2 e
T(6,-4) alacircunferencia C cuyaecuacion es = " ~x+aw-28=8.

Primero debemos saber s T pertenece a C. Sustituyendo el punto en la
ecuacion de la circunferencia tenemos que:

6Z4(-4) T—40E2+2(-4) —28=0

JE6+16-24-8-20=H
Completando cuadrados en x % ¥ en la ecuacion
de C, se tiene
(22 -dsra 49242941 )= 284441,

(x-2)%+(y+1)9=25,
Por lo tanto C tieme su centro en SCZ,-12 v un
vector de direccion de la recta que contiene al
segmento radial TS es
S=t=(2y=12-CB,—42=C—4, 32

For tanto un punto _ _
{x,2 esta sobre L si % solo =i

Cu-tri=—tr=H
(xywdi—CBy—d2) ((2,-12-C6,—-42)=0
[{x—Gyw+d ) -4, 3)=A

—d4x+3v+24+12=0
g4 x—3w—26=A
ziendo esta la ecuacion de L buscada.

o
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Ejemplo. Dada la ecuacion de la circunferencia
(x-1)12+{v+11%=25, w el punto P(E,&).

Encontrar todas las rectas que pasan por P ¥
son tangentes a la circunferencia.

C tiene su centro en Sd1,-1), Tomemos la ecuacion

w=mx+h
w=mx+e Y =0,

Calculemos la distancia de Schak?) a la recta entonces

Ibtykre]  [mlo=1¢=13+6]  |m+1+8| -

dis = = =
- -,|m2+1 \Im2+1 -Ilm2+1
|m+?|=5~,lim2+1

(r+7)2=25(mZ+1 )

mZ+14m+49=25m < +25

24m<-14m-24=0
usando la ecuacior general de segundo grado tenemos:

_—btybZ-dac

m=

2a
_144J196423084 14455
m= 43 - 43
i 14458 _64 _4
42 48 3

_14-568 _-35_ 3

M4 a4

:-HF%:HE-

b’a=—§x+6
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Ejernplo. Encontrar la ecuacion de la  ecuacion de la

tangente a la circunferencia xE+}'2-Ex+2}'-23=B en el
punto Pod, 3.

Completando cuadrados (x—112+(y+11=25,

Se encuentra la ecuacion de la recta que pasa par
el centro de la circunferencia C{l,-1» ¥ 2l punto de

tangencia PCd,30.
o P
Y=ty xE_xilI:c )

J=L(-=12

4-1

4 4
pHl=ox-3

ayt+I=dx—-4
dx—3y-7=0 L;4.

Encontramos la perpendicular a Liy siendo esta la

W= —1 0= (=—11

=olucian.
Sx+4y+LT=0A
S+ 3 0+C =06
Cr=—24

sartdy=-24=0 e=s la tangente al circulo.

o
e
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Ejemplo. Encontrar la ecuacion de la familia de
circunferencias cuyos centros estan en la recta r=w

v son tangentes a los ejes coordenados.

Encontrar el elemento de la familia que pasa por (4,20,
por ser x=y, entonces h=k

(-2 +(y—k)Z=r 2,
(e=h) 2+ k) =r 2
r=|h|
FL=h <
(3-h) 2 +(y—h)Z=h?
fd4=hI1Z+ 2-R1€=h<
16-8h+h< +4—4h+h < =h <
h<—-12h+26=8
h=2, h=18@
las circunferencias son:
(x-2)+(yp-2)2=4;
(x-18)2+(y-101< =160

¥
F
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4.7. PARABOLA.

Parabola: Es el conjunto P de puntos que equidistan de unarecta D y de
un punto dado F que no esté sobre D.

D =directriz.

F = foco.

Demostracion.
Sea U(X, y) un punto cualquiera que esta en el lugar geométrico, y w un
punto que estaen ladirectriz. Siy solo s

Sea UCxyywdy, flHyp? wix,pr =i pra.

[U—f|=[U—w|
[ty o=@, pa|=]Cxywi—Cxapd]

(=8, w-p)|=|(8, v+p ]|
por ser pr8, el foco esta por encima del

gje x. Por lo gque la directriz &= igual a
D=y=—p, p:@, D<A.

\||lx2+|:y_p:|2 =.J|l|:-_.,.+|:.:|2 elevando al cuadrado,

L+ y—p ) E=(p+p )L
2

2

-
2Ly f —2putp L= w e Zpyutp

x‘?=4py.

x

D=y=-p =i prd.
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Sea U(X, y) un punto cualquiera que esta en el lugar geométrico, y w un
punto que estaen ladirectriz. Si y solo si

Sea UCxawdy FlEp2 w wix,pl
=] = U]
[cxywr—cBypa|=|xywi—tx,pl

(=@, wtp )| =[0E, w—p ]
por ser piBE, el foco esta por debajo del eje x.

For lo que la directriz es igual a D=y=-p, p<{@, DrA.

\!fxzﬂprll? =\Irli':.J-P32
elevando al cuadrado.
xZ 4+ p+p ) L = y-p ) Z
2242 4 oputp 2 WL —Zpytp

x2=-4py.

—
N

2

D=w=—p =i p<A.

LA
=1
U-f \\U

Obtener la ecuacion cartesiana de la parabola con vértice en el origeny con
foco f(0,3). Y obtener la ecuacion de la directriz.

=] =|u-w|

| a e d=C@y 30| = 0oy w10 =3
(e w=30] =08, w430
JxZe(v-3)2 =(y+a)2
x2+y2—5y+9=y2+6y+9
x€=12y 4p=12 ¥ p=3,
L=y=—p, prd F w=-3
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Sea U(X, y) un punto cualquiera que esta en el lugar geométrico, y w un
punto que estaen ladirectriz. Si y solo si

Demostracion: Sea fi(p.81, Wips2
lu—f]=|u-w]
||:3£s WwI=[py EI:||= ll:x, YWl-(ps ’:.-':ll
|¢x—pawi|=|(z+p, @]

\Irlix-P:Isz =\.|rlix+|=*)2

xE—EPx+P2+y2=xE+pr+p2
y2=4px.
Y
-~
=1 Jgff#
WP ) UCxyud
u—-rf
k=
@ Fips @2
-w

D=x=-p, p-A
Obtener la ecuacion cartesiana de la parabola con vértice en el origeny con
foco f(1,0). Y obtener la ecuacion de la directriz.
|u=fl=u—w|
[(xawi—C1,83]= [(xapd—C-1,0]]

||:I_1 !5-‘:||=||:I+1!E|:||

J-1)2492 =012

x2—2x+1+y2=x2

+2x+1

yi=4x, 4p=4 p=1 D=x=-p, p>@
x=-1.
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Demostracion: Sea TOPB)y wWipyy)

lu—F]=|u—1]
[ty wir—Cpy@|= |Cxawi—Cpawi]
I':.'-l‘."*'F's }':]|=||:I—F'! @:'l

~.Irlix+p32+y2 =~.I[li:|:—|:-:l2

x2+2px+p2+y2= x2—2p1+p2
y2=—4px.

b

D=x=—p, p<H

U':I:'_-J:'- il '-"'-":F'!'.:r':'
u—f

4 L b -

f':F‘:@:',-'

Obtener la ecuacion cartesiana de la parabola con vértice en el origeny con

foco f(-3,0). Y obtener la ecuacion de la directriz.
a=f|=|u-wl
[y wi— (=2, 8= wd=C3, 0]
(et 3y | =[Cx—20 8]

Joerm12402 = frx-32

xz+6x+92+u2= 22—6x+92
y2=—12x.
4p=—12
p=—3
D=x=-p, p<@
r=3.
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4.8. ELIPSE.
Definicion.
Dados dos puntos F1 y F2 del plano, €l conjunto de puntos U(Xx, y) del

plano tales que la suma de las distanciasde U a F1y de U a F2 es una
constante dada mayor que ladistanciade F1 aF2.

c es ladistancia que separa a cada foco del centro de la elipse de modo tal
que d(F1,F2)=2c.
Sea ahora 2a la sumade las distancias que separan a cada punto U de F1
y de F2 dela€lipse.
d(F1,U)+d(F2,U) =2 a
a esladistancia que separa a cada veértice del centro de la elipse. Entonces
d(F1,F2)<d(V1V2) y d(FLV1)+d(F2,V1)=2a
Por simetria
d(F1,V1)=d(V2,F2) entonces d(V2,F2)+d(F2,V1)=2a
dvViv2)=2a
Lalongitud del ggemayores2a y d(c,V1)=a
Puesto que un extremo W1 del e menor esta sobre la elipse, setiene
d(F1L,W1)+d(F2,W1) =2 a
2d(F1,W1) =2 a

d(F1,W1) =a
Por lo tanto si b es la longitud d(c,W1) de un semigje menor de la €elipse,
entonces por € teorema de Pitdgoras. se tiene que

22=p<+c? entonces hL=gZ_ &

Es posible obtener la ecuacién de una €ipse con centro en el origen y
focos sobre el ge x de la siguiente manera; supongase que la elipse tiene
losfocosy e punto cualquiera U de coordenadas:
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Ulxyw)y filc.B) v fal-c,@)
|u-f.-g|+|u-1‘1|=2.a
||:I! '.'r':l_f._':»! Ej"“l[:.'{: ':r':l"‘:l:-s El:ll =23

[ x+cy )|+ x—cyv)|=2a

n.lrl:x+c,)2+y2 + w.l‘lix—v;)2+yz =25

‘J':?-':.""E-:'E"'}'E =23 —-.]I:x—i:.:]2+-_.;2
(xtc)Z4uZ=4a2- daf(x-c) 22 + (x-c)f4p?

x2+2c.:-:+c,2+y‘?=4ag— 4-3\.Il.l:x_c-:|2+'_'r'2 + KE—EE?I"'GE‘H-'E

4-:x=4[;2—aw,|rl:_x—-.;:|2+y2 ]
c.x=[a2—a\||llix—-:,32+g,-2 ]
a\l'llix--:)zwz =aZ-cx

az[:lix—v:)2+'_-.l2 ]=.34—2.321:x iy

az[xz—ic:ﬁczﬂ-;z :|= 54—2525x+u:2::2

azxz—zazcx+azcz+azy2= at-2a%cxrcfx’

225242222422, 22 2%4 2,2
4_.2.2

-0 0 .
xz[az—cz :|+.32:.I2= EE[EIE—E-E]
2252452, 22522
252 afuR JBpD

4
+ =
2p2 S22 S22

=] =

%+ ﬁ=1 (1.

a b
Siendo esta la ecuacion de la €lipse, con centro en €l origen.
De forma horizontal.
Es importante saber identificar si la elipse es horizontal o vertical, esto es
muy féacil saberlo.
En ambas ecuaciones, € ge mayor siempre es el que tiene denominador
mas grande, y no tiene falla puesto que los g es son de longitudes distintas.
En & remoto caso que los denominadores sean iguales entonces, no se
tratard de unaelipse; st no de una circunferencia.
Enseguida se dara la demostracion de laformavertical.
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Dermostracion:
Seg Uulx.w),filB.c) v fatBl,—c2

lu—fa|+|u—fi|=22
[(y i@ —c A +[0xy w0 i-0B. 2 ]=22
[ ot |+ |2y w—c)|=2a

J(?+G)2+x2 + \Ilih'-t-:'2+x2 =23 despejando un radical

Jiy+c)2+x2 =Za —\Ir(y—c:lzwz

elevando al cuadrado ambos miembros

(y+c) Sex=da’- 4a~4r(5.|—c)2+x2 + (p+c) T4l
desarrollando el binomio ¥ simplificando
WAoo Dbt mga - 431,](:..'—5)2+x2 +p€Deyrc Lax
4cy=4az—4an,lr£ y—c 1€ +x 2
c.'-,l=.32—.a-.,llf\,l—i:.:lz+x2 despejando el radical
a\.lr(y—-::liﬂcz =aZ-cy
elevando al cuadrado ambos miembros

az[(b—‘-cjzﬂzz :|=a4— Zaloptc Tyl

a‘?yz—zazgy+52;2+azxz= 84—2-E|EE,';..I+ E-E'_-.JE
aEx2+aEn:,2+aE-_u2= 34+52y2
y2[52—52]+32x2= 32[32_52]

Donde h2=a‘?—c2

y2h2+32x2=52b2 dividiendo a ambos

miembros por a = b E

vZpZ 2242 5242

+ =

aEI:s2 azlzu2 azl:-2
2 2

:-.'_2+x_2=1 (2.

a b
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Ejemplo.
Obtener una ecuacion de la elipses con centro
en el arigens cuyos focos v wertices se dan:

Sea ulx,w)f1(3.8) w TFal=3,8
ViS5, 87, VYal-5.8) v su arafica.

lu—fa|+|u—f4|=22

(s wd-( =2, 8)|+|(xaw)-(2, B)]=2(5)

|43y | +[(x-2,w)|=18

w,p[:x+332+5.'2 =1El—ﬁ,,lli:lr.'—3:|2+':f'2

elevando al cuadrado ambos miembros

(x+3)<+pZ=1P0- Elaw,li(x—3:12+'_-.12 + (x=3) 24y

desarrollando el binomio v simpelificando

22 +e43u2o100- 20u(2-3124p2 +xZ-6xroey?
12x=108-28 (x-3) 2+ 2

3x=25—51|||:x—3j2+5,-2 despejando el radical
S (231 4y < =25-3x

elevando al cuadrado ambos miembros
250 (x-2312 402 J=625- 15@x+5 2

25 2 gt a4y )= 625-150x+9x 2

25% 2 — 1 SR+ 225425y £ = 625—158x+9x 2
16x < +25y < =400

16 < +25y2 _ 4068
488 480 400

2 2
g g
R X

1N
L
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Eiemplo.
Cbterner una ecuacion de la elipses con centro
en 2l origen, cuyos focos v ywertices se dan:

Sem ulxyyrafiCEHs 3 » falBy,—42
Wil@, 50, YalB,-5) v =u grafica.

|u—=fal+|u—Ff|=2a
|':I! w-[ 8, "4:'| “"l':I! W1-( 3, 4:||=2':5:|
[Cxywtd | +|xyw—4)]=18

Jx2+(y+4)2 1fx24(y-4)2 =10
despejando v elevando al cuadrado ambos miembros

x2+|:y+4:|2=1E1E|—2El~,|'x2+(y—4112 + L 4{y-4)2
desarrollando el binomio % simplificando

2242 +8y+16=100- 20y 2 Z+0y-a) 2 +xZ+uZ-gyr1s

164=108-20y 2 2 +(—4) 2

4:.'=25—5\|[x2+|:-_-,-—4)2 despejando =1 radical

5\{124.(-_.,._4)2 =25-4y elevando al cuadrado ambos miembros

25 22 4412 J=p 25— 208y+16y 2

25l 2 242216 = 625-280y+16y <
G £ 4250 £ —2BE+ A= 625208+ 1 Gy 2
P L+ L =275

>
25x?  9v® _ 255 -
725 | 225 225
z 2
LA
5
‘ e "1’
Z
w
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Dadaslas longitudes y los ges, obtenga la ecuacion de las elipses.

a=3 % b=32 eje mavor x
2 2
E S

52 I:-2
x

<2 y2 g
5 9 L ks

o

a=13 v b=12 eje mavor =

Fz

-32 b
z s
="

169 " 1ag 1

a=y'13 » b=3 eje mayor

= 2
x_+L=1
b2 a<

2 2
x_+'_.._|_=1
9 123

a=~.|"?_y I:-=-.|"3_E-je Mayor
2 g2

I::2 52

22 w2
a7
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4.9. HIPERBOLA.

Definicion: Es el lugar geométrico determinado por la diferencia de dos
distancias. Para los puntos dados F1 y F2 del plano, €l conjunto de los
puntos U(X, y) del plano tales que el valor absoluto de la diferencia de las
distancias que separan a los puntos F1 y F2 de U es una constante dada,
menor que d(F1,F2), esunahipérbola. 0<a<c y centro en el origen.
F1(c,0), F2(-c,0),U(x ,y) estasobrelahipérbola, si y solo s
lu—f4| - |u—fa|=2a

|LI‘“1:1|—|I_I'fE|=i2-E|

s )=Ces @)= (s w)-(-c,8)]=22

[(x—caw)|=[(x+c,v)|=2a

J(x—c)2+y2-—J(x+c)2+y2 =Za

J(x-532+5r'2 =2a+ vrlix+r:)2+5.'2

(x—c)2+y2=432+-4aJ(x+cjz+y2 H o 1Ly

32‘2'33'1+G2+§-'2=4a‘?+ 4a\|rlix+i:)2+y2 + ;,:2.,.2.;;:4.,;24.5,;2
-4Gx=4[az+ath+gjz+y2 ]

~cx=a% +a~.lr( a4 ) Ly L

—aJEx+c]2+y2 =aZ+cx
ai[tx+532+y2]=a4*_2525x+52x2
32x2+252Gx+32c2+32y2=G212+2325x+a4
52x2—3212—52y2=3252—34
12[52—52]—3232=52[52-52]
xeh-afyf=52pe

x2b2_32y2=32b2

a2hZ a2p2 g2

22 20 ()
32 I:-2
cf=gZ+p < entonces be=cZ-5%
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Sea Ulx,w)lyfilB,c) v falBy-c)
lu—F4| - |u—Fa|=2=
lu=F1|-|u-fal=+2a
|':3'C!b-':|-':'as':-:||—|[:xsbr':|—|:@5-i:-)|=-2-a

(s w—c )| = [( 50 v+ )| =22
Je2atpe)? = x2aggec)? =21

—\Ir.'-l:2+|:}'+i:.:]2 =—25 _in_'_l:},_c_:lz

240yt ) 2mda2s dayfx2H(y-c)2 + 22 +(yc)?

xSty LeZoytc S=dale 43’.{12“"::-'-1332 +xZ 4yl 2oyt ?

4cy=4az+4aJx2+(y—ch

i:-'_-.'=az+a 12+I:5.|—c.:|2

-aJx2+(y—cJE =a<-cy
az[xzﬂiy—c]*?]: at-zafoytcy’
STy

E-':,-'+C-2'_-,'2

zadoprc iy’

az[:-:2+'_-42—2c.;-,l+c.2 ]: =
32x2+32y2—2azcy+32c2=-3
C2y2_52y2_32x2=3252_a4

&'2[‘2-2—-32]—-32312= 32[52—32]

w2p2o32,2252p2

y2b2_32x2=32b2
aEI:n2 azb2 azl:u2

vi_x% -
32 b?

c2=a2+b2 entonces
b2=52—32
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Uy )
f:l.'i':r!'a:'
fal—c,@)
Vila,8)
Yal—2,8)

G350

fil@sc)
f:fElu —C-]

VidB,al
Vatly—a

Hiperbola Horizontal

fa Va

Hiperbola VYertical




Para identificar como es la hipérbola, es suficiente ver que variable es
positivay ese sera el gefocal 0 mayor por lo tanto sobre ese gje se dibujara
lacurva
Asintota: es unarecta alacual una gréfica se acercaindefinidamente.
Enlaecuacion (1) si sesustituyea y =0, setiene que
2
x

—=1 = x2=32

.

*x=*3 .. a v —a son las intersecciones de la hiperbola

de esta forma con =l eje x.

':-'2 5-'2

Si hacemos x=H0 # —=-1 ¥ — &= =iempre no negativo .
b< b

la hiperbola no corta al ejs 4.

En la ecuacion [(2) corta al eje v en los puntos & % —a»

no corta al eje x.

: ; x2 5.'2 -
Consideremos la ecuacion ———2=B despejamos a v
a b
en funcion de = #
2 bE 2 b :
o= %:--_.;:i;x siendo estas las

=
ecUuaciones de las asintotas de la hiperbola que pasan por

. b . .
el arigens donde = es la pendiente de cada asintota.
Ejermplo. Obtener una ecuacion cartesiana de la hiperbola,
con centro en el origeny cuxos focos v wvertices se dan:

Sea  Ulx,w), fi(S,8) v fal-5,8)
LR RACTE S VMad—=32.82 v graficar

lu—fi1| - |u—fa|=2a
[y wi=(Sy 80— [(xawi-(-5,8)|=203)

[(x=5s v )| =(x+5, 9)|=6

‘n[ll':x'5:'2+'_-,ﬁ2 - ‘.|[‘:1C+5:]2+y2 =

—J 5B =5 JOem5)242

[%+5 )2 4y =36— 12Jlix—5)2+:a2 + (x-5)124pe

24 1B 25y 2236 12y (x-5) 2492 + xZ-1Bws254y 2
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2@:=35—12J(x—5)2+y?

5(4)x=4[9—3¢kx—5)2+y2 ]

5x=9—3J(x—5]2+y2
3(x-5124y2 =9-5x

Al x-512 492 J= B1-90x+25x2

9[ x<—-1 Bx+25+y 2 )= 21-9@x+25x <
9%~ 422549y S B1-90x+25x L
25x 2 -9x 2 -9y 2=225-81
16x2-9y2=144

1622 _9y< 144
144 144 144

xZ %
2 16

o

F

86



Ejemplo. Obtener una ecuacion cartesiana de la hiperbola,

con centra en el origen, cuyos focos v wertices se dan:

Sea Ulz,v), fi(B,5) v fal@,-5)
ViCBa.d2 VMatBy,—42 v graficar.
lu-f1]-u—Fa| =22 _
|Coea s d=CBy S| = [(ay w08, -5 )|=204)
|Cay =50 =3y w45 0] =5

\.Irx2+(:.'—5]2 - 1.||l:-:2+|:g.;+5,‘]2 =8

—\I{x2+iy+5.‘12 =8- w.lrx2+li'_-.l—5)2

2404592264 162 Z4(y-5)2 + xZH(y-5)2

242 1B+ 25=6d— 16y 2 24(y-512 + 2 Z+p - 1By2S

2By=Ed—16y x 2 +(y-5)2

4E5y)=4[15—4\{x2+(w-5)2 ]

Syl Gt 1 2L o) 2

42 +(y-5)2 =16-5y

16l 22 +(y-512 J=256- 160y +25u2
16( 224y 2 1@y+25 |= 256-168y+25y 2

162 +1 6y 2 —1 GBy+400= 256—160y+25w <
252 ] Gy £ —1 G £ =4 BE-256
I —16x =144

-
9w’ 16x% _144 _
144 144 144
2 2 .
2_E
TN f1
Rz
x
B s 4
fa
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Obtener la ecuacion de la hipérbola con centro en el origen, parala cual se
dan las longitudes de los ges conjugado y transversal, y cuyos ges
principales se especifica.

2a3=8, Zb=18; eje x.
a=4, b=3

2a=18, 2b=83; eje =x.

a=2, b=4
ﬁ_ﬁ—l- ﬁ—ﬁ:l
2 p2 B I

2a=14, 2b=6; eje x.
a=7y b=3

2a=26, 2b=18; eje 4.

#=13, b=3
ye 22y ¥2 2t
22 p2 163 25

#=7 5 b=z
R AL
2 2 7 4

a=yll , b=t
ﬁ—ﬁz = ﬁ-ﬁ:l
aE hE 11 36
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4.10. ;.COMO IDENTIFICAR UNA CONICA QUE SOLAMENTE
SE CONOCE LA ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO?

Dada |la ecuacion general de segundo grado, en laforma
Az £ +By+Cy £ +Dx+Ey+F =0,

Si B=8 entonces tenemos

Az < +0w € +Dx+Ey+F=0,
e agui se desprenden 4 Casos:

1251 A » C =on iguales ¥ diferentes a cero. v de

Signo=s iguales. entonces se dices gue Son

Circunferencias.

2251 A=E, C#A v A*C ¥ de signos iguales,
entonces se dice que son Elipses.

3251 A=A, C=8 v A#*C ¥ de signos diferentes,

entonces =& dice que =on Hiperbolas.

4251 A= o C=A pero N0 ambos. se dice que son

Farabolas.

De las siguientes ecuaciones identifique a que conica hace referencia
usando |os criterios dados anteriormente:
x=di L 41 Ey—T=0
E= Parabola.
%22 _g+1By—20=0
E= Hiperbola.
2L+ Ay E —Gr—16y—11=0
E= Elipse.
dx S+ —1 2w +Bu—3=@
E= Circunferencia.
ZxL-2uZ 1 2x+Eu-d=0
E= Hiperbola.
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4.11. ECUACIONES DE ROTACION E IDENTIFICACION DE
CONICAS.

S E*¥ entonces no se puede identificar la gréfica directamente por el
método anterior. Sin embargo, se puede emplear una rotacion de ges
coordenados para obtener una ecuacion de la grafica de la ecuacion general

de segundo grado s E*¥ que no tenga un término cruzado en |os nuevos
gjesy entonces se puede proceder como antes.

Una rotacién en IR? ser& considerada como un movimiento del plano con
respecto a un punto fijo.

Si serotan los gjes un angulo ¥ medido en radianes, entonces las nuevas y
las vigjas coordenadas estan relacionadas través de:

MHuewvas coordenadas de un punto Pi{x,v>» despues de
una rotacion los ejes 7, v B radianes.

*'=xCosH+ySend

Wwi=—ySanf+ywCosH

x=x"CosH-vw'Send
w=x"Sen8+y CosH

donde B8 e=s el angulo de rotacion.

Demostracion: x=xCosPB+vSend

Ww=—xSeng+wlCosH
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Pasamos a coordenadas polares, tal que

EEFCOSCE) § YSFSento)
x'=rcos{c-8)
Wwisrsen(o—H2

rooste—HBi=srcosieicos(AY+rsenie iseniA) =rcos{B)+ysaeni Al
reentw—Bi=rsenielcosiA)—FocosialisentB) =—xsen(Bi+wcos (A2

o x'=ExcosCHM+yseniB )
Wwiz—rsan(B)+ycosiH )

Para las ecuaciones en los ges xy solamente resolvemos el sistema
formado.

r'=xcos(A)+ysentclr ¢13  multiplicamos a 1) por sendll
Wis—rsentBi+ycoscB) (23 w5 (22 por cosCED

[ "=xcos(Bi+ysentA) ) sentA)

(w'=—xsen(Bi+ycosCB) lcosCA)

x’sen{E}=xc05{B)seniB}+'_-.-Isen2CE!}

y’cDE(EI)=—xsen':EI:'EDS(EI)+}H:::-52 = ) SUmMamos

wizen< (AI+cos <RI I= ¥ sentA+yv cas (B

w=x"zeni{Bli+y cosiA) por lo que se encontro una wariable ara
s P
encontrar la otra wariable multiplicamos

a (13 por cos(B) w3 (22 por —sen(@)
[x'=zcos(B)+yseniB)) cosiA)
(w=—xsen(B)+ycosCB) ) (—saen @)
x’c.c-s'iB:'=xcc-52':El)+ wsentBicos(E)

—:.I’sen'iEI:l=xzen2ﬂEI:I— vseniBicos(8) sumamos

x(Cose (B +senc (A= r cos(B)—y seniE)
r=x"cos{B)—-w=sen(H)

r=x'cos(Bi—-w'sen(H)
w=x'seniBi+y cos(H)

Pues bien, ya que se tienen las ecuaciones de rotacion podemos eliminar €l
término cruzado, dicho de otra manera, estamos en condiciones para
transformar una ecuacién en otra equivalente via rotacion de gjes y hacer
desaparecer € término xy eidentificar laconica. Y ademas graficarla
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Criterios de identificacion:
Si B=@
1)4AC-B< 3@ Elipses.
2)4AC-BZ=8 Parabolas.
334AC-BZ<@ Hiperbolas.
Ademas tenemos dos casos:
I. Si A=C % BCos(28)=08

> B=a

% Cos(28)=08

i 2a=1
F =i EEI—EHU[

=L
> B—4+k2,k es entero.

n _n
Basta tomar a 9(8(3 en este caso 3—;

II. Si A=C

> (C=A) SenéEB:l

Senl(28)
2

%59n(29)=%ﬁu5(28)

Sen(28) _ 2B

Cos(28) A-C
_ZB
tanl 28)= A

+ BCos(Z8)=0

#(A-C) =BCos(28)

¥

n _ 2B
& IEI{EI{2 W tanI:EEl:I-—H_I:
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Ejemplos.

Mediante una rotacion de ges identifique y grafique las ecuaciones
siguientes y dé una ecuacion en el nuevo sistema que carezca del término

cruzado.
Exf—izxyﬂ?y?—za:a FPrimero identificamos:
A=2. B=—& w C=17

408 17)-(-12)1€=544-144 =400>8 Elipse.

A=C * buscamos afcs{%

2B _ -12 _-12 E 4
e o R R
- _a
o 'I:-:nsl:?_El:l—S .
o =2 |58
5__5EI‘|E= E-:—D—E-l:E—EI-:I-: 5: 3 =L
o v 2 2 2 .5
4
- 2 [32
: 1+Cos(28) 5 5 g 2
29 I: E: {—] — — —_— = —
T =TTz Z 2 8 5
3
Sustituyo estos wvalores en
x=x'CosH-y "Send
w=x"SenB+y CosA obteniendo
= = x= i W’
NCIEN Y
}I:Lx-’.‘. 2 -J_pf
5 WS

Sustituyamos en la ecuacion:

B[ix’-Ly’] [ == ][ ey ]+1?[ L2 y’]2—29=a
) AEE e EE
i,z_i,,l,z]_ [3,2 o B [ . ,4,2] "

E[Sx 5x'_-.-'+5‘_-.-' iz Sx +=x"y 5'_-.' +17 +5::¢'_-.'+5'_-.I 28 =8

+ r ol .r r Fpi .r ot =

ST S TR S oy TS+ e e - 2050

Sa” £+ 20" £ =20
£

4
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xE = a0y z -4=8
A=1, B=-3, C=S,com0 gz & buscamos A tal

que B<8< -';- . tan( 28 )=i_-_3_-_3_§

F-C 1-5 -4 4
4
En5{29)—5

:|.+i ‘g— = 3
m;e:f"’cwum _ S .[2 = |5 ==
2 2 2 16
4 (1
Senf= rl-cnsizaj _ - T o S
2 2 2 1 Jie

SuUstituyo estos walores en
x=x"CosB—w Send
y=x'SenB+y Cosd obteniendo

— 3 _,._1_ r
e - e
1 3,

=+

Sustituyo estas ecuacionss en la original.
3

=T et i

D2 B b 0 oo B T G2 D e RS e L
Tl el i e e T T L TR e T
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17 2 41 248y 2 -20=0
A=17, B=12 v C=8 Como AR=C % buscamos B8

tal que B<ACE.

2
B_ 12 12 4
Tak )= e =176 9 3

95



=3
Cos(28)= =

: L2 (B
XS Cospe [ 1¥C0s(28) _ 5=i=i=
4| - 0, Z e 2 18
. . 7A.
o - ~Ens(29] -] 2 _
Seng= | ||1|a 2

Sustituyo estos valores en |as ecuaciones de rotacion obtenemos

Eu:lru

»=x"CosB-y SenB
y=x’EenE+y’EasB

E
e ] -20=0

b
‘-’lﬁ_ Sustituyo estas ecuaciones en la original.
[ x——-——--_.,,-’]2+12[ 2 = 1 y’][ 1 '+ 2 y’]+ [
= O INETETT AETEY

lr

68 _,2_ 68 , ., 17 ,2. 24 ,2 36 ,., 24 .2 Ef,z 32,,32 2
Ex 5x9+5-_-,,- Ex 515.' 5*_-,- +5 +5 5.'+5 28
1
2oz 2+ 25w =20 ¢\ R
5]
28,2, 25 P
= togy 1
2P
et =ute=]
g
5 v
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CAPITULOV.
“CALCULO DIFERENCIAL EINTEGRAL".

En este capitulo se analizaran algunas demostraciones de limites, derivadas
e integrales, asi como algunas aplicaciones y métodos de solucion para
cadatema.

5.1. DEMOSTRACION DE TEOREMASDE LIMITES

Definicion delimite:

lim (fix>)=L & v solo si la funcion F(x)=

X L si x=xg

es continua en xg.
Teorema: f es continua en xps(a,h) si v salo s

f(xg)= 1lim (f(z))

TFAp
Demostracion:
g2 f 2= continua en xp.

{qu:- si x#xg

PID H
. _ ] FLxd =1 m®xp
flzgl= 1im (flz)) FCx) {I_ EERoy

=—+xp
es continua en zg.
Pero F(x)=f(x) para toda x entonces como f es continua en
o # F s continua en Xp.

Demostracion de regr eso:

fix) =i x#xp
L si x=xp
es continua en xn.

Como F(x)=f(x) para toda x entonces como F es continua en *® # f es
continuaen =a ,

Teorema: lim (f¢x>)=L si v solo si
x=>Xp
para toda €>@,existe &>8 tal que para toda

xeDomf B¢ |x-xg|<& 3 [Flxd-L|<e

flxg)= lim (f(x)) F(x:-:{

e |

Demostracion: ey ek
lir Cf¢x))=L F(:)={ %) o X
g L si x=xp

es continua en Xp.
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FPara todo £>B.existe &»8 tal que para toda = en el dominio
de F yw B<|x—xp|<& 2 [Flxd-Fixpd| <e.

Sabermos que Fixpd=L xeDomF v |x—=gl<& 2 |fixd-L|<e

si x#xp entonces @<|x-xgl<& w ademas Flxd=fix) v
DomF=Domf % entonces |[Fixi-L|=|fizr-L|<e =xeDomf w

B¢ jx—xg|<& & |Fexo-L|<e.
Demostracion de regreso:

Para toda 8, existe &»8 tal que xzeDomf v
B¢ [x—xp|<& # |Fixd-L|<e
Saa F(x)={f{x} E{xtxu
L si x=xp
F.D F es continua en xp.
B¢ [x—xg|<& ¥ [Fixd-L|<e.

Ahora =i B4 |x—xpl<& ¥ x=xp
fixd=Fixd v L=F{xg?

B¢ [e=xol< & # |Fexd-Fixgd|<e

Sea x*xp
IF¢xs—Fixnd|=IF¢xd—FCxnd|<e
.. F es continua en xg 2  lim (f¢x))=L.

r—=rap
Teorema:
Si lim (Fxdx)=L v limm (f¢xd)=M * L=M
o | x=aq

Demostracion:

Demostracion por contradiccion.

L=M
| 5 l:’@:
35138 tal que para toda xeDomf.8<|x—zg<&y # |[Fixd-L|<e

35238 tal que para toda xeDomf,8<|[x—xg|<&a # |[fiaa—t|<e

Dada =
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E=minf &y &alt
L=
2
A&=min{ &1 &2t tal que para toda zebomf, 8¢ |x—xgl<s 2

Dada = #Hy

L]

= b
||

7
IL-r|=]L-fCxr+fixa—r| desigualdad del triangulo

[foxa-L]<

| 0=t < entonces

c|fcma—L|+|Fzr—m]|

£ IL—ET‘“H + |L;-M| =|L-M| entonces

IL-t|<]L-M| esto o puede ser por lo tanto L=k,

Teorema
Si lim (fiéxd)=L » lim (gixd)=M %
x—+xp e |
iv lim CEf+gadxd )=L+M
i e d |
iix liln [Cfgadeai=LM
e |
. 1 1
i2r=a  lim [—](:-::mﬁ
x—*xp

Demostracion:
i» P.* Para toda r»@ exista &3@ tal que

[(f+a)-(L+M)|<r si B4 |x—xp|<& r3@ =i
| f+a)=CLAM = | F=L 2+ g=11)] 2 |[f-L| +|a—M)|
For hipotesis para toda r>8 existe @178 tal gque

|Fexa-L|<r si B<|x-x0|<&1 en particular para %
existe &1 tal que

|f{x}—L|{% si B¢ |x—xp|<&1 Por hipotesis para toda

A existe &ax8 tal que
lacxr—t|<r si B<|x—xp|<&a en particular para
existe &a tal que

|2 —4) < ZL si B< [x—xp|< &2

[N ]

- glfter-Ll+lata-M< 5=+ S=r

2
si B¢ [x—wxg| < E=rmin{ &y, Fal.



Do tr scion:

i? P.D Para toda r>»@ exista &3>8 tal que
[(fa)=(LM)<r =i B<|x=xa|<& s=ea r>@

[ fa)-(LMY = [ fa)-fM+f-LM| =|f Ca=MO+ME =L )| 2 |f] |a=t|+ M| [e-L]

For hipotesis para toda r>8 existe &g28 tal que

fxr—Ll<r si B [x—xgl< &y

en particular para r=1 existe &3 tal gue

fCxer-L]<1

[FCe|=|Lelfca-LI<1 # [Fexd|e1+]L] si @< pe-xn|<Sy #
[Cfad-LM) < |f]|a=ta|+ ] [ =L] <[ 1 +]L] D=+ 1+]L] DF-L

For hipotesis para toda r»@ existe &Sa28 tal que

lacxr—t|<r si 8<|x—xpl<se

en particular para
|lg—t4|<

existe 6320 tal que |f-L|<

21+

21+ )

existe &z tal que

: r
4 =gl £ e
E[I+IL|] si 8¢ |x—xg|<Sz v para 1)

gi B¢ x=xg|<&a

b <[1+|L|][ 21+ |L|]] (1+ |H|]|’2i'1+lr1]’|‘2 i

si B¢ [x—xp|< &= min{ &1 Gaa 83}
Demostracion:

mr S M=E lln [[ ]'ix}]

P.' Para tu-d.a r:rE exista 438 tal que
1 I
Y - =gl

Ig]{x} Hlair | Bﬁl: xp|<{& sea ri@

1 % M-glx)

gt

[5)ee

Mgzl

" Mzl

acotamos por abajo

como Mz@ & |g{x}|}% si @< x—xp|<dy #

1 2 3
'Im'i = =i E{!I xnl‘iﬂi

coma lim (glx))=M # para toda ri existe ¢z’v tal que

x=FE

lgtxr=t|<r si 0<|x-xg<&2
rlrl
2
existe &ard tal que
2
|9ix}—M|{ﬂ

en particular

_latza—r 2r'|l"1|2
Ml ZMlM
si 84 |x—xgl<S=min{ &1, Sal.

Si @< |x—xp|{Fa
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Teorema:
Si lim (fix2)=L v C=8

x—>xp
lim (Cfixa)=0C lim (fixd)=CL
x=3xp xr=*xp

Demostracion:

F.[ Para toda r>d, existe &»8 tal que
[Cfcxy—CL|<r =i B<|z—xgl<& sea r:@

[Cfexr—cLl=IC0Fexa-L | =|c| |f¢xa-L]<|C]r
|clr _

] |f¢x-L]< o

Por hipotesis paratoda r>0, existe delta positivatal que

[fexr-Ll<r si 8¢|x—xg|<61 en particular para |FF|
existe &i1r8 tal que

If{x}—LHlE—I si B¢ |e-xgl<Ey  si B¢ x| <=6
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5.2. DEMOSTRACION DE ALGUNOSLIMITES:;

Ejemplo:

2
Tim [" 15]:3 wedd, existe &3@ tal que B<|x-mgl<d & [Flxi-L|<e
x4 74

Demostracion:

|EX+‘:E::I_4:I—B|=|1+4—81=i::—=1-|<f Por lo tanto basta tomar 6=¢
Ejemplo:

[Exi‘-ﬂzmz; |=_2

12+31+2

Lirm
x==1
PerB, existe 638 tal que B<|x—xgl<é & lFlxd-L|<e

Cx=1002+1 J(x+2]
[t 1 J(x+2)

Bexl, existe &30 tal que B4|x+i|<& 2 -(-2)<e

pe=1+2|=|x+1]<€ For lo tanto basta tomar &=«

5.3. METODOSPARA CALCULARLIMITES:

FACTORIZACION. Cuando la factorizacion es muy complicada
procedemos a dividir numerador y denominador por X-Xo.

MULTIPLICAR POR EL CONJUGADO.
POR CAMBIO DE VARIABLE.

APLICANDO L'"HOSPITAL.

Ejemplos.

2 , (=30 x+3) _ w43 6 3
- x <=4 (x=3)x+3) | _ ©3) 6
lim | ——— |= lim [ = J- Lirm =
x=23 3'52‘23‘:'31 x—}SJ(I ?’IJE”U x_}3[1+1 4 2

affx—i'i:l[x2+3x+9] ]

= lirn

«3-27
lim | 5 >
33 o E—2x—3

33 (=3 x+1)
2
= lim | 3 X222 ]
=3 "

!2? ]
= lim | 3 — ]-—
x—+3 o %1'4_
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25" X743 %23

Metodo Z.
Ejermplo 1. 1im [ \"I'x__ﬁ ]: [ \f'x_—S ][ ‘-"Ix_"'E ]
=23

(=250 yx +5]

1
Jx +5

. 1 1
lirmn =—
x—}ES[ ‘."'x_+5] io

Ejemplo 2.
lirn [ 1-Cosx ]= [ 1-Cosx ][ 1+Cosx ]=
- i 1+Cosx

I—CDEEx _ Senzx _[ Senx Senx
x[1+Cosx) =z 1+Cosx) x [1+I:.:.sx

lirn [[ Senx ][ Senx ]]= lirn [Senx] i [ Senx ]
x 1+Cosx * 1+Cosx

=3 =+ w—+E
=1(@)=8
Demostrar:  lim [ Senx ]=1
=3
Dermostracion.
xe[la E] -1 s
o xe[?,ﬁ] %—xe[@,—z-]
SenxLxstanx Senl—x )2l —x)ztan —x )
SenxLx ratan Senl —x el -x)
Senx SenT -r<—tanx
—, £l rETT— -Senx
x Cosx —DEILE ey g —Senx
I::-s:mr:-‘-s":'hﬂ * I:SDSx
Senx 1 Dusxég
Senx x
Cosxe——xz]
x CosxL Senx
Cosx< D =]
lim (Cosz)=1£ lim (1)1=1
x—+H x—=H
. [ Senx ]
lim | —— | =
x

=@
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Metodo 3.

Eiemplo 1.
) -1 -8
lirn 3— =
x365| x-l -4
Sea y=§fx—1 F y6=x—1
lim [E:fx—1 |=z

=55
THED, w2
y2=3 x=1
y3= =l
. '_-.-'3—8 . (}'—2)[5'2+2y+4]
Lirn 5 = lim T2t 2]
yazl w4 ] yao L
2
= lim [——'—5" +fg+4]=-lag=3
wa2s 7
Ejemplo 2.

%j;__l

4\{;_1 -

y=12fx 3 yl2ey
(13 )=t

x*ly wrl

3=4f 43

Limn
=]

Lirn
=1

T [ w4-1 ]_ ™ [E?-13[33+:-'2+:-+1)
wailwi-1] wt (=102 +yt1]
. y3+y2+y+1]=i
w1l wEtt o
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Metodo 4. FRegla de L"Hospital.
Sean f ¥ g funciones continuas v diferenciables en Ca,bl.
Supongamos gue xpgetas b} sucede gque

iv limm CfCx2)=8 v lim (gix2)=A.

x—3xg X=X
irLas derivadas de T ¥ g existen en el entorno de wxp.
iiirg"Cxgr#@ en el entorno de xp entonces tenemos que

lirn [f{x} ]= lirn [f‘:':x:- ]
T aix x¥g =ML
Dermostracion.

Sabermos que flxpgr=glixpr=A Aplicando 21 principio del
valor medio de Cauchy si 97(xp2#8 cuando =3xp

f{x}—fi:Eﬁ:f’{c.} fix ='F""iq::l
glxr—glixg) g Lch gLxlr g'ica
WEroS que S| xX¥xg ¥ CHxp

Observacion:  1jm (f{xd)=8 w lim (g(x))=@,

entonces

g CECE XD F

x—*xp x—*xp
Ejemplo 1.
lim [Se”x]= Lim [C°15x]=1.
x—a x—E
Ejiemplo 2.
lirn [—1"3‘:'5’: ]: lim [E';:x ]: lim ['3':';" ]:%
0 x =@ o=@

Cuidado al usar L"Hospital

2 -
Lirn [x_-l-Ex]= Lirn [ixti ]=T3 =i aplico nuevaments
3@l 2xE-dx »g"
la reala tendre: | [§]=l v _4_3;5%

=—+H
por lo tanto no se llega a3 un limite.

Aplicaciones no ortodoxas de la regla de L"Hospital.

a) que hacer cuando en un limite nos aparece o, —o

limn (fxa+gi=zd)

P |
Lirm C(fcxa)sm lim (g€xy)+—m
xr—=rp T
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Ejernplo 1.

L"H
. 1 1]_ .. x=5Senx | _
1 Semx x ) He xSenx |
x—+A x—=+H
L"H
lirm [ 1-Cosx ] o l Senx ]= E=E
x> rCosx+Senx s Cosx+Cosx—xSenx 2

by Gue hacer cuando tenemos un limite del tipo @O,

lirm (flxagi=xn)
r—3xp

limm (fcx213w v  lim (gix2)=8,
r—=rrp X

U=zando la inversa de la funcion gue tiende a o,

gix
L
foxa

lim
x—=3xq

Eiemplo 1.

L"H
lirn (xCotx)= lim = lim — L 1= 1im [anzx]=1
r—+H x—>E CotE =33 Pt 4 5

Cos“x

c) Cuando el limite es 2

. fixd ) .
lim [g{xl\]’ Lirn Cfcxddsm w L (Qx)])so

| e | r=rp
1
Lirn gLx) =e aplica =] inwverso.
X2X1| Ty
Ejemplo 1. 1
1 Cos<x
Z . Senx
lim [—HCE;':]: Lirn —Cc'tl  |= lim -1 =
Cot —_— T ——
x—H ] X x—H 1+C=cx 16 1
Senx
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-

Senzx ] Senzx
2 2
lirn # = lim ':g';—n; =L"H
x>0 Senx+1 X8 Senx+1
Senx
ESEHICDSIEDEEI-E—ESEHIEDSISEHEx]
li Eusqx =
i CosxSenx+-Cosx—CosxSenx
x—+H =
Sencx+25enx+1

Esenxcngx(cnszx+sen2

x2
; casqx
THere COSx
*—+E =
sencx+lsenx+i
Z2senxcosy
. GD54I
= lLimn COSx
=3 =
. senTx+Z2senx+1
(B
N
»—+E T

2
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5.4. DEMOSTRACION DE TEOREMASDE DERIVADAS.
Definicion:

La derivada de una funcion es e limite de la razon del incremento de la
funcion al incremento de la variable independiente cuando éste tiende a
cero.

Cuando €l limite de esta razon existe, se dice que la funcion es derivable o
gue tiene derivada.

Regla delos cuatr o pasos.

1» Se sustituye en la funcion x* por x+ix, v s calcula
2]l nuewo walor de la funcion Y+

2) 5e resta el valor dado de la funcion del nueve valor
W =2 obtiene Ay,

315e divide Ay por Ox.

4352 calcula el limite de este cociente cuando Ax-+E.

El limite asi hallado es la derivada buscada.

Fe

Tearema. Sea ¥Y=c, YW=

Demostracion:
Cuando = toma un incremento Ax, el valor

de la funcion no se altera; es decirs Sy=H,
v =0 s lm [52]= S
A=A

- la derivada de una constante es cero.
W=y W=

1w+ fp=w+ i

2t Sp—g=rd S -
gy 8y _xthx—x  Ax
%S My Fil
# 1m [22]=
L3

lim (1)=1

Sx—=A
5-'=x2= y=2x

1oyt =l x+dx )2
2yt -yl fx )L - 2

}é_yq 2 L4 2x A+ L x—x L _ Ay _ PxAx+i L

1

2 S Mx T Ax S
2 +
4 tm [22]= 1im [—Exﬂ‘i& x]: lim [—‘&x(i‘xmj}
Mx—E D —>E Dor—+A
limn (Z2x+ix)=2x.
Mo —=E
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TEOREMA:
SinelN vy f(x) = x" vxelR entonces f'(x) =nx"* VxelR.

DEMOSTRACION:

P.D.(x") = nx™*

Sin=1= x"=x, entonces (x')" =1x"".

Sin=2= x"=x% entonces (x?) =(xx)"=1x+1x =2x =2x**
Supodngase cierto paran-1.

P.D. x"= x"x

(Xl’l-lx)'z(xn-l)'x + Xl’l-lX'
=(n-1) x"*x + x"}(2)
=(n-)x™4+x"
=(n-1+1) x™*
=nx"*

TEOREMA:

Si,f es una funcion derivable y f*(x)#0 VxeDonf entonces la derivada de

’ existey esigua a
[l‘]'{xj_ —f’(I:l
f — e
(f(x>)<

DEMOSTRACION:

Fixifix+h)
e

1 1 flx~fixthy
lim | Lix*h) f'f-x-"]=]|m J

h=0 h h=sa" n
= lirn [[ r{x‘?h:’-f! ) n - r
h>@" h fixifixehy |,

Como f es derivable entoncesf es continuay f(x) # O entonces

1

Y P
hag" ORI ] (405 )2
T
-t [ 22D 7T | i [ Lxtfx) fﬂ]h [____ |-
h—@ h fixfcxans ST ¢ x}llffzmzi

Fr=si
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Tearema:
Si f v g =on funciones derivables en xg ¥ fa es
derivable en xp.

Lemostracion:
lirn [ CfalCxgthi—Cfgl {xpg2 ]

h
h—=E
= lim [ftixu+h>g':xu+h}—f':xu+h}g'ixu)+f'qu+h}g':xu}—ftixu}g{xu} ]
h=+@ h
< i [#cageio SETBG |, of Fativ=ti) |
R—=A _ .
= lim (fCxgth?) Lim [g':x“”"'; Lok ]+ lim (g(xg?) lim [“x"”ha ”x“:']
k—=A h—=A h—=A h—A

=flxgrg Cxgr+aixgafixgl.
TEOREMA:

Si f y g son funciones derivables en Xy Yy g(Xo) 0 =

L 2= derivable en xp ¥ [i]"(xn)=[fl]’(xu)
= = =

L Fam=row| g o #ow| 5]
= =flxpgd| = ["Cxpgd+ F Cxpd| = [Cxpgd
[fg] Cagd xn a xn g a |

—glxgd

=f':xu.‘.-[
(glxg)?

1
+ i }[—]( 2
] || - |
=—1=li:cn}g’lixn3l +f’li:-:£
(g{xu}jz glxg
=f":xubg'ixn}—-f'ixn:lg’(xu}
(gtxpd)?
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Teorema: Si f(x)=Senx Para toda x<IR
a f"(x)=Cosx Para toda xz<lR

Demostracion:

; Senix+hi=-Senx g SenxCosh+SenhlCosx-5Senx
lirn h = lim h
h—=a h—=8
s [Senxiﬁash-13+59nhcnsx]
= lim k
F—=a
= 1k [Eenxcﬁfgh_1]]+IM1[Casxgi?h]
h—=a h—a
=—5enx1m1[i:%$5h]+EﬂSIIM1[Si?h]
h=8 h—=@
Como
lim [l:%?in]ﬂﬁ v lim [Si?h]=i tenamos
h—=a h—=a
==Senx(@+Cosx(1)
=Cosx.
Teorema:z Si f{xd)=Co=x para toda =x=cIR
F Fixi==%Senx para toda zcIR.
Demostracion:
. Costx+thy»-Cosx | _ .. [ CosxCosh-SenxSenh-Cosx
lim R = lim | — H
b=+ F= "
=1 ’DDExEEDEh—lj—SEHxSenh]
= lim H
R—+8 -
i E051E2?5h—1)]_ lim [Senxgi?h]
h—a" h—@
=—Cosz Lim [M] -Senx 1im [ Eehnh ]
hogt b8
C s
el IM1[E—%$EE]=E ] lmw[Si?h]=1tenemDs
k—=8 R—+a@

==Cos=(B )-Sen=( 1)

=—Senxz.
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Teorema: las derivadas de las funciones trigonométricas inversas.

a:'iliar'r: Senx)=—1— Si mel—-1,13.
dx 2
1-x
Demostracion: -
Sea xei—-1,12 existe una unica ye[—E,E] tal que

Seny=x > y=arc Senx

d =
dx[arc Senx) Tosy

Cormo Sen‘?yﬂinsz'y:i > |I:-:-5'_L.l|=--,[i—SE«nE'_-,,I

entonces Cosy:@ * |CDSHI=CDS?=J1—SEHEH =r.||I1—:|:2

- é%iarc Senx)= 1
l—x2
d i .
br—(arc Cosx)=— Sioxel-1,13
dx 1—1‘2

Derostracion:
Sea xe(—1,12 existe una unica wei(B@,n> tal que

Cosy=x > w=agrc Cosx.

d =
e [arc Cosx) e

Como Sen<u+Coz<y=1 %|Senﬂ=dl—tnszy

WelBymdy Seny:rd

|Sen}'|=59ny=w.lr1—CD52y =1.||I1—;r:2

od — 1
~ dx(ar‘c Cosx)

l-x2
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c?jliarc tanx]= 1 5 si xelw, —n)
* 1+x

demostracion.
Sea xel(w,—-0) existe una unica ye[—

] tal que
tany=x ¥ w=arc tanx

RE]
S

d 1 1 _ 1

JLlare tanx)—-EE oy genZy
s ba )

tan g v+l=Sec 2 )

F x2+1=5952y

d =
dx(arc tanx)

1+x2

db%iarc Cotx]=- Si me(—mym)

1+x

demostracion.
Sea xel—0,®) existe una unica wel@,m) tal que

Cotv=x ¥ w=arc LCotx

d_ L 1 1
dx(arc Cotx)= =

—Esczx 1+x2

Cot2y+1=Csc2y
> 12+1=I35c.2y

d

dx(arc Cotx)=—

1+x2

1
e)%iar‘c Secx)= —/———= g xel-u,-1JU{1,0]
|x|\jx2—1
Demostracion. . i
Sea xe(—0,-1)U(1,n) existe una unica HE[B’E]U[E’“]
Secy=r * w=arc Secx

d -1 _ 1
dx(ar’c Secxl=

d=x - tanxSecx
dy
59::2'_-.!=tan2y+1 > 591:.2:.-=x2+1

tan2y=59c2y—1 S tan2y=x2—1

= =~J Sec 2'_-,"-1
|| 2 =i :,--E[E ]
—JSeccy-1 =

» JT

[tarw|=
21 s ve(e
Sec-yw-1 LR
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1

di(ar'c, Secx)= x[‘”.' ! ] o
§ g | s et

d 1
—(arc Secxl=————
d
* |x|~,ix2—1
fb%iar‘c Cscx)= —
|se]f 2 -1

Demostracion:
Sea xe(—0,—-12UC1,0) existe una unica

Si xe(—wy—12UC1,00

HE(B,%}U{—H:—%} Cscy=x ¥ w=arc LCscx

d -1
dxcam CSGxJ_—CDtytﬁcy
CscZy=CotZy+] & Cscly=xZ+1

CotZy=Csc<u-1 & CotZy=xZ-1

2 |E-:-t5.-|=-,II3552:.'—1
—x,lf:sc.zy—l i ';.-'-E':—I[:—%:'

|Coty|=
Cs-:z'_-.-—l =i :.--E(El,%}
1 si xet—wy—1)
2
o, o =21 )

dx(arc Cscx)l= i

__ 1
Czcx) —-lxlm

Teorema: Si fix)=tanx para toda x<IR, entonces

f’lix:'=Sec,2x para toda x<IR.
Demostracion:

bl

d

dx(arc

_Senx
tanx= ;
Cosx
[ Senx ],= CosxCosx+SenxSenx _ Cosx+senx 1 _cacl.
Cosx CosZx CosZx Cos<x
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Teorema: Si fixr=Cotx f(xi=—Cscx

Dermostracion:

_[ Cosx ],_ -SenxSenx-CosxCosx _ —Cos<x-sen<x _
Cotx= = = =
Sen SenZx Sen<x

— 2 2 o
[CosZx+gen ]= 12 =fer 2y,
Sen<x Sen<x

Teorema: S5i fixi=Secx f {xIi=tanxSecx

Demostracion:

1 }e B(Cosx)-1(-Senx) _ Senx[ 1 ]=tanxSEGx.

Cosx 2 " Cosxl| Cosx

Secx=[
Caos

Teorema: Si fixi=Cscx fizxr=—CotzCscx

Demostracion:
Es-:,x=[ : ]’= EESenx:I—II:C-:-sx:I_—CDEx[ L ]=—I3c-t:tl35-:x.
Senx

o T Senx | Senx
Teorema: Si w=fixr=lntxl y’=f’(x}=i

Sen©x

Dermostracion:

s o o=l
w=lnixzd P:Dow x ln[ x+h] i
R InCx+hr=lndx ; x = li = = |l=
w= lim [ = ]= lirn = = lim [hln[1+ ]]
=6 h=HA h—H
x
h
lim [[%][ﬁ]ln[HE]]——— lim [—]1n[1+5] =
h-=+@ h=+@
=
h

[%] Lirn Eln(6))=[%] lim (1)=[%](13=%
h=*A =i

Teorema: Si w=fixi=a™ (a3@)

W= (xd=a*1nla)

Derostracion:

w=a®

Iy r=lnta™® y=xlntad

brl—’=1r|'C.E|Z'

DO N T

Ww=a*lndal,
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Teorema: Si y=f{x)=e*
W=f(x =g *
Demostracion:

w=g* P:l w=e*
InCypr=lnle™ r=x (] =x

2 -
o

W=
,:'l-"=e .'-lf -

Teorema: Si w=fixi=u" v =u

vz Y L Y IR
Dermostracion:

=Y

InEya=lniu™ d=wlndud

-’ 'u'l_l'r
£ =w'lntur+

&"=:.J['u"1nl:u:-+ '"t' ]

y’=u”[u*1n<u:n+"”:' ]
wr=0 Y v ncu oY u T el

= Gt ST
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55. MAXIMOS, MINIMOSY PUNTOSDE INFLEXION.
5.5.1. CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA.

1. Se calculala primera derivada de la funcion.

2. Se iguala a cero, y se hadlan las raices reales, siendo estas raices los
valores criticos delafuncion.

3. Se consideran los valores criticos uno por uno para ver como es la
derivada, positiva 0 negativa, tomando un punto antes y otro después de
cada punto critico, paraver como es laderivada si:

a) Primero es positivay después es negativa, entonces, existe un maximo.

b) S primero es negativa y después es positiva, entonces, existe un
minimo, para ese valor critico.

Ejemplo.

Verificar si las siguientes funciones tienen maximo o minimo.

Flad=x=-Ex = +3x
13F Cxi=3x e —12%+9
233x 2 —12x+9=0

~Z_3x+3=0
[x—3)Nx—1)=8
z1=1 v xz=3 wvalores criticos.

3% Para m=1 @{1<2
f’liElZJ=3(E|:-2—12-:E|}+9='El}E1
f’i2h=3(2h2—12{2}+9=—3<a
~en %=1l hay un maximo

Para xa=3 2<3<4

FPERI=BC2D 2 —12(2149= —3{ [
fri41=3(4)2-12¢41+9=938
“ en xa=3 hay un minimo
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Fexd=xo -Gz
13F Cxa=5ed —205 3
2 544 2px3=p
x4—4x3=la
x3{x-4}=l3
=8 v xa=d4
3 -148<1
fre-13=0-1>%-4¢-13=5 es positiva.

£¢13=1%-4¢133=-3 e negativa.
Por lo

34T
f7¢3)=3%-4¢3)¥=-27 es neaativa.
£7¢53=5%-4¢5)3=125 E=s positiva.

valores criticos.

tanto en este walor critico hay un mazximo.

Por lo tanto en este walor critico hay un minimo.
e

Ejemplos de aplicacion:

Calcular lalongitud del tronco que puede dar la vuelta sin problemas en €l
canal. (Este gercicio yafue resuelto en el capitulo de trigonometria).

Lafuncion a optimizar es:

12 (=]

Lﬁe):SenE +I3c-sEl

Aplicamos € criterio de la primera derivada.
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—12CosE+_BSenE

L ¢aa=
SenEEI CDSEEI

-12Cno=8 + 2SernA _
SEHEE CDSEE

5]

12Co=A - 2Send
EenEE CDSEB

12 _gen’d
5 =

Cos

tan38=%

ten'nEi=3||E
B=arc tan[ﬂf% ]

B=45*51 35"

P2

Bp=47%
= L] Lu]

| EdR e 12E;s(4? ), BSe;Ef-ﬁ' J=_2_?2
Sen<(47°)  Cos<(47<)

L C4Ea° <@

Bi=58%
—_ (=] =]

L7 S5m0 = 12B35E5El :I+ BSEEESEI :I=1.68

Sen<(58° ) Cos<(58°)
L cSEs -8

Por lo tanto la longitud del tronco es minima cuando e angulo es de
48°51°36"" y lalongitud del tronco es de 28.09 pies.

Calcular la longitud de la escalera. (Este gercicio ya fue resuelto en €l
capitulo de trigonometria).

Lafuncion a optimizar es:

5 ,_ 4

Sen CosH

LiBa=
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—SCos8 i 4SanA

L {Bx=
Senze CDSEEI

-SCos=A + 4Send _
Seanl CDSEE

5]

SCosa _ 4S5end
E:e-nEEl I:-:-52El

5_sen”8
* Cos%6

o O |
tanEIl4

= IIE
tang=23 3
B=arc tan[Bf% ]

B=47°B7 44"
Bp=46°

- o o
L7t 46 3= SCos(46°)  45en(46 :'=—.T"5

Sen<(d46°) Coz<(46°)

L cd4Ee224A

Hy=49%
— Lu] L]

Lred4a0 )= 5C025E49 :l+ ESE;HE‘ :l=1_25
Sen<(49°]1 Cos<(43°)

L cd49e -/

Por |o tanto hay un minimo.

Por lo tanto la longitud de la escalera es minima cuando se coloca con un
angulo de inclinacion de 47°07°44”" y lalongitud de la escalera es de 12.7
pies.
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5.5.2. CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA.

1. Hallar la primera derivada.

2. Se iguala a cero, y se hadlan las raices reales, siendo estas raices los
valores criticos delavariable.

3. Se calculala segunda derivada.

4. Se sustituyen los valores criticos hallados en €l paso 2, en la segunda
derivada si:

L a segunda derivada es negativa, entonces existe un maximo.

La segunda derivada es positiva, entonces existe un minimo.

Nota: cuando la segunda derivada es igual a cero, dicho procedimiento no
es aplicable.

5.5.3. PUNTOSDE INFLEXION.

Un punto de inflexién en una curva es € que separa arcos que tienen su
concavidad en sentidos opuestos.

Cuando €l punto que describe una curva pasa por un punto de inflexion, la
segunda derivada cambiara de signo en ese punto, y s es continua debe
anularse.

5.5.3.1 REGLA PARA HALLAR PUNTOSDE INFLEXION.

1. Calculese la segunda derivada.

2. lgudlese a cero la segunda derivada. Se resuelve la ecuacion y se
consideran las raices reales de la ecuacion.

3. Se calcula la segunda derivada, primero para valores de x menores y
después mayores, que cada una de las raices obtenidas en el paso 2, s la
segunda derivada cambia de signo, tendremos un punto de inflexion.

Si la segunda derivada es positiva la curva es concava hacia arriba.

Si la segunda derivada es negativa la curva es concava hacia abgjo.

Ejemplos:
Aplicando el método de la segunda derivada, examinar las siguientes
funciones. Calculando también exactamente donde se ubica € maximo,

minimo y punto de inflexion.
Primero grafiguemos para ver como se comporta lafuncion.
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foxy=xd+3x -2
13F7Cxd=3n 2 +6x

23 3% 2 +Ex=0

x2+2x=ﬁ
rLx+2 =8

xy=A w xa=—2 walores criticos.

3 fYixl=6x+5 Sustituyo los walores criticos.
fPiA)=6CAM+E=5A entonces tenemos un minimo.
Fri=2u=50—-201+6= —12+6=—6<B0 entonces tenemos un maximo.
Punto de inflexion.

fixa=8

Ex+6=A

x+1=0 * x=-1 punto critico del punto de inflexion.
Sustituyo un walor un poco mas chico que el walor critico
hallado v otro un pOCO mas grande,
de signo la segunda derivada.

para wer si cambia

f”t—%}=5[—-§]+5=—9+5=—3 E=z concava hacia abajo.

f”':—%}=6[—%]+6=—3+6=3 E= i:t:nnr:au:a héi:,ia arriba.

Para saber exactamente &n que puntos alcanza

=U max. min o punto de inflexion solo se  sustituyen

los walores criticos en la ecuacion original.
fCBI=07+3(@) £-2=-2

~ Min=-2 cuando x=@

fFC-2)=(-2) F+3(-20 £=2= —B+12-2=2

~Max=2 cuando x=-2
FO-13=0-13F+3(~-1)£-2= —1+3-2=0

o PLT en 0-1,82. Max=0-2,22 Min=od,-22
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Max=0—-2+22
P.1 »
L—1,82
[
PMin=CE, =22
w
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Max=(-1,862

Min=t1,22

“ 1 - .,
Flx)=x S —3u+d

19F (xd=3xs-3

233x%-3=0

xZ-1=@

12=1

wy=—1 v xa=1 walores criticos.

an fCxi=6y Sustituyo los walores CrRIticos.

fri=11=6{-12=—6<0 entonces tenemos un mazximno.
fri1r=601=5A entonces tenemos un minimo.

Funto de inflexion.
f~i{x1=0
Ex=8 ) )
¥x=@ punto critico del punto de inflexion.
Sustituyo un walor un poco mas chico que el walor

critico hallado » otro un POCO mas grandes para
wer =i cambia de signo la segunda derivada.

f”(-%)=6[-%]=—3 Ez concawva hacia abajo.

£ 1 ;.:5[ 1 ]:3 E=s concava hacia arriba.

2 2

Fara saber exactamente en que puntos alcanza
=uU maxy min o punto de inflexion solo se

sustituyen los walores criticos en la ecuacion
original.

fﬁ—1)=(—133-3(—13+4=5

s Max=6 cuando x=-1

FC13=(137-3(1) 2+d4=2

s Min=2 cuando x=1

FCBI=CE) F—3CE) T +d=4

“ F.I en CE,42.
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5.6. DEMOSTRACION DE ALGUNASINTEGRALES.

duw= arc Sen[ E ]+C-

=

Denn. ['u'] adv dw
df — = av
_ a _ a _ a _ dw
d[ar‘r: Sen[ = ]+c]— = .
J1—[E]2 42,2 Jaz_uz 42,2
a aE a

\Jﬁ . n:l'u'=l arc tan§+i:.
we+ad

Cem. Fuesto gque

W adw
d[—] 2 3
d[larc tani+c]"—1" 2 = a = a"dv = dv
= = : 1...[1]2 a vZ4a2 | a3(v2+22) w2422
a 52

2__2 23 v+

f 1 du:Lln[E]ﬂ (v2352)
WT—3

Dem. Por Algebra, tenemos

1 1 _wha-w+a 23
v—a wta L 2__2 R '
1 =_L{_l___l_]
w2_g2 Z2alv-a w+a

Integrando. tenemos
J‘ 1 1 I[ 1 1 ]
dw=5— el -
e . 2a W—a  w+a
__J_J“__L_ __fo[_l_]
T 2a ['u'—a ]du 23 Wt 3 ey
-3

_1 T 1, [¥=a
=23 1 w—a) == Inl w+al+c =3 ln[ v ]+.:..
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1 _ 1 aty 2,2
\J'\EE_UEdV_ Ealn[_— ]+i: I:a e

Dermostracion. For algebra tenemos

1 & 1 _Aa-wtaty 2a
aty  a—w aE_.U,E aE_.u,E
1 =;L[_l_+_l_]
aE_UE 2al aty a—w

Integrando tenemos

J‘ 1 1 J‘[ 1 1 ]
dv == —+—— |dv=
. _32_.0.2 2a atvy a—w
N - JLJ“_:L
a5 [ aty ]du 2a [ a—y ]d'"'

_1 _1 _
=55 1Inl a+w ) = Inl a—w +c

=L1n[ ki 4 ]+r;

23 a-y

1 1
MNota. \J\ dv = _I due
.U.E_aE aE_UE

Javam
a dv_ln(aj +c

Cem.

-:I[ g N ]=a”du1n(a)1nﬂa)
Inia) ln‘?fa:l

_ .a"‘"d'-.-'ln‘?[fa) s
lnzia)

v .
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j—\lﬁdu= lrl['-a--+ﬁ,p~«-'2+-a2 ]+t;

Dem. SUpongamos que v=atanz, sendo z una
nuewa wariable; diferenciando,

d'-.-'=aSe-:22clz Luego por sustitucion,

‘J\ S S j aSec®z
JuZ+a? JaZtanZz+a?

j‘ aSeciz dz
,.||r

tan z+1

J“ aSeciz j‘ Sectz
aa,itan z+1 «,lSec =

2
= | ——dz= ISeczdz-
Secz

Sec<z
T Secz+tanz |_ Sec‘z+tanzSecz
BCE=eeCE Seczttanz ) Secz+tanz
Sea w=Secz+tanz

dw=[ Sec E z+tanzSecz ]dz

_ 2
J\Seczdz Sec”zttanzSecz dz %fldw=1n(w)+c
Secz+tanz W

regresando a la wvariable Z»
=lnl tanz+Secz H+c

=1n[ tanz+\J tan Zz+1 ]+n:

W
pPero tanz——, por lo tanto.

jhdu 1n[—+j:]+n: —1n[—+ 2"5 ‘o

. [i v ]+C-1n[ 'u'+~,lv +a
]
=1n['-..'+~,l'-.-'2+-5|2 ]-1n(a)+c

Haciendo k=-1n{a)+c, tenemos

J\ﬁd-ﬁ ln[ Wty wi+al ]+k.

tenemos

+C-
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\Jﬂ;du= 1n[u+w,p wi-aZ ]+-:
l2_52

Dermostracion.
De manera analogas suponiendo que
w=aSecz, dv=aSecztanzdz

sustituvendo en la integral tenemos

\J\Jidu j aSecztanz dz’f aSecztanz d=
\Jr “gec?z-3% Jaz[ﬁeczz—l]
_ aSecztanz .
= | =—————dz Por el resultado anterior
atanz

=fSev;z-:|z=1nE tanz+Secz) +c

W
Como Secz= 2 tenemos

1 -~
j—dw =ln §+~,I tanzz ]+i:
'-,'2—.32 ;U
=1n g+~,l Seczz—l ]+n:

2

W] W —aE
=ln +
. a

=1n[ b v E-a s ]—lnE altc

Haciendo k=-1lnl{a)+c tenemos

fﬁ dw =1n[ whywE-as ]+k
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j\w,laz—'u'z -Eiw.j +— ar‘cSen +v;.

Dem. Sea w=aSenz %‘*S-z-ﬂz=E
dv=alCoszd=z

e \.III 2,z \.Ira ~a%gen?z =J52[1—Senzz]
=a~,l1—5e-n2?_
=a~,pC-:-52:-:

=aCosz.
Luego,
fﬂ aZ-wZ dy= jatngzaﬁnﬁzdz= fazcnsz zdz
=3 Ej C0522d2= Mota:
I:-:isiz=l:c=522—5e-nzz
=C0522-[ 1—Eas‘?z]
=EE0522—1
E-:-522= 1+Cos2z
Z
21, Cos2z,__ Ej\l EJ‘CDSEE
j.a j[2+ = ].jz_a 2-:|z+ a —= dz
2 2
= aTz+aTSen22+r;

Para obtener el resultado en funcion de w.
tenemosy  SenZz=ZSenzCosz v

W
Z=arc Sen ; entonces

z2_..2 || 2_..2
a5y AT =Rl Y
259annsz=2§ =

= EE

+
45< 2

I - Sy
2acwnlac—vw a“arc Sen
f -242-'-.-'2 dw = 3

+iC.

2 o
wlgl—ye ATarc Sena

— + .
2 % = &
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2
a
\J\'ll|'u'2+E|2 dw= %ﬁ,lu2+az +T1n[w+~,lu2+a‘? ]+c
Dem. Sea wv=atanz #tanz=§ dv=aSec<zdz 2

j\'-l|".l'2+-32 l:|'=.-'=h_ aSeczz\lraEtan22+a2 dz

=:aSec,Ez\|[aE[tan22+1 ] dz

=1 aESec.EZa,I Sengz d=z

=3 z j\Sec 2 FSeczdz

=32 \J'\Sec. Fdz=

El resultado de esta integral lo demostrare mMas
adelantes, cuando weamos metodos de integracions

por 2l momento solo me enfocare en la

demostracion actual.

=a 2 Secztanz+ %lnl' Secz+tanz Hc

W ﬂv2+a2
Commo tanz=; e T M —
a

sustituyendo para dar la solucion en funcion de ws

entonces,

tenemos que

e I PN v

232 2 =

= T3

_ wiviea? 2 ln[ whiuZez? ]

=]

2 2
M2, 2 A8 || 2,2 2
E wec+g< + Tln['._f+ we+g ]— = Intartc

2

e I-:=—aT1n':a)+-:

2
. I v 3 || 2422 ]
o j wE+ge du:E WEe+mE + Tln['u'+ wet+a +k
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Vra,lvz—az dw= %uivz-az = %1!‘:['-."+~,I*-.-'E—a2 ]-h:

Dem. Sea wv=aSecz ¥ Secz=§ dv=aSecztanzd=z
wi-a% =J3259c22—az =\||'32[Seczz—1]

=-E\J tan < Z =atanz

VE—SE
F tanz=

a
J:J W 2 -3 < dw= J\aSecztanzatanzdz

=j\a < Secztan < zd=z

= azurﬁecz[ﬁeczz—l ]dz
= azjﬁec.gdz— az\JASec.zdz

= az[%ﬁecztanz+%ln( Secz+tanz)) —a<(1n(Secz+tanz ) )+c

2_.2
" ywe—3
Como Se»:z=; ) tanz=—a— entonces.

sustituyendo para dar =]l resultado en funcion de

Yy tenemos

2__2 L 2__2
LLAY T = w3
=32[_—a+lln[§+i]]_az ln[§+_—]+c

232 z = =
'u'\.IuE 2 2 ['-ﬁ we-z? ]
- 1n +
2 2 a
z2 2
2\.]'-.;'2-32 —a?ln[vﬁluz 2 ]+?1n(a}+c
32
Ses k=T1n(a}+c

=% ve-aZ - %ln[uﬂwz“az ]'*'k
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5.7. METODOSDE INTEGRACION.

5.7.1.
DIRECTAS.

Ejemplo 1.
jSenxdx=—Casx+c

Ejemplo 2.

Ejemplo 3.
ftanxdx=— _E'EJ-:I:F
Cosx

Sea u=Cosx du=-Senxdxz

—f%du=1n£ub+c- ==lniCosx)+c o
=-1|-.[ : J+c, =lniSecx i+
Secx

Ejemplo 4.
\J"I:c-txdﬁj\ Losx dx=1ln{Senx 1+
Senx

Ejemplo 5.
J\Secxdx=

Eecx=Se:x[ Secx+tanx ]= Secx+Secxtanx
Secx+tanx Secx+tanx

Sea u=Secr+tanx du=[ Sec B z+Secxtanx ]dx

i
f— du=lntu?+c =lncSecr+tanz ) +c

Ejemplo &.
‘I"Cscx-:lx=

Cgcx=|:5.:x[ Cscx—Cotx ]= Csc 2 *—C=scxCotx
Czcx—Cotx Czcx-Cotx

Sea u=Cscx-Cotx -:|=_|=[ Cscex—CscxCotx Jd::

\J'\%du=1n Culd+c =lnl(Cscx—Cotx 4o

Ejemplo T".
Sec x

J\ dx= J‘
Cos x»,n'tanx+2 -,u'tanx+2
Sea u=stanx+2 du=5e--:2xd:r:
_1 1
\J'\u £ du=2u 2 +o= 2 tanx+2 +c

INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

ftosxdx=59nx+c
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5.7.2. INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
INVERSAS.

Ejemplo 1.

1 1 1 [u]
dx= dv==grc tan| =
IE*—#::E "razﬂu'2 4 a '

a=\f3, v=2v & dv=2dx
b et e o e
Ejemplo 2.

J“deﬁf J*:de + IJ:T“

we9-x2 3 dy=—2udx a=3, v=x 3 dv=dx

ik Pt 2]_5 1 - v
= 9—x dx + dy=arc Sen—+c
EI IF a
-2 Jo-x2 ﬂj?‘—idx

- Y Ix
--1,|' -2 4arc Sen[%}*-:

Ejemplo 3.

2-4x+a
CTCP.
%2 ~4x+B8u(x-2)2-4+8
=(x-2)2+4

= [ —L—ax
[ = 2] +4
HEI

& x=2
=Zarc un[ 3 ]+|:
=3arc tr{fg—;‘:]*c

d\r- —lr':. I:an[ ]+c.
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Ejemplo 4.

IEF IE =—arcSE~c[Z]c

Sea x=4Secz F
dx=4tanzSeczdz

_x - =
Secz—4 F F=arc 595[4}

Sustituyendo tenemos

J“ dtanzSecz
= d=z

4SEGEJIESEGEE—15

=j‘ tanz d=

16[gec@z-1]

=J“ tanz i

4ﬂ59c22—1

2

221 tenemos

_ [ tan=z _lkr _1
\,r dtanz = 4 1dz= 4 TG

x
Como z=arc Sec[;] tenemos

Cormo tan<z=Sec

=1 x
-4arc 595[4]+c
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5.7.3. INTEGRACION LOGARITMICA Y EXPONENCIAL.

Ejemplo 1.
5

- —
x2+2x+5

xZ +2x+5=(x+1 )2 +4

1 _ ! 2
5J\—\{(_:T—+4dx—5 ln[(x+1)+ [x+1)<+4 ]+i:-

Eiemplo 2.
\JATI—EI:-F
x<c=—6x—-16
v -gx-16=(x-3)2-9-16
= (x=3)2-25
1 _ 1 x—3—5]
JAI::|:~-3:|7"-—25 2050 " =345
_1.[x8
'1@1”[ x+2 )’ °
Ejemplo 3.
J“_l_dF
x‘?+4x+3

2L+ dx+3=(x+2) 2443 = (x+2)%-1

z+Z—1
].I‘l[ <+2+1 ]+|:.

1

2
=%1n[ EEL ]+c,
Ejemplo 4.

v x
e [[a ¥ __2
\J‘E dx vra ok InCa> +C_1,—.(2;. T

Ejemplo 5.
\I‘Senxecasxdx=

v=Cosx dv=—-Senxdx

—I—Senxecosx dx= —ebo5% 4
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5.7.4. INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE
FORMAS.

12 fSen Myucos"udu

22 krtan MyySecMudu
27 J'\I:nt MyuczcMudu

43 J\Sen(muJCns(nu Idu
1) Se presentan dos casos.

Primer caso:
M y n son pares y positivos, o alguno de ellos es nulo. Se aplican las
formulas del angulo medio parabajar € grado de la expresion.

‘J‘Sen 2:-:!3:-52 rdx=

San L= 1 -6252:-:

Cog 2 e 1+C;six

[ 1-Cos2x ][ 1+Cos2x ]= 1
2 2 4

[l—CDSEEI]

‘J\Sen 2 yCosxdx =‘J\%[ 1-Cos<2x ]-:Ix

_lj‘ _lj g
o 1d=x 3 Cos*<Zxdx

1+Co=sdx
2

1 J‘[ 1+I3-:ns4:-: ]dx

1.
4
1
E ——jldx ——jC-:-s-#xdx
1.
4

I4C054xdx

Ea522x=

E _EH:#:I

11
=g x = Sendx+c
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Ejemplo 2.

chszctxdx:

Cos<x= —1-”:;52:': 3 Cos<dx= _1+CgsE:x

o =J‘1+C058x _1 1 j\ 1 1
ICDS dxdx —= dx 2x+_2|:8:| Cos8xdx ==+ —Sen8x+c

2 16
Ejemplo 3.

fSen4xdx= I[Sen B x ] z dx

SemZy= 1-E352x

o5 - —
[SE'I'IZI] = [ : Cgsz;r: ][ 1 C;szx ]= %[1-2&:-52;:{20522:::]

f[ Senzx]zdx= %J\[ 1—2C052x+|:05221 ]dx

_lf _lf lf 2
=3 1d= P 2Cos2xdx +4 Cos*<Zxdx

|~

1 1 j 1+Cosdx
s s | 2TRDSRL
x enx dx

-
I

s Jiaegts [
SenZx+ = 1d=+ 2 a) 4Cosdxdx

4
1
4
1
4

1 1
SenZx+ 5 x+ == Sendx+c

e

Segundo caso:

M 0 N Son imparesy positivos.
Si m es impar y positivo, se factoriza la funcién Sen(x) dx y se aplica la
identidad pitagorica

Sen2x=1—E252x

S n esimpar y positivo, se factoriza la funcion Cos(x) dx y se aplica la
identidad pitagorica

+
Cosgx=1 Cgsix
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Ejemplo 1.

3
wrégﬂgzdx=EFCDS_ExSeandx
Cos-x

Como
2xSenx

3
Sen2x=1—C052x
Sustituyo en la integral

Sen= x=Sen

brCas_Exﬁeandx=wrcns_ax[1—E052x]59nxdx

=ZrCDs_5xSenxdx— rcg5_3xgenxdx

Sea u=Cosx > du=-Senxdx

{Iu_ﬁduffu_gdu
-4 -z

=L'I_—‘-4.+LI_2 +C
1 1
= - +C
4Cns4x EEnszx
Ejemplo 2.
wrCD53x59n4xdx=
Cono

Ca53x=C052xEoix
Sustituvo en la integral

5ftn52x59n4xcnsxdx
Como
2

E0521=1—Sen x
Sustituvo en la integral

=JT1—Sen2x]Sen4ansxdx

?Jéen4xﬁasxdx-:fSenExCszdx

Sea u=Senx ¥ du=Cosxdx

_ 4 Jﬁ & u5 u?
= du-— dy =—4/— — = _
j\l.l u U u = = +c
=

=Sen5x_59n x
= 7

+C
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2) Se presentan dos casos:

Primer caso:

m esimpar y positivo.

Para integrar estas expresiones se factoriza Secx(tanx)dx. Aplicando la
identidad Pitagorica

2 2

tan“x=5Sec“x—1

Ejemplo.

jtanngecsxdx=
Como
3 2

tan™~ x=tan“xtanx
SEGEI=SEG4ISEGI
Sustituvo en la integral

?jéec4xtan2xﬁeaxtanxdx
Cormo

tan ‘ix=Sev:,‘? x*—1

Sustituvo en la intearal

=j5e-c 4 x[Sec, 2 r—1 ]Secxtanxdx

=ISEG & rtanxSecxdx —ISEG 4 rtanxSecxdx

Sea u=Secx ¥ du=stanxSecxrdx

=jL6du—JL4du
K b

=d__ Y

=% "5 ¢

=Sec?x_59c5x
T 5]

+i

Segundo caso:

m espary positivo.
Paraintegrar estas expresiones se factoriza Secx dx. Aplicando laidentidad
pitagodrica

2 2

Sectx=tan-x+1
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h[tan2x5954xdx=
Como

Sec4x=Sec2xSec
sustituyo

2y

2 2

=J}an2x595 rSeccxdx
Como
2

Seczx=1+tan '
sustituyo

=j}an2x[1+tanzx]5952xdx

=j}an2xﬁeczxdx+Hrtanqxﬁeczxdx
Sea u=tanx

du=5952xdx
3 3]
=\J'\l_|2-:|l.|+ fu4du=~"]3—+EET+c
3 o
_tan x+tan x+c
3 S

3) Para integrar estas expresiones se factoriza Cotx dx. A continuacién se
aplicalaidentidad pitagorica
Cot® 2

r=Csc<x—1

Si sefactoriza Cscx dx se aplicala identidad pitagérica

pd 2

Csc<x=Cot<x+1
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Ejemplo 1.

VrC-:-th-:Ix=
Cormo
Cat5x=CDt3
Ent2x=csc2x-1
Sustituvo en la integral

o

= Cntgx[tsczx—l]dx

ICDtEI

=] Cot 3 xCsc < rdx —j\Ec-t 3 xdx

= II;-:-t3 xC=sc < xdx— | Caot < rCotxdx

e W
- .,

= Eatgxcsczxdx—w I:-:-tx[llscz:-:—l]dx

o

= | Cot

3 2

rC=C

vdx — | CotxCsc < xdx +\J\E-:|tx-:|:-:

2

Ses u=Cotrx * du=—-C=c*<xdx

=_\,ru 3 du +fu-:|u +\J\l3s:-t:-:dx

Ta 2

__4d U

=== + = +1nl Senx 1+

_ I:-:-t4:-:+C-:-t2x
1 z

+1ln(Senx ) +c

4) Paraintegrar estas expresiones se aplican las formulas de productos de
SEenos'y Cosenos

CosuCoswy= % (Cos{u+y )+Cosiu-v]]

SenuSenw= % [Cos{u—v)-Cas{u+y])
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Ejemplo.

jCosSxCasExd:F
CosSxCosZx= % [Cos(Sx+2x +Cos(Sx-2x1)

= %(Cos( Tx)+Cos(3x))

integrando
= % IE Cosl Tx+Cos(3x))dx
— % jCDS?de + %ICOSBxdx

Sea u=7rx du=TVdx
u=3x du=3dx

integrando
=l[ 1 ]J\?CDSTxdx+ 1 J\Cnsaxdx
217 2

e J“ l[_l,.]j
-—2[?] '."I:DE'."xdx+2 = JCosxdx

_1 1
=14 SenTx+ c Sen3x+c

5.8. INTEGRACION POR PARTES.

La integracion por partes tiene por objeto calcular lafuncion primitiva del
producto de una funcion por la diferencial de otra funcion de la misma
variable. Se basa en la formula de |la derivada de un producto de dos
funciones,

dluw 1=udy+ydu intearando

= rUd'u"l‘ jwdu despejando tenemos

judw = uy- fu-:lu

Se usa para integrar gran numero de integrales no inmediatas que emplean
como producto de funciones algebraicas, logaritmicas y trigonomeétricas
Inversas tales como:

erCDExdx;JHn(x}dxarx =3 dxifSEnzdeijérgtanxdx.
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Ejermpla 1.

Ixzﬂosxdx=

Sea u=x2; du=2xdx
dv=Cosxdx; w=Senx

=x = Senx—f?xﬂenxdx

j?xﬁenxdx =

Sea u=Zx; du=2dx
dv=Senxdr; w=—Cosx
Sustituvendo

=x25enx— —Excosx—j—ECszdx
Por lo tanto

jx < Cosxdx=y e Senx+ZxCosx—25enx+c
Ejemplo 2.

ere 23'5.:|;.;= Sea u=x; du=dx

dw=g 2;'[rzlx; .,_,.=l,321

2z
Sustituvendo

== Ex_lj 2x
2IE: 3 2ECTdx

Por lo tanto

\rxe 2 o=

Ejemplo 2.

x 2z 1 2
& TgETe

fxlnﬂx}dx= Sea u=lnixr; du=idx

dw=xdx; 'u'=-1— x* 2

Sustituyendo <
2 2
xS _lf _xL 1.2
= InCxa = rdr = lncxa 41 +
2
_x° _1
=3 [ln':x) 2]+c,
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Ejermplo 3.

foecExdx=

Sea u=x F du=dx

dv=SecCxdx * w=tanx
=xtanx—\J%tanxdx
=xtanx+lnCosx )+
Ejermplo 4.

o

3
3

2

Sec - xdx=

R

2

Sec”rx=Sec“rxSecx

o

Sec<xSecrdx

Ses u=Secry > dustanxSecrxrdx

< rdx * w=tanx

2

dw=5Sec
=tanxSecx—ftan rSecxdr

tan = r=Sec = *—1

=tanxSecx— \J\[Sec Zy-1 ]Se--:xdx +c

=tanxSecx—J SEGEx-:Ix +f59cxdx
Transponiendo
EISechdx= tanxSecx+lnl tanx+Secx 4o

1
= tanxSecx + % In( tanx+Secx +c
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Ejemplo 5.

J arctan3dxdx= 5

Sea u=arctansx du= = dx
1+9x

dv=dr w=x
Sustituyendo
3
1+9x <

=xarctan3x—wr dx

x
1+9x 2

=xarctan3x-3j dx

Sea u=1+9x E du=18xdx

=rarctandx— % ln[ 1+9x r ] +c

5.8.1. INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA.

Si un integrando contiene expresiones del tipo

,.|r52+x2 ,Jaz_xz ,\sz—az » de donde ax@;
] mn
¥ otras como [-32"'12] 1 [12_32]
semejantes a las citadas; iniciamente deben tratarse de resolver por
sustitucion algebraica, como en el siguiente ejemplo.
1

dx= jx(4+xz] ‘ dx

e

Sea u=d+x 2 du=2xdx
1

=%j\2x[4+x2] < dx
1
Z

i
L[y Z gl
=3 u -:Iu—2 +i

1
2
=] d+x 2 4e
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Si este procedimiento de sustitucion algebraica no se puede aplicar, en
algunos casos es posible realizar laintegracion transformando laintegral en
unaintegral trigonomeétrica, aplicando las sustituciones siguientes:

WJa = -x E =alCosH

Se =ustituvye x con la expresion trigonometrica x=aSend

=) 2 +x 2 =55ecH

Se sustituye x con la expresion trigonometrica x=atanB

1,# x < -3 Z =atanB

Se sustiiuve x con la expresion trigonormetrica x=aSecH

Ejemplo 1.

r=35end
dx=3Co=8d8

a.‘l['a-:-tz]3 =J[9—E35EHEJE ]3

=\f[ '5'—’5'5E"I"|2E|:|3

=JI|:'5'[1—SE-F|EEI]]3

3
=J['5'13-:-52EI]
=J2fCosf8
=3%Cos 8
[—t— — = == gp = [ L
[9—::2] 3 Co=~8 2<Co=*A

=%f5e-c 2Eh:IEI=% tan8+c
Ahora necesitamos calcular el walor algebraico

1
de atanEIh:, en funcion de la wariable = aoriginal,

* : .
SenEl=§ U=zando el teorema de Pitagoras se tiene
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b
Con € teorema Pitagorico se calcula €l valor del cateto adyacente que
identificaremos con b.

For lo tanto.

J\ ; dx= % tan8+c
2 'EI—xE

Sustituimos
x

o G- 2
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Eiemplo Z. aZ=4 x=atanB

\J"x b2t o a=2 x=2tand

dr=2Sec <ada

Jlx2+4 =\||l4tan2|3+4 =2>.|[tan28+1 =2~.|rSec,2EI =2S=ch

Jﬂxa,'x +4 du= ftztanajczseca)(mec & lda

3 8 [Sec26tangSecodd Ses u=Secs du=tanBSecads

=8 uzdu=§u3+c
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Ejempla 2.

JF

J*

x=aSecH ¥ x=35ecH dx=3ZtanxBSecBdd

1Jr:*: =5 =\Ir959c29-9 =3\.||.SE'E-EE|"1 =3\Irtan2EI =3tand

\J" xZ — J‘E?SecgﬁtanESEcB 4
3]12—9

2tand

—Q\J'\Sec Zada= 5 (SecBtanB+1lnl tanB+Sech)) +c

= SecAtanB+ glnf tanB+Sech +c

T X E _9
Sec8=§ tanfA=

xZ2=9+b2  b=yxZ-9

L ol 2 )L
JxZ-9 ] %[1 [x+ﬁ,|'x2—9 ] 1n(3}]+|:
x<-9 ]+ gln[xh,l'xi—-a ]— 2ineanre

L

——

Eammen
b
-

ko I"u.'II'—l MI'-.I:I

S
.

C=-§1n{3h+c
1

1175 e Zefs e
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5.8.2. INTEGRACION POR FRACCIONESPARCIALES.
CASO 1.

Todos los factores lineales del denominador son distintos.

Ejermplo. f 33:’:—_2 o

x —xE—Ex

P —xf 2= x[xz—x—2]= wlw=2x+1)

Sx-2 __ 3x-2 _R_EB _C
xE_xE_Ex_x(x-E:](x+1:l_ r x=2 x+1
_ACCx=20Cx+1 D 4+BC e x+1 I+HCLx(x—2]]
- (=2 W x+1)

Sr=2=ACCx=2 ) x+1 10+ Blxlx+1 1 )+CCx0x=210]

Fara calcular los walores de las constantes.
obtenemos las raices de

xLx=2Wx+1)

r=H

r—2=8 * x=2

+1=8 > z=-1 ewvaluando en

Bx=2=A0(x=2 ) x+1 )+B( 2 x+1 1+C{x{ x=21)
Fara x=8, -Z2=-ZH * A=1

Fara x=Z., 4=6E # E:=%

Para x=-1,-5=3C # C=—§

Sustituyo los walores de A B w C.
2 b

ez 1.3 3 1 2 5
32, x oxm2 oxtl = 3(:::—2] Bx+l)

3 —2
\J" x dx—J 1dx+2j‘ 1 de
xSy 2 x+l

=1n(x)+%1n{x—2}— %1nix+13'+r:,

=1,—.[x3,|'(x—2)2 ]— 1IN (x+1)5 +c

(x-2)2
=1 +
n[xa [:;._-4.1:]5 ] iz

Cabe sefidar que €l nimero de constantes por determinar es igual a grado
del denominador.
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CASO 2.

Algunos de los factores lineales del denominador se repiten.
Eiemplo.

SEED
= o dx
N i e ]

xs—xz—x+1=(x+1:l(x 1]2
Jx+5 _ 3x+5 — A = C

+
BZ et (el Nx1)2 L (e-1)2 (1)
3x+5  _ACx—1)Z+B(a+ 1 401 I x—1)
PR ST | (x+1)(x-1:!2

o tS=Al 2 2 =241 |+ Blax+1 140 221 )
=(A+C e 2 +( B~2AJx+ ( A+E-C)

Resolviendo =1 sistema

1> A +C=A

2) -2A+B =3

32 A+B-C =5

Si multiplico por -1 la ecuacion 32 v se la sumo

1
a la 2 obtengo F|=§ Sustituvo en 13 2 C=—l

2
Sustituyo en 3 los walores hallados EB=4
Sustituyo los walores obtenidos de A.B v C.
1 1
3x+5 _ 2 % 4 " 2
w3z Zogey DML (pogy2 (L)
_lj 1 f e 0

=) 7+ —dx+4 o 1)2 dx = x—ldx

1 4 1

- _— - +

2ln':nc+13I 71 21!‘1(:{ 12+
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CASO 3.

Todos los factores cuadraticos (irreducibles) del denominador son distintos.
Por cada factor de la forma sx*+b=+=: que es un polinomio cuadrético que

resulte de lafactorizacion del denominador, queda un sumando del tipo
Ax+E

ax“+bxre | § ademés resultan factores lineales repetidos o no, se resuelven
éstoscomoenloscaso 1y 2.

S b no es ceo, completeamos € cuadrado del denominador

2
xz+br+%|;.2+.;—%b?= [x+g] +%{4.;—|;.2] donde dedbL

Haciendo x+%=u = x=u—% dx==du

Sustituyendo estos valores, la nuevaintegral, en funcion de lavariable u, se
integra facilmente.

Ejemplo.

j‘ 2% 24 o
x4+3x3+4x2+3x+1

x4+313+412+31+1={x+1)2[12+x+1]

2w 4y - R B . Cx+D
432 1d4x T 4341 (x+1)2 X 32404

252 sy= AlxZ vt l JoBLax 24w JOx+1 )4 CatD M 41 )2
=(B+C ) ® +(A+2B+ 204D Jx © +{ R+2B4C+20 Jx+{ A+B+D)

Resolviendo =l sistema

13 B+C =3

ZIR+ZE+2C+D=2

ZIA+ZE+C+20=1

4 yA+E+D =i

A=l B=-2 (=2 p=1

Pu Lt 1 2 . 2x+l

P T S DU S| (1:+1:lE 2+l 2404

1
——— +1 ¥
) 2lntx+1l 2+ lndx

1
dx —Efmdx + ﬂdx

(x+1)2 224+l

2+x+1)+c

2

=——j—"dn{x+1}2+1n(x +x+1 d+c

¥l

2
) XS4+l ) 1
_ln[ {x-l-ljz} 241 +c
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CASO 4.

Algunos factores cuadraticos (irreducibles) del denominador se repiten.

2

n
Por cada factor de la forma [ax +bx+c]

que resulte de la factorizacion del

denominador la corresponde una suma de n
fracciones de la forma:

Ax+B " Cx+D ‘.
[ax2+bx+c.]n [ax2+bx+5:|n_1
Lx+M
[ax 2 +hx+c ]

e haber factores lineales repetidos o nos
=e resuelven estos como los caso 1 » 2.

Ejemplo. 2x3+x+3

x4+2x2+1
1".'4"'212"'1:[12"'1]2 =[x2+1)(x2+1)
Zx T 4x+d _ FAx+B , _Cx4D
[12+1]2 [12+1]2 (x2+1)

dx=

o2
=Hx+EF+|:I:x+DJ|E?x +1] =Cx = 40 2+ A+0 Jx+{ B+ )
[x2+1]
Resolviendo =1 sistema
C=2
b=
A+C=1 * A=-1
B+D=32 # B=3
2x3 +x+3 _ —x+3 + 2x+8

ez ey —[x2+1]2 (x2+1)

3 i +3
?x +:n?+3 dx=j\ 5 de-*f[hm.dx

x 2241 [x2+1] xZ+1)
=-\J\ dx+ BI ———5dx+ I_Ex e
[ 2+1 2+1 (x2+1)

. = = +arctanx]+ 1n[x2+1:|+r:,
21 2[:'~:2+1
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Cuando usamos este método la integracion no siempre es muy trivial por lo
gue requerimos de la formula de reduccion:

1 1 u 1
| du= +(2nm3) [ —L——au
(24a2)2  20r-1)a2| [ 2,52)70 Y 42402 ]
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CONCLUSIONES.

Hemos evaluado la eficacia de una intervencion en € aula dirigida
explicitamente a favorecer e cambio conceptual, metodoldgico y
actitudinal en los estudiantes para el tema de demostraciones en cursos de
primer afo de universidad. En esta intervencion, el mayor reto del profesor
no es informar a los estudiantes de las teorias fisicas sino proporcionarles
un contexto donde los estudiantes sean capaces de analizar problemas,
poner en cuestion sus ideas y utilizar procedimientos propios de la cultura
cientifica para validar y justificar los nuevos conocimientos. Por tanto, se
debe proporcionar a los estudiantes secuencias de actividades donde se
vean obligados a plantearse problemas tengan que utilizar herramientas
propias de la metodologia cientifica.

Es obvio que estas demostraciones no son las Unicas pero s las més
comunes que nos pueden ayudar a tener una idea mas clara de cdmo
trabgar con ciertos resultados. La demostracion serda un elemento
indispensable parala formacién y transformacion del pensamiento humano
gue genera una gama de ideas que se adecuan para llegar a obtener
resultados satisfactorios y de validez universal. A final de cuentas, quien
demuestra hara lo que le parezca mas conveniente segun sus aptitudes y
conocimientos que del tema se tenga.

L as demostraciones no son unicas varian de acuerdo a quien las haga.
Finalmente, los métodos y demostraciones que aqui se utilizaron, aportan
algunas ideas para quienes son primerizos en este tema.

Cabe mencionar que existe todavia mucho camino por recorrer con
respecto alas demostraciones se refiere.

Luego, entonces, € camino es lo conocido de un tema para poder llegar a
un resultado valido y fundamentado en lo tedrico y muy posiblemente se
aplicaalavida diaria. Como es el caso de la aplicacion de transformacion
de un lenguaje comun a un lenguaje algebraico, como se dio en la solucion
de sistemas de ecuaciones de 2x2, en e capitulo de rectas y conicas, asi
como en trigonometria la solucion a los problemas de aplicacion,
simplemente tomamos lo ya conocido para dar solucion a un tipo de
problema que nos parecia irresoluble con los elementos dados. Pero se
pudo plantear con resultados conocidos, como lo son las identidades
trigonométricas implementando un resultado bien conocido a lo
desconocido y dar solucion al problema.
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Es importante no perder de vista que o mas complicado de dar solucién a
un problema no es tanto e método pararesolverlo, sino & planteamiento de
la ecuacidon o formula para tal empresa; posteriormente usar 1o que se
adapte 0 se conozca mejor pararesolver € gercicio.

Eso dependerda de quien resuelva, ¢por qué decimos esto?, por € gjercicio
de logistica, que resolvimos con diferentes herramientas como lo son:
trigonometria por un lado y por otro con calculo diferencial, en €l tema de
maximos y minimos, donde los resultados son similares. Con una mayor
precision a la primera con maximos 0 Minimos por que solamente,
aplicamos el método y resolvemos para conocer €l resultado, no asi como
lo que se hizo con trigonometria, puesto que se tabularon varios valores
para dar una aproximacion adecuada y dar un resultado mas proximo a la
realidad.

De lo planteado anteriormente es basicamente de lo que trata este breve
trabajo detesis.

El dar herramientas e ideas a todo estudiante que se vea involucrado en la
dificil tarea de dar solucion a problemas matematicos, asi como para hacer
frente a problemas reales que en el campo de trabajo nos encontremos.

Es importante, tomar en cuenta que los problemas reales son ain méas
complicados de resolver, en ocasiones solo podremos dar una idea de
solucién pero no una férmula como serialo ideal.

Bastaria con que una solo idea de las contenidas en este trabagjo de tesis

sacudiera a lector a grado tal que marcara en su vida un nuevo rumbo, de
hacerle ver lavida con un enfoque mas creativo.
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