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INTRODUCCION

La Universidad Nacional Autonoma de México (en adelante: UNAM) es una
institucion lider en el continente americano, heredera de una rica tradicion que se
remonta a 1551, afio en el que se expide la Cédula Real sobre la Fundacion de la
Universidad de México. En funcion de su historia y sus logros, esta institucion ha
marcado la pauta de la actividad intelectual, cientifica, humanistica y tecnoldgica,
constituyéndose en el centro de educacion superior de mayor relevancia en el
pais.

La UNAM tiene como misién impartir educacion superior para formar
profesionales, investigadores, profesores universitarios y técnicos Utiles a la
sociedad, organizar y realizar investigaciones, principalmente acerca de las
condiciones y los problemas nacionales y extender con la mayor amplitud posible
los beneficios de la cultura.

Ofrece educacion de calidad a miles de alumnos, forma profesionales con
una preparacion académica de calidad, asi como con un amplio sentido de
responsabilidad y compromiso social. De igual manera, crea Yy difunde
conocimientos que permiten, por un lado, entender mejor la naturaleza y al
hombre para aprovechar Optimamente nuestros recursos y, por otro, valorar
nuestra historia y cultura, asi como entender los complejos problemas
econdmicos, politicos y sociales que enfrenta el pais, contribuyendo a su soluciéon
al vincularse con la sociedad de formas diversas.

A la UNAM le corresponde asumir el compromiso que tiene con la sociedad,
de conservar, generar y transmitir el conocimiento cientifico, humanistico, artistico
y tecnolégico mediante la docencia, la investigacion y la difusién de la cultura. En
su larga historia, la Universidad ha experimentado cambios profundos. De un
conjunto de escuelas diseminadas, se ha transformado en un sistema
universitario; dicho sistema académico hoy dia cuenta con cuatro niveles
educativos: el bachillerato, el técnico, la licenciatura y el posgrado; donde se

posee un amplio y diversificado campo de disciplinas.

Introduccion a la Estadistica y Probabilidad. Memorias de desempefio laboral del curso de Estadistica y Probabilidad de la Escuela Nacional 11
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Para llevar a cabo sus funciones sustantivas: la docencia, la investigacion y
la difusion de la cultura, cuenta con instalaciones en todo el territorio mexicano: 23
espacios universitarios en la zona metropolitana e instalaciones en 26 entidades
federativas, ademas de tres Escuelas de extension, dos en Estados Unidos de
América — San Antonio, Texas y Chicago, lllinois —y otra en Hull, Canada.

En el campo de la docencia, la UNAM representa la opcion educativa mas
importante a nivel nacional, desde la educacién media superior hasta el posgrado.

Cuenta con una planta de personal académico de mas de 30,000; alrededor
de una tercera parte es personal de carrera, y de ésta aproximadamente el 60 por
ciento posee estudios de posgrado. El 30 por ciento de los miembros del Sistema
Nacional de Investigadores son académicos de la UNAM.

Su planta académica, la gama de carreras profesionales, los servicios de
apoyo y sus instalaciones, son los recursos de una Universidad de Excelencia.
Pertenecer a la UNAM es un privilegio.

El bachillerato universitario estda conformado por la Escuela Nacional
Preparatoria (en adelante: ENP), la cual es parte de la institucion desde su
creacion en 1867, y por el Colegio de Ciencias y Humanidades, creado en 1971;
ambos cuentan con planes de estudio recientemente modificados con el objeto de
mejorar la formacion de sus estudiantes.

La UNAM le permite al estudiante contar con una formacion que abarca
desde el bachillerato — incluyendo Iniciacion Universitaria, que se imparte en el
plantel 2, “Erasmo Castellanos Quinto”, de la Escuela Nacional Preparatoria - , la
licenciatura y el posgrado. El bachillerato es el antecedente inmediato para los
estudios de licenciatura: puede cursarse en la Escuela Nacional Preparatoria o en
el Colegio de Ciencias y Humanidades. Los estudios son técnicos y propedéuticos.

En la ENP se imparte educacion basica y media superior (Bachillerato
Propedéutico) como preparacion previa a la educacién profesional. El plan de
estudios es de tres afios de Iniciacion Universitaria (equivalente a secundaria) y
tres de preparatoria. Sus finalidades consisten en formar la personalidad del
alumno y prepararlo para una carrera determinada. Pretende el desarrollo integral

de sus facultades para hacer de él un hombre cultivado; propiciar la formacion de

v Introduccion a la Estadistica y Probabilidad. Memorias de desempefio laboral del curso de Estadistica y Probabilidad de la Escuela
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una disciplina intelectual que lo dote de un espiritu cientifico, de una cultura
general que le dé una escala de valores, de una conciencia civica que le defina
sus deberes frente a su pais y frente a la humanidad, y de una preparacion
especial para abordar una determinada carrera profesional.

La Universidad Nacional Autdnoma de México como la maxima casa de
estudios de nuestro pais, comprometida con el avance y desarrollo del mismo, ha
tenido que responder a los cambios que le demanda la modernizacion y el
progreso, el esfuerzo de superacion ha estado de manifiesto en cada uno de los
gue formamos, pertenecemos y amamos a esta gran institucion educativa.

Es por tal motivo que surge la inquietud de elaborar este trabajo cuyo
principal objetivo es proporcionar, en la medida de sus posibilidades, una
herramienta til para profesores y alumnos pertenecientes a la Escuela Nacional
Preparatoria, ya que se apega al programa de la materia de Estadistica y
Probabilidad del actual plan de estudios, los apuntes del curso seran auxiliados
con diagramas, dibujos, cuadros sinopticos, mapas mentales, propuestas de
ejercicios, anécdotas matematicas con el objeto de lograr una mejor comprensién
de la materia.

La informacién fue elegida con base a la experiencia docente adquirida
como profesor de asignatura “A” interino desde diciembre del 2001 a la fecha,
adscrito a los colegios de Matematicas e Informética en la Escuela Nacional
Preparatoria de la UNAM Plantel 5 “José Vasconcelos” y Plantel 1 “Gabino
Barreda”, y con el correspondiente fundamento bibliografico, asi como, varias
horas de investigacion (en lo relativo a las resefias histéricas, anécdotas,
problemas planteados entre mateméticos de distintas épocas). Con lo relacionado
a la experiencia se observo que el alumno necesita una motivacion constante y ser
inducido con temas de su interés hacia la ensefianza de la matematica.

De tal manera que la intencion principal de este material es educar el
pensamiento cientifico cuya importancia aumenta ante los ojos del hombre
contemporaneo. A pesar de no hacerlo de un modo escolar exclusivamente pues
el lector no ha de ser forzosamente el estudiante. Ni tampoco simplemente de

conocimientos y técnicas, aunque no sera poca la informacion de esta clase que

Introduccion a la Estadistica y Probabilidad. Memorias de desempefio laboral del curso de Estadistica y Probabilidad de la Escuela Nacional \V/
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recogerad del presente; a lo largo del curso lo que se busca en el lector es
sensibilizarlo ante el hecho de que lo importante es instalar el razonamiento mas
no la memorizacion de un procedimiento.

Las corrientes actuales y el marco que vive la educacion en México nos
llevan a un proceso ensefianza-aprendizaje donde educar es la parte fundamental
a través de una serie de aprendizajes significativos, es en este punto donde
cualquier trabajo que se desarrolle en pro de un esfuerzo para ayudar a la mejor y
mas rapida comprension de los cambios en los programas tendra alguna
justificacion.

La Escuela Nacional Preparatoria desde su creacion y hasta la fecha, ha
experimentado cambios apegados a los requerimientos de una poblacion joven,
como es la mexicana, que demanda mas y mejor educacién a nivel medio
superior. Uno de los problemas a lo que se enfrenta la ENP es la actualizacion y
elaboracion de programas de estudio, tarea muy importante en el dificil trabajo de
la docencia.

La UNAM afio con afio realiza Seminarios de Analisis y Desarrollo de la
Ensefianza, en los cuales se permite concretar las diversas concepciones teoricas
e ideologicas que sobre el acto educativo sustentan las personas que integran la
institucion. Dichos seminarios al ser realizados por los docentes responsables de
cada unidad de ensefianza (los docentes a cargo son los Jefes de Colegio
adscritos a la Direccion General de la Escuela Nacional Preparatoria), tratan de
actualizar el PROGRAMA DE ESTUDIOS, ya que es la herramienta fundamental
del trabajo que realiza el docente y estd intimamente relacionado con los
problemas y con la intencionalidad que caracteriza a la practica docente. La
elaboracion de los programas de estudio proporciona una vision mas profunda de
la problematica que se afronta en el proceso de ensefianza-aprendizaje de un
curso especifico.

La participacion del profesorado en la realizacion de los programas de
estudio de los cursos que se imparten, refuerza la idea de formacion didactica de
un profesor, el cual debe centrarse en el aprendizaje de técnicas de ensefianza y

asi mismo, en el analisis de la disciplina, la orientacién pedagdgica e ideoldgica,
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etc. Ademas de que somos nosotros los profesores que al enfrentarnos al alumno
podremos contribuir con varias y valiosas aportaciones e ideas que fortalezcan
esta dificil tarea.

Hoy en dia el uso de la matematica se ha extendido a la sociologia, la
administracion, las finanzas, la ingenieria, la economia y la medicina, entre otras
disciplinas, con esta base es posible lograr un modelo l6gico el cual permita la
planeacién del desarrollo econémico y social asi como de proyectos y procesos de
ingenieria, control de calidad y obras en equipos multidisciplinarios, el disefio y
desarrollo de modelos matematicos que sustenten el andlisis y la toma de
decisiones capaces de contribuir al avance de estos campos del quehacer
humano, incidiendo asi en la solucion de problemas que directa o indirectamente
afectan a la sociedad en su conjunto.

A través del tiempo el hombre ha sentido la necesidad de realizar calculos
(contabilizar el nUmero de personas, animales, bienes, fuentes de ingreso, censos
de tierras, etc.), entonces se cree que las primeras operaciones aritméticas que
realizg, tales como adiciones y substracciones sencillas, pudieron llevarse a cabo
con la ayuda de objetos simples como piedrecillas, palitos o con sus dedos, sin
embargo cuando las cantidades aumentaron, el hombre cre6 nuevas técnicas. Los
caldeos, babilonios y egipcios, utilizaron cotidianamente numeros, cuentas y
representaciones aritméticas. Los mayas tenian una tabla que era mas exacta
porque utilizaban el 0 (cero). Los éarabes introdujeron el sistema decimal,
desarrollando asi el &algebra, trigonometria, geometria, estadistica, calculo
diferencial, probabilidad y otras materias que son utilizadas como herramienta
principal de los cientificos e inventores modernos. Los antiguos incas (siglos Xl al
XVI) en el continente americano desarrollaron un sistema de conteo en donde
todos los datos relacionados con las operaciones aritméticas, estudios
astronémicos, registro de impuestos, gastos, estadisticas poblacionales,
actividades economicas y demogréaficas se guardaban en el quipl, que estaba
hecho de cuerdas de diferentes largos. El color, los nudos y el orden de sucesion
servian para registrar y trasmitir informacién. En Europa, junto con las monarquias

absolutas, Jean Bodin (siglo XVI) en Francia resalta la importancia de los censos,
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y 50 afios mas tarde Galileo presenta por primera vez todos los datos en tablas de
tablas de distribucion. En Estados Unidos de Norte América un estadista de
nombre Herman Hollerith (siglo XIX) siguiendo el ejemplo de las tarjetas
perforadas similares a las placas del francés Joseph Marie Jacquard, crea
maquinas tabuladoras para procesar datos. Consiguid compilar la informacion
estadistica destinada al censo de poblacion de 1890 de Estados Unidos, mediante
la utilizacién de un sistema que hacia pasar tarjetas perforadas sobre contactos
eléctricos, teniendo un gran éxito en tan sélo dos afios y medio. De 1890 a 1940
estas maquinas fueron desarrolladas y dotadas de otras funciones que las hicieron
mas veloces.

Actualmente la “sociedad de la informacion” proporciona gran cantidad de
informaciones que a menudo se presentan como precisas, cientificas y en diverso
grado ciertas. No obstante en la vida diaria nos enfrentamos a resultados de
elecciones inciertos, puentes que se desmoronan, caidas de la bolsa, predicciones
del tiempo poco fidedignas, predicciones desafortunadas del crecimiento de la
poblacién, modelos econémicos que no funcionan bien y muchas otras
demostraciones de probabilidad del mundo donde vivimos.

La estadistica y probabilidad estd pensada para sugerir dos temas
relacionados: los datos y el azar. Estos dos fenOmenos son su objeto de estudio
matematico, respectivamente. Las recientes recomendaciones relativas a los
curriculos escolares son unanimes al sugerir que la estadistica y la probabilidad
deberian ocupar un lugar mas importante del que han tenido en el pasado.
Actividades y conceptos mateméaticos de esta area son la relacion de datos, el
andlisis y la presentacion-visualizacion de los mismos, la probabilidad y la
deduccion.

Es por ello que se requiere de una alfabetizacion o competencia
matematica, la cual se refiere a la capacidad para analizar, razonar y comunicar
eficazmente cuando se enuncian, formulan y resuelven problemas matematicos.
La competencia matematica no se limita al conocimiento de la terminologia, datos
y procedimientos matematicos, aunque légicamente se incluyen, tampoco a las

destrezas para realizar ciertas operaciones y cumplir con ciertos métodos. La
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competencia matematica implica la combinacibn de estos elementos para
satisfacer las necesidades de la vida del individuo como ciudadano constructivo,
comprometido y reflexivo.

La palabra estadistica suele utilizarse en primer término para referirse a la
informacion, y en segunda instancia a un conjunto de técnicas y métodos que se
emplean para analizarla. Son varias las imagenes mentales que las personas se
forman y estas pueden ser, entre otras mas, la existencia de grandes volimenes
de informacién; sin embargo y sin temor a equivocarse, se puede decir que es una
ciencia tan antigua como la humanidad misma, y es a su vez un auxiliar de todas
las ramas del conocimiento o de la actividad humana, pues los mercados
bursétiles, la ingenieria, los gobiernos, las empresas y cualquier otra institucion,
simplemente no podrian existir sin ella, pues tanto los ejecutivos como los
administradores, sin informacion vital no podrian desarrollar sus funciones.

En mi desempefio como docente, la necesidad de un entendimiento del
conocimiento, la alfabetizacion matematica y la compilacion de mi material de
clase —mismo que he probado en los cursos que he impartido— , me llevaron al
analisis y propuesta de un criterio sobre la forma que debe tener la ensefianza de
la Estadistica y Probabilidad en la Escuela Nacional Preparatoria.

El presente trabajo esta planeado de una manera en la cual se proporcione
al lector los aspectos introductorios, el desarrollo de los apuntes basados en el
programa, ejemplos y ejercicios propuestos para poner en practica. Se sabe de los
muchos y variados trabajos por otros autores que existen al respecto, sin embargo
estos apuntes no pretenden competir con ellos, mas bien unirse al constante

esfuerzo de superacion que significa la ensefianza a nivel medio superior.
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CAPITULO 1 Estadistica Descriptiva

“Hay gente que utiliza la estadistica como un borracho utiliza el poste de la luz; mas para apoyarse que para
iluminarse”
Andrew Lang

“Llegara el dia en el que la estadistica sera una condicién tan necesaria para la convivencia como la
capacidad de leer y escribir”
Andnimo

“El estadistico es aquella persona que se ocupa de los nimeros y las gréaficas pero que no tiene vocacion para
convertirse en contable”
Andnimo

“Si tu experimento necesita estadistica, deberias haber hecho uno mejor”
Ernest Rutherford

Objetivo: Que el alumno sea capaz de diferenciar, organizar, representar
graficamente e interpretar el significado que un conjunto de datos tiene en relacién
con un fendémeno relativo a su entorno social, para vincular la estadistica con su

realidad.

Temas desglosados:

1.1 Introduccion

1.2 Variables

1.3 Datos

1.4 Clasificacion y construccion de bloques estadisticos

1.5 Organizacion de los datos por medio de tablas

1.6 Tipos de gréficas

1.7 Introduccion a la sumatoria

1.8 Andlisis de una variable: medidas de tendencia central y de localizacion
1.9 Medida de dispersion o variabilidad

1.10 Analisis descriptivo de datos bivariados: correlacion.

1.1 Introduccion
1.1.1 Origenes de la Estadistica
La estadistica empieza con los grandes imperios de la antigiiedad. Se han

descubierto tablillas de arcilla de la civilizacion babilonica (5000a.C.), escritas en
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notacion sexagesimal, que contienen listas de personas, bienes y cantidades de
alimentos traidos como ofrendas.

Del Egipto de los faraones se tienen datos mucho mas exactos: listas de
familias, de soldados, de casas, de jefes de familia y de profesiones. Existen
documentos del siglo VI a.C. que muestran que todo individuo tenia la obligacién
de declarar, cada afio, bajo pena de muerte, su profesion y sus fuentes de ingreso.

Segun la Biblia, Moisés recibio la orden de contar la comunidad de los hijos
de Israel, tribu por tribu, familia por familia.

Entre los Chinos, la tradicién es muy lejana, es conocido el censo de tierras
y gentes ordenados por el emperador Yu, en el afio 2238 a.C.

En la India se publicé, en siglo IV a.C., un verdadero tratado de ciencia
politica y economia: el Arthasatra (de séstra, ciencia y artha, ganancia) su autor,
Kautilya, hace sugerencias a su rey para aumentar su poder y su riqueza y
recomienda un gobierno centralizado que dirija y controle todo lo relacionado con
el reino.

En Grecia fueron famosos los métodos usados por Jerjes para contar a sus
soldados: los hacia pasar a un recinto donde cabian 10000 soldados muy
apretados. También se sabe que en el afio 310 a.C., un censo efectuado bajo el
reinado de Demetrio dio una poblacion de 120000 personas libres y 400000
esclavos.

Los romanos eran buenos administradores y hacian censos (cuyo nombre
viene del latin) cada cinco afios. Todo ciudadano debia declarar su fortuna, edad,
nombre de la esposa, hijos, etc.; al final del censo de realizaba una ceremonia
religiosa, el “lustrum conditum” (de donde viene nuestra palabra lustro para indicar
un termino de 5 afnos).

En el continente americano, los incas desarrollaron un sistema de
estadistica muy perfeccionado: todos los datos relacionados con las actividades
economicas y demogréficas se conservan en los “quipus”, unas cuerdas gruesas
de las cuales colgaban varios hilos de distintos colores segun el objeto que
representaban, amarillo para las piezas de oro, rojo para los soldados, blanco para

las construcciones, etc. En los hilos se hacian nudos que representaban distintas
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cantidades; en la parte inferior de los nudos indicaban las unidades, mas arriba
decenas, centenas y asi sucesivamente hasta las 10000 unidades. El uso de los
quipus estaba reservado a los iniciados y todavia hoy no se han aclarado todas
Sus caracteristicas.

Durante la Edad Media, en Europa, la iglesia empieza a mantener registros
civiles, pero la estadistica progresa realmente a partir del siglo XVI junto con las
monarquias absolutas y su poderosa estructura administrativa centralizada.
También, empiezan a aparecer las primeras obras de estadistica que son mas
bien descriptivas; una de las mas influyentes fue la de Jean Bodin (Francia, 1530-
1596), que explica asi la importancia de los censos: “...se conocera el oficio de
cada uno, se podra expulsar a los vagabundos, los holgazanes, y los ladrones; en
cuanto al registro de bienes, es indispensable para determinar el impuesto que
todos tienen que pagar; se evitaran asi disturbios, levantamientos populares y
guerras civiles”.

La estadistica da un gran salto cualitativo a mediados del siglo XVII. Por un
lado los datos estadisticos empiezan a ser utilizados por los bancos y por las
nacientes compaifias de seguros, por otro lado, se inventa en Inglaterra el
concepto de “aritmética politica” y se empiezan a “mate matizar” otras disciplinas
gue eran, hasta entonces, puramente descriptivas, tales como la demografia, la
economia y las ciencias sociales, que a su vez se transforman al contacto con la
matematica.

Las citas siguientes muestran el entusiasmo de algunos escritores de
aquella época:

J. F. Melon: “Todo puede reducirse a numeros, hasta las cosas puramente
morales”.

Mirabeau: “La matematica es para la ciencia de la economia lo que los huesos
para el cuerpo humano”.

Lord Kelvin: “Si se puede medir y expresar con numeros las cosas de las
gue uno habla, se sabe algo de ellas; pero si no se pueden expresar con numeros,

el conocimiento que de ellas se tiene es escaso e insuficiente”.
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Otro hecho importante que dio a la estadistica su justificacion tedrica y sus
métodos propios fue el progreso del calculo de probabilidades, el que, junto con la
estadistica, permite estudiar los problemas donde intervienen fenémenos
aleatorios.

Hoy, la estadistica, junto con el célculo de probabilidades, constituye una
rama independiente de la matematica con aplicaciones en casi todas las
actividades humanas: fisica, astronomia, biologia, genética, medicina, agricultura,
psicologia y otras; en todas estas ciencias se hacen predicciones, encuestas,
controles de calidad, etc. Es claro que la lista no es exhaustiva, también se aplican
los métodos de la estadistica al estudio de fendmenos “no medibles”, tales como
la linglistica y la literatura.

La estadistica estd ligada con los métodos cientificos, en la toma
organizacion, recopilacion, presentacion y analisis de datos, tanto para la
deduccién de conclusiones como para tomar decisiones razonables de acuerdo
con tales andlisis.

En un sentido mas estricto dicha expresion se utiliza para denotar los
mismos términos, datos, numeros que se derivan de ellos, por ejemplo,
promedios. Asi se habla de estadistica de empleo, de accidentes, estadistica de
mortandad, etc.

La estadistica en la actualidad es una herramienta que cada dia se vuelve
mas imprescindible; los periddicos, los noticieros, las revistas y practicamente
todos los medios de comunicacion muestran diariamente datos o resultados

obtenidos a través de ella.

1.1.2 Definicion de estadistica

Esta ciencia es una rama de la matemética que se encarga de recopilar,
organizar, analizar, representar, en algunos casos de forma grafica, la informacién
para tratar de predecir un resultado, y llevar un control de datos numéricos. Ayuda

en la presentacion de manera 6ptima de una gran cantidad de datos numéricos.
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Es la ciencia que utiliza los nimeros para el estudio de las leyes que
dependen del azar. Tratando de descubrir mediante el razonamiento inductivo la
causa general a la que obedece el modelo particularmente analizado.

Es importante sefalar que el término en cuestion se adopt6 en el siglo XVl
por Godofredo Achenwall (1719-1772), profesor de la Universidad de Gotinga,
quien lo extrajo del término italiano “statista” (estadistica), el cual tiene, a su vez,
una raiz remota en el término latino “status” que significa estado o situacion;
etimologia que aumenta el valor intrinseco de la palabra, por cuanto la estadistica
revela el sentido “cuantitativo” de diversas situaciones.

Dado que el proceso de investigacion y extensibn o desarrollo de
aplicaciones a diversos problemas de la existencia humana continué hasta tener
en la actualidad el concepto de estadistica que formalmente se ha dividido, para
su estudio, en dos grandes ramas: la descriptiva y la inferencial.

La estadistica descriptiva consiste en todo lo relacionado con la
presentacion de datos, tanto en forma de tabla como de grafica y su propésito
principal es resumir o describir los mismos sin factores pertinentes adicionales,
esto es, investiga, analiza o concluye aspectos y caracteristicas relacionadas con
una poblacion a partir de la muestra que conforman las observaciones que se han
analizado.

La estadistica inferencial consiste en los procedimientos que se aplican
para plantear inferencias (es decir, sacar conclusiones, hacer predicciones, tomar
decisiones) con respecto a las caracteristicas del conjunto de datos a partir de la
informacion contenida en una muestra tomada de esa poblacion.

El presente trabajo sélo estudia los elementos necesarios para hacer
estadistica descriptiva, asi como para mostrar la importancia de llevar un buen

analisis de la informacion.

La estadistica descriptiva se encuentra presente en diversas actividades de

la vida diaria, por ejemplo:
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e En el proceso riguroso de seleccion que se llevo en el examen unico de
ingreso al bachillerato. Debido a que hay un estandar de seleccion
dependiendo del nimero de aciertos obtenidos.

e En una encuesta realizada por parte de la direccién del plantel; para ver la
necesidad de los alumnos y cubrirlos para mejorar la cantidad y calidad de
los servicios.

e En las encuestas que realiza el gobierno por parte del INEGI (Instituto
Nacional de Estadistica Geografia e Informatica), donde a través de censos
de poblacién y vivienda se tiene informacion sobre la poblacion mexicana.

e En la evaluacién educativa, la cual ha cobrado recientemente particular
importancia. Una muestra de ello es la atencién que suscita la difusion de
los resultados de evaluaciones tanto nacionales como internacionales.

e Los datos que se presentan en los noticieros sobre los nacimientos, las
muertes, los impuestos, los registros educativos, las exportaciones, las

importaciones, el tipo de cambio de la moneda, etc.

Los métodos estadisticos en la ciencia requieren conocer conceptos y
herramientas para su aplicacién, por lo que es importante definir conceptos tales
como son: poblacion, muestra, unidad de observacion, variables y sus

clasificaciones, entre otros.

Poblacion

La poblacion es una coleccién de objetos, entes, sujetos, cosas de los
cuales se van a obtener datos ya que poseen la caracteristica o caracteristicas en
las que el investigador esta interesado.
Muestra

Es un subconjunto, es decir, una parte de la poblacion en estudio.
Unidad de Observacién

Es el objeto que se observa para determinar las mediciones de las

caracteristicas que tienen un interés para el investigador.
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1.2 Variables
Definicién de variable

Son las cantidades literales, es decir, las letras que representan nimeros,
usados para indicar los valores posibles de una cantidad en una expresion
matematica. Una variable es una funcion que asocia a cada elemento de la
poblacién la medicion de una caracteristica, particularmente de la caracteristica
gue se desea observar.

En estadistica es cualquier rasgo, atributo, dimensién o propiedad capaz de
adoptar mas de un valor o magnitud.

Siendo una variable la caracteristica que se quiere medir, se requiere de
indicadores para realizar su medicién (ejemplo: accesibilidad).

Estudiaremos dos tipos de variables; variables cualitativas y variables
cuantitativas.

En los estudios estadisticos que se realizan se busca investigar acerca de
una o varias caracteristicas de la poblacion observada.

Para un correcto manejo de la informacion, estas caracteristicas deben ser
tomadas en cuenta de acuerdo a su tipo para poder hablar de la aplicacion de

alguna de las operaciones que mas adelante se llevaran a cabo.

1.2.1 Clasificacion de variables
De acuerdo a los valores que toma la variable y a la caracteristica que se

desea estudiar se tiene la siguiente clasificacion (tabla 1.2.1.1):

Nominales
{ L.
Categoricas
(cualitativas) | Ordinales

Variables< o t
iscretas

Numeéricas Continuas
* (cuantitativas

Tabla 1.2.1.1 clasificaciéon de variables
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1.2.1.1 Variables Categoricas
Las variables categéricas son aquellas cuyos valores no toman valores
numeéricos, describen cualidades y son del tipo categorico, es decir, que indican

categorias o etiquetas alfanumeéricas, a su vez se clasifican en:

a) variables categoricas nominales: son las variables que, ademas de sus posibles
valores son mutuamente excluyentes entre si, no tienen alguna forma natural de
ordenacion, por ejemplo cuando sus posibles valores son si 0 no nunca sucede, la
mitad de las veces, siempre, sucede, la mitad de las veces, siempre, sucede, etc.
A esta variable le corresponde las escalas de medicién ordinal.

b) variables categoricas ordinales: son las variables que tienen algun orden o
jerarquia, por ejemplo cuando sus posibles valores son: nunca asiste, la mitad de
las veces asiste, siempre asiste, etc. A este tipo de variable le corresponde las
escalas de medicion ordinal. Un ejemplo puede ser la asistencia de un alumno a la

clase.

1.2.1.2 Variables Cuantitativas
Estas variables toman valores numéricos y se utilizan si el caracter que
gueremos valorar es susceptible a la medida. A estas le corresponden las escalas

de medicion de intervalo y a su vez se clasifican en:

a) variables numéricas discretas: son las variables que Unicamente toman valores
enteros numéricamente fijos, por ejemplo: las ocasiones que ocurre un suceso, la
cantidad de pesos que se gastan en una semana, los barriles de petréleo
producidos por un determinado pais, los puntos con que cierra diariamente la
bolsa de valores.

b) variables numéricas continuas: llamadas también variables de medicién; son
aquellas que toman cualquier valor numérico ya sea entero, fraccionario o incluso
irracional. Este tipo de variable se obtiene de mediciones y esta sujeto a la
precision de los instrumentos de la medicidon. Por ejemplo: el tiempo que un

corredor tarda en correr una distancia (depende de la precision del cronometro
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usado), la estatura de los alumnos de una clase, la cantidad exacta que despacha
una bomba de combustible (¢para qué? Para efectos de regulacion y fiscalizacion
y depende de la precisién del instrumento para medir volimenes.)

1.2.2 Las escalas de medicion
Son el conjunto de los posibles valores que una cierta variable puede tomar.
Por esta razén los tipos de escalas de medicion estan intimamente ligados con los

tipos de variable. Su clasificacion es:

1.2.2.1 Escala de medicion nominal: es la que influye los valores de las
variables nominales que no tienen un orden preestablecido y son valores
mutuamente excluyentes: ¢ Haces deporte? Si 0 no

1.2.2.2 Escala de medicidén ordinal: es la que incluye los valores de las
variables ordinales que pueden ser ordenadas, aunque la distancia entre cada uno
de los valores es muy dificil de determinar ya que dependen de la perspectiva del
observador.

1.2.2.3 Escala de medicion intervalo: es a la que corresponden los valores
numericos, en esta escala de medicion se encuentran un orden establecido y la
distancia de cada uno de los valores puede ser determinada con exactitud. Es

posible observar que cada uno de dichos intervalos mide exactamente lo mismo.

Ejercicio Propuesto:
A modo de enterarse un poco mas acerca de sus alumnos y con el fin de
saber un poco mas de ellos, realice una encuesta en grupo a modo de crear una

tabla que contenga las siguientes variables

Variablel nombre - Variable categorica ordinal
Variable2 edad - Variable numérica discreta
Variable3 estatura - Variable numérica continua
Variable4 peso - Variable numérica continua

Variable5 calzado - Variable numérica discreta
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Variable6 familia - Variable numérica discreta

Variable 7 deporte - Variable numérica nominal

Nombre | estatura | peso | calzado | Integrantes familia | deporte
Alejandro | 174cm | 75kg 28 3 si
Aurelio 175cm 70kg 27 5 no
Oscar 172cm | 80kg 26 4 si

Ordenar de manera ascendente la variable de familia y peso en forma

descendente.

Por lo general la informacion puede surgir de plantearse un problema de
investigacion, es por eso que lo que se explicara a continuacion es una serie de

pasos de cémo realizarla.

1.2.3 Etapas de un analisis estadistico

1. Planteamiento del problema
Determinacion de los objetivos
Planteamiento de las hipotesis
Definicion de la unidad de informacion
Definicion de las unidades de medida
Determinacion de la poblacion
Determinacion de la muestra

Recoleccion de la informacion

© 0 N o O b~ WD

Revision de la informacion
10. Tabulaciones
11. Analisis de la informacion

12.Publicacion del reporte
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1. Planteamiento del problema
Al realizar una investigacion debera tenerse muy claro qué es lo que se va a
investigar y las causas que responderan a esta busqueda. Habra que establecer
explicitamente lo que se desea resolver, para esto deberan tener presente ciertas
actividades necesarias como: revisar el material bibliografico que exista sobre el
tema, la accesibilidad del mismo, el contacto con personas informadas o expertas
sobre el tema o problema a analizar, con los cuales ubicar ciertas lineas o
condiciones de la investigacion, consideraciones de colegas de la misma u otra
institucion, busqueda en Internet u otro medio equivalente que provea mas
informacion; de tal forma que con todos estos puntos se pueda establecer una
ubicacion histérica y teorica del problema.
2. Determinacion de los objetivos
Hay que fijar o definir los objetivos, es decir, especificar la profundidad que
se quiere lograr en el tema. Lo anterior se debe hacer de la manera mas clara y
precisa posible, para evitar confusiones y divagaciones del tema. Debe también
establecerse la temporalidad de ellos, es decir, deben quedar claro los objetivos
de corto y largo alcance, ademas hay que especificar los recursos con que se
cuente, la regidén o0 zona donde se piensa implantar, entre otras cosas.
3. Planteamiento de las hipétesis
Hay que entender que una hipotesis es una explicacion provisional o
conjetura acerca de los hechos y que depende del conocimiento que el
investigador tenga sobre el problema de estudio. La hipdtesis anterior debera
“traducirse” en otra hipétesis, excepto que ahora sera estadistica, la cual debera
ser posible de probar para su aceptacion o rechazo, representdndose a través de
medidas que sean susceptibles de obtenerse.
4. Definicion de la unidad de informacion
Esta se entiende como la identificacion o especificacion de todos y cada
uno de los elementos que componen la poblacion a estudiar, puede estar
constituida por uno o varios individuos, puede ser real o utdpica, finita o infinita,
entre otras cosas. El criterio de su determinacion debe ser Unico y manejado de

igual a igual en toda la investigacion.
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5. Definicion de las unidades de medida
Deben ser previamente definidas y unificadas, ya que seran el como se
mediran las caracteristicas a observar, adicionalmente se debera decidir con que
se medira.
6. Determinacién de la poblacion
La poblacién es definida como un conjunto de individuos o de objetos que
poseen una o varias caracteristicas del problema de estudio. Cabe aclarar que no
tiene porque referirse a seres humanos necesariamente, ya que puede considerar
notas de archivos, fichas, registros, actas, etc.
7. Determinacion de la muestra
Es un subconjunto de la poblacion de estudio al que se le observara,
preguntara o medira las caracteristicas de interés de la misma. Este seria el fin
deseable, pero para inferir sobre toda la poblacion se requiere de técnicas
especificas que lo permitan, usualmente se obtienen muestras que Unicamente
dan informacion sobre este subconjunto y no es apropiado extender las
conclusiones al resto de la poblacion.
8. Recoleccién de la informacién
Este punto se refiere a la forma en que se recabara la informacion a
estudiar, esto puede hacerse a través de cuestionarios, de cédulas de entrevistas,
de recopilar informacion de anuarios estadisticos, etc. No es tarea facil y si no se
desarrolla correctamente la investigacion podria fracasar, ya que es esta la que
proporciona los datos del problema.
9. Reuvision de la informacion
Después de que se ha reunido toda la informacion del problema es
necesario depurarla para su analisis. Con esto se refiere uno a “limpiar” la
informacion, es decir, que todos los registros contengan los mismos puntos
investigados, que efectivamente se hayan medido con el mismo instrumento y
unidad de medida, establecer si hubo “blancos o carencia de informacién” en
algunos elementos muestrales o bien hubo repeticion de otros. Este punto se
considera importante porque de informacién incorrecta lo Unico que se puede

obtener son conclusiones erréneas.
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10. Tabulaciones
Una tabulacion es una tabla que resume la informaciéon de una o mas
variables del estudio; debe ofrecer al lector la informacién de manera clara y
entendible. Es recomendable definir de antemano los posibles cuadros de
resultados.
11. Andlisis de la informacion
Son los métodos que permiten resumir y presentar los datos de manera
clara y concisa. En el caso que se esta por desarrollar a lo largo de este trabajo,
se trata de medidas de posicion, de tendencia y de dispersion, que permiten
considerar el comportamiento basico del fenbmeno en estudio.
12.Publicacién del reporte
Presentar por escrito el contenido del analisis de la informacion a través de

los tabulados, gréaficas y medidas basicas.

Fase de conceptualizacion

r | r 1
1OBSERVADO | I TEORICO i
I ! 1
: REALIDAD | | CONCEPTUALIZACION > : AXIOMAS DE LA TEORIA |I
| |
1 1 1 1
1 1 | 1
1 1
" ? i i DESARROLLO | |
1 I | MATEMATICO | ,
1 1 ! 1
i 1 ! 1
APLICACIONES | | | DESCONCEPTUALIZACION || X
DE LA TEORIA ‘I 7 TEORIA MATEMATICA :
I I ! I
| [ e e R e R a | T R TR A PR R I T R a
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Fase de Desarrollo y Resolucion

PROBLEMA = ABSTRACCION = DISENO DE
REAL _E EXPERIMENTAL :'_. EXPERIMENTOS

IS EENEEEEEEEF
= REALIZACION =
& DEL DISENO: -
= EXPERIMENTACION =
FEENEENEEREEEEER

= INTERVENCION ®
CONSIDERACIONES . ESTADISTICA: . OBSERVACION Y
PRACTICAS: .— EXPERIMENTACION:
CONCLUSIONES " INTERPRETACION Y OBSERVACIONES

= APLICACIONES =

Estas etapas no constituyen una propuesta que deba seguirse
invariablemente, lo cual implica que puede ser modificada segun las necesidades
de la investigaciéon o del trabajo que uno quiera desarrollar.

Es importante sefialar en este apartado que la informacién a estudiar
aplicando este método forzosamente proviene de una poblacion y lo que

usualmente se observa es una parte de ella.

1.2.4 Instrumentos de Medicion

Los instrumentos de medicion son las herramientas que se utilizan para
llevar a cabo las observaciones. De acuerdo a lo que se desea estudiar, la
caracteristica a observar, sus propiedades y factores relacionados con el
ambiente, los recursos humanos y econémicos entre otros.
Existen diversas formas de recolectar datos entre las cuales podemos citar

basicamente tres: la observacion, la encuesta y la entrevista.

1.2.5 Observaciones
Es la técnica de estudio por excelencia y se utiliza en todas las ramas de la
ciencia. Su uso esta guiado por alguna teoria y ésta determina los aspectos que

se van a observar.
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Sugerencias al realizar observaciones
1.- Con respecto a las condiciones previas a la observacion

El observador debe estar familiarizado con el medio, se deben realizar
ensayos de la observacion, previos a la observacion definitiva.
2.- Con respecto al procedimiento en la observacion

Las notas deben ser registradas lo mas rapido posible y deberan incluir las
acciones realizadas por el observador.
3.- Con respecto al contenido de las notas

Deberan contener todos los datos que permitan identificar el dia, lugar y la
hora de la observacion, asi como las circunstancias, descripcion de los hechos, los
actores y todo lo que estuvo involucrado.
4.- Con respecto a la ordenacion de las notas

Las notas deberan ser revisadas y corregidas a la brevedad posible,

asimismo seran clasificadas y ordenadas para permitir un manejo mas agil.

1.2.6 Encuesta

Esta herramienta es la mas utilizada en la investigacion de las Ciencias
Sociales. A su vez, esta herramienta utiliza los cuestionarios como medio principal
para allegarse de la informacion. De esta manera, las encuestas pueden realizarse
para que el sujeto encuestado plasme por si mismo las respuestas en el papel.

Es muy importante que el investigador solo proporcioné la informacion
indispensable, la minima para que sean comprendidas las preguntas. Mas
informacion o informacién innecesaria puede derivar en respuestas no veraces. De
igual manera, al disefiar la encuesta y elaborar el cuestionario hay que tomar en
cuenta los recursos humanos y/o materiales de los que se disponen, tanto para la
recopilacion, como para la lectura de la informacion, para asi lograr un disefio

funcionalmente eficaz.

1.2.6.1 Razones para usar una encuesta
Practicamente todo fendmeno social puede ser estudiado a través de las

encuestas, podemos considerar las siguientes cuatro razones para sustentar esto:
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1. Las encuestas son una de las escasas técnicas de que se dispone para el
estudio de las actitudes, valores, creencias, motivos entre otros.

2. Las técnicas de encuestas se adaptan a todo tipo de informacién y a cualquier
poblacion.

3. Las encuestas permiten recuperar informacion sobre sucesos acontecidos a
los entrevistados.

4. Las encuestas permiten estandarizar los datos para un andlisis posterior,
obteniendo gran cantidad de datos a un proceso bajo y en un periodo de

tiempo corto.

1.2.6.2 Tipos de Encuesta
Las encuestas se pueden clasificar atendiendo al ambito que abarcan, a la

forma de obtener los datos, al contenido, de la siguiente manera:

1.2.6.2.1 Encuestas exhaustivas y parciales
Las encuestas exhaustivas son las que abarcan todas las unidades
estadisticas que componen el universo, poblacion o conjunto estudiado. Cuando

una encuesta no es exhaustiva, se denomina parcial.

1.2.6.2.2 Encuestas directas e indirectas

Se denomina encuesta directa cuando la unidad estadistica se observa a
través de la investigacion propuesta registrandose en el cuestionario. Sera
encesta indirecta cuando los datos obtenidos no corresponden al objetivo principal
de la encuesta, pretendiendo averiguar algo distinto, o bien son deducidos de los

resultados anteriores de las investigaciones estadisticas.

1.2.6.2.3 Encuestas sobre hechos y encuestas de opinion.
Las encuestas de opinion tienen por objetivo averiguar lo que el publico en
general piensa acerca de una determinada materia o0 lo que considera debe

hacerse en una circunstancia concreta. Se realizan con un procedimiento de
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muestreo y son aplicadas a una parte de la poblacién, ya que una de sus ventajas
es la enorme rapidez con que se obtienen resultados.

No obstante, las encuestas de opinion no indican necesariamente lo que el
publico piensa del tema, sino lo que pensaria si le planteasemos una pregunta a
ese respecto, ya que hay personas que no tienen una opinién formada sobre lo
gue se les pregunta y contestan con lo que dicen los periédicos y las revistas.

A veces las personas encuestadas tienen mas de una respuesta a una
misma pregunta dependiendo del marco en que se le haga la encuesta y por
consecuencia las respuestas que se dan no tienen porque ser sinceras.

Las encuestas sobre hechos se realizan sobre acontecimientos ya

ocurridos, hechos materiales.

Los cuestionarios pueden ser:
Cuestionario Individual

Es aquel donde el encuestado contesta de forma individual por escrito y sin
que intervenga para nada el encuestador.
Cuestionario de lista

Dicho cuestionario es preguntado al encuestado en una entrevista por uno
de los especialistas de la investigacion.

Como los cuestionarios estdn formados por preguntas, consideremos las
caracteristicas que deben reunir, pues deben ser excluyentes y exhaustivas, lo
que se refiere a que una pregunta no produzca dos respuestas, Yy
simultdneamente, tenga respuesta.

Por otro lado una manera de clasificar a las preguntas es por la forma de

Sus respuestas:

Preguntas cerradas

Consisten en proporcionar al sujeto observado una serie de opciones para
gue escoja una como respuesta. Tienen la ventaja de que pueden ser procesadas
mas facilmente y su codificacion se facilita; pero también tienen la desventaja de

gue si estdn mal disefiadas las opciones, el sujeto encuestado no encontrara la
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opcion que él desearia y la informacion se viciaria. Una forma de evitar esto es
realizar primero un estudio piloto y asi obtener las posibles opciones para las
respuestas de una manera mas confiable. También se consideran cerradas las
preguntas que contienen una lista de preferencias u ordenacion de opciones, que
consisten en proporcionar una lista de opciones al encuestado y éste las ordenara

de acuerdo a sus intereses, gustos, etc.

Preguntas abiertas

Consisten en dejar totalmente libre al sujeto observado para expresarse,
segun convenga. Tienen la ventaja de proporcionar una mayor rigueza en las
respuestas; sin embargo, puede llegar a complicar el proceso de tratamiento y
codificacion de la informacién. Una posible manera de manipular las preguntas
abiertas es llevando a cabo un proceso de categorizacion, el cual consiste en
estudiar el total de respuesta abiertas obtenidas y clasificarlas en categorias de tal

forma que respuestas semejantes entre si queden en la misma categoria.

Es importante mencionar que el objetivo de la investigacion es el que
determina el tipo de preguntas a utilizar.

Segun Lilian S. Cadoche, Georgina Stegmayer, Juan Pablo Burioni y
Marcelo De Bernardez, en su Material del Seminario de Encuestas en Educacion
impartido en 1998, las preguntas pueden ser clasificadas de acuerdo a su
contenido como:

Preguntas identificacion

Sirven para recopilar, edad, sexo, profesion, nacionalidad, etc.
Preguntas hecho

Referidas a acontecimientos concretos. Por ejemplo: ¢termind la educacion
béasica?

Preguntas de accién

Referidas a actividades de los encuestados. Por ejemplo: ¢ha tomado algun
curso de capacitacion?
Preguntas informacion
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Sirven para conocer los conocimientos del encuestado. Por ejemplo: ¢ sabe
qué es un hipertexto?
Preguntas intencion

Sirven para conocer la intencién del encuestado. Por ejemplo: ¢utilizara
algun programa informético para su proxima clase?
Preguntas opinion

Son Utiles para conocer el sentir o acuerdo del encuestado. Por ejemplo:
¢qué carrera cursaras después del bachillerato?

Otra clasificacion propuesta es segun la funcidbn que las preguntas
desarrollen dentro del cuestionario
Preguntas filtro

Son aquéllas que se realizan previamente a otras para eliminar a los que no
les afecte. Por ejemplo: ¢ tiene usted coche? ¢Piensa comprarse uno?
Preguntas de trampa o de control

Son las que se utilizan para descubrir la intencion con que se responde.
Para ello se incluyen preguntas en diversos puntos del cuestionario que parecen
independientes entre si, pero en realidad buscan determinar la intencionalidad del
encuestado al forzarlo a que las conteste coherentemente (ambas y por separado)
en el caso de que sea honesto, pues de lo contrario caeria en contradicciones.
Preguntas de introduccion o rompe hielo

Son utilizadas para comenzar el cuestionario o para enlazar un tema con
otro.
Preguntas muelle, colchon o amortiguadoras
Son preguntas sobre temas peligrosos o inconvenientes, formuladas suavemente.
Preguntas en bateria

Es el conjunto de preguntas encadenadas unas con otras
complementandose.
Preguntas embudo

Son las que empiezan por cuestiones generales hasta llegar a los puntos

esenciales. (Generalizacion a particularizacion).
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Para la realizacion de un cuestionario eficaz y util, Cadoche y su equipo
(mencionado anteriormente) proponen 17 reglas fundamentales para su
elaboracion:

1) Las preguntas deben ser pocas (no mas de treinta).
2) Las preguntas deben ser preferentemente cerradas y numeéricas.
3) Redactar las preguntas con lenguaje sencillo.
4) Formular las preguntas de forma concreta y precisa.
5) Evitar utilizar palabras abstractas y ambiguas.
6) Formular las preguntas de forma neutral.
7) En las preguntas abiertas no dar ninguna opcion alternativa.
8) No hacer preguntas que obliguen a esfuerzos de memoria.
9) No hacer preguntas que obliguen a consultar archivos.
10)No hacer preguntas que obliguen a calculos numéricos complicados.
11)No hacer preguntas indiscretas.
12)Redactar las preguntas de forma personal y directa.
13)Redactar las preguntas para que se contesten de forma directa e
inequivoca.
14)Redactar preguntas que no levanten prejuicios en los encuestados.
15)Redactar las preguntas limitadas a una sola idea o referencia
16)Evitar preguntas condicionales que conlleven una carga emocional grande.
17)Evitar estimular una respuesta condicionada. Es el caso de preguntas que
presentan varias respuestas alternativas y una de ellas va unida a un
objetivo tan altruista que dificilmente puede uno negarse.
Asi mismo, hay que considerar que no todas las preguntas, o todas las
formulaciones posibles, son aquellas que se pueden utilizar. Algunos ejemplos de
las preguntas que no deben hacerse son:
Preguntas de intelectuales

Por ejemplo: ¢Qué aspectos particulares del actual debate positivista-

interpretativo le gustaria ver reflejado en un curso de psicologia del desarrollo

dirigido a una audiencia de maestros?

22 Introduccion a la Estadistica y Probabilidad. Memorias de desempefio laboral del curso de Estadistica y Probabilidad de la Escuela Nacional
Preparatoria. TEORIA Y PRACTICA



Capitulo | Estadistica descriptiva )
HERNANDEZ RIVERA ALEJANDRO

Preguntas complejas

Por ejemplo: ¢Cuando prepara su clase prefiere consultar un libro
determinado incorporando la terminologia que éste propone o escoge varios libros
de los que extrae un poco de cada uno pero que explica con sus propias palabras
para hacerlos mas accesibles a sus alumnos y no confundirlos?
Preguntas o instrucciones irritantes

Por ejemplo: ¢Ha asistido alguna vez en tiempo de servicio a un curso de
cualquier clase durante su carrera entera de maestro? Si tiene mas de 40 afios y
nunca ha asistido a un curso, ponga una marca en la casilla rotulada NUNCA vy
otra en la casilla rotulada VIEJO.
Preguntas que emplean negaciones

Por ejemplo: ¢, Cual es su sincera opinién sobre que ningln maestro deberia
dejar de realizar cursos de perfeccionamiento durante su ejercicio profesional?
Preguntas demasiado abiertas

Por ejemplo: Use las paginas 5, 6 y 7 respectivamente para responder cada
una de las cuestiones acerca de sus actitudes respecto a los cursos de
actualizacion en general y a sus opiniones acerca de su valor en la vida

profesional del maestro.

1.2.7 Entrevista

Es muy utilizada en investigacion social, y sus caracteristicas son similares
al cuestionario, siendo la principal diferencia que el encuestador u observador es
quien anota las respuestas a las preguntas.

La utilizacion de este instrumento conlleva una mayor habilidad por parte
del encuestador en conducir el tema de la entrevista, debido a que las respuestas
son por lo general abiertas y permiten implementar nuevas preguntas no
contempladas por el encuestador inicialmente. Esto proporciona la ventaja de
explotar temas no contemplados o ahondar en el tema.

Una de las ramas de la estadistica mas accesible a la mayoria de la
poblacion es la descriptiva. Esta parte se dedica Unica y exclusivamente al

ordenamiento y tratamiento mecanico de la informacién para su presentacion por
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medio de tablas y de representaciones graficas, asi como la obtencion de algunos
parametros Gtiles para la explicacion de la informacion.

Podemos decir que a grandes rasgos el proceso para utilizar y escoger
alguno de estos instrumentos de medicion es el siguiente:

Definir el objeto de la encuesta: formulando con precisién los objetivos a
conseguir, desmenuzando el problema a investigar, eliminando lo superfluo y
centrando el contenido de la encuesta, delimitando si es posible las variables que
intervienen y diseflando la muestra. Se incluye la forma de presentacion de
resultados asi como los costos de la investigacion.

La formulacién del cuestionario: el cual se utilizara; los puntos a observar y
el cuestionario son fundamentales en el desarrollo de una investigacion debiendo
ser realizado meticulosamente y comprobando antes de pasarlo a la muestra
representativa de la poblacion.

El trabajo de campo consiste en la obtencién de los datos: para ello sera
preciso seleccionar a los entrevistadores, formarlos a distribuirles el trabajo para
que se realiza de forma homogénea.

Obtener los resultados, es decir: procesar, codificar y tabular los datos
obtenidos para que luego sean presentados en el informe y que sirvan para

posteriores analisis.

Ejemplos Propuestos:

Se desea construir un distribuidor vial para evitar la congestién de transito,
se hace un plebiscito dentro de los ciudadanos para saber si estan a favor o en
contra de dicho proyecto. Obviamente hay algunos que les beneficiara para no
demorar al llegar a su trabajo y otros que no estan a favor pues tendran que
desalojar su casa porque esta proxima al lugar de construccion

Poblacion: Todos los ciudadanos pertenecientes al poblado en cuestion.

Muestra: Los ciudadanos que participan en la encuesta
Se desea saber cuéles materias son las de mas alto indice de reprobacion dentro
de la Escuela Nacional Preparatoria. Para ello se hacen encuestas a los alumnos

del plantel 5 “José Vasconcelos”.
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Poblacién: Todos los alumnos pertenecientes a la ENP.

Muestra: Los alumnos que asisten a la ENP Plantel 5 “José Vasconcelos”.

A un alumno le interesa saber sobre el artista favorito de una nifia que le
gusta, pero a la cual no le habla, para ello le pregunta a todas sus amigas sobre
sus artistas musicales preferidos para poder tener idea de los mas escuchados por
la misma.

Poblacion: Todos los artistas musicales.

Muestra: La relacion de los artistas que escuchan las amigas.

1.3 DATOS

El material esencial para hacer Estadistica es la “informaciéon cruda”,
entendiéndose por esto al conjunto de datos de una poblacion o de un fendmeno o
de una secuencia de eventos entre otras cosas; todo lo cual, a su vez, se

expresara en numeros obtenidos a partir de tratarlos, ordenarlos y analizarlos.

1.3.1 Definicion de dato

Un dato es la unidad o cantidad minima de informacion no elaborada, sin
sentido en si misma, pero que convenientemente tratada se puede utilizar en la
realizacion de calculos o toma de decisiones. En otras palabras son los correlatos
directos de hechos o fenbmenos cuya existencia material los hace directamente
perceptibles e interpretables, pero no tienen predeterminado un significado y
mucho menos un sentido (personal, grupal, organizacional y social), pueden dar
lugar a la informacion una vez procesados, ya que se basan en la observacion y
experimentacion. Es de empleo muy comdn en el ambito informético o
matematico.

Informacién en bruto que generalmente se expresa en forma numérica y se
utiliza para el procesamiento posterior empleando métodos matematicos; asi como
la forma convencional que forma dicha informacion cuando se trata con la

computadora. Todo antecedente necesario para el conocimiento exacto de las
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cosas o para deducir consecuencias legitimas de un hecho o los principios que le
sirven de base de razonamiento o punto de partida a una ciencia o investigacion.

Algunos ejemplos de datos numéricos son: fecha de nacimiento,
calificaciones parciales, contenido de una botella, anotaciones de un jugador de
soccer en cada partido, cds de muasica que cada alumno tiene, etc.

La estadistica descriptiva es la parte que conocemos desde los cursos de
educacion primaria que se ensefia en los siguientes niveles y que por lo general
no pasa a ser un analisis mas profundo de la informacion. Es un primer
acercamiento a la informacion y, por esa misma razén, es la manera de presentar
la informacion ante cualquier lector, ya sea especialista 0 no. Sin embargo, lo
anterior no quiere decir que carezca de metodologia o algo similar, si no que al
contrario, por ser un medio accesible a la mayoria de la poblacién humana, resulta

de suma importancia considerar para asi evitar mal entendidos, o errores.

Ejercicio Propuesto
Existen diferentes temas de interés para los alumnos por tal motivo para
seguir conociendo mas sobre sus gustos, pida que realicen una encuesta de 10

preguntas (de las vistas en clase) sobre un tema del cual estén interesados.

1.4 Clasificacion y construccion de bloques estadisticos

Como hemos visto existen diferentes categorias de datos de tal manera que
necesitamos ordenarlos y agruparlos dado las condiciones que caracterizan la
cantidad y la calidad de ellos. Estos datos los podemos clasificar en bloques
discretos / continuos, y empleando las escalas de medicion usadas en la
Estadistica, a saber: nominal, ordinal y de intervalos.

Una vez recopilados y organizados los datos, el principal interés consiste en
observar cual es su comportamiento, a continuacion veremos algunas tablas y

bloques estadisticos.
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1.4.1 Representacion de tronco y hoja

Un método para iniciar el analisis exploratorio de los datos, previo al uso de
los métodos estadisticos tradicionales, y que ademds proporciona informacion
rapida y visual, es la representacion: tronco y hoja. Esta representacion se basa
en la ordenacion de los datos a manera de grafico, pero sin llegar a ello, utilizando
las decenas y las unidades. Puede usarse tanto con datos categéricos como con
datos numéricos. Es de uno de los bloques estadisticos mas faciles de usar y que
ademas de ordenar datos los procesa en informacion (tabla 1.4.1.1).

| DECENAS |

Tronco

S3AvdINN

Tabla 1.4.1.1 representacion tronco y hoja
Ejemplo Propuesto
Utilizando la tabla de variables del grupo realizar una representacion de
tronco y hoja para unas de las variables con que se cuenta (peso, estatura, edad).
Datos de la variable numérica “peso”.
78, 93, 61, 100, 70, 83, 88, 74, 97, 72, 66, 73, 76, 81, 83, 64, 91, 70, 77, 76

| DECENAS

6|146

7102347678
Tronco 8/1368

91137

10|0

S3AvdAINN

Ejemplo Propuesto
Datos de la variable categérica “pelicula de estreno”.

Introduccion a la Estadistica y Probabilidad. Memorias de desempefio laboral del curso de Estadistica y Probabilidad de la Escuela Nacional 27
Preparatoria. TEORIA Y PRACTICA



Capitulo | Estadistica descriptiva )
HERNANDEZ RIVERA ALEJANDRO

Un grupo de alumnos es ganador de un pase doble para asistir a la Premier
de una pelicula, al final de la proyeccion se les pide su opinién para la critica que
sera publicada al dia siguiente en las mamparas de la sala de cine.

Se muestran a continuacion las opiniones proporcionadas: 2 opinan que es
muy buena, 37 piensan que es buena, 15 estan indecisos, a 16 alumnos les
parecié mala, 1 dijo que es muy mala.

Como vemos es dificil interpretar la informacion obtenida, para poder tener
una mejor idea sobre la calidad de la proyeccion se ordenan los datos en un

gréafico de tronco y hoja como el siguiente:

DECENAS
muy
buenalll
buena | I T T TEOE FEEE TR0 EEeee
Tronco indecisos | I
mala | I T

muy mala ||

S3AvdiNN

En realidad una representacion de troncos y hojas presenta la misma
informacion que la lista original de datos pero de una manera mucho mas
compacta y manejable.

Sin embargo la informacidn mas compleja resulta un poco mas dificil de
manejar, por lo que en ocasiones conviene redondear sus datos. Ignorar sus
partes principales o utilizar las centenas u otras posiciones de los niUmeros para
los troncos. Si aun asi resulta dificil interpretar la informacion es necesario utilizar
gréficos circulares, diagramas de barras, diagramas de lineas, diagramas de

puntos, etc.

1.4.2 Grafico circular o de pastel

Esta gréfica proporciona el porcentaje a través de sectores en un circulo.
Recordando que a todo el circulo le corresponden 360° de tal modo que la
apertura del sector se hara en base a una regla de 3 (figura 1.4.2.1).
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Figura 1.4.2.1 Grafico circular
Ejemplo Propuesto 1.
Si la sefiora Maria tiene una tabla de la PROFECO como la que se muestra a
continuacion, ¢como puede construir una grafica de barras, para ver cuél es la
diferencia entre los precios de las licuadoras?
Marca Precio
Philips $229
Man Ipv9014 $310
Man Ipv9002 $310

Moulinex $550
Black & Decker  $360
Taurus lp7 $199

Taurus Ip3n $169

Las graficas de barras se construyen con dos ejes: uno horizontal, al que se le
conoce como “X”, y uno vertical, al que se le conoce como “y”, véase el siguiente

ejemplo (figura 1.4.2.2).
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Figura 1.4.2.2 Eje de coordenadas

En el eje de las “x” se sefalan los objetos o cosas a describir, en el eje de
las “y” se marca una escala en la que se puedan observar los datos de los objetos
0 cosas descritas.

Las cosas a describir, en este caso, son las diferentes licuadoras, por lo que
se ubican en el eje de las “x”. Como el precio méas alto es de 550 pesos, la escala
del eje de las “y” debera, por lo menos, contener esa cantidad.

Esto quiere decir que las marcas son las “x”, y las “y” son los precios.

X Y
Marca Precio
Philips $229

Man Ipv9014 $310
Man Ipv9002 $310

Moulinex $550
Black & Decker  $360
Taurus Ip7 $199
Taurus Ip3n $169

Con la tabla anterior se puede construir una grafica de acuerdo a los
siguientes pasos.

I. Ordene los datos en una tabla en la que en su primera columna claramente

se establezcan los conceptos, nombres, cosas o articulos que va a

describir, y en la segunda, la informacion que los describe.
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II. Dibuje el eje horizontal o de las “x”, y el vertical o de las “y”.
lll. En el eje de las “x” coloque los nombres de los articulos, cosas o personas
que desea describir.
IV. En el eje de las “y” coloque la escala que incluya el dato mas grande de los
qgue va a describir; en este caso es de 550.
V. Arriba de cada uno de los nombres de lo que va a describir dibuje una barra
del tamafo de los datos.

Con la gréafica que construyo la sefiora Maria, de manera sencilla se puede
distinguir que la licuadora mas cara es la Moulinex y la mas barata es la Taurus
Ip3n.

Recuerde que la clave para construir una grafica siempre sera conocer lo
que se quiere describir y tener los datos que lo describen.

Ejemplo Propuesto 2.
En el Instituto Nacional de Nutricion a la sefiora Elena le dieron una tabla del

poder calérico de algunos alimentos, como la que se muestra a continuacion.
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Alimento Calorias | Alimento Calorias
Arroz 350 Leche descremada 38
Azucar 400 Leche entera 65
Carne de cerdo 150 Lechuga 18
Carne de res 140 Limones 44
Cocoa 497 Mantequilla 733
Col 41 Miel de abeja 63
Chicharos 91 Naranjas 51
Chiles secos 312 Nueces 464
Chocolate 552 Pan blanco 261
Frijoles 345 Pan integral 245
Harina blanca 353 Papas 85
Higado 128 Pescado 122
Huevos (dos) 148 Platanos 99
Jitomates 23 Pollo 143

¢Como puede la sefiora Elena construir una grafica con la informacién que
obtuvo?

a) Definir lo que quiere describir y los datos que lo describen.

b) Construir los ejes horizontal (x) y vertical (y).

c) Escribir el nombre de lo que se representa en el eje de las

“x” (horizontal), en este caso es el nombre de los alimentos.

Y
200

100

Arroz
Azlicar
Paopas
Pescado

Carne de cerdo
Cocog
Col

Muecas

Limones
Pan blanca

Higado
fhantequilla
Mgl de abeja

Carne de res
Chicharas
Chiles secos
Chocolate
Frijoles
Harina blanca
Huevos {dos)
Jitomates
Leche descremada
Leche entera
Lechuga
Maran jas

Pan integral
Pidranos

Pollo

a) Anotar una escala de niumeros que contenga el mayor dato
de calorias de los alimentos, en este caso es 733 de la

mantequilla.
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b) Sobre cada nombre de alimento dibuja una barra del tamafio
gue le corresponde.
Con lo anterior, le queda una grafica como la siguiente: VALOR CALORICO DE
100 g DE ALIMENTOS FRESCOS

Ejercicio Propuesto.
La sefiora Guadalupe es muy ordenada y lleva la cuenta de cuanto gasta cada
mes; con sus datos hace una tabla como la que se muestra a continuacion.
Mes Gastos
Enero $4,560
Febrero $4,900
Marzo $4,800

Abril $4,750
Mayo $5,050
Junio $4,900
Julio $5,250

Agosto $4,950
Septiembre  $5,100
Octubre $5,000
Noviembre  $4,900
Diciembre  $6,100
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¢, COmo podria representar graficamente estos datos por medio de una grafica de
barras la sefiora Guadalupe?

Ejercicio Propuesto.

Marcela va a comprar pollo entero; para hacer su mejor compra compara los

precios, y hace una tabla como la que se muestra a continuacion.

Tienda Precio
Gigante $15,50
Aurrera $16,50
Walmart $17,80
El surtidor $17,10

¢, Como puede construir una gréfica de barras la sefiora Marcela?

1.5 Organizacion de los datos por medio de tablas
Frecuencias
1.5.1 Frecuencia Absoluta (F.A. o0 n))
Es el nimero de veces que se repite un valor de una variable. La suma de

las frecuencias absolutas es igual al nimero de individuos del grupo:

1.5.2 Frecuencia Relativa (F.R. o fj)

Es la razén entre la frecuencia absoluta y el niumero de elementos del

conjunto.
fo
j= |
Notas:
e 0L fi <1
n
D WLES!
i=1 !
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1.5.3 Frecuencia Absoluta Acumulada (F.A.A. o N))
Es la suma de las frecuencias absolutas hasta un valor determinado (i).

1.5.4 Frecuencia Relativa Acumulada (F.R.A. 0 F)

Es la suma de las frecuencias relativas hasta un determinado valor (i).

1.5.5 Distribucion de frecuencias

Es el conjunto de todos los valores que ha tomado la variable estadistica
acompafnados de sus correspondientes frecuencias.

Segun cémo estén agrupados los datos tendremos dos tipos de

distribuciones:

1.5.5.1 Distribuciones no agrupadas
Una vez recopilada la informacién, esta se dispone asociando a cada valor
de la variable sus correspondientes frecuencias. Se representan en una tabla

como la que sigue (tabla 1.5.5.1.1):

Xj N; fi Ni Fi
X1 Ny fi N1 Fi
X2 Ny f N2 Fo
Xn Ny fo | No | Fy

N 1

Tabla 1.5.5.1.1 representacion de datos no agrupados

1.5.5.2 Distribuciones agrupadas

Los datos se agrupan en intervalos cuando el numero de valores que ha
tomado la variable estadistica es lo suficientemente grande.

Se agrupan para optimizar el tratamiento de la informacién. EI nimero de
intervalos esta generalmente, entre 4 y 15, no siendo nunca superior al 10% de los
datos.

Una regla muy utilizada para elegir el numero de intervalos es tomar el

entero mas préximo a -/n, siendo n el nimero de datos.

Se representa en una tabla como la siguiente (tabla 1.5.5.2.1):
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LiPLia| N fi 1N Fi
Lo 9'.1 Nnq fl N, Fi
L,2L, Ny fo N, F>

I—n—l él_n nn fn Nn Fn
N | 1
Tabla 1.5.5.2.1 representacion de datos agrupados

Nota: Los intervalos son cerrados por la derecha y abiertos por la izquierda, es
decir, [**).

Ejemplo Propuesto:

a) La siguiente tabla muestra a la variable x; como el nimero de materias
reprobadas por los alumnos y n;la cantidad de alumnos que deben ese nimero de

materias:

N; f; N;
1 1/36 1 1/36
19 19/36| 20 | 20/36
11 11/36] 31 | 31/36
2 2/36 | 33 | 33/36
3 3/36 | 36 1

m

Nlw|N|R|O|x

1.5.6 Amplitud del Intervalo (c;)
Es la diferencia entre el valor limite superior y limite inferior de un intervalo.
¢ =L.,-L
1.5.6.1 Tipos de intervalos
e Uniformes
Tienen el mismo rango de clases.
e Desiguales
No tienen el mismo rango de clases.
e Abiertos
El limite inferior del intervalo es igual a « y el limite superior del

intervalo esigual a « .

1.5.7 Marca clase (xj)
Hace referencia al punto medio del intervalo. Se utiliza para calcular la

media de la distribucion.
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L.+L

i+1 i

Frecuencia Frecuencia
Integrantes  Frecuencia  Absoluta  Frecuencia  Relativa
de la familia absoluta acumulada relativa acumulada

2 1 1 1/33 1/33
3 2 3 2/33 3/33
4 10 13 10/33 13/33
5 12 25 12/33 25/33
6 4 29 4/33 29/33
7 2 31 2/33 31/33
8 1 32 1/33 32/33
9 0 32 0/33 32/33
10 1 33 1/33 33/33

1.6 Tipos de gréficas

Gran parte de la utilidad que tiene la estadistica descriptiva es la de
proporcionar un medio para informar basado en los datos recopilados. La eficacia
con que se pueda realizar tal proceso de informaciébn dependera de la
presentacion de los datos, siendo la forma grafica uno de los mas répidos y
eficientes, aunque también es uno de los que mas pueden ser manipulados o ser
malinterpretados si no se tienen algunas precauciones al realizar las gréficas.

Los tipos pueden ser:

1.6.1 Diagrama de barras
Se utiliza para variables discretas y en general para distribuciones no

agrupadas (figura 1.6.1.1).
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Figura 1.6.1.1 ejemplos de diagramas de barras

1.6.2 Diagrama de frecuencias acumuladas
Se representan las frecuencias acumuladas en el eje de las ordenadas (y) y

los valores que toma la variable en el eje de las abscisas (X).

1.6.2.1 Histograma de frecuencias
Se utiliza para datos agrupados y se construye levantando sobre cada
intervalo un rectangulo de area proporcional a la frecuencia absoluta (n;)

correspondiente a ese intervalo.
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Dependiendo si los intervalos son o no uniformes se procedera de la
siguiente forma:

e Intervalos uniformes (igual amplitud): en este caso las alturas de los
rectangulos seran igual a las frecuencias absolutas, ya que al ser las bases
de los rectangulos iguales, las areas solo dependeran de las alturas, y por
tanto de la frecuencia absoluta.

e Intervalos no uniformes (distinta amplitud): tendremos que calcular las
distintas alturas, ya que las bases de los rectangulos son diferentes.

El célculo de la altura lo haremos obteniendo la densidad de

. , . n,
frecuencia (d;), a traves de la formula d;, = '
C.

i
1.6.2.2 Poligono de Frecuencias Absolutas
También dependera de si los datos estan o no agrupados.
e Datos no agrupados: el poligono se construye uniendo los puntos mas altos
del diagrama de barras.
e Datos agrupados: en este caso se construye calculando primeramente la
marca de clase de cada intervalo, luego unimos los puntos obtenidos con el

primer valor del intervalo inicial y el ultimo del intervalo final.

1.6.2.3 Ojiva o poligono de frecuencias acumuladas
El grafico sera siempre ascendente por el hecho de ser frecuencias

acumuladas. Se utiliza para distribuciones agrupadas.
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Ejemplo Propuesto:

El siguiente grafico muestra la frecuencia relativa de los animales con
duefio y los animales realengos (callejeros). Cabe sefalar que los animales
realengos carecen de atencidén y por tanto no estan vacunados y constituyen un

problema de salud publica.

Ejemplo Propuesto:

Utilizando la tabla de datos anterior (donde se les pregunto a los alumnos edad,
peso, estatura, integrantes de la familia, calzado, etc.) Integrantes de la familia
Limite superior = 10

Limite inferior = 2

Rango = limite superior - limite inferior=10-2 =8
Recorrido=rango+1=8+1=9

Obtenemos los multiplos de rango y recorrido

82>1,2,438
921,39
2 1
3 2
4 10
5 12
6 4
7 2
8 1
9 0
10 1
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intervalos Intervalos Marca de Frecuencia Frecuencia Frecuencia Frecuencia

de clase de clase clase  absoluta  absoluta relativa relativa
acumulada. acumulada
2>4 15245 3 13 13 13/33 13/33
5>7 45->75 6 18 31 18/33 31/33
8>10 75->105 9 2 33 2/33 33/33

Ejemplo Propuesto

Utilizando los datos recabados anteriormente usamos la tabla de peso para
obtener:

Limite Inferior = 48

Limite superior = 80

Rango = limite superior — limite inferior = 80 — 48 = 32

Recorrido =rango+1 =32+ 1 =33

Creacion de intervalos en la tabla de dispersion de datos

Por medio del rango obtenemos los mudltiplos que podran ser el intervalo
adecuado de clase, recordando evitar frecuencias de cero en dichos intervalos
32->1,2,4,8,16, 32
33->1, 3,11, 33

Otro método es sacar la raiz cuadrada a los valores de rango y recorrido y
ambos se redondean, de este modo también se obtiene un buen estimador para

saber como quedan los intervalos de clase
Rango =32 32=5.6->6
Recorrido =33 33=5.7->7
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Limite inferior Frecuencia Limite inferior Frecuencia Limite inferior Frecuencia

48 1 61 0 74 0
49 0 62 2 75 1
50 5 63 2 76 0
51 2 64 0 77 0
52 4 65 1 78 0
53 2 66 0 79 0
54 1 67 0 80 1
55 1 68 4
56 1 69 0
57 1 70 0
58 0 71 0
59 1 72 0
60 3 73 0

1.7 Introduccion a la sumatoria )
En este punto nos referimos brevemente a un tipo especial de simbolos
relacionados con los conjuntos de los numeros naturales y el de los enteros. Los

operadores sigma, pi, unién e interseccion.
a) Sigma Y _

b) Pi []

c) Unién | J

d) Interseccion [ )

1.7.1 Union e Interseccion
En la vida real, un operador puede ser el conductor de un camion, un
cirujano o el encargado de operar un sistema telefénico. Desde un punto de vista

matematico un operador es un simbolo que altera el significado de una expresion
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matematica. Conoces y has utilizado algunos de ellos. Por ejemplo los
operadores logaritmicos In (logaritmo natural) y log (logaritmo base 10), los
operadores trigonométricos sen, cos, tan, sec, ctg, csc.

En general los operadores se usan para abreviar repeticiones de una
misma operacion.

Antes de la época de las computadoras, por dar un ejemplo, se utilizé
mucho la transformacién de producto en suma de logaritmos para simplificar
operaciones aritméticas, es decir:

Inab=Ina+Inb

Ejemplos Propuestos:

Sea la expresion matematica de la forma
n -
O (i)
i=1
Es la repeticion de un enunciado de la forma f(i) afectado varias veces por
la misma operacién O. Cada vez que se repite la forma f(i) en la expresion del

operador, la variable independiente i toma sucesivamente los valores que se le

especifican al lado derecho o abajo y arriba del operador O.

a) Si tenemos un conjunto A ={2, 5, 7,11}, y el operador matematico éf(i)

Donde f(i) = 2i

Tendremos:

2i O 2i O 2i O 2i, yaque son 4 lo elementos que conforman al conjunto, es
decir

i=2,i=5, i=7, i=11

2(2) 0 2(5) O 2(7) 0 2(11)

Lo que nos da como resultado: 4 O 10 O 14 O 22

b) Si tenemos un conjunto B ={1, 2, 3, 4, 5}, y el operador matematico _O:f(i)

Donde f(i) = 2i - 1
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Tendremos:

2i-1 O 2i-1 O 2i-1 O 2i-1 O 2i-1, ya que son 5 los elementos que conforman al
conjunto, es decir

i=1, i=2, =3, i=4, i=5

2(1)-1 O 2(2)-1 O 2(3)-1 O 2(4)-1 O 2(5)-1

Lo que nos da como resultado: 1 03050709

c) Si tenemos un conjunto C ={1, 3, 5, 7, 9}, y el operador matematico O:f(i)

Donde f(i) = 3i/ 2

Tendremos:

3i/2 O 3i/2 O 3/203i/203il2 yaque son5 los elementos que
conforman al conjunto, es decir

i=1, i=3, i=5, i=7, i=9

3(1)/2 O 3(3)/2 O 3(5)/2 O 3(7)/2 O 3(9)/2

Lo que nos da como resultado: 1.504.507.5010.50 135

Ejercicios Propuestos:

Exprese los elementos al desarrollar el operador con la funcion dada

a) Si tenemos un conjunto C = {0, 1, 2}, y el operador matematico iO:lf(i)
Donde f(i) = sen 2i

b) Si tenemos un conjunto C ={0, 1, 2, 3}, y el operador matematico iCZ)lf(i)
Donde f(i) =i - 1

c) Si tenemos un conjunto C = {1, 3, 5}, y el operador matematico iOzlf(i)

Donde f(i) = 3i® + 4i — i

1.7.2 El operador sigma
La primera operacion a la que nos referimos es la de la suma. Cuando

gueremos abreviar una suma, cuyos sumandos son todos de la misma forma,

usamos el operador sigma: z
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Ejemplos Propuestos:

5

DX =1+2+3+4+5=15

ile:2(1)+2(2)+2(3):2+4+6:12

8

Z(i2 + 2): (32 - 2)+(42 - 2)+(52 + 2)+(62 + 2)+(72 + 2)+ (82 + 2): 211

i=3

Ultimamente se ha difundido la lectura )’ x, como “la Sumatoria de las y,”

aunque debemos considerar a esta ultima forma de leer a la expresion como
erronea, ya que la palabra sumatorio o sumatoria es en castellano un adjetivo y en
este caso la estamos usando como sustantivo.

A veces es conveniente introducir el simbolo infinito <« como limite superior
de una suma, de esta manera hacemos notar que la suma que nos interesa tiene
una infinidad de sumandos, es decir, que no existe un sumando que podamos
considerar que sea el ultimo o que el conjunto indicador es un conjunto infinito.

El uso del simbolo infinito <« como limite superior se lee “hasta el infinito”.
1.7.2.1 Propiedades de la Sumatoria

Propiedad 1

n
Sea ¢ una constante, » cx; =c)_X,
i=1

Ejemplo propuesto:
5
ZSXi , puede ser resuelto como
i=1
(8*1)+(8*2)+(8*3)+(8*4)+(8*5)=8+16+24+32+40=120
Usando la propiedad 1 seria
8(1+2+3+4+5)=8(15)=120
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Propiedad 2

iZl:x +Y;) Zx +ZyI

Ejemplo propuesto:
Sea ) (x; +Y;), donde, x; =135,7,9, y, =2,4,6,80.

(1+2)+(3+4)+(5+6)+(7+8)+(9+0)=3+7+11+15+9=45

Usando la propiedad 2 quedaria

(1+3+5+7+9)+(2+4+6+8+0)=(25)+(20)=45
Propiedad 3

Z(/%Xi +7yi): ﬂzxi +7ZYi
i=1 i=1 i=1
Ejemplo propuesto:
A=2 &
Sea 3 (% + ;) ZZX +3ZyI
7/ = i=1
[2(1)+2(2)+2(3)+2(4)+2(5)]+[3(1)+3(2)+3(3)+3(4)+3(5)]=
[2+4+6+8+10]+[3+6+9+12+15]=[30]+[45]=75
Usando la propiedad 3
2(1+2+3+4+45)+3(1+2+3+4+5)=2(15)+3(15)=30+45=75
Propiedad 4

n m n
D% =Y %+ > X ,siempreycuando 1<m<n

i=1 i=1 i=m+1

Ejemplo propuesto:

Sea Y x, =YX+ ».x con m=6y n=35, quedaria representado

i=1 i=1 i=m+1
35 6 35
z X = z X, + z X,
i=1 i=1 i=7

Propiedad 5

0
D x =0, es decir, sin=0

i=1
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Ejercicios Propuestos:

1. >'i*+5 donde A= {-1, -3, -5}

ieA

2. > k*+2k+1donde 3< j<6

k=2

3. Y a?donde a={3, 6, 12}

ieA

HERNANDEZ RIVERA ALEJANDRO

4. La siguiente tabla de datos muestra las -calificaciones del examen

diagnéstico de ingreso a facultad.

20123 (29|27 |26 |27
31126 |30 |25(|28 |28
19131 |27 |24 |25 |22
2512512530 |27 |27
1912112413429 )21

a) Obtener limite superior, limite inferior, rango y recorrido.

b) Construya la tabla de dispersion de datos con intervalos.

c) Elabore la tabla de distribucién de datos.

d) Dibuje el Histograma correspondiente segun la tabla de distribucion.

e) Calcule la ecuacion de la linea recta para el primer par de marcas de

clase.

Ejemplo Propuesto:

Existe un viejo problema planteado a los hombres en la antigtiedad en cual

consiste en dividir 100 panes entre 5 personas segun una progresion aritmética,

. 1 -
de modo que la suma de las dos primeras sea 7de la suma de las 3 ultimas.

Se toma 5 % como diferencia de la progresion aritmética; se tiene asi 23, 17%,

1 . ., 2 .
12, 65, 1; se aumentan esos nimeros en la proporcion 1 3 y se obtienen las

partes que corresponden a cada persona.
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1.8 Analisis de datos de una variable: medidas de tendencia central y de
localizacion

Las medidas de tendencia central, son parametros estadisticos que
permiten observar entre otras cosas el comportamiento de los datos recopilados,
para una mejor comprensién analizaremos el siguiente ejemplo. Un estudiante de
bachillerato perteneciente a la ENP presentara 1 examen final al término del ciclo
escolar, es posible que presente 2 exdmenes finales, probablemente sean 3
examenes finales, pero no seria tan normal que presente 7 0 mas examenes
finales.

Como podemos observar, este pequefio analisis se puede llevar a cabo, ya
que se contaba con el promedio de exdmenes que presenta un estudiante afio con
afio en su vida escolar, a continuaciéon se veran algunas de estas medidas de

tendencia central y como localizarlas.

1.8.1 Media geométrica

Es una medida de posicion menos usual que la media aritmética, pero cuya
aplicacion es especialmente til, por ejemplo para datos que tienen un
comportamiento geométrico, como el crecimiento de una poblacién, las tasas de
interés en un banco, los interese generados en una tarjeta de crédito, etc. La
media geométrica de n valores es igual a la raiz n-+esima del producto de esos
valores.

Para una variable que puede tomar n valores Xi, Xp,...,Xn la formula

correspondiente seria:

Media Geométrica. G=gfx, *x, *...* x,
k
En donde n=> a,
i=1

e Distribuciones unitarias

-
— * * * —
G=Nx*%*.*x =N[]x
i=1
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e Distribuciones no unitarias , agrupadas 6 no

— Ny MKy Mx *yNh _
G_\/xl1 oo T =)

Propiedad

1.8.1.1 Ventajas y limitaciones

Analogamente a la media aritmética, esta media tiene la ventaja de que en
su elaboracion intervienen todos los valores de la variable, no obstante, presenta
un gran inconveniente, y es que a veces queda no determinada. Esto es cuando la
variable toma valores negativos.

Por otro lado, basta con que alguna observacion sea cero para que, con
independencia del resto de los valores, la media geométrica valga cero. Esto es un
inconveniente, ya que esta medida no estaria teniendo en cuenta el resto de las

observaciones.

1.8.2 Media armonica

La definicion de esta medida es algo més dificil sin recurrir a una férmula.
Su significado intuitivo y los casos en los que puede aplicarse se comprenderan
mejor a través de los siguientes ejemplos propuestos.

a) Un estudiante hace todos los dias el recorrido de su casa a la
Universidad, es decir, metro UAM-I — metro C.U. El viaje de ida lo realiza a una
velocidad media de 80km/h, y el de regreso, a una velocidad media de 40km/h.
¢ Es posible concluir que la velocidad media ha sido del viaje completo de 60km/h?

Para responder a esta pregunta debemos tener en cuenta la definicion de

espacio

velocidad, que dice: velocidad = —
tiempo

Si la distancia metro UAM-I — metro C.U. es de 70km, el tiempo que ha

: 70km ,
tardadoenlaidaes t=———, es decir 7/8.
80km/h
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70km
40km/h

El tiempo total consumido en la ida y vuelta es 7/8 + 7/4 = 21/8h, en un

El tiempo utilizado en el regreso fue: t = =7/4.

recorrido total de 140km. Como la velocidad media es la distancia dividida por el

tiempo, entonces tenemos que:

espacio _ 140K _ 1 15+ 8 _ 53 3m/n
tiempo 21, 21
8

Luego, la respuesta es que la velocidad media no fue de 60km/h, sino de
53.3km/h.

¢Por qué la media aritmética no es adecuada en este ejemplo propuesto?
La razén estd en que velocidades diferentes se mantienen sobre recorridos
iguales, pero no durante el mismo tiempo. Si los tiempos fueran los mismos,
entonces la media aritmética seria idonea.

b) A dos mecandgrafas se les encarga que copien un informe, la que
escribia rapido hace el encargo en dos horas; la otra, en tres horas. ¢Es posible
con estos datos concluir que el tiempo promedio que tardan las secretarias en
hacer el escrito es 5/2h, es decir 2 horas y media?

Para responder esta pregunta debemos considerar el tiempo y el trabajo
que realiza cada una en ese lapso de tiempo, es decir:

Sea x el tiempo que se tardan en terminar el trabajo ambas secretarias,
podemos determinar qué parte del trabajo realiza en una hora cada mecandgrafa,
donde vemos que la mecandgrafa mas rapida realiza la mitad del trabajo en una

hora, mientras que la otra, en una hora solo realiza una tercera parte del mismo. Si

: , . 1 :
trabajaran juntas realizarian | = |del trabajo en una hora, entonces tenemos que:
X

(1j = ;tl +;t2 = 2 , donde t; es el trabajo realizado por la secretaria rapida y t; es
X

el trabajo realizado por la otra. De aqui se deduce:

(Ej:§_>6*1=5*x—>x:9:1.2horas
X 6 5
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Luego, la respuesta es que el tiempo medio es 2.4h o sea 2 horas 24

minutos y no 2 horas 30 minutos como pensabamos al principio.

En general, la media armoénica es igualmente adecuada cuando se trata de
promediar variables que por su propia definicibn son cocientes, tal es el caso de:
(velocidad, espacio, tiempo), (precio por unidad), (rendimiento por hectarea), etc.

Para una variable que presenta n valores distintos la formula de la media

armonica (H) seria:

MA — n _.n
1 1 1 n (1
— ettt z il
Xp X X, i1 \ X
Si existen valores repetidos:
n n

M.A.: =
nl n2

LLIVL SRS i{l}
XX Xy i\ X
1.8.2.1 Ventajas y limitaciones
Como ventajas de esta medida, cabe destacar que en su elaboracion
intervienen todos los valores de la variable. Aunque, si algun valor de la variable
es cero, la media armdnica también es cero. Ademas, cuando aparecen valores
préximos a cero pierde representatividad, ya que lo inversos de ellos se hacen

muy grandes y disminuye la importancia de los valores altos de la distribucion.

1.8.3 Media aritmética

Es la media mas conocida y utilizada en la vida diaria. Hay tres formas de
calcularla; estas tres formas se corresponden con los tres tipos de distribuciones
de frecuencias conocidas.
a) Media aritmética simple

Supongamos que en una clase de 8 alumnos, las calificaciones en el

segundo parcial en la asignatura de estadistica fueron: 4, 6, 5, 2, 7, 9, 8,1.
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Una forma de resumir y caracterizar estos resultados es obtener la nota

media de este pequefo grupo de alumnos. Para ello dividimos la suma de todas

calificaciones por el nimero de alumnos, en este caso es:

1+44+6+5+2+7+9+8
8

=5.25

La media aritmética simple es la suma de valores de una variable dividida

por el numero de ellos, es decir:

b) Media aritmética ponderada

Lo normal seria que en una clase haya mas de 8 alumnos y que dos o0 mas

obtengan las mismas calificaciones. Por ejemplo, digamos que en clase hay 30

alumnos y sus calificaciones en estadistica fueron las que se observan en la

siguiente tabla (tabla 1.8.3.1).

Calificaciones Alumnos que
Obtenidas obtienen esa
En el curso calificacion

2 4

3 2

4 7

5 9

6 3

8 5

Tabla 1.8.3.1 tabla de calificaciones de alumnos

(2*4)+(3*2)+(4*7)+(5*9)+(6*3)+(8*5)

30

=4.83

El concepto de media aritmética ponderada se aplica cuando no todos los

valores de la variable tienen la misma importancia.
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La media aritmética ponderada se define como la suma de los productos de
los valores de la variable por sus frecuencias absolutas dividido por el nUmero total

de valores, esto es:

Donde:
k=es el nimero de valores distintos de la variable(x1, X2, X3,...,Xk)
n=es el numero de veces que se repite cada x; también puede interpretarse como

la ponderacion de cada x;.

c) Media aritmética en distribuciones agrupadas en intervalos

Para determinar la media aritmética en estas distribuciones se utiliza la
misma férmula que para la media ponderada, con la Unica diferencia de que aqui
la columna x; son las marcas de clase. El procedimiento para calcular es el
siguiente:

e Se forma una nueva columna, que sera de las marcas de clase 0 puntos
medios de los intervalos (x;).

e Se elabora una cuarta columna, que sera la correspondiente a los
productos de las frecuencias absolutas por las marcas de clase
correspondiente a cada intervalos (x;, n;).

e Se suma la cuarta columna, y este resultado se divide por n. Este cociente

es precisamente la media aritmética de la distribucién agrupada.

De manera resumida, la formula para la media aritmética de una

distribucion agrupada en k intervalos es:
k
X, *n;
1

N —
n

donde x; son ahora las marcas de clase.
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1.8.3.1 Propiedades de la media aritmética

Las propiedades mas destacables de esta medida son:

1) La suma de las desviaciones de los valores de la variable respecto a su media
es cero.

2) Si un conjunto de valores se puede descomponer en dos 0 mas subconjuntos,
la media aritmética de todo el conjunto se relaciona con las medias aritméticas de

los diferentes subconjuntos disjuntos.

1.8.3.2 Relacién entre las medias aritmética , geométrica y armonica :

H<G<X

Ejercicio Propuesto:

Se comparan muchas veces 2 computadoras procesando diversos
programas de ‘“referencia” y registrando la diferencia en tiempo que requiere el
CPU (Central Process Unit) para completar el mismo programa. Seis programas
de referencia, procesados en 3 computadoras, produjeron los siguientes tiempos

de CPU en minutos:

Programas de Referencia
Computadora 1 2 3 4 5 6 z X;

SONY 1.12 1.73 1.04 1.86 1.47 2.1
TOSHIBA 1.15 1.72 1.10 1.87 1.46 2.15
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A través de estos datos:
a) obtenga el valor medio del tiempo individual de cada computadora.
b) ¢ Cudl seria la recomendacién si fuese a comprar alguno de estos dos equipos?

¢Por qué?

Ejercicio Propuesto:
Obtener la media de la variable de integrantes de la familia

1.8.4 Mediana (Me)
Es el valor de los datos que ocupa la posicion central cuando los datos se

ordenan segun su tamafio.

Se representa por x (se lee como “x tilde” o “mediana de la muestra”)

1.8.4.1 Procedimiento para obtener la mediana:

Paso 1: Se ordenan los datos del valor menor al valor mayor registrado. Es decir,

la mediana es el valor que ocupa el lugar central si el nimero de observaciones es

impar. Si el nimero de datos es par, podra decirse que existen dos valores

medianos y, en tal caso se calcula la media de los valores medianos. Por ejemplo:
= {1, 2,3, 4,5} Me=3

= {1,2,3,4,5,6) Mez% =35

Paso 2: Se determina la profundidad (o posicion) de la mediana, la cual se
encuentra al sumar los nimeros de posiciéon de los valores de los datos mas
pequefios y mas grandes, y al final se divide el resultado entre r (n es el mismo
namero que la cantidad de porciones de los datos).

La profundidad (numero de posiciones a partir de cualquier extremo) o

posicion de la mediana se determina con la siguiente férmula:

1
D(x)=n+=
(x) n+2
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Paso 3: Se determina el valor de la mediana. Con la profundidad de la mediana se
cuenta desde un extremo en los datos ordenados, localizando el dato que esta en
la D(x)-ésima posicion.

La mediana sera la misma sin importar a partir de cual extremo de los datos
(méximo o minimo) ordenado se cuente. De hecho, contar desde ambos extremos
sirve como una comprobacion.

La mediana puede definirse también como el valor que tiene una
distribucion acumulada igual a 5 Para calcularla distinguiremos de nuevo si los

datos estén o no agrupados.
La formula para obtener la mediana en distribuciones agrupadas en clases
quedaria:
N
Me=L, ,+ 2 xC,

Ejemplo Propuesto:
a) Encuentre el valor de la mediana del conjunto de datos siguiente: {6,
3, 8,5, 3} Me=5

b) En la tabla

X| n| N|
0O 2 2
1 3 5
2 4 9
3 1 10

X= 14 =14

10
Me=1+2 =1.5 porque N =N, —>10 =5
2 2 2
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1.8.5 Moda

La moda de un conjunto de datos se define como el valor de x (la variable)
que se repite u ocurre mas frecuentemente. Debido a que los datos pueden
agruparse de manera arbitraria —en el caso de la distribucion continua— la moda no
es la mejor medida de tendencia central. Para ejemplificar la moda, en el conjunto
de datos del ejemplo anterior 3, 3, 5, 6, 8, la moda es 3 ya que es el dato que mas
veces se repite. En la muestra 6, 7, 8, 9, 9,10 la moda es 9. Si 2 valores de una
muestra estan empatados en cuanto a mayor frecuencia (nGmero de ocurrencias)
se dice que es bimodal, si existen tres datos con la mayor frecuencia se dice que
es trimodal, si se tiene mas de tres modas se le conoce como multimodal. Por
ejemplo en la muestra 3, 3, 4, 5, 5, 7, tanto el 3 como el 5 aparecen un niamero
igual de veces. No hay ningun valor que aparezca con mas frecuencia.

En el caso de datos agrupados la formula para obtener la moda es:

Moda =L + LW
d, +d,

donde:
L=limite inferior de la clase modal
d;=diferencia entre la frecuencia de la clase modal y frecuencia de la clase
anterior.
d,=diferencia entre la frecuencia de la clase modal y frecuencia de la siguiente
clase.
w=amplitud del intervalo
Ejemplo Propuesto.
El nimero de automdviles por departamento que pertenecen a una muestra de
propietarios en un gran complejoes: 1, 2,1, 2, 2, 2, 1, 2, 3, 2 ¢cual es la moda?

Vemos que el dato que tiene mayor frecuencia es 2, es decir, la moda es 2.

1.8.5.1 Rango medio
Numero que estad exactamente a la mitad del camino entre un dato con
menor valor y un dato con mayor valor (maximo y minimo). Se encuentra sumando

estos valores y dividiéndolos entre 2.
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Ejercicio Propuesto

Todos los alumnos llevan a clase un Yakult y se toman las mediciones en relacion
al contenido en una probeta graduada, con ello se prueba el control de calidad que
siguen las empresas a la hora de envasar sus productos.

Datos:

Sujeto = 1 pieza de Yakult (yogurt para beber a base de lacto bacilos).

Contenido neto reportado en el envase = 80ml.

a) Obtener media, moda, mediana, promedio
b) Comparar las medidas de tendencia central obtenidas. Inferir una
conclusién y justificarla segun:
1. Vendedor
2. Consumidor
3. PROFECO (procuraduria federal del consumidor)
c) ¢Consideras que el instrumento de medicion con la lectura que se
realiz6 fue la mas precisa para el caso?
d) Hacer tabla de dispersion de datos

e) Dibujar el Histograma

1.8.6 Fractiles

Son valores de la distribucibn que la dividen en partes iguales.
Dependiendo en cuantas partes dividan a la distribucion reciben varios nombres,
cuarteles (4), deciles (10), percentiles (100).

Asi como la mediana marca la mitad de los valores mayores que ella, los

cuartiles permiten identificar valores ubicados en diferentes posiciones.

1.8.6.1 Cuatrtiles

Los cuartiles son medidas estadisticas que dividen a un conjunto de datos
ordenados en cuatro partes iguales. Aun cuando el conjunto de datos queda
dividido en cuatro partes iguales como se menciond, los cuartiles son tres, Q1, Q2,

Qs, los cuartiles (primeros segundo, tercero) sefialan el valor que estan al 25%,
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50%, 75% respectivamente de la totalidad de los datos, el segundo cuartil equivale

a la media, y se calculan de la siguiente manera

(ﬂjl— f
Ql =] + 4—H

, . h para el cuartil 1.
k

(2j3_ fk—l
Q=1+ e h para el cuartil 3.
k

Notas: El subindice de Q marca el cuartil que se desea obtener.

. es el limite inferior del intervalo de clase real donde se encuentra el

i
porcentaje buscado por ese cuartil dentro de la informacion.

El cociente de n esta dado por las partes en las que dividimos los fractiles, 4
para los cuartiles, 10 para los deciles y 100 para los percentiles.

h es el tamafio del intervalo de los datos.

n es el nimero total de los datos.

1.8.6.2 Deciles
Los deciles (del primero al noveno) marcan los valores ubicados al 10, 20,

30, 40, 50, 60, 70, 80, 90 % respectivamente de los datos, el quinto decil es la

mediana.
n
— |6 f_
10 k-1
D, =l +| —~———|h para el decil 6.
fk
n
— (8-,
10 k-1
D; =I, +| ~———— |h para el decil 8.
fk
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1.8.6.3 Percentiles
Los percentiles del 1 al 99 indican el valor que esta al 1, 2, 3,..., 98 y 99%
de los datos.

(180)31_ fe
P, =1+ h para el percentil 31.

1 fk
(180j64 “f
P, =1+ ; h para el percentil 64.
k

Ejemplo Propuesto:

Con la tabla en kilogramos del peso de los alumnos

Intervalo de Marca de Frecuencia Frecuencia

clase Clasereal clase absoluta acumulada
45—53 44.5—53.5 49 5 5
54—62 53.5—62.5 58 9 14
63—71 62.5—71.5 67 11 25
72—80 71.5—80.5 76 6 31
81—89 80.5—89.5 85 7 38

Calcular Qy, Qs, D7, Pys
38

4

s
Q, =53.5+ 9 9=>58.8182

Que representa donde se encuentra el 25% de la informacion.

(?’f):s—zs
Q,=715+ ; 9=76.75
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El valor encontrado se ubica en el 75% de nuestra informacion.

(2725
D, =715+ 5 9=73.9

Con este valor encontramos el 70% de los datos.

38 V4g-14
100

P, =625+ ( 9 = 65.9691

Dicho valor nos ubica donde se encuentra el 48% de nuestra informacion.

1.8.6.4 Fractiles de datos individuales
La formula para obtener la posicion del fractil i en una tabla de datos

individuales es:

i(n-1)

fractil, =1+T para el caso de cuartiles.

i(n-1
fractil. :1+(1—O) para el caso de deciles.

. i(n-1 .
fractil, =1+ (100 ) para el caso de percentiles.

Ejemplo Propuesto:

Encontrar el valor del tercer cuartil, del cuarto decil y del decimoséptimo
percentil de los datos siguientes:
3,5,6, 11, 14, 18, 18, 20, 24, 25, 27, 28, 31, 33, 34, 36, 44, 45, 47, 48, 50, 50, 52.

. i(n-1 3(25-1
fractilQ, g iy 357
4 4
i(n-1 4(25-1
fractilD, =1+ ( ):1+ ( ):10.6
10 10
) i(n-1 17(25-1
fractilP, =1+ ( ):1+ ( ):5.08
100 100
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1.9 Medidas de dispersioén o variabilidad

1.9.1 Recorrido y Rango

Sera la diferencia entre el valor maximo y minimo de la distribucion

1.9.2 Recorrido Intercuartilico

Seré la diferencia entre el mayor y el menor cuatrtil

Ejemplo R1=Q3-Q1

1.9.3 Desviacion Estandar
Esta medida indica que tan centrados o dispersos estan los datos del
modelo con relacion a la media. Su formula es la siguiente:

1. Cuando los datos representan una muestra:

La desviacion estandar de los datos de una muestra se definié con (n—l)

en lugar de n, porque asi el valor resultante representa un mejor estimador de la
poblacion de la que fue extraida la muestra. Para valores grandes de n (n>30)
practicamente no hay diferencia entre hacer esta transformacién o no.

2. Cuando se toma en cuenta una poblacion:

1.9.3.1 Propiedades de la desviacion estandar
e S 20

62 Introduccion a la Estadistica y Probabilidad. Memorias de desempeio laboral del curso de Estadistica y Probabilidad de la Escuela Nacional
Preparatoria. TEORIA Y PRACTICA



Capitulo | Estadistica descriptiva )
HERNANDEZ RIVERA ALEJANDRO

e Sj a todos los valores de la variable les sumamos una constante, es decir,
hacemos un cambio de origen, la desviacién tipica no se ve afectada.

n . —\2
Z(Xi — X ) n
— ! =
TN
e Si a todos los valores de la variable les multiplicamos por una constante, la
desviacion tipica queda afectada por la constante, concretamente

multiplicada por la constante. S . =kS,

1.9.4 Varianza

Es una medida de dispersion de los valores de la variable con respecto a la
media.

Por lo que se refiere a la varianza de un conjunto de datos, sucede lo
mismo que con la desviacion estandar, ya sean datos poblacionales o muestrales,
con la misma diferencia en sus formulas

> (¢ -%n
S=
1.9.4.1 Propiedades de la Varianza
e S’>0
e Si a todos los valores de la variable les sumamos una constante, es decir
hacemos un cambio de origen la varianza no se ve afectada.

X — XX =X +K

e Si atodos los valores de la variable les multiplicamos por una constante, la
varianza queda afectada por la constante, concretamente multiplicada por

la constante al cuadrado. S? =k?*S?

Las medidas de dispersion miden la variabilidad que existe en un conjunto de
datos con respecto a la media aritmética, y pueden en la medida de sus
posibilidades evaluar la calidad de los datos, sin embargo, la regla empirica, el
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teorema de Tchebycheff y el coeficiente de variacion ayudan a comprender mejor

el significado de la variabilidad.

1.9.5 Regla Empirica
La regla empirica sirve si y solo si, los datos se aproximan a una forma

acampanada, es decir, si el histograma toma la forma siguiente (figura 1.9.5.1):

X

Figura 1.9.5.1 campana de Gauss

La regla empirica sera una buena herramienta, ya que se cumple que:

1. En el intervalo que se forma al restar y sumar a la media aritmética una vez

el valor de la desviacion estandar (X-S, X+S), se encuentran

aproximadamente el 68% de los datos.

(X=S, X, X+5S)
2. En el intervalo que se forma al restar y sumar a la media aritmética dos

veces el valor de la desviacion estandar (X —2S, X +2S), se encuentran

aproximadamente el 95% de los datos.

(X =25, X, X+25)
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3. En el intervalo que se forma al restar y sumar a la media aritmética tres

veces el valor de la desviacion estandar (X —3S, X +3S), se encuentran

aproximadamente el 99% de los datos

(X-=35, X, X+3S)
Ejemplo Propuesto
El juego de domind consta de 28 fichas rectangulares y cada una esta
dividida en 2 partes del mismo tamafio en cada uno de los cuales tiene un valor
asignado que van desde el 0 hasta el 6, si el mismo valor esta en ambas caras
esa ficha es llamada mula, por tanto se tienen 6 fichas que llamamos mulas, (mula

de cero, mula de uno, mula de dos,..., mula de seis).

Utilizando la tabla de distribucién de frecuencias para la suma de los puntos

en una ficha de domind, es facil comprobar la regla empirica de la siguiente

manera.
Distribucion del Domino
X X F X, — X F(Xi—X) I:(Xi—X)2
0 1
1 1
2 2
3 2
4 3
5 3
6 4
7 3
8 3
9 2
10 2
11 1
12 1
Introduccion a la Estadistica y Probabilidad. Memorias de desempefio laboral del curso de Estadistica y Probabilidad de la Escuela Nacional 65

Preparatoria. TEORIA Y PRACTICA



Capitulo | Estadistica descriptiva )
HERNANDEZ RIVERA ALEJANDRO

Donde
n =28 fichas del domind
X =la suma de los puntos en una ficha

F =el numero de fichas que suman el mismo valor de puntos

X =el valor de la media aritmética

Siguiendo el llenado de las siguientes columnas segun la férmula en el
encabezado de cada una de ellas para obtener las medidas de variabilidad

tenemos:

=X [FOR|[F(x-x)
0 1 0
1 1 1
2 2 4
3 2 6
4 3 12
S 3 15
6 4 24
I 3 21
8 3 24
9 2 18
10 2 20
11 1 11
12 1 12

Donde la suma de la columna x;F, dividida entre el total de fichas corresponde a la

media aritmética:

0+1+4+6+12+15+24+21+24+18+20+11+12
28 -

X = 6
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Al X e[ x)
0 1 0 -6 -6
1 1 1 -5 -5
2 2 4 -4 -8
3 2 6 -3 -6
4 3 12 -2 -6
5 3 15 -1 -3
6 4 24 0 0
7 3 21 1 3
8 3 24 2 6
9 2 18 3 6
10 2 20 4 8
11 1 11 5 5
12 1 12 6 6

Vemos que la suma de los valores de la columna F(xi—)?) entre las piezas

totales corresponde a:

Desviacion Media = ZM 2o
) n 28
F X [Fx X)|[F(x-xr
0 1 0 -6 -6 36
1 1 1 -5 -5 25
2 2 4 -4 -8 32
3 2 6 -3 -6 18
4 3 12 -2 -6 12
5 3 15 -1 -3 3
6 4 24 0 0 0
7 3 21 1 3 3
8 3 24 2 8 12
9 2 18 3 8 18
10 2 20 4 8 32
11 1 11 5 5 25
12 1 12 6 6 36
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Por dltimo la suma de los valores de las columnas F(x-X)y F(x —X)2 son

Gtiles para obtener:

(X, - X)? 252

Varianza = 9
; n 28
n ERVAY:
Desviacion Estandar = Z FOX =X _ 9=3

= n

Graficamente tenemos

(X-S=3, X=6, X+S=9)

Donde en el intervalo nos queda un rango de confiabilidad del 68%.

(X-25=0, X=6, X+2S5=12)

Vemos que el intervalo resultante de sumar y restar 2 desviaciones
estandar al valor de la media nos da los limites posibles en la suma de los puntos
de la ficha de dominé, que mediante la regla empirica deberia ser un intervalo con
99% de confiabilidad, pero es solo eso, una regla empirica, aunque es muy facil de

utilizar con fines practicos.
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1.9.6 Coeficiente de Variacion de Pearson (c.v)
Es el resultado de la razén entre la desviacidn estdndar y la media

aritmética.

CV.=

><I‘>U<"

Servird para averiguar cual es la dispersion relativa de una variable. Es
adimensional, y por tanto, servira para comparar la dispersion de 2 0 mas
distribuciones con diferentes unidades de medida. No se puede utilizar si el valor

de la media es nulo.

1.9.7 Variable tipificada Z;
Se denota z; y se obtiene de la siguiente forma:

1.9.7.1 Propiedades

[ ] E:O
e S=1
e S, =1

Ejemplo Propuesto:
Consideramos una variable estadistica, cuya media aritmética es 70, y cuya
desviacion tipica es 10, sea el valor de la variable en la observacion i-ésima igual
a 90
a) calcular el valor tipificado e interpretar su significado.

X, —X 90-70
Z. = =

' S 10

X

=2 el valor de la variable esta4 dos veces la desviacion tipica

por encima de la media.

b) calcular ahora para una observacion i-ésima igual a 60.

LN -X _60-70
' S 10

X

=-1 el valor de la variable esta una vez la desviacion tipica

por debajo de la media.
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Ejemplo Propuesto:

Un estudiante obtiene en matematicas una nota de 8.5, siendo 7.8 la nota media
de la asignatura y con una desviacion tipica de 1.3. En estadistica la calificacién
media es de 6.3 y la desviacion estandar 1.65, el estudiante obtiene una nota de
7.2

a) ¢ En qué asignatura obtiene la mejor puntuacion relativa?

85-78 72-63

vat = =0.538, 7z = Lot =0.545 ,por tanto, la mayor puntuacion

relativa la obtiene en Estadistica.
b) ¢ En cual de las dos asignaturas presenta la calificacion una mayor dispersién
relativa?
S : S :
CV.ya == =%= 0167, CV. == =%:0.262, por tanto la mayor

XMat ' XEst

dispersion se obtiene también en Estadistica.

Ejemplo Propuesto:

Un fabricante de tubos de television dispone de dos tipos de tubos, A y B. los
tubos tienen una duracion media de 1495h y 1875h respectivamente. Las
desviaciones tipicas son 280 para Ay 310 para B.

Determinar qué tubo presenta mayor dispersion absoluta y cuél presenta mayor
dispersion relativa.

A=1495
S, =280

B =1875

Sg =310

Podemos decir directamente que el tubo tipo B presenta mayor dispersion
absoluta, ya que la desviacion tipica es una medida de dispersion.

Para ver la dispersion relativa debemos calcular el coeficiente de variacion de
Pearson:

CV., :S—A—@:O.B?, CV., :S—B—ﬁzo.l%, por tanto, sera el tubo A el

A 1495 B 1875

que presente mayor dispersion relativa.
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Ejercicio Propuesto:
De la tabla de distribuciones del peso de los alumnos de 6to que cursan esta
materia.
Calcule
a) Media Aritmética para distribucidén de frecuencia agrupada
b) Varianza
c) Desviacién estandar
d) Coeficiente de variacién de Pearson
Ejercicio Propuesto

A continuacion se muestra una tabla de los sueldos de los empleados de una

empresa
$1,025 |$3,591 |$5,125 |$3,380 |$4,028
$3,234 | $1,534 |$2,532 |[$1,025 |$3,678
$4,028 | $1,620 | $3,400 |$4,028 |$2,347
$5,873 | $2,345 |$4,028 |$3,281 |$2,321
OBTENGA:

a) Tabla de distribucion de Frecuencia
b) Histograma
c) Media, mediana, moda
d) Varianza, desviacion estandar, coeficiente de variacion de PEARSON
e) A partir del analisis de estadistica, ¢qué puede decir de la situacion laboral
en esa empresa?
Ejercicio Propuesto
Los siguientes datos fueron recabados al terminar un examen parcial de
Estadistica, se refieren al tiempo (horas/minutos) que necesitaron los alumnos
para concluir el parcial
Obtenga:
a) Tabla de distribucion de frecuencias
b) Histograma, ojiva
c) Mediana, media, moda, Varianza, desviacion estandar, coeficiente de
PEARSON
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d) Si tu completas el examen en un tiempo de 1' 23", ¢qué significado
estadistico tiene, qué elementos justificarian tu respuesta?.
e) Tu mejor amigo completd el examen en un tiempo de 1'24” y ta en 1'23”

¢qué significa? ¢ Existe diferencia significativa?

1'20"-1 12471 1284
1'21"-4 1'25"-2 1'29"-3
1'22"-4 1'26"-3 1'30"-3
1'23"-2  1'27"-3

CLASE POR TODOS LOS PUNTOS DOMINO

Algunos fendmenos aleatorios que podemos observar facilmente se
distribuyen en cuanto a su frecuencia, de forma semejante a las sumas de los
puntos de las fichas del domindé que se vio anteriormente. Algunos de estos
fendmenos son discretos y otros continuos. A continuacion se presentan ejemplos

de cada una de los dos casos.

Discretos Continuos
Suma de puntos de las fichas de domin6  Edad
Promedio de nacimiento de varones Temperatura
Numero de &guilas al lanzar 10 volados Peso

Estatura de las personas

Ejercicio Propuesto

En busca de la luz

1.-Realiza un boceto de lo que tu consideres que seria la grafica de las
frecuencias del gasto mensual de luz por casa en una colonia

2.-¢Podria pensarse que se asemeja a la distribucién de las sumas de los puntos

en las fichas del domin6?
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3.-Supongamos gue en cierta colonia se realiza un estudio del gasto mensual de
luz por casa, y se obtiene una media de 198kwh y una desviacién estandar de
12kwh. Aplicando la regla empirica calcula la probabilidad de que al elegir al azar

una casa de esa colonia se observe un abasto mensual:

a) mayor a 210 kwh
b) menor a 162kwh
c) de 200kwh

d) mayor a 150 Kwh.
e) 219.92kwh

Ejercicio Propuesto: Férmula uno

¢, Quién es el mejor piloto de la historia de formula Uno? Algunos dicen que
fue Juan Manuel Fangio y otros que Michael Schumacher. Aqui hay algunos datos
gue tal vez nos sirvan para deducirlo meramente sobre bases estadisticas, hasta

la temporada 2002.

Fangio corrié en la categoria entre 1950 y 1958 (y no compitié en 1952).
Compitié por ocho temporadas; corrié en cuatro diferentes equipos; participé en 51
carreras; su mejor temporada en puntos fue la de 1954, con 57.14 puntos
acumulados; su mejor temporada en victorias fue la de 1954 con seis en total de
ocho carreras; gano un total de 24 carreras, lleg6é diez veces en segundo lugar,
una en tercero, seis en cuarto, ninguna en quinto, ninguna en sexto, y tres de
séptimo hacia atras; tuvo 29 arrancadas en la primera posicién; acumulé 277.14
puntos en su carrera; corrié un total de 3383 vueltas; obtuvo cinco campeonatos

del mundo (marca en Férmula Uno, compartida con Schumacher).
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Schumacher ha estado compitiendo en la categoria desde 1991 (en 1999
perdi6 una buena parte de la temporada — seis carreras de dieciséis — por una
lesion). Ha competido en doce temporadas, incluida la del 2002; ha corrido en tres
diferentes equipos; ha participado en 179 carreras; su mejor temporada en puntos
ha sido la del 2002, con 144 puntos acumulados (marca en Férmula Uno); su
mejor temporada en victorias ha sido la del 2002 con once en total de diecisiete
(marca en Férmula Uno), ha llegado 34 veces en segundo lugar, 16 en tercero,
siete en cuarto, seis en quinto, cuatro en sexto, y cinco en séptimo hacia atras; ha
tenido 49 arrancadas en la primera posicion; ha acumulado 945 puntos en su
carrera (marca en Férmula Uno); ha corrido un total de 9733 vueltas; ha obtenido

cinco campeonatos del mundo (marca en Formula Uno, compartida con Fangio).

Con los datos anteriores resuelva lo siguiente:
1. Presenten los datos que se dan acerca de Fangio del modo en que
consideren mas claro (pueden usar graficos, tablas, promedios,
porcentajes o lo que consideren pertinente).

2. Presenten los datos que se dan acerca de Schumacher del modo
en que consideren mas claro (pueden usar graficos, tablas,
promedios, porcentajes o lo que consideren pertinente).

3. Presenten los datos de los dos pilotos de manera conjunta, de
forma tal que pueda decirse quien es el mejor de acuerdo a las
estadisticas (pueden usar gréficos, tablas, promedios, porcentajes o

lo que consideren pertinente).
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4. Presenten los datos, o alguno de ellos de manera que
estadisticamente se demuestre que Fangio fue mejor que
Schumacher (pueden usar graficos, tablas, promedios, porcentajes

o lo que consideren pertinente).

5. Presenten los datos o alguno de ellos de manera que
estadisticamente se demuestre que Schumacher fue mejor que
Fangio (pueden usar graficos, tablas, promedios, porcentajes o lo

que consideren pertinente).

1.10 Anadlisis descriptivo de datos divariados: correlacion

1.10.1 Covarianza
Intuitivamente pensamos en la dependencia de variables aleatorias x; y X»;
en el caso de una variable x; crece o decrece, en el caso de xi, X, cambia.
Consideraremos los siguientes graficos para analizar 2 medios de

dependencia, la covarianza y el coeficiente simple de correlacion.

Las figuras mostradas corresponden a 3 muestras aleatorias.

a) En la figura 1 se observa que si x crece y también crece; por lo que se ve
una dependencia de x,y lo que indica que son variables dependientes.

b) En la figura 2 no se muestra ninguna dependencia.
c) Enlafigura 3 vemos una dependencia donde x crecey y crece.
1L - —
x y y dada por: Cov(x, y):HZ(xi ~x)y, -y)
i=1

Desafortunadamente es dificil utilizar la covarianza como una medida
absoluta de medicion, por consiguiente es dificil determinar si una covarianza
en particular es grande a simple vista. Se puede eliminar ese problema al

estandarizar su valor utilizando el coeficiente de correlacién lineal:
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_ Cov(x,y)
S,S

X=y

, donde -1< p<1

S, Yy S,, son las desviaciones estandar de x y y respectivamente. Puede

demostrarse que el coeficiente de correlacion p, esta entre -1y 1, implica que
todos los puntos estan sobre una recta, el valor del coeficiente p =0, implica
gue una covarianza es igual a cero y no existe correlacion.

El coeficiente de correlacion depende de la covarianza, indica que x crece
cuando y crecey x indica que y decrece cuando x crece.
Ejemplo propuesto:
Sea la siguiente tabla de datos

X 5 6 7 8 9 10
Y 15 18 21 24 27 30

1) Obtenerla mediade X ydeY
X=75
Y=225

VarX=o x*= i Z (X1- X )= é [(5-7.5)%+(6—7.5)*+(7—7.5)*+(8—7.5)*+(9—

7.5)%+(10-7.5)°]

> ey )— [(15-22.5)%+(18-22.5)*+(21-22.5)%+(24-

i=1

DI—‘ (J'I

VarY=oy*=

22.5)%+(27-22.5)*+(30-22.5)%]
Covarianza

o x*=2.91

oy?=26.25

Desviacion estandar

yX=1.7

7yY=5.12
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Covarianza: Cov(x, y):%Z(xi ~x)y; -y)

é[(5—7.5)(15— 22.5)+(6-7.5)18-22.5)+(7-7.5(21-22.5)+]

+(8-7.5)(24-22.5)+(9-7.5(27-22.5)+ (10~ 7.5)(30 - 22.5)=8.75

p(x1y):C0V(X,y): 875 . hos2

5,5, (L.7)5.12)

Hemos visto como estudiar una caracteristica de un determinado conjunto.
Ahora trataremos la idea de poder estudiar a la vez dos caracteristicas de ese

conjunto, que podran ser cualitativas o cuantitativas.

1.10.2 Distribuciones conjuntas

Por el hecho de trabajar con dos caracteristicas tendremos que utilizar dos
variables. Hay que tener en cuenta que las frecuencias seran también
bidimensionales, para representar los valores de las variables utilizaremos la tabla
de doble entrada o tabla de distribucién conjunta.

Las frecuencias absolutas las representaremos con dos subindices de la

siguiente forma (tabla 1.10.2.1):

xX\y | Y1 Y2 e Yj . Yk N
X1 N1 | N12 Ny; N1k | N1,
X2 N21 | N22 e No; Mok | N2
Xi Ni1 Ni2 Njj Nik n;
Xh Nnp1 Np; Nhk Np.
Nj | Na | N2 | ... | Nj|...|]nk|N

Tabla 1.10.2.1 tabla de distribuciones conjuntas
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Donde i corresponde a la variable x, y j a la variable y

h

> Zk:”ij =N

=L j=l

1.10.3 Representaciones graficas
La mas utilizada es la nube de puntos. En caso de tener los datos

agrupados, representaremos las marcas de clase en el eje de abscisas (figura
1.10.3.1)

Tabla 1.10.3.1 gréafica de nube de puntos

1.10.4 Regresion lineal
El objetivo es buscar una funcion (y=f(x)) que relacione las dos variables, de
modo tal de observar la dependencia que tienen x e y, y la forma en la que se
relacionan. Esta funcion debera aproximar a una recta la representacion de la
nube de puntos.
Podemos estudiar la regresién de dos maneras:
|. Regresion: consiste en analizar la forma de las dependencias
entre las dos variables.
II. Relacion: consiste en analizar el grado de dependencia de las
dos variables.
Nos enfocaremos en la regresion, a través de un método matematico, que es la

aproximacion a una linea recta.
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Ejemplo:

Dados un conjunto de datos de la forma
Xy
X1 Y1
X2 Y2
X3 Y3
Xn  Yn

Estos se pueden representar mediante la ecuacién de una linea recta (forma punto

pendiente).
y=a,+aXx

a, = punto, a, = pendiente

Donde
{818
(ZE ylj ](n(xnj(znz: ylj = pendiente

El coeficiente de correlacién nos indica el por ciento de exactitud que

al_

nosotros podemos tener al utilizar esta ecuacion. El coeficiente de correlacion (r)

se puede determinar mediante:

— i<l i=1
r= n
(v -y)’
Yi—Y
i=1
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Ejemplo Propuesto:
Encontrar la recta de mejor ajuste para la tabla que contiene los siguientes
datos.

X y X y X Y
17.3 71.7 28.1 88.3 36 883
19.3 48.3 28.2 68.3 39.5 100
19.5 88.3 28.7 96.7 40.4 100
19.7 75 29 76.7 443 100
229 917 29.6 78.3 446 91.7
23.1 100 299 60 50.4 100
264 733 299 71.7 559 71.7
268 65 303 85

276 75 313 85

Graficando con los pares ordenados x y y tenemos la siguiente nube de puntos

120
100
80
60 Seriel
40
20

0
0 10 20 30 40 50 60

Proseguimos y calculamos las sumatorias de x;, Y Xi 2, Xiyi

25
X, =3 X, =778.7
1

i=1 i=

n 25 2
(ZX j ( X ) 778 7 —606373.69
i-1

i=1 =

n 25
( ij=(2 ij=26591.63
i=1 i=1

i=1

i=1

M-

Zn: XY, = i Xy, =65164.04
i=1 i=1
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Sustituyendo en las férmulas para el punto y la pendiente tenemos:

_ 2050(26591.63) - (65164.04)778.7

' =64.529
25(26591.63) - (778.7)

_ 25(65164.04)—(778.7)2050

. =0.560
25(26591.63)—(778.7)

y=2a,+aX
-y =64.52+0.56x

Que es la recta de mejor ajuste por el método de minimos cuadrados.

Ejemplo Propuesto:
Dados los datos en la siguiente tabla encuentre la linea recta de mejor

ajuste por el método de los minimos cuadrados

Xy Xy
77 82 94 85
50 66 96 99
71 78 99 99
72 34 67 68
81 47

Con el correspondiente grafico de nube de puntos.

120

100
80
60 Seriel
40

20

0 20 40 60 80 100 120
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Ahora necesitamos calcular los valores de las sumatorias para poder sustituir en

Ay a1

Zn: XY, = 29: Xy, =53258
i=1

i=1
Sustituimos los valores encontrados para obtener la ecuacién de la linea.

~ 658(57557)—(53258) 707

) =12.062
9(57557)—(707)

0

9(53258) - (707)658 _
9(57557)—(707)"

y=a,+aXx
-y =12.06+0.77x

Resultando ser la ecuacion de la linea recta solicitada.

Ejemplo Propuesto:
Calcule la ecuacion de la linea recta de mejor ajuste para el grupo de datos

gue se muestra a continuacion

X y X y
2.75 295 4.32 27.7
215 26.3 2.31 28.3
441 322 4.3 30.3
552 36.5 3.71 28.7
3.21 27.2
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40
35
30
25
20 Seriel
15
10

Calculando los datos necesarios tenemos que:

9

zn:x = X, =32.68

i=1 i=1

(Z}Xj :(ix] (707)° =1067.9824

(.an“xzj (IZZXZJ 128.6602

n 9

Zy, Zy, =266.7

n 9
DXy =D %y, =990.268
i=1 i=1
X =3.6311
Calculando los coeficientes de la ecuacion de la linea recta
B 266.7(128.66)—(990.268)32.68

.= , = 21.69

9(128.66)—(32.68)

9(990.268)—(32.68)266.7
_9(690268) (2682007 _, o
9(128.66)—(32.68)
y=a,+aX
-y =21.69+2.18x

Siendo esta la ecuacién de mejor ajuste.
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En la siguiente tabla se muestra la clasificacion combinada de niumero de

millas por galén y el volumen del motor para 9 automoviles subcompactos con

transmision automatica, de cuatro cilindros y que utilizan gasolina. El tamafio del

motor se da en pulgadas cubicas.

Totales cilindrada. En base a estos datos.

a) ¢cual de los 9 autos seria la mejor opcion de compra?

Vw rabbit 97
Datsun 210 85
Chevette 98
Dodge ovni 105
Mazda 626 120
Oldsmobile starfire 151
Mercury capri 140
Toyota celica 134
Datsun 810 136

24
29
26
24
24
22
23
23
21

b) Elabore una grafica donde se muestre la comparacion de los vehiculos a partir

de 2 variables

35
30
25
20
Seriel
15
10
5
0
0 50 100 150 200
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Se dice que 2 variables son estadisticamente independientes cuando su

frecuencia relativa conjunta es igual al producto de las frecuencias marginales.

Ejercicio Propuesto.

Hallar la ecuacion de la recta de mejor ajuste para la siguiente tabla de datos.

X

2.75
2.15
441
5.52
3.21
4.32
2.31
4.30
3.71

Ejercicio Propuesto

29.5
26.3
32.2
36.5
27.2
27.7
28.3
30.3
28.7

La gran mayoria de las truchas que encontramos en los rios y lagunas de

México, son peces que nacieron en un criadero. Realmente existen pocos rios con

truchas 100% salvajes. Incluso en paises como E.U. y Canada, los rios tienen un

alto porcentaje de truchas de criadero (Stocked Trout ).
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Estas truchas, una vez que son trasplantadas del criadero a los lagos,
tienen que aprender a encontrar su alimento, tal y como lo harian de forma
salvaje, muchas veces siendo muy selectivas en lo que comen.

En México existe por ejemplo el club de pesca de Arco Iris. Este club de
pesca ubicado en Tlahuapan, Puebla, a sélo 10 km. adelante de rio frio, funciona
de marzo a septiembre. Cuenta con 25 acres de bosques, lago y montafas, donde
se distingue un restaurante y un criadero de truchas (el mas antiguo de México y
hoy, el de mayor capacidad). Paraje visitado en su mayoria por poblanos y
capitalinos.

A continuacion se presentan las longitudes (en milimetros) de 100 truchas

cafés que estaban en el estanque de dicho criadero:

15.0 15.3 144 10.4 10.2 115 154 11.7 15.0 10.9
13.6 10.5 13.8 15.0 13.8 14.5 13.7 13.9 125 15.2
10.7 13.1 10.6 12.1 149 141 12.7 14.0 10.1 141
10.3 15.2 15.0 129 10.7 10.3 10.8 15.3 149 14.8
149 11.8 104 11.0 114 143 15.1 115 10.2 10.1
147 15.1 12.8 14.8 15.0 10.4 13.5 145 149 13.9
10.1 14.8 13.7 10.9 10.6 12.4 14.5 10.5 15.1 15.8
12.0 155 10.8 144 154 148 11.4 15.1 103 154
15.0 14.0 15.0 15.1 13.7 14.7 10.7 145 139 11.7
15.1 10.9 11.3 10.5 15.3 14.0 14.6 12.6 15.3 104
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A partir de los datos recabados obtenga la informacion requerida.
a) Construya el diagrama de arbol (tronco y hoja)
b) Construya la tabla de dispersion de datos

c) Realice la tabla de distribucion de frecuencias

Intervalo Marca Frecuencia Frecuencia
Intervalo Clase De Frecuencia Frecuencia Absoluta Relativa

de Clase Real clase Absoluta Relativa Acumulada Acumulada

d) Dibuje el Histograma

e) Encuentre la ecuacién de la linea recta correspondiente a los primeros
pares ordenados (marcas de clase) del Histograma, compruebe
encontrando el punto de interseccion (Xm , Ym)

f) A partir del andlisis estadistico realizado infiera las conclusiones.

Ejercicio Propuesto

En un estudio sobre el numero de practicas necesarias antes de poder
ejercer profesionalmente como licenciado(a) en derecho, y litigar adecuadamente,
se obtuvieron los siguientes datos después de hacer una encuesta a 25

estudiantes de la carrera de derecho en la UNAM:
4, 0, 3,0,0, 4,4,2, 2,02, 3,30,0,6,7,1,0,0, 4, 3,1, 0, 2
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a) Ordene de manera ascendente los datos, construya la tabla de dispersiéon y
realice la tabla de distribucion de frecuencias.
b) Obtenga el valor de:

_ 1
. Media aritmética simple X = > =X,
i1 N
Il. Media aritmética en distribuciones agrupadas en intervalos X =
n
>,
i1 N

lll. ¢Son iguales los valores de las medias? ¢ Si, no? ¢ Por qué?

IV. Profundidad de la mediana d(x) :nT+1 y mediana x “tilde”

V. Moda
VI. ¢Son iguales los valores de las medidas de tendencia central?¢ Si,

no?¢ Qué significa?

c) Construya el histograma y sefale las marcas correspondientes a las
medidas de tendencia central obtenidas.

d) Después de haber realizado el andlisis estadistico infiera las conclusiones
acerca del estado en el que se encuentran actualmente los estudiantes de

la carrera de derecho en México, sea coherente y justifique sus palabras.

Ejercicio Propuesto.

Afore es una administradora de fondos para el retiro. Las afores son
empresas financieras debidamente autorizadas por la SHCP, y supervisadas por
la CONSAR, que se especializan en el manejo de los ahorros para el retiro de los
trabajadores.
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AFORE Porcentaje anual sobre el saldo (25 Saldo Proyectado

afios) COMISIONES a 25 afnos
Actinver 0.52 289,327
Azteca 0.53 288,834
Inbursa 0.62 284,063
Banamex 0.62 283,964
Ixe 0.67 281,807
XXI 0.67 281,687
ING 0.70 280,221
Bancomer 0.72 279,106
Santander Mexicano  0.72 278,943
Principal 0.75 277,660
HSBC 0.84 272,931
Banorte Generali 0.93 268,487
Profuturo GNP 1.00 265,299

Menores comisiones, Mayor Saldo
y Pension

La cuenta individual es la cuenta personal y Unica de cada trabajador administrada
por la Afore. En ésta, durante la vida laboral del trabajador, se acumulan las
cuotas y aportaciones que realizan:

1. El patron.

2. El gobierno.

3. El propio trabajador

A su vez, la cuenta individual que administra tu AFORE est4 conformada de tres
grandes sub-cuentas:

a. Retiro, cesantiay vejez (RCV)

b. Aportaciones voluntarias

c. Vivienda
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Esta informacién es un calculo basado en la estructura de comisiones
vigente y rendimientos estimados. No se garantiza que estos resultados se
mantendran en el futuro. Las comisiones y los rendimientos de las AFORES
pueden variar. Saldo proyectado de la subcuenta de retiro, cesantia en edad
avanzada y vejez (RCV) con las comisiones vigentes de cada AFORE. Supuestos:
Tasa de rentabilidad de 5% anual en términos reales, periodo de cotizacion de 25
afos, un nivel de ingreso igual a 3 veces el salario minimo, un saldo inicial de $
33,505.49, crecimiento real del salario de 0% y 7 afios cumplidos de
permanencia. El saldo de los recursos acumulados no incluye la subcuenta de
vivienda administrada por el INFONAVIT. (“Cifras al cierre de Nov 2004").

¢En qué aspectos habrd que fijarse a la hora de elegir una AFORE?, ¢ Cual
AFORE sera la mejor a elegir?

Para elegir una afore se deben tomar en consideracion tres factores:
a) Comisiones. Cada una de las afores cobra distintos niveles de comisiones y es
Importante que sepas que existen diferencias entre lo que cobra una y otra afore.
Las comisiones que cobran las afores es una variable muy importante porque la
diferencia entre la comisién que cobra una u otra afore, directamente incidira en el
monto de tu pension.
b) Rendimientos. Asimismo, cada afore te ofrece rendimientos / intereses por el
manejo de tus recursos. Es importante destacar que las afores han ofrecido
rendimientos muy atractivos. Cada afore ofrece rendimientos diferentes y por ello
es importante que te informes, ya que este aspecto también influye directamente
en el monto de tu pension.
c) Servicios. Cada afore puede ofrecerte servicios adicionales a los que esta
obligada, por ejemplo enviarte mas estados de cuenta, opciéon de consultar tu
saldo, contar con mas sucursales y hacer descuentos a las comisiones que cobra
por antigliedad, entre otros.
¢, Cual es la diferencia actual en pesos de las afores citadas?
¢, Cual es la diferencia en porcentaje?
¢, Cual es el promedio de comisiones que cobran?
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Ejercicio Propuesto.
La siguiente tabla corresponde a la magnitud de barras de cobre (en centimetros)

gue se producen en una empresa:

Intervalo de Intervalo de Marca de Frecuencia Frecuencia
clase clase real clase absoluta relativa
100 - 102 99.5-1025 101 5
103 - 105 104 10
106 — 108 107 7
109 - 111 110 4
112 -114 113 3
115-117 116 4
118 -120 119 2
121 -123 122 1
124 - 126 125 3
127 - 129 128 3
130 - 132 131 1
133 -135 134 1
136 — 138 137 6
139 -141 140 8
142 — 144 143 3
145 - 147 146 7
148 — 150 149 15
151 - 153 152 12
154 — 156 155 4

157 - 159 156.5-159.5 158

a) Obtenga la media, la moda, la mediana.
b) Calcule la desviacién estandar

c) Calcule los Cuartiles Qi, Q3

d) Calcule el Percentil Pgo
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Ejercicio Propuesto.
Un fabricante de tubos de televisién dispone de dos tipos de tubos, A y B.
Los tubos tienen una duracion media de 1495 horas y 1875 horas
respectivamente. Las desviaciones estandar son 280 para Ay 310 para B.
a) Determinar qué tubo presenta mayor dispersion absoluta.

b) Determinar cual presenta mayor dispersion relativa

Ejercicio Propuesto.
A partir de la siguiente tabla con 2 variables diga:
a) ¢Cual es el peso vy la estatura ideal cuando se tiene 8 afios?
b) ¢Con este andlisis se puede hacer una estimacion para otra
edad distinta?

Alumno Estatura Peso Alumno Estatura Peso Alumno Estatura Peso
n X y n X y n X y
Alumno1l 1,25 32 Alumno 11 1,25 33 Alumno 21 1,25 33
Alumno 2 1,28 33 Alumno 12 1,28 35 Alumno 22 1,28 34
Alumno 3 1,27 34 Alumno 13 1,27 34 Alumno 23 1,27 34
Alumno4 1,21 30 Alumno14 1,21 30 Alumno 24 1,21 31
Alumno5 1,22 32 Alumno 15 1,22 33 Alumno 25 1,22 32
Alumno 6 1,29 35 Alumno 16 1,29 34 Alumno 26 1,29 34
Alumno7 1,30 34  Alumno 17 1,30 35 Alumno 27 1,30 34
Alumno8 1,24 32 Alumno 18 1,24 32 Alumno 28 1,24 31
Alumno9 1,27 32 Alumno 19 1,27 33 Alumno 29 1,27 35

Alumno 10 1,29 35 Alumno20 1,29 33 Alumno 30 1,29 34
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Como se puede observar el objetivo de esta unidad al tratar los temas de
variables, datos, construccién de bloques estadisticos, medidas de tendencia
central, dispersion y variabilidad, es presentar una introduccidon concisa a la
estadistica, promoviendo el aprendizaje inductivo y deductivo, la comprensiéon y la
motivacién, mediante el uso de experiencias personales para la presentacion de
esta rama de la ciencia. Estos conocimientos proporcionaran las herramientas
para saber qué hacer con la informacién obtenida de una muestra, como es el
reducirla a unas cuantas cifras que condensen o concentren la informacién mas
importante, asi como el poder abordar los conceptos y la metodologia de la

siguiente unidad.
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CAPITULO 2 Conjuntos

“Cuando puedes medir aquello de lo que hablas, y expresarlo con nimeros, sabes algo acerca de ello; pero
cuando no lo puedes medir, cuando no lo puedes expresar con ndmeros, tu conocimiento es pobre e
insatisfactorio: puede ser el principio del conocimiento, pero apenas has avanzado en tus pensamientos a la
etapa de ciencia”

William Thomson Kelvin

“No entiendes realmente algo a menos que seas capaz de explicarselo a tu abuela”
Albert Einstein

“La Matematica es la reina de las ciencias y la teoria de nimeros es la reina de las Matematicas”
Carl Friedrich Gauss

“Las ciencias no tratan de explicar, incluso apenas tratan de interpretar, construyen modelos principalmente.
Por modelo, se entiende una construccién matematica que, con la adicion de ciertas interpretaciones verbales,
describe los fenémenos observados. La justificacion de tal construccion matematica es solo y precisamente
que se espera que funcione”

John Von Neumann

Objetivo: Que el alumno reafirme los conocimientos sobre conjuntos y sus
operaciones basicas, previamente adquiridos, para que los aplique en problemas

de andlisis combinatorio y probabilidad.

Temas desglosados:
2.1 Conjuntos
2.1.1 Idea Intuitiva (por extensién y por comprension)
2.1.2 Conceptos Basicos y Simbologia
2.1.3 Subconjuntos
2.1.4 Conjunto Universal
2.1.5 Conjunto Vacio
2.2 Operaciones con Conjuntos
2.3 Cardinalidad de la unién, de la interseccion y del complemento

2.1 CONJUNTOS

El lenguaje de la matematica se internacionaliza cada vez mas, haciéndose
MAs preciso, mas exacto y menos propenso a ambigliedades. El simbolismo
perfeccionado y la nomenclatura, aceptados por todos, hacen realidad el hecho de
gue se pueda leer un texto matematico sin apenas conocer la lengua de expresion
de su autor, sea cual fuese.
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La teoria de conjuntos se encuentra en los fundamentos de la matematica,
la cual proporciona la herramienta y el lenguaje de operacion, que explicita o
implicitamente, en todas sus ramas, utiliza conceptos de la citada teoria, tales
como los de funcién y relacion, o bien, que sirven para las aplicaciones en el
analisis combinatorio y en la teoria de probabilidades. Dicha teoria de conjuntos,
es una teoria axiomatica lo suficientemente potente como para formalizar
cualquier razonamiento matematico. En su seno se demuestran resultados sobre
nameros, sobre geometria, sobre juegos de azar, sobre el movimiento de los
planetas, sobre fluidos, sobre electrones y rayos de luz, etc.

Es necesario que se comprenda la teoria de conjuntos y las operaciones
entre ellos, para ser capaz de resolver problemas del entorno. El concepto de
conjunto ha sido utilizado de forma tan generalizada en toda la matematica
moderna, que es preciso su conocimiento por parte de todo estudiante de nivel
universitario.

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor fue el primero en hallar una
respuesta acertada a los problemas que surgian del estudio de los conjuntos
infinitos. Vio la luz primera en Rusia en 1845, pero emigré junto con su familia a
Alemania cuando él tenia 11 afios. Su padre traté de persuadirlo, sin lograrlo, de
gue no estudiara Ingenieria, Cantor obtuvo su doctorado en Ciencias en 1867 en
la Universidad de Berlin.

Entre 1874 y 1884 publico los articulos donde aparecieron sus aportaciones
mas importantes a la matematica, en ellos ponia en tela de juicio los aspectos
basicos de los conjuntos infinitos, aspectos que trataban acerca de la esencia

misma del analisis matemaético.
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Por desgracia. Cantor nunca obtuvo el reconocimiento que se merecia por
su trabajo, nunca se cumplié su deseo de impartir una catedra de su especialidad
en Berlin. En lugar de ello desarrollé su carrera en una institucion de poco
prestigio, e incluso ahi, no llegé a ser profesor de tiempo completo, sino hasta
1879.

Como resultado de la falta de reconocimiento y aceptacién de su trabajo,
sufrié una serie de colapsos y murié en una institucion para enfermos mentales en
1918.

2.1.1 Idea Intuitiva (por extensién y por comprension)
Segun Georg Cantor (1845 — 1918), el matemético que desarrollé la teoria

de conjuntos, “un conjunto es una agrupacion de objetos simples en un todo”.

2.1.1.1 Definicion de Conjunto
Es una coleccién bien determinada de elementos u objetos agrupados que
cumplen con ciertas propiedades o reglas, a esos objetos se les llama miembros o
elementos del conjunto, para pertenecer a ese grupo deben estar bien definidos,
es decir que no exista la ambigiedad al preguntar si un objeto pertenece a la
coleccién.
Un conjunto se puede formar de una manera sencilla, por ejemplo con:
e Los libros de una biblioteca
e Los alumnos de una escuela
e Los meses del afo
e Los colores del arco iris

e Los planetas del sistema solar

En un conjunto ningun elemento se cuenta mas de una vez.
Por ejemplo, si un conjunto esta formado por las letras de la palabra ferrocarril,
entonces el conjunto tiene 8 elementos: f, e, r, 0, ¢, &, i, | (la letra r aparece cuatro

veces, pero solo se cuenta una vez).
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En un conjunto no se toma en cuenta el orden de los elementos.
Por ejemplo, el conjunto de letras de la palabra casa se puede disponer de
distintas formas (c, a, s; &, S, C; S, &, €) Yy cada una se refiere al mismo conjunto.
Ejemplos Propuestos:
e Los 5 ultimos presidentes de México (DEFINIDO)
e Los 5 Ultimos peores presidentes de México (AMBIGUQ)

Los conjuntos se representan con letras mayusculas y los elementos son los
objetos que contiene el conjunto y en el caso que sean letras se representan con

letras minusculas

Ejemplos Propuestos:
e A={a, e, i 0, U}
¢ B= {lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sabado, domingo}

e C={los alumnos del grupo}

2.1.1.2 Cardinalidad

La cardinalidad de un conjunto es el nimero de elementos del conjunto y lo
denotamos como n(A) o #A. Si el nimero de elementos es un entero no negativo,
decimos que el conjunto es finito. Cuando un conjunto no es finito, se dice que es
infinito. Cuando dos conjuntos finitos A y B tienen la misma cardinalidad, decimos
que los conjuntos son equivalentes y escribimos A ~ B. En este caso también
decimos que entre los dos conjuntos existe una correspondencia biunivoca, en
ocasiones llamada también uno a uno. Puesto que los conjuntos tienen el mismo
namero de elementos, entre ellos se puede establecer una relacién que asocie a

cada elemento del conjunto A un Unico elemento del conjunto B.

2.1.1.3 Relacién de Pertenencia
La relacion que existe entre los elementos y conjuntos se representa con el
simbolo e, que significa: “es elemento de”, “es miembro de”, “esta en”. Cuando el

simbolo aparece tachado ¢ se niega su significado.
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Ejemplo Propuesto:

Sea el conjunto A={a, e, i, 0, U}
¢El elemento “b” € a A?

No, el elemento no pertenece a A.
(El elemento “i” € a A?

Si, el elemento i € A.

Una vez que sabemos la manera en que se denota un conjunto y la relacion
que presentan los elementos de ese conjunto es necesario sefialar que los

conjuntos se pueden representar por Extension y por Comprension.

2.1.1.4 Extensién
Esta forma de representar de forma tabular los conjuntos es a través de la
enumeracion de todos y cada uno de los elementos que pertenezcan al conjunto

separando cada uno de ellos mediante comas.

Ejemplos Propuestos:
A={1, 2, 3}
Se lee: “A es el conjunto de los elementos 1, 2, 3", el conjunto tiene tres
elementos, pero de no utilizarse las comas sélo tendria uno, el nimero 123.
A= {Vicente Fox, Ernesto Zedillo, Carlos Salinas}
A= {Aguila, Sol}
A={1, 2, 3, 4,5}
A= {enero, febrero, marzo, abril, mayo, junio, julio, agosto, septiembre, octubre,
noviembre, diciembre}
A={1,2, 3}
B={3, 4, 5}

B= {primavera, verano, otofo, invierno}
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2.1.1.5 Comprension

Esta forma de representar en forma constructiva a los conjuntos es por
medio de describir una propiedad de sus elementos, de tal modo que no sea
necesario escribir todos los elementos que lo conforman, es utilizado
mayoritariamente, dado que una ventaja constituye al reducir la escritura sobre

todo cuando se tienen conjuntos muy grandes.

Ejemplos Propuestos:
A= {xIx es dia de la semana}

Se lee “A es el conjunto de todas las x tales que x es dia de la semana”. La
letra x representa un elemento cualquiera del conjunto y el simbolo “I” se “lee tal
que”.

A= {xIx son los ultimos 3 presidentes de la Republica Mexicana}

B= {xIx es un alumno el grupo 431}

Esta notacidén se leeria de la siguiente manera. El conjunto B que contiene a los
elementos “x” tales que “x” es un alumno del grupo 431.

E= {xIx es un lado de la moneda}

A= {xIx es un lado al lanzar dado}

F= {xIx es un estado fisico de la materia}

A= {xIx € N, 0<x<6}

El conjunto que contiene a los elementos “x” tales que “X” pertenecen al
conjunto de los numeros naturales, mayores a cero y menores a 6, a su vez al
representarlo por extension tendriamos:

A={1, 2, 3, 4, 5}

Ejercicios Propuestos:

Definir por extension o por comprensién cada uno de los conjuntos siguientes.
A= {xIx es vocal}

B= {xIx es numero digito}

C= {xIx es estacion del afio}
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D= {xIx es estado civil de una persona}

E= {xIx es letra de la palabra matematicas}

F= {xIx es sentido del cuerpo humano}

G= {xIx es numero de un reloj}

H= {xIx es estado de la Republica Mexicana que limita con los EUA}
I= {xIx es mes cuyo nombre tiene la letra r}

J= {xIx es nota de la escala musical}

K = {aries, tauro, géminis, cancer, leo, virgo, libra, escorpion, sagitario, capricornio,
acuario, piscis}

L= {tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro, icosaedro}

M= {decametro, hectometro, kildmetro, miriametro}

N= {rojo, azul, amarillo}

O= {pedn, torre, alfil, caballo, rey, dama}

P={+ - %1}

Q= {liquido, sdlido, plasma, gaseoso}

R={1, 3,5,7,9}

S={prensa, radio, cine, television}

T={oido, vista, tacto, gusto, olfato}

2.1.2 Conceptos Basicos y Simbologia

Un conjunto es una coleccién de objetos. Los objetos de un conjunto se
llaman elementos. Si x es un elemento y A un conjunto, escribimos x € A para
decir que x pertenece a A. Para sefialar que un objeto x no es elemento del
conjunto A, escribimos x ¢ A. Usamos letras mayusculas para denotar a los
conjuntos y minasculas para denotar a los elementos.

Algunos conjuntos se pueden describir listando sus elementos entre llaves
(definicidbn por extension). Por ejemplo, el conjunto A formado por todos los

enteros positivos menores que 7 se puede escribir como:

A={l, 234,56}
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También podriamos escribir A en notacidon constructiva de conjuntos

(definiciébn por comprension) en la forma:

A={xIxeZ,0<x<7}

gue se lee "A es el conjunto de todas las x tales que x es un entero, mayor que Oy

menor que 7".

2.1.3 Subconjuntos

Para dos conjuntos A y B, escribimos, A c B si todo elemento del conjunto
A es un elemento del conjunto B, y en este caso decimos que A es subconjunto de
B. Cuando no se cumple que A — B, es decir, cuando al menos un elemento de A
no pertenece a B, escribimos A ¢ B. Dos conjuntos A y B son iguales si tienen los
mismos elementos, o sea si A c By B — A. En este caso escribimos A = B.

La union de Ay B es el conjunto A U B constituido por todos los elementos
gue estan en A o en B (0o en ambos). La interseccién de Ay B es el conjunto AN B
formado por todos los elementos que estan tanto en A como en B. En otras
palabras A n B es la parte comin de A y de B. Si los conjuntos A y B no tuvieran
elementos comunes su interseccion seria igual al conjunto vacio &.

Los elementos que pertenecen al conjunto B pero no a A, forman el
complemento del conjunto A con respecto al conjunto B y se escribe B \ A,
(también se le conoce como la diferencia de B y A). Si el conjunto B estuviera
representando el conjunto universal U (aquél que se toma como referencia y que
contiene a todos los conjuntos que intervienen en una discusion en particular)
escribimos A’ en vez de U\ A.

Un conjunto A es subconjunto de un Conjunto B si todo elemento de A
pertenece a B. La relacion asi establecida se denota:

AcB
Que se lee: “A es subconjunto de B”, o bien: “A esta contenido en B”.
Para indicar que el conjunto A no es subconjunto de B se escribe:
AzB
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Por definicion:
I. Todo conjunto es subconjunto de si mismo.
II. El conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto.
Ejemplos Propuestos:
a) Si A= {2, 4, 6} y B= {1, 2, 3, 4, 5, 6}; entonces AcB, ya que los
elementos 2, 4 y 6 de A pertenecen al conjunto B.
b) Sean los conjuntos A= {Canadd, Brasil, EUA} y B= {xIx es pais del
continente americano}, entonces: AcB pero B¢ A.
c) Sean los conjuntos A= {xIx es letra del alfabeto espafiol}, V= {xIx es
vocal} y C= {xIx es consonante} entonces: VcA; CcA;VzC; CgV.
Ejercicios Propuestos:
a) Sean los conjuntos D={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, P= {xIx es digito par} e
I= {xIx es digito impar}.

Anote la relacibn entre: Py D, lyD,Pel, lyP.

b) Sean los conjuntos A={1, 2, 3, 4}y B={2, 3, 4, 5, 6, 7}, anota la relacién
de AyBasicomodeByA.

2.1.3.1 Conjunto Potencia

La familia de todos los subconjuntos de un conjunto A se llama conjunto
potencia. Se le designa por 2% Si un conjunto A es finito, digamos que A tiene n
elementos, entonces el conjunto potencia de A tendra 2" elementos.

Ejemplo Propuesto:

Sea el conjunto A= {1, 2, 3}, vemos que n=3 ya que son tres los elementos
que conforman al conjunto por tanto: 2"=2%=8

La familia de los subconjuntos que pueden estar contenidos en el conjunto
dado A son ocho y serian:
1. A={}
2. A={1}
3. A={2}
4. A= {3}
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A= {1, 2}
A= {1, 3}
A= {2, 3}
A={1, 2, 3}

© N o o0

2.1.3.2 Subconjunto Propio
Un conjunto A es subconjunto propio de B si se cumplen las siguientes
condiciones:
I. AcB (A es subconjunto de B)
II. A#B (Ay B no son iguales)
La segunda condicion nos indica que la cardinalidad del conjunto B es
mayor que la de A, es decir n(B)>n(a)
Ejemplos Propuestos:
a) SiA={0,2,4,6,8yB={0,1,2,3,4,5,6, 7,8, 9}, A es subconjunto propio
de B porque B tiene elementos que no pertenecen a A.
b) SiA={a, b, c,d}yB={a, b, c, d, e}, A es subconjunto propio de B porque B
tiene un elemento que no pertenece a A.
c) Si A= {xIx es un namero primo digito} y B= {xIx es un numero digito}, A es
subconjunto propio de B porque B tiene varios elementos que no
pertenecen a A.

2.1.3.3 Subconjunto Impropio
Si todo elemento de B también es elemento de A, entonces se dice que A
es subconjunto impropio de B. Dicho en otras palabras, los simbolos A y B
representan al mismo conjunto; por lo tanto, los conjuntos Ay B son iguales (A=B),
siysolosiAcByBcA.
Ejemplos propuestos:
a) SiA={a, e, i,0,utyB={a, e, i, 0, u}, A es subconjunto impropio de By B es
subconjunto impropio de A porque A y B tienen los mismos elementos, es
decir, A=B.
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b) Si A= {xeN | x es primer nimero primo} y B={ xeN | x es primer nimero
par}, A=B porque ambos tienen como unico elemento el niumero 2, por lo
tanto A es subconjunto impropio de B y viceversa.

c) Sea A={xeN13<x<15}y B={xeZ | 3<x<15}. Los dos conjuntos tienen
los mismos elementos, A es igual a B, por consiguiente cada uno es

subconjunto impropio del otro.

Algunos autores utilizan los simbolos — y < para denotar subconjunto propio e

impropio, respectivamente.

2.1.4 Conjunto Universal

Es un conjunto que se determina arbitrariamente para un problema en
particular, pero de tal manera que todos los conjuntos bajo estudio estén
contenidos en él. Al elegir un conjunto universal se debe considerar que no es
anico, varia segun la naturaleza del problema que se analiza, y para un mismo
problema podemos ampliarlo o reducirlo segun convenga.

Si lo que se desea analizar esta relacionado por ejemplo con estudiantes
gue cursan la educacién media superior en México, el conjunto universal se puede
formar, segun la naturaleza, con los bachilleres:

e De un grupo determinado.

e De un grado especifico.

e De todo el plantel.

e De todo el estado.

e De todo el pais.

e De una edad establecida.

e De cierta calificacion promedio.

e De un nivel socioeconémico, etc.
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Si el problema esta relacionado con numeros, el conjunto universal (Q)
puede formarse con el conjunto de numeros en el cual se pueda encontrar la
solucién:

N = numeros naturales.

Z - numeros enteros.

Q - numeros racionales.

Q’ = numeros irracionales.

R - nameros reales.

| = ndmeros imaginarios.

C - numeros complejos.

Donde

2.1.5 Conjunto Nulo o Vacio
Es un conjunto que cuenta con ningun elemento y se denota por {} 0 .
Ejemplos propuestos:

a) En un grupo escolar la lista de los alumnos, ordenada
alfabéticamente por apellidos, empieza con la letra p y termina
con la letra z. Si queremos formar el conjunto A con los alumnos
del grupo cuyo apellido empieza con la letra a, entonces el
conjunto A no tiene elementos: A= {}.

b) Las edades de los alumnos estan comprendidas entre los 15y 17
afos; por tanto, los alumnos del grupo que tienen 14 afos de

edad forman un conjunto E sin elementos: E= &= {}.

Es necesario sefalar que {} # {0}, pues el {} no tiene elemento, mientras
gue {0} tiene un elemento: el cero.
Ejercicios Propuestos:
a) A= {xlIx es cada persona viviente mayor de 300 afos}
b) B={xIx + 3 =3}
c) C={xIx* =9y 2*x=4}
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2.1.5.1 Conjunto Unitario
Es un conjunto que tiene un sélo elemento.
Ejemplos Propuestos:

a) Sea el conjunto S= {xIx es satélite natural de la Tierra}. El conjunto S solo
tiene un elemento: la Luna.

b) Sea el conjunto L= {xIx es estrella de nuestro sistema planetario}. El
conjunto L solo tiene un elemento: el Sol; recordamos que una estrella es
un astro con luz propia.

c) Sea el conjunto W= {x € Z | -1 < x < 1}. El conjunto W sélo tiene un

elemento: el cero.

2.1.5.2 Conjunto Finitos
Son aquellos en los cuales el proceso de contar sus elementos tiene fin.
Ejemplos Propuestos:
a) El conjunto formado por los meses del afio.
b) El conjunto de los estados de la Republica Mexicana.

2.1.5.3 Conjuntos Infinitos
En los cuales el proceso de contar sus elementos nunca termina.
Ejemplos Propuestos:
a) El conjunto de los nimeros naturales.

b) EIl conjunto formado por los nUmeros pares.

2.1.5.4 Conjuntos Equivalentes

Cuando dos conjuntos finitos A y B tienen la misma cardinalidad
(n(a)=n(B)), se dice que los conjuntos son equivalentes y se denota como A~B. En
este caso también se dice que entre los dos conjuntos existe una correspondencia
biunivoca, en ocasiones llamada también uno a uno. Es decir, puesto que los
conjuntos tienen el mismo numero de elementos, entre ellos se puede establecer
una relacién que asocie a cada elemento del conjunto A un unico elemento del

conjunto B.
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2.1.5.5 Conjuntos Iguales
Dos conjuntos son iguales si ambos tienen los mismos elementos. Para

representar dicha igualdad se utiliza el simbolo =.

2.2 Operaciones con Conjuntos

En aritmética se suma, resta, multiplica y divide, es decir, a cada par de
namero a y b se le asigna un niumero a+b llamado suma de a y b, un numero
a+b llamado diferencia de a y b, un numero a*b llamado producto de ay by un
namero a/b llamado cociente de a y b. Estas asignaciones se llaman
operaciones de adicion, sustraccién, multiplicacion y division de nameros. A
continuacion se definen las operaciones de union, interseccion y diferencia de
conjuntos, es decir, se van a asignar o hacer corresponder nuevos conjuntos a

pares de conjuntos Ay B.

2.2.1 Union

La unién de conjuntos A y B, denotada por AU B, es el conjunto de todos
los elementos que pertenecen a A 0 a B 0 a ambos conjuntos. Su representacion
por comprension quedaria de la siguiente manera:

AU B={xIxe A 0 xeB}

Algunos libros sefialan la unién de conjuntos Ay B como A+B y se le llama
suma conjuntista de Ay B o simplemente A mas B.
Representacién grafica de la Union
Sea el conjunto A
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Y el conjunto B

La unién de los conjuntos A y B denotada como queda representada con el

diagrama de Venn siguiente:

Ejemplos Propuestos:
a) Dados A={a, e,i,o,u}yB={a, b,c,d, e}, launibnde Ay B
gueda determinada como: AUB={a, b, ¢, d, e, i, 0, u}
b) Dados A= {2, 4, 6, 8} y B= {0, 8, 10}, la unién de Ay B
guedaria representada AUB= {0, 2, 4, 6, 8, 10}

2.2.1.1 Propiedades de la union de conjuntos:
Si A, B y C son subconjuntos de un conjunto universo U, entonces se
cumplen las siguientes propiedades:
I. Propiedad Conmutativa: AuB=BUA
Il. Propiedad Asociativa: (AuB) UC=AuU (BUC)
[ll. Propiedad de ldentidad:
a. Aud=g
b. AuU=U
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Ademas, para cualquier pareja de conjuntos Ay B se cumple:
e AcAUuBYBcAUB.
e SiAcB entonces AuB=B.
e Si A=B entonces AU B=A=B.
e Si xeAuB entonces sucede alguno de los siguientes
hechos:
1. x pertenece a A.
2. X pertenece a B.

3. x pertenece a ambos.

2.2.2 Interseccion

La interseccion de dos conjuntos A y B es el conjunto de los elementos
comunes a ambos, es decir, aquellos elementos que pertenecen al conjunto Ay
que también pertenecen a B. Dicha operacion se denota por la expresion AN B,
que se lee “A interseccion B”. Su representacion por comprension quedaria de la
siguiente manera:

ANnB={xIxe A, xeB}

Aqui la coma tiene el significado de “y”.
Representacion gréfica de la Interseccion

Sea el conjunto A
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Y el conjunto B

La interseccion de los conjuntos A y B denotada como queda representado con el

diagrama de Venn siguiente:

Ejemplos Propuestos:
a) SiM={4,6,8,12,16,20}yN={1, 2,3,4,5,6,7,8,9, 10}, la
interseccion de M y N denotada como M~ N seria {4, 8}.
b) SiA={a, e, i, 0,u}yB={a, b, c}, los elementos en comun en

ambos conjuntos resultan ser la interseccion A B= {a}

2.2.2.1 Propiedades de la interseccion de conjuntos:
Si A, B y C son subconjuntos de un conjunto universo U, entonces se
cumplen las siguientes propiedades:
|. Propiedad Conmutativa: ANB=BnA
II. Propiedad Asociativa: (AnB) nC=An (BN C)
lll. Propiedad de Identidad:
c. AnU=A
d AnG=Y
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Ademas, para cualquier pareja de conjuntos Ay B se cumple:
e AnBcAyAnBcB.
e SiAcB entonces AnB=A.
e Si A=B entonces An B=A=B.
e SixeAnB entonces x pertenece a A y x también pertenece
a B.

2.2.2.2 Conjuntos ajenos o disjuntos

Si dos conjuntos A y B no tienen elementos comunes, es decir AnB=J,
decimos que ambos son conjuntos ajenos o disjuntos entre si.

Por ejemplo si A={1, 3,5, 7,9}y B={0, 2, 4, 6, 8}, se observa que AnB=,

por lo tanto dichos conjuntos son ajenos o disjuntos entre si.

2.2.3 Diferencia
La diferencia de dos conjuntos A y B, denotada por A — B, es el conjunto de
todos los elementos de A que no pertenecen a B. Su representacion por
comprension quedaria de la siguiente manera:
A —-B={xIxeAy x¢B}

Otra manera de expresar la diferencia de los elementos que pertenecen a
un conjunto B pero no a A es, { xIxe Ay x¢B} como B\A= {xeB | xg A}. Cuando
Ac B, entonces B\A es el complemento del conjunto A con respecto al conjunto B,
o simplemente el complemento de A con respecto a B.

Representacion gréfica de la Diferencia
Sea el conjunto A
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Y el conjunto B

La diferencia de los conjuntos A y B denotada como queda representada con el

diagrama de Venn siguiente:

Ejemplo Propuesto:
a) Dados A={3, 6, 9, 12, 15, 18} y B= {12, 15, 18, 21, 24}, la diferencia
de Ay B quedaria representada como A — B= {3, 6, 9}.

b) Si A={1, i, 1, g}yB: {g, E, 1, e i, E, -1}. B\A, es decir, los
2 3 2 3 2 4 2 2

elementos que estan en B y no estan en A son: {%, % g -1}

2.2.3.1 Propiedades de la diferencia de conjuntos:
. A-A=Q
. A-g=A
. A—B=ABsiBcA
IV. A-B=AnPB’
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Ademas, para cualquier pareja de conjuntos Ay B se cumple:
e EIl conjunto A contiene al A — B como subconjunto, esto es:
(A-B)cA.
e Los conjuntos (A - B), AnB y (B — A) son mutuamente
disjuntos, es decir, la intersecciéon de dos cualesquiera es

vacia.

2.2.4 Complemento

Dados el conjunto universal U y otro conjunto A, donde A es subconjunto de
U, definimos el complemento de A, denotado por A’ o A°, como el conjunto de
todos los elementos que pertenecen a U pero que no pertenecen a A. Su
representaciéon por comprension podria ser de cualquiera de las siguientes
maneras:

A'={xIxeUyxgA}
A°= {xIx ¢ A}

De acuerdo con lo anterior, A'=U — A.
Representacion gréafica del Complemento

Sea el conjunto A
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El complemento de A denotado como queda representado con el diagrama de

Venn siguiente:

Ejemplo Propuesto:
a) Dados U={a, b, c, d, e, f, g} y A= {a, b, c, d}, el complemento de A
quedaria representado como A'= {e, f, g}, ya que estos elementos

estan en U pero no en A.

2.2.4.1 Propiedades del complemento de un conjunto.

Si U es un conjunto universal y los conjuntos A y B son subconjuntos de U,

entonces:
. U=g
Il @°=U
. (A%°=A
IV. AUA®=U
V. AnA°=Q

VI. AnB°=A-B
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Tabla 2.2.4.1.1 Tabla de resumen de conjuntos
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2.2.5 Intervalos

La notacion de Intervalos es una forma conveniente de representar algunos
conjuntos importantes de numeros reales. Por ejemplo, si a < b, entonces el
intervalo abierto desde a hasta b esta integrado por todos los nUmeros entre ay b
y se denota (a, b). Utilizando la notacion constructiva de conjuntos, podemos

escribir: (a, b) = {x|a < x < b}

Note que los puntos extremos, a y b, no estan incluidos en este intervalo.
Este hecho queda indicado por los paréntesis () en la notacion de intervalos y por

los circulos en blanco de la gréafica del intervalo.

El intervalo cerrado desde a hasta b es el conjunto [a, b] = {x| a<x <b}

Aqui los puntos extremos del intervalo han quedado incluidos. Esto se
indica mediante corchetes [ ] en la notacion de intervalos y con los circulos solidos
de la gréfica del intervalo.

Un intervalo que contiene un extremo pero no el otro se llama semiabierto
(aunque también se le podria llamar semicerrado).

Ademas de los intervalos con extremos finitos, se usa el simbolo infinito, o,
para indicar que un intervalo se extiende en forma infinita. Se dice que ese
intervalo es no acotado. . El intervalo (- «, «), que representa al conjunto de todos

los numeros reales, no tiene cota inferior ni superior.
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En general, un paréntesis rectangular indica que el numero junto a él
pertenece al intervalo, y uno redondo indica que no pertenece. Los simbolos « vy -

o s6lo son simbolos, y no representan nimeros reales.

Tabla 2.2.5.1 tabla de intervalos

Determinacién de uniones e intersecciones de intervalos

1. Grafique (1, 3) N [2, 7].

Solucion:
La interseccion de dos intervalos estd formada por los niumeros que se

encuentran en ambos.

Por lo tanto:
(1,3)N[2, 7]1={x |1 <x<3y2<x<7}={x|2<x <3} =[2, 3)
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2.SiA={xe R|-3<x <4}y B={xe R | ; < x < 6} hallar A N B.

Solucioén:

Observamos que los elementos de A corresponden a los puntos del
segmento que va de -3 a 4, incluyendo sus extremos, y los elementos de B son los
que corresponden al segmento que va de 7/2 a 6, sin incluir sus extremos. Los
puntos que estan en ambos segmentos son los que estan en el segmento que une

a 7/2 con 4, excluido el extremo inicial e incluido el extremo final.

Entonces: AnB={xe R | Z <x<4}.

3.SiIA={xeR |-n£x£7}y B={xeR |-3<x< 232} encontrar A U B.

Solucion:
Recordemos que - t < x <7 significa-nt<x y X<7.

Puesto que:

-n<-3y7< 232,entonces:AuB:{XE R\-n3x< 232}.
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2.2.6 Desigualdades

Propiedades con ejemplos propuestos:

Si a, b, y ¢ son nimeros reales, entonces

Sia<by b<c, entonces a< c. Por ejemplo: 2 <3y 3 <8, de modo que 2
<8.

Sia<Db, entoncesa +e <b +e. Porejemplo: -5< -3, porloque-5+2<-3
+ 2; es decir, - 3 <-l.

Sia<byc>0, entonces ac < bc. Por ejemplo: -5 <-3y 2 >0, de modo
que (-5)(2) < (-3)(2); es decir -10 < -6.

Sia<byc<O0, entonces ac > bc. Por ejemplo: - 2 <4y -3<0, de modo
que (-2)(-3) > (4)(-3); es decir, 6 > -12.

Se cumplen otras propiedades similares si cada signo de desigualdad < entre

ay b seremplaza por<,>o0>.

Un numero real es una solucion de una desigualdad en una variable si se

obtiene un enunciado verdadero al remplazar la variable por dicho numero. El

conjunto de todos los numeros reales que satisfacen una desigualdad es el

conjunto solucién. A las desigualdades que contienen variables se les llama

inecuaciones.

Para resolver una desigualdad hacemos lo siguiente:

Igual que una ecuacion, excepto en que se invierte el signo de la desigualdad

cuando:

a) se multiplican ambos lados por un nimero negativo.

b) se toman los reciprocos en ambos lados de la desigualdad.

Ejemplos Propuestos

1. Determine todos los numeros reales que satisfacen 2x - 1 <4x + 3

Para determinar los nimeros x que satisfacen la desigualdad, se despeja la x

aplicando las propiedades de las desigualdades.
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Primero se suma -3 a ambos lados para obtener 2x - 4 < 4x

Ahora se suma - 2x a cada lado y se obtiene - 4 < 2x

Multiplicando ambos lados de la desigualdad por ; nos queda - 2 < x

Esta solucién también se puede escribir en la forma x > -2 o bien (-2,)

Graficando: -2 0 X

2. Determine todos los numeros reales x que satisfacen - 1 < 2x + 3 <5.

Esta relacion de desigualdad es una forma compacta de expresar que se
tienen las relaciones -1<2x+3 'y 2x+3<5

Procediendo como en el ejemplo 1, sumamos -3 a ambos lados de cada

desigualdad para obtener -4 < 2xy 2x < 2

Multiplicando ambas desigualdades por ; se obtiene -2<x y x<1

Este dltimo conjunto de desigualdades se puede expresar en la forma compacta -
2<x<1 obien (-2,1]

Graficando: 2 -1 0 1 X
3. Resolver la desigualdad -1 <2x-5<7

Se suma 5 a cada miembro de la doble desigualdad: 4 <2x < 12
A continuacion se multiplica cada miembro de la desigualdad resultante por 1/2: 2
<X <6

La solucion es el conjunto de todos los valores de x que estéan en el intervalo [2,6).
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4. Resolver 2x + 7 <5x -8
-5x + (2x + 7) < (5x - 8) - 5x
-3x+7<-8
3x+7-7<-8-7
-3x < -15

- %(-3x) > - %(-15)

Se observa que al multiplicar por un niumero negativo se cambié de < a > dando
como resultado:
X>5

Por lo tanto, la solucion es: {xeR| x >5} o bien (5,©)

2.2.7 Diagramas de Venn Euler

Una forma adicional para representar de manera sencilla e instructiva las
relaciones entre conjuntos es por medio de un grafico al cual se le conoce como
Diagrama de Venn-Euler, o de Venn.

Su origen nace de una necesidad al representar conjuntos en una forma

grafica dado la naturaleza de ser mas simple lo gréafico y visual.

O Q

Un area de trabajo en forma rectangular que representa el Universo total de los

Consta de:

elementos que existen.
Una serie de évalos o circulos que representan los conjuntos y dentro de los

cuales se enlistan los elementos.

Un ejemplo de un diagrama de Venn Euler quedaria representado de la siguiente

forma:
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A={1, 2, 3, 4, 5}

2.3 Cardinalidad de la unidn, de la interseccion y del complemento

Como habiamos visto la cardinalidad indica el nimero o la cantidad de los
elementos constitutivos de un conjunto. Es interesante destacar que este concepto
nos sera de gran utilidad en la siguiente unidad, pues en él se basa la nocion de
probabilidad.

A continuacion ejemplificaremos con conjuntos y diagramas la cantidad de
elementos (ninguno, algunos o todos) que pertenecen a una operacion dada entre

conjuntos.

Ejemplo Propuesto:
SiM={4, 8, 12, 16, 20} y N={1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10}, el conjunto solucién
MANN es:
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Expresado con los elementos comunes a los conjuntos My N: M NN = {4,8}

Ejemplo Propuesto:
Sean los conjuntos E={p, q, 1, s, t, u} y F={p, s, u} de tal manera EUF es:

EUF={p,qr,stu}=E

Ejemplo Propuesto:
Dados A={a, e, i, 0, u} y B={a, b, c, d, e} la operacion AuB quedaria

representada por:

AuB={a,b,c,d,e,i,o,uj
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Ejemplo Propuesto:
Sean los conjuntos A={1, 2, 3,4 ,5}y B={4, 5, 6, 7, 8, 9}, el conjunto AnB

por consiguiente es:

ANnB={4,5

Ejemplo Propuesto:
Sean los conjuntos C={a, b, ¢, d, e} y D={a, b, ¢, d, e, f, g} entonces CnD

es:

CnD={ab,c,d,e}=C
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Ejemplo Propuesto:
Dados A={2, 4, 6, 8} y B={0, 8, 10}, la solucion de AU B seria:

AuUB={0,2,4,6,8,10}
Ejemplo Propuesto:
Dados A={3, 6, 9, 12, 15, 18} y B={12, 15, 18, 21, 24}, el conjunto que
muestra A—B es:

A-B= {3,6,9} gue son los elementos que estan en A pero no en B
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Ejemplo Propuesto:
Sean los siguientes conjuntos A={1, 2, 3, 4}, B={1, 3, 5, 7} y C={3, 4, 5, 6}
representados por el diagrama siguiente

De modo tal que:

e A-B seria

A-B={2,4}
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e B-C estadado por

B-C={17)

e C-A queda representado como

C-A={56)
e B-A
B-A={57}
130 Introduccion a la Estadistica y Probabilidad. Memorias de desempefio laboral del curso de Estadistica y Probabilidad de la Escuela

Nacional Preparatoria. TEORIA Y PRACTICA



Capitulo Il. Conjuntos )
HERNANDEZ RIVERA ALEJANDRO

e A-A

A-A=¢
Ejemplo Propuesto:
Dados ©U={a,b,c.d,e f,g} y A={ab,cd} el conjunto soluci6n que

representa A' es:

A'={e, f,g}, los elementos que estan en el universo ¥ pero no en A
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Ejemplo Propuesto:

Dados los conjuntos ©={x/xes una letra del alfabeto} y A={a,e,i,o,u}

representados por el diagrama

Llamamos A'= {x/ X €S una consonante del alfabeto}

Ejemplo Propuesto:
Sean los conjuntos A={1, 2, 3, 4}, B={2, 4, 6, 8 y C={3, 4, 5, 6}
representados por medio del diagrama de Venn siguiente

De tal manera que: A-B={13}, B-C={28}, C-A={56}, B-A={68},

A-A=¢
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Ejemplo Propuesto:
Sean los conjuntos A={1, 2, 3, 4,5}y B={4, 5, 6, 7, 8, 9} entonces AUB es:

AUB={1,2,34,56,78,9}
Ademés, Ac AUB; Bc AUB

Ejemplo Propuesto:

Sean los conjuntos G={xeN/xes par}y H={xeN/xesimpar} entonces

GUH:

GUH=N
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Ejemplo Propuesto:

Dados los conjuntos V={a, b, c, d, e, f, h, i, j, k}, X={a, e, i, 0, u}, Y={f, g, h ,i
a, e}, Zz={o, u, p, q, a, e}, y al conjunto universal U ={el abecedario}, el
complemento de V sera:

V'=V*®={ch,g,I,mn,fo0, parstuvwxy,z}
Ejemplo Propuesto:

Sean los conjuntos E={p, q, 1, s, t, u} y F={p, s, u} de tal manera EnF es:

EnF={psu}=F
Ejemplo Propuesto:

Sean los conjuntos C={a, b, c, d, e} y D={a, b, c, d, e, f, g} entonces CuD
es:

CubD={ab,cd.e f,g}=D
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Ejemplo Propuesto:

Sean los conjuntos G={xeN/xes par}y H={xeN/xesimpar} entonces

GNnH:

GAH=¢

Ejemplo Propuesto:
Sean los conjuntos A={20, 30, 40, 50, 60, 70}, B={20, 30, 40, 50, 60, 90,
120}, C={20, 40, 50, 60, 70, 90, 120} representados como:

Por tanto: AN B ={40,50}, AnC ={20,40} ,BNC ={40,60} .Ademas
ANBNC ={40}
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Ejemplo Propuesto:
Sean los conjuntos P={a, b, ¢, d, e}, Q={c, d, f, g, h, i, j} y R={d, e, |, j, k, |,

m}, entonces su diagrama de Venn quedaria:

A

De tal modo que: PuUQUR={ab,c,de f,ghijklm}, PnQ={cd},

PAR={d.e}, QnR={d,i, j}, ademds PNnQNR={d}

Ejemplo Propuesto:

Sombrear en un diagrama de Venn la proposicion An(BuC)
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Ejemplo Propuesto:
Sean los conjuntos F={1, 2, 3, 4}, G={2, 3, 5, 6, 7}, H={3, 4, 7, 8, 9}
representados a través del siguiente diagrama:

Entonces: F UG ={1,2,3,4,5,6,7},F UH ={1,2,3,4,7,8,9},G UH ={2,3,4,5,6,7,8,9}
y FUGUH ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Asi como: FNG={2,3},FH ={3,4},GNH ={3,7}, por dltimo FN"GH ={3}

Ejemplo Propuesto:

Un estudio de mercado dio como resultado la siguiente informacion:

Numero de estudiantes  Genero de su preferencia

29 Pop
23 Banda
40 Rock
10 Rock y Pop
13 Banda y Rock
5 Pop y Banda
3 Rock, Pop y Banda
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Si el total de estudiantes encuestados fueron 70 representados a través del

siguiente diagrama de Venn

Podemos calcular lo siguiente:
a) El numero de estudiantes que solo les gusta el Pop son 17.
b) El numero de estudiantes que les gusta el Rock y la Banda,
pero no el Pop son 38.
c) El ndmero de estudiantes que no les gusta ninguno de los

géneros musicales de la encuesta fueron 3.

Como se pretende mostrar, con los conocimientos desarrollados durante
esta unidad, los cuales abarcan tipos de conjuntos, simbologias, operaciones con
conjuntos, representaciones graficas, cardinalidad, entre otros, es posible que el
alumno, profundizando y aplicando los conceptos vistos y estudiados, aplique su
conocimiento con el fin de solucionar problemas probabilisticos, los cuales
implican llegar a una mayor dificultad, pues por medio de procesos y métodos que

llevan de lo complejo a lo simple, es capaz de llegar a una solucién de los mismos.
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CAPITULO 3 Probabilidad

“Debemos creer en la suerte. Porque, ¢De qué otra manera se explica el éxito de las personas que no nos
gustan?”
Jean Cocteau

“Usted cree en un Dios que juega a los dados, y yo, en la ley y el orden absolutos en un mundo que existe
objetivamente, y el cual, de forma insensatamente especulativa, estoy tratando de comprender [...]. Ni siquiera
el gran éxito inicial de la teoria cuantica me hace creer en un juego de dados fundamental, aunque soy
consciente de que sus jévenes colegas interpretan esto como un sintoma de debilidad” [Carta dirigida a Max
Born.]

Albert Einstein

“La necesidad de jugar es tan apremiante y su practica tan placentera, que supongo que debe ser pecado”
Heywood Broun

“Dios no sélo juega a los dados: a veces los tira donde no se pueden ver”
Stephen William Hawking

Objetivo: Que el alumno sea capaz de identificar a la probabilidad como un

instrumento confiable en la inferencia y toma de decisiones.

Temas Desglosados:

3.1 Espacio Muestral

3.2 Experimentos y eventos

3.3 Principio fundamental del Conteo

3.4 Analisis Combinatorio

3.5 Concepto de Probabilidad

3.6 Eventos

3.7 Teoremas de la Probabilidad

3.8 Variables aleatorias: Discretas y Continuas

3.9 Funciones de distribucién para variables aleatorias continuas y discretas

Origenes del célculo de probabilidades

Desde la antigiedad mas remota, los juegos de azar y de suerte han
interesado al hombre; se sabe que el uso de tablas es tan viejo como la
humanidad misma y parece ser el antecesor de los dados y de la ruleta. El primer
dado conocido es de arcilla cubierta de cuero, fue encontrado al norte de Irak y

data de principios del tercer milenio a.C.
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Los griegos, que tenian una diosa de la suerte llamada Tique, de origen
egipcio, construyeron dados poliédricos que recordaban los soélidos platdnicos,
algunos se conservan en el museo de Louvre en Paris.

Segun la Biblia, unos 1000 afios a.C., los israelitas eligieron un rey por sorteo
(Samuel 10:20-24).

Pero el célculo de probabilidades entr6 muy lentamente a formar parte del
campo de las matematicas, El primer documento conocido donde se analizan los
juegos de azar en forma sistematica es el Liber de ludo alese (manual sobre
juegos de azar), escrito por Gerolamo Cardano alrededor de 1550, pero publicado
cien afios después de su muerte. El gran Galileo también se interesé por lo juegos
de azar y escribié un folleto titulado Sopra le scopere dei dadi (Descubrimiento
sobre los juegos de azar con dados) publicado en 1718.

A continuacion, muestro algunos de los problemas concretos y practicos
gue he empleado en mi experiencia docente a partir de los cuales se fue creando

poco a poco el modelo matematico que es hoy el calculo de probabilidades.

El problema del duque de Toscana (1560)

El duque de Toscana fue un jugador empedernido, y habia observado que
en un juego en el que se tiran tres dados y se suman los puntos, el 10 aparecia
mas veces que el 9.

Sin embargo, segun el duque, ambos numeros se pueden obtener de las

seis maneras que se lista abajo.

1+2+6=9 | 1+3+6+10
1+3+5=9 | 1+4+5+10
1+4+4=9 | 2+2+6+10
2+2+5=9 | 2+3+5+10
2+3+4=9 | 2+4+4+10
3+3+3=9 | 3+3+4+10
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Cardano fue consultado y estudi6 el problema, pero no encontré respuesta
satisfactoria. Fue Galileo quien encontré la solucion 50 afios mas tarde, para ello
conto todos los casos posibles y, por primera vez, presento los datos en tablas de
distribucion, como la siguiente, que corresponde al problema anterior:

El obtiene 9 de las siguientes maneras: (6,1,2), (6,2,1), (5,1,3), (5,2,2),
(5,3,1), (4,4,1),...,(1,6,2). En total, hay 25 maneras de obtener 9.

El 10 se obtiene de 27 maneras diferentes: (6,1,3), (6,2,2), (6,3,1), (5,1,4), (5,2,3),
(5,3,2),...

Por lo tanto, es normal que el 10 ocurra con mas frecuencia que el 9.

Sumade lospuntoscon3dados 3 4 5 6 7 8 9 10

NUmero de maneras de obtenerlos 1 3 6 10 15 21 25 27
Suma de los puntos con 3 dados 11 12 13 14 15 16 17 18
NUmero de maneras de obtenerlos 27 25 21 15 10 6 3 1

Los problemas del Caballero de Méré (1651)

Antoine de Gambaud, Chevalier de Mére, fue jugador, hombre de letras y
cortesano muy conocido en la corte del rey Luis XVI de Francia. Su primer
problema es parecido al del duque de Toscana: ¢Como puede ser que el 11
ocurra mas veces que el 12 cuando tiran tres dados, si ambos numeros se pueden
formar de seis maneras distintas? El Caballero de Méré consulté a su amigo
Blaise Pascal quien, mediante ese problema, empezé a interesarse por las
probabilidades y resolvié este mismo problema (utiliz6 el mismo método que
Galileo) y muchos mas.

Para el segundo problema del Caballero de Méré, Pascal pidio la opinion de
Fermat y escribié (1654): “El Caballero de Méré es muy talentoso, pero no es
matematico y eso, Usted lo sabe bien, es un gran defecto”. Este es el problema:

Dos personas, Ay B, participan en un juego donde las dos tienen la misma
probabilidad de ganar (o sea Y; por ejemplo, lazando una moneda). El primero
que gane cinco veces cobra el premio de 4200 franco franceses.
Desgraciadamente, después de lanzar la moneda siete veces hay que suspender
la contienda; en ese momento A ha ganado 4 veces y B 3 veces.
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¢, Como tiene que dividirse el premio entre los dos jugadores?

Se propusieron varias soluciones:
a) Dividir el premio proporcionalmente 4 y 3, puesto que el torneo terminé de
esa forma; o sea, A cobrard 2400 FF y B cobraria 1400 FF.
b) Dividir el premio proporcionalmente a (5-3) y (5-4), 0sea2y 1
En este caso, A cobraria 2800 FF y B cobraria 1400 FF.

Ninguna de las soluciones presentadas convencian a los jugadores, hasta
gue Pascal y Fermat propusieron un esquema que tomaba en cuenta el hecho de
que A tenia la ventaja de haber ganado ya 4 partidas. El analisis que hicieron
inicié el estudio de la “probabilidad condicionada”, y el método que usaron se
aplica hoy a muchas situaciones que van desde negocios hasta medicina. Un

diagrama de arbol facilita la representacion visual del problema:

A gané 4 partidas{%: Agana 5 a 3}

1 E:> Agana5a4
B gano 3 partidass——= B gana
2
E:> Bgana5a4

Octava partida novena partida

Probabilidad de que A gane:

Por lo tanto A debe cobrar: 420; =3,150FF

Probabilidad de que B gane:

N

1
>

4200*1

Por lo tanto B debe cobrar: =1,050FF

144 Introduccion a la Estadistica y Probabilidad. Memorias de desempeio laboral del curso de Estadistica y Probabilidad de la Escuela Nacional
Preparatoria. TEORIA Y PRACTICA



Capitulo I1I. Probabilidad )
HERNANDEZ RIVERA ALEJANDRO

El error de d’Alembert (Siglo XVIII)

Jean Le Ronde d’Alembert fue un famoso matematico francés del siglo
XVIII; es también famoso por haberse equivocado en el siguiente problema que le
fue planteado en 1754

¢, Cuadl es la probabilidad de que salga cara por lo menos una vez cuando
lanzan las dos monedas? (cara-cruz equivale a aguila-sol).

D’Alembert analiz6 el problema diciendo que existian tres posibilidades:

Cara en el primer lanzamiento
Cara en el segundo lanzamiento

Ninguna cara

Como hay tres casos posibles y dos favorables la probabilidad buscada es
2/3.

El analisis correcto es observar que hay 4 casos posibles: cara-cara, cara-
cruz, cruz-cara, cruz-cruz; en tres de estos casos por lo menos una vez, la

probabilidad buscada es por lo tanto % .

La paradoja de San Petersburgo (Siglo XVIII)

En 1725, Daniel y Nicolas Bernoulli ensefiaban matematicas en la academia
(que Pedro el Grande de Rusia acababa de crear) de la ciudad de San
Petersburgo, Nicolas habia propuesto en los Commontarii de dicha academia el
problema siguiente, conocido como la paradoja de San Petersburgo.

El juego consiste en lanzar una moneda hasta que salga cara.

e Sisale cara la primera vez, Daniel paga una corona a Nicolas.

e Si sale cruz primero y cara en el segundo lanzamiento (Cr, C), Daniel paga
dos coronas.

e Si cale cara por primera vez en el tercer lanzamiento (Cr, Cr, C), Daniel
paga 4 coronas.

e Silasucesion es (Cr, Cr, Cr, C), Daniel paga 8 coronas.

e Sila sucesién es Cr, Cr, Cr,..., Cr, C, con n lanzamientos, Daniel paga 2n*

coronas.
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En otras palabras:
La probabilidad de que Nicolas cobre 1 corona es 2
La probabilidad de que Nicolas cobre 2 coronas es ¥4
La probabilidad de que Nicolas cobre 4 coronas es Vs
Etc...

El problema es: ¢Cuanto tiene que pagar Nicolds a Daniel para jugar si
quiere que el juego sea equitativo?
Lo que puede ganar Nicolas (su esperanza matematica) es:

i1+i22+i322+i423+...=—+£+—+—+
2 2 2 2 2 2 2 2

una suma infinita; por lo tanto, en teoria, tendria que pagar una suma infinita de
dinero para que el juego sea equitativo. Sin embargo, el sentido comun sugiere

que so6lo hay que pagar una pequefa cantidad.

Georges Louis Leclerc, conde de Buffon, un conocido naturalista francés
(1701-1788), hizo una prueba empirica: contratdé un nifio para que lanzara la
moneda al aire muchas veces (no habia entonces computadoras para hacer
experimentos simulados). El nifio lanz6 la moneda 2084 veces y encontré que
Nicolas tendria que pagar a Daniel 10057 coronas, un promedio de 5 coronas por
partida, no la suma infinita dada por la teoria (en el experimento simulado, se
pago, en 1061partidas, 1 corona; en 494 partidas, se pagaron 2 coronas etc..).

El conde Buffon fue el primero en subrayar la importancia de la verificacion
de una teoria con experimentos reales.

Se ha tratado de explicar la paradoja de San Petersburgo de varias
maneras. Daniel Bernoulli invent6 el principio de “Esperanza Moral”, y describid
una nueva funcién que denominé “funcion utilitaria”: el valor de una pequefia
cantidad de dinero no es el mismo para un rico que para un pobre (definié la
“esperanza moral” como la esperanza matematica del logaritmo de la fortuna).

Otra explicacion consiste en decir que, siendo finita la fortuna de Nicolas, es
imposible que éste pueda pagarle a Daniel si la cara tarda mucho en salir. Dicho
de otra manera, la “esperanza matematica infinita” se explica por el hecho de que
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existe la posibilidad, aunque muy remota, de ganar una suma enorme (infinita) si
ocurre una larga racha de caras.

En resumen, la paradoja de San Petersburgo es un caso particular del
problema general de “doblar” la apuesta en los juegos de azar; sistema con el
cual, en teoria, no se puede perder (puesto que en algin momento saldra cara);
pero en el que se pierde siempre en la practica, ya que la cantidad de dinero de
gue dispone el jugador es siempre finita y casi siempre inferior a la de la banca.
Para asegurar mas todavia su probabilidad de no perder, los casinos fijan una
cantidad maxima para todas las apuestas.

El conocido matematico suizo Gabriel Cramer (1704-1752) explica que la
fortuna de la banca, aunque puede ser muy grande, es siempre limitada.

Suponiendo que el capital de la banca sea de $2%*, el jugador tiene la probabilidad

% de recibir $2"* cuando es menor n que 25, pero después sélo podré recibir

$2**. Su esperanza matematica es entonces $13, lo cual es bastante razonable.

Este es el calculo que hacia Crarmer:

24 2n—1

© 224
> > +> > =12+1=13

1 25

Las matematicas y el mundo real

DATOS DEL 1 MODELO
MUDO REAL E— MATEMATICO
MATEMATICA
4 2 ’ PURA
PREDICCIONES RESULTADOS
EN EL MUNDO 3 MATEMATICOS
REAL
| ] | ]
MUNDO REAL MUNDO MATEMATICO
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Este cuadro representa sucintamente las relaciones entre el mundo real y el
mundo de las matematicas, puras y aplicadas. Las distintas flechas se explican a

continuacion.

1. Induccién

A partir de cierto numero de observaciones y de datos, se construye un
modelo matematico, una conjetura, una hipotesis, una traduccion al idioma
matematico, o sea, se trata de mate-matizar el mundo real.

Este proceso es siempre dificil, requiere creatividad, ingenio y capacidad de
invencion. La formulacion y la construccion de modelos abstractos inspirados por
situaciones reales es lo que hace progresar la ciencia tedrica. Veamos un ejemplo
en la astronomia.

Ptolomeo, a mediados del siglo I, construye un “modelo” que describe
“actualmente” el movimiento de los planetas. Durante 1500 afios, ese modelo
satisface las necesidades practicas y tedricas de la humanidad.

Nicolas Copérnico (Polonia, 1473-1543) simplifica el modelo anterior poniendo un
sol estacionario en el centro del sistema solar.

Johannes Kepler (Alemania, 1571-1630), unos cien afios después, utiliza sus
propias observaciones ademas de los datos astronémicos de Tycho Brahe
(Dinamarca, 1546-1601) y propone su propio modelo: los planetas describen una
elipse y el Sol uno de los focos.

Unos noventa afios después, Isaac Newton, con su ley de gravitacion
universal, explica las leyes de Kepler y otras.

Finamente, Albert Einstein (Alemania-E.U.A., 1879-1955) propone, en 1905,
su teoria de relatividad, otra explicacion del movimiento de los planetas mas
“exacta” que las de sus predecesores.

¢, Quién vendra después? No se sabe todavia. Si se sabe que ninguna de
esas teorias es verdadera o falsa; cada una es un nuevo modelo que permite
predecir mejor la oOrbita de los planetas.

Sir Arthur Eddington (Inglaterra, 1882-1944), en un ejemplo famoso,
pregunta: “¢Cuanto tiempo tarda un elefante de dos toneladas en deslizarse por
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una colina cubierta de hierba con 60 grados de pendiente?” Y contesta: “Si se
elimina la ‘poesia’ del problema, queda una ‘particula’ rodando por un plano
inclinado.

Bertrand Russell, en su Introduccion a la filosofia matematica (1911), dice:
“Tienen que haber pasado muchisimos siglos antes de que el hombre pudiera
descubrir que una pareja de faisanes y un par de dias son dos ejemplos distintos
del nimero dos, no es nada f4cil llegar a tan alto grado de abstraccion”.

2. Deduccién

Mediante el razonamiento deductivo, se derivan algunas conclusiones
acerca del modelo matematico construido, el cual es preferido para la ensefianza
de la matematica en las escuelas.

Aqui se demuestran teoremas y se hacen predicciones matematicas, sin
preocuparse demasiado del mundo real. Las otras etapas, que implican
interacciones con otras asignaturas o con el problema de la vida real,
generalmente no se mencionan en los programas de mateméaticas o, si se
mencionan, pocas veces se tratan.

Dice el fisico matemaético inglés Sir Arthur Eddington: “La parte introductoria
de una teoria es la mas dificil, ahi, tenemos que usar constantemente el cerebro;

después podemos usar las mateméaticas”.

3. Interpretacion

Las conclusiones matematicas no pueden transferirse al mundo real
autométicamente. En esta etapa del proceso, los resultados mateméaticos se
interpretan, se describen y se explican en relacion con el problema real que se
estudia; también se hacen algunas predicciones.

En esta etapa se explica las conclusiones matematicas a los no-
matematicos y aqui es donde el uso de las matematicas puede ser abusivo.
Muchas veces se han utilizado argumentos matematicos para justificar una teoria;
para intimidar y confundir, consciente o inconscientemente, a los analfabetos

matematicos, no para esclarecer los problemas.
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4. Verificacion
Las predicciones se comparan con los datos iniciales y se determina el
grado de exactitud del modelo que (provisionalmente) se acepta, se rechaza o se

ajusta. Y vuelve a empezar el ciclo.

3.1 Espacio Muestral

Es el conjunto de todos los resultados posibles de un proceso o
experimento, se denota como E o S. Este concepto es fundamental para el estudio
de la probabilidad, porque define todos los eventos que pueden resultar de un
fendbmeno aleatorio. Segun la cantidad de elementos que posea el Espacio
Muestral puede ser:

» Finito: “Se lanza un dado y se anota la cara superior”.

» Infinito Numerable: “Se fabrican articulos hasta producir 10 no

defectuosos” {10, 11, 12, 13....}.

> Infinito No Numerable: “Se anota la duracién de una lampara” {T/T >0}.

Ejemplos Propuestos:

a) Para el lanzamiento de una moneda al aire: E= {cara, cruz}

b) Para el lanzamiento de un dado: E={1, 2, 3, 4, 5, 6}

c) Para el lanzamiento de dos monedas al aire E= {(cara, cara),
(cruz, cruz), (cara, cruz), (cruz, cara)}

d) En una caja hay ocho focos de los cuales tres estan fundidos,
si se sacan uno a uno los focos y nos fijamos en el nimero de
focos que quedan en la caja hasta encontrar los 3 fundidos el
espacio muestral seria E= {3, 4, 5}.

e) Un juego consiste en lanzar una moneda hasta obtener 3
aguilas o realizar 15 volados lo que pase primero, el espacio
muestral se denotaria como S= {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12,
13, 14, 15}.
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3.2 Experimentos y eventos

Muchos de los eventos que ocurren en la vida diaria no pueden ser
predichos con exactitud desde antes por diversas razones, pues la mayoria de los
hechos estan influidos por los factores externos. Ademds, existen aquellos
sucesos que estan directamente influidos por el azar, es decir, por procesos que
no se esta seguro de lo que va a pasar. Sin embargo. La probabilidad nos permite
acercarnos a esos sucesos Yy estudiarlos, ponderando las posibilidades de
ocurrencia y proporcionando métodos para tales ponderaciones.

Precisamente, algunos de esos métodos proporcionados por la probabilidad
nos llevan a descubrir que algunos sucesos tienen una mayor O menor
probabilidad de ocurrir que la ponderacién asignada a través del sentido comun.
Nuestros sentidos, la informacion previa que poseemos, nuestras creencias,
posturas, nuestras inclinaciones, son algunos de los factores que intervienen para
no permitirnos hacer ponderaciones reales y sisteméaticas. La probabilidad nos
permitird estudiar los eventos de una manera sistemdtica y mas cercana a la
realidad, retribuyéndolos con informacion mas precisa y confiable y por tanto mas

atil para las disciplinas humanas

3.2.1 Experimento

Es aquella accion que se considera con proposito de analisis y que tiene
como fin dltimo determinar la probabilidad de uno o de varios resultados.

Un experimento también es llamado fendmeno y se denota como ¢ . Existen
2 tipos de fendbmenos.

I. Deterministas: Cuando al realizar un experimento en las mismas
condiciones, siempre obtenemos el mismo resultado.

II. Aleatorios: Cuando al realizar un experimento en las mismas condiciones
nunca podemos predecir el resultado. Este a su vez tiene tres
caracteristicas:

a. Es posible repetirlo en forma indefinida sin cambiar esencialmente

las condiciones.

Introduccion a la Estadistica y Probabilidad. Memorias de desempefio laboral del curso de Estadistica y Probabilidad de la Escuela Nacional 151
Preparatoria. TEORIA'Y PRACTICA



Capitulo I1I. Probabilidad )
HERNANDEZ RIVERA ALEJANDRO

b. Podemos describir el conjunto de todos los resultados posibles del
experimento.
c. Al repetir el experimento un gran nimero de veces aparece un

patrén definido.

Ejemplos Propuestos:

a) Experimento — Se lanza una moneda al aire, donde el espacio muestral seria el
total de formas en como puede caer la moneda.

b) Experimento — Se lanza un dado, aqui el espacio muestral serian las posibles
caras hacia arriba que pueden presentarse.

c) Experimento — Registramos el grupo sanguineo de una persona. Los 4
posibles resultados son A, B, AB, O.

3.2.2 Evento

Un evento A (respecto de un espacio muestral S asociado a un experimento
&) es un conjunto de resultados posibles (Ac S).
Definicion: Dos eventos A y B son mutuamente excluyentes si no pueden ocurrir

juntos. Expresamos esto escribiendo AnB=4¢.

Es el resultado posible, o grupo de resultados posibles, de un experimento
0 proceso observado, y es la minima unidad de analisis para efectos de calculo de
probabilidades. Es un subconjunto de resultados posibles considerados
previamente en el espacio muestral y se denota comunmente con las letras
mayusculas A, B, C. A los eventos también se les conoce como sucesos.
Ejemplos Propuestos:
a) Sea A el evento de que al nacer un bebé, éste sea nifa.
b) Sea B el evento de que un alumno bachillerato, termine en cuatro
afios el nivel medio superior.
c) Sea C el evento de que al seleccionar sin ver una carta de una
baraja, salga un rey.

d) Al lanzar un dado de 6 caras, que obtengamos un nimero par.
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3.2.3 Observacion

Un resultado concreto de un experimento es un elemento del espacio
muestral asociado al experimento, conceptualmente evento (suceso) y resultado
son dos cosas distintas. Los resultados de un experimento se suelen representar

con letras mindsculas, los eventos con letras mayusculas.

Ejemplo Propuesto:
a) Si en una caja hay diez manzanas y dos de ellas estan podridas, al seleccionar
tres manzanas ¢ Cuantas manzanas buenas se pueden obtener?

Tenemos que el espacio muestral es E= {1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10} y el
evento A= {1, 2, 3}, ya que el peor de los casos seria sacar las dos manzanas
podridas y obtendriamos sélo una manzana buena, asi como que el caso mas
favorable seria que al seleccionar las tres manzanas no obtuviéramos ninguna de

las dos podridas dando un total de tres manzanas buenas.

Frecuencia Relativa
Si se repite n veces el experimento ¢ y sea Ay B dos eventos asociados a

él. Sea na y ng el nimero de veces que ocurrid el evento A y el B respectivamente

. N, : :
de las n repeticiones, llamaremos a f, =— frecuencia relativa del evento A en
n

las n repeticiones del experimento ¢. La f, tiene las siguientes propiedades:
i) 0<f, <1.
ii) f, =1 siy soblo si A ocurre cada vez en las n repeticiones.
i) f, =0 siy solo si A nunca ocurre en las n repeticiones.
iv) Si Ay B son eventos mutuamente excluyentes entonces f, ., =f, + f;.
v) f,, basada en las n repeticiones de ¢ y considerada para una funcion de

n, converge en cierto sentido probabilistico a P(A) cuando n> .
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3.3 Principio fundamental del conteo

Debido a que algunos experimentos se pueden generar en etapas y el
espacio muestral se puede mostrar en un diagrama de arbol, donde cada nivel
sucesivo de ramificacion en el arbol correspondera a un paso necesario para
generar el resultado final, es muy importante por tanto entender que en todo
problema probabilistico, se deben encontrar tanto el nimero de elementos que
pertenecen al espacio muestral S, como el nimero de elementos que determinan
a cualquier evento A, B, C, para saber cual es el valor de la probabilidad.

Si en un experimento, un primer ensayo puede ocurrir de n; maneras
diferentes, y si continuando el experimento, un segundo ensayo puede ocurrir de
n, maneras diferentes, y si continuando el experimento un tercer ensayo puede
ocurrir de nz maneras diferentes, y asi sucesivamente, entonces el nimero de
formas como puede ocurrir el experimento nos lleva al principio fundamental de la

adicién y al principio fundamental de la multiplicacién.

3.3.1 Principio fundamental de la adicion

Para ir de un punto p a la recta L; hay n; maneras, y para ir de P a la recta
L, hay n, maneras. Entonces, para ir de el punto P a cualesquiera de las rectas
hay:

N1 + N2 Maneras

N

N2

L,
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Ejemplo Propuesto:
Un profesor quiere ir de vacaciones de verano, €l tiene 5 ofertas para viajar
en crucero, 3 ofertas para viajar en avion y 2 para viajar por tren. ¢ Cuantos viajes

diferentes puede realizar el profesor?

Viajes = 5crucero + 3avion + 2tren =10

3.3.2 Principio fundamental de la multiplicaciéon
Para ir del punto P a la recta L; hay n; maneras, y para ir de L; a L, hay n;

maneras. Entonces para ir de P a L, hay:

ni* N, maneras.

2

N

MR

L

Ejemplo Propuesto:

Si tengo 4 trajes (negro, azul marino, gris, verde) y dos corbatas (lisa,
estampada). ¢ Cuantas maneras distintas de atuendo me dan mis trajes con mis
corbatas?

formas = 4trajes - 2corbatas =8
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Ejemplo Propuesto:

Un estudiante desea saber cuantas rutas puede tomar para llegar a casa de
Su novia, €l sabe que para lograr su objetivo, necesita pasar por 2 estaciones
intermedias, y sabe por experiencia personal que de su casa a cualquiera de las 2
estaciones intermedias, hay tres caminos diferentes que puede tomar, y al final de
cualquiera de estas estaciones so6lo hay un camino que lo conduce a casa de su

novia. ¢ Cudl es el nimero de rutas que el estudiante puede seguir?

Por lo tanto las rutas que puede seguir son:

total =3caminos-2rutas =6

3.4 Analisis Combinatorio

En ocasiones el trabajo de enumerar los posibles sucesos que ocurren en
una situacion se convierte en algo dificil de lograr o simplemente tedioso. El
analisis combinatorio 0 calculo combinatorio permite enumerar tales casos o
sucesos y asi obtener la probabilidad de eventos mas complejos. En el caso de
gue existan mas de un suceso a observar habria que contar el nUumero de veces
que pueden ocurrir todos los sucesos que se desean observar, para ellos se utiliza
el principio fundamental de conteo.

Si un suceso se puede presentar de n; formas y otro se puede presentar de
n, formas, entonces el nimero de formas en que ambos sucesos pueden

presentarse en ese orden es de n;*n,.
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En otras palabras, basta multiplicar el nUmero de formas en que se pueden
presentar cada uno de los sucesos a observar.

Este principio nos remite automaticamente al factorial de un namero natural,
que se puede pensar como una funcion con su dominio en los nUmeros naturales,
junto con el cero y el codominio de los numeros naturales. En el analisis
combinatorio se definen también las permutaciones (con o sin repeticion) y las

combinaciones (con o sin repeticion).

3.4.1 Factorial
El factorial de un numero entero, se define como, el producto de ese

namero por todos sus numeros menores enteros y se denota n!, es decir:
nl=n(n-1)(n-2)(n-3)...1 si n>0
por definicién, cuando n=0, queda determinado como 0!=1.
En el caso de que n sea muy grande, el proceso de calculo se vuelve muy

cargado de operaciones, incluso para una computadora, por lo que se utiliza la

aproximacion de Stirling a n! la cual se define como:

n'= +/2zn n"e™"

donde e~2.71828..., que es la base de los logaritmos neperianos.

3.4.2 Permutaciones
Agrupar (6 permutar) n objetos es equivalente a

112 (3 |4 ]....|N

ponerlos en algun orden especifico, en una caja de n

lugares. La primera casilla se puede llenar de cualesquiera de las n maneras, la
segunda de (n-1) maneras....y asi obtendremos, por el principio de la

multiplicacién, que la caja se puede llenar de n(n-1)n-2)...1 maneras.
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3.4.2.1 Permutaciones sin repeticion

Entonces el numero de formas diferentes en que se pueden permutar los n
objetos diferentes cuando se toman de uno en uno es el factorial de n. Las
permutaciones sin repeticion de n elementos se definen como las distintas formas
de ordenar todos esos elementos distintos, por lo que la Unica diferencia entre

ellas es el orden de colocacion de sus elementos.

El nUmero de estas permutaciones sera:

3.4.2.2 Permutaciones cuando no todos los objetos son diferentes (repeticién)
En el método hasta ahora enunciado suponiamos que los objetos son
distintos (distinguibles). Supongamos ahora que de los n objetos hay n; de una

clase, n, de otra... y asi hay k clases, donde n;+n,+...+nx = n. Entonces el nimero

: . n!
de permutaciones esta dado por: ————————.
n!n,!---n.!

n |
Generalizando tenemos PR .
a,b,c,...,x) alblch..-x!

3.4.3 Ordenaciones
Las permutaciones son también conocidas como ordenaciones, y de hecho

toman este nombre por que son ordenaciones de r objetos de n dados.

Si en cambio lo que se quiere es elegir r de esos n objetos (Os r< n) y

permutarlos, recurriremos nuevamente a la caja de n compartimientos. Asi el
primer compartimiento se puede llenar de n maneras, el segundo de (n-1)... y el r-

ésimo compartimiento con n—(r—l) maneras y asi, usando el principio de la

multiplicacién encontramos que hay n(n—-1)n-2)...(n—r +1)maneras.
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3.4.3.1 Ordenacion sin repeticion

Las ordenaciones sin repeticion de n elementos tomados de r en r se
definen como las distintas agrupaciones formadas con r elementos distintos,
eligiéndolos de entre los n elementos de que disponemos, considerando una
ordenacion distinta a otra tanto si difieren en algin elemento como si estan
situados en distinto orden.

El nimero de ordenaciones que se pueden construir se puede calcular
n n!
o |=———
r) (n—-r)!

Las ordenaciones con repeticibn de n elementos tomados de r en r se

mediante la férmula:

3.4.3.2 Ordenacion con repeticion

definen como las distintas agrupaciones formadas con r elementos que pueden
repetirse, eligiéndolos de entre los n elementos de que disponemos, considerando
una ordenacion distinta a otra tanto si difieren en algun elemento como si estan
situados en distinto orden.

El nimero de ordenaciones que se pueden construir se puede calcular

mediante la férmula:

3.4.3.3 Ordenacion ciclica
Este tipo de arreglo es una forma especial en la que pueden presentarse los
objetos o los eventos, y en la que el orden de aparicion es muy importante. Sélo

lleva una pequefia modificacion a la formula antes vista, de tal modo tenemos:

ocm — (n—1)!
n
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3.4.4 Combinaciones

Consideremos nuevamente n objetos diferentes.

Esta vez queremos contar cuantas maneras hay de
escoger r de esos n objetos, pero sin que nos importe el orden. Sea C el numero
de maneras de escoger r objetos sin orden, sabemos que hay r! maneras de

permutarlos, entonces:

O!=G£¥5]:*3=£:]:?Rﬁ%7ﬁ

Las dos propiedades fundamentales son:

1-G)=($D
060

3.4.4.1 Combinacion sin repeticion de elementos

Las combinaciones sin repeticion de n elementos tomados de r en r se
definen como las distintas agrupaciones formadas con r elementos distintos,
eligiéndolos de entre los n elementos de que disponemos, considerando una
combinacion distinta a otra sélo si difieren en algun elemento, (no influye el orden
de colocacién de sus elementos).

El nimero de combinaciones que se pueden construir se puede calcular

C(n): n!
r) ri(n-r)!

3.4.4.2 Combinacion con repeticion (n+r-1)

mediante la férmula:

Las combinaciones con repeticion de n elementos tomados de r en r se
definen como las distintas agrupaciones formadas con r elementos que pueden
repetirse, eligiéndolos de entre los n elementos de que disponemos, considerando
una combinacion distinta a otra solo si difieren en algun elemento, (no influye el

orden de colocacion de sus elementos).
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El nimero de combinaciones que se pueden construir se puede calcular

mediante la variacion de la férmula:

oAl o )
r r r) ri(n-r)!

Arreglo circular repite ordena formula Restriccion
Permutacion no no Si n n=r
Pl |=n
n
Permutacion no si si of Mo n=r tomados
a,b,c,...,x) abkblch..-x!
con de a en a,
repeticion de b en b,
de ¢ en c,
etc.
Ordenacion no no Si o n n! n>r
r) (n-r)!
Ordenacion no Si Si n ) n>,<r
OR =n
con r
repeticion
Ordenacion Si no Si n n=r
o 0] =(n-1)!
ciclica n
Combinacién no no no n nl n>r
r) r(n-r)!
combinacion no Si no n n+r-1 n> <r
CR =C
r r

Ejemplo Propuesto:
Una manera para hacer notar la diferencia que existe entre ordenar y

combinar, sin repeticion o con repeticion, es utilizar el juego de las sillas.
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Este juego consiste en acomodar de manera circular un namero de sillas r
para un numero de participantes n, de modo que r=n-1, el objetivo es que cuando
se escuche la indicacién de “alto” todos tomen una silla y pierde quien se quede
de pie (vemos que n>r), y asi se prosigue eliminando concursantes hasta tener un
ganador.

Aqui se muestra un claro ejemplo de que no importa el orden, es decir, no
importa que silla ocupe mientras no me quede parado para no perder. También
vemos que no es posible ocupar 2 o mas sillas con la misma persona, ya que no

me puedo repetir y ocupar mas que un solo lugar.

Ejemplo Propuesto:
Para mostrar las diferencias del orden a la hora de anotar los elementos
segun vayan apareciendo, con los digitos usados para las evaluaciones.
Acomodando pelotitas de unicel que tengan rotulado un digito del 0 al 9, se
le deja escoger sin ver a cada alumno 2 pelotitas, aqui se nota la diferencia con
relacion al orden, no es lo mismo sacar un 0 y un 1 que un 1y un 0, el primer caso
me dice que estoy reprobado mientras el segundo me hace un alumno de

excelencia.

Ejemplo Propuesto:

a) ¢ Cuantas palabras de dos letras se pueden obtener si A= {a, b, c, d}? Se
pide formar permutaciones u ordenaciones de dos letras cuando el total de letras
es 4, en este caso r=2 y n=4. En general, si se toman r objetos de n, la cantidad de
permutaciones u ordenaciones con repeticion obtenidas son OR, .
aa, ab, ac, ad
ba, bb, bc, bd
ca, cb, cc, cd
da, db, dc, dd
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b) ¢Cuéntas son las posibles permutaciones (ordenaciones) sin repeticion

en las 27 letras del alfabeto acomodandolas en grupos de letras?

27! 27! .
= = 27x26x25= 17550 permutaciones.
(27-3)1 24!

Ejemplo Propuesto:
Se tiene un cubo de madera pintado de un sélo color, y rebanado, haciendo un
total de 27 cubeletes (cada uno de los cubitos que conforman el cubo) de los

cuales:

8 piezas tienen 3 caras pintadas
12 piezas tienen 2 caras pintadas
6 piezas 1 tienen cara pintada
1 pieza tiene 0 caras pintadas
¢,De cuantas formas es posible armar el cubo de tal manera que siempre

muestre la totalidad de las caras pintadas?

Ejemplo Propuesto:

Se lanzan 6 monedas balanceadas ¢ cuantos resultados de interés existen?

Como en el lanzamiento de una moneda solo existen 2 posibles resultados de
interés, por el principio fundamental del conteo, cada lanzamiento de una moneda

es equivalente a un ensayo, se tiene que el evento puede ocurrir como se muestra

NUmero de formas 2 2 2 2 2 2 =64
N1 N2 N3 N4 N5 Ng
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Esto es, al lanzar la primera moneda solo hay 2 resultados posibles de
interés, lo mismo pasa con la segunda, tercera, cuarta, quinta y sexta moneda, en
consecuencia, el nimero de formas en que puede ocurrir el experimento es 2°=64

formas o resultados posibles.

Ejemplo Propuesto:
Se lanzan tres dados, el primer ensayo n;, consiste en lanzar el primer
dado, n, corresponderia a lanzar el segundo dado y n; a lanzar el tercero,

guedando todas las posibilidades del lanzamiento asi:

dado 1 dado 2 dado 3
NUmero de formas 6 6 6 =6°=216
ny Nno N3

Ejemplo Propuesto:
En la ronda de clasificacion de un campeonato de alto rendimiento de
Squash cada participante debe jugar contra todos los demas un solo partido.

Participan 23 jugadores. ¢ Cuantas partidas se disputaran?

Es indispensable notar que lo que se busca es formar parejas donde cada
pareja representa un partido, ademas no es posible jugar contra uno mismo, es
decir no hay repeticion y el orden no influye, ya que no hay diferencia entre
Jugadorl v.s. Jugador2 o Jugador2 v.s. Jugadorl ya que se trata del mismo

partido, por tanto resolvemos de la siguiente manera:
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C(n]: nt 23 23l _ 53
r) ri(n-r)! 21(23-2)! 2!(21)

Que es el total de partidos a disputar.

Ejemplo Propuesto:

En un estado de la Republica Mexicana, se pretenden elaborar placas para
automaviles que contengan tres letras y cuatro numeros, se permite que las letras
s6lo puedan comenzar con A, B o C, y se supone un total de 26 letras en el
alfabeto espafiol. Otra restriccion es que los nimeros no pueden comenzar en

cero. La incognita es saber cuantas placas pueden formar.

Asi mismo, se pretende implantar el programa “hoy no circula” y se tiene la
experiencia de asignar cinco colores y la terminacion de dos digitos en los
nameros para el control y la aplicacion de esta medida. Como segunda cuestion
es el numero de placas que pueden formar por color.

Por dltimo el Sr. Agustin un contribuyente muy cumplido, desea saber que
probabilidad tiene su automovil de descansar los lunes ya que ese dia €l no
trabaja.

Este problema es de la vida real, se puede resolver facilmente utilizando el
principio fundamental del conteo.
¢, Cuantas placas se pueden formar si se tienen 26 letras y diez digitos?

Tomando en cuenta las restricciones que se tiene para la formacion de las
placas, por ejemplo el hecho de que las letras tengan que empezar con A, Bo C
es decir tres formas diferentes (Qque ademas seria equivalente al primer ensayo

n;), asi como los nimeros no pueden comenzar con cero. Obviamente, para
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utilizar el principio fundamental del conteo en este caso, se deben adaptar éste a

las condiciones del problema, esto es:

Numero de placas

1% letra 2% letra 3%letra 1° nimero 2° ndmero 3° nimero 4° nimero
3 26 26 9 10 10 10
Ny no N3 N4 Ns Neg nz
—(3)(26)(26)(9)(10)(10)(10) =18, 252,000 placas

¢, Cuantas placas corresponden a cada color?

Se menciono con anterioridad, que se toman 5 colores en él, para implementar el
programa (azul, rosa, rojo, verde y amarillo), y que a cada color se le asignan dos
nameros, esto hace que el niumero de placas por color sea el mismo en todos los

Casos.

Programa “Hoy no circula”

Lunes martes miercoles jueves viernes
5—6 7--8 3--4 1--2

12 letra 2% letra 3% letra 1°" nmero 2° nimero 3° ndmero 4° ndmero
3 26 26 9 10 10 2
N1 no N3 N4 Ns Ne nz

=(3)(26)(26)(9)(10)(10)(2) = 3,650, 400 placas

Por lo tanto, el nUumero de placas para el dia lunes o color azul, es de
3650400 de un total de 18252000. Haciendo esto que la probabilidad de que el

) ) 3,650,400
auto del Sr. Agustin descanse el dia lunes sea de =0.2
18,252,000
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Ejemplo Propuesto:

Se va a celebrar la final de salto de longitud en un torneo de atletismo. El
nuamero de atletas que contienden son 8, ¢De cuantas formas pueden repartirse
las 3 medallas: oro, plata y bronce?

Los aspectos mas relevantes son que el orden en el medallero si influye, no
se pueden repetir los elementos dado que un atleta no puede llevarse mas de una
medalla, por tanto:

8!
= =336 formas

)= (8-3)! 5!
Ejemplo Propuesto:

En el extranjero el sistema de matriculas de vehiculos consiste en un
namero de 4 digitos, seguido de un bloque de 3 letras consonantes. Con base a
este sistema ¢ Cuantas placas se pueden formar?

Como vemos, el bloque numérico consiste en formar grupos de 4 digitos
elegidos de entre los 10 posibles y el bloque de letras consiste en formar grupos

de 3 letras de entre las 22 consonantes, l0 que expresamos como:
OR(%’)=10" =10,000
OR(3)=22°=10,648
n,-n, =10,000-10,648 =106,480,000 placas

Ejemplo Propuesto:
Tomando solamente los digitos impares, ¢cuantos numeros de 5 cifras

distintas sin repetir es posible formar?
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Observamos que se dispone de 5 nameros (1, 3, 5, 7, 9) y queremos hacer
agrupaciones de 5 elementos cada una, en donde el orden en que coloquemos los
digitos marca la diferencia de una cifra con otra, y ademas, segun el enunciado, se

exige que sean digitos distintos. Usando todos los elementos nos queda:
n 5]
P( j= nl= P[ }=5!=120
n 5

En nuestro cuarto contamos con una repisa donde vamos a ordenar los 7

Ejemplo Propuesto:

libros que tenemos de donde: 4 son de matemaética, 2 de astronomia y 1 de fisica
(los de una misma materia son iguales). Se desea averiguar cuantas formas

tenemos para ordenarlos en el estante.

Si llamamos a los libros {m, m, m, m, a, a, f} el nimero de formas de
ordenarlos es igual al nimero de permutaciones de esos 7 elementos tomados de
4end,de2en2ydelenl, esdecir, el caso especial de:

Permutaciones CON repeticion

Llamamos a las permutaciones con repeticion de n elementos tomados de a
en a, de b en b, de c en c, etc, cuando en los n elementos existen elementos
repetidos (un elemento aparece a veces, otro b veces, otro c veces, etc)
verificAndose que a+b+c+...=n.

El nUmero de estas permutaciones sera:

a,b,c,...,x n!
P =
n alblcl..-x!
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Las cuales son:

mmmmafa,
mmmafam,
mmamafm,
mmafmam,
mmfaamm,
mamammf,
maammfm,
mfmmmaa,
mfammam,
ammmfma,
ammfamm,
amfmamm,
afmmmma,

mmmmaaf,
mmmafma,
mmamamf,
mmafmma,
mmfamam,
mammfam,
maammmf,
mafammm,
mfammma,
ammmafm,
ammfmam,
amfmmam,
aafmmmm,

Ejemplo Propuesto:

d

4,2,1
7

71

7-6-5-4-3.2.1

]z ar2in (4-3-2:1)(2-2)(1)
7.6.5

310 105

(2-2)(1)

mmmmfaa,
mmmfmaa,
mmamfma,
mmafamm,
mammmaf,
mamamfm,
maamfmm,
mfmmama,
mfamamm,
ammmfam,
amammmf,
amfammm,
afmmmam,
fmmmama, fmmmaam, fmmamma,

mmmamaf,
mmmfama,
mmamfam,
mmfmmaa,
mammmfa,
mamafmm,
maafmmm,
mfmmaam,
mfaammm,
ammammf,
amammfm,
aammmmf,
afmmamm,

2

mmmamfa,
mmmfaam,
mmaammf,
mmfmama,
mammamf,
mamfmma,
mafmmma,
mfmamma,
ammmmaf,
ammamfm,
amamfmm,
aammmfm,
afmammm,

HERNANDEZ RIVERA ALEJANDRO

mmmaafm,
mmammfa,
mmaafmm,
mmfamma,
mammfma,
mamfamm,
mafmamm,
mfmaamm,
ammmamf,
ammfmma,
amfmmma,
aamfmmm,
fmmmmaa,

mmmaamf,
mmammaf,
mmaamfm,
mmfmaam,
mammafm,
mamfmam,
mafmmam,
mfmamam,
ammmmfa,
ammafmm,
amafmmm,
aammfmm,
afammmm,

fmmamam, fmmaamm, fmammma, fmammam,
fmamamm, fmaammm, fammmma, fammmam, fammamm, famammm, faammmm.

Se tiene las letras a, b, ¢, d y e y se quieren formar “palabras” de dos letras,

¢cuantas “palabras” podran formarse?

Es importante subrayar que algunas de las palabras que se construyan no

tendran sentido y que una letra podrd ser repetida. Puede observarse que las

“palabras” que se pueden considerar en total son las siguientes.
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En este caso como soélo se planteé tratar con 5 letras, es posible revisar el
namero de “palabras” construidas, pero si las letras fueran todas las del alfabeto
(26letras) o alguna otra consideracion, ya no seria tan facil, por lo que se hace
necesario considerar como manera mas sencilla de determinar el nimero total de
“formas” como *“algo” puede ocurrir, de tal manera, en el caso que se esta
considerando, se tiene que son 5 letras u objetos y se quieren ver “palabras” de 2
dichos elementos, por lo tanto se tiene que:

Ejemplo Propuesto:

Con base al ejemplo anterior, pero en el caso de que las letras no puedan
ser repetidas, ¢cuantas palabras se podran formar?
Se puede observar facilmente que la palabra “de” no tiene el mismo sentido que
“ed” lo que demuestra que se debe llevar orden para contar, y como no es posible
repetir letra, las palabras aa, bb, cc, dd y ee no podran ser consideradas, por lo
que se obtendra el resultado por medio de las ordenaciones sin repeticion o

permutaciones de 5 letras tomas 2 a la vez.

o(g):( S! 5!—5'4'3'2'1=5-4:20palabras

5-2)1 31 3.2:1
Haciendo una comparacién con el ejemplo antes visto, practicamente serian todos
los elementos, excepto aquellas en que las letras se repiten, que a continuacion se
marcan con un circulo y que no pertenecen al nimero de formas de las

ordenaciones; son repeticion de 5 numeros tomados 2 a la vez, quedando solo 20.

O ab ac ad ae
ba © bc bd be
ca cb © cd ce
da db dc © de
ea eb ec de O
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Ejemplo Propuesto:
El arquitecto Aleman esta construyendo una serie de departamentos y tiene
la necesidad de numerarlos, él sugiere que éstos tengan cuatro digitos de los

siguientes 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 y 9 ¢ cuantas casas podran numerar?

Es posible observar que el nimero 1111 tendria sentido toda vez que no
esta limitada su posibilidad, lo que indica, que los numeros pueden ser repetidos y
por lo tanto, se puede llegar al resultado con las ordenaciones con repeticion de 9

nameros tomados cuatro a la vez, y queda resuelto como:

OR(§)=9* =6,561ntmeros

Ejemplo Propuesto:

En un cajero automatico de un banco, se encuentran formados en una fila
10 personas, el tiempo de espera de cada persona para poder ser atendida es de
5 minutos aproximadamente, se desea saber de cuantas maneras es posible

formar esa fila.
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Es importante hacer ciertas observaciones en este ejemplo, en primer lugar
¢, Qué técnica de conteo se debe utilizar para este caso? ¢ Son ordenaciones? Y si
son ordenaciones, ¢Estas son con repeticién o sin repeticion?, ¢Le resulta a la
persona en la fila lo mismo estar hasta delante de la fila o hasta atras?, es decir,
¢Es lo mismo ser atendido de inmediato que ser atendido después de tres horas y
media? La repuesta deberia ser un rotundo no, por lo que importa mucho el orden
en como estén formadas las personas, pues en ese orden seran atendidas. Por
otra parte es obvio que una persona por si misma no puede ocupar varios lugares
en la fila, por lo que se convierte en una ordenacion donde es posible repetir de 10
personas tomadas todas a la vez, de tal modo nos resulta:

10 100 10! 10!
=———="—=""=3,628,800
(=) (10-10)! of 1

Ejemplo Propuesto

Un sindicato desea formar su mesa directiva de entre 200 socios, en la cual
habra un presidente, un secretario y un tesorero. Los comicios, se preve, seran
muy refidos, pues todos los socios quieren pertenecer a dicha mesa directiva ya
que esto, ademas de darles prestigio, les dara mejores ingresos econémicos
segun sea el puesto dentro de la mesa directiva. ¢ Cuantas maneras existen de
conformarla?

Como todos los socios quieren pertenecer a la mesa directiva, se supone
que en primera instancia se disputara el puesto de presidente, el cual sera
escogido de entre 200 socios, en segunda instancia, se luchara electoralmente por
el puesto de secretario, el cual debera ser elegido de entre 199 socios, puesto que
ya debera de haber sido elegido un presidente. Por ultimo, para el puesto de
tesorero podra ser elegido entre 198 socios. Hay que tener en cuenta que una sola
persona no podra ocupar los tres puestos a la vez. Este ejemplo resulta sencillo si
se aplica la formula de las ordenaciones sin repeticion de 200 socios tomados de
tres en tres, quedando:

20y 200! 200!
o) (200-3)! 197!

=7,880,400 formas
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Ejemplo Propuesto:
Se tienen los colores blanco, azul, verde, rojo, café y amarillo y se quieren

formar banderas de tres colores continuos y verticales.

e ¢Cuantas banderas se pueden formar?

Para resolver este ejemplo, es necesario entender que una bandera tiene
sentido si se visualiza puesta en un asta, es decir, una bandera azul, blanca y roja
sera diferente a una roja, blanca y azul. Como se pide colores continuos y
verticales aplicamos la formula de ordenaciones con repeticion de 6 colores

tomados de tres en tres lo cual nos queda expresado como:

s\ 6! 6l ~
0(3)_(6_3)!_ 5, = 6-5+4=120banderas

e ¢Cuantas banderas comienzan con color rojo?

Se observa que si la bandera principia exclusivamente con el color rojo, sélo
tendra una forma de empezar y ademas, si se pone rojo como primer color, éste
no podra ser repetido, pues si asi fuera, la bandera seria de un solo color.

Utilizando el principio fundamental del conteo tenemos que:

NUmero de Banderas 1 5 4 =20
Ny N2 N3

Introduccion a la Estadistica y Probabilidad. Memorias de desempefio laboral del curso de Estadistica y Probabilidad de la Escuela Nacional 173
Preparatoria. TEORIA'Y PRACTICA



Capitulo II. Probabilidad )
HERNANDEZ RIVERA ALEJANDRO

Ejemplo Propuesto:
Se tienen las letras a, b, c y d ¢cuantas combinaciones se pueden formar

con dos de estas letras?

En este ejemplo, es necesario recordar que en combinaciones no importa el
orden, por lo que ab es la misma combinacion que ba, de manera que las

combinaciones de 4 letras tomadas 2 a la vez son:

on. M4 43 o
C<2)_2!(4—2)!_2!-2!_ ) = 6combinaciones

Ejemplo Propuesto:
Supodngase una urna que contiene 15 bolas de billar, donde 10 son blancas

y 5 rojas. Si se toman tres bolas al azar ¢ de cuantas formas se pueden extraer?

) tres bolas
| |
C(f): 5 18l _ 455
31(15-3)! 3r12!
) tres bolas blancas
| |
(§°)= 10 _ 10! _120
31(10-3)! 3L7!

) tres bolas rojas

o! oS!
C ( : ) - - -10
31(5-3)! 32!
174 Introduccion a la Estadistica y Probabilidad. Memorias de desempefio laboral del curso de Estadistica y Probabilidad de la Escuela Nacional

Preparatoria. TEORIA Y PRACTICA



Capitulo II. Probabilidad )
HERNANDEZ RIVERA ALEJANDRO

IV) dos rojas y una blanca

s\ 5 5
C(2)_2!(5—2)!_3!-3!_10
10! 10!

10

(10):1!(10—1)!:1!-9!:

De donde n,-n, =10-10=100

V) dos blancas y una roja

(2)- 100 10! _
*/21(10-2)r 28!

45

. 51 51
C(1):1!(5—1)! RTVTRN

De donde n,-n, =45-5=225

Por dltimo si sumamos todas las posibles maneras de sacar tres bolas (puras
blancas, puras rojas, 2 rojas 1 blanca o 1 roja 2 blancas), es decir,
120+10+100+ 225 =455, vemos que es el numero total que habiamos obtenido de

sacar tres bolas.

Ejercicio Propuesto:

Para agilizar el proceso de entrega de calificaciones conformaré un grupo
de 4 alumnos que van a estar a cargo de las notificaciones y representaciones
pertinentes en cada grupo.

¢, Como quedaria conformada esta comision si?

a) El grupo 606 cuenta con 41 alumnos inscritos.
b) El grupo 609 cuenta con 18 alumnos inscritos

c) El grupo 613 cuenta con 29 alumnos inscritos.
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3.5 Concepto de probabilidad

Cuando se toman decisiones sobre resultados futuros que se conocen, la
Gnica razén para que se cometa un error es que exista un error en el analisis por
parte de la persona que toma la decision. Esta situacidbn se conoce como
certidumbre completa.

Pero la realidad casi nunca es totalmente predecible. Por lo tanto, aunque el
gue toma la decision haya hecho el analisis correcto, siempre hay factores que no
puede controlar y que influyen para que los resultados sean imprevistos. Cuando
prevalecen estas condiciones se dice que se trabaja “bajo incertidumbre” y, por lo
tanto, la persona que va a tomar las decisiones se ve obligada a asumir riesgos.
Por ejemplo, que los resultados de sus decisiones no sean favorables. Una forma
de hacerlo es medir el riesgo asociado a cada prediccion; riesgo que significa que
tantas posibilidades hay de que la decisiobn adoptada sea errénea. Con esa
informacion se tomara la mejor determinacion y sélo queda esperar para saber Si
el resultado es o no favorable. Por mas cuidado que se tenga en el analisis,
siempre existira la posibilidad de que el resultado sea desfavorable.

Hay que aceptar que este tipo de analisis es anticipado —a priori— y que se
sabe que el resultado sera unico. Sin embargo, al hacer el andlisis “a priori”, hay
que identificar el mayor numero de resultados posibles y medir, para cada
resultado, la probabilidad de que ocurra. Cuando se trabaja con decisiones bajo
riesgo es necesario entonces introducir el concepto de probabilidad. Esta idea se
utiliza en forma intuitiva y en Iéxico corriente. Asi por ejemplo, se habla de la
probabilidad de que llueva, o de que un candidato gane cierta eleccion. Estas son

probabilidades subjetivas que, ante escasez de informacion son validas.

3.5.1 Probabilidad
Usualmente se utiliza el concepto de frecuencia para ilustrar el concepto de
probabilidad. Supdéngase que se estudian n resultados de un experimento, de los

cuales m se consideran ocurrencias exitosas de un resultado deseado, Ay P(A)
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denota la probabilidad de ocurrencia de dicho resultado; la relacion entre el
namero de resultados exitosos m y el nimero de resultados posibles n, es una

medida aproximada de la probabilidad de ese resultado, es decir:
p(a)="
n

Lo que queremos es acercarnos al niumero de la frecuencia f,sin recurrir a

la experimentacion. Para llegar a ello el nUmero de repeticiones debe ser muy
grande y procedemos como sigue:

P(A=lim~

n—oo

Donde:

P(A) = Probabilidad de que el resultado A ocurra

A =Resultado que interesa analizar
m =Numero de veces que ocurre A

n =NuUmero de veces que se ejecuta el experimento

Con cada evento A asociamos un numero real, designado con P(A) y
llamando probabilidad de A, el cual satisface las siguientes propiedades:

i) 0<P(A)<1.

i) P(S) = 1.

i) Si Ay B son dos eventos mutuamente excluyentes,

P(AUB)=P(A)+P(B)

V) Si A1,A2, Azeeeennnnn. A, son eventos que se excluyen mutuamente de par

en par, entonces: P(U A j =Y P(A)

i=1 i=1

Teorema 1: Si ¢ges el conjunto vacio, entonces P(¢) = 0.

Demostracion: Podemos escribir A= Augy como A y ¢son mutuamente

excluyentes escribimos P(A)=P(Aug¢)=P(A)+P(p).

Nota: No vale la reciproca. Esto es, si P(A) = 0 no significa que A = 9.

Introduccion a la Estadistica y Probabilidad. Memorias de desempefio laboral del curso de Estadistica y Probabilidad de la Escuela Nacional 177
Preparatoria. TEORIA'Y PRACTICA



Capitulo II. Probabilidad )
HERNANDEZ RIVERA ALEJANDRO

Teorema 2: Si A es el evento complementario de A, entonces: P(A)=1- P(A).

Demostracion: Podemos sustituir S=AUA, entonces

P(S)=P(AUA)=P(A)+P(A), asi tenemos 1= P(A)+P(A).

Teorema 3: Si A y B son dos eventos cualesquiera, entonces:
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANB).

Demostracion:

n

AUB=AU(BNA) A B
B=(AnB)u(BnA)
Por lo tanto: A~B A~B
P(AUB)=P(A)+P(BNA)
P(B)=P(AnB)+P(BNA)
Si restamos las dos ecuaciones:
P(AUB)-P(B)=P(A)-P(ANB)

Teorema 4: Si A, By C son tres eventos cualesquiera, entonces:
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AnB)-P(AnC)-P(BNC)+P(AnBANC)
Demostracion: Consiste en escribir AUBUC como (AUB)UC vy aplicar el

resultado del teorema anterior.

Teorema 5: Si Ac B, entonces P(A)<P(B).
Demostracion: Podemos escribir a B como dos eventos excluyentes
B=AU(BnA). Por lo tanto P(B)=P(A)+P(BnA) y como por propiedad

+
P(BA)>0 entonces es facil apreciar que P(A)< P(B).
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Casos favorablesde A

Definicion clasica(Regla de Laplace) - P(A) = -
Casos posibles de E

n(A)

Definicion frecuentista — P(A) = [im——

n—ow

1.-P(A)>0,VAe A

2.-P(E)=1

3. — Dada una coleccion de sucesos incompatibles, A, A,,...€ A
se verifica que

PROBABILIDAD4 Axiomas de Kolmogorov P(AUA U..)=P(A)+P(A)+..

0 bien

P@A}gpm)

(E, A, P) > Espacio Probabilistico

3.6 Eventos
Vimos anteriormente el concepto de evento, ahora nos enfocaremos en los

tipos de eventos que existen. Basicamente se consideran los siguientes tipos:

1. Evento Elemental

Es aquel que esta formado por un sélo elemento del espacio muestral.

2. Evento Compuesto

Aquel que esta formado por varios elementos del espacio muestral.

3. Evento Imposible
Es aquel cuyo elementos son el conjunto vacio, por tanto se denota como ®.
Ejemplo: E={1, 2, 3, 4, 5, 6}, F=salir 7= ®
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4. Evento Seguro
Es el que se va a presentar siempre, por tanto, es el evento que esta

compuesto por los elementos del espacio muestral.

5. Evento Contrario o Complementario

Sea A un evento, definimos su complementario (AT como aquel evento que

esta formado por los eventos elementales que no pertenecen a A. Ejemplo: E={1,

2, 3,4,5, 6}, A=salir par={2, 4, 6}, (A)_:{l, 3, 5}= salir impar.

6. Evento Condicionado

Sean Ay B dos eventos, se llama evento de A condicionado a B (A/B() si se

presenta A una vez que se haya presentado B. Ejemplo: B=salir par={2, 4, 6}
A=salir 2={2}.

7. Evento Incompatible
Sean Ay B dos eventos, se dice que son incompatibles si AnB = ®. En caso

contrario se dice que son compatibles.

8. Evento Mutuamente excluyente o disjunto
Son aquellos que no pueden ocurrir al mismo tiempo, por ejemplo, que un

billete sea de $100 y de $200 o que una persona chifle y coma pinole.

9. Evento Dependiente
Cuando un evento afecta la probabilidad de que suceda otro; por ejemplo, si
un trabajo se hace descuidadamente, es mas probable que resulte mal.

10.Evento Independiente
Sean A y B dos eventos, se dice que son independientes si

P(AnB)=P(A)P(B). En caso contrario se dice que son dependientes. Sabemos
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que si dos eventos son independientes, el que suceda uno no indica nada para el

otro. Entonces P( B): P(A)y P(B A): P(B). Hay otro método mas facil, esto es:

P(ANB) (%) A)-P(B)
P(AAB)= (/A) AP(B)

3.6.1 Tipos de eventos independientes

Definicion: A y B son eventos independientes si y soOlo si
P(AnB)=P(A)P(B).

Definicion: Decimos que los tres eventos A, B y C son mutuamente
independientes si y sélo si todas las condiciones siguientes se mantienen:

i) P(AnB)=P(A)P(B)

iy P(AnC)=P(A)P(C)

iiy P(BNC)=P(B)P(C)

iv) P(AnBNC)=P(A)P(B)P(C)

Definicion: Los n eventos A;, Az, As,...,An Son mutuamente independientes
si y solo si tenemos para cada k =2, 3, 4.....n
P(A, A, N...0 A, )=P(A,)P(A,)...P(A,)

Ejemplo Propuesto:
a) Se tiene una urna que contiene 5 dulces blancos y 4 dulces rojos.
e Sise extraen 2 dulces con remplazamiento, la probabilidad de que el primer

dulce sea blanco y el segundo sea rojo es:

P(B)=g=0.556
P(R):g:0.444

e Si se extraen tres dulces con remplazamiento, la probabilidad de que el
primero sea blanco, el segundo rojo y el tercero blanco es

5

P(B)=5=0556
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P(R)===0.444

P(B)===0556

e Si se extraen 2 dulces sin remplazamiento, la probabilidad de que el
primero sea blanco y el segundo rojo es
P(B):§:0.556

P(R)=5=05

e Si se extraen tres dulces sin remplazamiento, la probabilidad de que el

primero sea blanco, el segundo rojo y el tercero blanco es
5

P(B)=5=0556
P(B)z%zO.S
P(B):;:O.571

Ejemplo Propuesto:

El sabado por la noche sali con Natalie y estoy muy interesado en ella. La
probabilidad de que me de un beso es de 0.45 y de que me de un abrazo es 0.54.
¢, Cual sera la probabilidad de que pueda disfrutar un beso y un abrazo de
Natalie?, si la probabilidad de que no consiga ninguna de éstas muestras de
carifio es 0.26

Sean

A: El evento de que Natalie me abrace - P(A)=0.54

B: El evento de que Natalie me bese - P(B)=0.45

Y queremos hallar: P(AnB)
Ademés: P|(AUB) |=0.26
Aplicamos el teorema de probabilidad complementaria:

P(AUB)=1-P|(AUB) |=1-0.26=0.74
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Dado que los eventos son mutuamente no excluyentes, por lo tanto:
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
Sustituyendo
0.74=0.54+0.45— P(AN B)
0.74=0.99—P(ANB)
P(ANB)=0.99-0.74
P(ANB)=0.25

Donde P(ANB) es el evento A interseccién con el evento B (Un beso y un

abrazo), igual a una probabilidad del 25%

Ejemplo Propuesto:

En un estudio de percepcién auditiva se presentan aleatoriamente uno de
los dos estimulos utilizados, A y B. Si ambos estimulos son equiprobables y en
cada sesion se presentan 5 estimulos aleatoriamente.

a) ¢,Cual es la probabilidad de que en las 5 ocasiones se presente el estimulo A?
b) ¢ Cual es la probabilidad de que el estimulo B se presente una sola vez?
c) ¢ Cudl es la probabilidad de que se presenten Ay B y no se presente el estimulo
A después de que se haya presentado el estimulo B?
Tomando las bases del andlisis combinatorio podemos decir que:
a) La probabilidad de que toda la prueba suene el estimulo A seria:

P(AAAAA) = P(A)« P(A)* P(A)* P(A)* P(A) = 0.5¢0.50.5+0.5+0.5 = 0.03125
b) Hay 5 formas de que esto ocurra, BAAAA, ABAAA, AABAA, AAABA, AAAAB,
todas ellas con la misma probabilidad.

p =5+ P(BAAAA) = 5« P(B)+ P(A)* P(A) s P(A)* P(A) =520.5+0.50.5+0.5¢ 0.5 = 0.15625
c) Hay 4 casos posibles, ABBBB, AABBB, AAABB, AAAAB, todos ellos con la
misma probabilidad de suceder ya que P(A)=P(B)=05, con lo cual la probabilidad
de que ocurra alguno de estos 4 casos es:

4+ P(ABBBB) = P(A)* P(B)* P(B)* P(B)+ P(B) = 4¢0.5° = 4+0.03125 = 0.125
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Ejemplo Propuesto:

Se sabe que el 10% de la poblacidon padece algun tipo de psicopatia (trastorno
de la personalidad) a lo largo de su vida. El test TCP detecta este tipo de trastorno
en el 90% de los casos en que se padece y produce un 20% de falsas alarmas
(diagnostica el trastorno cuando verdaderamente no existe). Aplicado el test a una
determinada persona:

a) ¢Cual es la probabilidad de que sea diagnosticada como psicépata?

b) ¢Cual es la probabilidad de que esté realmente trastornada si el test ha dado
positivo?

c) ¢Cual es la probabilidad de que esta persona no padezca el trastorno aunque
el test haya sido positivo?

Si planteamos la informaciébn que tenemos en términos de probabilidad

tenemos que:

p = Padecer psicopatia

p'= No padecer psicopatia

D = Deteccidn de la psicopatia
P(p)=0.1=P(p)=1-0.1=0.9
P(D/p)=09=P(D7p)=1-09=0.1
P(D/p"Y=0.2

De tal manera nos queda:

P(D)=P(Dnp)+P(Dnp)=[P(p)-P(D/p)]+[P(p’)-P(D/p)]=
=[0.1-0.9]+[0.9-0.2] = 0.27

P(pnD) _P(p)-P(D/p) _0.1-09 _

b) P(p/D)= 0.33
) P(p/D) P(D) P(D) 0.27
c) P(p/D)=1-P(p/D)=1-0.33=0.66
0 bien
p(pyDy=P(OD) _P(p)-P(D/p)_08:02 .0
P(D) P(D) 0.27
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Ejemplo Propuesto:

En las elecciones primarias para el 02 de julio, en un importante partido
politico, el 45% de los militantes votan al candidato A, de los cuales un 54%
provienen del sur de México. Del 55% de los militantes que votaron al candidato
ganador, B, el 60% son del norte.

a) Elegido un votante al azar, calcular la probabilidad de que sea del norte de
México.

b) Elegido un votante al azar, calcular la probabilidad de que haya optado por el
candidato A y sea del norte de México.

c) Utilizando estas proporciones, calcular la relacion entre las variables: candidato

(A o B) y localizacion geografica (norte o sur) e interpretar su resultado.

Sabemos en términos de probabilidad que:

P(A) = 045, = P(B) =055
P(S/A)=054= P(N/A)=1-054 =046
P(N/B)=06= P(S/B)=1-06=04

Por tanto podemos resolver de la siguiente manera:
P(N)=P(NNA)+P(NnB)=[P(A)-P(N/A)]+[P(B)-P(N/B)]=
=[0.45-0.46]+[0.55-0.6] = 0.537

b) P(N 1 A) = P(A)- P(N / A)]=0.45-0.46 = 0.207

c)
A B 4_ 0207022033023 o
N [0.207 [0.33 |0.537 +/0537+0.463¢0.45+ 055
S 10243 1022 0463 |E! signo positvo o negativo
0.45 |o055 [1.0 depende de la disposicion de los
datos.
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A la vista de la disposicion de las frecuencias en la tabla podemos decir que existe
una pequefia relacion (0.139) entre votar A y ser del Sur y votar a B y ser del

Norte.

Ejemplo Propuesto:

En la ENP plantel 5 “José Vasconcelos” hay 400 alumnos de sexto afo,
cuyo numero de asignaturas de tronco comun oscila entre 1 y 5 dependiendo del
area. Al final de curso el niumero de alumnos que han aprobado un determinado
namero de asignaturas en relacion con las asignaturas en comun aparece

recogido en la siguiente tabla:

Asignaturas aprobadas

0 1 2 3 4 5
5 120

Asignaturas 5 |40 |5

Inscritas 2 |5 |60 |8

10 |15 |50 (100 (25
1 |2 |3 |4 30 (10

gl Bl Wl N -

Con estos datos, si llamamos M al nUmero de asignaturas inscritas y A al

namero de asignaturas aprobadas:

a) Elegido un alumno al azar ¢ Cual es la probabilidad de que se haya inscrito en

3 asignaturas o0 menos?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que un alumno que se ha inscrito en 3 asignaturas

apruebe al menos 27?

c) Elegido un alumno al azar resulté que habia aprobado 2 asignaturas ¢Cual es

la probabilidad de que se inscribiera exactamente en dos asignaturas?
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Tenemos por tanto que:

Asignaturas aprobadas
0 1 2 3 4 |5
1|5 20 25
Asignaturas |2 [5 |40 |5 50
Inscritas 312 |5 |60 |8 75
4 (10 (15 |50 100 |25 200
5|1 2 |3 4 30 |10 (50
23 (82 (118 (112 |55 |10 |400
a)P(M <3)= 2339475 _ 495
400
b)P(A>2/ M =3)= 228 _ 906
c)P(M =2/ A=3):i:o.o4237
118

Ejemplo Propuesto:

Un alumno de Estadistica y Probabilidad se enfrenta a un examen
extraordinario de opciéon mdultiple en el que todas las preguntas son de la misma
dificultad, y tienen cuatro alternativas de las que sélo una es correcta. El alumno
decide contestar a todas las preguntas, y dado su nivel de conocimientos, la
probabilidad de que sepa la solucion correcta de una pregunta elegida al azar,
P(S), es 0.8. Si el alumno sabe la pregunta, entonces la acierta, es decir,
P(A/S)=1. Si no sabe la solucion correcta marca una de las alternativas
aleatoriamente, de tal forma que P(A/NS)=0,25. Con estos datos:

a) ¢Cual es la probabilidad de que nuestro alumno acierte una pregunta
cualquiera?

b) Sabiendo que el alumno ha acertado una pregunta, ¢ Cual es la probabilidad de
gue sepa cual es la solucion correcta?

c) Si el examen consta de 20 preguntas. ¢Cuantas de ellas acertara mas
probablemente?
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Con los datos que tenemos podemos afirmar lo siguiente:
a) La probabilidad de acertar es igual a la "probabilidad de saber la pregunta y
acertarla mas la probabilidad de no saberla y acertarla”, es decir:
P(A)=P(SNA)+P(NSnA)=P(S)P(A/S)+P(NS)P(A/NS) =
=0.8-1+0.2-0.25=0.85
b) Aplicando el teorema de Bayes:

P(SNA) _P(S)P(A/S) 081
P(AY  P(A) 085

P(S/A) = 0.94

c) Se trata de la esperanza de una Binomial (20,0.85)
E(X)=nep=20+085=17
Ejemplo Propuesto:
En la siguiente tabla se muestra los alumnos inscritos en una determinada

materia optativa, en tres areas, desglosadas por sexo.

Fisico- Quimico- Econdmico-
Matematica Bioldgica Administrativa
Varones |983 2820 6151 9954
Mujeres |2384 2288 1728 6400
3367 5108 7879 16534

Elegido un alumno al azar

a) ¢, Cual es la probabilidad de que sea del area fisico matematica?

b) ¢ Cual es la probabilidad de que sabiendo que es mujer no sea del area quimico
biol6gica?

c) ¢ Cudl es la probabilidad de que sabiendo que es de econémico administrativa,
sea mujer?

a) P(FisMat) = -0 _ 020588
16354

P(No QuimBiol nmujer) 2384 +1728

b) P(No QuimBiol / mujer) = - =0.6425
P(mujer) 6400
c) P(mujer / EconAdmn) = P(EconAdmn ~ mujer) = 1728 =0.21931
P(EconAdmn) 7879
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Ejemplo Propuesto:

Sean 3 equipos de fatbol (Aguilas del América, Chivas de Guadalajara y
Pumas de la UNAM), que se presentan a las finales de un torneo de verano, solo
uno ganara el torneo. El espacio muestral es un conjunto de tres elementos,
E={Aguilas, Chivas, Pumas}, donde cada elemento corresponde al triunfo de cada
uno de los equipos. Suponemos que las aguilas y las chivas tienen las mismas
posibilidades de ganar mientras que los pumas tienen solamente la mitad de las
posibilidades de ganar que las aguilas. Debemos asignar las probabilidades de
modo que:

P(Aguilas) = P(Chivas) = 2- P(Pumas)
Como se debe cumplir que:
P(Aguilas) + P(Chivas) + P(Pumas) =1
Nos conduce a:
2-P(Pumas) +2-P(Pumas) + P(Pumas) =1

Por lo tanto:
o 2 . 2 1
P(Agunas):g; P(Chlvas):g; P(Pumas):g

La probabilidad del suceso V que ganen las aguilas o los pumas el trofeo

del torneo seria:

P(V) = P(Aguilas) + P(Pumas) :§+ = g =60%

gl

3.7 Teoremas de la probabilidad

Sean Ay B dos eventos asociados con un experimento ¢ . Indicaremos con

P(%) la probabilidad condicional del evento B, dado que A ha ocurrido.

Cada vez que calculamos P(%) esencialmente estamos calculando P(B)

respecto del espacio muestral reducido A, en vez del espacio muestral original S.
Podemos escribir:
B=BnS
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y sabemos que :
P(B)=P(B3)=PE)R(S)= PB{)- B“S
Si ahora reducimos el espacio Muestral de S a A:

(%) PBA) m A puesto que P(A)>0

La consecuencia mas importante de la definicion de probabilidad condicional es:

P(ANB)= (B/A)
P(ANB)= (%)

Esto también se conoce como el teorema de la multiplicacion de probabilidades.

S S S S
OO @ ' (o
i) AnB=¢ i) AcB i) Bc A iv. )  Ninguno
anterior

Figura 3.7.1 diagramas de Venn para teoremas de probabilidad

1) P( B) 0< P puesto gue A no puede ocurrir si ocurrié B.

i) P(%) Am B = EEQ; > P(A) puesto que 0< P(B)<1.

ii ) P(%) AmB P(B)=12 P(A).

P(B)

iv ) No se puede hacer porgue ninguna afirmacion acerca de la magnitud

relativa de P(%) y P(A).
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Definicién: Decimos que los eventos B;, B, Bs;,...,Bx representan una

particion de S si:

a) B,NB, =¢,Vi#j. B1 B B3

’
b)iLJBi=S. Ba A Bs B
c) P(B,)>0,Vi

En otras palabras, cuando se efectia el experimento &, ocurre uno y sélo
uno de los eventos B;.

Sea A algun evento de S y sea Bj, By, Bs,...,Bx una particion de S. Por lo

tanto podemos escribir:

A=(AnB,)U(AnB,)u...u(ANB, ) vemos que todos los pares AnB; son

mutuamente excluyentes, por lo tanto podemos aplicar la propiedad aditiva:
P(A)=P(AnB,)+P(AnB,)+...+ P(AnB,)

Sin embargo, cada término P(AmBj) se puede escribir como

P( AB jP(Bj ) y asi obtenemos el teorema de la probabilidad Total:
j

P(A)= P(ABl)P(Bl)+ P(AB )P(Bz)+...+ P(AB

@)

2 k

3.8 Variables aleatorias: discretas y continuas
3.8.1 Variable Aleatoria

Sea un experimento ¢ y S el espacio muestral asociado a él. Una funcion X
que a cada uno de los elementos seS, un numero real X, se llama variable
aleatoria.

El espacio R, , es decir, el conjunto de todos los valores posibles de X,
algunas veces es llamado recorrido.

Definicion: Sea ¢ un experimento y S su espacio muestral. Sea X una
variable aleatoria definida en Sy sea R, su recorrido. Sea B un evento respecto a

R, ,esto es, B < R, . Supongamos que A se define como:
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A={seS/X, B}
Es decir, A consta de todos los resultados en S para los cuales X €B.

Entonces A y B son eventos equivalentes:

Definicion: Sea B un evento en el recorrido R, , entonces definimos P(B)
como sigue:

P(B)=P(A), A={seS/X, B}

Es decir, la probabilidad de dos eventos equivalentes es la misma. De esta

manera, desde aqui podremos ignorar el espacio muestral S que dio lugar a esas
probabilidades.

3.8.2 Variable Aleatoria Discreta

Sea X una variable aleatoria. Si el nimero de valores posibles de X (R, ) es
finita o infinita numerable, llamamos a X una variable aleatoria discreta. Esto es,
se pueden anotar los valores posibles de X como Xj, Xz, Xs,....,Xp.

Definicion: Sea X una variable aleatoria discreta, con cada resultado posible
x; asociamos un namero p(x,)=P[X =x], llamado probabilidad de x.
Propiedades:

i) p(x,)>0,Vi.

i) gp(xi)ﬂ-

La funcion p antes mencionada se llama funcion de probabilidad puntual de

la variable X.
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Sea B un evento asociado con la variable aleatoria X. Esto es, B c R,
(B={x,,%,,...,x, }). Por lo tanto:
P(B)=P[S/X € B] (puesto que son equivalentes)
P(B)=P[S/X, =x;;i=123,...,n]

3.8.3 Variable Aleatoria Continua

Se dice que X es una variable aleatoria continua, si existe una funcion f,
llamada funcion de densidad de probabilidad de X, que satisface las siguientes
condiciones:

i) f(X)>0,vX .

iy [T (X)dx=1.

i) Para cualquier a, b tal que -w<a<b<+w, tenemos
Pla< X <b]=[ #(X)dx.

fdpA

l/
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No existen, en este tipo de variables la probabilidad puntual del tipo
P[X =x,], puesto que P[X = xo]:jxx° f(X)dx =0.

Si X toma valores en un intervalo finito [a, b], establecemos
f(X)=0,vX ¢[a,b].

3.8.4 Funcion de distribucion acumulada

Sea X una variable aleatoria, discreta o continua. Definimos que F es la
funcion de distribucion acumulativa de la variable aleatoria X como
F(X)=P[X <x].

Teorema:

Si X es una variable aleatoria discreta:
F(X):Zp(xj) vj/xj<X
j
Si X es una variable aleatoria continua:

F(X)=[" f(s)ds

Teorema:
a- La funcion F es no decreciente. Esto es si x,<x,, tenemos
F(x;)<F(x,).
b- lim F(X)=0y lim F(X)=1 (A menudo se escribe como F(-x)=0y
F(+oo):1).
Demostracion:
a- Definimos los eventos A y B como sigue: A:{xgxl} y
B= {xs xz}. Entonces, puesto que x,<x,, tenemos Ac B y por el
teorema P(A)<P(B).

b- Para el caso continuo:

i. F(-o)=lim [ f(s)ds=0

i. F(roo)=1lim [ f(s)ds=1
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Teorema:
a- Sea F la funcion de distribucion acumulativa de una variable aleatoria
continua con funcién de densidad de probabilidad f. Luego,
dF(x . .
f(x)= d() para toda X en la cual F es diferenciable.
X
b- Sea X una variable aleatoria discreta con valores posibles x,,X,,... Yy

supongamos que es posible rotular esos valores de modo que

X, <X, <... . Sea F la funcion de distribucion acumulativa de X.

Entonces: p(xj ): P[X =X J: F(xj)— F(xj_l).

Demostracion:
a- F(x)=P(X <x)= J:o f(s)s . Asi, aplicando el teorema fundamental del
calculo tenemos que F'(x)= f(x).
b- Puesto que supusimos x, <X, <..., tenemos:
F(x;)=P|X =x, UX =x,, UX =X, U..UX =x,|
=P(x, )+ P(x;; )+ P(x; 5, )+...P(x,)
F(x,)=P[X =x,, UX =X, , U...UX =x]
= P(x,, )+ P(x, 5 )+...P(x,)

Por lo tanto, F(xj)—F(xH)z P[X = ij= p(x.).

J

3.9 Funciones de distribucion para variables aleatorias continuas y discretas

Inicialmente vimos que existen las variables aleatorias, siendo aquellas que
se asocian a la ocurrencia de un fenbmeno aleatorio. Cuando una de estas
variables aleatorias toma diversos valores, la probabilidad asociada a cada uno de
tales valores puede ser organizada como una distribucion de probabilidad, la cual
es la distribucion de las probabilidades asociadas a cada uno de los valores de la

variable aleatoria.
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Las distribuciones de probabilidad pueden representarse a través de una

tabla, una gréfica o una férmula, en cuyo caso tal regla de correspondencia se le

denomina funcion de probabilidad.

Dado que existen dos tipos de variables aleatorias se consideran a su vez

dos tipos de modelos de distribuciones de probabilidad.

3.9.1 Modelos de distribucién de probabilidad de variables discretas

Uniforme. Es la distribucion donde todos los eventos elementales tienen la
misma probabilidad. Por ejemplo: tirar un dado, donde la funcién P(X=x)="/¢
para valores de x=1, 2, 3, 4, 5, 6.

Binomial. Es la que maneja la distribucion de la probabilidad de obtener
cierta cantidad de éxitos al realizar una cantidad de experimentos con
probabilidad de éxito constante y con ensayos independientes.

Geométrica. Es la distribucion de la probabilidad de realizar cierto numero
de experimentos antes de obtener un éxito.

Hipergeométrica. Es similar a la binomial, pero con un tamafio de muestra
grande en relacion al tamafio de la poblacion.

De Poisson. Es la distribucién de la probabilidad de que ocurra un evento

raro en un periodo de tiempo, un espacio o un lugar.

3.9.2 Modelos de distribucion de probabilidad de variables continuas

196

Uniforme. Es la distribucion en donde todos los eventos tienen la misma
probabilidad.

Exponencial. Se utiliza para estudiar el tiempo entre dos sucesos.

Beta. Sirve para el estudio de variaciones, a través de varias muestras, de
un porcentaje que representa algun fenémeno.

Gamma. Se utiliza para estudiar variables cuya distribucion puede ser

asimétrica.

Ji cuadrada( 7). Es una distribucion asociada a la prueba (%), y se usa

para comparar los valores observados con los esperados.
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e Normal. Es la distribucion mas utilizada porque la mayoria de las variables
utilizadas en fendmenos sociales se distribuyen aproximadamente

siguiendo este modelo.

Las distribuciones de probabilidad son idealizaciones de los poligonos de
frecuencias. En el caso de una variable estadistica continua consideramos el
histograma de frecuencias relativas, y se comprueba que al aumentar el nimero
de datos y el numero de clases el histograma tiende a estabilizarse llegando a

convertirse su perfil en la grafica de una funcion.

Tabla 3.9.1.1 distribuciones de probabilidad

Las distribuciones de probabilidad de variable continua se definen mediante
una funcion y=f(x) llamada funcion de probabilidad o funcion de densidad.
Asi como en el histograma la frecuencia viene dada por el area, en la funcién
de densidad la probabilidad viene dada por el area bajo la curva, por lo que:
« El &rea encerrada bajo la totalidad de la curva es 1.
o Para obtener la probabilidad p(a<X<b) obtenemos la proporcion de éarea
gue hay bajo la curva desde a hasta b.

e La probabilidad de sucesos puntuales es 0, p(X=a)=0

3.9.1.1 Distribucién Binomial

Sea un experimento & y un evento A asociado a él. Suponemos
P(A)= p (por ende, P(A)zl— p). Consideramos n repeticiones independientes de
¢ . Por lo tanto, S consiste de las sucesiones posibles {a,,a,,...,a, }donde cada a;

es Ao A, seguin ocurra A o A en la i-ésima repeticion.
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Supongamos que P(A): pes el mismo para todas las repeticiones y
definimos X = “nimero de veces que ocurrio A”. Llamamos a X una variable
aleatoria Binomial con parametros n y p. Las repeticiones individuales de & se
llamaran ensayos de Bernoulli.

Como ejemplos de ensayos Bernoulli tenemos:

e Un tornillo, puede estar defectuoso o no defectuoso.
e El sexo de un bebé al nacer: nifio o nifia.

e Larespuesta correcta o incorrecta en un examen.

Teorema: Sea X una variable Binomial con base en n repeticiones. Entonces:
n k n-k
P[X = k]{kjp (L-p)

Demostracion: Consideremos que en las n repeticiones de ¢ ocurre k veces
A. Asi:

AAAAAAA...... AAAAAAAAA ... A
\kf ntk

Si P(A):p y como todas las repeticiones son independientes, la
n
probabilidad de esta sucesion particular seria pk(l— p)”'k. Pero como hay[k]

maneras de agruparlas:
n .
P[x = k]=(kjpk(1— p)""

Ejemplo propuesto:

Consideremos a la variable aleatoria X como la cantidad de aguilas observadas
cuando se lanzan dos volados. El espacio muestral es el conjunto {AA, AS, SA,
SS}y se puede ver que la variable X puede tomar como valores 0, 1y 2.

Calculando las probabilidades tenemos:
P(de no observar aguilas)=P(SS) = P(x =0) :%

P(de observar un aguila)= P(SAU AS) =P(x=1) :%
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P(de observar dos aguilas)= P(AA)=P(x=2) = 411

Si ahora se organizan estos resultados con el siguiente formato

X P(X=x)
0 Y
1 2
2 Y

Se podra explicar por qué se usa el nombre "distribucion de probabilidad" e
incluso, con esta informacion se puede construir una grafica de barras o un

histograma como el que sigue:

Ejemplo propuesto:
Consideremos un examen con tres preguntas de opcion mudltiple, con cuatro

opciones, y que sera contestado al azar.

1. La varianza para el conjunto de datos {3, 8, 7, 6, 7, 5} es:

a)5.7 b)5.45 c)4.7 d)3.2

2. Si se tiran 2 dados, la probabilidad de que la suma de puntos sea multiplo de 3,
dado que la suma es par es

2 1 1 1
a b C d
)5 ), ) ),

3. Es un ejemplo de variable categorica

a)Edad b)Costo c)Marca d)Dimensiones de un terreno
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Con esto contamos con un experimento binomial, ya que la probabilidad de
éxito permanece constante en las tres preguntas (p=%4) y las respuestas de una a

otra pregunta son independientes entre si. Se cuenta con una cantidad n=3 de
3
ensayosy q=1-p :Z

Hay que mencionar que n y p son los llamados parametros de la
distribucion, y tenemos ahora la variable aleatoria X que representara el numero
de respuestas correctas, siendo sus posibles valores: 0, 1, 2,y 3.

Para calcular la distribucion de probabilidad correspondiente,
consideraremos como E los éxitos y como F los fracasos (el subindice indica el
namero de pregunta). Asi pues, tenemos que:

P(x=0)=P(F,nF,nF,=P(F)P(F,)P(F,)

-2

P(x=1)=P[(E,nF,nF,)u

-5

P(x=2)=P[(E,nE mF)u(ElmF NE,)U(FNE,NE,)]
P<X=3)=P(EmEmE3)=P(EJP(EZ)P(Ea){ﬂ

-4

Al presentar esta informacion como tabla y su respectivo histograma se obtiene:

FNE,NF)u (FlszmES)]
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X P(X=x)
0 0422
1 0422
2 0.141
3 0.016

Ejemplo Propuesto:

Una fabrica produce alfileres con 2.5% de defectuosos. Si se toma una
muestra de 200 alfileres ¢Cual es la probabilidad de encontrar 3 0o mas
defectuosos?

o La probabilidad de encontrar 3 o mas defectuosos es igual, por

complemento, a uno menos la probabilidad de encontrar menos de 3 defectuosos,

esto es:
Probabilidad (3 o0 mas defectuosos) = 1-Probabilidad (menos de 3
defectuosos)
=1-(P(0) + P(1)+(2))
=1-P(0)-P(1)-(2)
o La probabilidad de obtener x articulos defectuosos puede calcularse por

medio de la siguiente formula:

n!

ID(X):x!(n—x)!p |

n-x

En este caso, xes 0,1y 2; nes 200; p es 0.025y q es 0.975 (1-0.025)

200!
Probabilidad (0 éxitos) = (0.025)% (1-0.025)#%)

21(200-0)!
= 0.0063
. L 200! 2 (200-1)
Probabilidad (1 éxito) = (0.025)“ (1-0.025)
21(200-1)!
=0.0324
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200!
Probabilidad de (2 éxitos) = ————— (0.025)? (1-0.025)@2
21(200 - 2)!

= 0.0827

Probabilidad de (3 0 méas defectuosos) =1—-(P(0)+P(1)+ P(2))

=1-(0.0063+0.0324 +0.0827)

=1-0.1214=0.8786
..la probabilidad es de 87.86%

Hasta el momento hemos considerado una distribucion de probabilidad para
variables discretas, donde se podia asignar el valor que toma la funcién de
probabilidad cuando la variable aleatoria tomaba un valor en concreto. Sin
embargo, al considerar las variables continuas se encuentra uno el problema de
que, lo mas probable, los datos que se puedan recabar no sean completamente
exactos, o dos o0 mas de ellos no coincidan, por lo que se tienen que trabajar en
intervalos y, en ese momento, modelar una funcion se convierte en un problema
serio.

Sin embargo, se pueden realizar aproximaciones y describir la probabilidad
a través de modelos tedricos de probabilidad cuya grafica es una linea continua, a

diferencia de las variables discretas que le corresponde un histograma.

3.9.2.1 Distribucion Normal

Esta funcion de probabilidad es la densidad mas usada tanto en aspectos
tedricos como précticos, juega un papel central en la Probabilidad y la Estadistica,
ya que cualquier poblacibn cuya mayoria de individuos se concentren
cercanamente a un valor y cuya minoria se alejen de dicho valor, tendra un
comportamiento normal.

Una variable aleatoria X que toma todos los valores reales tiene una
distribucion Normal Gaussiana si su funcién de densidad de probabilidad es de la

siguiente forma:
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= e
o2ro
con la condicion de que o >0

Propiedades:

|)'[ dx 1
i) E(x):
iii) V(x)=o?

iv) la gréfica es simétrica respecto de u

V) Si X ~ N(O,l)decimos que X tiene una distribucion Normal Tipificada y se

escribe asi:
1 X
pX)=——¢e 2
(x)= 7=
La ventaja de esta Ultima es que se encuentra tabulada:
b _
Pla<x<b e ? dx
L

Como la integral no puede resolverse por el teorema fundamental del

2

X
calculo (ya que no hay funcion que derivada sea igual a e ? ), usamos los
métodos de integracidbn numeérica para evaluar dicha integral (P[X SS] ha sido

tabulada). Esta funcion de distribucion acumulativa se denota con @ : es decir:

q)(s):ij'serx
v

. X - . o
Por lo tanto, si X ~ N(,u,O'Z) entonces z= ( ﬂ) tiene una distribucion
(e}
N(0,1), asf:
a-— b— b- a-—
PlasX<b)=P S <7< " H g H | 224

(o2 o (o3 (o}
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Por ejemplo:
e La estatura de una poblacion
e El peso de una poblacién
e El coeficiente intelectual de una poblacién

El término normal es un término netamente estadistico, la falta de

normalidad no necesariamente implica patologia.

Ejemplo Propuesto:

Una fabrica produce alfileres con 2.5% de defectuosos. Si se toma una
muestra de 200 alfileres ¢Cual es la probabilidad de encontrar 3 0 mas
defectuosos?

o La probabilidad de encontrar 3 o mas defectuosos es igual, por
complemento, a uno menos la probabilidad de encontrar menos de 3 defectuosos,
esto es:
Probabilidad (3 6 mas defectuosos) = 1- Probabilidad (menos de 3defectuosos)
=1- (P(0) + P(1) + P(2))
=1-P(0)-P(1) - P(2)

Distribuciéon del niumero de defectuosos en la muestra
P(0) + P(1) + P(2) P(3) + P(4) + ...+ P(200)

Menos de tres Tres o mas defectuosos

La solucion de este problema puede obtenerse por medio de la distribucion
binominal, pero también, y mas facilmente, aunque en forma aproximada, por

medio de la distribucidon normal si se cumplen con las siguientes condiciones:

(NUmero de articulos ¢ Probabilidad de éxito) > 5,y

(NUmero de articulos « (1 — Probabilidad de éxito)) =5

np>5yn(l-p) =5
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Dado que n=200 y p=0.025, np=200+0.025=5 > 5y n(1- p)=200¢(1- 0.025)=195 >
5, por lo tanto es adecuada la aplicacién de la distribucién normal. La media y la

desviacion estandar se calculan enseguida:

Media= NUmero de eventos * Probabilidad de éxito

Media=nep=p =200 (0.025)=5

NUmero e Probabilidad e Probabilidad

Desviacién estandar = .
deeventos  deéxito de fracaso

c=\/nepe(l-p)=.npg

o =./200 (0.025) (1-0.025) =2.208

Observamos gque la posibilidad deseada, P(3 o mas defectuosos), es igual a
P (més de 2 defectuosos), es decir,
P(X23)=P(X>2)
El ajuste por continuidad es positivo, y el valor de z es:

. Valor — Media+0.5 X —x +0.5
" Desviacion estandar o

Ajuste por continuidad

Simbolo | Ajuste
< +0.5
> +0.5
> -0.5
< -0.5
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De las tablas, él area bajo la curva entre 0 y 1.13 es 0.3708, por lo que el

area buscada es:

Aportaciones de Fermat a la teoria de la probabilidad

En el afio de 1654 se establece una importante correspondencia entre
Blaise Pascal (1623-1662) y Pierre de Fermat (1601-1655). En esa época, lo usual
para intercambiar ideas entre cientificos en temas comunes era ese medio. En
este caso quien los puso en contacto fue Carcavi un viejo amigo de Fermat y gran
amigo de Pascal.

A partir de las cartas que intercambian Pascal y Fermat podemos
reconstruir el origen de varios de los conceptos mas importantes en la
probabilidad, muy especialmente la contribucion que Fermat hace para

comprender el de independencia.
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En estas cartas, se discuten diversos problemas matematicos; entre los

cuales se encuentran varios relativos a juegos de azar:
1. Primer problema de los puntos
2. Problema de proporcionalidad
3. Segundo problema de los puntos.

Muchos historiadores de la ciencia coinciden en sefalar que las
aportaciones contenidas en ellas marcan el nacimiento de la teoria de la
probabilidad; no sélo por su contenido, sino por el prestigio de estos dos
matematicos que atrae a otros cientificos de la época hacia este tema. Hasta
entonces el estudio del azar no habia sido trabajado de manera sistematica. No es
claro por qué. En parte, puede ser por provenir de los juegos y de las apuestas
que como tal era considerado algo poco serio: en tiempos mas remotos, su vinculo
con cuestiones religiosas, tales como los oraculos, la adivinacion del futuro, etc., le
pudo hacer conferido un caracter sagrado que le impidié su estudio.

Es Pascal quien inicia la correspondencia y transmite a Fermat las
preguntas que Chevalier de Méré le hacia. Este personaje de la corte de Luis XIV,
era un jugador apasionado y en sus mdultiples juegos se le presentaron dudas
diversas, especialmente relativas a como repartir de una manera justa la cantidad
apostada. Chevalier de Méré no fue un cientifico ni un matematico. Es conocido
por los mateméaticos en la actualidad principalmente por haber planteado estos
problemas a Pascal.

A continuacién se describen los problemas y las diversas soluciones que
dieron los célebres corresponsales:

1. Para ganar un juego A debe sacar al menos un seis en ocho
lanzamientos de un dado. La apuesta total que llamaremos “la bolsa” se
la lleva el jugador A si logra obtener el seis. En caso contrario pierde la
bolsa entera. El jugador A ya ha lanzado tres veces el dado sin obtener
el seis deseado. Si A decide no hacer el cuarto lanzamiento, ¢qué parte

de la bolsa debe ser reintegrada a A por no hacer este lanzamiento?
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Este problema lo plantea Pascal a Fermat, en una carta que no se
conserva. Solo tenemos la respuesta de Fermat quien escribe: “....si no hago el
primer lanzamiento, debo tomar de la bolsa 1/6 del total. Si nuevamente no realizo
el segundo lanzamiento, debo ser indemnizado con 1/6 del capital restante, esto
es con 5/36 del total. Si ahora acordamos que no hago el tercer lanzamiento, debo
retirar un sexto del capital que queda y es:

25/216
y si después de esto decidimos que no haga la cuarta tirada debo retirar un sexto
del capital restante, es decir:
125/1296
del total. Pero usted me propone en el Ultimo ejemplo de su carta (cito sus
palabras):

“... si debo obtener un seis en ocho lanzamientos de un dado y ya jugué
tres sin lograrlo y si mi oponente me propone que no juegue mi cuarto lanzamiento
y quiere pagarme por ello, deberia darme

125/1296
del total de la bolsa.

Esto no es cierto segun mi principio. Pues en este caso, las tres primeras
tiradas si se hacen, sin haber obtenido el seis: la bolsa total aun sigue en juego y
si el jugador decide no tirar el dado en su cuarta oportunidad debe tomar como
recompensa 1/6 del total. Y si hubiese jugado las primeras cuatro veces sin
obtener el seis y decide no lanzar la quinta, recibira el mismo sexto del total como
indemnizacion.”

En el razonamiento de Fermat cabe destacar lo siguiente:

1. Si A renuncia a un lanzamiento, le corresponde 1/6 de la bolsa, sin
importar si es el primero, el quinto o el que sea de los ocho. Es decir,
cada lanzamiento no depende de los demas.

2. Si A decide no hacer 4 lanzamientos, debe ser indemnizado con 1-
(5/6)* de la bolsa y esta cantidad es igual a:

3
1/6+5/36+25/216+125/1296=1/6 > (5/6)*

k=0
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Aqui vemos la idea de calcular la indemnizacion de A con un sexto de la
bolsa restante es equivalente a decir que le corresponde 1- (5/6)* de la bolsa. Esta
cantidad se obtiene de restar a 1 el resultado de multiplicar 4 veces la probabilidad
de no obtener un seis en 4 lanzamientos.

3. De manera anéloga si A decide no hacer n lanzamientos (n<8) le
corresponde:

1-(5/6)"
de la bolsa, que es lo mismo que:
1/6+5/36+...+1/6(5/6) "*

4. En el juego total A pierde con probabilidad gq= (5/6)® y gana con
probabilidad p=1-qg. Asi que si A decide no hacer ningun lanzamiento
le corresponde 1-(5/6)® de la bolsa y esta cantidad es igual a:

1/6+5/36+25/216+...+1/6(5/6)'= 1/6 27: (5/6) %
k=0

Lo anterior muestra que Fermat maneja con toda claridad el concepto que
hoy se conoce como independencia en la teoria de la probabilidad. Esto permite
resolver correctamente el problema, no sélo eso, con esta idea establece el inicio
a toda una serie de aportaciones que seran fundamentales, tanto en combinatoria
como en la probabilidad. El antecedente mas importante de éste razonamiento es
la solucion que da Galileo a un problema que proviene del lanzamiento de tres
dados (en ciertos escritos Cardano, que también era muy aficionado a los juegos
de azar, desarrolla correctamente la idea de independencia pero entre otros
comete errores serios):

Es facil ver que hay el mismo nimero de descomposiciones tanto del 9 como del

10 en suma de tres naturales mayores o iguales a 1:

9=3+3+3|10=4+3+3
9=4+3+2/10=4+4+2
9=4+4+1]10=5+3+2
9=5+2+210=5+4+1
9=5+3+1{10=6+2+2
9=6+2+1{10=6+3+1
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¢Porqué entonces, al lanzar tres dados es mas probable obtener 10 que 9
al sumar los numeros resultantes? El razonamiento de Galileo muestra que ve
claramente la independencia, ya que da un listado de todos los posibles casos de

lanzamiento de dos dados:

(1,1) *(1,2) *(1,3)+ *(1,4)+ *(1,5)+ *(1,6)+
*(2,1) *(2,2)+ *(2,3)+ *(2,4)+ *(2,5)+ *(2,6)+
*3,1)+ *(3,2)+ *(3,3)+ *(3,4)+ *(3,5)+ (3,6)+
*(4,1)+ *(4,2)+ *(4,3)+ *(4,4)+ (4,5)+ (4,6)
*(5,1)+ *(5,2)+ *(5,3)+ (5,4)+ (5,5) (5,6)
*(6,1)+ *(6,2)+ (6,3)+ (6,4) (6,5) (6,6)

Luego ve que con los tres dados la suma puede dar 9 en los casos marcados con
* y 10 en los casos marcados con +. Dice que cada caso tiene igual probabilidad y
son mas casos con + (27) que con * (25). Este razonamiento impecable fue poco
conocido por sus contemporaneos y el mismo Galileo le dio poca importancia.

No sabemos si Fermat conocia el resultado de Galileo. En las reuniones de
casa del Abad Mersenne en Paris, se discutian los trabajos de la escuela italiana,
pero aparentemente Pascal (que asistia a estas reuniones) no conocia el
resultado de Galileo. Es de suponer que Fermat no lo conociera ya que no asistio
a dichas reuniones. Es claro por la cita textual que hace Fermat de la carta de
Pascal, que ese Ultimo no habia extendido el concepto de independencia, pues
relaciona el cuarto lanzamiento con los anteriores.

El segundo problema aparece de manera marginal en la segunda carta del
29 de julio de 1654, en la que Pascal escribe acerca de un comentario hecho por
Méré:

“No he tenido tiempo de pensar en su problema que inquieta a M. de Méré.
Si usted puede resolver la dificultad serd perfecto. Chevaliere de Méré dice haber
encontrado falsedad en la teoria de los nimeros por la siguiente razoén:

Si me propongo obtener un seis en el lanzamiento de un dado, tengo

ventaja si es en cuatro lanzamientos. Si me propongo obtener un doble seis con
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dos dados, tengo desventaja si es en 24 lanzamientos. Ademas 24 es a 36 como 4
es ab.

Este es su gran escandalo...”

O sea que Méré razonaba ingenuamente con una idea de proporcionalidad:
“4 es al 6 como 24 es a 36” y en consecuencia segun él, la probabilidad de ganar
deberia ser la misma en ambos casos. Sin embargo su experiencia personal
mostraba que en el segundo caso perdia mientras que en el primero ganaba con
mayor frecuencia. De lo cual concluia que habia una gran falsedad en los
nameros. La carta en que Fermat responde no se conoce. Se sabe que Fermat
explico con detalle porqué el primer juego es favorable y el segundo desfavorable
con sus métodos de combinatoria y sus ideas sobre la independencia.

La independencia de cada lanzamiento permite calcular con toda precisién
las probabilidades correspondientes:
La probabilidad de no tener un seis en cuatro lanzamientos es

(5/6)*
La probabilidad de obtener al menos un seis en cuatro lanzamientos es
(1-(5/6)")=p

y se calcula p que resulta ser 0.5177.

De manera analoga, se ve que la probabilidad de no tener un doble seis en
veinticuatro lanzamientos es

(35/36)%*
La probabilidad de obtener al menos un doble seis en veinticuatro lanzamientos es
(1-(35/36)*")=ps

Al calcular el valor de p; vemos que es 0.4914. Asi que no hay problema
alguno. En cambio se comprueba la conclusién a la que habia llegado de Méré
experimentalmente. Nos podemos preguntar cuan asiduo seria al juego si puedo
detectar esta minima diferencia.

Por ultimo, Pascal comenta en la misma carta el segundo problema de los
puntos. Este problema aparece en el libro de Fra Luca Paccioli editado en Venecia
en 1494.
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“Summa de Aritmética, Geometria, Proportioni et Proportionalita” de la
siguiente manera:

Un juego de pelota entre dos equipos consiste en alcanzar 60 puntos.
Cada etapa del juego da a quien la gana 10 puntos y O puntos a quien la pierde.
La apuesta total es de 10 ducados. El juego debe interrumpirse y en ese momento
el equipo A ha ganado 50 puntos y el equipo B tiene 20 puntos. ¢Como debe
repartirse la bolsa de 10 ducados entre A y B de manera que la reparticion sea
justa?

Puesto que el libro de Paccioli es principalmente una recopilacion de temas
conocidos, seguramente el problema de los puntos se conocia desde hace tiempo
atras.

Se dieron soluciones aparentemente razonables, la mas frecuente era:
dividir la bolsa en partes proporcionales al nUmero de juegos ganados por cada
uno de los equipos. Es la solucién que propone Paccioli en su libro: “se debe
dividir en una proporcion de 5 a 2". Esta solucion es incorrecta.

No se encontré la respuesta hasta la época de la correspondencia entre
Pascal y Fermat, o sea que fue un problema abierto por mas de 160 afos.

Pascal plantea el problema bajo la siguiente forma a Fermat:

Cada jugador apuesta 32 monedas: hay dos jugadores A y B y cada etapa
del juego da un punto al ganador y O al perdedor. Gana el juego el primero en
tener 3 puntos. Se supone ademas que ambos jugadores tienen la misma
probabilidad de ganar cada etapa. El juego se interrumpe cuando A cuenta con un
punto y B con ninguno. La pregunta en la misma ¢ Como repartir la bolsa total de
64 monedas?

La carta en que Fermat le contesta no se conoce, pero podemos saber lo
que dijo Fermat por el contenido de la respuesta de Pascal. En ella reproduce el
razonamiento de Fermat:

Para encontrar la division justa de la bolsa es necesario saber cuantas
etapas se requieren para que el juego termine y se pueda decidir quién gana. Se
observa que no todas la formas de terminar el juego tienen la misma probabilidad.
Por ejemplo, la sucesion ABA y la sucesion ABBA no tienen la misma probabilidad
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y en ambos casos gana A, (se usa la notacion A si es A quien gana una etapa, y B
si es B quien gana, es decir, la sucesion ABA significa que A gana, luego B gana 'y
por ultimo A vuelve a ganar.) Para evitar esa dificultad, Fermat primero establece
cual es el numero maximo de etapas necesarias para decidir el juego, en este
caso es facil ver que son cuatro. Hace entonces un listado de todos los posibles

resultados de las cuatro etapas:

*AAAA *ABAA *BAAA *BBAA
*AAAB *ABAB *BAAB BBAB
*AABA *ABBA *BABA BBBA
*AABB ABBB BABB BBBB

Al observar esta lista ve que los casos en que A ganaria son 11 ya que sélo
se necesitan de dos etapas mas para ganar el juego y B en 5 pues requiere de
tres puntos para ganar. Con esta informacion Fermat concluye que la reparticion
justa debe ser:

64x11/16=44
monedas para Ay

64x5/16=20
Monedas para B.

Pascal expresa su gran admiracion por la solucién de Fermat y declara
estar totalmente de acuerdo con el resultado, ademas describe otro método para
resolver el problema que, sin necesidad de hacer la enumeracién de todas las
posibilidades conduce al mismo resultado:

1. Primero resuelve el problema en el caso de que A tenga dos puntos
y B uno; el razonamiento es el siguiente: A puede ganar y llevarse
las 64 monedas o puede perder y quedara empatado con B, por lo
tanto a A le corresponden

64+32/2=48

monedas y a B las 16 restantes
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2. Una vez resuelto este caso, sigue el mismo razonamiento para el
caso en que A tenga dos puntos y B ninguno:
Si A gana se lleva las 64 monedas y B si gana queda en el caso anterior,
por lo que la reparticion justa debera ser para A
64+48/2=56
monedas y 8 para B.
3. De manera analoga concluye el caso en que A lleve un punto y B
cero puntos, la bolsa debera repartirse asi:
56+32/2=44
monedas para A y 20 para B, ya que si A gana quedan en el segundo caso y si B
gana quedan empatados.
Este método nos lleva, por simetria a la siguiente tabla, donde la primera
columna representa el numero de etapas que A ha ganado, el ultimo renglén el

correspondiente de B y los numeros en la tabla la proporcion que le toca a cada

jugador:
3 64:0 64:0 64:0 /
2 56:8 48:16 32:32 0:64
1 44:20 32:32 16:48 0:64
0 32:32 20:44 8:56 0:64
/ 0 1 2 3

Vemos que la respuesta al problema originalmente planteado (caso 3° de
Pascal) coincide con la respuesta que encuentra Fermat por la via de contar todos
los casos posibles. Pascal en su carta se congratula de ello y escribe “Veo que la
verdad es la misma en Toulouse que en Paris “, ya que Fermat vivia en Toulouse
y Pascal en Paris.

Si aplicamos el método de Fermat al problema que aparece en el libro de
Fra Luca de Paccioli, se tendra que también en este caso el juego se decide a lo

mAas en cuatro etapas (mismo listado):
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AAAA ABAA BAAA BBAA
AAAB ABAB BAAB BBAB
AABA ABBA BABA BBBA
AABB ABBB BABB *BBBB

Pero ahora A gana en 15 casos y pierde en uno ya que A necesita ganar una
etapa para ganar el juego mientras que B necesita 4 etapas. La reparticion justa
debe ser en este caso y siempre bajo la hipotesis de que en cada etapa la
probabilidad de ganar es la misma para ambos:

10x15/16

ducados para Ay
10x1/16
ducados para B.
Es claro que también puede resolverse por el método de Pascal. Ahora
escribiremos en la tabla sélo la proporcion de la bolsa que le toca a cada uno. Al
igual que en la tabla anterior la primero columna representa el nimero de etapas

que A ha ganado y el ultimo renglén las de B.

Ejercicio Propuesto:
La tabla no aparece completa, se solicita que siguiendo los razonamientos

anteriores se llene los espacios en blanco.

6 1:0 1:0 1:0 1:0 1:0 1:0 /

5 151 71 3:1 1:1 0:1
4 11 1:3 0:1
3 1:1 1:7 0:1
2 1:1 1:15 0:1
1 11 0:1
0 11 0:1
/ 0 1 2 3 4 5 6
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Y vemos que el resultado es
10 x 1/16
ducados paraBy
10 x 15/16
para A.

El método de Pascal puede describirse como un método de induccion
reversa. Razona en sentido inverso; empieza por considerar la situaciéon previa al
triunfo de alguno de los contrincantes y retrocede paso a paso para examinar cada
uno de los casos posibles.

Parte del hecho que gana la bolsa quien logra ganar el juego y a partir de
este resultado final se regresa paso a paso para determinar la reparticion justa
para cada caso.

Con estos elementos, queda claro el porqué no es correcto repartirla de
manera proporcional al nimero de etapas ganadas por cada uno. El acuerdo
original “gana el primero que tenga tres puntos” determina al juego y eso obliga a
tener en cuenta las distintas maneras de llegar a la meta propuesta.

Actualmente la discusion planteada sigue siendo tema de los cursos
elementales de probabilidad, es por ello que tal vez no se valore su trascendencia.
Sin embargo, este intercambio de cartas, mas allad de resolver el problema de los
puntos, establece conceptos fundamentales para el posterior desarrollo de la
teoria, tales como: independencia, probabilidad condicional y los métodos de
enumeracion y conteo para calcular las probabilidades bajo hipétesis de
equiprobabilidad de los posibles resultados.

El concepto de independencia tomara aun cierto tiempo en ser asimilado
por la comunidad matematica; de hecho cuando Pascal muestra la solucion de
Fermat a Roberval (profesor de matematicas en el famoso College de France),
Roberval no la acepta. Objeta la induccién de los cuatro juegos. Relativo a este
incidente Leibnitz escribio: “...las bellas ideas sobre los juegos de azar en los
sefiores Fermat, Pascal y Huygens que M. de Roberval no pudo o no quiso

entender”.
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Por otra parte, como ya hemos visto en el primer problema, Pascal mismo
parece no haber entendido cabalmente el método de Fermat ya que en la misma
carta le dice que si bien su método funciona en el caso de dos jugadores, ya no
funcionara para tres jugadores. Da un ejemplo y lo resuelve erroneamente. No se
conoce la respuesta de Fermat a esa carta. El problema que plantea Pascal es el
siguiente:

Tenemos tres jugadores A, B y C igualmente capaces de ganar cada etapa.
Para ganar el juego, A necesita un punto, B y C dos puntos. Pascal dice
correctamente que se necesitan tres etapas para decidir el juego. Enumera

correctamente las 27 posibilidades

*AAA *BAA *CAA
*AAB *BAB *CAB
*ABA **BBA *CBA
*ACA *BCA *CCA
*AAC *BAC *CAC
*ACC BCC CCC
*ABB BBB CBB
*ACA BCB CCB
*ABC BBC CBC

Claramente la proporcion para repartir en la bolsa es 17 para A, 5 para By
5 para C. Pascal, sin embargo dice que las posibilidades de triunfo para A son 19,
para B son 5 y otras 5 para C. Al mismo tiempo, reconoce que esta reparticion
seria injusta. Por ello concluye que el método de Fermat no es valido para tres
jugadores.

Otro indicio de la dificultad para entender la independencia es que muchos
afilos mas tarde D Alambert discute el problema de cual es la probabilidad de
obtener dos &guilas en dos lanzamientos de moneda (equilibrada). D"Alambert
sostiene que es 1/3 ya que para €él, los resultados posibles y los equiprobables son

obtener 0, 1, o 2 aquilas.
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Si bien Pascal parece no dominar el concepto de independencia, su método
€S muy ingenioso y contiene (como se menciond) el concepto de probabilidad
condicional, ya que de hecho estd calculando la probabilidad de triunfo
condicionada a que cada jugador tenga cierto numero de puntos sin haber adn
logrado ganar.

Este problema se sigui6 discutiendo por los sucesores de Fermat y Pascal y
se generalizd de varias maneras pero los dos métodos fundamentales siguen las
mismas lineas de razonamiento.

El problema en su forma general es:

Un juego con dos contrincantes A y B. Gana el juego el primero que logre
tener N puntos y cada etapa del juego da a quien la gana 1 punto y ninguno al
perdedor. El juego debe interrumpirse cuando A ha ganado r < N juegos y B ha
ganado s < N juegos, es decir, A tiene r puntos y B tiene s. Ademas, la
probabilidad de que A gane cada etapa es p € (0,1) y en consecuencia la de B es
g=1-p. La cantidad que se apuesta es irrelevante (en términos de la solucion del
problema). S6lo se supone que cada uno aporta la misma cantidad y la suma de
ellas conforma la bolsa a ganar, que sera repartida proporcionalmente a la
probabilidad que cada uno tenga de ganar en el momento de interrumpir el juego.

El método de Pascal descrito con la terminologia actual es el siguiente:

Se define P (r,s) como la probabilidad de que A gane el juego si sabemos
que A tiene r puntos y B tiene s en el momento de interrumpir el juego: Entonces
se cumple, paras,r<N,

(@)P(r,N)=0

(b.)P(N,s) =1

(c.) P(r,s) = pP(r+1,s) + gP(r,s+1)

En efecto, las afirmaciones (a.) y (b.) son inmediatas de la definicion.

Para demostrar la propiedad (c.) se requiere el concepto de probabilidad
condicional y para la demostracion se introducen las siguientes variables
aleatorias:
X;={1 si A gana la i-ésima etapa,
0 sino
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Claramente Y es el numero de puntos que A tiene hasta la k-ésima etapa y X;
X2,... €S una sucesion de variables aleatorias independientes y con la misma
distribucion (Bernoulli de parametro p). Vemos entonces que, si U denota al
evento de que “A gane”,
P(rs)=P (U | Yus=r)=P (U, Yus=1)/P(Yus=r)
=P (U, Yus=1, Xuse1=1/P (Yrus=r)
+P (U, Yus=1, Xes+1 =0) /P (Yrus =1)
=[P(U, Yuss1=r+1)+P (U, Yuss1=1) ] /P (Yrus=T)

P(U 'Yr+s+l =r +1) P(U ’Yr+s+l = r)
P(Y

- P =r+1) 4 P(Y,,1=T)

resHl
=pP (U | Yusa =r+1)+qP (U | Yusia =1)
=pP(r+1,s)+qgP(r,s+1)
La quinta igualdad es consecuencia de la independencia ya que:
PP (Yrus=r)=P (Xus+t1=1)P (Yus=1)
=P (Xs+1=1, Yus =1 ) =P (Yrese1 =r + 1)
es decir:
1/P(Yus=r)=q/P (Yrss1=r+1)
Analégicamente,
AP (Yrs=1) =P (Xuss1=0)P (Yrus =1)
=P (Xns+1=0,Yrus =1 ) =P (Yress1 =)
o0 sea,
1/P(Yus=r1r)=q/P (Yuss1=1)
Es facil ver que a partir de éstas tres relaciones podemos calcular P (r,s)
para todar,s < N: Se empiezacon P (N-1,s),s=N-1. N—-2, ... y se obtiene:
PN-1,N-1)=p
PIN-1,N-2)=p+pq
P(N-1, N—f:’»)=p+pq+pq2
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P(N-1,0)=p+pq+pg” +... + pg™*
Luego se calculaP (N—-2,s),s=N-1,N-2, ... i, 0y asi sucesivamente.

El método general de Fermat es el siguiente:

Para lograr N triunfos, si el juego se interrumpe cuando A ha ganado r
etapas y B ha ganado s etapas (r,s < N), se debe ver cual es la probabilidad de
gue A gane n=N-r etapas antes de que B gane m=N-s. El razonamiento de Fermat
seria: para lograr n triunfos de A antes que m triunfos de B es necesario y
suficiente que se tengan n triunfos de A en las siguientes n+m-1 etapas. Esto es
cierto ya que entonces B podra tener a lo mas m-1 puntos de las n+m-1 etapas.
Por otro lado si hubiera menos de n puntos para A en ese numero de etapas,
entonces B necesariamente tendra m triunfos en el mencionado nimero de etapas
y ya habria ganado el juego. Recordemos que la probabilidad de tener k triunfos

en n+m-1 etapas es:

m+n-1
[ k J kaqm+n—l—k

Por lo tanto la probabilidad buscada es
k=m+n-1 —
P(rvs) — kz [m+kn 1} kaqm+n—l—k
-

Lo hecho por Pascal permite dar un algoritmo para que una computadora
calcule las probabilidades con la induccion reversa mencionada. Lo hecho por
Fermat es, desde el punto de vista conceptual, de una enorme importancia pero
no es facil implementarlo para juegos con un nimero grande de etapas.

La correspondencia entre ellos fue de muy corta duracion debido en gran
parte a que Pascal contesta a Fermat que

“...busque en otra parte un corresponsal capaz de seguir sus desarrollos
numeéricos...”

Lo que significa el fin de su comunicacién y es cuando Pascal decide
retirarse de la matematica (por primera vez). Sus esfuerzos los canaliza en
cuestiones religiosas, y se une al grupo de los Jansenistas. Esto hace que Fermat

abandone sus reflexiones sobre los juegos de azar y continle pensando en otros
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temas de la matematica. Relativamente al conjunto de su obra, la parte
probabilista es muy pequefia aunque sustancial y profunda. Tocara a los
sucesores Christianus Huygens, James Bernoulli, Pierre-Rédmond De Montmort,
Abraham de Moivre, continuar la obra emprendida por estos dos grandes
pensadores.

Sin embargo, y a pesar de los importantes descubrimientos hechos por este
grupo y otro mas como John y Nicolas Bernoulli, Laplace, Gauss, etc, la teoria de
la probabilidad se mantuvo relativamente marginada del centro del desarrollo
matematico hasta llegar al siglo XX. A principios del siglo el desarrollo de la teoria
de la medida da finalmente el marco conceptual adecuado a la teoria y esta va
tomando poco a poco un lugar central en el mundo de la matematica tanto pura
como aplicada.

En todo momento de su desarrollo, las

ideas de independencia y de probabilidad
condicional han sido y son fundamentales.
Los meétodos probabilistas logran resolver
conjeturas y problemas abiertos de analisis
matematico, ecuaciones diferenciales
parciales y teoria de nimeros entre otras, y
permiten aproximar soluciones de, por
ejemplo, ecuaciones diferenciales parciales
mediante una afortunada combinacion de
resultados probabilistas con métodos de
analisis numérico.

El espectacular crecimiento de esta rama en los ultimos 100 afios y la
manera en como se ha interrelacionado con muchas otras ramas, tanto de la
matematica como de la fisica y la estadistica, seguramente sorprenderia a los

precursores Pascal y Fermat.
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Durante el desarrollo de esta unidad se pretenden abordar y explicar temas
y definiciones como fueron: experimentos, eventos, principio fundamental del
conteo, andlisis combinatorio, teoremas de probabilidad, funciones de distribucién
para variables tanto discretas como continuas; con las que es posible fomentar
qgue el alumno pueda comprender, adquirir y proponer un modelo l6gico que le
permita conocer y desarrollar procesos y proyectos para contribuir en los campos
del quehacer humano, incidiendo asi, en la solucion de problemas de la teoria de
probabilidad que afectan a la sociedad, donde se utiliza un proceso deductivo,
esto es, que se parte de lo general para decir algo de lo particular. Por ejemplo,
cuando conocemos un universo de elementos y se desea saber cual es el
comportamiento de un grupo reducido de observaciones tomadas de ese universo,
aungue estudios mas avanzados utilizan métodos inductivos, donde a partir de la
informacion obtenida de unos pocos elementos de un universo —una muestra—, se

trata de encontrar las caracteristicas de todo el universo.
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

El presente trabajo es la recopilacion del material didactico que he utilizado
en el curso que imparto en la Escuela Nacional Preparatoria para la asignatura de
Estadistica y Probabilidad, y ha sido probado a lo largo de mi desempefio docente,
el cual incluye de diciembre de 2001 a la fecha. Muchas han sido las
modificaciones previas antes de esta primera version final, sin embargo quiero
insistir, que soélo la experiencia y el tiempo podran proporcionar el éxito o fracaso
de este programa.

Es importante antes de vertir las conclusiones y recomendaciones de este
trabajo, mencionar que el material que propongo tendrd que ser aplicado varias
veces y por mas docentes, segun mi punto de vista, con el fin de comentar y
revisar la verdadera problematica a la cual el profesor y el alumno se enfrentan,
asi como, unificar los criterios sobre la profundidad del mismo.

Durante el tiempo de elaboracion del presente trabajo, se tuvieron grandes
experiencias, y varias aportaciones, que por parte de los profesores del Colegio de
Matematicas de la ENP plantel 5 “José Vasconcelos” enriquecieron su contenido.
Asi mismo, se traté de visualizar diferentes criterios docentes sobre un sélo tema
con los profesores que imparten la asignatura de Estadistica y Probabilidad, y

consultar un namero considerable de fuentes.

Dicho lo anterior, al término de este trabajo, he llegado a las siguientes

conclusiones:

e La labor de un profesor al ejercer el proceso de enseflanza—aprendizaje, ha
sido y sera dedicar todo su esfuerzo profesional hacia la investigacion, la
docencia y la difusion de los conocimientos que ha adquirido, al preservar
en todo momento los valores nacionales y enaltecer el espiritu universitario.

e Solo se lograra el objetivo buscado en el presente trabajo si el lector, siendo

cualquier persona, con un conocimiento basico de la matematica, pueda
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entender y asimilar los conocimientos basicos de la asignatura de
Estadistica y Probabilidad.

e La asignatura de Estadistica y Probabilidad, contribuye a la construcciéon del
perfil general del egresado de la ENP de la siguiente manera:

o El alumno adquirird conocimientos en lenguajes, métodos, y técnicas
basicas inherentes a la matemética, asi como en reglas béasicas de
investigacion.

o El alumno desarrollard su capacidad de interaccion y didlogo por
medio del trabajo en equipo, y de las discusiones grupales con sus
companeros y el profesor.

o El alumno identificara sus intereses profesionales y evaluara

alternativas hacia la autodeterminacion.

e Actualmente la asignatura de Estadistica y Probabilidad en el nivel de
Ensefianza Media Superior dentro de la Escuela Nacional Preparatoria,
proporciona al alumno las bases tedrico-metodolégicas necesarias para
continuar su formacién profesional o como etapa terminal de sus estudios,
dotandolo de la capacidad y posibilidad de tomar decisiones frente a sus
problemas cotidianos.

e Considero que los criterios que se deben tener en cuenta para que el
alumno acredite el curso se base a través de actividades o factores, donde
el alumno demuestre su capacidad de analisis, de sintesis, e interpretacion
l6gica de la informacién adquirida, y mediante la aplicacion de dichos
conocimientos, realice el planteamiento y resolucion de problemas
concretos; estas actividades sugiero deberan ser evaluadas individualmente
y por equipo durante el transcurso del ciclo escolar en el desarrollo de cada
unidad.

e Concluyo que mi propuesta de material didactico, a través del analisis y la
investigacion realizada, conduce a que la ensefianza de la estadistica y
probabilidad conlleve a nuevos paradigmas dentro del proceso enseianza—

aprendizaje.
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e El presente trabajo constituye una herramienta mas que sirve de material
de soporte a los profesores que imparten esta asignatura, o bien, como
material de consulta para estudiantes que no hayan cursado la materia,
pero que requieran adquirir de manera autodidacta estos conocimientos
bésicos.

e Este trabajo tendra que ser adaptado al tiempo que se tiene para ser
impartido, sin olvidar que cubrir en su totalidad el temario, no es la meta
primordial que se busca, sino que el aprendizaje y el dominio de los temas
son el principal objetivo.

e Con respecto a los antecedentes académicos del alumno con respecto a la
materia, puedo decir que carece de bases en relacion a la teoria de
conjuntos, que es de suma importancia para tener éxito en esta asignatura,
es importante sefialar que dicho tema es parte de la unidad 1 del temario de
Matematicas IV correspondiente al cuarto afio de bachillerato, y que la
materia de Estadistica y Probabilidad pertenece al sexto afio de
bachillerato, razon por la cual el alumno ha olvidado o dice no haber visto
ese tema.

e A pesar de que el temario indica que se deben acabar los modelos de
distribucion para variables tanto discretas como continuas durante el
desarrollo del ciclo escolar, el temario de calculo (matematicas VI) incluye
conceptos de integracion al final del mismo en el caso del area 1 (Fisico
Matemética), y de manera muy somera en el area 3 (Econdmico
Administrativa), por lo que los alumnos carecen de los conocimientos
previos para desarrollar a detalle estos temas.

e Concluyo que la formacion integral recibida en la licenciatura de
matematicas aplicadas y computacion coadyuvé significativamente para
poder visualizar la problematica actual en la materia de Estadistica y
Probabilidad a nivel bachillerato.

e En mi desempefio laboral me he dado cuenta de la imperiosa necesidad de
realizar mas cursos para la unificacion de criterios, en lo que se refiere a la

profundidad y al nivel en el cual deberan de ser tratados los temas.
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El presente trabajo se apega al orden propuesto en el temario aprobado por
la ENP, sin embargo considero que la primera unidad correspondiente a
estadistica descriptiva utiliza conceptos de teoria de conjuntos los cuales
son incluidos en la segunda unidad; también propongo que la secuencia
l6gica sea de introduccion a la sumatoria y después medidas de tendencia
central, ya que nuevamente en medidas de tendencia central se utilizan
preconceptos de sumatoria, y en el programa aprobado estan propuestos
de manera inversa.

Este material didactico se elabor6 con base en el enfoque de resolucion de
problemas, el cual, mas que incluir ejercicios de aplicacién rutinaria de
procedimientos, consiste en plantear situaciones problematicas que
permitan poner en practica las habilidades para relacionar los nuevos
contenidos del curso con casos similares que pudieran darse en el entorno
familiar o social, e incluso incursionar en el estudio de otros temas.
Recomiendo elaborar lo mas pronto posible, material didactico de apoyo,
como son, cuadernos de trabajo, guias de estudio, folletos, libros, reactivos,
etcétera, que apoyen a los alumnos para lograr el éxito en su posterior

desarrollo educativo en niveles superiores, y Si estos ya existen, difundirlos.
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Variables 4

~ .
Nominales

f s -
Categoricas,

(cualitativas) | Ordinales

r Discretas

<

Numéricas Continuas

\ (cuantitativas){_

HERNANDEZ RIVERA ALEJANDRO

Figura I.1 Resumen de variables capitulo | Estadistica Descriptiva

Frecuencia Absoluta n
Zni =N
i=1
Frecuencia Relativa f.,
j=—0
N
Amplitud del Intervalo | ¢, =L, - L,
Marca de clase ‘= L, +L,
i T

Tabla 1.2 Resumen de frecuencias capitulo | Estadistica Descriptiva

Propiedad 1

Propiedad 2

Propiedad 3

Propiedad 4

Propiedad 5

Tabla 1.3 Resumen de propiedades de la sumatoria capitulo | Estadistica
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Media geométrica

Distribuciones unitarias

* * *
P *x =,
;
— * * * —
G=Nx*%*.*x =N [x

i=1

Distribuciones no unitarias

r
— N Ny Mx v N n
G=X" X2 . %X " = “|xi
i
n

=1
Media armoénica n
M.A = =
1 1 1 n (1
4= -+
X X X, i1 \ X
valores repetidos n n
P MA = — =
Ly—24 . +—% ) i
XX Xy i1\ X

Media aritmética simple

X =
n
Media aritmética ponderada Zk:X *n
i i
X ==
n
Media aritmética en distribuciones ST
agrupadas en intervalos _ in N
X=-
n
Relacion entre las medias aritmética , H<G<X
geomeétrica y armonica
Mediana N N
5 N
Me=L,  +-2 *C,
n;
Moda

Tabla 1.4 Resumen de formulas de medidas de tendencia central capitulo |
Estadistica Descriptiva
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Fractiles de datos individuales

fractil, =1+ para cuartiles

i(n-1)
4

Fractiles de datos individuales

para deciles

(n-1)
0

Fractiles de datos individuales

fractil, =1+I
(n-1)

[
fractil, =1+ ——= para percentiles
100

Cuatrtiles n
-
Q=+ h
fk
Deciles n
(e
D, =1+ h
f
Percentiles n
N
P,=1+ h
fk

Tabla I.5 Resumen de formulas de fractiles capitulo | Estadistica Descrptiva

Desviacién Estandar

Varianza

Coeficiente de Variacion de Pearson

Variable tipificada

Tabla 1.6 Resumen de formulas medidas de dispersién capitulo | Estadistica

Descriptiva
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Coeficiente de correlacion n n

> (yi-y)

i=1

Cov(x,y)= ii(xi -y )

i=1

Covarianza

Regresion lineal y =a, +a,x, donde
a, = punto, a, = pendiente

SRR | A eE
ErE) | e

i=1
Tabla I.7 Resumen de formulas andlisis de datos divariados capitulo | Estadistica
Descriptiva
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Tabla Il.1 Resumen de operaciones con conjuntos capitulo Il Conjuntos
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Tabla 1.2 Resumen de intervalos capitulo 1l Conjuntos
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Arreglo

Permutacion

Permutacion
con

repeticion

Ordenacion

Ordenacion
con
repeticion
Ordenacion
ciclica

Combinacion

combinacion

circular

no

no

no

no

Si

no

Si

no

Si

no

no

Si

repite ordena

Si

Si

Si

Si

Si

no

no

|
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formula

n ~ n!
ab,c,..,x) atbtch..

X!

Restriccion

n=r

n=r tomados
de a en a,
de b en b,
de c en c,
etc.

n>r

IN
-

Tabla Ill.1 Resumen de formulas andlisis combinatorio capitulo Il Probabilidad
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Teoremal |P(¢)=0
Teorema2 | p(A)=1- P(A)
Teorema3 | P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
Teorema 4 P(AuBuC):
P(A)+ P(B)+ P(C)— P(Am B)— P(AmC)— P(BmC)+ P(Am BmC)
Teorema5 |Si Ac B, entonces P(A)<P(B)
Probabilidad
condicional Am B (/A)
Probabilidad
condicional Am B ( B)

Tabla 111.2 Resumen de teoremas de probabilidad capitulo Il Probabilidad

Distribucion Binomial

Distribucién Normal

Tabla 111.3 Resumen de modelos de distribucion de probabilidad capitulo I
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Solucién a los ejercicios propuestos

1. Ejercicio pagina 11

Variablel nombre - Variable categorica ordinal
Variable2 edad - Variable numérica discreta
Variable3 estatura - Variable numérica continua
Variable4 peso - Variable numérica continua
Variable5 calzado - Variable numérica discreta
Variable6 familia - Variable numérica discreta

Variable 7 deporte - Variable numérica nominal

2. Ejercicio pagina 33
Gastos

$7,000
$6,000
$5,000
$4,000
$3,000
$2,000
$1,000

Qﬁéo Mo é@o 5‘3\0 @{é@ ;»ézéw

Gastos
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3. Ejercicio pagina 34
18
17.5
17
165

16 Seriel

155

14.5

14
Gigante Aurrera Walmart El Surtidor

4. Ejercicio pagina 54

Sony 1.553

Toshiba 1.575

..la recomendacion seria comprar la computadora Sony, debido al tiempo de
procesamiento.

5. Ejercicio pagina 55
Utilizamos la medida de tendencia central correspondiente a la mediana

N
Me=L , + 2 *C.

ya que la variable familia debe contar con un dato entero.
6. Ejercicio pagina 58
Hay diferencia entre lo reportado en la etiqueta con la lectura hecha en clase.

No hay problema entre el vendedor, el consumidor y la PROFECO, ya que la
diferencia encontrada es minima o en algunos casos el producto contenia mas
liquido del debido.

7. ejercicio pagina 71

sueldo promedio = $3121.15
mediana = $ 3330.5

moda = $4028

Desviacion estandar = 1284.33
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8. Ejercicio pagina 75

Vemos que no se distribuye de manera uniforme como las piezas del dominé
Media = 198kwh con una desviacidén estandar = 12kwh

De tal modo que usando la regla empirica el punto correspondiente a
219.92kwh no se podria obtener facilmente.

9. Ejercicio pagina 85

Intervalo Marca Frecuencia Frecuencia
Intervalo Clase De Frecuencia Frecuencia Absoluta Relativa

de Clase Real clase Absoluta Relativa Acumulada Acumulada

10. ejercicio pagina 87
practicas promedio = 2.04
profundidad de la mediana = 13
moda =0

11. Ejercicio pagina 92

El tubo B presenta una mayor dispersion, ya que la desviacion estandar es un
estimador de la dispersion de datos.
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12. Ejercicio pagina 92

Con los datos que se tienen no es posible hacer una estimacion para una edad
distinta.

13. Ejercicio pagina 102

A={a,e,i,o,u}

B={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
C={primavera, verano, otofio, invierno}
D={soltero, casado, divorciado}
E={m,a,t,e,i,c,s}

F={tacto, gusto, oido, olfato, vista}
G={12, 3,6,9}

H={do, re, mi, fa, sol, la, si}

O={x/x es una pieza de ajedrez}
P={x/x es una operacion aritmética}
Q={x/x es un estado de la materia}

14. Ejercicio pagina 105
PcD,IlcD, Pegl

15. Ejercicio pagina 108
a) conjunto vacio

b) cero

C) conjunto vacio

16. Ejercicio pagina 175
a) 101,270 formas

b) 3,060 formas
c) 23,751 formas
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