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Introduccion.

Muchas de las ideas profundas acerca de la naturaleza se manifiestan en si mismas como simetrias.
Tres simetrias discretas fundamentales de las interacciones de la fisica de particulas elementales son
paridad (P), inversién temporal (T') y la conjugacién de carga (C);

Paridad, consiste en la inversién de las coordenadas espaciales con respecto al origen, es decir & — —Z.
Inversion Temporal, significa el cambio en la direccién de la coordenada temporal, esto es t — —t.

Conjugacion de Carga, invierte el signo de la carga eléctrica y todos los nimeros cudnticos internos, o
sea particula — antiparticula .

Se ha mostrado la conservacién y violacién de cada una de estas simetrias, asi como algunas de
sus combinaciones, bajo diferentes interacciones; por ejemplo, mientras las interacciones fuertes y elec-
tromagnéticas obedecen las simetrias de paridad y conjugacion de carga, las débiles no lo hacen. La
invariancia bajo la inversién temporal se tiene para interacciones gravitacionales y electromagnéticas.
La simetria C'P se conserva en el decaimiento del muén, pero es violada por los kaones neutros, etc.
Pero al considerar la combinacion de las tres, CPT), se tiene una simetria que se cree que se conserva
(un teorema de la Teoria Cudntica Relativista de Campos asi lo asegura) y hasta ahora es consistente
con las observaciones experimentales.

Es bien conocida la ambigiiedad en el signo del cuadrado del operador paridad P? = +1 [Berestetskiil,
la, cual es heredada en la mecénica cudntica no relativista. Usualmente la consideracién P? = 1 es la
miés utilizada, pero la posibilidad P? = —1 permite el rompimiento de isomorfismos entre ciertos grupos
dobles. Este resultado podria tener consecuencias experimentalmente verificables, en particular en el
dominio de la mecénica cudntica molecular: al no darse estos isomorfismos podrian tenerse diferentes
reglas de seleccién espectroscépica y tablas de caracteres de representaciones irreducibles de los grupos
mencionados. Lo anterior sirvié de motivacién pora este trabajo, en el cual se buscé aclarar la discrepacia
mencionada del signo del cuadrado del operador paridad.

También fundamenté el posterior estudio de la simetria discreta de inversion temporal en el limite
no relativista y dada la importancia de la matemaética formal de la fisica, se buscé dar una representa-
cién geométrica en términos de haces fibrados principales a las transformaciones de paridad, inversién
temporal y paridad-inversién temporal y su accién sobre los espinores de Pauli.
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Dada la idea generalizada de que el concepto de antiparticulas puede ser definida sélo en el contexto
de la mecanica cudntica relativista y el hecho de que la transformacion de conjugacién de carga no
pertence grupo de Poincaré y, por lo tanto, no actiia en el espacio-tiempo, condujo a buscar y justificar
una representacion de la conjugaciéon de carga, asi como a dar un interpretacion de la accién de ésta en
el espacio de coordenadas.

La tesis consiste de dos capitulos y tres apéndices, que se describen a continuaciéon brevemente:

En el capitulo 1, se exponen algunos de los resultados obtenidos en [Socolovsky04], los cuales de base
para el desarrollo del capitulo 2, al tomar el limite no relativista. Estos son:

Usando la representacion estandar de la ecuacién de Dirac, se demuestra que, salvo un signo, existen
sblo dos conjuntos de soluciones consistentes para las matrices de Conjugacién de Carga C, Paridad
P e Inversién Temporal T, que transforman el campo ¥ (x) a ¥c(z) = Cv™(x), Yr(zs) = Pip(z) y
Vr(z) = TY*(z;), donde z, = (t,—F) y x, = (—t,T), respectivamente.

Estos conjuntos son dados por {C = £y, P = Fio, T = +i*y'} y {C = +iy?yy, P = +ivy, T =
+341}, para los cuales P2 = —1 y dos sucesivas aplicaciones de la transformacién Paridad a campos
fermidnicos equivale necesariamente a una rotacién de 2w. Cada uno de estos conjuntos generan grupos

no abelianos de 16 elementos y no isomorfos, Gél) y GE)Q).

En cambio, los operadores C,P y T que actia en el espacio de Hilbert, en el esquema de la segunda
cuantizacién, generan un unico grupo Geg, que es llamado el grupo CPT del campo de Dirac, que es
isomorfo a @ X Zo, i.e., la suma directa del grupo cuaterniénico y la 0-esfera. Este grupo es sélo compa-
tible con el grupo de matrices Géz), conocido como el grupo de matrices CPT. Géz) resulta ser isomorfo
a una suma semidirecta del grupo de simetrias del cuadrado DHg y la O-esfera.

Los resultados anteriores permiten encontrar una representaciéon geométrica en términos de haces
fibrados principales, ya que los generadores de los grupos G((,G), o = 1,2 descritos arriba, son elementos
del 4lgebra de Dirac D16, la cual es la complexificacién del dlgebra de Clifford del espacio de Minkowski.
( D16 es isomorfa al dlgebra de matrices de cuatro por cuatro con entradas en los complejos C(4).)

Los grupos G(gl) y G((f) también estdn contenidos en subgrupos del algebra de Dirac con mayores
restricciones, como en el grupo de unidades D%, dado que tenemos las inversas de las transformaciones
C,P . T,CP,CT, PT y CPT y en el grupo Pin del dlgebra de Dirac, Ppis, ya que sus cuadrados C?,
P2 T2 etc.,son 1o -1.

Asi se tiene una sucesion exacta corta con la cual se construye un haz Z,. : Zy — Pinpis —
O(C*, gqc), que contiene las representaciones matriciales de las transformaciones C, P, T y CPT para el
campo de Dirac, mostrando la accién sobre los elementos de C* de estas simetrias y evidenciando que
es distinta a la accién que se tiene en el espacio-tiempo.

En el capitulo 2, mediante el andlisis de componentes “pequenas” y “grandes” [Bjorken y Drell] se
toma el limite no relativista de los campos ¢ y ¢ y de esta manera se encuentran los respectivos
limites de las transformaciones de paridad e inversiéon temporal, denotados por P y T.



Se hace una descripcién en términos de haces de la accién del operador paridad no relativista P.
El haz que contiene a P es SU(2) ® Zs — O(3), que es una extensién no trivial del grupo cubriente
universal SU(2) — SO(3). P es el limite de la correspondiente representacién matricial P = iy, del
capftulo 1, y también satisface P2 = —1.

Del producto directo de O(3) por Zy inducido por la estructura del grupo de Galileo, identificamos,
en su doble cubierta, los operadores Inversién Temporal T y la combinacién PT actuando sobre los
espinores de Pauli. Estos generan un grupo isomorfo a Z, x Zs. Como en el caso de paridad, T es el
limite no relativista del correspondiente operador matricial de Dirac T' = «3v! cuyo cuadrado T2? = —1
[Cervantes05].

Al final de este capitulo se estudia el limite no relativista del operador Conjugacién de Carga C' en
el contexto de la ecuacién de Dirac acoplada a un campo electromagnético, sustentando la existencia de
este limite, por medio de la consistecia entre las componentes “grandes” y ”pequenas”del espinor ¥ y
del espinor conjugado de carga ¢, y por un argumento de la Teoria de Campos.

Se obtiene el operador de Conjugaciéon de Carga no Relativista C = (), de forma andloga al
procedimiento seguido para p y T. Usando la definicién encontrada de C se muestra explicitamente la
invariancia galileana de la ecuacién de Schrodinger-Pauli para el espinor que representa al positrén no re-
lativista. Como en el caso relativista, C lleva de la ecuacién de particula a la de antiparticula y viceversa.

Complexificando el grupo de Lorentz y por lo tanto el espacio tiempo z,, se da una interpretacion
para esta transformaciéon como la conjugacién compleja de las componentes espaciales £ — Z*. Esto

resulta natural en una descripcién de haces fibrados principales [Cabo].

En el apéndice A se dan algunas definiciones y propiedades sobre sucesiones exactas cortas y un
ejemplo relevante en fisica.

El apéndice B contiene la definicién de los haces fibrados principales, una construccién de éstos y se
da también un ejemplo. (Haz de Hopf Real).

Por tltimo, en el apéndice C se da la defincién de aplicaciones cubrientes y levantamientos.



Capitulo 1

Simetrias C, P y T del Campo de
Dirac.

1.1. Accién del Grupo de Poincaré sobre Campos Cuanticos
Lineales.

Sea (a,w) un elemento del grupo de Poincaré P el cual es suma directa del grupo de Lorentz L y
traslaciones 7 del espacio-tiempo de Minkowski. Si u(z) es un operador de campo lineal en el espacio
de Hilbert H, bajo (a,w), u(x) se transforma como:

o' (2') = Aw)u(z), (1.1)

donde A(w) es la representacién matricial n x n del elemento (a,w), actuando sobre las n componentes
de u(z) y 2’ = (a,w) - & = wz + a, que implica z = (a, w) " 'z’. El vector de estado ¥ € H del sistema
de campos, se transforma como:

V' =U(a,w)¥ (1.2)

con U(a,w) el operador que representa (a,w) en el espacio de Hilbert.

El valor medio de u(z) en el estado ¥’ es:

(V' u(2)¥") = (U(a,w)V,u(x)U(a,w)¥) = (¥, UT(a, w)u(z)U(a,w)¥) = (¥, (x)¥) (1.3)

siendo:
u'(z) = Ut (a, w)u(z)U(a, w) (1.4)

si U es unitaria UT(a,w) = U~ (a, w).

Y el valor medio para u(z) en el estado ¥’ con V antiunitaria es:

(U u(z)¥') = (V(a,w)¥,u(x)V(a,w)¥) = (UT(I)V(CL7IU)\I’, V(a,w)¥) =
(V(a,w)VT(a,w)u*(x)V(a,w)\I/,V(a,w)\ll) = (\II,VT(a,w)uT(x)V(a,w)\I/) = (U, (x)¥)



1.2. PARIDAD.

para la cuarta igualdad se ha usado la propiedad de los operadores antiunitarios: (By, Bx) =
(v, B'BX)” = (x,9), donde ¢ = V(a,w)"ul(x)V (a,w)¥, entonces (V(a,w)p,V(a,w)¥) = (¥, p)
(W, V(a,w)Tu! (z)V (a,0)®).

Con
u'(z) = Ve, w)ul(2)V(a,w), (1.5)

Vila,w) =V (a,w)

comparando (1.1) con (1.5) y (1.5) se obtienen la condiciones:

u'(z) = Aw)u((a,w) ™t - z) = Ul(a, w)u(z)U(a, w) para U unitaria.
u'(z) = Aw)u((a,w) ™t - x) = VI(a,w)u' (2)V (a,w) para V antiunitaria. (1.7)

A través de las matrices A(w), (1.6) define la accién de los operadores U y V' sobre los operadores
cuénticos de campo u(x).

Para las transformaciones de simetria paridad e inversién temporal tenemos: (a,w) = (0,II) y
(a,w) = (0,7) respectivamente, as{ para los operadores U(0,II) = P (unitario) y V(0,7) = T (an-
tiunitario) y las matrices A(I) = Py A(r) =T.

La conjugacién de carga, que corresponde al intercambio de particula por antiparticula no es una
transformacién del espacio-tiempo, es decir no es una transformacion del grupo de Poincaré. Este es un
operador unitario U = C con matriz A(C) = C.

En las siguientes secciones se estudiard brevemente la representacién matricial de las transformaciones
C,P,T y CPT, en términos de los generadores del dlgebra de Dirac D' [ver seccién 1.8], su consistencia
y la accién de los operadores de campo cudntico ¢ () = Pip(z) = PTy(2)P, to(x) = Cy(x)™~ =
Cy(2)C, ¢-(2) = T (z,) = TT(2)T.

1.2. Paridad.

Sea la transformacién en el grupo de Lorentz II : ¥ — a/# = wha? = (2/°,2') = (ct,—7T), con
wk = diag(l,—1,—1,—1) inversién de los tres ejes espaciales.
De la ecuacién libre de Dirac:

(i7" 0y —m)y(x) =0 (1.8)

se determinard la matriz P € GL4(C), es decir invertible y elemento de C(4), que satisfaga
(i8], — ) (/) = 0

con ¢ (z') = ¢/ (t, =) := Pi(x), pero segtin II, 49, = 4°9y — 4'dx" con ello la ecuacién anterior se
escribe como:

(i(7°00 — 7' 9;) — m)Pip(x) = 0
multiplicando P! por la izquierda esta tltima, se tiene:

(i(P~'Y° P8y — P~'4'Pd;) —m))p(z) = 0
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CAPITULO 1. SIMETRIAS C, P Y T DEL CAMPO DE DIRAC.

por lo tanto comparando con (1.8) P debe satisfacer:
PP =qy PT'y"P =", (1.9)

que equivale a P~Iy#P = whqy" o [P,v] = {P,7¥*} = 0 para k = 1,2, 3.
Usando la representacion estandar de las matrices v*, dadas por:

0 __ _ 1 0 k O Ok
v —70—(0 )=l (1.10)

. . 0 1 0 —i 1 0
donde oy, son las matrices de Pauli (o7 = (1 0) , 09 = (z 0 ) y o3 = (O _1>).
Se obtiene la solucién unica para P siguiendo las condiciones (1.9) y (1.10) de la siguiente forma:

Tomando

P= (A B) donde A, B,C, D € C(2). La condicién Py = 40P implica P = (A 0) .

C D 0 D
De
Py, = -y P i D=—-0/A i P= 4 0

M =-—nPsesigue D = —0140y, asi P = () o1 Aoy )
Desarrollando

a b 2 2 :

A= ¢ d) on a,b,c,d € C; de Py* = —y“P se obtiene b = ¢ =0,
con lo cual
a 0 —d 0
A_(o d) yD‘(o —a)'

Finalmente Py2 = —y3P implica d = a asi P = ayy con a € C*, es decir:

P=zy,z2eC"=C\{0}

Por otra parte ya que det(I1?) = 1, éste debe producir una rotacién sobre el espinor. De 0° en cuyo
caso la funcién de onda no cambia; 0 360°, con la cual el espinor cambia de signo [ver primera seccién del
Capitulo 2]. Entonces se tienen las dos posibilidades de P? = 2242 = 22] respectivamente [Berestetskii,
pdginas 69-70]:

i)0°= P> =1=2=141= P =+,
ii) 360° = P? = -1 = 2z = +i =— P = iy

en el primer caso P = P = P~! = P~ = P* es decir: unitaria y hermitiana, ademas, det(P) = 1y
tr(P) = 0.

Para el segundo tenemos: PT = —P = P71 = —P~ = P* det(P) = 1 y tr(P) = 0, unitaria y
antihermitiana.

La representacién matricial A(II) de la transformacién II es: A(II) = P, y la accién del operador
unitario P = U(0,1I), para el espinor 1 (t, Z), es la que se sigue de la ecuacién (1.6):
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1.3. CONJUGACION DE CARGA.

Yn(t,7) = Py(t, —7) = Ply(x)P (1.11)
Asi la doble aplicacién corresponde a:
PI(PTy(t, 7)P)P = P2y (t, 7)P? = PT(Py(t, —1))P = P(Pi(t, 7)) = P?(t, 7), (1.12)
con ello:
P12y(t, 7)P? = £ (t, T) (1.13)

siguiendo (i) y (ii), Yz = £9.

Es 1til calcular la transformacién de paridad para el espinor conjugado de Dirac. Tomando la con-
jugacién compleja transpuesta y multiplicando por la derecha la matriz v¢ en ¢r(zy) = Py(x) se
obtiene:

U (@n)vo = Y (en) = ¥ (@) Pl = ¢f (@)1 Pt = (@) P = ¢(z) P71,

donde se ha usado [P,yy] = 0y P = P~! para ambos casos, con ello:

Yu(en) = ()P~ (1.14)

1.3. Conjugacién de Carga.

La transformacién de Conjugacién de Carga corresponde aquella que cambia particula por anti-
particula y viceversa, a continuacién se encontrard la representacion matricial y el operador de esta
transformacién.

La ecuacién de Dirac para la carga eléctrica ¢ = —|e| en un potencial electromagnético 4, esta dada
por:

(90 + lely# Ay — m)b(z) = 0. (1.15)

Tomando la conjugacién compleja, multiplicando desde el lado izquierdo por Cyy (C € GL4(C)) e
introduciendo la unidad (Cvg)~*(Cp) en los dos primeros términos de la ltima expresiéon obtenemos:

(10 = el A)(Cr0)7* (Cro0) ™" + m)(C0)¢p* () = 0 (1.16)

con ello se define el espinor conjugado de carga:

Vo = Crod* = C~. (1.17)
La segunda igualdad se sigue de tomar la operacién transpuesta del espinor conjugado de Dirac 1) = ¥t
ast ¢ = (¥Ty0)~ =95 v™ =0y

(1.16) impone la condicién sobre C:

(Cro)y" (Co) ™" = —*

que es equivalente a:
Cy~C~ = -4k o Cy*™~ = —A1C, (1.18)
dado que v5 ' =70 =75, 7T = (7)™~ = =, {70,7'} = 0y (Cyo) ™! = 5 'O~ 1 asi que yoy" o = v
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CAPITULO 1. SIMETRIAS C, P Y T DEL CAMPO DE DIRAC.

En términos de conmutadores y anticonmutadores las expresiones de arriba se escriben como:
[C,A*"] =0,p=1,3y {C;y"} =0,u=0,2.
yaque v~ = -t i =13y~ =47, 5 =0,2.
Asi ¢ satisface la ecuacion:
(190 — lely" Ay — m)pe(x) = 0, (1.19)
que describe particulas con la misma masa, pero con carga opuesta.

Si se cambia el cuadripotencial A, — —A,,, se completa la transformacién de conjugacién de carga
y se recupera la ecuacién (1.15) aplicada al espinor ¢¢; expresado la simetria de la ecuacién de Dirac
en un campo electromagnético bajo esta transformacién.

De forma andloga como se obtuvo la matriz P, usando ahora las condiciones (1.18), se tiene:

A B
CZ(E F)7 con A, B, E,F € C(2),

Cv9 = —yC implica A= F =0asi C' = (g ﬁ) .

De
Cy? = —~2C se sigue E = 05 B0
entonces:
_ 0 B . _fa B
C= (02B02 0) , definiendo B = <’y 5) con a, 3,7,0 € C,
de

C’Yl = ’)’IC; Cv3 = v3C se obtiene a =0y v = —0.

Con lo cual C'=p (_01 é) = iB09 = nY?v0, siendo n = —if € C*, ya que 0y = —2~y asi:
0 0 0 =2
9 0 —i 0 16
C=mvw=n|q ; o o €P ynelQ) (1.20)
- 0 0 0
ademas C? = n?y240~2~0 = p21.

D' es el dlgebra complexificada de Clifford para M* [Ver la siguiente seccién).

Aplicando dos veces la transformacién de conjugacién de carga y usando las expresiones (1.17),(1.18),
(1.20) se tiene:
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1.3. CONJUGACION DE CARGA.

(Yo)e = o2 = Cvg = C(¥E)~ = Crove = Cro(Crov™)" = CroC ¢ = —CC™p = (1.21)
— (172 %) (17*%0)* ¥ = —[n*¥* 907> 0¥ = —[n1*(v1)* (70) %4 = ¢
Entonces:
Yoz =1
ya que el efecto en ¢ a lo més es de una fase, con lo cual n € U(1) y CCT = (nv%v0)(n7?y0)' =
17270072 = —[n|?(72)? = 1, es decir C es unitaria.

La transformacion de conjugacién de carga para el campo conjugado de Dirac es:

Yo = W0)e =i = (Crov™) v = ™7 CT
= 450 (m*70) "0 = 1107070 = =1~
= =i~y = —i Y~ C. (1.22)
Tomando la conjugacién de Dirac de la ecuacién (1.17)
Yo = (CY7 )y = (7)) Clyg = 9" Clyg = 3 Clyg = —y~CT.
comparando con lo obtenido en (1.22) implica n?C = C. Asi, multiplicando C' por la derecha a esta

tltima se obtiene, n2C? = 1, sustituyendo C? = n?1 luego n?n?1 = 1 se da para |n|* = 1.
Asi:

WY)e =Yoo = (—*Y~C)(CY™) = —n*Y~CCY~ = —>CP(Yip)™
= —n?C%Yp = — () = —|n| Py = —P).

es decir el operador densidad de las antiparticulas.

Tenemos las posibilidades:

)n=+41= C?=1= C = +7*, (1.23)
Yo =—9Y~C.
i) n=4i = C? = -1 = C = +iy’y,.
Yo =9~C.
para el primer caso: C' = C~! = Ct = —C™, es decir: Es unitaria, antisimétrica y hermitiana. Para el
segundo: C = —C~! = —CT = —C™; unitaria, antisimétrica y antiunitaria. En ambos casos det(C) = 1

y T'r(C)=0.
Usando la expresién (1.6) para el operador unitario de conjugacién de carga U(a,w) = C tenemos:

vo(a) = 0%~ = Cly(a)C (1.24)
con lo cual la doble aplicacion corresponde a:

CI(ClY(@)C)C = CFy(a)C? = CH(CY (2))C = Cro(Crowr ()" = —~CCh(a) = Il = 1 esto

C(z)C? = (). (1.25)
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CAPITULO 1. SIMETRIAS C, P Y T DEL CAMPO DE DIRAC.

1.4. Inversion Temporal.

A continuacién se buscard la matriz T € GL4(C), correspondiente a la transformacién de inversién
temporal (t,Z) — (—t,Z). Partiendo nuevamente de la ecuacién libre de Dirac (1.8), cambiando t — —t
y tomando el complejo conjugado, se obtiene:

. * 8 k* 8 ®( 4 )

Multiplicando T por la izquierda e introduciendo la unidad 7T en los primeros dos términos de
la ecuacién anterior: 5 9
— Ty Tt
o TV T o)

con lo cual se establecen las condiciones siguientes comparando con (1.8);

(i(TygT ™! —m)Ty*(—t,%) =0,

TyT ' =70, THF T7! = —F,

y la definicién del espinor inversion temporal:

e (@) = Tob(,)" (1.26)

Usando la representacion estandar de las matrices v*, descritas anteriormente, supongamos a

A B
T= (C’ D>’ donde A, B,C, D € C(2),

de la condicion

T~9 = T implica que B=C =0, asi T = (61 ?))

Ahora de

A 0
1 _ _ 1 1 = — =
Ty = —v T se tiene D o1Aoy, luego T (0 0'1A0'1> '

Si
A= (i Z) de T73 = —43T se signea=dy b= —c.
Finalmente la relacion

T~* = 4T implica que A = —03A03 asia =0=d

con lo cual:

A=D <_01 é) =iboy y — 01(ibog)or = ibag(ibal)z = iboo,

es decir T' = 1b (%2 0) = wy3y! con w = ib € C*, es equivalente a:
2
0 -1 0 O
1 0 0 O
_ 3.1
T=wyy=wlg o o -1
0 0 1 0
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1.5. CONSISTENCIA ENTRE LAS MATRICES C, P Y T.

donde: T € DS, det(T) = w* y Tr(T) = 0.
Aplicando dos veces la transformacién inversién temporal, partiendo de (1.26), obtenemos:
¢T2 (t7 f) = T(’l/).,_(*ﬂ f))* = T(T¢*(t7 f))* = TT*QZ}(ta f)?

pero TT* = wy3ytw* 34t = —|w|?(73)%(71)? = —|w|?1. Eligiendo, como en el caso de C, w € U(1) se
tiene TT* = —1, es decir:

T = e 341, (1.27)
De la expresién (1.6) aplicada a A(7) =T y V(0,7) = T, antiunitaria, se tiene:

Uy (t, ®) = Tp(—t,2)* = TT(t, )T (1.28)

y por lo tanto:

Pra(t,7) = THTTp(t, ©)T)T = TV y(¢t, 7)T2 = (1.29)
THTY(—t,2))T = T(Te(t, ©)*)* = TT*p(t, T) = —(t, T).

Por tltimo, el conjugado de Dirac del espinor inversiéon temporal corresponde a:

7]]7(1‘) = ’@[Ji(x)’y() = (Tw(x‘r)*)TVO = QZ}('TT)NWOTT = ’(ZJ(CL‘.,.)*TT (130)

1.5. Consistencia entre las matrices C, P y T.

Ya que cada una de las matrices C, P y T'; tienen dos posibles soluciones, se busca consistencia entre
las tres. Asi se obtienen s6lo dos conjuntos de soluciones para éstas matrices en el caso del campo de
Dirac de espin é

1.5.1. Consistencia entre las matrices C y P.

La transformacién de paridad del espinor conjugacién de carga y las relaciones (1.14) y (1.17) implican
lo siguiente:

(e)n(en) = Cnlan)™ = C((@)P~Y)~ = C(P~)~(z)~
=C(P~)~CTICY () = C(P™H)~C™ o (x).
la cual debe coincidir con Py (x), asi que se debe satisfacer:
cphH~et =P (1.31)

Considerando las dos posibilidades para P y C' obtenemos:

290 (£70)7* 70 = F10 = —P
C(P~N~C! = A2~ (P~ )2~y = T Yo( o 0 0
F) 700 7270 (Fivo)v*v0 = £io = P

Oy e = (i) (P (i) = { (30 e = e = 7

Asf, P = +i~y, para ser para satisfacer (1.31). Lo que implica P? = —1 (P? = 1 queda excluida).
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CAPITULO 1. SIMETRIAS C, P Y T DEL CAMPO DE DIRAC.

1.5.2. Consistencia entre las matrices C y T.

La transformacién de Conjugacion de Carga del espinor Inversién-Temporal, se sigue de las ecuaciones
(1.17), (1.26) y (1.30),

(1/}T>C(m) = CQZT(‘%’)N = C(w(xT)N'VOTT)N = CT*’VOd}(xT) (132)
por otra parte:
(Vo)r (@) = Too(z,)" = T(CY(x,)™)" = TC* ((x,)™)* = TC* (W' (2,)70)" = TC*0t(x,), (1.33)
comparando esta dos tltimas se debe satisfacer:

CT* =TC*. (1.34)

Considerando nuevamente las dos posibilidades para C', tenemos:
i) C = 472y, C* = —C luego CT* = —TC si y s6lo sf
(V270) (e™°71)* = ¢T3y 920 — (€294 (7P 70)

donde —e™* = e~ entonces e?** = —1, esto pasa para A = (2k + 1), k € Z, por lo tanto:

ix k. i si k es par,
=(—1)" = .. .
€ (=1)% { —i si k es impar

con lo cual: T = i3yt =TT = —T* = -T~ yT? = 1.
ii) Para C = +ivy2yp, se tiene C* = C'y CT* = TC, sustituyendo en términos de las matrices y*, la
igualdad anterior se escribe como:
A2rpe~ PRyl = ety la2ag
entonces e~ = ¢ que implica e** =1, es decir A\ = kr, k € Z, ast:

ei’\:(—l)k: { 1 si k es par,

—1 si k es impar
con lo cual T = £+34! y satisface T = #7937y = Tt =T* = -7~ = T~ , T? = —1.

1.5.3. Consistencia entre P y T.

La consistencia entre P y T no introduce una constriccién adicional, pero manifiesta un orden al

aplicar estas trasformaciones al espinor.
De (1.26) al evaluar en el punto (t,—Z) se tiene ¢, (t,—Z) = T¢(—t,—Z)* y siguiendo (1.11)
Yn(t, —Z%) = Py(t, T), entonces:

(Yn)-(t, =%) = Tyu(—t, —2)" = T(Py(—t,2))" = TP*(-1,7) = -TPyY*(-t,2),
pero PT = TP, por lo tanto: (¢;)n = —(¥m) -

La tabla siguiente resume los grupos encontrados en esta seccion:
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1.6. GRUPO DE MATRICES.

C P T CPT=6 C?* P? T?% ¢?
) £ Fiw EY Hiwer 1 -1 101
i)  Fiviye Eive Y3 +iv075 -1 -1 -1 1

Las ecuaciones obtenidas seran verificadas en la seccién (1.7) a nivel de operadores cudnticos en la
teoria cuantica de campos.

Donde la matriz § = C'PT es igual en los dos conjuntos ya que:

0 = (£7%y0) (Fivo) (£iv*y") = (Fiv*v0) (Fivo) (£7*7)

=+ 91993 = Livo (iv07'v*Y?) = Liv0r®

: 0 -1
donde 7° = ivpy'y2y3 = (_1 0 )

Entonces
(1 0 0 -1 (0 -1 0 —i
9‘*’(0 —1><—1 0)‘*2(1 O)_i(z’ 0)
1 0

y 6?2 =+ (0 1), 0f=0=0"1=—0~=—0*, det(9) = +1 y tr(9) = 0.

1.6. Grupo de Matrices.

Sin pérdida de generalidad podemos tomar sélo el signo positivo en las soluciones de la tabla anterior.
Con las cuales se construye las tablas de multiplicar de los dos grupos de 16 elementos no isomorfos

oy G

G ¢ P T CP CT PT 0
c 1 ¢cP CcT P T 6  PT
p -cp -1 PT C -6 -T CT
T ¢r PT 1 6 C P CP

cp -p -C 6 1 —-PT —CT T

cT T 0 c PT 1 CP P
PT —0 =T r Ccr -crp -1 C
0 -PT -CT CP T —-P -C -1

Cuadro 1.1: Tabla de Multiplicar del grupo G((,l).

y
El resto de las tablas de 16 x 16 se obtiene incluyendo los términos —C, — P, —T,—CP,—-CT,—PT, —#.

Se tienen los siguientes isomorfismos, con grupos abstractos:

Gél) = DHS X Zg
G ~16E

(Socolovsky, 2004) donde DHg = ({r,b}) = grupo diédrico, simetrias del cuadrado (r = 90° y b: reflexién
diagonal) y 16F es una extensién de DHg por Zs.
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CAPITULO 1. SIMETRIAS C, P Y T DEL CAMPO DE DIRAC.

cY c P T CcP CT PT 6
c -1 c¢cp CT -P -T 6§ —PT
p -cP -1 PT C —§ -T CT
T ¢ PT -1 6 -C -P -CP

cp p -C -6 -1 PT —-CT -T

cr -r -4 -C —-PT 1 —CP P

PT -6 -T —-P CT CP 1 —C
¢ PT -CT -CP -T -P C 1

Cuadro 1.2: Tabla de Multiplicar del grupo Géz).

1.7. Grupo de Operadores.

Podemos notar que en principio, no hay razén fisica o matemadtica para preferir un grupo del otro
al definir el grupo de matrices C PT del campo de Dirac.

En cambio los operadores cuanticos C,P y T que actian en el espacio de Hilbert de la teoria de
campos, y transforman el operador de campos 9 (t, Z) segin las ecuaciones (1.11), (1.24) y (1.28) res-
pectivamente; son generadores de un dnico grupo Gg llamado: El grupo CPT del campo de Dirac, de
16 elementos, no abeliano e isomorfo a Q X Zs.

Sea 1) = (¢, %) el operador de campo de Dirac, A, B cualquier C,P,T. Se define
A= ATyA,

(A% B) - = (AB)1(AB)

Ya que usualmente AB es asociativa (composicién de operadores), el producto (x) lo es también,
dado que para cualquier 1 se sigue:

(Ax B) -9 = BI(ATA)B = B - (A-), entonces ((A* B) x C) -1 = ((A* B)C)1Y((Ax* B)C) =
CH(A* B)19(A+B))C=C-(AxB) -4 =C- (BN (A™WA)B) = C - (B-(A-1)) es igual a

(Ax (BxC)) -9 = (A(B* C)W(A(B  C)) = (B * C)I(ATYA) B+ C) = (B*C)- (A-4) =
(BOYY(A-)BC = C'BY(A-¢)BC =C - (B-(A-1)), asf

(AxB)«C =Ax(BxC).
De (1.13), (1.25) y (1.29) se sigue:

(P1)2yP? = —y,
(CM)2yC? =y,
(TH2YT? = —y),

esdecir PxP=-1,CxC=1,T«T=-1.

Sea 1;(t, ) la i-ésima componente de la funcién de onda de Dirac 9 (t, Z), con i = 1,2, 3, 4. Siguiendo
(1.11), (1.17) y (1.26) tenemos:
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1.7. GRUPO DE OPERADORES.

Yicu(t, Z) = (Yic)u(t, ) = Pijvc(t, —%) = Pij(Cyo)jrbr(t, =2)" = (PCo)ix¥r(t, —2)";
Yine (6, 7) = (Yin)c (. @) = (C0)ij¥iu(t, )" = (C10) i Pjpor(t, —2)" = —(Cv0)ij Pirtr(t, —%)"
= (CyP)utr(t, =) = —(CPy0)itr(t, —7)" = (PCv0)ixt(t, —I)",

Yine = Yict-

Para los correspondientes operadores de campo se da lo siguiente:

Yicn(t, Z) = Pl (t, ©)P = PTCly; (¢, £)CP = (CP) ¢ (t, Z)CP = (C  P) - 4;(t, T)
Yinte (t, 7) = Clapi(t, 7)C = CTP Ty (¢, 7)PC = X

asi:

C+P=P=xC (1.35)

dado que ¥;(t, ) es arbitraria.

i)
Yicr (%) = (Yic)- (8, T) = Tijhjo (=1, 2)" = Tij(Cy0) jubr (=1, T) = (TC* o) irtr(—t, %) =
F (TCv)iktr(—t, T);
Yirc(t, %) = (Yir)c(t, 7) = (CVO)iﬂ/)jr(t,f)* = (C0)ij (T} ox (=1, 7)) = (CyT™)ixthr(—1t, %) =

—~

F (CvT) ikt (—t, 7) = :F(CT'YO)ikwk(_tvf): (TC'YO)ik"/}k(_a-T)v

donde los signos + y — corresponden a las dos posibilidades de C' y T'.

Para los operadores de campo cudntico se tiene:

Yo (t,E) = TYL(H #)T = TN(CT(t, #)C)'T = (CT) (£, #)CT = (C+ T) - ¥(t, &)
Yro(t, &) = Cly, (8, 7)C = CH (T (1, #)T)C = TCTY! (¢, 7)TC = (T + C) - ¢(t, ).

es decir:

CxT=TxC

pero también TC = C*T. Al tomar su conjugada compleja obtenemos: T*C* = C'T*, y comparando
con (1.34) se debe dar:
™ =T (1.36)

que segun la seccién (1.5) es el grupo G((,Q) el que satisface la condicién (1.36).
Con las relaciones anteriores se construye la siguiente tabla:

C P T
C 1 CxP CxT
P CxP -1 PxT
T C+«xT -Px«T -1
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CAPITULO 1. SIMETRIAS C, P Y T DEL CAMPO DE DIRAC.

Usando la propiedad de asociatividad, se define el grupo CPT del campo de Dirac Gg que tiene la
tabla de multiplicar:

Go C P T CxP CxT PxT C]
C 1 Cx+P CxT P T ] PxT
P Cx+P -1 Px«T -C C) -T —Cx*xT
T CxT -PxT -1 -0 -C P CxP
CxP P -C C] -1 P+xT -—-CxT -T
CxT T -0 -C -Px+xT -1 CxP P
PxT © T -P CxT —-Cx*xP -1 -C
(C] P«sT Cx«T -CxP T -P -C -1

Como en las tablas (1.1) y (1.2), ésta es completada anadiendo a la primer columna y reglén los
negativos —1,—C,—P,—T, ..., —O y haciendo los correspondientes productos.

Entonces Gg es un grupo de 16 elementos no abelianos, isomorfismos a Gg = @) X Zs, dado por:

1-(1,1)
c—(1,-1),
P — (4,1),
T — (7,1),
CxP — (1,—1)
CxT — (y,—1)
P+«+T — (—&,1)
O — (k,—1)

Por consistencia, el grupo G((,l) queda eliminado, ya que la condicién, C x T = T x C implica que:
™ =Ty G((,l) satisface T = —T*.

1.8. Descripcion en Teoria de Haces.

Se dard una descripcion geométrica en términos de haces fibrados principales de las transformaciones
C,T, Py CPT, en el limite relativista. Este haz es

=2, : Z4 — Pinpis — O((C4,nc).

Para ello, brevemente daremos la definicién de dlgebra de Clifford y algunos grupos relevantes en la
fisica.

Sea V' un espacio vectorial sobre un campo k de dimensién finita n, dotado de una forma cuadratica
¢, la cual es una funcién de V a k tal que:

q(aw) = ?q(v),a € kyv eV;
la forma cuadrética induce una forma bilineal B, : V x V' — k definida por:
2By (v, w) = g(v +w) — q(v) = g(w). (1.37)
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asocidndole también una matriz simétrica M, tal que:
q(v) = v M = Z Q0,05 (1.38)
1<i,j<n

donde Q5 € k.
y la forma bilineal sera:
B(v,w) = v M,w.

Nota 1 Para el caso especifico V = C* y M, = n*" = diag(1,—1,-1,-1) 0 My = 0" = diag(—1,1,1,1),
q(v) induce una métrica real ya que: 2B(v,v) = UTMq’U = |02 = (| P+ |0t |2 +|v3]?) = (aH—iy*)nH (z¥ +
iy”) = mrakat £ ptrytyY it ety —pytat = a? +y? €R.

Dado el espacio vectorial V' sobre el campo k y la forma cuadrética en V, el algebra de Clifford
Cl(V,q) es el dlgebra asociativa con unidad. Se construye de la forma siguiente:

Sea:

T(V)=) @V=kaValelV)e...
r=0

el dlgebra tensorial de V. Definiendo el ideal K, en T'(V) generado por todos los elementos de la forma:

v®@uv—q(v)l, parav V.
Asf el dlgebra de Clifford esta definida como el dlgebra cociente [Jacobson, pagina 229]:

(V)
K,

q

Cl(V,q)

Se tiene la asignacién ¢ : V — CI(V, q) dada por v — v + K.

Ya que V genera a T'(V'), ¢(v) genera el dlgebra de Clifford y V' C CI(V, q).

Teorema 1 Sea q una forma cuadrdtica en un espacio vectorial V' de dimension n, sobre un campo k de
caracteristica distinta de 2. Entonces: (a) dimCIl(V,q) = 2" y si {v1,va,...,v,} es base de V', entonces
los elementos 1,v;,, vy, ,v; i1 < i3 < -+ <., 1 £ 7 < n donde v; = 1(v;), forman una base para
Cl(V,q) sobre k; (b) La funcion candnica v : V — CU(V,q) es inyectiva.

Demostracion: [Cervantes03, pdginas 18-22].

Ahora consideremos el grupo de unidades multiplicativo en el algebra de Clifford que es definido
como el subconjunto:

CI*(V,q) = {v € Cl(V,q) : existe v ! conv v =vo™! =1}

Ademas es un grupo de Lie con dlgebra de Lie asociada cl*(V, ¢) y conmutador [v, w] = vw — wwv.
Existe un homomorfismo:
Ad : CIX(V, q) — Aut(CI(V, q))
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CAPITULO 1. SIMETRIAS C, P Y T DEL CAMPO DE DIRAC.

llamada la representacién adjunta, que es dada por:
Ad,(w) = vwv ™!,

Proposicién 1 Sea v € V. C CI(V,q) un elemento tal que q(v) # 0. Entonces Ad,(V) = V. Y para
todo w € V, se tiene la siguiente ecuacion:

—Ad,(w) = w — qu((vv,)w)v (1.39)

Demostracién: [Lawson, pagina 13|

La transformacién Ad,, preserva la forma cuadrética, es decir ¢(Ad,(w)) = ¢(w), ya que:

_ w)) — w_2Bq(v,w) — (0 ZBq(v,w)U w—qu(U’w>v
q(—Ad,(w)) = q ) D= a0 oy V)
ol By(v,w) ot w By (v,w) o ;
=q(w) =2 4(0) (w-v+v-w)+4( (o) )%q(v)1
() — 2 Bav: ) ow By(v,w)* _ ;

donde se ha usado (1.37) y (1.38).

Por lo tanto define el subgrupo P(V,q) de C1*(V,q) generado por los elementos de v € V, tal que

q(v) # 0, cuya inversa es v~ = *(;’), y se tiene la representacion:

P(V,q) 2 O(V.q)

donde O(V,q) = {\ € GL(V) : ATM,\ = M,} es el grupo ortogonal, es decir es aquel que preserva la
forma cuadratica.

Definicién 1 El grupo Pin de (V,q) es el subgrupo Pin(V,q) de P(V,q) generado por los elementos
v eV con q(v) =+£1.

De (1.39) se puede observar que Ad, hace una reflexién v — —v a través del hiperplano v+ = {w €

V' : By(v,w) = 0}, ya que Ad,(v) =v — 2]?183”)1) =v—2v=—v.

Pero si la dimV es impar, Ad, preserva siempre la misma orientacién. Para ello se considera la
representacion adjunta torcida [Lawson, pigina 14]:

Ad: CUI*(V,q) — GL(V,q)
definida por:

Ady(w) = a(v)wv™!, (1.40)
donde el automorfismo « : CI(V,q) — CI(V, q) es tal que:

a(v) = —v parav € V. (1.41)

Y satisface como la representacién adjunta:
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- Cw B(v,w)
Ady,(w) = 2 o(v)

Con la cual define el subgrupo P(V,q) = {v € C1*(V,q) : Ad,(V) = V}.
Esta también preserva la forma cuadratica y se tiene la representacién respectiva:

Ad: P(V,q) = O(V,q)

Teorema 2 Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo espinorial k (caracteristi-
ca(k) # 2), yq:V — k una forma cuadrdtica en V no degenerada. Entonces existen sucesiones exactas
cortas:

1= F — Spin(V,q) 24 SO(V,q) — 1

1 — F — Pin(V,q) 2 O(V,q) — 1

donde:

F= ZQ sig ¢ k,
" | Z4 en otro caso

Demostracién: [Lawson, pagina 19]

Para el caso particular del espacio de Minkowski en el cual V = R* y My = nu o My = 17:“,, es
decir la forma cuadratica es tal que q(v) = v — v¥ —v3 —v3 0 ¢'(v) = —vE + v? + v3 + v3, las dlgebras
de Clifford correspondientes son:

CI(R* q) = DI5 = H(2), o CI(R*,¢') = D% ~R4);

las cuales no son isomorfas, pero los fenémenos fisicos no dependen de la elecciéon de alguna de las dos.
Esto muestra la necesidad de la complexificacién de las dlgebras anteriores, que coinciden en el algebra
fisica compleja de Dirac:

D' ~ C(4).

[Cervantes03, pagina 81] Como es bien conocido, una base para el algebra de Dirac son las matrices 7,
que satisfacen:

2B(7,u7'7u) =YY T VoV = {'Yua')’v} = VuMqVV = 21,1
Para la complexificacién basta obtener el producto tensorial de éstas con C, es decir:
COH(2) = C4) y CoRU) =C(4)
Otro resultado importante que se usard es:

Cl(V,q) r C = CI(C"*,q® C)

[Lawson, pagina 27]
donde la forma cuadrética ¢ ® C = gc(v) = v! My.v, 7 + s = n la dimensién del espacio vectorial V, r
es el nimero de signos positivos en la forma cuadratica y s el nimero de negativos, asi:

2 2 _ .2 2
qc(v) =vi+ ... +v =V — ... — V.
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Nota 2 iV =C* y My, =n"" 0o My, =n'"", qc(v) = 2Bc(v,v) = v'My.v = (v°)2 — ((v1)? + (v*)? +
(v3)%) = (@ + iy (x¥ + iy”) = g aka’ — g yty? ety +atytat = 2® —y? + 2izy € C,
es decir es una métrica compleja.

Las representaciones matriciales de las transformaciones C, P, T'y C'PT encontradas en las secciones
anteriores son claramente elementos de D16 y por lo tanto, los grupos que generan, es decir: G§ C D6,
donde 0 =1, 2.

Pero también G§ C CI*(C* gqc) = D'®* en el grupo de unidades, ya que tenemos las inversas de sus
elementos.

Las representaciones Ad y Ad para este caso son:

Ad :D'* — O(C*, qc) € GL(C*)

v My
—Ad,(w) =w—2 b2 U

para:

v =21+ 2"y, + 2" v + 2P 17 + 22012785

con inversa y w € C*.

Donde tenemos un homomorfismo de C* — D16 debido a la inclusién de M* — D16 dada por
wh — why, € DY
Ady(w) = —Ad, (w)

Finalmente se puede definir el grupo Pinpis = {v € D6 : q(v) = v-v = %1}, ya que como podemos
ver en las tablas de la seccién (1.6) los cuadrados de las matrices C, P, T'y CPT son 1 o -1.

Por lo tanto se tiene la secuencia de homomorfismos:
Géz) — Pinpis — P(C* qc) — D'* — D',

Usando el teorema (2) tenemos la sucesién exacta corta [MacLane y Birkoff, |:

0— Z4 — Pian Iid> O((C4, CI(C),

la cual induce un haz fibrado principal, con espacio total el grupo Pin pis, como espacio base O(C*, q¢)
y fibra y grupo de estructura el grupo Z4(Ver apéndice.)

Donde el grupo ortogonal es:

O(C* qc) = {A € GLc(4) : AAM,A = M, = diag(1,—1,-1,-1) o My = diag(—1,1,1,1)}

Se calcula a continuacién la accién de la funcién Ad sobre las matrices C, P, T y CPT € D'6 que
generan al grupo consistente con la teoria de operadores cudnticos, es decir con el grupo G éz) en el cual
C = +iy%yy, P = +iyg, T = £v3~4!, cuyas inversas son P~' = P, T~! =T y C~! = C encontradas en
las secciones (1.1),(1.2),(1.3).

Pero primero siguiendo el automorfismo a descrito en (1.41) obtenemos:
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1.8. DESCRIPCION EN TEORIA DE HACES.

a(P) = aliy) = —ivo = —P,
a(T) = a(v*7?) = a(*)a(v") = —=(*) (") =’ =T,
a(C) = a(iv*y) = ia(y?)e(y0) = i(—*) (=) = v’y = C

Entonces:

ffd(C)(w”fyM) = ffdc(w“vu) = a(C)w“VMC_l = —Cw",C = —i’yQVO(w“'yu)ifyzyo =

V0w )70 = w*10707% 0 + w0 0 =
3
— w0 + wiy! —w?y? + w3y = Z (—1)F ks,
=0

Ad(P)(whs,) = Adp(u',) = a(Phuty, P~ = —P(wby")(~P) = Puby, P = ing(why,)ivo =

- wOIYO + wi%',

Ad(T)(wh,) = /idT(w“yu) = a(T)w“'yuT_1 = —Tw',T = —7371(1”“7”)’)’371 =
3
W0 — wiy! 4 w?y? — wiyd = Z (—1)Fwhn,.
pn=0

Ad(CPT)(w"~,) = Ad(C) o Ad(P) o Ad(T)(w"~,) = Ad(C) o Ad(P)(w’yy — w'y* + w?y? — w3y%) =
Ad(C) (w0 — w'y! +w?y? — wy?) = wlyo — wiyt — wy? — wiyP
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Capitulo 2

Limite no Relativista de las
Simetrias C, P y T del Campo de
Dirac.

2.1. Sistemas de Espin 1/2 y Rotaciones.

. . I o o _ oy w
Es bien conocido que C? = {Z = zl , 21, 22 € C} con el producto escalar (Z, W) = (21, 22) wl =
2 2

Ziwy + Zows, es un espacio de Hilbert, al estar normalizados sus elementos pertenecen a la 3-esfera
$3={7eC?|(z,2)=||Z]* =1} c C2.

En mecéanica cudntica no relativista, las funciones de onda de particulas de espin ;, 1), con su espin
en la direccién, i = (n1,n2,n3) = (senfcosyp, senfseny, cosd) de R3, donde los dngulos que 7 forma con
los ejes x,y y z son respectivamente a, b, c donde:

n- T = cosa = senfcosyp = ny,
N - § = cosb = senflseny = n,,
n-Z = cosc = cost =n,,

es decir 7 = cosad + cosbi + coscz, satisfaciendo cos?a + cos?b + cos?c = |n|? = 1.

Entonces la funcién v, puede escribirse como:

0 - 0 c cosa + icosb
— ip — . — 2
= conly o+ etesen( ) = = cos( i+ (0 L e e
con:
1 0 . . . 1 0
vy = 0 P = i las cuales son autofuciones de la matriz de Pauli o3 = 0 -1 7 autova-

lores +1, —1 respectivamente.

En particular:
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2.1. SISTEMAS DE ESPIN 1/2 Y ROTACIONES.

Vo =000 =, (e +)
Vo= UM = (e —0o)
Vi =0 ) = o (b +iv)
Vi =05 ) = (=)

Vz,+ = ¥(0, ;r) =1y
Yo =000, 5) =y

Y V- = V_ny =(m— 0,0+ ) = sen(§)vy — ePcos(§)v—.

z

Existe una correspondencia canénica entre puntos de S y elementos de SU(2) = { 22+

|w|?}, f: 5% — SU(2) dada por:

zn 1 —Z
/ zo 2z A
aplicado a ¥y, 4:
0 ip 0
cos —e'sen
fWa) = o 29 0 2 =U
; ®
e'?sen. cos 5

U es una matriz que en C? hace la rotacién ¢ — s 4.

Para una rotacién arbitraria de un angulo ¢ alrededor de 7, llamada ¢7 transforma vectores en C2
mediante:

.0 (@) ¢ (F-7)" by
My, = —id - =1- 2.1
on = eap(—ignl)=[1— 0 (O T Oy (2.1)
7. 7)3 ¢ _ ¢ —im ¢
i) = T s ) tos? i dsen(Py = €052 Timasens  (Zing —my)sen
2 3! 2 2 2 (—mm +ny)sen2 COS o +in sen,,
cos‘és — iseng’cosc —(cosb—l—icosa)senf
(cosb —icosa)sen?  cos$ +isen$cosc

donde se ha usado la representacién matricial del operador de rotaciones:

. —iS-n —id N
D(n, ¢) = exp( ) = exp( )-
h h
Para el caso ¢ = 2w, Ms,; = —I, mostrando el cambio de signo de la funcién de onda de espin é,

después de una rotacién de 27 [Sakurai, pagina 165], [Azcdrraga, pdginas 6-7]. Es necesario una rotacién
de 47 para recuperar la funcién original.
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CAPITULO 2. LIMITE NO RELATIVISTA DE LAS SIMETRIAS C, P Y T DEL CAMPO DE
DIRAC.

Resumiendo lo anterior en un diagrama, tenemos:

c2os T SU(2)

™

wof

A\

SO(3)
7 la funcién proyeccién (w(A)(Z)), = Tr(orA(G - £)AT), con A€ SU(2) y & € R,
El diagrama anterior muestra la relacién entre las rotaciones propias en R?* C SO(3) y en C2, es
decir sobre los espinores no relativistas de espin é
Teniendo una descripciéon geométrica de éstas, contenidas en el haz fibrado principal:

& 1 7o — SU(2) 5 SO(3) (2.2)

donde SU(2) es el espacio total, SO(3) y Zs es la fibra y el grupo de estructura. (Ver apéndice.)
El efecto de rotaciones en el espacio de rayos CP' queda determinada por el haz:

¢:U(1) - SU(2) 2 cp!

donde la funcién proyeccion de el ultimo haz p, actia:

Considerando los dos haces anteriores se tiene el sistema de haces:

U(1)

Z
SU(2)
‘} &
CP! 50(3)
Existen homeomorfismos tales que:
U)=st={zeC|(z,)=z2-2=|]2]|> =1},
CPl~g92 = {.’L‘ER?’ ||.I‘||2 (.’L‘1+.Z'2+l‘3)1/2}
SO(3) = RP?,
Zo =2 S°
[Socolovsky04].

Nota 3 Si C?*, el conjunto de vectores i € C?* dzstmtos de cero, y C* el conjunto de numeros complejos
no nulos, se define la relacion de equivalencia W ~ w st existe 0 € C* tal que w =1 -0. El espacio

de clases de equivalencia C** /C* = {[i0]}gece-, deﬁne a linea proyectiva compleja o espacio de rayos
denotada por CP?.
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2.2. TRANSFORMACION DE PARIDAD.

2.2. Transformacion de Paridad.

Como se describié en la seccidn anterior las rotaciones propias sobre espinores no relativistas de espin
é pueden ser descritas por el haz (2.2), pero el efecto sobre los espinores de las rotaciones impropias
es decir elementos de O(3) que no son parte del subgrupo SO(3), obviamente no son descritas por éste
haz.

Se definird el subgrupo mds pequeiio de U(2) que contiene a SU(2), al cual llamaremos S+U(2), y
donde se podra identificar el levantamiento P de la transformacién de paridad:

que transforma & — —Z para toda & € R3.
S1U(2) es la doble cubierta de O(3), con lo cual se puede construir el haz:

€175 — S U(2) 5 0(3)
El limite no relativista de la matriz de paridad en la teoria de Dirac (Ver Capitulo 1), se denotard por
P y actuara sobre los espinores de Pauli:

Wit T) = ZE§§ € SU(2) = S

)

~

COomao:

W(t, T) — ¥p(t,—) = Pi(t, 7).

1

0 -1
usando el andlisis de componentes “pequernias” y “grandes”, despreciando las primeras [Bjorken y Drell,
pdgina 11], la matriz de paridad a bajas velocidades P estd dada por:

En la representacién estdndar P = +iyy = +i , donde 1 es la matriz identidad de 2 x 2,

P = +41 con P2— I

1
Asi en el espinor de Dirac 22 las componentes Y3 = 4 = 0.
3
(&
Denotemos u(t, ) = u y v(t,¥) = v, para el espinor de Pauli, entonces la accién de P sobre éstos es:
= +i 0 U +iu +elzqy
Py = 0 +i v —  +iv =£elzw

Como en el caso relativista, dos inversiones espaciales cambian el signo de los espinores, es decir
incluso en la mecénica cudntica no relativista P2 = —1. Este resultado podria tener consecuencias veri-
ficables en particular en el dominio de la mecanica cudntica molecular, dado que se rompe el isomorfismo
entre ciertos grupos dobles, con lo cual podria haber diferencias en las tablas de caracteres de sus re-
presentaciones irreducibles.
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CAPITULO 2. LIMITE NO RELATIVISTA DE LAS SIMETRIAS C, P Y T DEL CAMPO DE
DIRAC.

Anadiendo las rotaciones impropias al grupo galileano de transformaciones G, [Azcérraga, pagina
153] el cual consiste de las matrices:

R
. (2.3)

— <<I

donde R € SO(3) una rotacién, y V € R3 es la velocidad relativa entre los sistemas de referencia.

Si hacemos la consideracién natural de la transformacién de inversién temporal, extendemos el
grupo G a G remplazando R por O € O(3) y 1 por a € {1,—1} = Zy en (2.3):

oV
0 a
la segunda fila en esta matriz hace el cambio t’ = —¢ con a = —1.

Restringiéndose al caso V= 6, tenemos el subgrupo Gy de G dado por

Go = { 8 U 0€0B).ae%=0() x T},

[Cervantes05]

2.3. S.U(2): extensién de SU(2) por Zs

En el caso relativista existe ambigiiedad en el signo de P y consecuentemente también la hay en P.
Elegiremos arbitrariamente el signo positivo.

Con los elementos dados en la seccién anterior podemos definir el conjunto:

S U(2) = SU(2) USU(2)P = SU(2) U {AP} acsu(2)-

g
w

S1U(2) es un grupo, cuyo elemento identidad es la matriz 1 de 2 x 2 e inversa la matriz

para A€ SU(2) y i para los elementos en {Aﬁ}AeSU(Q).

ISR

S1+U(2) no es un conjunto simplemente conexo (ver Apéndice C), ya que no es conexo (es unién de
dos conjuntos abiertos disjuntos no vacios, uno con elementos de det = 1 y otro con det = —1), por lo
tanto no es la cubierta universal del grupo O(3).

SU(2) es un subgrupo invariante de SLU(2), ya que si A € SU(2) y B € S1U(2), entonces
det(BAB™1) =1 lo que implica BAB~! € SU(2).

SiC € U(2)y B € S+U(2), entonces det(CBC~') = det(B) = +1 con lo que CBC~! € SLU(2),
asi S+U(2) es un subgrupo invariante de U(2).

Es conocido (Naber, 1997) el isomorfismo 2 — 1, 7 : SU(2) — SO(3), para A= _Zw 1;} € SU(2),
. w Re(2? —w?)  Im(22 +w?) —2Re(zw)
m( 5 3 Y= | —Im(2? —w?) Re(z?+w?) 2Im(zw) (2.4)

2Re(zw) 2Im(zw) |2]? — |w)|?
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2.3. 5.U(2): EXTENSION DE SU(2) POR Z,

Llamando ¢ y 7 respectivamente las inclusiones SU(2) <> S+U(2) y SO(3) < 0(3).

Definimos el homomorfismo II : S;U(2) — O(3):

II(A) = 7(A), A € SU(2) (2.5)
-1 0 0

npP)=[o -1 o (2.6)
0 0 -1

II(AP) = I(A)I(P) = —7(A) (2.7)

Con lo que tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

SU©2) "> SLU(2)

T II (28)

\

55(3) " e 0(3)

es decir 1o t(A) = Tonw(A4) ya que II(¢(A)) =II(A) = w(A) y ©(w(A)) = w(A). II es un homomorfismo
(epimorfismo) de grupos ya que para A, A’ € SU(2), se tiene lo siguiente:

[(AA) = m(AA") = m(A)r(A") = TI(A)TI(A),
T(A(A'P)) = I((AA")P) = TI(AA"II(P) = TI(A)(II(A)II(P)) = m(A)m(A)I(P) = I(A)(II(A' P)),
II((AP)(A'P)) = II(AP2A") = I(A(-1)A") = 7(A)x(—1)7(A") = w(A)w(A").

II(1(A)) = II(A), (7 (A)) = 7 (A).
Existe la sucesion exacta corta de grupos:

1— SU@2) < S U@2) 4z, —1,

ya que ker(det) = I'm(1) =2 SU(2) (1 es el elemento neutro del grupo).

Entonces S1U(2) es una extensién de SU(2) por Zy (MacLane y Birkoff,1979), ya que SU(2) no es
abeliana entonces la extensién en si misma no lo es y por lo tanto no es central.

Sin embargo, dado la sucesién exacta corta, se escinde, ya que existe el mapeo:
v:Zy — S1U(2)

-1 0

dado por: (1) =Ty y(-1) = 0 1

= —03 0 y(—1) = 03, es mds es un homomorfismo de grupos

que satisface:
det oy = Idg,,

esto significa que v es la inversa derecha de la funcién det, v es una funcién inyectiva ya que ker(y) = 1;
asi, es un monomorfismo y Zs es candénicamente isomorfa a su imagen en SLU(2), v(Zs2).

La existencia de la escisién permitird escribir al grupo S1+U(2) como producto semidirecto de SU(2)
v Zo, para ello consideremos la siguiente proposicion.
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CAPITULO 2. LIMITE NO RELATIVISTA DE LAS SIMETRIAS C, P Y T DEL CAMPO DE
DIRAC.

Proposicién 2 Sea la funcion
U : SU(2) x Zy — S1U(2) definida por ¥(A, B) = AB (2.9)
y sea el homomorfismo de grupos
¢ : Ly — Aut(SU(2)) = {g: SU(2) — SU(2)} donde ¢(B)(A) = BAB™'. (2.10)
Entonces ¥ es un isomorfismo de grupos, con la ley de composicion en SU(2) X Zo dado por:
(A',B')-(A,B) = (A¢(B)(A),B') = (A’B'AB'~*, B'B). Con ésta SU(2) x Zy = S+U(2)
es el producto semidirecto de SU(2) por Zs inducido por la accion ¢.

Demostracion:
¢ es una accién (derecha e izquierda) de Z2 ya que:

d=¢; : Lo x SU(2) = SU((2) y ¢ =g : SU(2) X Zy — SU(2)
definidos por: ¢;(B,A) = ¢4(A, B) = BAB™!, para toda A € SU(2) y B,B1,Bsy € Zs = {1,—03},
satisface:
¢ =¢(B,1) =B
05,5, (A) = ¢(B1 Bz, A) = (B1B2) A(B1B2) ™" = Bi(B2AB; ') By ' = 3, (65, (A)) = b, © ¢, (A).
¥ es un homomorfismo de grupos y un mapeo biyectivo.

—Z

U(A,1) = A€ SUQ)y U(A,—05) =

ST

donde det(V(A, —o3)) = —1, por lo tanto ¥(A, —o3) € SLU(2) \ SU(2).
Definamos la funcién W : S.U(2) — SU(2) x Zy dada por:

TU(A) = (A1) sf A e SU(?2).

U(B) = (B(—03), —03) si B € S4U(2)\ SU(2)

—1 0 —iz 1w

entonces, para B = AP, B(—o03) = AP(—03) = A 0 i = iwm iz © SU(2),

asi U(U(B), —03) = _qu,} z;g = B. Por lo tanto ¥ = Id lo que implica ¥ = ¥~! siendo ¥
biyectiva.

Finalmente

U((A',B')-(A,B)) = AB'AB'"\B'B = A'B'AB = W(A, B')¥(A, B),
es decir ¥ es un homomorfismo de grupos. B
En términos de SU(2) ® Zs, podemos definir el haz (ver apéndice)

€01 Lo — SU(2) © Zs 22 O(3) (2.11)

25



2.4. INVERSION TEMPORAL. T Y PT

con la funcién proyeccion, Il = IT o ¥ definida como sigue:

Io(A, B) = II(¥(A, B)) = II(AB) = n(A) si B =1

-1 0 O
o(A, B) = I(AB) = T(A)I(B) = n(A)I(B) = —n(A)r(ios) =x(A) | 0 1 0 | si B=—0s.
0 0 -1

la tercera igualdad se obtiene usando la definicién (2.5) y encontrando la matriz M de 2 x 2 tal que

MP = —o3, resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos M = i03. La cuarta igualdad se sigue del
homomorfismo (2.4).

En SU(2) ® Zs, el operador paridad se denota por 165 y esta dado por:

Po = U7H(il) = (—io3, —03).

(usamos la definicién de ¥ en la demostracién de la proposicién anterior.) Esta expresién es consistente
con el diagrama conmutativo:
"

SU(2) x 53 - g3
vxId Id
\4 \4
S:U@R2)x 8% - g3 (2.12)
vlxid Id
\4 \4

(SU(2) @ Zs) x §3 "7 » g3

el cual da los mapeos entre las acciones p, u,, e, respectivamente de SU(2), S+U(2) y SU(2) ®Zs sobre
U

los espinores de Pauli ¢ =

2.4. Inversion Temporal. T y PT

Considere el grupo:

Go = S+U(2) X Zy = (SU(2) USU(2)P) x Zy = (2.13)
SU(2) x {1YUSU(2) x {~1}USU(2)P x {1}USU(2)P x {-1} =
{(A, D} acsu) VLA, —D}aesu U{AP, D} acsue) U{AP, —1)} acsu )

y la proyeccién dos a uno:
q:S1U(2) X Za — O(3) x Zs
dado por:
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q(A, 1) = (7(A), 1), (2.14)

(A, =1) = (7(A) Ry (m), -1), (2.15)

g(AP,1) = (—(A), 1), (2.16)

g(AP, ~1) = (—m(A)Ry(r), 1) (2.17)
donde R, (7) la rotacién alrededor del eje y, es decir :
-1 0 O

Ry m)=10 1 0 |=mn( (1) *01 ) (2.18)
0 0 -1

En particular:

hace a t — t' = —t en el espacio tiempo R? x R.
Con ello podemos identificar de modo natural el operador de inversiéon temporal sobre espinores como
el par:

0 = —ioy € SU2) y T? = 1.

(f, 71) S éo con j_\' =

[Feynman, pagina 48], [?, pagina 278] Las cuatro componentes conexas de Gy actuarén sobre los espinores
como se describe a continuacion:

(A1) 96 8) = b (67) = (A1) - 0(6.7) = Av(en(a)s) = 5 0 LT
(A4, =1 9t 7) = Y-t 7) = (4, =1) -9 (t, T) = Ap(=t,7)",
en particular,
Ut D) = vp8) =Ty = § L uTRE
correspondiente al espinor inversién temporal.
(B,1) : (¢, %) — 1) (t, =F) = (B, 1) - (t, %) := By(t, ©),
un caso particular,
Vgt - = vplt—0) = Py = ¢ ) LD o D

el espinor transformado por paridad,

(B, =1) : (1, 8) — 1) (t, =) = (B, —1) - (1, &) := BTP(~t, 7)",
Uiyt =) = Upplt,~3) = PRo(-t.8) =oap(-t,) = § 0 W o OB
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2.4. INVERSION TEMPORAL. T Y PT

como caso particular se define el espinor paridad-inversién temporal.

Esto es apoyado por el hecho de:
a(PT, 1) = q(i1 ! 1) = (=n(
’ 1 0 7 1 0

Esta transformacién hace:

- =-z
t—t'=—t
en R3 x R.
Es claro que PT = TP. Las matrices ]3, T generan el grupo de orden 8, G5, con tabla de multiplicar
dada por:
G P T PT -P T -PT I
P I PT T 1 -PT T -P
T PT —I -P -PT I P =T
PT =T —-P I T P -  -PT
-P I —-PT T —I PT =T P
-T —-PT I P PT —I -P T
—PT T P —I -T -P I PT
—I -pP -T —-PT P T PT I

Gp7 es isomorfo a Zy X Zs, con el isomorfismo dado por:

I— (I,1), =1 — (=I1,1), P — (1,1), =P — (=, 1),
T — (1,-1), =T — (—=¢,-1), PT — (I, -1), —PT — (I,—1),

el grupo Z4 = {I,1,—1I,—}, donde I es la identidad y +? = —1; Zo = {1, —1}.

A diferencia del grupo G pr generado por las transformaciones P, T a nivel del espacio tiempo R? xR,
cuya tabla de multiplicacién se da a continuacién:

Gpr P T PT
P 1 PT T
T PT 1 P

PT T P 1

este ultimo, isomorfo al grupo de Klein Zs x Zs, dado por:

1—-(,1), P—(1,-1), T—(-1,1), PT — (-1,-1).

SU(2) ® Zy =2 S1U(2) induce el isomorfismo:

P . (SU(Q) @ZQ) X Lo — SiU(Q) X Do,
®((A, B),a) = (AB, a)

28
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& =0 x Iy,

La multiplicacién en el grupo (SU(2) ® Za) X Z2 es:
(A", B"),d')® ((A,B),a) = (AB'AB'"',B'B),d'a).
Definiendo la funcién proyeccién:
Q=qo®
tenemos el haz fibrado principal:
= Zy — (SU(2) O Zs) x Zn = O(3) x Zo,
que generaliza el haz (2.11). Donde Q'{(I,1)} = Z,.
Este haz resume toda la geometria de las transformaciones paridad e inversion temporal de

los espinores de Pauli.

La inversa de @, esta dada por:

O~ (A,a) = ((A,1),a) para A € SU(2)
& Y(B,a) = ((-~Bos, —03),a) para B € S:U(2) \ SU(2).

Los operadores P y 7 en (SU(2) ® Zs3) x Zy estén dados por:

;1) = ((—io3, —03),1)
,—1) = ((—io2,I),—1).

o
=Y
Finalmente, en el espacio de rayos CP!, el efecto de las transformaciones de inversién temporal, paridad

e inversién temporal-paridad, es obtenido de la definicién de la proyeccion p en la primera seccién de este
capitulo, respectivamente multiplicando por U(1) del lado derecho de 14 (t, &), ¥ 5(t, —=%) y ¥p5(t, —7).

N D)
Ny )

2.5. Conjugacion de Carga en el limite no relativista.

Generalmente el concepto de antiparticulas se considera solamente en el contexto de Mecédnica
Cuéntica Relativista (MCR), dado que sélo en este régimen se puede encontrar particulas libres con
energias negativas viajando hacia atrés en el tiempo. La ausencia de estas, es interpretada como particu-
las con energia positiva, de carga y momento opuestas, viajando hacia adelante en el tiempo: antiparticu-
las. Entonces el operador de conjugacién de carga C que hace la transformacién de particula < anti-
particula existirfa s6lo en MCR, ([Berestetskii], [Abers]). Sin embargo podemos dar la definicién ad hoc
de C' en la mecénica lorentziana cldsica y la galileana [Bigi]. Para esto se derivard de la teoria relativista
usando el limite || < 1 donde f es la “velocidad”de la particula y ¢ = 1. En el caso concreto de un
campo de Dirac, acoplado a un campo electromagnético externo, se probard que C' puede ser obtenida
de principios bésicos. La simetria de la ecuacién de onda relativista bajo la operacién de conjugacién de
carga, en la aproximacion no relativista, dard las funciones de onda fermidnicas describiendo electrones
y positrones de bajas energias. Abajo se dard también un argumento en Teoria Cuéantica de Campos.
Con ellos podemos afirmar que C no sélo se puede considerar en la simetria relativista.
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2.5. CONJUGACION DE CARGA EN EL LIMITE NO RELATIVISTA.

2.5.1. Conjugacion de Carga

La ecuacién de onda para un campo espinorial

Y
I K3 _ 3
v= s | T x MPT g VX gy
Py

-,

de carga eléctrica ¢ y masa m, acoplado a un campo electromagnético externo A* = (V, A), estd dada
por:
(iv" 0y — qA A" —m)yY =0 (2.19)

donde v*, = 0,1,2,3, son las matrices de Dirac.
Con la definicién @ = 7% y en la representacién estdandar de las ys la ecuacién (2.19) se escribe como:

-,

i0pp = (& - (f— qA) + qV +myo) =0 (2.20)

con p=—iV, d =

QL ©
o Q

0= g g oY ¢ son las matrices de Pauli.

El espinor conjugado de carga 1., ver capitulo 1, es:

Vi
o~ 71/);; Pe
e = C = ¥ =
(2 (@ i e
(G
0 0 0 -1
_ i _ 2 |00 10
Para e = _jx s Xe = _yi YC=1"%=10 _1 0 o
10 0 O
1. obedece la ecuacién:
(17" 0 + qA " —m)e =0 (2.21)
andlogamente a (2.19) obtenemos:
0o = (@ - (F+ qA) — qV + mryo)e = 0. (2.22)

Lo anterior infiere la descripcion de 3., de particulas con la misma masa y momento pero carga opuesta.
Si la transformacion de conjugacién de carga se completa remplazando:

4,5 -4,

entonces (2.21) y (2.22) tiene la misma forma que (2.19) y (2.20) mostrando la simetria completa de la
electrodinamica cuéntica bajo la transformacién C.

2.5.2. Limite No Relativista
Definiendo 9 a través de

Y(t,T) = e (t,T) = e

)

=<1

donde el factor de la exponencial estd referido a la energia positiva en reposo m (mc?), la ecuacién (2.20)
al sustituir la expresién anterior es equivalente al sistema de ecuaciones:

30



CAPITULO 2. LIMITE NO RELATIVISTA DE LAS SIMETRIAS C, P Y T DEL CAMPO DE
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g =5 TN+ qVP (2.23)

0% =G - 7P+ qVX — 2m¥ (2.24)

con T =p— q/_f.
En la aproximacién no relativista, m es la energia mds grande [Bjorken y Drell], podemos despreciar los
términos i0;X y qVx en (2.24), obteniendo las componentes “pequenas” X en términos de las compo-

nentes “grandes” ¢, dadas por:

oc-7
X = D 2.25
X=, @ (2.25)
asi
X T
IXI o 1] =~ 3 < 1. (2.26)
gl m

Sustituyendo (2.25) en (2.23) obtenemos la ecuacién de Schrodinger-Pauli para el espinor de dos

componentes ¢:

(@ 7)?

0,5 = 5 5 2.2
=", 5 PTaVe (2.27)

donde hemos incorporado la constante ¢, entonces ¢ - @ = —(icd - V + ¢ - A’) y su cuadrado (7 - 7)2 =
g

(G- V)% +icq((o- V)G A) + (& - A) (G- V) + (- A)2.
asi la ecuacion anterior queda expresada por:
b 1 _ .S T 5, )
0 =] (=292 +iqe(VA + AV) + ¢* A) + qV] djl (2.28)

7 ~
ot o 2mc?
donde V=5 v, A=¢d-A.
Desarrollando cada término de la ecuacién anterior y al tomar A :j € S3 C C? se tiene lo siguiente:
vZ 0 U

PO = (010, + 020y +050:P(N) = Dy L =92

TAN) = (0:0,) (i A7) (V) + A;0:(N):
jﬁ()\) = O'i(Tinaj(A);
(TA+ AD)N) = 0,0,((BiA)(N) + (A0 + A:0)(N) = QAN +2(A:D)(N)
+ ) loioi (9 A; + (A0 + Ai0;)(N)]
i#j
= (V- A+24-9)(\) +iG - (v x A)(N).

se ha usado Zi# 0i0(A;0; + A;0;)(A) = 0 ya que 0,0, es antisimétrico y A;0; + A;0; es simétrico.
Ademas
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Z oiaj((?iAj) = 010'2((91142) + 0'20'1((92141) + 0'10'3((91143) + 0'30'1((93141) + 0'20'3((92143) + 0'30'2((93142)
i#j

= 0'10'2((91142 — 82141) + 0'10'3(81143 — 83A1) + 0'20'3(82143 — (93143)

= 0'10'2(V X /Y)g + 0'10'3(V X /Y)Q + O'QO'g(V X /_1’)1

-, -, -, -,

= ’iO‘g(V X A)3 —l—’iO'Q(V X A)2 +i01(v X A)l =0 - (V X A)

Finalmente el término

A2 - -, - A/IQH
0 A2
Asi (2.28) es de la forma:
0 4y Lo o @, 0 7, .07 o 4. 7 o
o= -V A V-A4+2i"A-V— -B+2mqV) - 2.29
‘ot o 2m( Tt o e T eme ) Yy (2.29)

hemos sustituido v x A = B.
Los valores absolutos de las componentes ¢,,a = 1,2, 3, 4 satisfacen:

W3, [a] < [¥1], [¢2],

es decir,

[43], |1hs| — 0 cuando ¢ — oo.

Para el espinor conjugado de carga definimos 1/35 a partir de:

imt 7. rmit (15
1/&::6”’1 1/112:6”71 XE )

donde el factor de la exponencial se refiere a energfa negativa en reposo —m (—mc?). Las correspondientes
ecuaciones, sustituyendo en (2.20), son:

10i@e = 0 - T Xe — qV Pe + 2mp.. (2.30)

iat)zc =0- 7?/()50 - qvf(ca (2'31)
donde 7’ = p+ q/_f. De la aproximacién no relativista se sigue:

-
~ /

g-T

pe=— Xc 2.32
v 2m02x (2.32)
con g, = w% w |, Xe = _E/J% por lo tanto
-3 U1
el . B < 1. (2.33)
IXel

Sustituyendo (2.32) en (2.31) se obtiene la ecuacién de Schrodinger-Pauli para y..
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0 =y b
Uy 1;; = (- —-qV) (2.34)

desarrollando de manera andloga a lo hecho después de la ecuacién (2.28), el miembro derecho de la
dltima expresion es:

—(&-7)? =207 + icq(@/_l’qL /_1’@) — A2
=2V ticq(V- A+ 24V +id- v x A) — 2 A2
= V% +icqv - A+ 2icq[f- vV —cqd - B - qQATQ.

los demds términos permanecen sin cambio, asf la ecuacién (2.34) queda como:

. 3 _’{/1*2 1 2 q2 o) Zq — .q - q._ - _,(;*
- = vi-" A V-A+2i"A-v—"d-B—2mqV) -2 . 2.35
"ot * 2m( c? + 2me + ‘e ¢’ maV) Uy (2.35)

Noétese que (2.33) es consistente con (2.26), con lo cual se permite definir naturalmente la matriz de
conjugacién de carga en el limite no relativista, que actuara sobre los elementos del espacio de Hilbert
C2, de la siguiente forma:

1 _ ou —ty _ vt u
bo = v N Chr v (2.36)
0 -1 . . oy . 0 -1
donde C,, = ko 1 o - con k la operacion de conjugacion compleja y 1 o W elemento de
SU(2).
Se sigue
Cor(X 1 ) =N Cpr ¥
v v
es decir O, es antilineal. También satisface las siguientes propiedades: C2, = —1, C,,} = —C,, =
Cr. = —Cr =C} dado que:
0 -1 0 -1 U —u* u U
2 _ — - _ = —
Cor = (k 1 0 K 1 0 ) v =k —v* v Hv

que son las mismas propiedades para la matriz relativista, ver capitulo 1.

Junto con las matrices P = P,, = i (1) (1) paridad, T=T, = (1) _01 inversién temporal, se
tiene la siguiente tabla de multiplicar:
C’ﬁ/l‘ P’ﬁ/l‘ TnTT
Cnr _1 Cn'r‘ Pnr Cn'r‘an
Pnr _CnTPnr -1 P’m‘ nr
an Cannr P’m‘TnT -1

A continuacién se demostrard la invariancia galileana de la ecuacién de Schrodinger-Pauli para el
espinor que representa el electron y el positron no relativistas.
Para ello consideremos dos sistemas de referencia inerciales S(t,z,y,z) y S'(t',2',y’,2’), el segundo
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moviéndose con respecto al primero con una velocidad constante ¥, entonces la correspondencia entre
coordenadas esta dada por:

t="t, (2.37)
T=7 + ot
o _ 8 _~» 98 9 _ 08 _ _ 9 _
Usando la regla de la cadena §, = 5, — ¥ g2, g2 = g Y V=V'donde V= J y V' = o
. C u(Z, ) —v*(Z,1) . .
El cambio de la funcién de onda ~ y P de un sistema al otro son respectivamente:
v(Z,t) u*(Z,t)

w@t) i@y G0 (2.38)

v(Z,1) o(z',t)

71}*(55 t) _—im(T-a'+ L |v|?t) 717*(55‘/70

w(@t) ¢ : (@ 1) (2.39)

Nota 4 En general para la funcidn de onda ¢(Z,t) en el sistema S(x,y, z,t) que satisface la ecuacion
de Schréidinger:

YED = () +VE= TP D) (2.40)
considerando U = constante, la funcidn

Z//(f/, t/) _ efim(f)ﬁer; |17\2(t'7t0))1/}(f, t)

satisface (2.40) en S'(z',y', 7', t) (invariancia galileana).

El cambio del cuadripotencial A* de un sistema a otro, se calcula como el limite no relativista de la
transformacién de Lorentz,

Al = AP Al
esto es:
\% vy 98 0 0 1%
AVl (8 v 0 0 [ A4
A2 0 0 1 0|4
A3 0 0 0 1) \A

donde hemos considerado, por facilitar los calculos, el movimiento a lo largo del eje x, es decir ¥ = ve;
yy=yV1-0%58=".

De lo anterior:

V=V pdy) = (1= v 4 pay)
A=V + A = (1= v 4 )
A% = A
AP = A,
a orden 3. Asi
(V, AL, A2, A%) = (V' + BA,, BV + A, AL, AL). (2.41)
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Del tensor intensidad de campo electromagnético F),,

0 Ey Ey Es
- 0 —Bs DBy
-y Bs 0 —B

tenemos la transformacion entre sistemas dada por:

F =Ny pAy, F'P1

entonces:
By = F33 = A3pAo, F'P" = B!
2
By = Fiz = AipAs, F'"" = y(B” + BE”) ~ (1 — 52 )(B” + BE"™) = B” + BE".
2
By = By = Aaphuy P01 = 9(B® — BE?) = (1= )(B® ~ BE”) = B — B”.
es decir,

(Bl,BQ,Bg) _ (Bll,BIQ +ﬁEl3,B/3 - ﬁEIQ)

Para las componentes del campo eléctrico, se tiene:

Ey = Fy1 = AopA1, 7" = E"

(1 . ﬁQ)(EQ B 5B13) . E/2 . ﬂBI3
9 = .

ﬁQ
) )(El3 +BB/2) — EI3 +ﬁBI2.

12

EQ = FOQ = AopAgnF/pn = "}/(EWI2 — BBB)

E3 = Foz = NopAs, F'P" = y(E” + BB"?) ~ (1 —

esto es,
(El,EQ,E3) _ (Ell,EQ —ﬁB/B,Elg +BB/2)
- - S t
Entonces de (2.38) llamemos S = m(7- 2’ + }|7]%t), ¢(2/,t') = %E{’,t’; , u(Z,t) = u, v(Z,
o(a!,
a(x’ ') =@y o(2,t') = 0 tenemos el lado izquierdo de (2.28),
0w 0 o oongis Uy sl e o u
Lot o 71(3t’7v'v)(6 ; )=¢ (2m|v| —w.VJrzat/) .
donde se ha usado V' =mt'y J), = 7[0]%.
Para el primer término del miembro izquierdo de (2.28) tenemos:
vV ou V2 s iS Lo, Mo ooy U
“om v 772m(e . )=¢e (—va +2|v| —iv- V') .

Para el segundo:

q2 ‘4’2 U — q2 eiS((A/)l + (A/)2 + (A/)B) U q2 eiS((All + 5V!)2 + (A/2)2 + (A/3)2)
2m ¢z v 2mc? v 2mc?
q2 iS (( Al 1y, U
~ 2t ((A") +28A" V" 5
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2.5. CONJUGACION DE CARGA EN EL LIMITE NO RELATIVISTA.

donde se ha usado para la segunda igualdad (2.41) y se ha mantenido la expresién a orden .
Del tercer término se sigue:

iq P u W 3 S
A-V = A V(e
2me v 2me (e

ST~
ST~

) = Qiceis(—m/_l” T+id V)

< 2

_ 4 eis[fm(A’lJrﬁV’)vlfmA’QvamA’3+iE~V’+ﬂV’ 9 ]
2me ox’

dado que estamos considerando ¥ = ve', entonces la ecuacién anterior se reduce a:

g o 108 U iS q .1 1 q n iq / q , 0 U
A Vi - )= - A — \%4 AV \%4 -
2me (e v ) = e 27" 205 + 2me + 2mcﬂ 0:1:’1) v
El cuarto término se transforma como:
iq - 9 — 7, 45 U 9 5, 0
V-A = V' - A _ )= V' -A
2mec v 2me (e v ) 2me ( + ﬁaz’l )
Para el quinto término tenemos:
49 - 5 v _ 4 1 ”2 13 13 2 is U
ome’ B v = 9me (01B" 4 02(B” + BE™) + 03(B BE")(e . )

e

Por dltimo usando (2.41),

S

V4 u :eiSV/-i-ﬁA/l
v . =q

sustituyendo los términos anteriores en la ecuacién (2.29) y reduciendo obtenemos:

9
' ot

<

1 2 g - ) - -
= (- V2 4+ q A2 4 q A v + tq v A q G- B +qV’
2m 2mc? me 2me 2me
1 2 a . avl .
+ v ( q Ay gAll . gﬁvl +V + q g (5 % E/)1 +qA/1))

c ‘mc? ozt 2medx’'  2mc

S

tomando la aproximacién 3 = ”Cl < 1 el término multiplicado por ésta es despreciable frente al resto
de la ecuacién anterior. Asi tenemos la invariancia galileana de la ecuacién de Schrodinger-Pauli para el

espinor que representa al electrén.
Anélogamente podemos probar la invariancia galileana de la correspondiente funcién de onda que

representa al “positrén”en el limite no relativista.
Llamemos:

-1

S, = —m(7- 2" + 2|17|2t’) =5,
—v*(t, ) = —v*, u* (¢, %) = u*,
—o*(t', ) = —o*, @ (¢, @

Entonces desarrollando el lado izquierdo de (2.35) como se hizo para la funcién de onda del electrén
en este limite, se tiene:
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a _’lfk i S a m 12 . / —’6*
’Lat u* =e' (’Lat/_2|v| —’L’U'V) * )

Los términos del lado derecho de (2.35) se analizan a continuacién:

v2 % ) vl2 m _ ok
o=l = P =i V)
2m u 2m 2 U
Para el segundo:
2 * 2 2 ~ %
qa o —U _ LiSe(_ q 12 g A2V v
2mc?2 u* ( 2mc? chﬂ ) a
El tercero,
iq B q S , . aV/ —_o*
V- A = e (V- Al . ,
2me u* 2me ( + ﬁ@x’l ) u*
Para el cuarto término:
iq - —v* 5.0 7 ., 7 o Qo W, O =T
AV L =ePe(CA v+ AV 4BV + Vv SO
2me U (c me cﬂ mcﬂ 836’1) U
del siguiente término,
q - o _U* 7S, q — > q — =, _’E*
— c-B =e"(— - B — g x FE - ,
2me u* ( 2me 2mcﬁ( )1) u*
Por ultimo,
—qv Y =S (qv —qpay
U* a*

nétese que hemos mantenido las ecuaciones anteriores a orden (3. Sustituyendo los términos anteriores
en (2.35) y reduciendo, obtenemos:

0 - v’2 @ -2 g > dg - q -
; . = Al Vv A AV — 5B —qV’
lat’ u* (Qm + 2mc? + 2me + mc 2mca 9
2 . / . ~ %
q 1y iqg OV n, 9vn iq ., O q = n —v
— A"V A \% \% — £ —qgA .
+A( mc? + 2mc Oz'1 taAn c + me  O0x'' 2mec (7 By = qA™)) *

Nuevamente tomando la aproximacion < 1, en la ecuacién anterior, se muestra la invariancia
galileana.

A continuacién se mostrard que las ecuaciones (2.29), (2.35), son transformadas una en la otra al
aplicar la matriz C,,, correspondiente a la transformacién de conjugacién de carga del mismo modo que
C transforma (1.15) en (1.16) en el caso relativista, reflejando el cardcter galileano de la aproximacién
Cpy de C.

Entonces aplicando la matriz C,,, a (2.29) y recordando (2.36) tenemos:

0 —vf 1 o  @® = g - 2iq - — L o3 u
- = (- LR v e - (G- B 2.44
‘or  wr 2m( Ve c? c v c V) u* Cnr (7 v ) ( )

Desarrollando el tltimo término,
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Cor@ B ) = Con(6 - B(-CorCor) ) = ~(Cor BYCor)
0 —1 o = 0 -1 . —v* 0 -1 ., 0 -1 m—
Cp o EES-B) g ) o =0y g 9 1 o B)
N
=—(@-B)

donde se ha introducido el elemento identidad —C,,,.Cy,- en la primera igualdad y

. .
090109 = 02103 = —O01
0 —1 o; 0 —1 = (—i0o9)0}(—ioy) = —090 09 = —021 ’ ’
1 0 %7 1 0 2% 2 27572
— 0y

Con lo cual la ecuacién (2.44) es,

0 —p* 1 s @ = g - 2iq - q o —v*
= vVe—-" A V- A A-V — 5-B—qV
‘or  w* 2m( c? + e + c 9me’ av) ]

que corresponde a la ecuacién (2.35).

2.5.3. Argumento en Teoria de Campos.

Para definir el operador C correspondiente a C' en el limite no relativista, es suficiente estudiar la
parte finita del operador de densidad de energia para el campo de Dirac libre:

43k - -
po= [ gyt 32 (Val)+ No()

donde kg = \/k2 +m? , No(k) y No(k) son los operadores de nimero de ocupacién para electrones y
positrones respectivamente, relacionados con los correspondientes operadores de creacién y aniquilacién
a través de:

Na(F)(2m)*5%(0) = b}, (Db (F) (2.45)
No(B)2m5%(0) ™ = dl (Byda () (2.46)

en el limite de volumen infinito V = (27)363(0) = oo

el desarrollo de la raiz cuadrada de kg se considera hasta primer orden en (2.45), m corresponde a
712
la energia en reposo y |2k7|n la energia cinética clésica.
Salvo un operador constante infinito correspondiente a m, el operador de densidad de energia para un

sistema electron-positrén no relativista estara dado por:

37 17412 R o
pa"/(d’“ S (N (B + Nal)

27)3 2m
Se identifica que la densidad hamiltoniana es invariante bajo el operador [Wolfenstein],

Cro=1Cp
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donde )
_ i _
Cra=1-20; Bra¥ Pra= /2 (0f o — dit.0)-
Ya que
C Ck’ o’ :Ck_? a’CEa

dado que los operadores de creacién y aniquilacién conmutan para (E, )y (k_" , o) distintos. Entonces,
para un valor particular del momento &k y uno de los dos valores del espin «, tenemos:

C* = (T, (1 —268% Bg ) (Mg (1 —26L B; ) =T (1 -26L 6; )(1-26L 6 )=
HE,a(l - 4ﬁ]gaﬁg,a + 4ﬁ£’7aﬁﬁ,aﬁT Bk oz) = Ea(l - 4ﬁT Bk a + 4ﬁT (1 - ﬁ]gaﬁfc‘,a)ﬁlz,a =
g (1=48% Bg, +46% Bp,—4BL )*(B;.)°) =

se ha usado que el anticonmutador {f;. ,, [3;% a} =1 debido a :

1 1
o 8L} = {0 =dg ), 0L —dl )} = ) ({bg ob) V{dgodl J—{bgdl }—{dg, bL =1

o3

dado que {by; oud* F={dz ., bl a} =0y {b;, a,bT b={dp . d; a} = 1, la dltima igualdad se ha simpli-
ficado, dado que se estéd considerando el volumen mﬁnlto ﬁ (277)363(E, l;’) normalizado, asi {5;% o Bz ot =

1.
Adems4s se tiene:

C%a = (Hﬁ,acﬁ,aﬂ - HE,@(l - 2/8;0461;,@) = C = 0717

la tiltima igualdad se sigue del resultado C? = 1. Asi C es un operador unitario, hermitiano y antilineal.
Dado que
Cip o O™ =m0 ¥ Ch O = —fr,

con 7z, \/2 (bz o +d o), la expresién anterior implica,
~1
C?’];‘C"QC = ng,ac y Cﬁg,a = _ﬁﬁ,ac’
es decir:

1 1 _ 1
\/2 \/2 (bE,a + dE,a) y \/2C(bﬂ - dE,a)C ! = \/2 (bE,a - dE,a)

k,a
y sus correspondientes conjugados hermitianos. Sumando y restando las anteriores expresiones ob-
tenemos:

C(bz , +d; )C' =

Cb; ,C' =dy,, , Cdp ,C' =bp
ijzac—1 =d. CdT Ccl= bT

(1

que es la accién de C cambiando particulas por antiparticulas y viceversa, con lo cual

—1 N —1 N
CNE@C = N@,a y CNE@C = N@,a
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dejando invariante el operador de densidad de energia. Entonces en el limite no relativista C puede ser
identificado como el operador de conjugacién de carga.

Es 1til saber el valor de los anticonmutadores siguientes: {n, ., 77;0[} =1y {070 Br.ot = {05 0 ﬁ]{.,a} =
0.

2.5.4. Descripcién en Teoria de Haces.

Una forma para introducir la transformacion de conjugacién de carga para el limite no relativista en
la descripcién geométrica de haces y dar una interpretacion de ésta en el espacio tiempo, es mediante
la identificaciéon de C),, como un elemento de Z,, la definicion de un homomorfismo que llamaremos
Q : (S+U(2) x Z3)3 x Zy — O(3)3 x (Z3)? y la complexificacién de las coordenadas espaciales, & — T*
sera la aplicacion de la transformacién de conjugacién de carga.

Para ello nétese la existencia del isomorfismo de espacios vectoriales entre M* y H(2) es decir entre
el espacio R* con la métrica de Minkowski y el grupo de matrices de 2 x 2, hermitianas, respectivamente.

Si € M* un cuadrivector, entonces tiene asociada una matriz dada por & = 2l + Z - &, donde &
son las matrices de Pauli. Inversamente, para cada matriz en H(2) determina un cuadrivector via

1
T, = 2tr(3’cau)

Asi SL(C) es la cubierta universal de £o = {A € L|A) < 1,det(A) = 1}, la componente conexa del
grupo de Lorentz £ = {A € R(4)|AnAT = n}, mediante el epimorfismo:
A SLQ ((C) — Eo
dado por, A\(A)(Z) = ATZA*. [?, paginas 2,6]

Siguiendo la complexificacién estdndar del grupo de Lorentz (Referencia S-W),

(£)¢ = {A € C(4)|AnAT = n}

donde n = diag(1,-1,-1,-1).
SLs(C) x SLy(C) resulta ser el espacio cubriente de (Lg)¢ mediante el mapeo 7. dada por:

m.(A, B)(Z) = AiB'

con A, B € SLy(C) [Streater-Wightman, pdgina 14].

Dada la complexificacién del grupo de Lorentz, las coordenadas del espacio-tiempo z* no son nece-
sariamente reales, pueden tomar valores complejos, y lo mismo se aplica a cualquier subgrupo de (£)°.
En principio este es un hecho matematico y no se le atribuye un significado fisico a la parte imaginaria
de las coordenadas.

Sin complexificar los grupos tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

/

SLy(C) « Y SU@R) b - SuU@R) - SLU(2) % Zo

P ™ b q (2.47)
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con las inclusiones canénicas /1", 1/, 1" y proyecciones definidas en (2.4), (2.5), (2.14).
De un modo similar, la complexificacién de los grupos O(3) y su restriccién SO(3), se hace a conti-
nuacién:

(0(3))°=0(3)° = {A € C(3)|AAT =1}
(0(3))¢ D SO(3)¢ = {det(A) =1}

El diagrama conmutativo correspondiente a (2.47) haciendo la complexificacién de los grupos es:

" 1"

» SLU(2) x SLU(2) o, (SLU(2) x Zy)* o, (SLU(2) x Z2)* x 7y

le

SU(2) x SU(2)

Te 11, e Q

\4 \4 \4 \4
‘ -, 4 0(3)6 X ZQ - > 0(3)C X ZQ X ZQ
© LC LC
(2.48)
Se identificard la transformacién de conjugacién de carga como el elemento x de Z4 = {1, -1, k, —K},
es decir:

Cnr =8

ya que k2 = —1.
Para (4, B) € SU(2) x SU(2), la proyeccién ., esta dado por:

7e(A, B)(%) := AZBT, (2.49)
donde € C(2) definido por & = z'o) + 2209 + 2303.
Definiendo,
(r.(A, B))|(F) = AFB
entonces,

Te(A, B)o(me(A, B)) () = me(A, B)(m.(A, B)1(Z)) = 7.(A, B)(AZiB") = A(ATZB)B! = (AANZ(BB') = &
dado que AT = A=y Bt = B~ yaque A, B € SU(2), con lo cual confirma 7.(A4, B) € SO(3)¢ C O(3)°.
T, €s un homomorfismo:

7e((A,B) - (A, B))(Z) = n.(AA', BB')(%) = (AA")Z(BB')" = A(A'ZB'")B!
= 7o(A, B)(m.(A', B')(Z)) = me(A, B)me(A', B')(Z)
y me(II)(Z) = .
Si A,B € S:U(2), II; es un homomorfismo definido:

II(A, B)(&) = A'ZB (2.50)



2.5. CONJUGACION DE CARGA EN EL LIMITE NO RELATIVISTA.

Para ((A, ), (B,v)) en (S1U(2) X Z2) X (S+U(2) x Z2) definimos ¢, como:

9.((A, ), (B,v)) = (Ile(A, B), wv) € O(3)° x Zo. (2.51)

gc es un homomorfismo también:

qc(((Aa :U’)7 (B7 V)) ’ ((Ala :U'/)7 (B/’ 1/))) = QC((Aa :U’) : (AI’ Ml)a (B’ V) . (B/’ V/))
= q.((AA up), (BB',vv")) = (I1.(AA’, BB, up/vv’)

por otro lado,

qe((A, ), (B, ))ae (A", 1), (B, V")) = (e(A, B), uv) (e (A, BY), V")
= (Ilc(4, B) - HC(Alv B/)a ,LLZ/,LL/I//) = (HC(AAIa BB/)? /LM/VV/)v

la dltima igualdad se da ya que II. es un homomorfismo, ademés ¢.((I, 1), (I,1)) = (I, 1).

De la identificacién de C,,. = Kk € Z4, se incorpora en el grupo (S+U(2) x Z3)? x Z4 que se proyecta
mediante @ a O(3)¢ x (Z2)? como se indica en el diagrama anterior.
El mapeo @) se define a continuacién:

Q((Avu)’(B7 V>7>‘) = (QC((Aa N)v(Bvl/))7ﬁ) (2'52)
donde,

1 siA=1loA=-1,
SiA=kKoA=—kK

]
I
\
—_

@ es un homomorfismo ya que:

Q(((Aa :u)v (B7 V)7 )‘> : ((A/’ Ml)a (Bla V/)a )‘/)) = Q((A7 M) : (Ala H’l)a (B’ V) ’ (B/’ 1/)7 )‘)‘I)
= QUAA" '), (BB, 1), A\X') = (q((AA', i), (BB',vv/'), 1)
= (HC(AAlv BB/)? MNIV’/vﬁ)

con,

1 sStAN =10 =—
-1 siA N =rko0MN =—

il
Il

por otra parte

Q((A, 1), (B,v), A) - QA" 1), (B, V), X'
) i

= (ge((A, p) - (A", 1), (B, ) (B, '))
= (II(AA’, BB’ ), v i

(qe((A; ), (B, 1), 11') - (g (A", 1), (B',v)),17")

) = \4qc
") = (qe((AA", u'), (BB', vv )) 7'’ )
donde

s 1 siA=1loA=-1,
K -1 sidA=kKoA=—k
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o 1 siN=1oXN=-—
" -1 siN=koMN=-k

con 77 = 7'7j".
Dado que existe una sucesién exacta corta,

0428200
donde A = Im(a) = ker(B).
Con el cual podemos construir el haz fibrado principal A — B — C donde B es el espacio base, C

el espacio total , A la fibra y grupo de estructura.
Se tiene el grupo Zs como A, en la sucesién anterior, para los mapeos SU(2) x SU(2) 55 SO(3)¢ y

S1U(2) x SpU(2) e 0O(3)° dado que los tnicos elementos que van al cero del grupo son aquellos para
los cuales A= B =+ly {1,—1} = Zs.

Para la proyeccion g, el cero de grupo O(3)¢ x Zs es (I, 1) entonces:

QC((AMU)? (va)) = (Hc(AvB)vuy) = (L 1)

entrada por entrada, II.(A,B) =Ty ur =1sedasiempreque A=B=10A=B=-1lyu=v=1
o u = v = —1 respectivamente, con lo cual tenemos el conjunto

ker(ge) = {((I, 1), (I, 1)), (T, =1), (I, =1)), (=1, 1), (=1, 1)), (=L, =1), (=T, = 1))}

con tabla de multiplicar la siguiente:

((171)’(1’1» ((17_1)’(1’_1)) ((_Ial)v(_Ll)) <<_I’_1)7(_I’_1))
((Ial)v( 71)) ((171)’(171)) ((1771)7(1771)) ((7171)7(7171)) ((71771)7(71771))
((L 1)7( 7_1>> ((I,_l)v(Ia_l)) ( 71)7(171)) ((_17_1)5(_17_1» ((_ ’1)’(_1’1))
(( ’1)7( Ll)) (<_I’1)7(_171)) ((_17_1)’(_17_1)) (( ’1)7(171)) ((17_1)7(17_1))
(( I’ 1)7( I> 1)) ((_Ia_l)’(_lv_D) ((_ ’1)7<_171)) ((17_1)7( vl)) (Ivl)’(lv ))

(en la tabla hemos denotado I = I.) generando un grupo isomorfo al grupo de Klein Zy X Zs con la
asignacion:

((Z,1), (1, 1)) — (1, 1),
((Iv 71)7 (17 71)) - (17 71)7
((_I’ 1)7 (_L 1)) - <_17 1)a
((_Iv _1)7 (_[7 _1)) - (_15 _1)'

Gréaficamente tenemos:

ZQ X ZQ — (Sj:U(2)) X (SiU(Q)) — O(3)C X ZQ.
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Unicamente falta encontrar la fibra del haz cuya funcién proyeccién es , nuevamente se encontraran
los elementos en (S+U(2) x Za) X (S1U(2) X Z2) x Zy4, tales que bajo @ sean el cero del grupo O(3)¢ x
Zo X Za, el cual es (I,1,1). As{

Q((Av ,LL), (B7V)’)‘) = (qc((Avu)a (Bv V))?ﬁ) = (HC(A,B),,LLI/, >‘) = (]I’ L, 1)

para,

HC(A,B):I,,LLllily’f]:L

anteriormente se vio que para satisfacer las dos primeras igualdades, es necesario que A = B =1 o
A=B=-1ypuv=10 prv = —1, segln la definicién (2.52), si 77 = 1 significa que A = %1, por lo tanto
tenemos:

/{ZGT(Q) :{((L 1)’ (I’ 1)7 1)’ ((L _1)7 (Iv _1>7 1)’ ((_Ia 1)7 (_I’ 1)7 1)7 ((_]7 _1)7 (_L _1)7 1)
((Iv 1)5 (Iv 1)7 71)7 ((Iv 71)7 (Ia 71)? 71)? ((717 1)7 (717 1)7 71)7 ((7[’ 71)’ (717 71)) 71)}

con tabla de multiplicar:

((1,1)7(];1);1) ((L_I)’(I)_J)’]) ((_171)7(_171)?1) (('L_l)’(_lfl):])
((1;1)7(171)71) ((171); (171);1) ((L—Z),(I,—]),]) ((']71); ('[71)71) (('L'Z); ('17'1);1)
((I;'1)7(L'1)71) ((]7'1); (]7'1);1) ((171)7(L1);1) (('17'1); ('[7'1)71) ((']71); (']71);1)
((’Ll):(_Ll):]) ((_[71)) (_171)71) ((_17'1)7(_[7'1)’1) ((171)7 ([;1)71) ((17'1)) (17'1))1)
((—I,—]),(—I,—]),]) ((_17'1)) (_17_1)71) ((_L])? (_171))1) ((17_1)7 ([;1)71) ((LZ)) (171)71)

la continuacion de la tabla hacia la derecha es la siguiente:

((1;1)7(171)7'1) ((17'1);(]7'1);'1) ((']71)7('L1)7'1) (('L'I)7('L'Z)7'1)
((1,1)7(171);1) (([71)7(171))_1) (([,—1),([,—1),—1) (('1)1)7(_171)J_1) ((_[7'1)’(_17'1)7'1)
((I;'1)7(L'1)71) ((17'1);(]7'1);'1) ((]71),(],1),-1) (('L'I)7('L'Z)7'1) (('171);('[71);'1)
((’Ll):(_Ll):]) ((_[71)) (_171)7'1) (('17_1)7('1?_1)7'1) ((I,]),(I,]),—]) ((17'1)) (17'1)7'1)
((—I,—]),(—I,—]),]) ((_17'1)) (_17_1)7'1) (('171)7('1?1)7'1) ((I,-]),(I,J),-]) ((L])) (171)7'1)

El grupo generado es isomorfo a Zs X Zs X Zo con la asignacion:

((1,1),(1,1),1) — (1,1,1)
((1,-1),(1,-1),1) — (1, -1,1)
((—1,1),(~1,1),1) — (~1,1,1)

((—1,-1),(~1,~1),1) — (~1,-1,1)
((1,1),(I,1),-1) — (1,1,-1)
((1,-1),(I,~1),~1) — (1,-1,-1)
((~1,1),(~1,1),~1) — (~1,1,-1)
(=1, =1),(=1,=1),=1) = (=1,~1,-1)

Asf se tiene el siguiente diagrama conmutativo de haces:
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Z2 ZQ (Z)2 (ZQ)B

v A\ 7" v 1 \

SU@2)x SU©2) " » 5.U(2) x S:U(2) e (SpU(2) x Zo)*  ° » (S+U(2) X Zs)? x Zy

e II. qe Q
A\ A\ A\ A\
> O(S)C X ZQ > 0(3)C X ZQ X ZQ

(2.53)
La identificacién de k con Cy,., la definicién de @), la complexificacién de las coordenadas espaciales
coordenadas, nos permite definir,

e L/C/ L/C//

QI 1),(1,1),£1)(Z) = 7 (2.54)

Q((H’ 1)7 (L, 1>7 iﬁ) = ('%)* (2-55)

Como una curiosidad matematica se dard a continuacion la introduccién de la accién de los operadores
paridad e inversién temporal como elementos de grupo (S+U(2) x Z2)? x Z4, siguiendo lo que se hizo
en la primera seccién del capitulo 2.

La operacién de Paridad, Inversién Temporal los calculamos usando las definiciones (2.52) como:

((Pa 1)7 (1, 1)7 i1) = (QC((Pa 1)7 (1, 1))7 77) = (CIC((p’ 1), (I’ 1))7 1) = (Hc(Pa I),1, 1)

entonces actuado sobre ¥ visto como una matriz.

K

(.(P,1),1,1)(&) = PTr =i

Para el elemento R R o .
(IL.(P,1),1, +k)(Z) = (PTZI) = +iz*

que corresponderia a la operacién de paridad-conjugacién de carga [Cabo].
De manera analoga tenemos los siguiente:

Q((1,1), (T, —1),£1)(Z) = (ZT') Inversién de Tiempo

Q((I,1), (T, —1), k) (&) = (Z1")* Inversién de Tiempo-Conjugacién de Carga
Q((P,1),(T,-1),+1)(Z) = — PT#T Paridad-Inversién de Tiempo

Q((P,1), (T, —1), +k)(Z) = (P'ZT")* Paridad-Inversién de Tiempo-Conjugacién de Carga

A pesar de que las tres operaciones estdn en el mismo espacio complexificado, hay que senalar
claramente; que lo anterior no se reduce al caso del espacio coordenado real.
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Conclusiones

En este trabajo se ha desarrollado:

1. Una descripcién en teoria de haces fibrados principales de las transformaciones C', P y T en el
limite relativista, notando la accién de éstas sobre los elementos en el dlgebra de Dirac D'6.

2. Extendiendo el grupo de Galileo y mediante el analisis de componentes “pequenas” y “grandes”,
se encuentra una representacién matricial de las transformaciones P, Ty PT, asi como su accién
sobre espinores de dos componentes.

3. Se construye el haz E : Zg — (SU(2) ® Z2) X Zz — O(3) x Zg el cual resume toda la geometria de
las transformaciones paridad e inversién temporal de los espinores de Pauli.

4. Se encontrd la transformacién conjugacién de carga (C') en la mecdnica cudntica no relativista,
derivada de la teorfa relativista usando |3| < 1, para el caso concreto del campo de Dirac acoplado a
un campo electromagnético externo. En este trabajo no se considera la cuantizacion de los campos,
lo que se considerard en trabajos posteriores.

5. Mediante una descripcién geométrica en teoria de haces fibrados principales, se da un interpreta-
cién a la accién de la trasformacion no relativista de la conjugacion de carga C,,., en el espacio
complexificado como Z — Z* donde (x) es la operacién de conjugacién compleja, notesé que no
atribuimos significado fisico a esta transformacion.
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Apéndice A
Sucesion exacta corta.

Sea la sucesién de grupos A, B, C' y homomorfismos ¢, a, 3, po
oa2plon. (A.1)

decimos que la sucesion es exacta en B si Im(a) 2 ker(f3), en A significa I'm(tg) = ker(a), con lo cual
implica « es inyectiva, pero al ser un homomorfismo de grupos, ésta es un monomorfismo; exacta en C:
Im(B) = ker(po) = C implica que 3 es sobre, es decir 3 es un epimorfismo.

Se dice entonces que B es una extension de A por C' (Mac Lane, S. y Birkoff, G.)

Para B = A x C, se dice que la extensién es trivial:

0—-A%axcl oo

donde, a(a) = (a,ec), Bla,c) = cy ec es el elemento identidad en C.

Teorema 1 Sea la sucesidn exacta corta (A.1), entonces:

B

C e

I

Ejemplo 1 Para la sucesion,
0— Zy = SU(2) 5 SO(3) — 0

se tiene:

SU(2)

so@) =",

donde 7 es la proyeccion de Hopf.
Definicién 1 Una extension es central si

a(A) = Im(a) C Z(B) (el centro de B).
Definicién 2 Una extension es abeliana si A es abeliano.

Definicién 3 Una extensidn (A.1) se escinde, si existe un homomorfismo v : C' — B tal que Bo~y =
Ide.
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Teorema 2 Si (A.1) se escinde, entonces B es isomorfo al producto semidirecto determinado por phi
de A por C. El producto semidirecto se denota por A x4 C (cuando ¢ estd sobreentendida, se puede
escribir Axy C=A0®C, y como conjuntos A® C = A x C), ¢ da el isomorfismo entre los grupos:

) AxyC— B
dado por P(a,c) = ala)y(c) (producto en B), la composicion en A x4 C es (a/,c)(a,c) = (a -
(6(c')(a)),c'c) donde - es la composicion en A, y ¢ : C — Aut(A), ¢(c)(a) = v(c)a(a)y(c) L.

Ejemplo 2 P = {(a,\),a € T traslaciones ,\ € L} el grupo de Poicaré, T el grupo de Lorentz.
Sabemos que P =T x4 L. Tenemos la sucesion exacta corta:

0-T72P2 -0

Donde v : L — P dado por v(A) = (0, ), a(a) = (a,1), Ba,\) = A.
Damos el isomorfismo
YV=TOL-P,
Tﬁ(% )‘) = (aa 1)(07 )‘) = (a’ +A- Oa 1- )‘> = (CL, 1)
(@', \)(a,\) = (a' + Na,\'\)
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Apéndice B

Haces Fibrados.

B.0.1. Haz Fibrado Principal.

Un G — haz fibrado principal es un sexteto £ = (P, B, 7, G,U, 1) donde P el espacio total y B
el espacio base son espacios topolégicos, P - B (proyeccién) es una funcién suprayectiva, G' (grupo
de estructura y fibra) es un grupo topoldgico, que actua por la derecha libremente en P, a través de

PxGY P, ¥(p,g) = ¥q4(p) = py, w;l = 1g-1, y es transitiva sobre fibras. Se tiene un conjunto de
trivializaciones locales, es decir para cada b € B existe un abierto U de B, con b € U, y un homomorfismo
ou 7 Y U) — U x G tal que el siguiente diagrama conmuta:

puxlIldg

7 H(U) x G » (UxG)xG

b Yo
v \4
~Ywycp Y ~UxG
s -
A\ A
UcCB

donde 1| es la restriccién de v, 7y es la proyeccién en el primer factor, y 1 es la accién 1o((b, g),9’) =
(0,99"), pu(p) = (b, g").

Sea (p,g') € Py x G, donde Py = n~1(U), entonces g o (py X Idg)(p,g") = vo(eu(p),g’) =
Yo((b,9),9") = (b,99") = v o ¥|(p,g9") = wu(pg’), es decir: py(pg’) = (b,99") si pu(p) = (b,9); ¥
w1 0 pu(p) = m1(b, g) = g = 7|(p)-

I =

Si se puede elegir U = B, se dice que el haz £ es trivial.
Proposiciéon 1 Existen funciones de transicion.

Demostracién. Sean dos trivializaciones locales U, y Ug con U, NUs # ¢, p € n (U, N Up) Para
0o = (b,g) v va(p) = (b,g') existe pgo ! : (U, NUg) x G — (Uy NUg) x G, donde (b,g) —
pp 0@y (b,g) =es(p) = (b;g") = (b, gap(b)g), donde las funciones:

Gap : Ua NUg — G, b gop(b)
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tienen la propiedad de que pg o ¢ '(b,g) = (b,gap(b)g). Estas funciones se llaman de transicién.
Claramente gaq(b) = e, la identidad en el grupo, pues ¢, o ;' = Id. Sea U, NUg N U, # ¢. Entonces

030 pa (b,g) =psops opy 0w (b,g) =00 (b gay(b)g) = (b,gys(b)(gar (b)g))
= (b> (g’Yﬁ(b)ga’Y(b))g) = (b7 goc'y(b)g);

entonces g,3(b)ga~(b) = gap(b) para todo b € Uy, N Ug NU,, es decir

9aB = 9vBYay
como producto de funciones evaluadas en G. Estas relaciones se llaman de cociclo. En particular con

B = a resulta goa = gyagay = Id y por lo tanto g,n = g;%.

Definicién 4 Un atlas U en un haz fibrado es una coleccion {(Uy, pa)}acs de trivializaciones locales
tales que los abiertos U, son una cubierta de X.

En un haz fibrado siempre existe un atlas.
Definicién 5 Un haz fibrado coordenado, es un haz fibrado equipado con un atlas. Se le denota por
¢ (YV,m, X, F,G,U).

Proposicién 2 En un haz fibrado coordenado las funciones de transicion g.g satisfacen la relacion de
cociclo: gop() = gy (x)gya(x), para toda x € U, NUzNU,, con gaa(z) = 1 para toda o € J.

Definicién 6 Una seccidn local en & es una funcién continua oo : Uy — 71 (Uy) tal que o4(x) €
F, = 77 Y({x}): la fibra sobre x. Al conjunto de secciones locales sobre U,, se lo denota por T'(Yy) donde
Yo =71 (Uy).

Definicién 7 Una seccion global en un haz fibrado es una funcion continua o : X — 'Y que satisface
moo =1idx. Al conjunto de secciones globales en un haz fibrado se le denota por T'(Y).

Definicién 8 Dos atlas U y V en £ son compatibles si su union U UV es un atlas. Se puede ver
que la relacién entre los haces fibrados coordenados dada por € ~ &' siY =Y' X = X' n=7'F =
F' G=G" yU y U compatible, es una relacion de equivalencia. Todo haz fibrado determina una clase
de equivalencia de haces fibrados coordenados, y reciprocamente. Todo atlas U determina univocamente
un atlas mdzimo U*: el atlas que contiene todos los atlas V' compatibles con U.

Un haz fibrado es pues equivalente a una clase de equivalencia de haces fibrados coordenados o a un
haz fibrado con un atlas méaximo.

Definicién 9 Un haz vectorial coordenado es un haz fibrado coordenado &y = (E,w, X, G, 1, V,U) donde
la fibra F' es un espacio vectorial V de dimension m sobre un campo k, los homomorfismos @3 son
lineales y G C GL(V). Si k =R el haz se dice real, si k = C el haz es complejo. m es el rango del haz.

B.0.2. Construccién de haces fibrados.

Apartir de lo siguiente:
(Xa F7 G> Ma U> {gﬁa}>

espacio base, fibra, grupo de estructura, accién efectiva, cubierta abierta {Ug}aecs de X, y funciones
de transicién respectivamente, determinan un tnico haz fibrado coordenado &y = (Y, m, X, G, u, F,U)
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APENDICE B. HACES FIBRADOS.

siguiendo los pasos:
1) Se define el espacio topoldgico:

i} : H Uoz x F = U {Oé} X Ua X F = {(Oé,b, f)}CtGJ,bGUQ,fGF
ae] acJ

donde cada U, x F tiene la topologia producto y Y la topologia de la unién ajena.

2) En Y se define la relacién (o, b, f) ~ (&/, 0, f) sib=b"y ' = gaa(b)(f). Resulta ~ una relacién de
equivalencia. ~

3) Se define el espacio topolégico cociente Y := ¥ = {[a, b, I (o pyev-

4) Se define la proyeccién Y = X, 7([a, b, f]) := b.

5) Se definen los homeomorfismos ¢! : Uy, x F — 77 1(Uy,), ¢ (b, f) = [a,b, f], que satisface la
condicién de trivialidad local. U := {U,, pq }ac es el atlas de &g .

Ejemplo 3 Haces de Hopf reales. Sean G = Zo = {1,—1}, P = S"7! = {X = (A, ), N\ €
R, >0 A2 =1} conn=1,2,... fijo; la accién S" x Zy — S" 1, con (X, 9) — Ag = (Mg, .-, Ang),
g = *£1; el espacio cociente B = S""1 /7y = [X]Xesnflﬁ [X] = A-Zy = {X, = X}; la proyeccién 7 : S*~1 —
S"Y Ty, w(X) = [A].

S"=1/Zy es homeomorfo al espacio proyectivo real RP™"~ o espacio proyectivo de R™, P(R™), definido
por RP"1 = Hﬁ;j = {[pl'}5 € R™, con [p]' = pR* en correspondencia 1-1 con la recta que pasa por 0
en R™, en la direccion p. El homeomorfismo

Snfl

k:PR") — Z

esta dado por k([p]') = [‘ZZ‘] es decir k(pR*) = |§| Zs.

RP™ L se cubre por n abiertos U;, i = 1,....,n dados por U; = {[\'|\i # 0}, cada uno homeomorfo a

R™1 a través de ¢; - Uy — R*1, ¢;([N)') = (ii s )‘f\fil, Af\tl - i\i ).

Las trivializaciones locales de este haz estan dadas por:
i 7 (Ui) = Ui X L,

wi(

>1>

‘) = ([N, \iil) donde 7= (U;) = S~ = {‘;|}XER"*,)\H’50'
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Apéndice C
Cubrientes y sus Levantamientos.

Definicién 10 Sea X un espacio topoldgicos. Se dice que X es disconexo si existen abiertos ajenos no
vacios A y B en X, tales que X = AU B. A la pareja (A, B) se le llama disconexion de X. Se dice que
X es conexo si no es disconexo.

Definicién 11 Se dice que un espacio topoldgico X es simplemente conexo si es conectable por trayec-
torias y para un punto bdsico xg € X, el grupo fundamental m1(X,xo) es trivial.

Definicién 12 Sea X un espacio topoldgico. Una aplicacion cubriente sobre X es una aplicacion p :
X - X, X # ¢, tal que cada punto x € X tiene una vecindad U en X que satisface:

(a) La imagen inversa de U, p~1(U) es la unién ajena de abiertos Uj c X, 7€ J,J algin conjunto
no vacto de indices.

(b) Para cada j € J, la restriccion p|U]- :U; — U es un homeomorfismo.

por (a) p es suprayectiva.

Definicién 13 Dos aplicaciones cubrientes p : X — X yp: X" — X sobre el mismo espacio son
equivalentes si existe un homeomorfismo ¢ : X' — X, tal que po ¢ = p’. Es decir conmuta el siguiente
diagrama:

¢ es un homeomorfismo.

Definicién 14 Sea G un grupo topoldgico. Una accidn (izquierda) de G en un espacio X es una apli-
cacion continua,

w:Gx X — X,

donde u(g, ) = gz, que satisface,
lz = x,91(g2%) = (9192).

Definicién 15 Sea p : X — X una aplicacion cubriente y f : Y — X continua. A una aplicacion
f:Y — X sellama un levantamiento de f sipo f = f.
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Definicién 16 Se dice que una aplicacién cubriente p : X — X es universal si el espacio total X es
simplemente conexo. Al espacio total X lo llaman espacio cubriente universal.

[Prieto, pagina 440], [Lee, pagina 261].
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