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Resumen

En la actualidad la propagación de la luz en los cristales fotónicos, así como
el fenómeno de la refracción negativa, ha despertado la atención de la comunidad
científica, debido a sus implicaciones teóricas y sobre todo a su posible impacto
tecnológico. En esta tesis se investiga la propagación de ondas electromagnéticas en
el rango de las microondas, a través de un cristal fotónico metálico para comprobar
la existencia de un índice de refracción negativo en dicho cristal. Además esta tesis
servirá como fundamento para el desarrollo de un material con índice de refracción
negativo en el espectro visible.
La propagación de la luz a través de un cristal fotónico tiene su fundamento en

la dispersión de Bragg provocada por los elementos que componen dicho cristal. Los
cristales fotónicos conducen a una estructura de bandas de energía fotónica, de la
misma forma que un cristal electrónico produce una estructura de bandas de energía
electrónica. A lo largo de este trabajo se calculó el diagrama de bandas del cristal
fotónico mediante la resolución de las ecuaciones de Maxwell a través del algoritmo
de diferencias finitas, para posteriormente realizar un análisis detallado de dicha
estructura de bandas y construir un cristal fotónico con las características necesarias
para poder observar la refracción negativa. Los cristales fotónicos se pueden cons-
tituir de elementos dieléctricos y metálicos. La investigación actual se ha hecho en
gran medida, referente a los cristales fotónicos dieléctricos. Los cristales fotónicos
metálicos presentan ventajas con respecto a su contraparte dieléctrica, razón por la
cual son objeto de estudio en esta tesis.
En esta tesis se investigará a detalle el comportamiento de un cristal fotónico

compuesto por elementos metálicos, se propondrá un modelo experimental para la
comprobación de refracción negativa, así como el efecto de autoenfoque y se obser-
vará la viabilidad de dichos cristales para aplicaciones en la región de las microondas.
Todos estos objetivos se demostrarán basados en argumentos teóricos, simulaciones
numéricas y evidencias experimentales.

v
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Introducción

Las propiedades electromagnéticas (EM) de la materia pueden ser caracterizadas
por dos cantidades macroscópicas: la permitividad dieléctrica ε, y la permeabilidad
magnética µ, así mismo las propiedades de propagación de las ondas EM en un
material son determinadas por ε y µ, que regulan las relaciones entre el campo
eléctrico E, y el campo magnético H. Esas propiedades de propagación pueden
depender de la frecuencia, ya que ε (ω) y µ (ω) son en general, dependientes de la
frecuencia [1].
Para una gran cantidad de materiales, la parte real tanto de ε como µ son

positivos en la banda de propagación, por lo que para la mayoría de los materiales,
así como para el vacío, la relación entre E,H y el vector de propagación k esta dada
por la regla de mano derecha: k · [E×H] > 0.
Fue Veselago [2] el primero que analizó que la propagación de ondas EM es

posible en materiales que poseen simultáneamente Re (ε) ,Re (µ) < 0. Para esos
materiales la relación k · [E×H] es menor a cero y está dada por la regla de la
mano izquierda por lo que se les refiere como materiales izquierdos. Sus propiedades
EM son diferentes a la de los materiales derechos ya que las velocidades de grupo
y fase son antiparalelas, y como consecuencia el índice de refracción del material,
nmat, es negativo. Por ejemplo una onda EM incidente con cierto ángulo, φ, en una
interfase plana entre un material derecho y uno izquierdo, la onda refractada se
mantendrá en el mismo lado de la normal (del lado opuesto que en los materiales
derechos u ordinarios), por lo que el ángulo de refracción seria negativo.
Este fenómeno de refracción anómala puede permitir el desarrollo de nuevos

sistemas como las lentes planas. Si se considera un sistema en el vacío, que consiste
de una placa de espesor d hecha de un material izquierdo con índice de refracción
n = −1, y una fuente puntual en uno de sus lados, se puede observar, que en dicho
sistema, se puede enfocar la radiación de la fuente dentro de la placa y del otro lado
de la misma, siguiendo los principios de la ley de refracción de Snell.
El efecto Doppler es otra propiedad diferente en los materiales izquierdos ya que

cambia su signo al encontrarse un material de esas características, una fuente que
se acerca parece emitir ondas con una frecuencia menor que aquella que se aleja.

vii
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Además la posibilidad de que los materiales izquierdos sean lentes perfectos ha
sido estudiada por Pendry [3]. Una lente perfecta permite superar el límite de difrac-
ción de las lentes tradicionales, es decir, que sea posible enfocar ondas EM en un
espacio mucho menor que el de una longitud de onda, λ. Los lentes convencionales
no permiten que la imagen tenga una resolución mayor a

¡
λ
2

¢
.

Desafortunadamente, no existe en la naturaleza sustancia alguna que presente
las características físicas anteriormente descritas, por lo que se ha tenido que re-
currir a los materiales compuestos, de tal forma que los parámetros efectivos del
medio, µeff y εeff sean simultáneamente negativos para cierto rango de frecuencias.
Existen dos tipos de materiales compuestos, los cuales se pueden considerar mate-
riales izquierdos. El primero grupo son los llamados metamateriales y consisten de
arreglos periódicos de alambres y anillos resonantes. El segundo tipo de materiales
son los cristales fotónicos, los cuales son sistemas compuestos de arreglos periódicos
de materiales con distintas funciones dieléctricas, contrastantes entre si [4]-[6].
La primera comprobación experimental de la refracción negativa fue realizada

recientemente por Smith [7], utilizando un metamaterial con resonadores de cobre,
la región en la cual el material en cuestión presentó un índice de refracción efectivo
negativo fue en la región de las microondas. En lo que se refiere a los cristales
fotónicos los primeros experimentos en donde se observó un comportamiento de
refracción anómala fueron llevados a cabo por Cubucku [8] y Parimi [9] todos ellos
en la región de las microondas. Cabe mencionar que en la referencia [10] se puede
observar la verificación experimental del enfoque de una fuente puntual, así como
las ideas propuestas por Pendry [3].
A pesar de que la refracción negativa ha sido demostrada en los metamateriales,

los sistemas propuestos son altamente absorbentes y difícilmente pueden ser esca-
lados a tres dimensiones o a tamaños más pequeños propicios para la aplicación en
frecuencias ópticas, en contraste, los cristales fotónicos no presentan este tipo de
complicaciones.
Un cristal resulta cuando un bloque básico de átomos o moléculas se repite

de manera periódica en el espacio. Por lo que un cristal representa un potencial
periódico para un electrón propagándose a través de él, y la geometría del cristal
regula muchas de las propiedades de conducción del cristal.
La red puede producir brechas o bandas prohibidas dentro de la estructura de

bandas de energía del cristal de tal forma que los electrones no se puedan propagar
para ciertas energías, como en un semiconductor se tiene una banda prohibida entre
la banda de valencia y la de conducción.
La analogía óptica son los cristales fotónicos en cuyo caso el potencial periódico

esta dado por una red macroscópica de materiales dieléctricos o metálicos caracteri-
zados por las constantes ε y µ. Si la absorción del material es mínima, la dispersión
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generada por los elementos que componen el cristal, puede producir el mismo fenó-
meno para fotones como el potencial atómico lo hace para los electrones.
Los cristales fotónicos utilizan las mismas propiedades que las cavidades metáli-

cas y las guías de onda, escalándolas a un rango mucho mayor de frecuencias. Es
posible construir un cristal fotónico con dimensiones milimétricas para un control
de microondas o en el orden de micras para un control de ondas infrarrojas.
Notomi [11] muestra que para los cristales fotónicos cerca de la frecuencia donde

presentan una banda prohibida se comportan con un índice de refracción efectivo que
se encuentra limitado por el índice de refracción de los materiales que lo componen
y es determinado por la estructura fotónica de bandas. Ese índice puede ser menor
que la unidad y también negativo y se puede utilizar la ley de Snell para describir
la propagación de la luz.
Los principios físicos detrás de estos fenómenos en los cristales fotónicos son

debidos a efectos complejos en la dispersión de Bragg y son muy diferentes a los de
los metamateriales [7].
Los cristales fotónicos son materiales que se encuentran en la transición entre los

metamateriales y un material dieléctrico ordinario. Las propiedades de los cristales
fotónicos provienen de las múltiples reflexiones de Bragg dentro de la estructura
periódica que conforma el cristal. La periodicidad de los cristales fotónicos se en-
cuentra en el orden de magnitud de la longitud de onda de trabajo, por lo que la
distinción entre la refracción y la difracción no es muy clara. En contraparte, un
metamaterial se conforma de elementos resonantes cuyo tamaño y espaciamiento
son mucho menor que la longitud de onda electromagnética de interés [12].
Los componentes de estos cristales pueden ser dieléctricos, metálicos o una mez-

cla de ambos. La elección de los materiales que lo componen depende de una gran
cantidad de factores. Un cristal fotónico metálico presenta ciertas ventajas sobre
uno dieléctrico: mayor dependencia de la polarización, mejor capacidad de enfoque
y además requiere una menor diferencia de índice de refracción en los componentes
del cristal [13].
El hecho de que se pueda realizar la refracción negativa conlleva a la posibilidad

de encontrar nuevas formas de control en la propagación de las ondas EM. Este
tipo de refracción produce varios efectos de propagación anómala de la luz que da
pie a cavidades resonantes sin necesidad de paredes reflejantes así como lentes con
la capacidad de lograr un autoenfoque. El desarrollo de materiales con índice de
refracción negativo presenta a futuro una gran gama de aplicaciones. En el régimen
de las microondas este tipo de materiales al ser capaces de enfocar ondas EM en vez
de dispersarlas pueden ser útiles en el perfeccionamiento de acopladores, duplexores,
antenas y filtros. En lo que se refiere a la región óptica del espectro se espera
un mayor desarrollo dado al poder de manipulación de la luz que presentan estos
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materiales. En este contexto, el objetivo del presente estudio es el de diseñar y
construir un cristal fotónico y comprobar la refracción negativa en el mismo. La
comprobación se realizará de manera experimental.
Esta tesis se ordena de la siguiente forma: en el primer capítulo se presentan

algunos conceptos básicos de la transmisión de ondas EM a través de medios con
índice de refracción negativo, así como una revisión de la literatura respecto a los
cristales fotónicos, los materiales que los componen, sus propiedades electromagnéti-
cas y los modelos propuestos para el cálculo del diagrama de bandas o de dispersión
del cristal. En el capítulo dos se expone a detalle el modelo teórico empleado para el
cálculo del diagrama de bandas para diferentes cristales fotónicos. En el capítulo tres
se muestra un estudio comparativo de los materiales propuestos para conformar el
cristal, así como las características físicas del cristal construido. En el siguiente capí-
tulo se presentan los resultados experimentales del cristal fotónico, que involucran
la respuesta en frecuencia del mismo y la observación del fenómeno de refracción
anómala. Finalmente, se presenta un resumen de los principales resultados de la
investigación y sus conclusiones.



Capítulo 1

Fundamentos

Veselago [2] mostró que si para un rango de frecuencia tanto la permitividad,
ε, y la permeabilidad, µ, de un material, son negativas, las ondas EM se propagan
presentando una serie de propiedades peculiares. Todas estas propiedades provienen
del hecho de que los vectores k, E y H forman una triada que sigue la regla de la
mano izquierda en lugar de una triada derecha, lo que trae como consecuencia que el
vector Poynting y el vector de onda k presenten direcciones opuestas. Los materiales
que presentan estas propiedades son llamados materiales izquierdos. Los cristales
fotónicos son arreglos periódicos de elementos macroscópicos, con dimensiones si-
milares a la longitud de onda de trabajo, los cuales presentan bandas permitidas y
bandas prohibidas para determinadas frecuencias de la misma forma que los cristales
electrónicos presentan los mismos tipos de bandas. De acuerdo a su estructura de
bandas, estos cristales pueden presentar una región en la cual el índice de refracción
es negativo y se comporta de acuerdo a lo estipulado en [2].
En este capítulo se presentan los resultados más importantes de la interacción de

los campos EM oscilantes con materiales izquierdos, así como un análisis detallado
de las propiedades y características de los cristales fotónicos como materiales con
índice de refracción negativo.

1.1. Campos electromagnéticos enmateriales izquier-
dos

1.1.1. Índice de refracción en materiales izquierdos

La constante dieléctrica y la permeabilidad magnética son cantidades fundamen-
tales que determinan la propagación de las ondas EM en la materia, así como las

1



2 1. Fundamentos

propiedades ópticas de cualquier medio. El índice de refracción es un parámetro
importante y de gran utilidad en la descripción de los fenómenos de transmisión a
través de diferentes medios. Este índice es la razón entre la velocidad de la luz en
el vacío y la velocidad de la luz en el medio y se encuentra definido por:

n2 =
c2

v2
= εµ (1.1)

donde n, es el índice de refracción, c, es la velocidad de la luz en el vacío y v es la
velocidad de la luz en el medio en el cual se esta propagando.
Si se considera un medio sin pérdidas y a ε y µ como números reales, se puede

observar de la ecuación 1.1 que un cambio simultáneo de signo en la constante
dieléctrica y el permeabilidad magnética no tiene efecto alguno en dicha relación,
por lo que para medios ordinarios la parte real de n siempre es positiva. Sin embargo,
como demuestra Veselago [2], el índice de refracción puede ser negativo y no se viola
ningún principio físico fundamental.
Smith [14] demostró rigurosamente que si Re (ε) ,Re (µ) < 0, necesariamente el

índice de refracción también lo es, por lo que adopta la siguiente forma:

n = −√εµ (1.2)

A su vez, McCall [15], utiliza una forma más intuitiva para observar la necesidad
del cambio de signo en n. Un material izquierdo requiere que la parte real de ε y
µ sean negativas, además debido a que la energía disipada por los campos EM
siempre debe ser positiva, las partes imaginarias de ε y µ deben ser positivas, i.e.
Im (ε) , Im (µ) > 0. A partir de estas consideraciones, las constantes ε y µ se pueden
expresar como:

ε = ε0e
iφε (1.3)

µ = µ0e
iφµ (1.4)

donde el rango de valores para la fase de cada una de las constantes es π
2
< φε ≤ π

y π
2
< φµ ≤ π y las amplitudes ε0, µ0 > 0. Sustituyendo las expresiones 1.3 y 1.4 en

la definición 1.1, se puede escribir el índice de refracción de forma compleja:

n = +
√
ε0µ0e

i
φε+φµ

2 (1.5)

donde la fase del índice de refracción se limita a π
2
<

φε+φµ
2
≤ π tomando en cuenta

las restricciones antes mencionadas, por lo que Re (n) < 0.
Este situación nos muestra que para las sustancias que presentan tanto ε y µ

negativos es necesario realizar un análisis más detallado de la propagación de ondas
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EM en estos medios ya que presentan algunas propiedades distintas a los materiales
con ε y µ positivos.

1.1.2. Ondas electromagnéticas planas.

La forma más sencilla para el estudio de los campos EM, son las ondas EM
planas y monocromáticas.
Para cualquier medio material, la interacción de los campos EM y el medio se

encuentran descritos por las ecuaciones de Maxwell [1]:

∇ ·D = 4πρ (1.6)

∇×E = −1
c

∂B

∂t
(1.7)

∇ ·B = 0 (1.8)

∇×H =
4π

c
J+

1

c

∂D

∂t
(1.9)

donde (respectivamente) E yH son los campos eléctrico y magnético, D y B son los
campos de desplazamiento y de inducción magnética, y ρ y J son las cargas libres
y las corrientes. Si consideramos un medio libre de cargas y corrientes (ρ, J = 0)
y suponiendo que los medios son líneales, homogéneos e isotrópicos, los campos D,
H, E y B se encuentran relacionados de la siguiente forma:

D = εE (1.10)

B = µH (1.11)

Tomando en cuenta todas las consideraciones anteriores y sustituyendo 1.6,1.8-
1.11 en 1.7, se obtiene la siguiente expresión:

∇2E− εµ

c2
∂E

∂t
= 0 (1.12)

Esta expresión 1.12, es conocida como la Ecuación de Helmholtz para el campo
eléctrico. De forma análoga de 1.9, se obtiene:

∇2H− εµ

c2
∂H

∂t
= 0 (1.13)

Ambas expresiones (1.12 y 1.13) representan ecuaciones diferenciales parciales
elípticas y representan a una onda viajera que se propaga con una velocidad v2 =
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E

H

k
E

H

k

ε ,µ>0 ε ,µ<0

Dirección de Propagación

S S

Figura 1.1: Esquema donde se muestra la relación entre los vectores de campo eléctrico
(E) y magnético (H) y el vector de onda (k) en un material derecho y uno izquierdo.

c2

εµ
= c2

n2
. Una solución a dichas ecuaciones, corresponde a ondas planas, cuya expre-

sión general se muestra a continuación.

Ψ (r, t) = Aei(k·r−ωt) (1.14)

donde Ψ (r, t) puede ser E o H, según sea el caso, r, es el vector de posición de la
onda y A es en general una constante compleja. La expresión 1.14 representa una
onda plana monocromática de frecuencia angular, ω, que se propaga en la dirección
dada por el vector de onda k, por lo que la solución de 1.12 y 1.13 para los campos
EM esta dada por:

E (r, t) = E0e
i(k·r−ωt) (1.15)

H (r, t) = H0e
i(k·r−ωt) (1.16)

Al sustituir las expresiones 1.15 y 1.16 en las ecuaciones 1.6-1.9, se obtienen las
ecuaciones de Maxwell para las ondas electromagnéticas planas:

k ·E0 = 0 (1.17)

k×E0 =
ωµ

c
H0 (1.18)

k ·H0 = 0 (1.19)

k×H0 =
ωµ

c
E0 (1.20)

A partir de las ecuaciones anteriores podemos observar diferentes características
y propiedades de las relaciones entre los campos electromagnéticos. Si se combinan
las ecuaciones 1.18 y 1.20 se puede obtener la relación de dispersión:



1. Fundamentos 5

k2 =
ω2

c2
(1.21)

Además se puede observar que ambos campos son perpendiculares entre si y
no son independientes el uno del otro. De las ecuaciones 1.17 y 1.19 se observa
que tanto el campo eléctrico como el magnético son perpendiculares a la dirección
de propagación sin importar el medio en el que se encuentren. En este punto se
pueden hacer diferentes suposiciones acerca de los simbolos de la parte real de las
constantes ε y µ. Si estos son positivos o de signos contrarios, como se observa en
todos los medios ordinarios, se obtiene que la relación entre el vector de onda y los
campos eléctricos y magnéticos, {k,E,H}, forman una triada ordenada de vectores
ortogonales que siguen la regla de la mano derecha. Sin embargo cuando ε y µ son
negativos, la triada {k,E,H}, es negativa y sigue la regla de la mano izquierda, razón
por la cual Veselago denominó como materiales izquierdos a aquellos materiales
que presentan tanto la constante de permitividad dieléctrica como la constante de
permeabilidad magnética negativas. En la figura 1.1, se muestra una representación
gráfica de este fenómeno.
El flujo de energía de la onda EM que cruza por segundo una unidad de área

esta representado por el vector de Poynting, S y se define por:

S (r, t) =
c

4π
E×H (1.22)

A partir de la relación 1.22, se observa que {S,E,H}, siempre forman una triada
de vectores ortogonales de un sistema derecho. Por lo que para los materiales ordi-
narios k y S son siempre paralelos, mientras que un material izquierdo permite que
k y S sean antiparalelos. Este hecho trae como consecuencia el cambio en muchos
fenómenos físicos, como la inversión del efecto Doppler [2].
La velocidad de fase o de propagación de la onda está dada por:

vp = ω
k

k2
(1.23)

la cual también es antiparalela al flujo de energía cuando ε y µ son negativos.
A partir de este concepto, los materiales izquierdos también son conocidos como
materiales de velocidad de fase negativa.

1.2. Cristales Fotónicos

Una red cristalina resulta cuando un bloque básico, pequeño de átomos o molécu-
las se repite en el espacio. Por lo tanto un cristal presenta un potencial periódico a
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un electrón que se propague a través del cristal, y la geometría del cristal dicta en
gran medida las propiedades de conducción del mismo.

En particular, la red puede introducir brechas dentro de la estructura de bandas
del cristal, de tal forma que los electrones no pueden propagarse con cierta energía
en determinadas direcciones. Si el potencial de la red es lo suficientemente grande, la
brecha se puede extender a todas las direcciones, resultando en una banda prohibida
completa. Por ejemplo, un semiconductor tiene una banda prohibida entre la banda
de valencia y la de conducción.

La analogía óptica de los cristales electrónicos, son los cristales fotónicos, en los
cuales el potencial periódico se debe a una red macroscópica de materiales dieléctri-
cos o metálicos en lugar de átomos. Si las constantes dieléctricas de los materiales
dentro del cristal son lo suficientemente diferentes y la absorción de la luz por el
material es mínima, el esparcimiento en las interfases puede producir los mismos
fenómenos para fotones, de la misma forma que un potencial atómico lo hace para
los electrones.

Este concepto se puede comprender a partir de dos dispositivos que actualmente
son de uso común: guías de onda metálicas y los espejos dieléctricos. Las cavidades
metálicas y las guías de onda son dispositivos usados para controlar la propagación
de ondas en la región de las microondas. Una cavidad metálica no permite que las
ondas EM se propaguen por debajo una cierta frecuencia de umbral y una guía
de onda metálica solamente permite la propagación a lo largo de su eje. Ambos
dispositivos presentan propiedades muy útiles y serían extremadamente útiles para
frecuencias fuera del régimen de las microondas.

Sin embargo, las ondas EM a otras frecuencias (luz visible, IR o UV) se disipan
rápidamente en los componentes metálicos, lo que hace que esta forma de control sea
imposible de generalizar. Los cristales fotónicos, además de copiar las propiedades
de las cavidades y guías de onda, pueden escalarlas y aplicarlas a un rango mucho
mayor de frecuencias. Se puede construir un cristal fotónico de una determinada
geometría con dimensiones milimétricas para el control de microondas o en el orden
de las micras para el control del IR.

Los espejos dieléctricos, son dispositivos ópticos que consisten de un arreglo de
capas alternandas de diferentes dieléctricos. La luz, con una adecuada longitud de
onda, cuando incide sobre dicho material, se refleja completamente. Dichos espejos
son cristales fotónicos de una dimensión de acuerdo a la definición descrita con
anterioridad. Los espejos dieléctricos son utilizados en filtros de Fabry-Perot, así
como en láseres de retroalimentación distribuida.
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1.2.1. El electromagnetismo como un problema de eigen-
valores

Como fue descrito en la sección anterior de este trabajo, la propagación de ondas
EM en cualquier medio, incluyendo los cristales fotónicos, está gobernado por las
ecuaciones de Maxwell (1.6-1.9). Para el caso de los cristales fotónicos, se puede
restringir el estudio a la propagación de ondas en un medio compuesto de diferentes
materiales dieléctricos sin cargas o corrientes, es decir ρ = 0 y J = 0. Para este tipo
de medio se debe de definir una constante dieléctrica dependiente de la posición,
ε (r) y que sea constante en el rango de frecuencias en las que se desee trabajar. Cabe
mencionar que el presente análisis se realizará en dieléctricos con bajas pérdidas, lo
que significa que se puede tratar a ε (r) como puramente real [1].
Teniendo en cuenta todas las consideraciones anteriores, así como la condición

de transversalidad impuesta por las ecuaciones 1.6 y 1.8, se obtiene la siguiente
ecuación:

∇×
µ

1

ε (r)
∇×H (r)

¶
=
³ω
c

´2
H (r) (1.24)

La ecuación 1.24 presenta la forma de un problema de eigen-valores y se da cuan-
do el resultado de una operación sobre una función es la misma función multiplicada
por una constante, por lo que la función es llamada eigen-función o eigen-vector del
operador y la constante multiplicativa es llamada eigen-valor.
Para este caso se identifica el lado izquierdo de la ecuación 1.24 como el operador

Θ que actúa sobre H (r) como se muestra en al siguiente expresión:

ΘH (r) =

µ
ω2

c2

¶
H (r) (1.25)

Una propiedad importante del operador Θ, es que es un operador líneal y Her-
mitiano [6]. Las propiedades que resultan de un operador con las características
descritas son que los eigen-valores son reales, y las eigen-funciones son ortogonales,
pueden ser obtenidas por el principio variacional y pueden ser catalogadas por sus
propiedades de simetría. Dichas propiedades son similares a las obtenidas en mecáni-
ca cuántica al aplicar el Hamiltoniano a la función de onda.
De acuerdo a [13] y [5], el campo eléctrico E (r) no puede ser utilizado para

obtener los eigen-valores de los modos armónicos del campo eléctrico, debido a
que el operador resultante a partir de la ecuaciones de Maxwell (1.6-1.9) no es
Hermitiano, por lo que no cumple la condición de transversalidad y produce que los
cálculos numéricos para la obtención de los eigen-valores no sean prácticos.
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1.2.2. Simetrías utilizadas para clasificar los modos electro-
magnéticos

Si la estructura dieléctrica presenta ciertas simetrías, es posible catalogar los mo-
dos electromagnéticos del sistema utilizando dicha simetría. En la mecánica clásica,
así como en la mecánica cuántica, el uso de las simetrías permite realizar conclu-
siones generales acerca del comportamiento del sistema. Los cristales fotónicos al
ser estructuras periódicas utilizan las simetrías como base para el estudio del dia-
grama de bandas y las brechas prohibidas. Se analizarán las simetrías de translación
discreta, de rotación, y de espejo.

Simetría translacional discreta

Los cristales fotónicos, de la misma forma que los cristales electrónicos, presentan
una simetría translacional discreta, es decir, su estructura es invariante únicamente
bajo translaciones con un paso fijo. Suponemos que tenemos una estructura que es
repetitiva en una dirección como se muestra en la figura 1.2.
Para dicho sistema se tiene una simetría translacional en el eje x y discreta en el

eje y. El espaciamiento básico de simetría es conocido como la constante de red, a,
y el vector de espaciamiento es llamado vector primitivo de la red, el cual para este
caso es a =aby. Debido a la simetría, ε (r) = ε (r+ a) y repitiendo esta simetría,
se obtiene ε (r) = ε (r+R), donde R es cualquier múltiplo entero de a, esto es,
R = la, donde l es un entero cualquiera.
La unidad de material dieléctrico que se considera para ser repetido dentro de

todo el cristal, se encuentra remarcado en la figura 1.2 mediante una caja, y es
conocida como celda unitaria. En este caso la celda unitaria es un barra de dieléctrico
en el plano xz con un espesor de a en la dirección y.
Debido a las simetrías translacionales, el operador Θ debe de conmutar1 con

todos los operadores de translación en la dirección x, así como con los operadores
de translación para los vectores de la red R = laby en la dirección y. De esta forma
se pueden identificar los modos de Θ de acuerdo a como se comporten bajo dichos
operadores de simetría.
Si definimos el operador de translación continua Td, que cuando opera en una

función f (r), recorre su argumento en d. Para el ejemplo que se muestra en la figura

1El conmutador de dos operadores, A y B se define como:

[A,B] = AB −BA

Se puede demostrar que para que el sistema sea simétrico bajo un determinado operador, T ,
este debe de conmutar con Θ, es decir, [T,Θ] = 0. A partir de este concepto se pueden clasificar o
catalogar todas las eigen-funciones de Θ, utilizando las propiedades simétricas del operador T .
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a

x

y

z

Figura 1.2: Configuración de un material dieléctrico con simetría translacional discreta
en la dirección y. La unidad de repetición del sistema periódico se muestra en una caja.
Esta configuración es utilizada para láseres de retroalimentación distribuida. Tomado de
la referencia [6].

1.2, dicho operador sería Tdx debido a la simetría de translación continua en el eje x
para todas las distancias, d. De la misma forma para la simetría discreta definimos
TR como el operador de translación discreta para todos los vectores de la red.
Debido a que nuestro sistema es translacionalmente invariable o de forma equi-

valente, [Td,Θ] = 0, tanto en la dirección x (continuo) como en la dirección y
(discreto), los operadores de translación al ser aplicados a H (r), resultan en un
nuevo problema de eigen-valores. Se puede demostrar [6], que un modo con la forma
funcional de eikxx es una eigen-función de cualquier operador translacional en la
dirección x:

Tdxe
ikxx = eikx(x+d) =

¡
eikxd

¢
eikxx (1.26)

y de la misma forma para la dirección y y el operador de simetría para cualquier
vector R, se tiene:

TRe
ikyy = eiky(y+la) =

¡
eikyla

¢
eikyy (1.27)

Los correspondientes eigen-valores para la simetría discreta y continua son (res-
pectivamente): eikxd y eikyla. Los modos del sistema deben de ser eigen-funciones de
todos los operadores de translación, por lo que deben de tener una dependencia en x
y y de la forma eikxx y eikxy. De esta forma, los modos del sistema, se pueden clasíficar
de acuerdo a sus valores particulares de kx y de ky, también conocidos como vector
de onda. Esta dependencia funcional corresponde a simples ondas planas polarizadas
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en la dirección de propagación, y como es sabido, las ondas planas son soluciones
de las ecuaciones de Maxwell (1.6-1.9), así como de 1.24.
Sin embargo, no todos los valores de ky corresponden a diferentes eigen-valores.

Todo el conjunto de vectores de onda de la forma ky + m (2π/a), donde m es un
entero, tienen el mismo eigen-valor al ser aplicado el operador TR. Al aumentar el
valor de ky por un múltiplo entero de b = 2π/a deja al sistema sin cambio alguno.
Se define b = bby como el vector recíproco primitivo de la red.
La periodicidad discreta en la dirección y conduce a una dependencia con respec-

to a y para H, que es simplemente el producto de una onda plana con una función
periódica en el eje y, como lo muestra el teorema de Bloch. Dicho teorema se puede
ejemplificar proponiendo que un modo del sistema es una onda plana en el espacio
libre, pero modulada por una función periódica debido a la red periódica:

H (..., y, ...) ∝ eikyyuky (y, ...) (1.28)

Este resultado es conocido en la física de estado sólido como estado de Bloch y
una característica importante es que si tiene un estado con un vector de onda ky y
otro estado con un vector de onda ky +mb son idénticos y no son diferentes desde
un punto de vista físico. Lo que conduce a que solamente es necesario considerar los
valores del vector de onda ky que se encuentren dentro del rango −π/a < ky ≤ π/a.
Esta región de valores no redundantes de ky es conocida como la primera zona de
Brillouin (Ver Apéndice A).
La ecuación 1.28 se puede generalizar para sistemas periódicos en tres dimen-

siones, identificando los estados de Bloch por medio del vector de onda k = k1b1 +
k2b2 + k3b3, donde k se encuentra en la zona de Brillouin y (b1,b2,b3) son los
vectores primitivos de la red recíproca. Cada valor del vector de onda k dentro de
la zona de Brillouin identifica a un eigen-estado de Θ con una frecuencia ω (k) y un
eigen-vector Hk de la forma

Hk (r) = ei(k·r)uk (r) (1.29)

donde uk (r) es una función periódica de la red: uk (r) = uk (r+R) para todos los
vectores de la red R.

Estructuras de bandas fotónicas

Toda la información acerca de un determinado modo de un cristal fotónico esta
dado por el vector de onda k y la función periódica uk (r). Para obtener la función
uk (r), es necesario sustituir el estado de Bloch en la ecuación 1.24, obteniendo como
resultado:
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Θkuk (r) =

µ
ω2

c2

¶
uk (r) (1.30)

donde

Θk ≡ (ik+∇)×
µ
1

ε (r)
(ik+∇×

¶
(1.31)

El operador Θk es Hermitiano y depende de k. La función u, así como todos los
modos permitidos, están determinados por el problema de eigen-valores descrito en
la ecuación 1.30 y están sujetos a la condición uk (r) = uk (r+R).
Debido a esta condición de frontera periódica, se puede restringir el problema de

eigen-valores a la celda unitaria del cristal fotónico. A partir de estas condiciones se
puede esperar que para cada valor de k, exista un conjunto infinito de modos con
frecuencias espaciadas discretamente, las cuales se pueden identificar por medio del
índice de la banda n.
El vector de onda k, solo tiene la función de parámetro en el operador Θk, por lo

que se espera que conforme k varíe continuamente, la frecuencia igualmente varíe.
De esta manera se puede tener una descripción de los modos de un cristal fotónico.
Dichos modos, son una familia de funciones continuas, ωn (k), indexadas conforme
aumenta la frecuencia por el número de banda. La información contenida en dichas
funciones es llamada la estructura de bandas de un cristal fotónico.
Existen diferentes técnicas para calcular las funciones ωn (k) de la estructura

de bandas de un cristal fotónico. Los métodos más usados para esta tarea son
la expansión de ondas planas, la matriz de transferencia, diferencias finitas en el
dominio del tiempo y las diferencias finitas en el espacio real. De acuerdo a las
diferentes características de los cristales fotónicos se pueden utilizar los distintos
métodos logrando una convergencia más rápida según sea el caso. En el siguiente
capítulo se explicará, a detalle, el método que se utilizó para calcular el diagrama
de bandas del cristal fotónico analizado en el presente trabajo.

Simetría rotacional y la zona irreductible de Brillouin

Los cristales fotónicos pueden presentar otro tipo de simetrías. Una simetría de
gran importancia y utilidad es la de rotación ya que se puede demostrar que cuando
existe una simetría rotacional en la red, las bandas de frecuencia ωn (k) pueden
tener redundancias adicionales en la zona de Brillouin.
Debido a que ωn (k) posee simetría de rotación, no es necesario considerar todos

los valores de k dentro de la zona de Brillouin. La zona más pequeña dentro de la
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primera zona de Brillouin donde los valores de ωn (k) están relacionados por alguna
simetría es llamada zona irreductible de Brillouin.

Simetría de espejo y separación de los modos

La simetría de espejo en un cristal fotónico juega un papel muy importante
en la clasíficación de los modos dentro del mismo cristal. Bajo ciertas condiciones
permite separar la ecuación de eigen-valores (1.30) en dos ecuaciones, una para
cada polarización de los campos. En un casoHk es perpendicular al plano de espejo
mientras que Ek es paralelo, en el otro casoHk se encuentra dentro del plano y Ek es
perpendicular. Dicha simplificación es conveniente debido a que provee información
inmediata acerca de las simetrías de los modos y facilita el cálculo numérico de sus
frecuencias.
El sistema ilustrado en la figura 1.2 es invariante a reflexiones de espejo en los

planos yz y xz. Para demostrar como se pueden separar los modos del sistema se
centrará la atención a las reflexiones,Mx en el plano yz (Mx cambia bx a−bx, dejando
sin ningún cambio a by y bz). Se define el operador OMx, el cual refleja al vector de
campo usando Mx:

OMxf (r) =Mxf (Mxr) (1.32)

Al aplicar dos veces el operador de reflexión el sistema regresa a su estado origi-
nal, por lo que los posibles eigen-valores de OMx son +1 y −1. Cabe mencionar que
debido a que la estructura mostrada en la figura 1.2 es simétrica bajo una reflexión
de espejo en en plano yz, OMx conmuta con Θ; [Θ, OMx] = 0. De la misma forma que
se trató la simetría translacional, al operar sobre Hk con el conmutador se puede
demostrar que OMxHk es simplemente el estado de Bloch con el vector de onda
reflejado Mxk:

OMxHk = eiφHMxk (1.33)

donde φ es una fase arbitraria. La relación 1.33 no restringe las propiedades de
reflexión de Hk en gran medida, a menos de que el vector k se encuentra en una
determinada posición que cumpla con Mxk = k. Cuando esto sucede la ecuación
1.33 se convierte en un problema de eigen-valores por lo que Hk debe tener la forma

OMxHk (r) = ±Hk (r) =MxHk (Mxr) (1.34)

El campo eléctrico Ek obedece a una ecuación similar, de ambos campos, tanto
el eléctrico como el magnético deben de ser pares o impares2 bajo el operador OMx.

2De acuerdo a Jackson [1], H es un pseudo vector mientras que E es un vector, por lo que H
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Pero debido a que Mxr = r para cualquier r en la estructura en cuestión, se tiene
que debido a que E se transforma como un vector y H como un pseudo vector, las
únicas componente no nulas de los campos de un modo par bajo el operador OMx

deben ser Hx, Ey y Ez. Los modos impares son descritos por las componentes Ex,
Hy y Hz.
En general, las reflexiones M que cumplan con [Θ, OM ] = 0, la separación de

modos puede ser posible solamente en Mr = r para Mk = k. Se puede observar
de la expresión 1.30 que Θk y OM no conmutarán a menos de queMk = k. La
separación de polarizaciones se mantiene bajo condiciones especiales y no es útil
para cristales fotónicos en tres dimensiones.
En el caso de los cristales fotónicos de dos dimensiones, dicha separación de mo-

dos se puede aplicar sin ningún problema. Los cristales fotónicos en dos dimensiones
son periódicos en un cierto plano, pero son uniformes a lo largo de un eje perpen-
dicular a dicho plano. Si dicho eje, es el eje z, se sabe que la operación bz → −bz
es una simetría del cristal sin importar donde se encuentre el origen. De la misma
forma se satisface que Mzk// = k// para todos los vectores k// de la primera zona
bidimensional de Brillouin. Por lo que los modos en todos los cristales fotónicos
bidimensionales pueden ser clasíficados en dos polarizaciones distintas: (Ex, Ey, Hz)
o (Hx,Hy, Ez). La primera, donde el campo eléctrico se encuentra dentro del plano
xy es conocida como modo Transversal Eléctrico (TE), mientras que la segunda,
en la cual el campo magnético se encuentra dentro del plano xy, es conocida como
modo Transversal Magnético (TM).

1.2.3. El origen físico de las brechas prohibidas en los cristales
fotónicos

El estudio de las brechas prohibidas en el diagrama de bandas de los cristales
fotónicos, se puede realizar a partir del ejemplo más sencillo: el cristal fotónico
unidimensional.
El sistema que se utilizará consiste en una estructura de capas de materiales

alternantes con diferentes constantes dieléctricas. Dicho sistema es conocido como
películas multicapas y sus propiedades ópticas ya han sido ampliamente estudiadas.
Este arreglo es usado comúnmente en espejos dieléctricos, así como en filtros ópticos.

se transforma con un signo positivo (MxH = +H), mientras que E se transforma con un signo
negativo (MxE = −E). Esto es, OMxH (r) = +H (−r) y OMxE (r) = −E (−r). Un modo par esta
definido como aquel que es invariante bajo la reflexión OMx , lo que significa que un modo par
tiene H (r) = H (−r) y E (r) = −E (−r). De manera similar, un modo impar esta definido como
aquel que adquiere un signo menos bajo la reflexión OMx , de tal manera que H (r) = −H (−r) y
E (r) = E (−r).
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Figura 1.3: Estructura de bandas para tres diferentes películas multicapa, formada por dos
materiales dieléctricos. a) Las capas tienen la misma constante dieléctrica. b) Las capas
presentan una diferencia entre las constantes dieléctricas muy pequeña o infinitesimal. c)
La diferencia en el valor de las constantes dieléctricas de los materiales es muy grande.
Fuente: [6].

Como es sabido, estas estructuras pueden actuar como un espejo perfecto para la luz
con una determinada frecuencia dentro de una brecha prohibida definida. La forma
tradicional en como se explica este fenómeno consiste en permitir que una onda
plana se propague a través del material y se consideran las múltiples reflexiones que
suceden en cada interfase. El mismo resultado se obtiene al realizar un análisis de
la estructura de bandas, el cual se puede extender con gran facilidad a estructuras
periódicas más complejas en dos o en tres dimensiones.

Suponemos que el material es periódico en el eje z y homogéneo en el plano xy y
cada capa tiene un espaciamiento fijo, a. Los modos correspondientes a este sistema
se pueden catalogar usando k//, kz y n: el vector de onda en el plano xy, el vector
de onda en la dirección z y el número de banda. El cristal presenta una simetría
translacional continua en el plano xy, por lo que el vector de onda k// puede adquirir
cualquier valor. Sin embargo, el vector de onda kz, se puede restringir a un intervalo
finito de valores o la primera zona de Brillouin, debido a la simetría translacional
discreta que presenta el cristal en la dirección z. A partir de estas consideraciones,
se puede definir al vector primitivo de la red como abz, al vector primitivo de la red
recíproca como (2π/a)bz y la zona de Brillouin como −π/a < kz ≤ π/a.

Si se considera que la luz se propaga enteramente a través de la dirección z, en
este caso k// = 0, de forma que la única componente de interés del vector de onda
es kz, la cual por facilidad será abreviada como k.

, , , , , 
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En la figura 1.3 se observan las gráficas ωn (k) para tres películas multicapa. En
la primera todas las capas tienen la misma constante dieléctrica, de tal forma que
el medio es completamente homogéneo. La gráfica central es para una estructura de
materiales alternantes con una diferencia en el valor de las constantes dieléctricas
muy pequeño o infinitesimal y finalmente la gráfica que se encuentra en la derecha
es de un material con un contraste mucho mayor de la constante dieléctrica.
Al medio dieléctrico uniforme se le ha asígnado una periodicidad artificial de a,

como se sabe, para un medio uniforme, la velocidad de la luz se reduce por el índice
de refracción. El espectro de frecuencias está dado por

ω (k) =
ck√
ε

(1.35)

Debido a que se obliga a que k se repita a si mismo fuera de la zona de Brillouin,
las líneas se doblan hacia el centro de la gráfica una vez que se encuentran en la
orilla de la zona de Brillouin. La gráfica central, es muy parecida a la del dieléctrico
uniforme, con la diferencia de que presenta una brecha en la frecuencia entre las
ramas superior e inferior de las líneas. Una brecha prohibida de frecuencias es la
zona donde ningún modo, sin importar el valor de k, puede existir en el cristal.
Como se puede observar de la tercera gráfica al incrementar el contraste entre las
constantes dieléctricas, la brecha se incrementa considerablemente.
Se puede entender el origen físico de las brechas prohibidas si se consideran

los perfiles de los modos del campo eléctrico para los estados que se encuentran
justamente por encima y por debajo de la brecha. La brecha entre las bandas n = 1
y n = 2 ocurre en la orilla de la zona de Brillouin, en k = π/a. A partir de la
gráfica central de la figura 1.3, correspondiente a una pequeña variación del sistema,
podemos observar que para k = π/a, los modos son ondas estacionarias con una
longitud de onda 2a, el doble de la constante de red del cristal.
Existen solamente dos formas de posicionar una onda estacionaria de este tipo.

La posición de los nodos de la onda se debe de encontrar en el centro de cada capa
con un valor bajo de ε o en el centro de la capa con un valor alto de ε, cualquier
otra posición violaría la simetría central de la celda unitaria. En la figura 1.4 se
muestran un esquema de los perfiles de los modos de campo eléctrico para las dos
posiciones.
El teorema variacional del electromagnetismo [13], menciona que los modos con

frecuencias bajas concentran su energía en las regiones con valores altos de ε, y los
modos con altas frecuencias concentran su energía en las zonas con una ε menor. A
partir de esta aseveración se puede observar que el modo por debajo de la brecha
tiene su potencia concentrada en la región donde el valor de ε es mayor (sombreado
oscuro), como lo muestra la figura 1.4, dándole una frecuencia menor. Mientras que
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a) Campo eléctrico para el modo en la parte superior de la banda 1

b) Campo eléctrico para el modo en la parte inferior de la banda 2

Figura 1.4: Ilustración esquemática de los modos asociados con la brecha prohibida mas
baja de la figura 1.3. (a) Campo eléctrico de la banda 1; (b) Campo eléctrico de la banda
2. Fuente: [6].

el modo justo por arriba de la brecha tiene la mayor parte de su potencia en la
región donde ε es menor (sombreado claro) por lo que su frecuencia es mayor.
Las bandas por encima y por debajo de la brecha prohibida pueden ser dis-

tinguidas por donde concentran su potencia, en regiones de alto valor de ε o bajo
ε.
Cabe mencionar que en todos los cristales fotónicos unidimensionales, una brecha

prohibida ocurre entre cada par de bandas, ya sea en el centro o en la orilla de la zona
de Brillouin. El tamaño de las brechas depende del contraste entre las constantes
dieléctricas. La existencia de una brecha se da cuando ε1/ε2 6= 1.

1.2.4. Noción de índice de refracción en los cristales fotóni-
cos

El estudio de los cristales fotónicos se ha enfocado, en gran medida, a la investi-
gación de sus propiedades como materiales que no permiten la propagación de la luz
en determinadas frecuencias. Sin embargo, también pueden ser utilizados como con-
ductores de luz, cuya conductancia esta determinada directamente por la estructura
de bandas del cristal [5].
A través de los cristales fotónicos, las ondas de Bloch viajan con una dirección
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Figura 1.5: (a) Diagrama de SEF para la luz incidente en un dieléctrico. (b) Diagrama
de SEF para una rejilla de difracción.y (c) Diagrama de SEF para un cristal fotónico
débilmente modulado. Fuente: [11].

definida, a pesar del esparcimiento, pero su propagación es complicada debido a que
esta influenciada por el diagrama de bandas.
De acuerdo a Lin et al [17] y Kosaka et al [18] la propagación de la luz en es-

tructuras periódicas es diferente de la propagación en materiales ordinarios. Dicha
propagación no puede ser entendida como refracción debido a que el vector de onda
k, no se conserva debido a la naturaleza periódica de la estructura, ya que el fenó-
meno de refracción se basa en la conservación de k. Ha sido reportado por [18] que
la propagación de la luz se vuelve muy sensible bajo ciertos ángulos de incidencia
o frecuencias, implicando que el índice de refracción tenga un comportamiento anó-
malo en un cristal fotónico. Dicha explicación no es válida ya que esa propagación
es completamente diferente a la propuesta por la ley de Snell, por lo que para este
caso la definición de índice carece de sentido.
La propagación de la luz en un cristal fotónico, es básicamente la misma que

en una rejilla de difracción, en la cual la luz es regida por la ley de la difracción.
Como se mencionó con anterioridad la propagación de la luz es gobernada por la
conservación de k, por lo que debe ser analizado en el espacio k.
El concepto de índice de refracción para los cristales fotónicos fue estudiado en

primer término por Notomi [11] encontrando una región específica en la estructura de
bandas en la cual el cristal se comporta con índice de refracción efectivo determinado
por la propia estructura de bandas. Dicho índice puede ser menor a la unidad y
negativo sin presentar absorción, y puede usarse la ley de Snell para describir la
propagación de la luz (cabe mencionar que para un material ordinario el rango de

( " 
~ ) 

( 

~ ~ 

1'--

\ 
) 

" 

, . 
I I " 

, , , 

, , 



18 1. Fundamentos

valores para el índice de refracción, se encuentra entre 1 < n < 3,5). Joannopoulos
et al [16], presentan otra teoría, la cual se basa en la curvatura, ya sea cóncava o
convexa, de la estructura de bandas para definir el índice de refracción. Este trabajo
se basa en la idea presentada por Notomi para obtener el índice de refracción de un
cristal fotónico.
La refracción en materiales ordinarios se muestran en la figura 1.5(a), la cual

describe el fenómeno de la luz que incide del aire a un material dieléctrico. El
círculo en la figura es una superficie de equi-frecuencia (SEF) del dieléctrico, dicho
círculo esta determinado por la relación de dispersión (ecuación 1.21). El vector de
onda, k, en el dieléctrico, está determinado por la continuidad de los componentes
tangenciales del vector k en el aire a lo largo de la interfase y la luz siempre se
propaga de forma paralela al vector k en este caso. La figura es una representación
gráfica del fenómeno de refracción y de la ley de Snell en el espacio recíproco k:

n1 sen θ1 = n2 sen θ2 (1.36)

donde el n1 y n2 representan los índices de refracción en cada uno de los medios
y θ1 y θ2 son los ángulos, con respecto a la normal de la interfase, a los cuales se
propaga la luz en cada uno de los medios.
En la figura 1.5(b), se muestra la propagación de la luz en una rejilla de difrac-

ción con un periodo d. En este caso los círculos (SEF) se repiten a lo largo del eje
periódico debido a la periodicidad de la rejilla y de la misma forma se muestra la
regla de conservación del vector de onda, satisfaciendo de esta forma las condiciones
periódicas de frontera. Como consecuencia de la conservación de k, se puede obser-
var que más de un rayo diferente se excita en la rejilla. El rayo A corresponde al
círculo centrado en el origen, mientras que B corresponde a un rayo difractado. Cabe
mencionar que la dirección de propagación de un rayo difractado se encuentra orien-
tado de manera normal a un círculo de difracción. Se observa que el haz incidente se
descompone en ondas difractadas, provocando que la dirección de propagación no
sea paralela al vector k. La figura es una representación gráfica de la ley de Bragg

mλ = d (sen θ1 + sen θ2) (1.37)

donde m es un número entero, λ es la longitud de onda de la luz.
A partir de la discusión mostrada para las rejillas de difracción, no se puede

definir un índice de refracción en términos de la ley de Snell para las rejillas, ya que
al definir dicho índice sería altamente dependiente del ángulo de incidencia o del
ángulo del vector k, por lo que la ley de Snell no posee significado alguno [11].
En el caso de los cristales fotónicos, la propagación de la luz también se encuentra

gobernada por el diagrama de SEF y la conservación de k a lo largo de la interfase.



1. Fundamentos 19

Figura 1.6: SEF triangular (a) y cuadrada (b) de un cristal fotónico bidimensional de
barrenos de aire en una placa de GaAs. Tomado de la referencia [11].

Los estados de Bloch en un cristal fotónico son representados como una mezcla
de ondas planas y ondas difractadas con vectores recíprocos G:

Hk =
X
G

cGe
i(k+G)r (1.38)

De acuerdo a Notomi [11], si los elementos que conforman el cristal presentan
un contraste muy bajo en sus constantes dieléctricas, los estados de Bloch de la
ecuación 1.38 se pueden definir en términos de los componentes dominantes de G
debido a que el contraste de sus elementos no es alto. Sin embargo, si el contraste
es grande, se deben de tomar en cuenta una mayor cantidad de componentes con
diferentes valores deG. Notomi llama a los cristales fotónicos con un bajo contraste
como débilmente modulados, mientras que a los que presentan un alto contraste en
sus elementos como fuertemente modulados.
En el caso de los cristales fotónicos modulados débilmente, se muestra en la

figura 1.5(c). Las SEF generalmente presentan una forma de estrella cuyos arcos
pertenecen a las diferentes ondas difractadas. La propagación de la luz es esencial-
mente la misma que en las rejillas de difracción, por lo que dicho fenómeno no se
puede catalogar como refracción y por lo tanto no se puede definir un índice de
refracción.
Los cristales fotónicos fuertemente modulados presentan un comportamiento

diferente a las de las rejillas de difracción. En la figura 1.6 se muestra el diagra-
ma de SEF, de dos tipos de cristales fotónicos bidimensionales, para frecuencias
cercanas a una brecha prohibida. En ambos casos, la forma de las SEF se redondea
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conforme la frecuencia se acerca a la brecha, cabe mencionar que este efecto no de-
pende de la simetría del cristal, sino de la modulación periódica. Este hecho puede
ser explicado debido a que la mezcla de los diferentes componentes del vector G es
mas pronunciado conforme se acerca a la brecha prohibida en los puntos de simetría
en el espacio recíproco, los cuales eventualmente eliminan los contornos puntiagu-
dos, lo que produce que la forma de las SEF sean circulares o esféricas cerca de la
brecha.

A partir de las características de las SEF antes mencionadas, Notomi propone
una analogía entre el comportamiento de la estructura de bandas de un cristal
fotónico y las bandas electrónicas de un semiconductor. En un semiconductor un
estado de masa efectiva negativo (banda de huecos) existe justo por debajo de
una brecha prohibida de energía y un estado de masa efectiva positiva (banda de
electrones) aparece por encima de la brecha. El mismo comportamiento se da en el
diagrama de estados de un cristal fotónico. La analogía proviene del hecho de que
el signo de la masa efectiva en un semiconductor y el signo del índice efectivo de
refracción del cristal fotónico provienen de la curvatura de las bandas. Más aún, la
aproximación de masa efectiva es válida solamente cerca de la brecha prohibida. Un
electrón de Bloch en un sólido se comporta generalmente, de forma muy distinta a
un electrón libre, pero se comporta como un electrón libre en la proximidad de una
banda prohibida y el concepto de masa efectiva puede ser aplicado en dicha región.
En este contexto, en un cristal fotónico, un fotón de Bloch se aproxima a un fotón
libre (i. e. una onda plana) con un índice de refracción efectivo cerca de la brecha
prohibida a pesar del esparcimiento producido por la red periódica. De esta forma,
el enfoque de la óptica geométrica se puede adoptar cerca de la brecha prohibida.

Notomi concluye que en un cristal fotónico con un índice de modulación alto, se
comporta como un material isotrópico continuo con un índice de refracción efectivo
definido dentro de un rango de frecuencias cercano a la brecha prohibida. En este
caso, el fenómeno de propagación de la luz se puede describir simplemente por la ley
de Snell usando un índice de refracción efectivo. El signo y valor absoluto de dicho
índice puede ser modificado por la frecuencia, estructura del cristal y los índices
de los materiales que componen el cristal. El índice efectivo puede ser negativo y
menor que la unidad.

El índice efectivo de refracción de un cristal fotónico se puede calcular de la
siguiente forma. Para una onda plana con un vector de onda ki y frecuencia ω
incidente de manera normal en una interfase aire-cristal fotónico, el vector de onda
kf dentro del cristal es paralelo o antiparalelo a ki como lo determina el diagrama
de bandas. Si
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dω

d |kf |
> 0 (1.39)

kf es paralelo a ki y consecuentemente los campos EM en el cristal fotónico son
derechos u ordinarios, en el caso contrario los campos EM dentro del cristal fotónico
se comportan siguiendo la regla de la mano izquierda.
Para un caso general la velocidad de grupo se define como:

vg = ∇kω (1.40)

A partir del comportamiento de las SEF se puede determinar el signo de neff .
Si las superficies de equi-frecuencia se mueven hacia fuera de la primera zona de
Brillouin conforme la frecuencia aumenta entonces vg · kf > 0; y sí se mueven
hacía adentro vg · kf < 0. Se puede demostrar analíticamente que para un sistema
compuesto por un cristal fotónico infinito el vector de velocidad de grupo coincide
con el vector de flujo de energía (Poynting) [5], es decir:

hSi = huivg (1.41)

donde u representa la energía y el símbolo hi representa el valor promedio en el
tiempo y en la celda unitaria. Así pues el signo de vg · k es equivalente al signo de
S · kf , y kf se encuentra en la primera zona de Brillouin3. Por lo que de acuerdo a
Veselago, el signo de neff será el igual al signo de vg · kf , cuando el cristal fotónico
se comporta como un material isotrópico [19]. Finalmente tomando en cuenta las
consideraciones anteriores y la relación de dispersión para materiales isotrópicos, el
índice efectivo de refracción puede ser definido de la siguiente forma :

neff = sgn (vg · kf)
³ c
ω
|kf |

´
(1.42)

A partir de la expresión 1.42 y el diagrama de bandas se puede calcular el índice
de refracción efectivo de cualquier cristal fotónico con un grado alto de modulación
y como se puede observar el signo de neff está determinado por el comportamiento
de las SEF.

3El cristal fotónico es una estructura periódica en el espacio, por lo que a lo largo de este
trabajo, cuando se refiera a S dentro del cristal fotónico, se considera el promedio espacial dentro
de la celda unitaria del promedio temporal del vector de Poynting.
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Capítulo 2

Cálculo del diagrama de bandas

En los cristales fotónicos de dos dimensiones (2D) existen, principalmente dos
tipos de arreglos, que consisten en redes cuadradas o triangulares de elementos
macroscópicos, ya sean dieléctricos, metálicos o una combinación de ambos. Estos
dos arreglos, en su forma más sencilla, presentan diferentes ventajas debido a su
simplicidad y a que solamente presentan un elemento dieléctrico o metálico en cada
celda unitaria, lo que hace que los cálculos sean más sencillos. En la figura 2.1 se
muestran dos especímenes típicos de estos cristales.

Como se mencionó en el capítulo anterior de este trabajo, un cristal fotónico
bidimensional es periódico a lo largo de dos de sus ejes y homogéneo a lo largo del
tercero. Las bandas fotónicas aparecen en el plano de periodicidad y las ondas EM
que se propagan en dicho plano, sus modos se pueden separar en dos polarizaciones
independientes. A diferencia de las películas de multicapa, las cuales presentan ban-
das fotónicas solamente con luz que incide de manera normal sobre estas, para
los cristales fotónicos de dos dimensiones existen bandas para la luz incidente en
cualquier dirección del plano de periodicidad.

Dado a que el sistema es homogéneo en la dirección z, se sabe que los modos
deben de ser oscilatorios en dicha dirección, sin restricción alguna en el vector de
onda kz. Además, como ya se ha mencionado, el sistema tiene una simetría transla-
cional en el plano xy. En específico, ε (ρ+R) tanto para la red triangular como
la cuadrada. Al aplicarse el teorema de Bloch, la atención se puede centrar en los
valores de cualquier vector de onda transversal, k// = kxbx+ kyby, que se encuentre
dentro de la primera zona de Brillouin.

23
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Figura 2.1: Esquema de dos cristales fotónicos bidimensionales. Estos materiales se en-
cuentran conformados por una red cuadrada (a) o triangular (b) de postes dieléctricos o
metálicos con radio r. Dichos materiales son homogéneos en la dirección z y periódicos
a lo largo de x y y con un parámetro de red a. La zona sombreada representa la celda
unitaria para cada red

2.1. Cristales fotónicos metálicos

Con respecto a los cristales fotónicos dieléctricos, los cristales fotónicos con e-
lementos metálicos poseen algunas diferencias y ventajas para alcanzar un índice
de refracción efectivo negativo. La ventaja más significativa es que el contraste del
índice de refracción de los componentes del cristal puede disminuir comparado con
los cristales fotónicos dieléctricos, por lo que refracción negativa se puede observar
en un rango mayor de materiales. Además la presencia de metales en un cristal
fotónico puede incrementar la dependencia a la polarización y mejorar la capacidad
de autoenfoque del cristal fotónico [13], [20].
Las propiedades de un metal pueden ser definidas por la siguiente función dieléc-

trica efectiva:

ε (ω) = 1−
ω2p

ω (ω + iγ)
(2.1)

donde ωp es la frecuencia de plasma, y γ se relaciona con la conductividad σ, por

γ =
ω2pε0

σ
(2.2)
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Si la conductividad es grande y ω se encuentra por debajo de la frecuencia de
plasma, entonces ε (ω) es esencialmente negativa.
Por simplicidad, consideramos metales ideales, en los cuales el campo eléctrico

es cero en todo el metal sin pérdidas óhmicas. Dicho metal ideal es el modelo más
simple y apropiado en la región de las microondas.
En los cristales fotónicos metálicos de dos dimensiones la polarización TM pre-

senta una característica especial, debido a que el esparcimiento producido por la
red periódica, presenta un mismo comportamiento que un cristal fotónico dieléctri-
co con un contraste infinito [21]. En otras palabras, las ondas TM sufren la mayor
modulación espacial posible en un cristal fotónico.

2.2. Descripción del algoritmo de diferencias fini-
tas

Se consideran dos tipos de redes; la red cuadrada y la red triangular, ambas
compuestas de elementos metálicos. Al utilizar el modelo de metal ideal, este arreglo
periódico está completamente descrito por la función de conductividad, que para el
caso de la red cuadrada es:

σ
¡
x//
¢
=

½
∞, (x−ma)2 + (y − na)2 < r2

0, cualquier otro caso
(2.3)

y para la red triangular, la conductividad está definida por:

σ
¡
x//
¢
=

(
∞,

£
x−

¡
m+ n

2

¢
a
¤2
+
h
y −

√
3
2
na
i2

< r2

0, cualquier otro caso
(2.4)

En las ecuaciones 2.3 y 2.4, x// = xbx + yby es el desplazamiento transversal, r
es el radio de los cilindros conductores, a es el parámetro de red o espaciamiento de
la red y m y n son números enteros cualquiera. Además el perfil de conductividad
satisface la condición periódica

σ
¡
x// +Tmn

¢
= σ

¡
x//
¢

(2.5)

y el conjunto de vectores Tmn que indican la periodicidad están definidos como:

Tmn =

½
maσbx+ naby, red cuadrada¡

m+ n
2

¢
aσbx+ √

3
2
naby, red triangular

(2.6)
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2.2.1. Formulación del eigen-problema

A partir de las ecuaciones de Maxwell (1.6-1.9) y de la periodicidad espacial
del cristal fotónico, los campos EM se pueden descomponer en dos modos completa-
mente independientes: los modos Transversal Eléctrico (TE) y Transversal Magnéti-
co (TM). Dichos modos se encuentran definidos con respecto al plano de simetrías
del cristal y para el caso del modo TM, este corresponde al modo TE convencional
de una guía de onda, que se encuentra definido con respecto a la dirección de propa-
gación de la onda [22].
Para el caso específico de los modos TM, todas las componentes de los campos,

tanto eléctrico como magnético , pueden ser expresadas por medio de la componente
axial (dirección z) del campo eléctrico.
Como se discutió previamente los modos TM presentan ventajas con respecto a

los modos TE en cuanto a la generación de una región de propagación con índice
de refracción negativo dentro de un cristal fotónico metálico, además de que la
verificación experimental de dicho modo de transmisión es mucho más sencilla de
medir con la infraestructura disponible. A partir de este punto se referirán a los
modos TM como simplemente modos.
Dado que el sistema a estudiar es homogéneo a lo largo del eje z, se puede tomar

la transformada de Fourier de E, en la coordenada axial z y el tiempo, t:

E
¡
x//, kz, ω

¢
=

Z Z
E
¡
x//, z, t

¢
ei(kzz−ωt)dzdt (2.7)

la cual por cuestiones de notación será llamadaE
¡
x//
¢
, suponiendo que la frecuencia

ω y el vector de onda longitudinal kz son magnitudes fijas. La ecuación de Helmholtz
para E

¡
x//
¢
, que se obtiene a partir de las ecuaciones de Maxwell es

∇2//E
¡
x//
¢
=

µ
k2z −

ω2

c2

¶
E
¡
x//
¢
. (2.8)

La ecuación anterior es un eigen-problema, el cual cumple con todas las condi-
ciones descritas en el capítulo 1. Siguiendo la notación del capítulo 1 y suponiendo
que kz = 0, la ecuación 2.8 se puede expresar como:

ΘE
¡
x//
¢
=

µ
−ω

2

c2

¶
E
¡
x//
¢
. (2.9)

Cabe mencionar que debido a que se está utilizando el modelo de metal ideal el
operador Θ cumple con todas las propiedades mostradas en al capítulo 1.
La condición de frontera para la superficie S de los postes conductores, con-

siderando el modelo de metal ideal es la siguiente:
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E|S = 0 (2.10)

De la misma forma que la expresión 1.29 las eigen-funciones de la ecuación 2.9
se pueden escribir en forma de estados de Bloch,

E
¡
x// +Tmn

¢
= E

¡
x//
¢
eik//·Tmn (2.11)

Tomando en cuenta estas consideraciones, el eigen-problema presentado en la
ecuación 2.9 se debe de resolver solamente dentro de la celda unitaria fundamental
definida por:

|x| ≤ a
2
, |y| ≤ a

2
para la red cuadrada (2.12)¯̄̄

x− y√
3

¯̄̄
≤ a

2
, |y| ≤

√
3
4
a para la red triangular (2.13)

A partir de la expresión 2.11 se pueden deducir las siguientes condiciones de
frontera periódicas:

E
¡
a
2
, y
¢
= eikxaE

¡
−a
2
, y
¢

E
¡
x, a

2

¢
= eikyaE

¡
x,−a

2

¢ ¾ para la red cuadrada (2.14)

E
³
a
2
+
√
3
3
y, y
´
= eikxaE

³
−a
2
+
√
3
3
, y
´

E
³
x,
√
3
4
a
´
= eikxa/2+iky

√
3a/2E

¡
x,−a

2

¢
⎫⎬⎭ para la red triangular (2.15)

La ecuación 2.9, en conjunto con las condiciones de frontera 2.10 y 2.14 o 2.15,
dependiendo del tipo de red que se este trabajando, definen completamente el eigen-
problema de encontrar ω

¡
k//
¢
.

La periodicidad impuesta por los estados de Bloch en la expresión 2.11, significa
que todos los valores posibles de k// pueden ser restringidos a aquellos que se encuen-
tren en la zona irreductible de Brillouin de la red recíproca, los cuales se muestran
tanto para la red cuadrada como para la red triangular en la figura 2.2. Los tres
puntos de alta simetría definidos como Γ, X y M pertenecientes a la red cuadrada,
corresponden respectivamente a k// = 0, k// = (π/a) bx y k// = (π/a) (bx+ by). En
lo que se refiere a la red triangular, los tres puntos de alta simetría Γ,M y K corre-
sponden a k// = 0, k// =

¡
2π/
√
3a
¢ by y k// = (2π/3a) ¡bx+√3by¢, respectivamente.

2.2.2. Esquema numérico del cálculo de los eigen-valores

El cálculo de los eigen-valores para la propagación de las ondas EM en los
cristales fotónicos de dos dimensiones se realizó mediante el método de diferencias
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ky
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4π

Γ

M K
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Figura 2.2: Redes recíprocas y zonas de Brillouin (zonas delimitadas por las líneas pun-
teadas) para la red cuadrada (a) y (b) la red triangular.

finitas en el espacio real. Este método ha sido utilizado para obtener el diagrama
de bandas de cristales fotónicos con elementos dieléctricos [23] y metálicos [24].
La ecuación diferencial a resolver (2.9) es una ecuación diferencial parcial, de

segundo orden y en dos dimensiones. La forma general de dicha ecuación es la
siguiente:

a
∂2φ

∂x2
+ b

∂2φ

∂x∂y
+ c

∂2φ

∂y2
+ d

∂φ

∂x
+ e

∂φ

∂y
+ fφ+ g = 0 (2.16)

donde a, b, c, d, e, f y g pueden ser funciones de las variables independientes x y y
y de la variable dependiente φ.
De acuerdo a [25] y [26] la ecuación 2.16 se puede clasíficar en elíptica cuando

b2 − 4ac < 0, parabólica cuando b2 − 4ac = 0, e hiperbólica cuando b2 − 4ac > 0.
Claramente la ecuación 1.12 es una ecuación de tipo elíptica y cabe mencionar
que tanto la ecuación de Laplace como la de Poisson son ecuaciones diferenciales
elípticas.
El método de diferencias finitas se utiliza para obtener la solución de ecuaciones

diferenciales ordinarias o parciales mediante la aproximación de las derivadas en un
punto de la función de interés utilizando diferencias en un intervalo pequeño, i.e.
∂φ/∂x es reemplazado por δφ/δx donde δx es muy pequeño y y es constante.

Aproximaciones en diferencias para las derivadas

Cuando una función U y sus derivadas son finitas y continuas en x, entonces por
el teorema de Taylor,

• • 
• • I \ 

• I 
\ I -/:: • • 

F 



2. Cálculo del diagrama de bandas 29

y

ih

jk

h

k

i,ji-1,j i+1,j

i,j+1

i,j -1

P(ih,jk)

Figura 2.3: Retícula o malla utilizada para la aplicación del método de diferencias finitas
sobre una superficie ortogonal.

U (x+ h) = U (x) + hU 0 (x) +
1

2
h2U 00 (x) +

1

6
h3U 000 (x) + ... (2.17)

y

U (x− h) = U (x)− hU 0 (x) +
1

2
h2U 00 (x)− 1

6
h3U 000 (x) + ... (2.18)

donde h es cualquier valor diferente de cero. Si se suman las expresiones 2.17 y 2.18,
y se asume que los términos que contengan potencias mayores a cuatro de h son
mucho menores en comparación con los términos con potencias menores de h, se
tiene la siguiente expresión para la segunda derivada de la función U .

U 00 (x) =

µ
d2U

dx2

¶
x=x

≈ 1

h2
[U (x+ h)− 2U (x) + U (x+ h)] (2.19)

La ecuación 2.19 tiene un error de truncación del orden de h2.

Notación para funciones de dos variables

Se asume que U es una función de las variables independientes x y y. Se subdivide
el plano xy en un conjunto de rectángulos iguales con lados δx = h y δy = k,
mediante una serie de líneas paralelas al eje y, con el mismo espaciamiento, definidas
por xi = ih, i = 0, 1, 2, ..., y por líneas equiespaciadas paralelas al eje x definidas
por yj = jk, j = 0, 1, 2, ..., como se muestra en la figura 2.3.
Se define el valor de U en un punto representativo de la red P (ih, jk) como:
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UP = U (ih, jk) = Ui,j (2.20)

Entonces de acuerdo a la ecuación 2.19 se tiene

µ
∂2U

∂x2

¶
P

=

µ
∂2U

∂x2

¶
i,j

≈ U [(i+ 1)h, jk]− 2U [ih, jk] + U [(i− 1)h, jk]
h2

(2.21)

i.e.

∂2U

∂x2
≈ Ui+1,j − 2Ui,j + Ui−1,j

h2
(2.22)

con un error de truncación del orden de h2. De forma similar, se obtiene una expre-
sión para la variable y.

∂2U

∂y2
≈ Ui,j+1 − 2Ui,j + Ui,j−1

k2
(2.23)

con un error del orden k2.

Esquema numérico de la red cuadrada

Como se mencionó en la sección anterior de este trabajo, el cálculo de los eigen-
valores necesarios para la construcción del diagrama de bandas de cualquier cristal
fotónico se puede limitar al área dentro de la celda unitaria fundamental del cristal,
por lo que para el caso de la red cuadrad se cubre dicha celda con una malla cuadrada
con (2N + 1) × (2N + 1) puntos, donde N , es cualquier número entero positivo.
Fuera de los postes conductores, la ecuación 2.9 se puede aproximar mediante una
suma de las ecuaciones 2.22 y 2.23 y debido a que la malla que cubre la celda unitaria
es cuadrada, el espaciamiento vertical y horizontal entre los diferentes puntos de
la malla son iguales, h = k. Para el cálculo del diagrama de bandas para la red
cuadrada, se tiene la aproximación en diferencias finitas de la ecuación 2.9 para el
punto (i, j)

Ei+1,j +Ei−1,j +Ei,j+1 + Ei,j−1 − 4Ei,j = −γ2h2Ei,j (2.24)

esta ecuación consiste en relaciones líneales entre los valores Ei,j de la función
E
¡
x//
¢
en el punto (i, j) de la red, de la misma forma que se muestra en la figura

2.3. Cabe mencionar que el origen de la malla (el punto i = 0 y j = 0), corresponde
al origen de la celda fundamental, mostrado en al figura 2.1.
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Figura 2.4: Esquema de la malla utilizada para la aplicación del algoritmo de diferencias
finitas para la red triangular.

En la ecuación 2.24 h = a/ (2N + 1) y se le conoce como paso de malla o
espaciamiento, y γ2 = ω2/c2. Las condiciones de frontera periódicas, previamente
definidas por la ecuación 2.14, se pueden expresar explícitamente en términos de los
valores de Ei,j que componen la malla, como se muestra a continuación

EN+1,j = E−N,je
ikxa

Ei,N+1 = Ei,−Ne
ikya (2.25)

Para el caso de los puntos de la malla que caigan dentro de los postes conductores,
son excluidos del sistema de ecuaciones líneales representado por la expresión 2.24
utilizando la condición de frontera de la ecuación 2.10. Dicha condición de frontera
se implementa al fijar el valor de Ei,j = 0 para el punto de la malla (i, j) que se
encuentre dentro de los cilindros conductores.

Debido a que no se consideran las pérdidas electrodinámicas dentro del cristal
y de acuerdo a [24], el sistema de ecuaciones líneales presenta una matriz de coe-
ficientes Hermitiana, lo cual mejora en gran medida la convergencia del algoritmo.
El sistema final se encuentra compuesto por un conjunto cerrado de (2N + 1)2−M
ecuaciones líneales, donde M es el número de puntos de la red que caen dentro de
los cilindros conductores.

Una vez que se tiene completo el sistema de ecuaciones líneales, se calculan los
eigen-valores, γ, de la matriz de coeficientes del sistema y se grafican para obtener
el diagrama de bandas del cristal fotónico.
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Esquema numérico de la red triangular

Para el caso de la red triangular es necesario realizar diferentes consideraciones.
En primer lugar, la celda unitaria, mostrada en la figura 2.1, tiene la forma de un
cuadrilátero cuyos ángulos internos no son rectos, por lo que se decidió realizar
modificaciones a la malla utilizada para esta red. Como se muestra en la figura 2.4,
se decidió utilizar una malla con la misma forma que la celda unitaria, de tal forma
que la malla se ajustase de manera perfecta a lo largo de toda la red, evitando
errores en la aproximación del método de diferencias finitas [25]. Para este caso
se definen los puntos (i, j) de acuerdo a líneas paralelas al contorno de la celda
unitaria. Cabe mencionar que la relación de los puntos de la malla con los ejes x y
y es completamente distinta a la de la red cuadrada. Por facilidad se nombrará al
punto (i, j) como 0, al punto (i, j + 1) como 2, etc. Una vez más hay que mencionar
que el origen de la malla (el punto i =, j = 0), corresponde al origen de la celda
fundamental, mostrado en la figura 2.1.
El Laplaciano de cualquier función se encuentra representado como∇2 = ∂2/∂x2+

∂2/∂y2, y si se definen:

ξ = h ∂
∂x
, η = h ∂

∂y (2.26)

entonces

ξ2 + η2 = h2∇2 (2.27)

De acuerdo al teorema de Taylor, la ecuación 2.17 se puede expresar como
U (x+ h) =

¡
eh(d/dx)

¢
U (x), y a partir de la figura 2.4 se tiene que

E1 = eξE0 E2 = e
1
2
ξ+

√
3
2
ηE0 E3 = e−ξE0 E5 = e

3
2
ξ+

√
3
2
ηE0 , etc. (2.28)

Debido a que el operador Θ es simétrico en sus derivadas [26] se pueden definir
las siguientes sumas simétricas

S1 = E1 +E2 +E3 +E4
S2 = E5 −E6 +E7 − E8

(2.29)

Si se sustituyen las expresiones 2.29 en términos de E0 y expandiendo los expo-
nenciales en potencias de ξ y η, y despreciando los términos con potencias mayores
a cuatro, se tiene para S1:

S1
E0
= 4 +

µ
5

4
ξ2 +

3

4
η2
¶
+

√
3

2
ξη +O

¡
h4
¢

(2.30)
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y para S2:

S2
E0
= 2ξ2 + 2

√
3ξη +O

¡
h4
¢

(2.31)

Al combinar las ecuaciones 2.27, 2.30 y 2.31 se puede obtener una aproximación
a la ecuación 2.9 para la red triangular.

4 (Ei+1,j +Ei−1,j +Ei,j+1 +Ei,j−1)−
(Ei+1,j+1 −Ei+1,j−1 +Ei−1,j−1 −Ei−1,j+1)− 16Ei,j

= −3γ2h2Ei,j

(2.32)

La aproximación mostrada en la ecuación 2.32 tiene un error de truncación del
orden de h2, de igual forma que la expresión 2.24 utilizada para la red cuadrada.
Las condiciones de frontera de los puntos de la malla que se encuentran dentro

de los postes conductores se resuelven de la misma forma que en la red cuadrada,
mientras que las condiciones de frontera periódicas para la red triangular se expresan
de acuerdo a la ecuación 2.15 y corresponden a

EN+1,j = E−N,je
ikxa

Ei,N+1 = Ei,−Ne
i(a/2)(kx+

√
3ky) (2.33)

El sistema de ecuaciones que se obtiene para la red triangular tiene las mismas
características que aquel descrito para la red cuadrada, es decir los eigen-valores, γ,
necesarios para la obtención del diagrama de dispersión del cristal fotónico provienen
de la matriz de coeficientes del sistema.

2.3. Diagrama de bandas

Los cálculos del diagrama de bandas se hicieron para los dos tipos de cristales
fotónicos bidimensionales descritos en este capítulo (red cuadrada y triangular). Se
consideraron cilindros metálicos (ideales) inmersos en el vacío con un parámetro de
red, a. Los radios de los cilindros se escogieron para satisfacer r = 0,2a, correspon-
diente a una fracción de llenado de apenas el 13% de la celda unitaria. Los diagramas
presentados en esta sección se encuentran normalizados en función del parámetro a.
Para todas la gráficas presentadas, kz = 0, con lo cual no se pierde la generalidad
de los resultados.
Todos los cálculos fueron realizados en una computadora con procesador Intel

Pentium 4 con un reloj de 2 GHz y una RAM de 768 MB.
Por facilidad y por cuestiones de edición, se presentan todas las figuras y gráficas

referentes al cálculo del diagrama de bandas de cada red al final de este capítulo.
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2.3.1. Red cuadrada

En el caso del cristal fotónico definido por la red cuadrada se realizó el cálculo,
mediante el algoritmo de diferencias finitas descrito en las secciones anteriores, de
los eigen-valores de la expresión 2.9 utilizando diferentes valores de N . El número
total de puntos en los que se dividió la celda unitaria fue de (2N + 1)2. Se buscó
que el número de puntos de la malla que cubrió la celda unitaria fuesen impares con
la finalidad de que las condiciones de frontera periódicas se cumplieran de acuerdo
con la descripción del algoritmo. En la figura 2.5 se muestra el cálculo de los eigen-
valores para las 7 primeras bandas del cristal y el vector de onda k// = 0 (punto
Γ) variando el parámetro N . A partir de dicha gráfica se puede observar que el
algoritmo se estabiliza a partir de N = 20, definiendo de esta manera la malla
utilizada para los cálculos. Es necesario mencionar que las bandas superiores, al
presentar una frecuencia mayor, requieren una malla mucho mas densa para que el
algoritmo converja.

Diagrama de bandas

La figura 2.6 muestra el diagrama de dispersión o diagrama de bandas para los
modos TM de un cristal fotónico cuadrado conforme el vector de onda k// varía
del punto más alejado al centro de la zona irreductible de Brillouin (punto M en
la figura 2.2) a la orilla más cercana (punto X en la figura 2.2) y al centro de la
zona de Brillouin (punto Γ en la figura 2.2). En la gráfica se muestra que existe
una brecha prohibida entre las bandas ω1 y ω2. La brecha prohibida tiene una
amplitud de ω = 0,133 (2πc/a) y sus límites se encuentran entre ω = 0,732 (2πc/a)
y ω = 0,864 (2πc/a). Además existe una frecuencia de corte para el sistema en
ω = 0,527 (2πc/a).
Para la mayoría de los cristales fotónicos, el comportamiento con un índice de

refracción efectivo se puede observar con mayor facilidad en las primeras bandas,
ya que existen un grado menor de desorden en las bandas bajas [13], para el caso
del cristal fotónico analizado en esta sección se investigarán con más detalle las
primeras tres bandas, con la finalidad de encontrar un rango de frecuencias en la
cual se pueda observar un índice de refracción efectivo.
En la figura 2.7 se muestra una representación tridimensional de la estructura

de bandas del cristal fotónico bajo estudio. Solamente se muestran las tres primeras
bandas del diagrama de dispersión. A partir de dicha representación se pueden
obtener las SEF para cada una de las bandas y de estas determinar si existe una
región de frecuencias en la cual se pueda definir un índice de refracción efectivo.
Además de la representación en 3D de la estructura de bandas se puede observar que
para las frecuencias de las dos primeras bandas, cercanas al punto Γ, la estructura
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de bandas presenta una forma similar a la de un material dieléctrico convencional,
mientras que para otras frecuencias se observa otro tipo de comportamiento.
El diagrama de SEF de la primera banda, ω1, se muestra en la figura 2.8, dicha

banda se encuentra limitada por las frecuencias 0,527 (2πc/a) − 0,732 (2πc/a). Se
puede observar claramente en el diagrama que alrededor del punto Γ del espacio
recíproco las SEF presentan un comportamiento circular, por lo que sería posible
definir un índice de refracción efectivo. El rango en el cual se observa dicho com-
portamiento es entre las frecuencias 0,527 (2πc/a) − 0,582 (2πc/a), que representa
un ancho de banda de 0,055 (2πc/a). A partir de dicho diagrama se puede observar
que el vector de velocidad de grupo vg = ∇kω, para esas frecuencias, es normal a
las SEF y presenta una dirección que apunta hacia afuera de la zona de Brillouin.
Las SEF correspondientes a la banda ω2 están en la figura 2.9, una vez más

se observa que alrededor del punto Γ, las SEF son circulares. El rango donde se
observa dicho comportamientos es: 1,020 (2πc/a)−1,060 (2πc/a), lo que es un ancho
de banda de 0,040 (2πc/a). En esta banda el vector de velocidad de grupo se dirige
hacia el centro de la zona de Brillouin.
En la banda ω3 no se puede observar un comportamiento circular para las SEF

como se muestra en la figura 2.10. En esta banda es imposible determinar un índice
de refracción efectivo, por lo que la propagación de la luz a través del cristal será
muy parecida a la producida por una rejilla de difracción.

Índice de refracción

La figura 2.11 muestra el comportamiento del índice de refracción de las dos
primeras bandas, dicho índice fue calculado a partir de la expresión 1.42 y la región
en donde el índice efectivo no se puede definir, que coincide con la banda de frecuen-
cias en la que las SEF no son circulares, se observa cuando las líneas correspondientes
a cada una de las direcciones de propagación dentro del cristal se separan. La primera
banda presenta un índice de refracción positivo en el rango de 0−0,4 en las frecuen-
cias anteriormente mencionadas, mientras que la segunda banda, −0,2 ≤ neff ≤ 0,
para la rango de frecuencias donde las SEF son circulares.

2.3.2. Red triangular

La convergencia del algoritmo de diferencias finitas para la red triangular se dio
para N > 20, este comportamiento se observa claramente en la figura 2.12, donde se
muestran los eigen-valores calculados para las 7 primeras bandas del cristal, fijando
el vector de onda k// = 0 (punto Γ). De la misma forma que en la red cuadrada,
para un correcto cálculo de las bandas con frecuencias altas es necesario un malla
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más fina o mejor dicho un valor más grande de N .

Diagrama de bandas

El diagrama de bandas o de dispersión para los modos TM del cristal fotónico
conformado por la red triangular se muestra en la figura 2.13. Dicho diagrama se
presenta variando el vector de onda k// desde el punto más alejado (K) al centro de
la zona irreductible de Brillouin al punto más cercano (M) y finalmente al centro
de la zona de Brillouin (Γ). En la gráfica se observa que existe una brecha prohibida
entre las bandas ω2 y ω3 con una amplitud de 0,033 (2πc/a) y sus límites son 1,145 <
ωbrecha/ (2πc/a) < 1,178. La frecuencia de corte debido a la simetría del sistema es
de 0,628 (2πc/a).
De la misma forma que en la red cuadrada, se investigarán solamente las tres

primeras bandas del cristal fotónico con la finalidad de observar un comportamiento
de las bandas en las cuales se puede asígnar un índice de refracción efectivo. En la
figura 2.14 se observa la representación en tres dimensiones de la estructura de
bandas, a partir de dicho esquema se puede ver que la forma de las dos primeras
bandas se comporta como un dieléctrico convencional en puntos cercanos al centro
de la zona de Brillouin, mientras que para la tercera banda ese comportamiento no
es observable.
En la figura 2.15, se observa el diagrama de SEF para la primera banda. Dicha

banda se encuentra limitada por 0,628 < ω1 < 0,804. Claramente se puede observar
que alrededor del punto Γ las SEF presentan un comportamiento circular. El rango
de frecuencias donde las SEF son circulares es: 0,628 < ωc1/ (2πc/a) < 0,713, re-
presentando un ancho de banda de 0,085 (2πc/a). A partir de la definición de vg, se
puede ver que dicho vector se dirige hacia afuera y es positivo para ωc1 .

Para la segunda banda el diagrama de SEF se encuentra representado en la
figura 2.16. Los límites de esa banda se encuentran en 0,804 < ω1/ (2πc/a) <
1,145. Se observa de la misma forma que para la primera banda que las SEF son
circulares cerca de Γ, y la región donde presentan dicho comportamiento se encuentra
limitado por las frecuencias 0,927 < ωc2/ (2πc/a) < 1,145, con un ancho de banda
de 0,218 (2πc/a). Para las frecuencias ωc2, se observa que el vector vg es negativo y
se dirige hacia el centro de la zona de Brillouin.
La tercera banda, ω3, no presenta comportamiento circular cerca del punto Γ,

por lo que no se puede determinar una dirección de propagación única para una
onda que se transmite a través del cristal en las frecuencias comprendidas por dicha
banda. El rango de frecuencias es 1,1778 < ω1/ (2πc/a) < 1,216. Su SEF se muestra
en la figura 2.17.
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Índice de refracción

El comportamiento del índice de refracción de las primeras dos bandas para la red
triangular esta representado en la figura 2.18 y fue calculado a partir del diagrama
de bandas y la expresión 1.42. La región donde no se puede definir un índice de
refracción efectivo se observa cuando las líneas correspondientes a cada una de las
direcciones de propagación dentro del cristal se separan. Para la primera banda, el
índice de refracción es positivo y se encuentra en el rango de 0 ≤ neff ≤ 0,58. Para
la segunda banda los valores del índice son negativo y se encuentran limitados por:
−0,45 ≤ neff ≤ 0.

2.3.3. Análisis comparativo entre la red cuadrada y la red
triangular

A partir de la información recaba mediante el algoritmo de diferencias finitas, se
puede concluir que el red triangular presenta un mayor ancho de banda en el que se
puede observar una región donde el índice de refracción adquiere un valor definido.
El interés fundamental de este trabajo se basa en la región donde el cristal fotónico se
comporta con un índice de refracción negativo, por lo que la red triangular muestra
una región aproximadamente cinco veces mayor comparado con la red cuadrada.
Con base a este análisis, se puede afirmar que la red triangular es más adecuada
para la observación de la refracción negativa.



38 2. Cálculo del diagrama de bandas

0 5 10 15 20 25
0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

 

 

Banda 7

Banda 6

Banda 5

Banda 3

Banda 2

Banda 1

ω
a/

2π
c

N
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mientras que la banda ω2, negativo.
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Figura 2.14: Representanción en 3D de la estructura de bandas fotónicas de la red trian-
gular (sólamente se muestran las tres primeras bandas).
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Figura 2.15: Diagrama de las superficies de equifrecuencia (SEF) para la primera ban-
da del cristal fotónico triangular. Las frecuencias para este diagrama se encuentran
entre 0,628 (2πc/a) − 0,804 (2πc/a) y el intervalo de frecuencia entre las líneas es de
0,005 (2πc/a).
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Figura 2.18: Índice de refracción efectivo contra frecuencia de los modos TM para las
dos primeras bandas del cristal fotónico con la red triangular. El rango de frecuencias en
donde el índice no se encuentra bien definido se indica cuando el índice calculado para
las dos diferentes direcciones de propagación se separan.La banda ω1 presenta un índice
positivo mientras que la banda ω2, negativo.
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Capítulo 3

Cristales fotónicos metálicos con
índice de refracción negativo

La verificación experimental de la refracción negativa fue realizada por Smith
[7] en el año 2001 utilizando metamateriales. Posteriormente, Parimi [9] y Cubucku
[8] en el año 2003, observaron el fenómeno de refracción negativa en los cristales
fotónicos. Ambos experimentos fueron realizados en el régimen de las microondas
ya que se espera escalar dichas observaciones a otros rangos de frecuencias, además
de que en la región de las microondas existen una gran cantidad de aplicaciones re-
ferentes a este fenómeno. En este capítulo se mostrará en primer término la selección
de materiales utilizada para la construcción de un cristal fotónico bidimensional con
elementos metálicos, su proceso de fabricación y finalmente la configuración expe-
rimental utilizada para la verificación de la refracción negativa.

3.1. Selección de materiales y construcción del
cristal fotónico

3.1.1. Dimensiones físicas

En el capítulo 2 de este trabajo se mencionó que un cristal fotónico bidimensional
metálico con una red triangular presenta un ancho de banda en frecuencia mayor
que su contraparte realizada mediante una red cuadrada, tomando en cuenta este
hecho se decidió utilizar esa configuración para el diseño físico del cristal fotónico.
La región de trabajo en la que se espera observar la refracción negativa es en

las microondas, en específico en la banda X (8 − 12GHz) ya que debido al poco
uso de esta banda, en cuanto aplicaciones comerciales, la interferencia ambiental es

47
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mínima. Además, cabe mencionar que se dispone de una infraestructura de medición
en los laboratorios de la UNAM, bastante completa para este rango de frecuencias.
A partir del rango de frecuencias normalizadas, donde el cristal fotónico trian-

gular se comporta con un índice de refracción efectivo, se pueden definir las carac-
terísticas físicas de un cristal real. Cabe mencionar que todos los cálculos realizados
en el capítulo anterior son para cristales fotónicos ideales, es decir infinitos en todos
sus direcciones. Dicho rango es:

0,927 < ωc2/ (2πc/a) < 1,145 (3.1)

donde c ≈ 3 × 108 m
s
y a es el parámetro de red del cristal. Si se considera a

la frecuencia f = 10GHz (frecuencia central de banda X) y la igualamos a la
frecuencia angular normalizada ω = 1,036 (2πc/a) (frecuencia central de la región
donde se observa un índice de refracción negativo), se obtiene el parámetro de red
del cristal, a = 31,08mm, y considerando que r = 0,2a, entonces el radio de los
cilindros conductores será igual a, r = 6,216mm.
Tomando en cuenta los resultados anteriores, se observa que el radio calculado

a partir del rango de ωc2, es muy cercano a 6,35mm, o mejor dicho a 0,25 in. Este
hecho presenta una ventaja significativa, ya que se pueden conseguir muy fácilmente
barras cilíndricas de cualquier material conductor, e.g. aluminio, cobre, plata, oro,
latón, etc., con lo que se evita cualquier tipo de maquinación relacionada al radio
de los cilindros conductores para la construcción del cristal fotónico.
Con base al radio de los cilindros a utilizar, el parámetro de red tiene el siguiente

valor: a = 31,5mm, y se observa que el rango de frecuencias en donde el índice de
refracción efectivo del cristal es negativo se encuentra limitado por:

8,83GHz < fc2 < 10,91GHz (3.2)

Dicho rango es ideal para la banda de frecuencias escogida.
La altura de los cilindros conductores es el siguiente parámetro que se va a

considerar. Como se ha mencionado a lo largo de este trabajo es necesario que
todas las dimensiones sean lo suficientemente grande para poder ser consideradas
como infinitas y que los resultados de transmisión sea similares a los calculados
previamente. Los cilindros conductores deben de ser lo suficientemente altos para
cumplir con estos requerimientos. Experimentos realizados para la comprobación de
la refracción negativa proponen utilizar una altura de los cilindros de entre 15λ y
20λ, donde λ es la longitud de onda de la señal [8], [27]-[29]. Para la frecuencia de
trabajo, el valor de la altura sería de aproximadamente 45 cm. Otros autores han
propuesto situar al cristal fotónico dentro de un guía de onda de placas paralelas,
reduciendo drásticamente la altura de los cilindros y además debido a las múltiples
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reflexiones que existen la guía de onda, la altura se podría considerar infinita [9],
[10], [30].
En la banda X, existen dos tipos de guía de onda, la guía de onda circular y

la rectangular: la primera consiste en un tubo metálico que puede ser relleno de
algún dieléctrico o simplemente de aire, mientras que las guías rectangulares, son
tubos metálicos huecos rectangulares que igualmente se pueden rellenar de distintos
materiales. Para el caso de la guía de onda rectangular, el estándar es conocido
como WR-90 y sus dimensiones interiores son 0,4 in de alto por 0,9 in de ancho [31].
Tomando en cuenta esta información la altura de los cilindros conductores se

decidió que fuera la de la guía de onda, es decir 0,4 in.
Los experimentos realizados para la verificación del índice de refracción negativo

son básicamente tres, la referencia [9] lo verifica utilizando un prisma, Martínez et
al [27] y Ozbay et al [28], realizan sus experimentos utilizando una placa y observan
el efecto de autoenfoque y Parimi [29] observa el ángulo de refracción de un haz de
rayos incidentes sobre una placa de manera no normal y a partir de dicho ángulo
obtiene el índice de refracción. Las configuraciones se muestran en la figura 3.1.
De acuerdo a la infraestructura disponible para realizar las mediciones, se observó
que la forma más sencilla para realizar la comprobación experimental del índice
de refracción es observar el efecto de autoenfoque, con una placa rectangular. Las
dimensiones de dicha placa se definieron a partir de lo mencionado por la referencia
[28] y del rango de índices de refracción calculados por el algoritmo de diferencias
finitas y el diagrama de bandas, por lo que las dimensiones de la placa en parámetros
de red fueron para el ancho igual a 7a (220mm) y para el largo de 18a (567mm).
Cabe mencionar que la dirección ΓM del cristal fotónico corresponde al largo de la
placa y la dirección de incidencia de la onda corresponde a ΓK y es representada en
el ancho de la placa. En la figura 3.2(a) se muestra un esquema con las dimensiones
físicas del cristal fotónico.

3.1.2. Proceso de construcción

La selección de materiales consistió en un análisis de costo-efectividad de los
diferentes materiales disponibles. Al final de dicho análisis se observó que el ma-
terial más adecuado para los cilindros conductores fue el cobre. El cobre presenta
una mayor conductividad (5,80 × 107 S/m) que el aluminio (3,54 × 107 S/m), el
latón (1,57 × 107 S/m) o el bronce (1 × 107 S/m), además de que es un material
diamagnético y la constante de permeabilidad magnética es prácticamente igual a
la unidad y la profundidad del efecto de piel (δ) es de 0,0021mm para 1GHz [22].
El material seleccionado para las guías de onda de placas paralelas fue el latón.

La mayoría de las guías de onda WR-90 son hechas de latón o aluminio y se observa
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Figura 3.1: Configuraciones experimentales utilizadas para la verificación de la refracción
negativa. (a) Utiliza un cristal fotónico en forma de prisma. (b) Se observa el efecto de
autoenfoque con un cristal en forma de placa y (c) la refracción negativa ocurre cuando
una haz colimado incide en una placa con índice de refracción negativa. La línea punteada
representa la normal con respeco al rayo incidente en el material.

que de acuerdo a [31], el latón es el material ideal ya que presenta una atenuación
de entre 6,45− 4,48 dB /100 ft para la banda X.
El maquinado y la fabricación del cristal fotónico fue realizado en un CNC

(Computer Numerical Control). Fue necesario realizar un modelo tridimensional de
la estructura completa para que el CNC lo maquinara. Dicho modelo fue realizado
mediante un programa de diseño asístido por computadora (CAD) y se muestra en
la figura 3.2(a).

31
,5
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23
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504,26

R6
,3a) b)

Figura 3.2: a) Modelo bidimensional del cristal fotónico en forma de placa. Dicho modelo
fue realizado utilizando el programa AutoCAD. Todas las cotas se encuentran en milímet-
ros. b) Fotografía del cristal fotónico utilizado en este proyecto.
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Figura 3.3: Diagrama de rayos de un cristal fotónico con forma de placa, comportándose
como una lente. Se emite un rayo a través de una fuente sobre la lente de índice negativo
y se enfoca dentro y fuera del cristal.

3.2. Configuración experimental

La configuración experimental elegida, fue la que se observa en la figura 3.1(b).
El efecto de autoenfoque consiste en situar una fuente omnidireccional de un lado
de la placa y observar que una imagen se forma del otro lado de la placa.
La medición del espectro de transmisión se realizó utilizando un generador de

microondas conectado a la antena transmisora y la antena receptora se conecto a
una analizador de espectros de frecuencia. Todas las mediciones fueron realizadas
en una cámara semianecoica para eliminar cualquier tipo de interferencia.
Las antenas utilizadas para la medición fueron dos guías de onda abiertas. Una

guía de onda puede considerarse como una fuente omnidireccional para distancias
mayores a la especificada por el campo lejano de dicha antena. La distancia, d,
elegida fue de 15 cm, la cual es casí 5 veces la distancia de campo lejano para la
guía de onda. En la figura 3.3 se observa un diagrama de rayos de la configuración
experimental utilizada, especificándose sus parámetros.
La distancia de autoenfoque, s0, está determinada por:

s0 = (L− s)

s
1− sen2 (φ)

|neff |2 − sen2 (φ)
(3.3)

suponiendo que el enfoque interno se encuentra dentro del cristal o L > s. A partir
de la ecuación 3.3, se puede observar que la posición del foco exterior depende del
ángulo φ, salvo en el caso donde neff = −1. Dicho caso puede considerarse ideal ya

k===~V __________ .. 
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que se considera que el cristal fotónico se encuentra rodeado de vacío. En el caso
donde el cristal fotónico no se encuentre en el vacío, es necesario que su índice de
refracción, − |neff |, sea igual, en valor absoluto, al del medio que lo rodea, i. e.
nmedio = |neff |, para observar un enfoque no dependiente del ángulo de incidencia.

Sin embargo en la figura 3.4 se muestra el comportamiento de s0 conforme se
varía el ángulo de incidencia φ y se puede observar que existe un rango de valores de
φ, donde el valor de s0 es igual para un determinado neff . Se define dicha distancia
como s00. El rango de valores es mayor conforme neff →−1.

Al graficarse s00 con respecto al neff se observa el comportamiento mostrado en
3.5.

El rango mostrado en la expresión 3.2, indica que los valores del índice de re-
fracción que posee el cristal fotónico se encuentran entre: −0,45 ≤ neff ≤ 0, por lo
que la distancia de enfoque se espera que sea: 18,89 cm ≤ s00 ≤ 85 cm.

Finalmente se muestra una fotografía de la configuración experimental en la
figura 3.6, donde aparece un riel óptico para los movimientos en el eje x.
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Figura 3.4: Gráfica de la distancia del foco exterior, s0 contra el ángulo de incidencia φ.
Se puede observar que conforme el índice aumenta se puede definir un punto en el cual se
observa el enfoque de la fuente.
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Figura 3.6: Fotografía del montaje experimental de acuerdo a la figura 3.3.
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Capítulo 4

Análisis de resultados

En este capítulo se presenta el análisis detallado de los resultados que se realizó a
partir de recopilación de los datos obtenidos mediante la configuración experimental
descrita en el capítulo anterior. La verificación experimental consistió en obtener la
respuesta en frecuencia del cristal fotónico, con la finalidad de corroborar el diagra-
ma de bandas del cristal fotónico. En segundo termino se procedió a la verificación
del índice de refracción mediante una medición detallada del patrón de potencias
en la zona donde se esperaría el enfoque, como se muestra en la figura 3.3. Una vez
que se obtuvo toda esta información se realizó un procesamiento de los datos y se
obtuvo el valor del índice de refracción para las frecuencias de trabajo y finalmente
se realizó una comparación de los índices obtenidos experimentalmente con los va-
lores teóricos. La dirección de incidencia para todas las ondas EM utilizadas en el
experimento fue Γ→M , y con una polarización TM (Transversal Magnético).

4.1. Espectro de transmisión

El espectro de transmisión es conocido también como la respuesta en frecuencia
de un determinado sistema. La medición del espectro fue realizada con un analizador
de redes HP8722C en un rango de frecuencias entre 7GHz ≤ f ≤ 13GHz. El
parámetro de transmisión elegido para esta tarea fue el S21. De forma paralela se
realizó una simulación de la respuesta en frecuencia, así como del parámetro S21
utilizando el programa HFSS. Dicho software resuelve las ecuaciones de Maxwell
mediante el método de elementos finitos, la simulación se realizó para las frecuencias
entre 7GHz ≤ f ≤ 12GHz.
Los resultados experimentales, así como la simulación se muestran a la figura 4.1.

En la gráfica, tanto para los datos de la simulación como los datos experimentales
se observa una brecha prohibida en el espectro de transmisión.
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Figura 4.1: Gráfica donde se presenta la variación del parámetro S21 con respecto a la
frecuencia (espectro de transmisión). La línea contínua representa los datos obtenidos
experimentalmente, mientras que la línea de × es la gráfica simulada.

En el caso de la simulación la brecha se encuentra entre: 10,64GHz ≤ f ≤
11,55GHz lo que representa un ancho de banda de 0,91GHz, mientras que en lo
referente a los datos experimentales se observa la brecha entre: 10,97GHz ≤ f ≤
11,48GHz o un ancho de banda de 0,51GHz.

4.2. Verificación del índice de refracción

La verificación experimental del índice de refracción se realizó utilizando un gen-
erador de microondas, ya que en el analizador de redes ocupado para el espectro de
transmisión no puede radiar la potencia necesaria para que se observe la transmisión
de ondas EM a través del cristal. Dicho generador de microondas puede generar on-
das en frecuencias de 2 a 18GHz con una potencia de salida máxima de 10 dBm.
Los datos experimentales se obtuvieron realizando un barrido espacial en el plano
xy (ver figura 3.3) del lado de la placa donde se espera encontrar el foco externo de
la lente. Las mediciones se realizaron con la ayuda de un riel óptico, el cual ayudó
a que la obtención de datos fuese mas precisa. El rango de frecuencias en donde se
realizaron las medidas fue entre: 9,1 ≤ f ≤ 10GHz, con una resolución de 0,1GHz
para todas la mediciones.
En la figura 4.2 se observan los datos obtenidos experimentalmente para una de-
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Figura 4.2: (a) Esquema donde se muestran los datos obtenidos de forma experimental.
Cada cuadro representa una medición y se le asigna el valor de potencia medido de acuerdo
a la barra de color mostrada. (b) Curva de datos experimentales donde se muestra el
intervalo de distancias donde se encuentra concetrada la mayor cantidad de potencia (-
3dB).

terminada frecuencia, en la gráfica superior, cada cuadro corresponde a unamedición
realizada en el plano xy. La gráfica inferior, muestra el intervalo de distancias en
la que se encuentra concentrada la potencia, esta región se define a partir de los
valores de la curva que se encuentran 3 dB por debajo del máximo valor de la curva.
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4.2.1. Frecuencia de 9,1GHz

En la figura 4.3 se observa una representación gráfica del nivel de potencia para
9,1GHz en la zona donde se espera observar el fenómeno de autoenfoque. En dicha
figura se puede ver una zona definida en donde existe una concentración de energía.
El valor potencia máximo es igual a −42 dBm y se encuentra sobre el eje x, a una
distancia del cristal, s0 = 13,5 cm. Se puede definir una región, como se muestra
en la figura 4.2(b), alrededor del punto de potencia máxima, donde se observa el
50% de la potencia máxima o −3 dB del valor de potencia máximo, dicha región
se encuentra en: 10,5 cm ≤ s0 ≤ 17 cm. A partir de dicho rango de valores se puede
determinar el índice de refracción para esa zona, de acuerdo a la expresión 3.3 y la
figura 3.5.

El índice de refracción para esta frecuencia se encuentra en el rango de: −0,81 ≤
neff ≤ −0,5.
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Figura 4.3: Representación gráfica del nivel de potencia para la frecuencia 9,1GHz. El
área graficada representa a la zona que se encuentra a la derecha del lente rectangular que
se muestra en la figura 3.3, la zona de color rojo representa un mayor nivel de potencia.
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4.2.2. Frecuencia de 9,2GHz

La figura 4.4, muestra los valores de potencia para la zona de autoenfoque de
la configuración experimental, para una frecuencia de 9,2GHz. El valor máximo de
potencia es igual a −43 dBm y de la misma forma que en para la frecuencia anterior,
dicho valor se encuentra en el eje x a una distancia del cristal de, s0 = 15,5 cm. La
zona de máxima potencia se encuentra limitada por: 11,5 ≤ s0 ≤ 18,5 cm y el rango
de valores del índice de refracción para la frecuencia de trabajo es: −0,74 ≤ neff ≤
−0,46.
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Figura 4.4: Representación gráfica del nivel de potencia para la frecuencia 9,2GHz. El
área graficada representa a la zona que se encuentra a la derecha del lente rectangular que
se muestra en la figura 3.3, la zona de color rojo representa un mayor nivel de potencia.
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4.2.3. Frecuencia de 9,3GHz

La región de autoenfoque para la frecuencia de 9,3GHz se muestra en la figura
4.5. La potencia adquiere un valor máximo sobre el eje x a una distancia s0 = 16 cm
y un valor máximo de −43 dBm. La región de máxima potencia, definida en la figura
por el color blanco es igual a: 13,5 ≤ s0 ≤ 19 cm. A partir de dicha región se define
el índice de refracción efectivo para esta frecuencia, que se encuentra en el siguiente
rango: −0,63 ≤ neff ≤ −0,45.
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Figura 4.5: Representación gráfica del nivel de potencia para la frecuencia 9,3GHz. El
área graficada representa a la zona que se encuentra a la derecha del lente rectangular que
se muestra en la figura 3.3, la zona de color rojo representa un mayor nivel de potencia.
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4.2.4. Frecuencia de 9,4GHz

La figura 4.6 corresponde a la distribución de la potencia en la zona de autoen-
foque para una frecuencia de 9,4GHz. El valor máximo de la potencia recibida es
igual a −44 dBm y se encuentra a una distancia del cristal, s0 = 17,5 cm. Utilizando
el valor de máxima potencia, se puede definir un área de donde se concentre la mayor
parte de la potencia total transmitida. Esa área corresponde a 12,5 ≤ s0 ≤ 20 cm, y
a su vez se puede definir un índice de refracción efectivo negativo, que se encuentra
acotado por: −0,68 ≤ neff ≤ −0,43.
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Figura 4.6: Representación gráfica del nivel de potencia para la frecuencia 9,4GHz. El
área graficada representa a la zona que se encuentra a la derecha del lente rectangular que
se muestra en la figura 3.3, la zona de color rojo representa un mayor nivel de potencia.
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4.2.5. Frecuencia de 9,5GHz

En lo que se refiere a la figura 4.7, la transmisión de ondas EM a una frecuencia
de 9,5GHz observa un comportamiento similar a la de las frecuencias anteriores.
Existe un valor máximo de potencia, que es igual a −44,5 dBm y una distancia
del cristal, s0 = 18 cm. El área de concentración máxima de potencia corresponde
a: 14,5 ≤ s0 ≤ 21,5 cm, y define un rango de valores para el índice de refracción
efectivo que es igual a: −0,59 ≤ neff ≤ −0,40.
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Figura 4.7: Representación gráfica del nivel de potencia para la frecuencia 9,5GHz. El
área graficada representa a la zona que se encuentra a la derecha del lente rectangular que
se muestra en la figura 3.3, la zona de color rojo representa un mayor nivel de potencia.
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4.2.6. Frecuencia de 10GHz

A partir de la frecuencia de 9,6GHz se observó un comportamiento en el cual
era muy difícil definir una región de máxima potencia, es decir, a pesar de que
existía un valor máximo (Pmáx), a lo largo de todo el eje x, se observaron valores
entre (Pmáx − 3) ≤ P ≤ Pmáx. Dicho caso se ejemplifica en la figura 4.8, donde no
se puede definir claramente una zona de máxima potencia y por ende un rango de
valores de índice de refracción efectivo para dicha frecuencia. Este comportamiento
es debido a la dependencia angular de la distancia de enfoque como se muestra en
la ecuación 3.3 y en la gráfica 3.4, ya que al aumentar la frecuencia, la zona donde
se concentra la potencia (rayos) es mas grande, por lo que es más dificil medirla.
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Figura 4.8: Representación gráfica del nivel de potencia para la frecuencia 10GHz. El área
graficada representa a la zona que se encuentra a la derecha del lente rectangular que se
muestra en la figura 3.3, la zona de color rojo representa un mayor nivel de potencia.
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4.3. Análisis de los resultados teóricos y experi-
mentales

4.3.1. Espectro de transmisión

Los resultados experimentales muestran que existen una brecha prohibida para
la transmisión de ondas EM a través del cristal fotónico en: 10,97GHz ≤ f ≤
11,48GHz, mientras que para la simulación el rango fue de: 10,64GHz ≤ f ≤
11,55GHz. A partir de los cálculos realizados para la obtención del diagrama de
bandas del cristal fotónico triangular se puede observar que se obtuvo una brecha
prohibida para las siguientes frecuencias: 10,91GHz ≤ f ≤ 11,22GHz. Una com-
paración entre los resultados experimentales, la simulación y los cálculos teóricos
muestra que los tres datos concuerdan. La diferencia observada entre los tres resul-
tados es menor al 10% del valor central de las frecuencias, y se le puede atribuir,
en el caso de los resultados experimentales al tamaño finito del cristal y que los
elementos que lo componen no son ideales.

4.3.2. Índice de refracción

La figura 4.9 muestra una gráfica donde se observa el índice de refracción efectivo
contra la frecuencia, calculado con el algoritmo de diferencias finitas y obtenido a
partir de la verificación experimental. Cabe mencionar que los datos experimentales,
para cada frecuencia, no son valores puntuales, debido a que no se puede definir
exactamente un valor de índice de refracción.
A partir de la gráfica podemos observar que los datos experimentales poseen

la misma tendencia de crecimiento que los datos teóricos, pero con una diferencia
con respecto a la curva teórica del índice de refracción. Esta diferencia es debida
primordialmente a la imposibilidad de definir un índice de refracción único, mediante
la configuración experimental elegida. De acuerdo a la figura 3.4 se puede observar
que conforme la frecuencia aumenta, la potencia se disipa a lo largo del eje de
propagación, es decir no existe una zona geométrica para la imagen, lo que produce
que no se pueda deducir un índice de refracción efectivo para el cristal fotónico.
Dicho error se podría corregir si en cada extremo de la placa se coloca un cristal
fotónico que posea el mismo valor absoluto del índice de refracción que la placa bajo
estudio, y que las variaciones del índice con respecto a la frecuencia sean iguales a
las del cristal principal, con la única diferencia de que el índice sea positivo, como
se explicó en sección 3.2 de este trabajo. De esta manera se elimina dicho problema.
Además hay que mencionar que en el proceso de medición, existieron ciertos factores
que limitaron la efectividad del montaje experimental. La primera de ellas se refiere
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a la falta de acoplamiento entre el cristal y el aire, lo que produce reflexiones espurias
que afectan directamente a los resultados. La baja potencia del generador, errores
en la alíneación de la posición de las antenas, así como a las imperfecciones de los
materiales y su no idealidad, son otros factores que deben de ser tomados en cuenta
para una optimización en la configuración experimental. Asímismo, de acuerdo a la
figura 2.16 se puede observar que conforme la frecuencia se aleja del punto Γ, las
SEF dejan de ser circulares y el índice de refracción, neff , se hace dependiente al
ángulo de incidencia y por lo tanto la ley de Snell no es aplicable.
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Figura 4.9: Gráfica donde se muestra el índice de refracción efectivo para la segunda banda
del cristal fotónico triangular, en sus direcciones, ΓM y ΓK, y el índice de refracción
obtenido a partir de los datos experimentales. Los ¥ son calculados a partir del máximo
valor en potencia para una determinada frecuencia mietras que los extremos se calculan
de acuerdo a lo estipulado en la figura 4.2(b).
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Capítulo 5

Conclusiones

En esta tesis hemos abordado teórica y experimentalmente el estudio de la propa-
gación de ondas electromagnéticos a través de un cristal fotónico metálico con una
celda unitaria triangular. El rango de frecuencias en donde se ha realizado dicho es-
tudio es en la banda X. En primer término fue necesario realizar una investigación
exhaustiva de los principios teóricos que rigen la propagación de los campos electro-
magnéticos dentro de las estructuras periódicas en general, y los cristales fotónicos
en particular. Se observó que los modelos teóricos utilizados se asemejan en gran
medida a aquellos utilizados para la descripción del comportamiento de los elec-
trones dentro un cristal electrónico de estado sólido. Los cristales fotónicos, además
de ser materiales que evitan la propagación de la luz a determinada frecuencias,
también se pueden catalogar como buenos conductores de luz y cuya conductancia
depende de la estructura de bandas del cristal, así como de su geometría específica.
Se definieron las condiciones necesarias para la existencia de una región específica
en la cual el esparcimiento natural producto de la distribución geométrica de los
elementos del cristal, provoca que el cristal se comporte como un material dieléctri-
co ordinario, y de esta forma se pueda definir un índice de refracción efectivo para
el cristal. Dicha región solamente se observa en frecuencias cercanas al origen del
espacio recíproco y es producto del alto índice de modulación creado a partir de la
diferencia de las propiedades intrínsecas los componentes del cristal. El índice de
refracción para cualquier cristal fotónico que cumpla con las condiciones expresadas
en este trabajo, puede ser negativo y menor que la unidad. Cabe mencionar que
dicha discusión se puede generalizar a cualquier tipo de cristal fotónico, tanto a
los sistemas multicapas (unidimensionales), bidimensionales, así como los cristales
tridimensionales. Un cristal fotónico metálico presenta una ventaja principal con
respecto a su contraparte dieléctrica, el efecto de modulación de la banda de trans-
misión es máxima, por lo que se puede esperar una región más grande en donde se
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observe un índice de refracción efectivo bien definido. El diseño de las dimensiones
físicas del cristal fue realizado a partir del algoritmo de diferencias finitas utilizado
para encontrar la relación de dispersión o diagrama de bandas fotónicas, del cristal.
Una conclusión importante referente a dicho diseño es que los cálculos, tanto del
diagrama de bandas, como del índice de refracción, se pueden hacer normalizados
con respecto al radio de los cilindros conductores y el tamaño de la celda unitaria,
es decir, solamente depende la relación r/a. Este detalle produce que se puedan di-
señar una gran cantidad de cristales, para cualquier rango de frecuencias basándose
simplemente en un parámetro físico de la red.

En el aspecto experimental, se comprobó el índice de refracción negativo me-
diante la observación detallada del efecto de autoenfoque. La verificación experi-
mental se dividió en dos partes. La primera consistió en la obtención de la respuesta
en frecuencia del cristal fotónico y su comparación con la estructura de bandas.
Para este caso se observó una concordancia aceptable entre con lo predicho en la
teoría (diagrama de bandas) y lo obtenido experimentalmente. Dicho resultado fue
corroborado paralelamente utilizando un software de simulación de campos electro-
magnéticos conocido como HFSS y de la misma forma se observó una buena con-
cordancia entre todos los datos. El segundo aspecto de la verificación experimental
consistió en la comprobación de la existencia del índice de refracción efectivo en la
banda donde este se comporta como un número negativo. Esta parte fue realizada
mediante un barrido espacial, utilizando una antena de guía de onda como trans-
misoras y receptoras. La concordancia entre los resultados teóricos y experimentales
es medianamente aceptable ya que a pesar de que el índice obtenido experimental-
mente presenta la misma tendencia de crecimiento como función de la frecuencia,
los valores de dicho índice varían considerablemente de los calculados a partir de
diagrama de bandas. Esta variación se debe principalmente a que para una lente
plana o con forma de placa como se utilizó en este trabajo no se puede determinar
claramente un índice de refracción efectivo, a menos de que dicho índice sea exacta-
mente igual a −1. Existen diferentes soluciones a este problema, las cuales siguen el
mismo principio que las utilizadas para eliminar la aberración esférica en las lentes
esféricas. Dichas soluciones quedan fuera del alcance de este proyecto. Asímismo,
cabe mencionar que existieron diferentes factores referentes a la infraestructura uti-
lizada para la medición, que pudieron provocar la diferencia entre los resultados
teóricos y experimentales. En primer término existió la limitante de una fuente de
microondas con una potencia medianamente baja y además de que no existió un
acoplamiento perfecto entre el cristal fotónico y el medio en el que se encontraba
inmerso (aire). Además se debe tomar en cuenta que los cálculos teóricos fueron re-
alizados con materiales con propiedades físicas ideales (conductividad, permitividad
dieléctrica, etc.), así como la consideración de que el cristal presentaba dimensiones
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infinitas en todos sus ejes.
En resumen, las principales conclusiones de este estudio son las siguientes:

1. El modelo basado en el algoritmo de diferencias finitas para el cálculo del
diagrama de bandas se puede generalizar para cualquier rango de frecuencias,
ya que el comportamiento del cristal depende solamente de la relación r/a y
de su geometría.

2. Se observó experimentalmente una región de frecuencias definida en la cual
existe un índice de refracción negativo, el cual es menor que la unidad y además
es negativo.

3. Un estudio referente a la optimización de la configuración experimental es
necesario para profundizar en las características y comportamiento del índice
de refracción negativo en los cristales fotónicos. Una propuesta es mencionada
en la referencia [32] y consiste en fabricar una lente plano-cóncava, eliminando
de esta forma la dependencia de la distancia de enfoque con respecto al ángulo
de incidencia.

Los resultados de este estudio podrían emplearse para el diseño de filtros, guías
de onda sin pérdidas, lentes planas, resonadores, acopladores y otros dispositivos que
al trabajar en un régimen con índice de refracción negativo tendrían una ventaja
sustancial con respecto a los dispositivos realizados con materiales ordinarios.
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Apéndice A

La red recíproca y la zona de
Brillouin

A través del desarrollo de esta tesis se utilizó el teorema de Bloch para expresar
un modo electromagnético como una onda plana que es modulada por la función pe-
riódica u (r). La función u presenta la misma periodicidad que el cristal y solamente
es necesario considerar los vectores k que se encuentren en la zona de Brillouin.
En este apéndice se proporciona información adicional para aquellos lectores que

no estén familiarizados con la física de estado sólido u otras áreas donde las redes
periódicas tengan un papel importante. La información de este apéndice está basada
en los primeros capítulos del texto de estado sólido de C. Kittel [33].

A.1. La red recíproca

Se propone una función f (r) que es periódica en una red; i.e., que f (r) =
f (r+R) para todos los vectores R que trasladan la red a un punto donde es
idéntica. El conjunto de vectores R es conocido como vectores de la red. Si se
toma la transformada de Fourier de la función periódica f (r), se puede construir
la función a partir de ondas planas con diferentes vectores de onda. La expansión
tiene la siguiente forma:

f (r) =

Z
dqg (q) eiq·r (A.1)

donde g (q) es el coeficiente de las ondas planas con vector de onda q. Al imponer
la condición periódica f (r) = f (r+R) en la expansión, se tiene que
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f (r+R) =

Z
dqg (q) eiq·reiq·R = f (r) =

Z
dqg (q) eiq·r (A.2)

La expresión anterior, indica que la periodicidad de f produce que la transforma-
da de Fourier tenga la propiedad de que g (q) = g (q) exp (iq ·R), lo cual solamente
es posible cuando g (q) = 0 o exp (iq ·R) = 1. En otras palabras, la transformada
de Fourier es cero en todos partes, excepto en picos donde los valores de q son tales
que la exp (iq ·R) = 1 para todos los vectores R.
A partir de esta información, se puede observar que si se está construyendo una

función periódica sobre una red, f , a partir de ondas planas, se requiere solamente
de las ondas planas con vectores de onda q tales que exp (iq ·R) = 1 para todos los
vectores R. Esta afirmación se puede entender mejor, al hacer una analogía con la
transformada de Fourier de una función f (x) en una dimensión con periodo τ , ya
que esta solamente requiere de la función senoidal fundamental con periodo τ y sus
armónicos τ/2, τ/3, τ/4...
Los vectores q tales que la exp (iq ·R) = 1, o equivalentemente q · R = n2π,

son conocidos como vectores de la red recíproca y por lo general son designados por
la letra G. Dichos vectores forman una red propia; i.e. Si se suman dos vectores de
la red recíproca G1 y G2 el resultado es otro vector de la red recíproca y se puede
verificar fácilmente. Se puede construir la función f (r) con una suma apropiada de
todos los vectores recíprocos de la red, de la siguiente forma:

f (r) =
X
G

fGe
iG·R (A.3)

Para obtener el conjunto de vectores de la red recíproca {G} a partir de un
conjunto de vectores de la red {R}, se deben de encontrar todos los vectores G
tales que G ·R sea un múltiplo entero de 2π para cada R.
Los vectores de la redR se pueden escribir en términos de los vectores primitivos

de la red, que son los vectores más pequeños apuntando de un punto de la red hacía
otro. Por ejemplo, en una red cúbica simple, con espaciamiento a, los vectores R
tendría la forma R = labx+maby+ nabz, donde (l,m, n) son enteros. En general, los
vectores primitivos de la red, son conocidos como a1, a2, a3.
Si los vectores de la red recíproca {G} forman una red propia, estos deben

de tener un conjunto de vectores primitivos bi, de tal forma que todos los vectores
primitivosG puedan ser escritos comoG = lb1+mb2+nb3. Entonces, la condición
G ·R = n2π tiene la siguiente forma:

G ·R = (la1 +ma2 + na3) · (l0b1 +m0b2 + n0b3) = N2π (A.4)
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para todos los valores de (l,m, n), la condición anterior debe de existir para algún
N . La igualdad A.4 se puede satisfacer si se construye bi de tal forma que ai ·bj = 2π
si i = j y 0 si i 6= j o de forma más compacta ai ·bj = 2πδij. En general, los vectores
de la red recíproca se pueden construir de la siguiente forma:

b1 = 2π
a2 × a3

a1 · a2 × a3
b2 = 2π

a3 × a1
a1 · a2 × a3

(A.5)

b3 = 2π
a1 × a2

a1 · a2 × a3

A.2. La zona de Brillouin

En el Capitulo 1 de este trabajo, observamos que la simetría translacional de un
cristal fotónico permite clasíficar los modos electromagnéticos con vector de onda
k. Los modos pueden ser escritos en forma de Bloch, y consiste en una onda plana
modulada por una función que presenta la misma periodicidad que la red:

Hk (r) = eik·ruk (r) = eik·ruk (r+R) (A.6)

Una característica importante de los estados de Bloch, es que diferentes valores
de k no necesariamente producen diferentes modos. Específicamente, un modo con
vector de onda k y un modo con vector de onda k+G son el mismo modo, si G
es un vector de la red recíproca. Esto significa que existen una gran cantidad de
redundancia en el vector de onda k.
En la física de estado sólido, la primera zona de Brillouin es la celda primitiva

de la red recíproca. Se puede encontrar de la misma forma que la celda de Wigner-
Seitz para las redes reales. A partir del teorema de Bloch, se puede demostrar que el
comportamiento de ondas dentro de un medio periódico se puede caracterizar com-
pletamente a partir de su comportamiento dentro de la primera zona de Brillouin.
La celda de Wigner-Seitz alrededor de un punto de la red está definida como

el lugar geométrico de los puntos, que se encuentran mas cercanos a dicho punto
de la red que a cualquiero otro punto de la red. Se puede demostrar que la celda
de Wigner-Seitz es una celda unitaria primitiva de la redes de Bravais. La celda se
puede construir escogiendo un punto cualquiera de la red, luego se dibujan líneas a
los puntos de la red más cercanos al punto inicial. En el punto medio de dichas líneas
se dibuja una línea normal (para el caso tridimensional dichas líneas se convierten
en planos) a esta y la zona definida (en donde se encuentre el punto incial) por todas
los bisectores es la celda de Wigner-Seitz.
La zona irreductible de Brillouin es la reducción de la zona de Brillouin a partir

de simetrías que existan en la misma.
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a) b)

Figura A.1: (a) Construcción de la zona de Brillouin de la red cuadrada. (b) Construcción
de la zona de Brillouin de la red triangular. Las líneas punteadas unen el punto central
con sus vecinos más cercanos, mientras que las líneas sólidas representan los bisectores de
cada línea punteada. La región sombreada es la primera zona de Brillouin.

En la figura A.1 se muestra la construcción de las zonas de Brillouin para la red
cuadrada y la red triangular.
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Apéndice B

Código fuente

El cálculo del diagrama de bandas para los cristales fotónicos bidimensionales se
realizó mediante el algoritmo de diferencias finitas en el espacio real como se mostró
en Capítulo 2 de este trabajo de tesis. La implementación de dicho algoritmo se
desarrolló utilizando el programa Matlab, en su versión 6.5. Se realizó un programa
distinto para cada tipo de cristal fotónico (cuadrado o triangular). Cada progra-
ma consistió en un archivo principal (principal.m) y este a su vez manda llamar
diferentes funciones o archivos como se muestra en la figura B.1 para obtener los
eigen-valores necesarios para el diagrama de bandas.
En el diagrama de flujo de la figura B.1 se muestra como el programa principal,

principal.m, utiliza las funciones diagramacc.m (diagramatt.m), distanciacc.m
(distanciatt.m), nodomin.m, pruebat.m y asígnacioncc.m (asígnacionmod.m).
Las funciones que se mencionan entre paréntesis son aquellas que se utilizan en
específico para la red triangular. A continuación se dará una descripción general de
las funciones mencionadas.
principal.m: Función principal del programa, se adquiere el número de puntos

de la malla en los cuales se divide la celda unitaria, N , determinado por el usuario.
Llama a la función diagramacc.m (diagramatt.m), previamente definiendo los va-
lores del vector de onda k, que pertenecen al contorno de la zona irreductible de
Brillouin y obtiene como resultado los eigen-valores de la red, finalmente los guarda
en un archivo para posteriormente graficarlos.
diagramacc.m (diagramatt.m): Esta función llama a la subrutina distanciacc.m

(distanciatt.m), con la finalidad de obtener los puntos (nodos) de la malla que se
encuentran dentro de los cilindros conductores, y posteriormente llama a la función
pruebat.m, la cual a partir de la información obtenida de la función distanciacc.m
(distanciatt.m), calcula que nodos de la celda unitaria se encuentran fuera de los
cilindros conductores, a continuación llama a la función asígnacioncc.m (asígnacionmod.m),
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y obtiene la matriz de todos los nodos de la malla y a partir de la cual se pueden
obtener todos los eigen-valores de la celda unitaria. Finalmente calcula los eigen-
valores mediante una subrutina y la información obtenida de las distintas funciones
llamadas.
distanciacc.m (distanciatt.m): Esta función calcula la distancia entre cada

esquina de la celda unitaria y cada uno de los nodos que conforman la malla genera-
da. Llama a la función nodomin.m, para obtener los nodos que se encuentran dentro
de los cilindros conductores.
nodomin.m: Calcula que nodos se encuentran dentro de los cilindros conductores

a partir de la distancias calculadas por la función distanciacc.m (distanciatt.m).
pruebat.m: Calcula que nodos se encuentran fuera de los cilindros conductores a

partir de la distancias calculadas por la función distanciacc.m (distanciatt.m).
asígnacioncc.m (asígnacionmod.m): Esta función obtiene la matriz completa

en diferencias finitas del eigen-problema, a partir la cual se pueden obtener los
eigen-valores requeridos para el diagrama de bandas. La asígnación de valores de
dicha matriz se hace a partir de las ecuaciones 2.24 o 2.32, y de las condiciones
de frontera descritas por las ecuaciones 2.25 o 2.33 según sea el caso. La matriz se
compone de los coeficientes de un sistema de ecuaciones simultáneo y líneal, cada
ecuación representa la aplicación de la aproximación en diferencias finitas a cada
punto de la malla.
En la siguiente sección se mostrará a detalle el código fuente de los programas

utilizados para el cálculo del diagrama de bandas de red cuadrada y la red triangular,
además se ejemplificará con una malla de N = 3, para las dos redes, mostrando los
resultados obtenidos para cada función. Todos los cálculos fueron realizados a partir
de valores normalizados con respecto al radio de los cilindros conductores, r, y el
parámetro de la red, a, y la condición r/a = 0,2.

B.1. Red cuadrada

Archivo principal.m
%Diagrama de bandas: Red Cuadrada
%Programa Principal
clear
clc
%De acuerdo al algoritmo de diferencias finitas el número de puntos
%en los que se divide la celda unitaria es de (2*N+1) en cada uno
%de sus lados, es decir se tienen (2*N+1)*(2*N+1) puntos dentro de
%la celda unitaria
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principal.m

diagramacc.m
(diagramatt.m)

distanciacc.m
(distanciatt.m) pruebat.m asignacioncc.m

(asignacionmod.m)

nodomin.m

Figura B.1: Diagrama de flujo de las funciones utilizadas para el cálculo del diagrama de
bandas de los cristales fotónicos cuadrados y triangulares. Las funciones que se encuentran
entre paréntesis son las funciones utilizadas para el caso de la red triangular.

N=input(’Indica el numero de puntos en los que se dividirá la celda
unitaria ’);
inicio=clock;%Variable utilizada para conocer el tiempo de procesamiento
%Eigen-valores para la zona Gamma-X
%La función diagramacc está limitada a 10 valores del vector
%de onda k por cada vez que se le llame.
gx=[diagramacc(0:pi/9:pi,zeros(1,10),N)];
%Eigenvalores para la zona X-M
xm=[diagramacc(pi*ones(1,10),0:pi/9:pi,N)];
%Eigenvalores para la zona M-Gamma
mg=[diagramacc(pi:-pi/9:0,pi:-pi/9:0,N)];
final=clock;%Variable utilizada para conocer el tiempo de procesamiento
completo=[gx xm mg];%matriz con todos los eigenvalores
%Se guarda la variable ’completo’ en el archivo
%bandasc.mat
save bandasc.mat completo;
El archivo principal.m, obtiene del usuario el valor del parámetro N , y define

los valores del vector de onda k, que se utilizarán para calcular los eigen-valores. El
programa está diseñado para que se calculen 10 valores puntuales de k a la vez. Los
valores de k, están divididos en tres, de acuerdo al contorno de la zona irreductible
de Brillouin.
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Para la línea Γ→ X, se tienen los siguientes valores:

kx =
¡
0 π

9
2π
9
3π
9
4π
9
5π
9
6π
9
7π
9
8π
9

π
¢

ky =
¡
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

¢
para X →M , se tiene:

kx =
¡
π π π π π π π π π π

¢
ky =

¡
0 π

9
2π
9
3π
9
4π
9
5π
9
6π
9
7π
9
8π
9

π
¢

y para Γ→M , se tiene:

kx =
¡
0 π

9
2π
9
3π
9
4π
9
5π
9
6π
9
7π
9
8π
9

π
¢

ky =
¡
0 π

9
2π
9
3π
9
4π
9
5π
9
6π
9
7π
9
8π
9

π
¢

La función principal.m, obtiene todos los eigen-valores de la red cuadrada a
partir de la función diagramacc, la cuál requiere como valores de entrada, kx, ky y
N . Una vez que se tienen los eigen-valores del problema se almacenan en el archivo
bandasc.mat, para posteriormente graficarlos.
Función diagramacc.m
function omega=diagramacc(kx,ky,N)
%Eigen-valores para los vectores de onda k ingresados
b=distanciacc(N);%nodos que se encuentran dentro de los cilindros
d=pruebat(b,N);%nodos que se encuentran fuera de los cilindros
%asígnacion de los valores en diferencias finitas
temp=asígnacioncc(N,kx,ky);
%eliminación de los nodos que se encuentran dentro de los cilindros
temp=temp(d,d,:);
%Cálculo de los eigenvalores
omega=[eig(temp(:,:,1)) eig(temp(:,:,2)) eig(temp(:,:,3))
eig(temp(:,:,4)) eig(temp(:,:,5)) eig(temp(:,:,6)) eig(temp(:,:,7))
eig(temp(:,:,8)) eig (temp(:,:,9)) eig(temp(:,:,10))];
%se elimina la variable temp, para ahorrar espacio en memoria
clear temp;
omega=(sqrt(-((2*N+1)^2)*omega))/(2*pi);%se despeja la frecuencia
omega=abs(sort(omega));%ordenamiento de los eigenvalores
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y

x

1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14

15 16 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26 27 28

29 30 31 32 33 34 35

36 37 38 39 40 41 42

43 44 45 46 47 48 49

x

y

a

a

r

(a) (b)

Figura B.2: (a) Esquema de la red cuadrada, la zona sombreada representa la celda uni-
taria. (b) Malla utilizada para cubrir la celda unitaria de la red cuadrada con N = 3.

La función diagramacc.m, requiere de valores de entrada, el vector de onda k,
y el parámetro N , a partir de estos datos, llama a la función distanciacc.m para
obtener aquellos nodos que se encuentran dentro de los cilindros conductores, como
se muestra en la figura B.2(a). Los nodos de la malla son identificados mediante
números, el primer nodo es aquel que se encuentra en la esquina superior izquierda
y los siguientes siguen la numeración que se presenta en la figura B.2(b).
Si se supone que N = 3, entonces la función distanciacc.m, arroja el siguiente

resultado:

b =
£
1 2 6 7 8 14 36 42 43 44 48 49

¤
y como consecuencia la función pruebat.m obtiene los nodos que se encuentran
fuera de los cilindros conductores:

d =
£
3 4 5 9 10 11 12 13 15 16 17 18 19

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32

33 34 35 37 38 39 40 41 45 46 47
¤

Posteriormente se obtiene la matriz temp, a partir de la función asígnacioncc.m.
Dicha matriz es cuadrada con (2N + 1)4 elementos, y el número de elementos para
N = 3, es de 2401. Cada renglón de la matriz representa un punto de la malla y
la asígnación en diferencias finitas de la Ecuación de Helmholtz (2.24) para dicho
punto, tomando en cuenta las condiciones de frontera de la ecuación 2.25. Debido
a que el campo eléctrico es igual a cero en cualquier punto dentro de los cilindros
conductores, solo se toman los renglones y columnas definidos por el vector d, lo
que produce que la matriz temp tenga 1369 elementos para N = 3.

o 
8 

O 
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A continuación se obtienen los eigen-valores de la matriz temp, para cada valor
de k, y se despeja la frecuencia normalizada a partir de la ecuación 2.24 y finalmente
se ordenan los eigen-valores de forma creciente mediante la subrutina sort. Para
N = 3 los primeros siete eigen-valores para kx = ky = 0, son los siguientes:

omega =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,4275
0,9887
1,038
1,038
1,2187
1,3672
1,4783
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Función distanciacc.m
function total=distanciacc(N)
%Distancias en la red cuadrada de cada nodo con respecto a las
%cuatro esquinas de la celda unitaria
unitariax=1;%celda unitaria en x
unitariay=1;%celda unitaria en y
%variación de arriba hacia abajo
pivotey2=reshape((repmat([0:2*N],(2*N+1),1)),1,((2*N+1)*(2*N+1)))*
unitariay;
pivotey3=fliplr(pivotey2);%variación de abajo hacia arriba
%variación izquierda a derecha, esquina superior izquierda
pivotex2=repmat([0:2*N],1,(2*N+1))*unitariax;
%variación derecha a izquierda, esquina superior derecha
pivotex3=repmat([2*N:-1:0],1,(2*N+1))*unitariax;
%variación izquierda a derecha, esquina inferior izquierda
pivotex4=pivotex2;
%variación derecha a izquierda, esquina inferior derecha
pivotex5=pivotex3;
%Cálculo de las distancias con respecto a cada esquina y obtencion
%de los nodos que se encuentran dentro de los cilindros metalicos
%esquina superior izquierda
menores2=nodomin(sqrt(pivotex2.^2+pivotey2.^2),0.2*(2*N));
%esquina superior derecha
menores3=nodomin(sqrt(pivotex3.^2+pivotey2.^2),0.2*(2*N));
%esquina inferior izquierda
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menores4=nodomin(sqrt(pivotex4.^2+pivotey3.^2),0.2*(2*N));
%esquina inferior derecha
menores5=nodomin(sqrt(pivotex5.^2+pivotey3.^2),0.2*(2*N));
%ordenamiento de los nodos
total=sort([menores2 menores3 menores4 menores5]);
La función distanciacc.m regresa en un vector, los nodos que se encuentran

dentro de los cilindros conductores, por lo que es necesario obtener el valor de
la distancia de cada nodo con respecto a las esquinas de celda unitaria. Dichas
distancias son necesarias debido a que en cada esquina de la celda unitaria se en-
cuentra una cuarta parte de un cilindro metálico, posteriormente llama a la función
nodomin.m la cual regresa los nodos en cuestión. La función nodomin.m requiere
como parámetros de entrada la distancia de los nodos y la condición r/a = 0,2,
la cual se representa de manera normalizada en el programa como 0,2 (2N). Las
distancias obtenidas también se encuentran normalizadas, ya que se considera que
tanto la distancia horizontal, como vertical entre dos puntos adyacentes es igual a
1. A continuación se muestran las distancias de los nodos para la esquina superior
izquierda. La presentación de las distancias se realiza mediante un vector de 49 val-
ores, y cada elemento representa un nodo de la malla de acuerdo a la numeración
presentada por la figura B.2(b)

dis =
£
0 1 2 3 4 5 6 1 1,4 2,2 3,1 4,1 5,1

6,1 2 2,2 2,8 3,6 4,4 5,3 6,3 3 3,1 3,6 4,2

5 5,8 6,7 4 4,1 4,4 5 5,6 6,4 7,2 5 5,1 5,3

5,8 6,4 7,1 7,8 6 6,1 6,3 6,7 7,2 7,8 8,4
¤

Función nodomin.m
function c=nodomin(a,h)
%Obtención de los nodos menores al radio de los
%cilindros metalicos
[b c]=sort(a);%ordenamiento de las distancias
%Comparacion con el radio de los cilindros
%y obtencion de los valores minimos
b=abs(fliplr(b)-h);
[d e]=min(b);
%Ordenamiento de los nodos
f=(length(b)-1):-2:(-(length(b)-1));
e=e+f(e);
c=sort(c(1:e));
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Esta función obtiene los nodos que se encuentran dentro de los cilindros metálicos
a partir de la distancia de los nodos con respecto a las esquinas de la celda unitaria
y la condición r/a = 0,2. La obtención de los nodos se realiza mediante una com-
paración sencilla entre los dos parámetros de entrada de la función y posteriormente
se ordenan mediante la subrutina sort.
Función pruebat.m
function c=pruebat(b,N)
%Nodos que se encuentran fuera de los cilindros metálicos
c=[1:(b(1)-1)];
for i=1:(length(b)-1)

c=[c (b(i)+1):(b(i+1)-1)];
end
c=[c (b(length(b))+1):((2*N+1)^2)];
La función pruebat.m obtiene los nodos que se encuentran fuera de los cilindros

metálicos, para esto solamente requiere los nodos que se encuentran dentro de los
cilindros y N , como parámetros de entrada.
Función asígnacioncc.m
function psi=asígnacioncc(N,kx,ky)
%Asígnacion de los valores en diferencias finitas para la celda
%unitaria cuadrada
%creación de la matriz completa
psi=zeros((2*N+1)^2,(2*N+1)^2,length(kx));
%índices (nodos) sin fronteras
insf=[(2+(2*N+1)):(2*(2*N+1)-1)];
insf=repmat(insf,(2*N+1-2),1);
espa=(0:(2*N+1-3))’;
espa=repmat(espa,1,(2*N+1-2));
espa=espa*(2*N+1);
insf=insf+espa;
insf=reshape(insf’,1,((2*N+1)^2-(4*(2*N+1)-4)));
%La variable ’insf’ contiene todos los indices sin frontera dentro
%de la celda unitaria.
%Ciclo de asígnacion de valores para los ’insf’.
for ii=1:length(insf)
psi(insf(ii),insf(ii),:)=-4;%central, i,j
psi(insf(ii),insf(ii)+1,:)=1;%derecha, i+1,j
psi(insf(ii),insf(ii)-1,:)=1;%izquierda, i-1,j
psi(insf(ii),insf(ii)-2*N-1,:)=1;%arriba, i,j+1
psi(insf(ii),insf(ii)+2*N+1,:)=1;%abajo, i,j-1
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end
%índices con frontera
%superior
incfs=2:(2*N);
%inferior
incfi=(((2*N+1)^2-(2*N))+1):((2*N+1)^2-1);
%izquierda-derecha
incfid=repmat([(2*N+1) (2*N+2)],(2*N+1),1);
nespa=(0:2*N+1:(2*N+1)^2-(2*N+1));
nespa=repmat(nespa’,1,2);
incfid=incfid+nespa;
[u v]=size(incfid);
incfid=sort(reshape(incfid,1,u*v));
incfid=incfid(2:u*v-2);
%Concatenacion de todos los indices con frontera dentro de la
%celda unitaria.
incf=sort([incfs incfi incfid]);
incfp=incf-((2*N+1)^2-2*N);
alfa=find(incfp);
incf=incf(alfa);
%La variable ’incf’ contiene todos los indices sin frontera dentro
%de la celda unitaria.
%Ciclo de asígnacion de valores para los ’incf’.
for ii=1:length(incf)
psi(incf(ii),incf(ii))=-4;
%frontera derecha
if mod(incf(ii),(2*N+1))==0
psi(incf(ii),incf(ii),:)=-4;%central, i,j

psi(incf(ii),incf(ii)-2*N,:)=exp(i*kx);%derecha, i+1,j
psi(incf(ii),incf(ii)-1,:)=1;%izquierda, i-1,j
psi(incf(ii),incf(ii)-2*N-1,:)=1;%arriba, i,j+1
psi(incf(ii),incf(ii)+2*N+1,:)=1;%abajo, i,j-1

end
%frontera izquierda
if mod(incf(ii),(2*N+1))==1
psi(incf(ii),incf(ii),:)=-4;%central, i,j

psi(incf(ii),incf(ii)+1,:)=1;%derecha, i+1,j
psi(incf(ii),incf(ii)+2*N,:)=exp(-i*kx);%izquierda, i-1,j

psi(incf(ii),incf(ii)-2*N-1,:)=1;%arriba, i,j+1
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psi(incf(ii),incf(ii)+2*N+1,:)=1;%abajo, i,j-1
end
%frontera arriba
if incf(ii)<(2*N+1)

psi(incf(ii),incf(ii),:)=-4;%central, i,j
psi(incf(ii),incf(ii)+1,:)=1;%derecha, i+1,j
psi(incf(ii),incf(ii)-1,:)=1;%izquierda, i-1,j

psi(incf(ii),incf(ii)+(2*N+1)*2*N,:)=exp(i*ky);%arriba, i,j+1
psi(incf(ii),incf(ii)+2*N+1,:)=1;%abajo, i,j-1

end
%frontera abajo
if (incf(ii)+(2*N+1))>(2*N+1)^2
psi(incf(ii),incf(ii),:)=-4;%central, i,j

psi(incf(ii),incf(ii)+1,:)=1;%derecha, i+1,j
psi(incf(ii),incf(ii)-1,:)=1;%izquierda, i-1,j
psi(incf(ii),incf(ii)-2*N-1,:)=1;%arriba, i,j+1

psi(incf(ii),incf(ii)-(2*N+1)*2*N,:)=exp(-i*ky);%abajo,i,j-1
end
end
La función asígnacioncc.m obtiene la matriz de coeficientes del sistema de

ecuaciones líneales, en el cual a cada punto de la malla se le asígna una ecuación en
diferencias de acuerdo a la ecuación 2.24. El sistema presenta la siguiente forma:

W (2N+1)×(2N+1)E(2N+1)2×1 = γ(2N+1)
2×1E1×(2N+1)2

La matriz W de coeficientes representa a la aproximación en diferencias del
laplaciano y cada renglón de esta representa la ecuación en diferencias para cada
punto de la malla. E representa al campo eléctrico en cada punto de la malla y γ
son los eigen-valores asociados a cada punto de la malla.
La matriz W es cuadrada y esta conformada por (2N + 1)2 elementos, en cada

renglón se representan todos los puntos de la malla y el elemento del renglón que
se encuentra dentro de la diagonal principal es el elemento ij de la ecuación 2.24.
La asígnación del algoritmo de diferencias finitas se realiza tomando en cuenta la
numeración presentada en la figura B.2. Este proceso se repite a lo largo de todos los
renglones de la matriz. Esta función se divide en dos secciones, la primera consiste
en la asígnación de valores para los nodos que no presentan fronteras periódicas y la
segunda sección asígna los valores a los nodos que tienen por lo menos una frontera
de acuerdo al algoritmo de diferencias finitas. La asígnación de fronteras se realiza
a partir de la ecuación 2.25.
Para el caso de N = 3, los nodos (índices) sin fronteras son los siguientes:
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a

aa

(a) 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14

15 16 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26 27 28

29 30 31 32 33 34 35

36 37 38 39 40 41 42

43 44 45 46 47 48 49

(b)

Figura B.3: (a) Esquema de la red triangular, la zona sombreada representa la celda
unitaria. (b) Malla utilizada para cubrir la celda unitaria de la red triangular con N = 3.

insf =
£
9 10 11 12 13 16 17 18 19 20 23 24

25 26 27 30 31 32 33 34 37 38 39 40 41
¤

mientras que los índices con fronteras son:

incf =
£
1 2 3 4 5 6 7 8 14 15 21 22

28 29 35 36 42 43 44 45 46 47 48 49
¤

B.2. Red Triangular

El diagrama de bandas del cristal fotónico con la red triangular se cálculo de
manera similar al de la red cuadrada, tomando en cuenta las diferencias referentes
a la geometría de la celda unitaria, a la ecuación en diferencias apropiada (2.32) y
a las condiciones de frontera expresadas en la ecuación 2.33. En la figura B.3(a) se
muestra una representación de la celda unitaria y se observa que en cada esquina
de la celda unitaria se encuentra una sección del cilindro conductor. Los nodos de
la malla siguen la numeración que se muestra en la figura B.3(b).
Archivo principal.m
%Diagrama de bandas: Red Triangular
%Programa Principal
clear
clc
%De acuerdo al algoritmo de diferencias finitas el numero de puntos
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%en los que se divide la celda unitaria es de (2*N+1) en cada uno
%de sus lados, es decir se tienen (2*N+1)*(2*N+1) puntos dentro de
%la celda unitaria
N=input(’Indica el numero de puntos en los que se dividira la celda

unitaria ’);
inicio=clock;%Variable utilizada para conocer el tiempo de procesamiento
%Eigenvalores para la zona Gamma-M
%La función diagramatt está limitada a 10 valores del vector
%de onda k por cada vez que se le llame.
gm=[diagramatt(zeros(1,10),0:2*pi/sqrt(3)/9:2*pi/sqrt(3),N)];
%Eigenvalores para la zona M-K
mk=[diagramatt(0:2*pi/3/9:2*pi/3,2*pi/sqrt(3)*ones(1,10),N)];
%Eigenvalores para la zona K-Gamma
kg=[diagramatt(2*pi/3:-2*pi/3/9:0,2*pi/sqrt(3):-2*pi/sqrt(3)/9:0,N)];
final=clock;%Variable utilizada para conocer el tiempo de procesamiento
completo=[gm mk kg];%matriz con todos los eigenvalores
%Se guarda la variable ’completo’ en el archivo
%bandast.mat
save bandast.mat completo;
De la misma forma que en la red cuadrada el archivo principal.m, obtiene del

usuario el valor del parámetro N , y define los valores del vector de onda k. Una
vez más los valores de k, están divididos en tres, de acuerdo al contorno de la zona
irreductible de Brillouin para la red triangular.
Para la línea Γ→M , se tienen los siguientes valores:

kx =
¡
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

¢
ky =

³
0 2π

9
√
3
2 2π
9
√
3
3 2π
9
√
3
4 2π
9
√
3
5 2π
9
√
3
6 2π
9
√
3
7 2π
9
√
3
8 2π
9
√
3

2π√
3

´
para M → K, se tiene:

kx =
¡
0 2π

27
22π
27

32π
27

42π
27

52π
27

62π
27

72π
27

82π
27

2π
3

¢
ky =

³
2π√
3

2π√
3

2π√
3

2π√
3

2π√
3

2π√
3

2π√
3

2π√
3

2π√
3

2π√
3

´
y para Γ→ K, se tiene:

kx =
¡
0 2π

27
22π
27

32π
27

42π
27

52π
27

62π
27

72π
27

82π
27

2π
3

¢
ky =

³
0 2π

9
√
3
2 2π
9
√
3
3 2π
9
√
3
4 2π
9
√
3
5 2π
9
√
3
6 2π
9
√
3
7 2π
9
√
3
8 2π
9
√
3

2π√
3

´
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Además obtiene todos los eigen-valores de la red cuadrada a partir de la función
diagramatt, la cuál requiere como valores de entrada, kx, ky y N . Una vez que se
tienen los eigen-valores del problema se almacenan en el archivo bandast.mat, para
posteriormente graficarlos.
Función diagramatt.m
function omega=diagramatt(kx,ky,N)
%Eigen-valores para los vectores de onda k ingresados
b=distanciatt(N);%nodos que se encuentran dentro de los cilindros
d=pruebat(b,N);%nodos que se encuentran fuera de los cilindros
temp=asígnacionmod(N,kx,ky);%asígnacion de los valores en diferencias

finitas
temp=temp(d,d,:);%eliminacion de los nodos que se encuentran dentro

de los cilindros
%Cálculo de los eigenvalores
omega=[eig(temp(:,:,1)) eig(temp(:,:,2)) eig(temp(:,:,3))
eig(temp(:,:,4)) eig(temp(:,:,5)) eig(temp(:,:,6)) eig(temp(:,:,7))
eig(temp(:,:,8)) eig(temp(:,:,9)) eig(temp(:,:,10))];
%se eliminia la variable temp, para ahorrar espacio en memoria
clear temp;
omega=(sqrt(-((2*N)^2)*omega/3))/(2*pi);%se despeja la frecuencia
omega=abs(sort(omega));%ordenamiento de los eigenvalores
La función diagramatt.m cálcula los eigen-valores para un determinado valor de

k. Llama a la función distanciatt.m para obtener aquellos nodos que se encuentran
dentro de los cilindros conductores.
Si N = 3, entonces la función distanciatt.m, arroja el siguiente resultado:

b =
£
1 2 6 7 8 9 14 36 41 42 43 44 48 49

¤
y la función pruebat.m obtiene los nodos que se encuentran fuera de los cilindros
conductores:

d =
£
3 4 5 10 11 12 13 15 16 17 18 19

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

32 33 34 35 37 38 39 40 45 46 47
¤

Posteriormente se obtiene la matriz temp, a partir de la función asígnacionmod.m.
Dicha matriz es cuadrada con (2N + 1)2 elementos, y el número de elementos para
N = 3, es de 2401. Debido a que el campo eléctrico es igual a cero en cualquier
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punto dentro de los cilindros conductores, la matriz temp tiene 1225 elementos para
N = 3.
A continuación se obtienen los eigen-valores de la matriz temp, para cada valor

de k, y se despeja la frecuencia normalizada a partir de la ecuación 2.32 y finalmente
se ordenan los eigen-valores de forma creciente mediante la subrutina sort. Para
N = 3 los primeros siete eigen-valores para kx = ky = 0, son los siguientes:

omega =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,60879
1,0147
1,0546
1,1556
1,3063
1,4931
1,647
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Función distanciatt.m
function total=distanciatt(N)
%Distancias en la red triangular de cada nodo con respecto a las
%cuatro esquinas de la celda unitaria
unitariax=1;%celda unitaria en x
unitariay=sqrt(3)/2;%celda unitaria en y
pivotey2=reshape((repmat([0:2*N],(2*N+1),1)),1,((2*N+1)*(2*N+1)))
*unitariay;%variación de arriba hacia abajo
pivotey3=fliplr(pivotey2);%variación de abajo hacia arriba
%variación izquierda a derecha, esquina superior izquierda
pivotex2=repmat([0:2*N],1,(2*N+1))*unitariax-pivotey2*unitariax/
2/unitariay;
%variación derecha a izquierda, esquina superior derecha
pivotex3=repmat([2*N:-1:0],1,(2*N+1))*unitariax+pivotey2*unitariax/
2/unitariay;
%variación izquierda a derecha, esquina inferior izquierda
pivotex4=repmat([0:2*N],1,(2*N+1))*unitariax+pivotey3*unitariax/
2/unitariay;
%variación derecha a izquierda, esquina inferior derecha
pivotex5=repmat([2*N:-1:0],1,(2*N+1))*unitariax-pivotey3*unitariax/
2/unitariay;
%Cálculo de las distancias con respecto a cada esquina y obtencion
%de los nodos que se encuentran dentro de los cilindros metalicos
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%esquina superior izquierda
menores2=nodomin(sqrt(pivotex2.^2+pivotey2.^2),0.2*(2*N));
%esquina superior derecha
menores3=nodomin(sqrt(pivotex3.^2+pivotey2.^2),0.2*(2*N));
%esquina inferior izquierda
menores4=nodomin(sqrt(pivotex4.^2+pivotey3.^2),0.2*(2*N));
%esquina inferior derecha
menores5=nodomin(sqrt(pivotex5.^2+pivotey3.^2),0.2*(2*N));
%ordenamiento de los nodos
total=sort([menores2 menores3 menores4 menores5]);
La función distanciatt.m regresa los nodos que se encuentran dentro de los

cilindros conductores, de la misma forma que la función distanciacc.m. Para ejem-
plificar se muestran las distancias de los nodos para la esquina superior izquierda.

dis =
£
0 1 2 3 4 5 6 1 1 1,7 2,6 3,6 4,5

5,5 2 1,7 2 2,6 3,4 4,3 5,3 3 2,6 2,6 3 3,6 4,3

5,1 4 3,6 3,4 3,6 4 4,5 5,2 5 4,5 4,3 4,3 4,5

5 5,5 6 5,5 5,3 5,1 5,2 5,6 6
¤

Función asígnacionmod.m
function psi=asígnacionmod(N,kx,ky)
%Asígnacion de los valores en diferencias finitas para la celda
%unitaria triangular
%creación de la matriz completa
psi=zeros((2*N+1)^2,(2*N+1)^2,length(kx));
%índices (nodos) sin fronteras
insf=[(2+(2*N+1)):(2*(2*N+1)-1)];
insf=repmat(insf,(2*N+1-2),1);
espa=(0:(2*N+1-3))’;
espa=repmat(espa,1,(2*N+1-2));
espa=espa*(2*N+1);
insf=insf+espa;
insf=reshape(insf’,1,((2*N+1)^2-(4*(2*N+1)-4)));
%La variable ’insf’ contiene todos los indices sin frontera dentro
%de la celda unitaria.
%Ciclo de asígnacion de valores para los ’insf’.
for ii=1:length(insf)
psi(insf(ii),insf(ii),:)=-16;%central, i,j
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psi(insf(ii),insf(ii)+1,:)=4;%derecha, i+1,j
psi(insf(ii),insf(ii)-1,:)=4;%izquierda, i-1,j
psi(insf(ii),insf(ii)-2*N-1,:)=4;%arriba, i,j+1
psi(insf(ii),insf(ii)-2*N-2,:)=1;%arriba izquierda hexagono, i-1,j+1
%arriba derecha punto mas alejado, i+1,j+1
psi(insf(ii),insf(ii)-2*N,:)=-1;
psi(insf(ii),insf(ii)+2*N+1,:)=4;%abajo, i,j-1
psi(insf(ii),insf(ii)+2*N+2,:)=1;%abajo derecha hexagono, i+1,j-1
%abajo izquierda punto mas alejado, i-1,j-1
psi(insf(ii),insf(ii)+2*N,:)=-1;
end
%índices con frontera
%superior
incfs=2:(2*N);
%inferior
incfi=(((2*N+1)^2-(2*N))+1):((2*N+1)^2-1);
%izquierda-derecha
incfid=repmat([(2*N+1) (2*N+2)],(2*N+1),1);
nespa=(0:2*N+1:(2*N+1)^2-(2*N+1));
nespa=repmat(nespa’,1,2);
incfid=incfid+nespa;
[u v]=size(incfid);
incfid=sort(reshape(incfid,1,u*v));
incfid=incfid(2:u*v-2);
%Concatenacion de todos los indices con frontera dentro de la celda
%unitaria.
incf=sort([incfs incfi incfid]);
incfp=incf-((2*N+1)^2-2*N);
alfa=find(incfp);
incf=incf(alfa);
%La variable ’incf’ contiene todos los indices sin frontera dentro
%de la celda unitaria.
%Ciclo de asígnacion de valores para los ’incf’.
for ii=1:length(incf)
psi(incf(ii),incf(ii))=-16;
%frontera derecha
if mod(incf(ii),(2*N+1))==0

psi(incf(ii),incf(ii),:)=-16;%central, i,j
psi(incf(ii),incf(ii)-2*N,:)=4*exp(i*kx);%derecha, i+1,j
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psi(incf(ii),incf(ii)-1,:)=4;%izquierda, i-1,j
psi(incf(ii),incf(ii)-2*N-1,:)=4;%arriba, i,j+1

%arriba izquierda hexagono, i-1,j+1
psi(incf(ii),incf(ii)-2*N-2,:)=1;

%arriba derecha punto mas alejado, i+1,j+1
psi(incf(ii),incf(ii)-2*N-(2*N+1),:)=-1*exp(i*kx);
psi(incf(ii),incf(ii)+2*N+1,:)=4;%abajo, i,j-1

%abajo derecha hexagono, i+1,j-1
psi(incf(ii),incf(ii)+1,:)=1*exp(i*kx);

%abajo izquierda punto mas alejado, i-1,j-1
psi(incf(ii),incf(ii)+2*N,:)=-1;

end
%frontera izquierda
if mod(incf(ii),(2*N+1))==1

psi(incf(ii),incf(ii),:)=-16;%central, i,j
psi(incf(ii),incf(ii)+1,:)=4;%derecha, i+1,j
psi(incf(ii),incf(ii)+2*N,:)=4*exp(-i*kx);%izquierda, i-1,j
psi(incf(ii),incf(ii)-2*N-1,:)=4;%arriba, i,j+1

%arriba izquierda hexagono, i-1,j+1
psi(incf(ii),incf(ii)-1,:)=1*exp(-i*kx);

%arriba derecha punto mas alejado, i+1,j+1
psi(incf(ii),incf(ii)-2*N,:)=-1;
psi(incf(ii),incf(ii)+2*N+1,:)=4;%abajo, i,j-1

%abajo derecha hexagono, i+1,j-1
psi(incf(ii),incf(ii)+2*N+2,:)=1;

%abajo izquierda punto mas alejado, i-1,j-1
psi(incf(ii),incf(ii)+(2*N+1)+2*N,:)=-1*exp(-i*kx);

end
%frontera arriba
if incf(ii)<(2*N+1)

psi(incf(ii),incf(ii),:)=-16;%central, i,j
psi(incf(ii),incf(ii)+1,:)=4;%derecha, i+1,j
psi(incf(ii),incf(ii)-1,:)=4;%izquierda, i-1,j

%arriba, i,j+1
psi(incf(ii),incf(ii)+(2*N+1)*2*N,:)=4*exp(i*(1/2)*(kx+sqrt(3)*ky));
%arriba izquierda hexagono, i-1,j+1
psi(incf(ii),incf(ii)+(2*N+1)*2*N-1,:)=1*exp(i*(1/2)*(kx+sqrt(3)*ky));
%arriba derecha punto mas alejado, i+1,j+1
psi(incf(ii),incf(ii)+(2*N+1)*2*N+1,:)=-1*exp(i*(1/2)*(kx+sqrt(3)*ky));
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psi(incf(ii),incf(ii)+2*N+1,:)=4;%abajo, i,j-1
%abajo derecha hexagono, i+1,j-1

psi(incf(ii),incf(ii)+2*N+2,:)=1;
%abajo izquierda punto mas alejado, i-1,j-1

psi(incf(ii),incf(ii)+2*N,:)=-1;
end

%frontera abajo
if (incf(ii)+(2*N+1))>(2*N+1)^2

psi(incf(ii),incf(ii),:)=-16;%central, i,j
psi(incf(ii),incf(ii)+1,:)=4;%derecha, i+1,j
psi(incf(ii),incf(ii)-1,:)=4;%izquierda, i-1,j
psi(incf(ii),incf(ii)-2*N-1,:)=4;%arriba, i,j+1

%arriba izquierda hexagono, i-1,j+1
psi(incf(ii),incf(ii)-2*N-2,:)=1;

%arriba derecha punto mas alejado, i+1,j+1
psi(incf(ii),incf(ii)-2*N,:)=-1;

%abajo, i,j-1
psi(incf(ii),incf(ii)-(2*N+1)*2*N,:)=4*exp(-i*(1/2)*(kx+sqrt(3)*ky));
%abajo derecha hexagono, i+1,j-1
psi(incf(ii),incf(ii)-(2*N+1)*2*N+1,:)=1*exp(-i*(1/2)*(kx+sqrt(3)*ky));
%abajo izquierda punto mas alejado, i-1,j-1
psi(incf(ii),incf(ii)-(2*N+1)*2*N-1,:)=-1*exp(-i*(1/2)*(kx+sqrt(3)*ky));
end
end
La función asígnacionmod.m obtiene la matriz completa para el cálculo de los

eigen-valores, el número de elementos, así como la asígnación de los mismos se hace
de la misma forma que la red cuadrada. La función se divide igualmente en dos
secciones, índices con fronteras y sin fronteras. La asígnación de valores para la
matriz se hace con base a la ecuación 2.32 y las condiciones de frontera se realizan
a partir de la ecuación 2.33.
Para el caso de N = 3, los nodos (índices) sin fronteras son los siguientes:

insf =
£
9 10 11 12 13 16 17 18 19 20 23 24

25 26 27 30 31 32 33 34 37 38 39 40 41
¤

mientras que los índices con fronteras son:

incf =
£
1 2 3 4 5 6 7 8 14 15 21 22

28 29 35 36 42 43 44 45 46 47 48 49
¤
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