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Dr. José David Vergara Oliver
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Resumen

Es bien conocido que la teoŕıa cuántica de Yang-Mills en cuatro dimensiones

acepta un estado, que llamaremos estado de Loos-Kodama, el cual se construye

como la exponencial de la acción de Chern-Simons tridimensional y que cumple

de forma exacta con las ecuaciones que restringen, en el espacio de Hilbert, a

los estados f́ısicos. Se sabe también que en esta dimensión a tal estado le co-

rresponde un eigenvalor de enerǵıa nulo. Por otro lado, sabemos que la acción

de Chern-Simons tridimensional es apta para generalizaciones a dimensiones

mayores, tales generalizaciones corresponden a teoŕıas en 2n − 1 dimensiones,

con n ∈ N
+, construidas a partir de clases caracteŕısticas en 2n dimensiones

bajo la misma ĺınea en que se construye la versión tridimensional de la teoŕıa.

Basados en esta observación, en el presente trabajo se demuestra que con la

acción de Chern-Simons 2n − 1 dimensional es posible construir un estado que

sea solución a las condiciones que seleccionan a los estados f́ısicos de la teoŕıa

cuántica de Yang-Mills definida en una variedad 2n dimensional. En contaste con

lo que sucede en las dimensiones dos y cuatro, donde el estado de Loos-Kodama

puede tener enerǵıa nula, en dimensiones mayores este eigenvalor viene dado en

términos de un polinomio de las componentes espaciales de la curvatura, cuyo

grado depende de la dimensión de la teoŕıa.



Abstract

It is well known that four dimensional Yang-Mills quantum theory accepts

a state, which I refer to as Loos-Kodama state. The state is constructed as the

exponential of the Chern-Simons action in three dimensions and satisfies exactly

the equations which restrict physical states in Hilbert space. It is also known

that in this dimension the state has zero energy eigenvalue. By other means,

we know that the three dimensional Chern-Simons action can be generalized

to higher dimensions which are related to 2n − 1 dimensional theories, with

n ∈ N
+, constructed from characteristic classes in 2n dimensions in exactly the

same way as the three dimensional version. Taking into account this observation,

the present work shows that from 2n − 1 dimensional Chern-Simons action it

is possible to construct a state being a solution of those equations that selects

physical states in the 2n dimensional Yang-Mills quantum theory. In contrast

with the two and four dimensional cases, where the Loos-Kodama state can poss-

es a null energy eigenvalue, it is found that in higher dimensions this eigenvalue

is given in terms of a polynomial in the spacial components of the curvature,

whose degree depends on the dimension of the theory.



Introducción

En la actualidad uno de los principios fundamentales más usados, tanto en

la teoŕıa clásica como cuántica de campos, es el llamado principio de norma,

desarrollado por Weyl en las primeras décadas del siglo pasado. Las teoŕıas de

norma, tal como se les conoce a aquellos modelos que están de acuerdo con

el principio antes mencionado, son la base en la descripción de la f́ısica de las

part́ıculas elementales.

Las llamadas teoŕıas de Yang-Mills, teoŕıas basadas en un grupo de simetŕıa

no-abeliano, son el tipo de modelos de norma por excelencia. La cromodinámi-

ca cuántica, por ejemplo, que es la teoŕıa de las interacciones fuertes, siendo

los hadrones compuestos de un quark y antiquark o bien tres quarks atados

mediante el intercambio de bosones de norma conocidos como gluones, corres-

ponde a una teoŕıa de norma no-abeliana SU(3) sin rompimiento espontáneo de

simetŕıa. La teoŕıa electro-débil, por otro lado, que es la teoŕıa que describe de

manera unificada las interacciones electromagnética y débil, se basa en un grupo

de norma no-abeliano SU(2) × U(1) con rompimiento espontáneo de simetŕıa.

Combinando estas dos descripciones, para tres de las cuatro fuerzas fundamen-

tales, se tiene la teoŕıa que sintetiza en buena medida las interacciones entre las

part́ıculas elementales, a ésta se le conoce como el modelo estándar, un modelo

al cual subyace una simetŕıa de norma no-abeliana tipo SU(3) × SU(2) ×U(1).

Una propiedad importante que se presenta en las teoŕıas de norma, es que éstas

tienen una interpretación geométrica en términos de haces fibrados, lo cual in-

dica que aún las interacciones no gravitacionales tienen un significado de este

tipo y entonces dan una importante gúıa, dentro de ciertos ĺımites, hacia una

teoŕıa cuántica de la gravitación.



2 Introducción

Una de las principales caracteŕısticas de las teoŕıas de norma es que éstas

pertenecen a un tipo de teoŕıas conocidas como singulares. La simetŕıa de nor-

ma, además de manifestarse a nivel de la Lagrangiana en las ecuaciones de

Euler-Lagrange como condiciones sobre los datos iniciales, se presenta en la

“hamiltonización” de la teoŕıa con la aparición de las llamadas constricciones de

primera clase. Los fundamentos y el estudio sistemático de este tipo de teoŕıas

se iniciaron con los trabajos de Dirac desde hace aproximadamente medio siglo.

Actualmente su importancia y análisis se debe a que los modelos f́ısicos de las

interacciones fundamentales son de esta clase y, por lo tanto, profundizar en

ellas tanto clásica como cuánticamente es de suma relevancia. Históricamente la

teoŕıa de norma prototipo es la teoŕıa de Maxwell, que es invariante bajo:

Aµ −→ Aµ + ∂µθ,

siendo θ el parámetro correspondiente al grupo de Lie U(1). Este tipo de inva-

riancia en la teoŕıa es la que se manifiesta a nivel hamiltoniano en las llamadas

constricciones de primera clase, éstas son relaciones entre las coordenadas y

momentos de la teoŕıa que generan a la transformación misma. Las relaciones

entre las variables en este caso indican que existen grados de libertad innece-

sarios para la descripción de la teoŕıa, la extracción de los “verdaderos grados

de libertad” no es una tarea fácil en un modelo general invariante de norma.

En general, una manera de conocer expĺıcitamente estos grados de libertad es

usando el proceso de fijación de la norma, el cual rompe con la invariancia de la

teoŕıa. Este proceso se puede hacer desde dos frentes: (i) mediante la imposición

de condiciones que fijan la norma en términos de constricciones suplementarias

a nivel de la Hamiltoniana, o (ii) mediante lo que se conoce como el forma-

lismo BRST, donde se elimina la libertad de norma a nivel de la Lagrangiana

extendiendo el espacio de configuración inicial con la inclusión de los llamados

fantasmas (“ghosts”) e introduciendo expĺıcitamente un término que rompa con

la simetŕıa de norma. Ambas maneras de tratar con el exceso de grados de li-

bertad, convergen en la teoŕıa cuántica de los sistemas invariantes de norma en

el formalismo desarrollado por Feynman y extendido por Faddeev.

Las integrales de trayectoria se han convertido en un formalismo primordial

en la discusión de la teoŕıa cuántica de campos. Este enfoque tiene varias ventajas
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con respecto al basado en operadores sobre un espacio de Hilbert, entre ellas

destacan que de aqúı son derivables las reglas de Feynman incluso de teoŕıas no-

abelianas, además de las identidades de Ward-Takahashi en la teoŕıa de Maxwell.

Al cuantizar una teoŕıa de norma en este formalismo, es bien sabido que la

formulación hamiltoniana es la fundamental y entonces al incluir en ella tanto

las constricciones de primera clase como las condiciones subsidiarias se obtiene

una integral de trayectoria (con una medida redefinida) sobre el espacio fase

que suma solamente las trayectoria representativas de los campos. Integrando

en esta última los momentos generalizados y exponenciando el determinante

que aparece en la nueva medida, se llega precisamente a la Lagrangiana que

se obtendŕıa si se aplicara directamente la opción (ii) antes mencionada. Tal

lagrangiana final, también conocida como la de una acción efectiva, es invariante

bajo la llamada transformación BRST, que es una simetŕıa ŕıgida definida en el

espacio de configuración extendido donde residen los fantasmas.

Uno puede afirmar que en general no hay una regla única para la cuantización

de las teoŕıas con constricciones. Dentro de algunas propuestas se encuentra la

extensión de la integral de trayectoria de Feynman como ya se describió en el

párrafo anterior, otra propuesta es una cuantización basada en la existencia de la

simetŕıa BRST. En esta última se hace uso de la simetŕıa que sobrevive despúes

de fijar la norma clásicamente a nivel de la Lagrangiana y se acepta que los esta-

dos f́ısicos sean aniquilados por el generador de tal transformación de simetŕıa,

la carga BRST. Aunque este tipo de cuantización ha mostrado ser útil, en este

trabajo, mas que fijar una norma para eliminar los grados de libertad superfluos,

deseamos mantener la libertad de norma de la teoŕıa que analizaremos tanto a

nivel clásico como cuántico. Por ende, una opción natural en la cuantización del

sistema es a la Dirac, i.e. un programa de cuantización donde la idea de obser-

vables clásicas como funciones invariantes de norma, se extiende a la invariancia

de norma de los vectores de estado cuánticos. Esto último se traduce, a nivel

técnico, a imponer la condición de que tales estados sean aniquilados por las

constricciones de primera clase. Este tipo de cuantización es el adoptado en la

llamada cuantización canónica de la gravedad.

El método de cuantización anterior aplicado a la teoŕıa de Yang-Mills 2n

dimensional nos va llevar al estudio de otras teoŕıas de norma interesantes desde



4 Introducción

los puntos de vista f́ısico y matemático: las teoŕıas de Chern-Simons. Como

teoŕıas de campo en śı, saltan a la vista dos hechos curiosos, uno es que su número

de grados de libertad locales depende de la dimensión (impar necesariamente) del

espacio de Minkowski y es distinto de cero para dimensiones mayores o iguales a

cinco. Este conteo se hace, como en toda teoŕıa de norma, mediante el estudio de

la estructura de constricciones de la misma, la cual resulta no ser trivial para las

teoŕıas de Chern-Simons principalmente por la violación que hacen a las llamadas

condiciones de regularización en distintas regiones del espacio fase. El otro hecho

interesante es que a pesar de que uno se refiere a una teoŕıa de Chern-Simons

como una teoŕıa de norma, habŕıa que especificar que ésta es solo invariante bajo

las transformaciones de norma pequeñas (i.e. las transformaciones de norma

homótopicamete conectadas con la identidad), mientras que su variación con

respecto a todas las transformaciones de norma no es para nada trivial. La cuasi-

invariancia de esta acción bajo transformaciones de norma será un ingrediente

esencial en este trabajo.

Hemos advertido en el párrafo anterior que el estudio de una teoŕıa cuánti-

ca de Yang-Mills en dimensiones pares nos llevará al estudio de las teoŕıas de

Chern-Simons, la razón principal es que es sabido desde 1969 que existe una

solución exacta a las ecuaciones de constricciones cuánticas que restringen a los

estados f́ısicos en cuatro dimensiones, cuyo eigenvalor de enerǵıa es nulo. Tal

estado viene dado por la exponenciación de la acción de Chern-Simons en tres

dimensiones y me refiero a él como estado de Loos-Kodama tridimensional. Al

saber que la acción de Chern-Simons tridimensional es apta de generalizaciones

a cualquier dimensión impar, un par de preguntas surgen inmediatamente:

1. ¿Es posible entonces extender el estado Loos-Kodama a 2n − 1 dimen-

siones, como estado que resuelve las constricciones de una teoŕıa cuántica

de Yang-Mills 2n dimensional?

2. Si la repuesta a la pregunta anterior es afirmativa, ¿Cuál será el eigen-

valor de enerǵıa asociado al estado de Loos-Kodama en cada dimensión?

El propósito del presente trabajo de tesis es abordar y responder estas dos pre-

guntas más allá de dar una interpretación f́ısica a tal estado. Para lograr el

objetivo, a esta tesis se le organiza como sigue:
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Caṕıtulo 1. En este caṕıtulo se define una teoŕıa de Yang-Mills sobre una va-

riedad de Minkowski d dimensional. Se procede a la descripción y análisis

de la invariancia de norma de la teoŕıa tanto en el formalismo de Lagrange

como en el de Hamilton; en particular en este último, se resalta el papel

de las constricciones de primera clase como generadoras de la transforma-

ción de norma que subyace a la teoŕıa, mientras que dentro del formalismo

Lagrangiano se destaca la relación entre simetŕıa de norma local y de-

pendencia entre ecuaciones de Euler-Lagrange codificada en el teorema de

Noether.

Caṕıtulo 2. En este caṕıtulo se inicia con la restricción de la variedad consi-

derada en el caṕıtulo 1 a ser de dimensión par, i.e. d = 2n. Sobre la parte

espacial de ese espacio de Minkowski se define una teoŕıa de Chern-Simons

a través de la Lagrangiana cuya derivada exterior corresponde a la n-ésima

forma de Chern. Se deriva la ley de transformación, bajo todas las trans-

formaciones de norma, de la acción que define a esta teoŕıa; se presenta una

formula explicita, no integral, para construir la acción de Chern-Simons

con solamente dar el valor de la dimensión, además se presentan algunas

particularizaciones del caso general con respectivas aplicaciones a proble-

mas f́ısicos.

Caṕıtulo 3. Se discuten algunas propuestas sobre la cuantización de los sis-

temas con constricciones, con ello y usando los resultados generales de

los dos caṕıtulos anteriores, se demuestra que el llamado estado de Loos-

Kodama, construido a partir de la exponenciación de la acción de Chern-

Simons, es una solución a las condiciones sobre los estados f́ısicos. Se dis-

cute someramente sobre el producto interno bajo el cual se debe definir

la norma de tal estado con miras a librar su no-normalización con respec-

to al producto cinemático. Además, se muestra que solamente en el caso

cuadridimensional el estado de Loos-Kodama tiene enerǵıa cero, pues en

los casos de dimensiones mayores la enerǵıa es proporcional a un polinomio

en la curvatura cuyo grado depende de la dimensión de la teoŕıa.

Finalmente en las conclusiones se puntualizan los resultados obtenidos y las
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posibles lineas de investigación a seguir a partir de estos. En el Apéndice A

se escribe la notación que se usa en este trabajo, aśı como algunas nociones

generales de la teoŕıa de haces vectoriales. En el Apéndice B se lleva a cabo la

prueba del teorema de Noether.



Caṕıtulo 1

La estructura de constricciones

de las teoŕıas de Yang-Mills

Las teoŕıas de Yang-Mills puras, tal como se les suele llamar a los modelos

basados en un grupo no-abeliano con bosones de norma sin interacción alguna

con campos de materia, son las encargadas de la descripción de la dinámica de

“las part́ıculas mensajeras” en el modelo estándar. Este tipo de teoŕıas fueron

propuestas por Yang y Mills en el año de 1954 [1] en el contexto de una teoŕıa

para nucleones (protón y neutrón), con un grupo de norma SU(2), mostrando

que la exigencia para contar con una teoŕıa invariante de norma local de este

tipo implicaba la existencia de campos de norma Aa
µ en el modelo, análogos

al cuadripotencial Aµ de la teoŕıa de Maxwell. Un año después Utiyama [2]

generalizó estas ideas a un grupo de norma con r-parámetros independientes,

dando lugar aśı a uno de los pilares teóricos fundamentales para la creación del

modelo de las part́ıculas elementales.

El propósito del presente caṕıtulo es describir las teoŕıas de Yang-Mills puras,

una para cada elección del grupo de norma, en un espacio-tiempo tipo Minkows-

ki d-dimensional y analizar en detalle la estructura de constricciones para estas

teoŕıas, la cual es consecuencia directa de la simetŕıa bajo la cual están consti-

tuidas.
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1.1. Revisión de las teoŕıas de Yang-Mills

Como es usual en la teoŕıa de campos, vamos a partir de una acción que

sea invariante bajo ciertas transformaciones de simetŕıa de interés, en nuestro

caso particular, invariante bajo las transformaciones de norma. La acción de

Yang-Mills la podemos escribir en términos de elementos como(1):

• La dos forma de curvatura (F ) asociada a una G-conexión D.

• El operador de Hodge (?), construido a partir de la d-forma de volumen y

una métrica Lorentziana, ambas definidas en el espacio base M .

Con estos objetos podemos escribir la acción:

S
YM

[A] = −
1

g2

∫

M
tr (F ∧?F ), (1.1)

donde g es una constante. Obviamente esta funcional es invariante de norma,

pues si se usa la ley de transformación (A.12), que figura en el Apéndice A, y la

ciclicidad de la traza se tiene:

S
YM

[Ag] = −
1

g2

∫

M
tr (F g ∧ ?F g) = −

1

g2

∫

M
tr (gFg−1 ∧ g(?F )g−1)

= −
1

g2

∫

M
tr (F ∧ ?F ) = S

YM
[A].

La forma más usual de encontrar esta acción es expresando el integrando en

coordenadas locales {xµ} del espacio base M , con lo que:

S
YM

[A] =
1

2g2

∫

M
tr (FµνF

µν)ddx = −
Kab

2

∫

M
F a

µνF
µν
b ddx,

donde Kab ≡ tr (TaTb) = f d
ac f c

bd corresponde a la forma de Killing del álgebra

del grupo de norma, la cual se puede definir para los grupos compactos y semi-

simples como Kab = 1
2δab. Aśı obtenemos finalmente:

S
YM

[A] = −
1

4

∫

M
F a

µνF
µν
a ddx ≡

∫

M
L

YM
, (1.2)

una acción invariante manifiesta bajo las transformaciones de Poincaré. Cabe

mencionar que la dependencia de la funcional S
YM

de los campos de norma se

1 Para mayor referencia ver el Apéndice A donde se hacen las definiciones pertinentes de

estos objetos y se establecen las convenciones usadas a lo largo del presente trabajo.
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da mediante F a
µν , pues ésta se define por una cantidad derivable de Aa

µ, a saber

(cf. ecuación (A.11)):

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + gfabcA

b
µA

c
ν .

En el llamado formalismo a primer orden, se considera a los campos de

norma Aa
µ y a las componentes de la curvatura F a

µν como campos independientes,

derivándose la ecuación anterior como parte de las ecuaciones de campo al variar

la acción:

S(1st)
YM

[A] =

∫

M

[
−

1

4
F a

µνF
µν
a +

1

2
F µν

a

(
∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + gfabcA

b
µA

c
ν

)]
ddx

con respecto a F a
µν . Pero durante el presente trabajo no emplearemos un forma-

lismo a primer orden, pues no existe una razón fundamental para considerar a

la curvatura y al potencial vector como entes independientes.

Entonces siendo la acción de Yang-Mills (1.2) una funcional del potencial vec-

tor solamente, podemos obtener las ecuaciones de campo mediante el principio

variacional de acción estacionaria:

δS
YM

= 0.

Tenemos dos caminos para realizar este cálculo:

(i) Variar la acción con respecto de la 1-forma A usando la notación libre de

ı́ndices desarrollada en el Apéndice A, con lo cual

δS
YM

= −
1

g2

∫

M
δtr (F ∧?F ) = −

1

g2

∫

M
tr (δF ∧?F + F ∧ ?δF )

= −
2

g2

∫

M
tr (δF ∧?F ),

pero:

δF = d(δA) + (δA)A +A(δA) = d(δA) + [A, δA]◦ = dD(δA)

con [·, ·]◦ el conmutador graduado. De modo que:

δS
YM

= −
2

g2

∫

M
tr (dD(δA) ∧?F ) = −

2

g2

∫

M
tr ((δA) ∧ dD ? F ) = 0

y el integrando se anula para una variación arbitraria de δA si y solo si se

cumple:

dD ? F = 0 ⇔ ? dD ? F = 0 (1.3)
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(ii) Usar directamente las ecuaciones de Euler-Lagrange para un sistema con

grados de libertad continuos (campos)(2), donde:

∂L
YM

∂Aa
µ

= −gfabcF
νµ
b Ac

ν ,
∂L

YM

∂
(
∂νAa

µ

) = −F νµ
a

de manera que las ecuaciones buscadas son:

0 = ∂µF
µν
a − gfabcF

µν
b Ac

µ ≡ DµF
µν
a (1.4)

Obviamente las ecuaciones (1.3) y (1.4) son totalmente equivalentes, pues

si expresamos a la 1-forma que figura en la primera ecuación en coordenadas

locales {xµ}:

? dD ? F = 0 ⇔ ηρνDµF
µν
a Tadx

ρ = 0

que implica inmediatamente (1.4). Más aún, usando las ecuaciones de movimien-

to libres de ı́ndices se obtiene directamente que éstas cumplen con el principio

de norma, ya que bajo una transformación de norma g ∈ G tenemos los cambios:

dD′B = g [dD(g−1Bg)] g−1

F g = gFg−1

para una forma B evaluada en el álgebra y la 2-forma de curvatura F , de donde:

? dD ? F = 0 ⇒ ? dD′ ? F g = 0 (1.5)

En palabras: bajo una transformación de norma, las ecuaciones de Yang-Mills (1.3)

o (1.4) son invariantes en el sentido de (1.5), lo cual no quiere decir que sean

invariantes en forma, sino que afirma que si F asociada a la G-conexión D es

solución de las ecuaciones, entonces F g asociada a D′ es solución también.

Es interesante notar que aqúı las ecuaciones de campo no se pueden escribir

solamente en términos de las componentes de la curvatura como en el caso

2 Si L(ϕ
A
, ∂µϕ

A
) es la densidad Lagrangiana asociada a un sistema de A = 1, ..., N campos,

las ecuaciones de campo son:

δL

δϕ
A

=
∂L

∂ϕ
A

− ∂ν

 
∂L

∂
`
∂νϕ

A

´
!

= 0

en términos de la derivada de Euler-Lagrange δ
δϕ

A

respecto de ϕ
A
.
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abeliano (el de la teoŕıa de Maxwell), pues:

DµF
µν
a = 0 ⇔ ∂µF

µν
a = gfabcF

µν
b Ac

µ

y la derivada covariante involucra explicitamente a los campos Aa
µ, haciendo de

los campos de norma campos auto-interactuantes. Es aqúı donde se refleja que

en las teoŕıas de norma el potencial vector juega un papel más fundamental que

la curvatura misma, lo cual se manifiesta solo de manera cuántica en efectos

como el de Aharonov-Bohm (un efecto cuántico que se da en el modelo de la

teoŕıa de norma abeliana acoplada con espinores de Dirac), donde se muestra

que esta cantidad puede llegar a ser una observable f́ısica.

Finalmente mencionemos que la densidad Lagrangiana para un sistema con-

sistente de campos de mateŕıa ϕα interactuando con los campos de norma Aa
µ,

de manera localmente invariante, esta dada por:

L = L
YM

+ L
M

(ϕ,Dµϕ).

Aqúı la Lagrangiana de materia localmente invariante L
M

(ϕ,Dµϕ) se puede

obtener de la densidad Lagrangiana L
M

(ϕ, ∂µϕ), invariante bajo la acción glo-

bal del grupo de norma G, reemplazando ∂µϕ
α en esta última Lagrangiana por

la derivada covariante Dµϕ
α y en este cambio está impĺıcita la elección de la

representación ρ del grupo.

1.2. Invariancia local y el teorema de Noether

La invariancia de norma local de una teoŕıa de Yang-Mills pura introduce en

general algunos problemas en lo que a la descripción de su dinámica se refiere.

Observe como la derivada temporal de los campos de norma Aa
0, ∂0A

a
0 ≡ Ȧa

0, no

aparece en las componentes de la curvatura F a
µν y entonces tampoco lo hace en

L
YM

(de hecho aunque la teoŕıa se considere también con acoplamiento a cam-

pos de mateŕıa, esta cantidad tampoco aparece en la Lagrangiana respectiva),

y entonces las ecuaciones de campo (1.3), o equivalentemente (1.4), no determi-

nan completamente la evolución temporal de los campos Aa
µ. Con la ayuda del

teorema de Noether, esta situación se puede entender como consecuencia directa

de esa invariancia de norma local de una manera general, sin la necesidad de
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dar una Lagrangiana invariante de norma particular. Este teorema, relaciona

cualquier tipo de invariancia de norma local con ciertas constricciones sobre los

campos.

Por simplicidad, el teorema de Noether lo enunciaremos basándonos en trans-

formaciones de norma infinitesimales, que corresponden en nuestro caso especifico

a transformaciones g en la parte conexa con la identidad en el grupo G.

Teorema 1 (Noether) La densidad Lagrangiana L(ϕ
A
, ∂µϕA

) asociada a un

sistema de campos ϕ
A

(A = 1, ..., N) es invariante, esto es δL = 0, bajo las

transformaciones infinitesimales:

δϕ
A

=

r∑

a=0

(GAaθ
a(x) + T µ

Aa∂µθ
a(x)) (1.6)

con θa(x) funciones del espacio tiempo arbitrarias clase C 2, si y solo si las

siguientes relaciones se satisfacen idénticamente (i.e., independientemente de si

los campos ϕ
A

son o no soluciones a las ecuaciones de campo correspondientes):

∂µ

(
T µ

Aa
δL

δϕ
A

)
= GAa

δL

δϕ
A

, (1.7)

∂νK
νµ
a + Jµ

a = 0, (1.8)

Kµν
a = −Kνµ

a . (1.9)

Aqúı, Jµ
a y Kµν

a están definidas por:

Jµ
a ≡ GAa

∂L

∂ (∂µϕA
)

+ T µ
Aa
δL

δϕ
A

Kνµ
a ≡ T µ

Aa
∂L

∂ (∂νϕA
)

y δ
δϕ

A

denota la derivada de Euler.

La prueba de este teorema se puede hallar en el Apéndice B. Ahora observe

como, en general, las r identidades (1.7) (a = 1, ..., r) implican que las N can-

tidades δL
δϕ

A

están relacionadas por éstas, y entonces el número de cantidades

independientes entre las N δL
δϕ

A

son N − r. Esto quiere decir que las ecuaciones

de campo:

δL

δϕ
A

=
∂L

∂ϕ
A

− ∂ν

(
∂L

∂ (∂νϕA
)

)
= 0 (A = 1, ..., N)
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para N cantidades desconocidas ϕ
A

no son independientes unas de las otras,

sino que hay solamente N − r ecuaciones de movimiento independientes debido

a las restricciones (1.7). Debe notarse que estas implicaciones son consecuencia

directa de la invariancia de L bajo las transformaciones infinitesimales (1.6),

independientemente de la forma particular de la Lagrangiana.

Para el caso de una teoŕıa de Yang-Mills pura, podemos construir las trans-

formaciones infinitesimales correspondientes a (1.6) considerando, por ejemplo

en la transformación para el potencial vector A (cf. ecuación (A.3)), a la 0-forma

g ∈ G como:

g =
�

+ iθa(x)Ta =
�
−

1

g
θ

con θa(x) parámetros infinitesimales(3) y θ ≡ −igθa(x)Ta una 0-forma que vive

en el álgebra del grupo. Con esto obtenemos entonces las transformaciones

infinitesimales:

A′ = A+
1

g
dDθ

F ′ = F +
1

g
[F, θ]◦





o bien, en coordenadas locales {xµ} del espacio-tiempo M :

δAa
µ =

1

g
(∂µθ

a − gfabcθ
bAc

µ)

δF a
µν = fabcF

b
µνθ

c





(1.10)

Comparando las primeras ecuaciones de (1.10) con (1.6), donde el ı́ndice con-

densado A representa ahora a (a, µ), tenemos las cantidades:

GAb = Ga
µ b = −fabcA

c
µ y T ν

Ab = T a ν
µ b =

1

g
δa
b δ

ν
µ

y podemos obtener directamente a Jµ
a y Kνµ

a . La antisimetŕıa de esta última

cantidad (véase ecuación (1.9)), sugiere una relación entre ésta y las componentes

de la curvatura. De hecho:

Kνµ
a = T b µ

ρ a

∂L
YM

∂
(
∂νAb

ρ

) =
1

g
F µν

a ,

Jµ
a = Gb

ρ a

∂L
YM

∂
(
∂µAb

ρ

) + T b µ
ρ a

δL
YM

δAb
ρ

=
1

g
∂νF

νµ
a

3 Pragmaticamente esto significa que tanto los términos cuadráticos de θa(x) como de sus

derivadas, los despreciaremos.
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de donde se siguen trivialmente las identidades (1.8) y (1.9), en particular la

ecuación (1.8) junto con las ecuaciones de movimiento dejan ver claramente a los

campos de norma como auto-interactuantes con la “fuente” gJ µ
a = gfabcF

µν
b Ac

ν

representando el efecto no-lineal de los campos de Yang-Mills debido a su natu-

raleza no-abeliana. Por otro lado, la identidad (1.7) es quizá la menos trivial y

corresponde a:

DνDµF
µν
a ≡ 0, (1.11)

aún cuando el potencial vector asociado Aa
µ a F µν

a no cumpla con las ecuaciones

de Yang-Mills (1.4) o dicho de otra forma (1.11) se cumple no solamente “on

shell”
(

δL
Y M

δAa
µ

= 0
)

sino que también “off shell”. Nos referimos a esta ecuación

como la identidad de Bianchi generalizada; su contraparte, con una notación

libre de ı́ndices, se puede obtener partiendo del resultado de que para cualquier

forma B evaluada en el álgebra (o incluso End(E)-evaluada) tenemos:

d2
DB = dDdD B = [F,B]◦

en particular si B = ?F :

dD (dD ? F ) = [F, ?F ]◦ =
1

2
(FµνF

µν − F µνFµν)ddx ≡ 0 (1.12)

y como dD ? F es el lado derecho de las ecuaciones de Yang-Mills (cf. ec. (1.3)),

entonces (1.12) establece lo mismo que (1.11), a saber, que la derivada covariante

de la variación de la acción de Yang-Mills, δS
YM

, respecto de los campos de

norma es idénticamente cero; de hecho:

?d2
D ? F ≡ 0 ⇔ DνDµF

µν
a Ta ≡ 0.

La identidad generalizada de Bianchi impone aśı r restricciones sobre las

d × r ecuaciones de Yang-Mills, de modo que tenemos (d − 1) × r ecuaciones

de campo funcionalmente independientes para las d× r cantidades desconocidas

Aa
µ; por lo tanto las ecuaciones de Yang-Mills no son suficientes para hallar

una solución única, en su lugar se tendrá necesariamente una solución con una

arbitrariedad en d×r−(d−1)×r = r funciones independientes. Estos grados de

libertad independientes corresponden claramente a los r parámetros θa(x) que

determinan la transformación de norma infinitesimal (1.10), con esto queremos
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decir que si Aa
µ es solución a (1.4) entonces su transformada de norma también

lo es.

Aunque se puede entender bien el origen de la dificultad en la descripción de

la dinámica de las teoŕıas de norma mediante el teorema de Noether, sin lugar a

dudas la mejor manera de entender la arbitrariedad que aparece en las soluciones

a las ecuaciones de movimiento de estas teoŕıas, es mediante las ideas introduci-

das por Dirac en los 60’s [3], nos referimos al formalismo de constricciones para

teoŕıas singulares [4, 5, 6]. Este será el tema de la siguiente sección.

1.3. Las constricciones de una teoŕıa de Yang-Mills

Una de las caracteŕısticas más sobresalientes de las teoŕıas de norma, es que

las soluciones de sus ecuaciones de movimiento, quedan indeterminadas hasta

una o varias funciones arbitrarias del tiempo [3, 4, 5, 6]. Esto es una conse-

cuencia directa de la libertad al escoger un sistema de referencia particular para

expresar a los campos en términos de sus componentes en un espacio interno.

Ya verificamos en la sección anterior cómo las ecuaciones de movimiento de una

teoŕıa de Yang-Mills no son todas independientes, esto da lugar a la existencia

de grados de libertad superfluos.

Es de esperarse que las complicaciones prácticas que se presentan en el for-

malismo Lagrangiano, cuando se trata con una teoŕıa de norma, se hereden

de alguna manera al formalismo Hamiltoniano. Es bien sabido que la densidad

Hamiltoniana, H, asociada a una densidad Lagrangiana, L(ϕ, ∂µϕ), dependiente

de los campos ϕ
A

y sus derivadas, viene dada en principio, por una transforma-

ción de Legendre sobre L en las velocidades de los campos, esto último define a

los momentos generalizados como:

πA(x) ≡
∂L

∂ϕ̇
A

= πA

(
ϕ(x), ∂µϕ(x)

)
(1.13)

donde A denota un ı́ndice condensado como lo hemos venido manejando y se

tiene por definición ϕ̇
A
(x) ≡ ∂0ϕA

(x). La condición necesaria para expresar a

todas las ϕ̇
A
’s en función de ϕ’s, π’s y derivadas ∂iϕ, es que el Jacobiano de la
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transformación (1.13) sea no nulo, es decir:

J ≡ det

(
∂πA

∂ϕ̇
B

)
= det

(
∂2L

∂ϕ̇
A
∂ϕ̇

B

)
6= 0 (1.14)

Si esta condición se cumple, entonces es posible llevar a cabo la transformación

de Legendre sobre L en todas las velocidades ϕ̇
A

y obtener:

H ≡ πAϕ̇
A
−L(ϕ, ϕ̇, ∂iϕ)

∣∣∣∣
ϕ̇=ϕ̇(ϕ,π)

= H(ϕ, ∂iϕ, π) (1.15)

en este caso se dice que la teoŕıa descrita por la densidad Lagrangiana L es

una teoŕıa regular o no-singular. En el caso en que (1.14) no se satisfaga uno

se refiere a la teoŕıa como una teoŕıa singular. En general, en una teoŕıa in-

variante de norma local, la condición (1.14) no se cumple; en otras palabras,

se puede afirmar que: para una teoŕıa de norma local es imposible realizar la

transformada de Legendre sobre L a la manera usual. La proposición anterior se

ejemplifica claramente al calcular la matriz de transformación, correspondiente

a la definición de los momentos M ≡
(

∂2L
∂ϕ̇

A
∂ϕ̇

B

)
, para la densidad Lagrangiana

L
YM

que se puede escribir en términos de submatrices de tamaño r × r como:

M =




∂2L
YM

∂Ȧa
0∂Ȧb

0

∂2L
YM

∂Ȧa
0∂Ȧb

j

∂2L
YM

∂Ȧa
i ∂Ȧb

0

∂2L
YM

∂Ȧa
i ∂Ȧb

j


 =




� �

� ∂2L
YM

∂Ȧa
i ∂Ȧb

j


 (1.16)

donde el śımbolo
�

representa a una matriz r× r con todas sus entradas nulas,

estas aparecen en (1.16) como consecuencia de la independencia de L
YM

de las

velocidades Ȧa
0. De la expresión para esta matriz de transformación es evidente

que las teoŕıas de Yang-Mills puras no cumplen con la condición (1.14) y entonces

son necesariamente teoŕıas singulares. Las consecuencias que surgen a partir del

no cumplimiento de la condición (1.14), para cualquier teoŕıa, son de más largo

alcance. Por el momento, considere la definición (1.13) de forma expĺıcita para

la densidad Lagrangiana L
YM

:

π0
a ≡

∂L
YM

∂Ȧa
0

= 0

πi
a ≡

∂L
YM

∂Ȧa
i

= F i0
a
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de donde se obtiene:

Ȧa
i = πi

a + ∂iAa
0 + gfabcA

b
0A

c
i .

Solamente las velocidades Ȧa
i son expresables en términos de los campos, sus

derivadas espaciales y algunos momentos, pero Ȧa
0 no lo son, reflejando aśı la

singularidad de la teoŕıa y definiendo lo que se llama, en el algoritmo de Dirac-

Bergmann para constricciones, una constricción primaria que se denota por:

Φ(1)
a (x, t) ≡ π0

a = 0

Esta ecuación define la llamada superficie de constricciones primarias ΣP en el

espacio fase inicial Γ := (Aa
µ, π

ν
b ); se dice que cualquier cantidad F(Aa

µ, π
ν
b ) es

débilmente cero si se anula sobre esta hipersuperficie, denotando:

F(Aa
µ, π

ν
b ) ≈ 0 ⇔ F(Aa

µ, π
ν
b )

∣∣∣∣
ΣP

= 0.

Entonces por definición:

Φ(1)
a (x, t) ≡ π0

a ≈ 0. (1.17)

Esta ecuación debe entenderse no solamente como un conjunto de r constric-

ciones (a = 1, ..., r), sino como una infinidad de conjuntos de constricciones (uno

para cada punto x del espacio).

El tratamiento general que se hace sobre el extenso tema de constricciones,

indica que la densidad Hamiltoniana correspondiente a una teoŕıa singular tiene

la forma:

H(1)(x, t) ≡ Hc(x, t) + λκ(x, t)Φ(1)
κ (x, t) (1.18)

y es llamada densidad Hamiltoniana primaria [4, 5]. Donde las λκ juegan el

papel de multiplicadores de Lagrange y Φ
(1)
κ son las constricciones primarias,

que son en general relaciones del tipo (1.17), funciones de campos, sus derivadas

espaciales y algunos momentos que expresan una dependencia entre tales varia-

bles. La llamada densidad Hamiltoniana canónica, Hc, que aparece en (1.18) se

construye como lo indica la relación (1.15), pero usando sistemáticamente todas

las constricciones primarias de la teoŕıa, de manera que Hc dependa solamente

de campos, sus derivadas espaciales y algunos momentos [3, 4, 5, 6].
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Construyendo la densidad Hamiltoniana canónica, correspondiente a la L
YM

,

con la ayuda de las reglas mencionadas en el párrafo anterior y las ecuaciones

que expresan a Ȧa
i en términos de πi

a, ∂iA
a
0 , y Aa

µ, se tiene:

Hc =
1

2
πi

aπ
i
a + πi

a∂iA
a
0 + gfabcA

a
0A

c
iπ

i
b +

1

4
F a

ikF
ik
a

de donde la Hamiltoniana canónica es:

Hc =

∫
dxHc

=

∫
dx

[
1

2
πi

aπ
i
a + πi

a∂iA
a
0 + gfabcA

a
0A

c
iπ

i
b +

1

4
F a

ikF
ik
a

]

con
∫

dx representando una integral en las (d− 1) dimensiones espaciales de M .

Integrando por partes el término πi
a∂iA

a
0 y restringiéndonos a campos con un

buen comportamiento al infinito, esto es a campos que decaigan lo suficiente-

mente rápido para poder prescindir del término de frontera(4), tenemos que:

Hc =
1

2
πi

aπ
i
a −Aa

0

[
∂iπ

i
a − gfabcA

c
iπ

i
b

]
+

1

4
F a

ikF
ik
a .

O bien en analoǵıa con el caso abeliano, al denotar:

Ei
a ≡ F i0

a

Bi
a ≡

1

2
εijkFjk



 (1.19)

la densidad Hamiltoniana toma la forma particularmente fácil de recordar:

Hc =
1

2

(
Ei

aE
i
a +Bi

aB
i
a

)
−Aa

0

[
∂iπ

i
a − gfabcA

c
iπ

i
b

]
.

Finalmente la Hamiltoniana primaria asociada a la densidad Lagrangiana

singular L
YM

, con la constricción (1.17), es:

H(1) =

∫
dxH(1) =

∫
dx
[
Hc + λaΦ(1)

a

]
(1.20)

4 Se puede mostrar [7, 8] que una teoŕıa de norma pura no posee, por śı misma,

configuraciones estáticas y regulares tipo monopolo. Sin embargo, en casos más generales,

tales como teoŕıas de norma con rompimiento espontáneo de simetŕıa se tienen necesariamente

soluciones de este tipo, las cuales poseen un comportamiento al infinito que no cumple con

lo que aqúı requerimos [9]; por ejemplo, en una teoŕıa de Yang-Mills SU(2) acoplada a un

triplete de campos escalares con potencial de Higgs, los monopolos tienen el comportamiento

Aa
i → εaij

xi

gr2 al infinito.
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donde a λa se les puede pensar como las velocidades Ȧa
0 (veáse más adelante),

funciones desconocidas de campos y momentos.

De acuerdo con el algoritmo de Dirac, cualquier variable dinámica, F , la cual

es una funcional dependiente de ϕ
A

y πA en el caso de sistemas con grados de

libertad continuos, evoluciona en el tiempo como lo dicta la ecuación:

Ḟ(x, t) ≈
{
F(x, t),H(1)(y, t)

}

≈

∫
dy
[
{F(x, t),Hc(y, t)} + λκ(y, t){F(x, t),Φ(1)

κ (y, t)}
]

(1.21)

donde el śımbolo “≈” sugiere que las constricciones, Φ ≈ 0, sean evaluadas hasta

después de calcular el paréntesis de Poisson {, } [3], estos últimos se calculan a

tiempos iguales y cada uno de ellos queda definido, en general, para variables

bosónicas, F y G funcionales de (ϕ
A
, πA) , como:

{F(x, t),G(y, t)} ≡

∫
dz

[
δF(x)

δϕ
A
(z)

δG(y)

δπA(z)
−
δF(x)

δπA(z)

δG(y)

δϕ
A
(z)

]

donde δ/δϕ
A
(z) y δ/δπA (z) denotan derivadas funcionales. Esta definición nace

de una analoǵıa con el caso de variables discretas (q
A
, pA), para dos funciones F

y G definidas en el espacio fase:

{F,G} ≡
∑

A

[
∂F

∂q
A

∂G

∂pA

−
∂F

∂pA

∂G

∂q
A

]

De la definición de los paréntesis de Poisson entre cantidades bosónicas se

puede mostrar que éstos obedecen las relaciones:

{F ,G} = −{G,F} (1.22)

{F ,F} = 0 (1.23)

{F + G,K} = {F ,K} + {G,K} (1.24)

{F ,GK} = {F ,G}K + G{F ,K} (1.25)

{F , {G,K}} + {K, {F ,G}} + {G, {K,F}} = 0 (1.26)

siendo (1.26) la bien conocida identidad de Jacobi.

Es importante hacer notar que la ecuación (1.21) sugiere una arbitrariedad

funcional, a través de los multiplicadores de Lagrange, de la evolución temporal



20 1. La estructura de constricciones de las teoŕıas de Yang-Mills

de la variable F y seŕıa de sumo interés conocer expĺıcitamente las funciones λκ.

El procedimiento usual para buscar la forma funcional de éstas, es dar por hecho

la conservación de las constricciones, Φ
(1)
κ ≈ 0, en el tiempo; en śımbolos, esto

equivale a sustituir F = Φ
(1)
κ en (1.21) e igualar Φ̇

(1)
κ a cero:

Φ̇(1)
κ (x, t) = 0 ≈

{
Φ(1)

κ (x, t),H(1)
}
.

A estas ecuaciones se les conoce como condiciones de consistencia [3].

Para el caso particular que aqúı se considera, las ecuaciones de consistencia

para las constricciones primarias son:

0 ≈
{
Φ(1)

a (x, t),H(1)
}

≈

∫
dy
[{

Φ(1)
a (x, t),Hc(y, t)

}
+ λb(y, t)

{
Φ(1)

a (x, t),Φ
(1)
b (y, t)

}]
(1.27)

y usando la Hamiltoniana (1.20), aśı como las propiedades (1.22) - (1.25), junto

con los paréntesis fundamentales de Poisson:

{Aa
µ(x, t), πν

b (y, t)} = δa
b δ

µ
ν δ(x − y)

{Aa
µ(x, t), Ab

ν(y, t)} = 0 = {πµ
a (x, t), πν

b (y, t)}

la expresión (1.27) se reduce a:

Φ(2)
a (x, t) ≡ ∂iπ

i
a − gfabcA

c
iπ

i
b ≈ 0 (1.28)

la cual se puede interpretar como la ley de Gauss, pues es equivalente a:

DiE
i
a ≈ 0,

que es la contraparte no abeliana de ∂iE
i ≈ 0.

Debido a la forma de (1.28) no hay manera de conocer a los multiplicadores

de Lagrange de la teoŕıa a partir de (1.27), claro, en (1.28) no aparecen los

multiplicadores. En su lugar se obtiene una expresión, la cual no es una identidad

del tipo 0 ≈ 0, sino lo que se llama en el algoritmo una constricción secundaria,

aunque en este caso r constricciones secundarias Φ
(2)
a para cada punto x. Conti-

nuando con la búsqueda de la forma expĺıcita para λa, se exige ahora la condición

de consistencia para Φ
(2)
a , esto es:

0 ≈
{
Φ(2)

a (x, t),H(1)
}

≈

∫
dy
[{

Φ(2)
a (x, t),Hc(y, t)

}
+ λb(y, t)

{
Φ(2)

a (x, t),Φ
(1)
b (y, t)

}]
. (1.29)
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En virtud de los paréntesis fundamentales de Poisson, se observa que el factor

que multiplica a λa es idénticamente cero, mientras que el primer término es:

∫
dy

{
Φ(2)

a (x, t),
1

2
πi

b(y, t)π
i
b(y, t) +

1

4
F ij

b (y, t)F b
ij(y, t) −Ab

0Φ
(2)
b (y, t)

}

que después de un poco de álgebra y mantener la misma suposición de campos

bien comportados al infinito, se puede demostrar que es proporcional a las cons-

tricciones secundarias Φ
(2)
a . Reinterpretando a las igualdades débiles ahora con

respecto a la hipersuperficie de todas las constricciones, tenemos entonces:

Φ̇(2)
a ∝ Φ(2)

a ≈ 0.

Y no se tienen mas constricciones, Φ̇
(2)
a ≈ 0 no implicó otra relación distinta

a las que ya conoćıamos entre los campos y sus momentos, por lo tanto en este

punto se da por terminado el algoritmo. Mostremos ahora cómo las ecuaciones

de Euler-Lagrange (1.4) son equivalentes a las ecuaciones de Hamilton que se

obtienen con la Hamiltoniana primaria H (1) y los paréntesis fundamentales de

Poisson, expĺıcitamente:

Ȧa
µ =

{
Aa

µ,H
(1)
}
⇔




Ȧa

0 = λa

Ȧa
i = πi

a + ∂iA
a
0 + gfabcA

b
0A

c
i

(1.30)

π̇µ
a =

{
πµ

a ,H
(1)
}

⇔




π̇0

a = Φ(2)
a ≈ 0

π̇i
a = gfabcF

i0
b A

c
0 + DjF

ji
a

(1.31)

donde ˙ se refiere a ∂0. Observe que las ecuaciones para las coordenadas corres-

ponden a definiciones que ya se hicieron: la componente temporal simplemente

nos autoriza a identificar a la velocidad de Aa
0 como el multiplicador de Lagrange

λa, mientras que las componentes espaciales corresponden a la definición de

los momentos πi
a expresables en términos de las velocidades de Aa

i . Por otro

lado, para los momentos se tiene que: la componente temporal de las ecuaciones

es la ecuación de consistencia de la constricción primaria Φ
(1)
a y corresponde

débilmente a la ecuación temporal de Euler-Lagrange, i.e. a la ley de Gauss;

las componentes espaciales son las componentes espaciales de las ecuaciones de

movimiento a nivel Lagrangiano, i.e. DµF
µi
a = 0.
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En suma, la teoŕıa contiene 2r constricciones (en cada punto x) que además

de acuerdo con la definición de Dirac, son constricciones de primera clase (5), pues

si se calcula el álgebra de constricciones se tiene:
{

Φ(1)
a (x),Φ

(1)
b (y)

}
= 0,

{
Φ(2)

a (x),Φ
(1)
b (y)

}
= 0,

{
Φ(2)

a (x),Φ
(2)
b (y)

}
= igfabcΦ

(2)
c (x)δ(x − y) ≈ 0,

(1.32)

de hecho la última igualdad débil es la que se usó para mostrar que Φ̇
(2)
a ∝ Φ

(2)
a ,

entonces podemos decir que el álgebra de constricciones (1.32) es fundamental

en este caso para la indeterminación de las funciones λa. En el cálculo de estos

parentésis uno debe tener cuidado y tomar en cuenta el caracter de distribución

de los paréntesis de Poisson, para ello se definen las constricciones con una

función de peso bien comportada:

Φ(1)
a [f ] ≡

∫

Σ
dx f π0

a,

Φ(2)
a [g] ≡

∫

Σ
dx g (DiE

i
a)

con lo que el álgebra de constricciones se reescribe como:
{
Φ(1)

a [f ],Φ
(1)
b [g]

}
= 0,

{
Φ(2)

a [f ],Φ
(1)
b [g]

}
= 0,

{
Φ(2)

a [f ],Φ
(2)
b [g]

}
= igfabcΦ

(2)
c [fg] ≈ 0,

y se evita aśı tratar con expresiones de distribución.

La importancia de la clasificación de estas constricciones como de primera

clase recae en el remarcable hecho de su conexión con la invariancia de norma

local, esta relación quedará explicita en la siguiente sección.

1.4. Constricciones de primera clase y transforma-

ciones de norma

Lo que se ha apuntado en las secciones anteriores refleja un par de resultados

muy generales. El primero expresa que cualquier Lagrangiana invariante bajo

5 Una funcional F(ϕ
A
, πA) es de primera clase si su paréntesis de Poisson con todas las

constricciones (primarias y secundarias) es débilmente cero, es decir, cero en la hipersuperficie

de constricciones Φ ≈ 0.
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transformaciones de norma local es necesariamente singular, aunque la rećıproca

no es siempre cierta; y el segundo, que la existencia de un grupo de invarian-

cia infinito, para cierta Lagrangiana, lleva siempre a constricciones de primera

clase [5].

Por otro lado, la existencia de las funciones arbitrarias λa(y, t) en la evolución

temporal de F , descrita por:

Ḟ(x, t) ≈

∫
dy
[
{F(x, t),Hc(y, t)} + λa(y, t){F(x, t),Φ(1)

a (y, t)}
]

(1.33)

para la presente teoŕıa, implica que si uno fija el valor inicial de F , por decir F0

al tiempo t = t0, entonces en un tiempo posterior, t > t0, F tendrá distintos

valores los cuales dependerán de cómo uno elija a λa(y, t). Dicho de otra mane-

ra, λa(y, t) da lugar a que exista un conjunto de trayectorias, en el espacio fase y

sobre la hipersuperficie de constricciones, distintas una de otra, pero f́ısicamente

equivalentes, que evolucionan a partir de un mismo valor inicial F0. De hecho, la

transformación que conecta dos trayectorias Fλ y Fλ′ , para dos valores λa y λ′a

distintos, es una transformación de norma en el formalismo Hamiltoniano. La

variación infinitesimal, entre estas dos trayectorias a un tiempo t, es en primera

instancia:

δF(x, t) =

∫
dy εa(y, t){F(x, t),Φ(1)

a (y, t)}

donde εa ≡ t(λa − λ′a), siendo Φ
(1)
a la constricción primaria de primera clase

de la teoŕıa y generadora de las transformaciones de norma. Pero de acuerdo

con Dirac, los generadores de la transformación de norma en el formalismo de

Hamilton no son solamente las constricciones primarias de primera clase, sino

también todas las secundarias (secundarias, terciarias, etc.) de primera clase.

Entonces deberemos reemplazar la variación entre las dos trayectorias por:

δF(x, t) =

∫
dy
[
εa1(y, t){F(x, t),Φ(1)

a (y, t)} + εa2(y, t){F(x, t),Φ(2)
a (y, t)}

]

(1.34)

pues las 2r constricciones Φ
(1)
a ,Φ

(2)
a son de primera clase. La conjetura de que

todas las constricciones de primera clase sean generadoras de transformaciones

de norma, no es del todo cierta, ya que se pueden encontrar contraejemplos a

dicha proposición [5, 6], es decir, casos donde solamente algunas constricciones

de primera clase sean las generadoras de transformaciones de norma.
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Note, pues, que en el párrafo anterior se apuntó la existencia de transforma-

ciones de norma a nivel de la Hamiltoniana, pero seŕıa satisfactorio saber cuál es

la relación entre esas transformaciones y las transformaciones de norma locales

que se dan a nivel de la Lagrangiana, en particular, conocer cuál es la conexión

entre (1.34) y las transformaciones (1.10). Para dicho propósito, considere las

ecuaciones (1.34) para los campos fundamentales Aa
µ:

δAa
µ(x, t) = δ0µε

a
1(x, t) − δi

µ(Diε2)
a(x, t)

y para que correspondan fielmente a las transformaciones de norma local (1.10),

que se dan a nivel Lagrangiano, se eligen εa1 ≡ 1
g (D0θ)

a y ε2 ≡ −1
gθ

a y entonces:

δAa
µ =

1

g
(Dµθ)

a =
1

g
(∂µθ

a − gfabcθ
bAc

µ)

Por lo tanto, para el caso particular que aqúı se considera, todas las constric-

ciones de primera clase deben tomarse en cuenta para establecer una conexión

entre éstas y las transformaciones de norma infinitesimales, es decir, se puede

aplicar la conjetura de Dirac.

En un caso general, se define la Hamiltoniana extendida de la teoŕıa como [3]:

HE ≡ H(1) +

∫
dx ηκ′

(x, t)Φκ′(x, t)

con ηκ′

multiplicadores de Lagrange arbitrarios y Φκ′ representando a todas las

constricciones no primarias de primera clase. La motivación para definir HE,

según la conjetura de Dirac, es que aunque la Hamiltoniana primaria describe

la dinámica del sistema, no refleja la libertad de norma y en ese sentido HE

es superior a H (1). Para el caso particular con el que se ha estado tratando en

este caṕıtulo, tal definición seŕıa un tanto redundante ya que la Hamiltoniana

primaria:

H(1) =

∫
dx
[1
2
πi

aπ
i
a −Aa

0Φ
(2)
a +

1

4
F a

ikF
ik
a + λaΦ(1)

a

]

muestra que ésta ya contiene los generadores de la transformación de norma, Φ
(1)
a

y Φ
(2)
a con los multiplicadores Ȧ0 y A0, respectivamente. Por lo tanto es suficiente

seguir considerando a la ecuación de movimiento (1.33) como la más general para

este caso.
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Hasta el momento, el tratamiento sobre la densidad Lagrangiana L ha sido

puramente clásico y entonces se debe cumplir que dado un conjunto de condi-

ciones iniciales, (ϕα0, π
α0) al tiempo t = t0, la evolución temporal del sistema

quede totalmente determinada; pero, de la breve discusión que ya se ha hecho

acerca de los sistemas con constricciones de primera clase, pareciera ser que esa

idea deja de funcionar. Sin embargo, si se define a las observables, o cantidades

aptas de someterse a medición, como funcionales, O, de primera clase, entonces

su evolución temporal quedará completamente caracterizada y no dependerá de

funciones arbitrarias; aśı las constricciones de primera clase nos sirven como re-

glas que seleccionan a cantidades cuya evolución es independiente de la forma

que tengan las funciones λa.

En general, el proceso para elegir una forma particular de los multiplicadores

de Lagrange, no es del todo arbitrario y se le conoce como proceso de fijación

de la norma. La teoŕıa general [4], indica que para romper con la arbitrariedad

funcional dada por m multiplicadores de Lagrange, asociados a m constricciones

de primera clase, Φ1st ≈ 0, se deben establecer m constricciones suplementarias

independientes, ΦG ≈ 0. Una manera de “encontrar” estas m condiciones extra

es como sigue: Escoger un conjunto de condiciones suplementarias, ΦG
(1) ≈ 0,

menor en número a m, posteriormente exigirles que cumplan con las ecuaciones

de consistencia correspondientes(6). De esta forma algunos de los m multipli-

cadores de Lagrange, asociados a las m constricciones de primera clase, pueden

ser determinados y por otro lado nuevas constricciones, distintas de Φ1st y ΦG
(1),

posiblemente aparecerán; y se denotarán por ΦG
(2). En un segundo paso, se pro-

cede a calcular las ecuaciones de consistencia para ΦG
(2), con la Hamiltoniana

primaria donde se han sustituido aquellos multiplicadores que se determinaron

en el paso anterior, de aqúı nuevos multiplicadores se pueden conocer expĺıcita-

mente y nuevas constricciones, distintas a Φ1st, ΦG
(1) y ΦG

(2), posiblemente apare-

cerán, denotadas ahora por ΦG
(3), y aśı sucesivamente. Si al final del proceso se

han determinado todos los multiplicadores de Lagrange (m) y se tiene un total

6 Esto significa calcular tales ecuaciones con la Hamiltoniana primaria que se obtuvo al final

del procedimiento de Dirac para las constricciones originales del sistema.
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de m constricciones ΦG = (ΦG
1 , . . . ,Φ

G
m), tales que:

det
[ {

ΦG,Φ1st
} ]

6= 0

entonces se dice que la norma ha quedado fijada en la región donde esta condi-

ción se cumpla. Obviamente, el número de constricciones ΦG
(1), que se imponen

al principio del algoritmo anterior, debe ser al menos igual al número de cons-

tricciones primarias de primera clase [4]. Además, este primer conjunto no es

del todo arbitrario, ya que debe cumplir al final con que el conjunto de constric-

ciones (ΦG,Φ1st) sea tal que sus elementos sean cantidades de segunda clase(7).

De la discusión dada en el párrafo anterior podemos hacer el conteo de las

variables canónicas independientes que se dan en una teoŕıa de Yang-Mills pura,

pues en ésta se tienen 2r constricciones de primera clase (en cada punto del

espacio-tiempo) y para que el conjunto de las nuevas variables canónicas sea

independiente es necesario fijar las condiciones de norma, lo que en principio,

introduce otras 2r constricciones (que junto con Φ
(1)
a y Φ

(2)
a serian constricciones

de segunda clase). De modo que las 2 × (d × r) variables canónicas iniciales

están sometidas a 4r condiciones que definen la hipersuperficie donde se dan

las trayectorias en el tiempo sin arbitrariedad alguna, por lo tanto el número

de variables canónicas independientes es 2r(d − 2), y los grados de libertad

f́ısicos son obviamente r(d − 2). En particular, para una teoŕıa abeliana como

la de Maxwell en un espacio-tiempo 4-dimensional, de acuerdo con este conteo

se tienen 1(4 − 2) = 2 grados de libertad f́ısicos o los correspondientes modos

transversales del fotón.

Solo como una observación deberemos advertir que el proceso que aqúı se

presenta para el tratamiento de las constricciones y el conteo de los grados de

libertad, se hizo siempre bajo el supuesto de que las constricciones obedecen las

llamadas condiciones de regularización(8); de otra manera se tienen que hacer

ligeros cambios a los resultados generales que ya se presentaron.

Hablando de la cuantización de las teoŕıas singulares, es usual llevar a cabo

el proceso de cuantización de una teoŕıa de norma, realizando primero el proceso

7 Se dice que una funcional F(ϕ
A
, πA) es de segunda clase si no es de primera clase.

8 Esencialmente éstas condiciones verifican la independencia funcional entre las constric-

ciones; aunque las constricciones en una teoŕıa de Yang-Mills las cumplen, existen otras teoŕıas

de interés f́ısico donde estas condiciones no se satisfacen (veáse por ejemplo [10]).



1.4. Constricciones de primera clase y transformaciones de norma 27

de fijación de norma y después usando, por ejemplo, el formalismo de integral

de trayectoria junto con el método de Faddeev-Popov o bien el teorema de

Senjanovic (para una teoŕıa que naturalmente tiene constricciones de segunda

clase); sin embargo, históricamente fue Dirac quien primero dio una “receta”

para tratar con el problema de la cuantización de un teoŕıa con constricciones

de primera clase, en ella no deja de ver a las constricciones de primera clase

como reglas de selección y ahora solamente extiende su aplicabilidad a los es-

tados f́ısicos cuánticos. En el siguiente caṕıtulo, revisaremos primero las teoŕıas

de Chern-Simons, las cuales, aunque en un principio parecen no tener mucha

relación con estas reglas de selección para una teoŕıa cuántica de Yang-Mills

mostraran una conexión con ellas la cual será analizada en el tercer caṕıtulo.





Caṕıtulo 2

Teoŕıa de Chern-Simons en

altas dimensiones

Una teoŕıa de Chern-Simons corresponde también al tipo de teoŕıas inva-

riantes de norma localmente, donde el campo fundamental es el potencial vec-

tor, el cual vive en el álgebra del grupo de norma. En general una teoŕıa de

Chern-Simons tiene dos propiedades caracteŕısticas, que no comparte con otras

teoŕıas de campo: la primera, es que es apta para definirse sobre una variedad Σ

(necesariamente de dimensión impar) que bien puede no estar equipada con una

métrica; la segunda, es que aunque en general la Lagrangiana no involucra sola-

mente primeras potencias de primeras derivadas de los campos, las ecuaciones

de Euler-Lagrange son de primer orden, cuando las teoŕıas de campo usuales

dan ecuaciones de segundo orden.

Para los propósitos que tiene el presente trabajo, vamos a considerar a la

variedad Σ como la parte espacial de la variedad M , que por los requerimientos

de una teoŕıa de Chern-Simons suponemos desde ahora de dimensión par, i.e.

d = 2n con n un entero positivo yM = R×Σ. Con esta elección se tendrá que los

campos fundamentales para cada teoŕıa de Chern-Simons serán las componentes

espaciales del potencial vector Aa
i , con i = 1, ..., 2n−1. La dinámica proveniente

de la frontera no será considerada en este trabajo.
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2.1. La n-ésima forma de Chern

Para motivar un poco la existencia de lo que mas adelante llamaremos la

acción de Chern-Simons, vamos a partir construyendo una d-forma invariante

de norma, con d = 2n, que pueda considerarse como una densidad Lagrangiana

que no involucre a métrica alguna del espacio base M y que además contenga

los objetos geométricos fundamentales A y F . Una opción interesante con estas

restricciones es:

trs (F ∧ F ∧ ... ∧ F )︸ ︷︷ ︸
n factores

≡ trs (F n),

llamada la n-ésima forma de Chern(1), donde el śımbolo trs denota la traza si-

metrizada. Ésta actúa como la función traza definida en el Apéndice A pero

simetrizada; en particular si se tienen N formas, B1, B2, ..., BN , evaluadas en

el álgebra del grupo, esto es Bk = Ba
kITadx

I , de grados p1, p2, ..., pN respecti-

vamente, entonces:

trs (B1 ∧B2 ∧ ... ∧BN ) = Ba1
1 ∧Ba2

2 ∧ ... ∧BaN

N ⊗
∑

perm

1

N !

[
TaP (1)

TaP (2)
...TaP (N)

]

≡ Ba1
1 ∧Ba2

2 ∧ ... ∧BaN

M ⊗ trs [Ta1Ta2 ...TaN
]

(i.e. la traza simetrizada primero saca la parte de las formas y después simetriza

la parte “matricial”). Algunas propiedades de la traza simetrizada al aplicarse

sobre formas End(E)-evaluadas S y T , de grados p y q respectivamente, son

iguales a las que cumple la traza y que se enuncian en el apéndice A, a saber:

trs (TS) = (−1)pqtrs (ST )

trs ([T, S]◦) = 0

trs (dDT ) = dtrs (T )
∫

M
trs (dDT ∧ S) = (−1)p+1

∫

M
trs (T ∧ dDS), con p+ q = d− 1

pero además ésta cumple con:

trs (B1...BkBk+1...BN ) = (−1)pkpk+1trs (B1...Bk+1Bk...BN ). (2.1)

1 A esta forma también se le conoce como la forma de Chern-Pontryagin.
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Con conocimiento explicito de la función trs , podemos escribir de forma un

poco más desarrollada la n-ésima forma de Chern como:

trs (F n) = ga1a2...anF
a1 ∧ F a2 ... ∧ F an

donde introducimos el tensor invariante (dDga1a2...an = 0) y totalmente simétrico

ga1a2 ...an ≡ trs (Ta1Ta2 ...Tan), el cual se reduce a la forma de Killing Kab asociada

al álgebra del grupo para el caso n = 2.

Tomando seriamente como una densidad Lagrangiana a la n-ésima forma de

Chern, e integrándola sobre el espacio-tiempo 2n dimensional M para obtener

la acción correspondiente, se pueden hallar ahora las ecuaciones de movimiento

de esta teoŕıa mediante la variación respecto al potencial vector A:

δ

∫

M
trs (F n) =

∫

M
trs (δF F n−1 + F δF n−1)

=

∫

M
trs (δF F n−1 + F δF F n−2 + ...+ F n−1δF )

= n

∫

M
trs (δF F n−1) = n

∫

M
trs (dD(δA) F n−1)

= n

∫

M
trs (δA dDF

n−1),

donde hemos usado las propiedades de trs y supuesto que los campos tienen

buen comportamiento al infinito como para poder prescindir de términos de

frontera. Ahora bien, usando la fórmula para la derivada exterior covariante de

un producto de formas evaluadas en el álgebra del grupo, aśı como la identidad de

Bianchi (cf. ecuaciones (A.8) y (A.13)) se tiene que dDF
n−1 = 0 y aśı la variación

de la acción formada con la n-ésima forma de Chern es idénticamente cero para

cualquier variación del potencial vector; esto es, δS = 0 no impone en este caso

restricción alguna sobre el campo de norma o dicho de otra forma, cualquier

potencial vector A hace de la acción
∫
M trs (F n) una acción estacionaria.

Aunque el resultado anterior parece poco profundo, realmente revela un re-

sultado muy general (véase [16]) el cual ı́ndica que si P (F ) es un polinomio,

con P (0)=0, en la 2-forma de curvatura F que satisface:

P (F ) = P (gFg−1) (2.2)

para toda transformación de norma g ∈ G, entonces se debe cumplir que:
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(i) P (F ) es una forma cerrada, dP (F ) = 0.

(ii) P (F ) tiene integrales topológicamente invariantes (i.e. invariantes bajo

difeomorfismos de campos de norma y dependientes solamente de las fun-

ciones de transición).

Al ser Pn ≡ trs (F n), un monomio que cumple con (2.2), se tiene de acuerdo

con el resultado (i), que dPn = 0, y de hecho se deduce inmediatamente usando

la identidad de Bianchi:

dPn = d trs (F n) = trs (dDF
n) = trs (dDF F n−1 + ...+ F n−1dDF ) ≡ 0.

Ahora, el resultado (ii), para el monomio Pn lo podemos escribir como:

Pn(F1) − Pn(F0) = dω2n−1(A1 −A0, F ) (2.3)

⇔

∫

M
Pn(F0) =

∫

M
Pn(F1) (2.4)

donde F1 y F0 son las 2-formas asociadas a los dos potenciales vectores distintos

A1 y A0, respectivamente, los cuales están relacionados por la interpolación

uniparametrica continua:

As = A0 + s(A1 −A0)

Fs = dAs +A2
s = (1 − s)F0 + sF1 − s(1 − s)(A1 −A0)

2



 (2.5)

y ω2n−1(A1 −A0, F ) es una (2n−1)-forma de la cual hallaremos su dependencia

funcional explicita más adelante. La ecuación (2.4) es la manera de indicar que

cualquier Pn tiene una integral independiente de la conexión (hasta un término

de frontera), y por lo tanto al considerar la variación de la acción
∫
M Pn no

tenemos restricción alguna sobre A en forma de ecuaciones de Euler-Lagrange.

2.2. La forma de Chern-Simons

Ya verificamos que la n-ésima forma de Chern es cerrada, entonces en virtud

del lema de Poincaré, tenemos que localmente podemos hallar una (2n−1)-forma

cuya derivada exterior sea precisamente Pn. Para ver expĺıcitamente tal (2n−1)-

forma usaremos un procedimiento general. Consideremos la interpolación (2.5)
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y un polinomio arbitrario P (A,F ), con P (0) = 0. Definimos el operador `s que

actúa sobre sobre la 1-forma As y la 2-forma Fs, que viven en el álgebra del

grupo, como [16]:

`sAs = 0

`sFs = ds (A1 −A0)



 (2.6)

junto con el requerimiento:

`s(RsTs) = `sRs Ts + (−1)pRs`sTs

al actuar sobre el producto entre las formas Rs y Ts, evaluadas en el álgebra del

grupo, cuyo grado es p y q respectivamente. Entonces aśı como el operador ‘d’

aumenta el grado de una forma cualquiera en la unidad, ‘`s’ lo disminuye de la

misma forma. No es dif́ıcil mostrar las siguiente identidades:

(d`s + `sd)As = ds (A1 −A0) = ds
dAs

ds

(d`s + `sd)Fs = dsds
D(A1 −A0) = ds

dFs

ds

que se siguen de (2.6) y la definición de `s sobre un producto de formas. En estas

expresiones el operador ‘ds
D’ denota la derivada covariante exterior asociada al

potencial vector As, i.e. ds
D· ≡ d · +[As, ·]. Con esto tenemos entonces que sobre

el polinomio P (As, Fs), resultado de sustituir en P (A,F ) a A → As y F → Fs,

la operación de (d`s + `sd) implica:

(d`s + `sd)P (As, Fs) = ds
dP (As, Fs)

ds
.

Integrando ahora a ambos lados de la igualdad respecto al parámetro continuo

s, se tiene la importante identidad:

P (A1, F1) − P (A0, F0) = (dk01 + k01d)P (As, Fs) (2.7)

donde k01 es el llamado operador de homotoṕıa, el cual actúa sobre cualquier

polinomio Q(As, Fs) como sigue:

k01Q(As, Fs) ≡

∫ 1

0
`sQ(As, Fs).

A la identidad (2.7) se le puede ahora particularizar convenientemente para

obtener tanto lo que más adelante llamaremos la forma de Chern-Simons, como
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el cambio de ésta misma bajo una transformación de norma general. De hecho

haciendo en (2.7) la sustitución P = Pn se tiene la ecuación (2.3) después de

usar la cerradura de la n-ésima forma de Chern, con:

ω2n−1 =

∫ 1

0
`strs (F n

s )

o bien, usando (2.6) junto con la ciclicidad de la traza simetrizada y la acción

de `s sobre el producto de formas, tenemos que (2.7) se reduce a:

Pn(F1) − Pn(F0) = dω2n−1 = d

[
n

∫ 1

0
ds trs ((A1 −A0)F

n−1
s )

]
.

Usando ahora la interpolación particular:

As = sA, (⇔ A0 = 0 y A1 = A)

Fs = sF − s(1 − s)A2 (⇔ F0 = 0 y F1 = F )

se tiene que esta ecuación es:

Pn(A) = d

[
n

∫ 1

0
ds trs (AF n−1

s )

]
, (2.8)

que muestra expĺıcitamente que las formas cerradas Pn siempre se pueden es-

cribir localmente como exactas(2). A la (2n − 1)-forma que aparece en el lado

derecho de (2.8),

ω2n−1(A,F ) ≡

∫ 1

0
`strs (F n

s ) con As = sA

= n

∫ 1

0
ds trs (AF n−1

s ) (2.9)

se le conoce como la n-ésima forma de Chern-Simons asociada a Pn. Recal-

camos entonces que (2.8) es la razón por la cual la acción
∫
M Pn no proporciona

ecuaciones de movimiento de mucho interés, lo cual es claro, pues al obtener

las ecuaciones de Euler-Lagrange uno supone que puede prescindir de términos

de frontera y en este caso la acción por śı misma corresponde a un término de

frontera. Aún aśı, con la forma ω2n−1 podemos construir ahora una acción in-

variante de norma infinitesimalmente sobre una variedad de dimensión impar,

que se analizará con detalle en la siguiente sección.

2 La localidad en esta fórmula se encuentra en la cantidad dA = ∂µAνdxµdxν que aparece

dentro de la 2-forma de curvatura.
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2.3. Acción de Chern-Simons

Se define la acción de Chern-Simons sobre una variedad (2n−1)-dimensional,

la cual en este caso escogemos como la parte espacial Σ de la variedadM = R × Σ,

como la integral de la n-ésima forma de Chern-Simons:

S(2n−1)
CS

[Aa
i ] ≡

∫

Σ
ω̃2n−1 (2.10)

siendo ω̃2n−1 la parte espacial de la (2n− 1)-forma ω2n−1
(3).

A continuación mostremos como la acción (2.10) es invariante bajo transfor-

maciones de norma infinitesimales o pequeñas. Para ver esto vamos a deducir

primero como cambia ω2n−1(A,F ) bajo las llamadas transformaciones de norma

grandes (i.e. aquellas que no necesariamente están conectadas con la identidad).

Partiendo de la ecuación (2.7) hagamos P = ω2n−1 con lo que:

ω2n−1(A1, F1) − ω2n−1(A0, F0) = (dk01 + k01d)ω2n−1(As, Fs) (2.11)

donde de (2.9) tenemos:

ω2n−1(As, Fs) = n

∫ 1

0
ds′ trs (AsF

n−1
s′ )

= n

∫ 1

0
ds′ trs

[
As(s

′Fs − s′(1 − s′)A2
s)

n−1
]
.

Considerando ahora la interpolación particular donde A0 corresponda a un cam-

po puro de norma (i.e. a un potencial vector que venga de la transformación de

norma de un potencial vector nulo), y A1 a un potencial vector resultado de la

transformación de norma aplicada a un potencial A 6= 0:

As = sgAg−1 + gdg−1, (⇔ A0 = gdg−1 y A1 = g(A+ d)g−1)

Fs = sgFg−1 − s(1 − s)(gdg−1) (⇔ F0 = 0 y A1 = gFg−1).

Tenemos del lado izquierdo de (2.11) las cantidades:

ω2n−1(A1, F1) = ω2n−1(A
g, F g)

ω2n−1(A0, F0) = n

∫ 1

0
ds′

[
A0(s

′F0 − s′(1 − s′)A2
0)

n−1
]

= (−1)n−1nB(n, n) trs (A2n−1
0 )

3 En lo que sigue si p es una p-forma evaluada en el álgebra, i.e. p = 1
p!

pa
µ...νTadxµ...dxν ,

denotamos su parte espacial o la correspondiente a la variedad Σ como ep = 1
p!

pa
i...jTadxi...dxj .
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dondeB(n, n) es la función Beta cuya relación con la función Γ,B(p, q) = Γ(p)Γ(q)
Γ(p+q) ,

arroja el resultado:

ω2n−1(A0, F0) = ω2n−1(gdg−1, 0) = (−1)n−1n!(n− 1!)

(2n− 1)!
trs
[
(gdg−1)2n−1

]
;

(2.12)

mientras el lado derecho de la ecuación (2.11) se puede escribir, usando la

definición del operador de homotoṕıa k01 y las ecuaciones (2.8) y (2.9), como:

(dk01 + k01d)ω2n−1(As, Fs) = d

∫ 1

0
`sω2n−1(As, Fs) +

∫ 1

0
`strs (F n

s )

≡ d%2n−2 + ω2n−1(A,F ).

Por lo tanto la identidad (2.7) resulta, bajo las elecciones convenientes del

polinomio P y de la interpolación (2.5), en el cambio de la n-ésima forma de

Chern-Simons bajo las transformaciones de norma grandes g en G:

ω2n−1(A
g, F g) = ω2n−1(A,F ) + ω2n−1(gdg−1, 0) + d%2n−2 (2.13)

donde:

%2n−2 ≡

∫ 1

0
`sω2n−1(As, Fs). (2.14)

En palabras, la n-ésima forma de Chern-Simons cambia, bajo una transfor-

mación de norma, por un término que depende solamente de la transformación

misma y una derivada total. De tal manera que la acción de Chern Simons

cambia bajo esta transformación como:

S(2n−1)
CS

[(Aa
i )

g] = S(2n−1)
CS

[Aa
i ] +

∫

Σ
ω̃2n−1(gdg−1, 0) (2.15)

hasta un término de frontera. Restringiendo esta expresión a transformaciones de

norma infinitesimales, esto es a elementos g ∈ G de la forma
�
− 1

gθ, se tiene que

ω2n−1(gdg−1, 0) ∼ trs [(dθ)2n−1] y entonces para los casos donde n ≥ 2 tenemos

que la acción de Chern-Simons es invariante bajo transformaciones de norma

pequeñas. El caso particular n = 2 sera analizado en detalle en la siguiente

sección.

El siguiente paso es ahora calcular las ecuaciones de movimiento de la acción

de Chern-Simons, y en vista del ahorro en la escritura con la notación libre de

ı́ndices, definimos la variación de cualquier polinomio P (A,F ) por medio de un
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operador, que en cierta forma es una generalización de `s, denotado por `, el

cual actúa sobre el potencial vector A y la dos forma de curvatura F como:

`A = 0, `F = δA (2.16)

y satisface:

(`d + d`)A = δA,

(`d + d`)F = dD(δA) = δF,



 (2.17)

lo cual puede probarse inmediatamente usando las definiciones (2.16) y aceptan-

do que ` actúa sobre un producto de formas evaluadas en el álgebra tal y como

lo hace `s. La expresión (2.17) indica que al aplicarse sobre cualquier polinomio

arbitrario en A y F , (`d + d`) genera la variación respectiva. En particular si

aplicamos este operador sobre la n-forma de Chern-Simons ω2n−1, se tendrá:

δω2n−1 ≡ ω2n−1(A+ δA, F + δF ) − ω2n−1(A,F ) = (`d + d`)ω2n−1(A,F )

= `trs (F n) + d`

[
n

∫ 1

0
ds trs (AF n−1

s )

]

= ntrs (δAF n−1) − d

[
n

∫ 1

0
ds trs (A`F n−1

s )

]

pero como:

trs (A`F n−1
s ) = (n− 1)trs (AsδAF

n−2
s ), con As = sA,

después de usar las propiedades de la traza simetrizada y la manera de actuar

de ` sobre el producto de formas, se tiene que:

δω2n−1 = n trs (δAF n−1) − d

[
n(n− 1)

∫ 1

0
trs (AsδAF

n−2
s )

]

De este modo la variación de la acción de Chern-Simons (2.10) respecto al po-

tencial vector A se obtiene usando la parte espacial de este último resultado,

i.e.:

δS(2n−1)
CS

=

∫

Σ
(δω2n−1)

∼ = n

∫

Σ

[
trs (δAF n−1)

]∼

donde hemos omitido ya el término de frontera y esto es lo que quiere decir que

no se está tomando en cuenta la dinámica de frontera de la teoŕıa. Otra manera

de decir esto es afirmando que se han impuesto las condiciones a la frontera
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favorables para tener un extremo bien definido de S (2n−1)
CS

. Igualando ahora a

cero la variación δS(2n−1)
CS

se tienen las ecuaciones de campo:

n trs (δA F n−1) = ngaa1...an−1δA
aF a1 . . . F an−1 = 0

o bien escribiendo todos los ı́ndices, las ecuaciones de Euler-Lagrange del sistema

son:

δL(2n−1)
CS

δAa
i

≡
δω̃2n−1

δAa
i

=
n(−ig)n

2n−1
gaa1 ...an−1ε

ij1k1...jn−1kn−1F a1
j1k1

. . . F
an−1

jn−1kn−1
= 0. (2.18)

Cabe mencionar que en virtud de la invariancia de norma local infinitesimal

con la cual cuenta la Lagrangiana de Chern-Simons L(2n−1)
CS

≡ ω̃2n−1, las 2n− 1

ecuaciones (2.18) para las 2n − 1 cantidades Aa
i no son independientes (véase

Teorema 1).

2.4. Algunos casos particulares y sus propiedades

En esta sección se aplicará el formalismo de las secciones 2.2 y 2.3 a los casos

particulares n = 1 y n = 2, además de motivar su uso en algunos problemas

f́ısicos espećıficos. Se discutirá también la posibilidad de reescribir las formas

de Chern-Simons correspondientes a estos casos como formas exactas y se pre-

cisará la relación de este resultado con las formas de Chern asociadas (véase

sección 2.1). Finalmente se hacen algunos apuntes sobre el caso general.

2.4.1. Caso particular n = 1

La acción de Chern-Simons unidimensional. Este caso trata con

una variedad espacio-temporal de Minkowski M = R × Σ de dimensión d = 2.

La primera forma de Chern, una 2-forma en esta variedad, se reduce a:

trs (F 1) = tr (F ) = −ig tr (Ta)F
a
µν dxµdxν ≡ −ig gaF

a
µν dxµdxν ,

donde ga (a = 1, .., r) es la traza de cada generador del grupo y los ı́ndices griegos

toman los valores 0 y 1. De acuerdo con la identidad de Bianchi esta 2-forma
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es cerrada(4) y entonces localmente podemos hallar una 1-forma cuya derivada

exterior sea precisamente P1 (cf. ec. (2.8)). Retomando la ecuación (2.9) con

n = 1, tenemos que la primera forma de Chern-Simons asociada a P1 = trs (F 1)

es:

ω1(A) = 1

∫ 1

0
ds trs (AF 0

s ) = trs (A) = −ig gaA
a
µdxµ, (2.19)

con dω1 = dtrs (A) = trs (dDA) = trs (dA + [A,A]◦) = trs (dA) = trs (F ), pues

trs (A2) = 0. La manera en que cambia esta 1-forma bajo todas las transforma-

ciones de norma, incluso bajo las que no son homótopicamente triviales, es en

virtud de la ecuación (2.13):

ω1(A
g) = ω1(A) + tr (gdg−1)

la cual también puede obtenerse directamente sustituyendo una transformación

de norma general, Ag = g(A+d)g−1, en la primera forma de Chern-Simons (2.19).

Infinitesimalmente, la transformación correspondiente es:

ω1(A
′) = ω1(A) +

1

g
dtr(θ),

siendo θ = −igθaT
a una 0-forma que vive en el álgebra del grupo y θa son

parámetros infinitesimales.

La acción de Chern-Simons, la integral de ω̃1 sobre la parte espacial de la

variedad bidimensional de M = R × Σ, es en este caso (cf. ec. (2.10)):

S(1)
CS

[Aa
1] =

∫

Σ
ω̃1 = −ig ga

∫
Aa

1 dx1. (2.20)

De modo que esta acción definida sobre la variedad unidimensional Σ cambia

bajo todas las transformaciones finitas g ∈ G como:

S(1)
CS

[(Aa
1)

g] = S(1)
CS

[Aa
1] +

∫
trs (g∂1g

−1)dx1. (2.21)

Tomando en cuenta, como también se hace en el caso n = 2, solamente transfor-

maciones aceptables, esto es elementos del grupo de norma con un ĺımite bien

definido al infinito [17]:

ĺım
|x1|→∞

g(x0, x1) = g∞; (2.22)

4 Otra manera de ver que dtrs (F ) = 0 es recordando que una 3-forma es trivialmente cero

al estar definida en una variedad bidimensional.
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o lo que es lo mismo una compactificación de la variedad unidimensional Σ a

S1, tendremos que g ∈ G bien se puede ver como un mapeo S1 −→ G para cada

x0. Por otro lado, la variedad del grupo no-abeliano de norma es en general de

dimensión mayor que 1 y entonces los mapeos g ∈ G pueden ser clasificados

usando las clases de homotoṕıa(5), pero del resultado:

Π1(M) = 0, ∀ variedad M de dimensión > 1 (2.23)

tenemos que todas las transformaciones de norma pertenecen en este caso nece-

sariamente a la parte conexa con la identidad; en otras palabras, en dimensión

uno resulta redundante hablar de un teoŕıa no-abeliana de Chern-Simons, y aśı el

segundo término del lado derecho de (2.21), al ser considerado como el “winding

number”, es entonces siempre nulo. Por lo tanto, la acción de Chern-Simons en

dimensión uno, con un grupo de norma no-abeliano, es invariante bajo todas las

transformaciones de norma aceptables en el sentido (2.22).

La acción S(1)
CS

como término de frontera. Mostraremos que es posible

escribir la acción de Chern-Simons unidimensional como un término de frontera

solamente. Para ello es conveniente separar expĺıcitamente la derivada exterior

usual d = dxµ∂µ, definida en la variedad bidimensional M , en su parte temporal

y espacial

d = dt + d̃, con dt ≡ dx0∂0 y d̃ ≡ dx1∂1, (2.24)

y con esta notación podremos ver que ω̃1(A) se puede expresar como d̃Ω0 para

cierta 0-forma Ω0. Aunque este resultado es trivial en esta dimensión, se complica

notablemente al pasar al caso n = 2. Para sustentar la derivación de este hecho,

pensemos en un caso más sencillo: el de una teoŕıa de Chern-Simons abeliana

U(1) sobre una variedad unidimensional Σ; en ese caso, la acción correspondiente

es:

S(1)
CS

[A1] = −ig

∫

Σ
A1 dx1 (2.25)

que al compararla con (2.20) se observa que el ı́ndice interno a ya no aparece,

pues un grupo de norma U(1) no tiene más que un generador. Notando que

5 Dos mapeos g1(x
1) y g1(x

2) son homotopicos si existe una función g(x1, s), continua en s,

tal que g(x1, 0) = g1(x
1) y g(x1, 1) = g2(x

1).
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el número de funciones independientes con las que cuenta esta Lagrangiana es

igual a uno, y esta única función puede siempre ser representada por la derivada

de alguna otra, i.e.:

−ig A1 = −ig∂1Ω,

tenemos entonces que la acción de Chern-Simons abeliana U(1) unidimensional

corresponde a un término de frontera. Similarmente, la acción correspondiente al

caso “no-abeliano” (2.20) cuenta con 1 × r funciones independientes y entonces

siempre podemos escribir:

−ig gaA
a
1 = −ig ga∂1Ω

a

para r funciones {Ωa}. En la notación libre de ı́ndices, este resultado figura

como:

ω̃1(A) = d̃Ω0, con Ω0 ≡ −ig gaΩ
a. (2.26)

Esta manera de escribir la parte espacial de ω1, implica que la primera forma

de Chern, la 2-forma P1 = tr (F ) definida en M , tiene necesariamente la parte

espacio-espacio un valor nulo. Efectivamente, escribiendo ω1 = ω1t + ω̃1 con ω1t

la parte temporal de ω1 (ω1t = −ig gaA
a
0dx

0) y usando (2.24):

P1 =tr (F 1) = dω1 = (dt + d̃)(ω1t + ω̃1)

=dtω1t + dtω̃1 + d̃ω1t + d̃ω̃1

con el primer y último término iguales a cero en virtud de dx0dx0 = 0 y d̃2 = 0.;

escribiendo expĺıcitamente los términos restantes:

P1 = −ig ga(∂0A
a
1 − ∂1A

a
0)dx

0dx1 = tr (dA) = tr (F ).

Este resultado es obvio en el caso n = 1, pues en cualquier variedad bidimen-

sional ninguna 2-forma puede tener componentes espacio-espacio, ya que estas

van acompañadas de dx1dx1 ≡ 0. El caso n = 2 ya no resulta tan trivial, pero

antes de empezar a analizarlo vamos a mencionar una aplicación interesante de

una acción tipo (2.20) a un sistema con grados de libertad discretos.

Un sistema Hamiltoniano completamente integrable normado.

Consideremos un sistema Hamiltoniano con r grados de libertad discretos. De-

notamos las coordenadas locales del espacio fase Γ como {ηα}, con los ı́ndices
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α, β, γ, δ = 1 . . . 2r y (ηα) = (ηa, ηr+a) = (qa, pa). La 2-forma simplectica en Γ

es ω = 1
2ωαβdηαdηβ, donde:

(ωαβ) =

(
O −I

I O

)

con inversa:

(ωαβ)−1 ≡ (ωαβ) =

(
O I

−I O

)

siendo O y I las matrices r × r correspondientes a la matriz cero (aquella con

todos sus elementos nulos) y a la matriz identidad. En componentes tenemos:

(ωαβ)(ωαβ)−1 = I2r×2r ⇔ ωαγω
γβ = δβ

α.

El paréntesis de Poisson entre dos variables cualesquiera f(η, t) y g(η, t), fun-

ciones en C∞(R × Γ), es en esta notación:

{f, g} = (∂αf)ωαβ(∂βg), con ∂αf ≡
∂f

∂ηα
.

En particular, la evolución temporal de las variables fundamentales (ηα) es:

η̇α = {η,H} = ωαβ∂βH ⇔ ∂αH = ωαβ η̇
β (2.27)

conocidas como ecuaciones de Hamilton. Estas ecuaciones se pueden derivar,

mediante el principio variacional de mı́nima acción, a partir de la acción:

S0 =

∫
dt L(η, t) ≡

∫
dt

[
1

2
ηαωαβ η̇

β −H(η, t)

]
.

Ahora reduzcamos la discusión al tomar en cuenta un sistema con r grados

de libertad completamente integrable, que es aquel que cumple con:

(a) Tener una Hamiltoniana independiente del tiempo, donde existen r cons-

tantes de movimiento Ia(η) (además de H) independientes unas de otras

y en involución, i.e.:

{Ia,H} = 0

{Ia, Ib} = 0.
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(b) Tener subvariedades ΣI = ∩r
aΣa de dimensión r, con Σa ≡ {ηα ∈ Γ/

Ia(η
α) = σa = const} las superficies de nivel de Ia(η), tales que para cada

conjunto de valores constantes I = {σa} éstas sean compactas.

La existencia de una constante de movimiento en un sistema cualquiera im-

plica que se cuenta con una transformación canónica infinitesimal, que deja

invariante la Hamiltoniana (véase por ejemplo [18]), y cuya función generado-

ra es la constante de movimiento misma. En este caso, con las r constantes Ia

podemos generar la transformación:

η′α = ηα + δηα, con δηα ≡ εaωαβ∂βIa(η) (2.28)

que se puede ver como elemento de un grupo continuo con r parámetros εa y

abeliano en virtud de la involución que obedecen sus generadores {Ia}. Aśı pues

podemos pensar en (2.28) como elemento infinitesimal de [U(I)]r, [19]. La acción:

S0 =

∫
dt

[
1

2
ηαωαβ η̇

β −H(η)

]
(2.29)

es en particular invariante hasta un término de frontera bajo (2.28) aún en el

caso de que no se usen las ecuaciones de movimiento (2.27). En efecto:

δS0 =

∫
dt
(
ωαβ η̇

β − ∂αH
)
δηα +

1

2

∫
dt

d

dt

(
ηαωαβδη

β
)

=

∫
dt
(
−εaİa + εa{Ia,H}

)
+

1

2

∫
dt

d

dt

(
εaηα∂αIa

)

=

∫
dt

dΛ

dt

con:

Λ ≡ εa
[
1

2
ηα∂αIa − Ia

]
,

y donde en la segunda ĺınea del cálculo no debemos sustituir İa = η̇α∂αIa(η)

igual a cero, pues para ello se requiere que el campo vectorial η, definido en

Γ, sea solución a las ecuaciones de movimiento. El hecho de que la acción sea

invariante hasta una contribución a la frontera es irrelevante para la f́ısica clásica

del sistema, la cual está enteramente codificada en las ecuaciones de Hamilton.

La idea es ahora proseguir como se hace en una teoŕıa de campos usual,

y normar el grupo de simetŕıa de la teoŕıa, en este caso ello corresponde a
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permitir que los parámetros en (2.28) sean dependientes de la variedad que

subyace a la teoŕıa, esto es, hacemos: εa = εa(t). Y como en una teoŕıa de

norma ordinaria requerimos ahora de un campo de norma A = Aa(t), el cual se

acople a los “campos” ηα(t), de manera que la acción antes invariante bajo las

transformaciones ŕıgidas (2.28) sea ahora invariante bajo las transformaciones

locales:

η′α(t) = ηα(t) + δηα(t), con δηα ≡ εa(t)ωαβ∂βIa(η)

A′a(t) = Aa(t) + δAa(t), con δAa(t) ≡ ε̇a(t)



 (2.30)

Primero observe que la acción (2.29) transforma bajo éstas como:

δS0 =

∫
dt

(
dΛ

dt
+ ε̇aIa

)

y para tener al final un término puramente de frontera, a ella le sumamos la

cantidad −Aa(t)Ia(η) que cambia bajo (2.30) como:

δ(−Aa(t)Ia(η)) = −δAa Ia −AaδIa = −ε̇aIa −Aaεb{Ia, Ib}

= −ε̇aIa

al usar la propiedad de involución de los generadores del grupo de simetŕıa. En

suma, la acción:

Sm = S0 + S int =

∫
dt

[
1

2
ηαωαβ η̇

β −H(η)

]
−

∫
dtAa(t)Ia(η) (2.31)

es invariante, hasta un término de frontera, bajo las transformaciones canónicas

locales e infinitesimales (2.30). Continuando con la analoǵıa de este sistema con

el de un sistema de campos invariante bajo una simetŕıa de norma, es natural

pensar en sumar a (2.31) un término cinético tipo FµνF
µν , pero en la dimensión

uno, la curvatura es siempre nula debido a la antisimetŕıa de sus ı́ndices. Sin

embargo, conocemos ya una cantidad invariante bajo transformaciones (2.30)

que involucra exclusivamente al potencial vector, a saber la acción de Chern-

Simons en una dimensión. Con estos argumentos podemos escribir una acción

para un sistema con r grados de libertad discretos completamente integrable y

normado (en el sentido (2.30)), con un término cinético en el potencial vector,
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como:

S =Sm + S(1)
CS

=

∫
dt

[
1

2
ηαωαβ η̇

β −H(η) −Aa(t)Ia(η)

]
+ ka

∫
dtAa(t), (2.32)

cuyas ecuaciones de movimiento son:

δηα : η̇α = ωαβ∂β (H +AaIa)

δAa : Ia = ka

2.4.2. Caso particular n = 2

La acción de Chern-Simons tridimensional. De acuerdo con el for-

malismo desarrollado en las secciones 2.2 y 2.3, a este caso le corresponde una

variedad espacio-temporal de Minkowski M = R × Σ de dimensión d = 4. La

segunda forma de Chern, una 4-forma en esta variedad, se reduce a:

trs (F 2) = (−ig)2 tr (TaTb)F
aF b ≡ (−ig)2 gab F

a
λµF

b
νρ dxλdxµdxνdxρ.

Como 4-forma en una variedad cuadridimensional, es automáticamente cerra-

da, i.e. dP2 = dtrs (F 2) = 0, entonces localmente podemos hallar una 3-forma

(la segunda forma de Chern-Simons) tal que su derivada exterior sea precisa-

mente P2; particularizando la ecuación (2.9), tenemos expĺıcitamente la forma

de Chern-Simons de este caso:

ω3 = 2

∫ 1

0
ds trs (AFs) = trs

(
AF −

1

3
A3

)
= trs

(
AdA+

2

3
A3

)
. (2.33)

Las propiedades de transformación de esta 3-forma bajo una transformación de

norma general, se obtienen directamente de las ecuaciones (2.12), (2.13) y (2.14),

de modo que:

ω3(A
g, F g) = ω3(A,F ) −

1

3
tr
[(

gdg−1
)3]

− d tr (dg−1 gA),

resultado que también se puede obtener sustituyendo directamente en ω3(A
g, F g)

la transformación Ag = g(A+ d)g−1. Al tomar en cuenta solamente las trans-

formaciones infinitesimales, la relación anterior se reduce a:

ω3(A
′) = ω3(A) −

1

g
dtr (dθA)
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donde θ = −igθaT
a es una 0-forma que vive en el álgebra del grupo y θa son

parámetros infinitesimales.

La acción de Chern-Simons, la integral de ω̃3 sobre la parte espacial tridi-

mensional Σ de M , es ahora:

S(3)
CS

[Aa
i ] =

∫

Σ
ω̃3 =

∫

Σ
trs

(
AdA+

2

3
A3

)∼

(2.34)

la cual cambia bajo una transformación de norma como lo hace la parte espacial

de la segunda forma de Chern-Simons, i.e.:

S(3)
CS

[(Aa
i )

g] = S(3)
CS

[Aa
i ] −

1

3

∫

Σ
trs
[(

gdg−1
)3]∼

−

∫

Σ

(
d trs (dg−1 gA)

)∼

En esta ley de transformación es siempre posible anular el último término me-

diante una restricción muy natural sobre la parte espacial del potencial vector,

esta se refiere simplemente a no admitir soluciones tipo monopolo que se com-

portan como xi/r2 ∼ 1/r, y produciŕıan una cantidad divergente al hacer la

integral de superficie al infinito. Por otro lado, también es importante mencionar

que aunque tengamos “buenos” potenciales en este sentido, se requieren trans-

formaciones de norma aceptables definidas por una condición análoga a (2.22),

a saber:

ĺım
|x|→∞

g(x0, xi) = g∞ (2.35)

Similarmente al caso n = 1, esta condición establece una compactificación del

espacio Σ a una tres esfera S3. Interpretando a los elementos del grupo g ∈ G

como mapeos S3 −→ G para cada x0, podemos entonces clasificarlos de acuerdo

a la clase homótopica a la que estos pertenecen, aplicando el resultado [17]:

Π3(G) = Z, con G un grupo de norma compacto no-abeliano, (2.36)

con Z el grupo de enteros bajo la operación suma. En particular a los elementos

del grupo que pertenecen a la parte conexa con la identidad les corresponde

el entero m = 0, mientras que a los elementos que no son homótopicamente

triviales les concierne un número entero distinto de cero(6). De hecho, la se-

gunda integral en la manera de transformarse la acción de Chern-Simons es el

“winding number” del grupo, esto es, 1
3

∫
Σ trs

[(
gdg−1

)3]∼
∝ m(g) y si aqúı se

6 Para un ejemplo de tales elementos con el grupo particular SU(2) véase [20].
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introduce un elemento g en la parte conexa con la identidad esta integral resul-

tará en el número 0 y al sustituir cualquier otro elemento, el resultado será un

número entero m no nulo; por ejemplo para un elemento infinitesimal tenemos:

trs
[(

gdg−1
)3]

= trs [dθ]3 ≡ 0, pues θ contiene exclusivamente parámetros

infinitesimales e implica m = 0. En conclusión, la acción de Chern-Simons no-

abeliana en una variedad tridimensional (Σ) es invariante bajo las transforma-

ciones homotopicamente triviales:

S(3)
CS

[(Aa
i )

g] = S(3)
CS

[Aa
i ], con g en la parte conexa con la identidad.

La acción S(3)
CS

[Aa
i ] como término de frontera. Mostremos ahora una

propiedad por demás interesante que tiene que ver con escribir a la acción de

Chern-Simons como un término puro de frontera, para ello seguiremos las refe-

rencias [21, 22]. Primero derivemos el resultado para el caso abeliano, donde la se-

gunda forma de Chern-Simons, una 3-forma definida sobre la variedad cuadridi-

mensional M = R×Σ, es ω3(A) = AdA con A = −igAµdxµ = −igA0dx
0 + Ã y

la acción de Chern-Simons:

S(3)
CS

[Ai] =

∫

Σ
ω̃3 =

∫

Σ
(AdA)∼

donde desaparece por obvias razones el ı́ndice de grupo. Usando la parametrización

de Clebsch para un 3-vector:

Ai = ∂iϑ+ α∂iβ

o bien su versión libre de ı́ndices:

Ã = (dϑ+ αdβ)∼ = d̃ϑ+ αd̃β

siendo ϑ, α y β funciones en C∞(Σ), tenemos directamente que la parte espacial

de la segunda forma de Chern es la parte espacial de la derivada exterior de una

2-forma:

(AdA)∼ = [(dϑ+ αdβ) d (dϑ+ αdβ )]∼ = [d (ϑdαdβ)]∼

⇔ εijkAi∂jAk = ∂i

(
ϑεijk ∂jα∂kβ

)
. (2.37)
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Observe que no podemos decir que el potencial vector completo −igA0dx
0 + Ã

= dϑ + αdβ, pues mientras del lado izquierdo de esta igualdad tenemos cua-

tro funciones independientes, del otro lado contamos solamente con tres. Aśı,

pues, queda mostrado que la acción de Chern-Simons tridimensional en el caso

abeliano se puede reescribir como un término de frontera(7).

A continuación mostremos este hecho para el caso no-abeliano, para ello nos

apoyaremos en un grupo de norma G ′ mayor en dimensión al grupo G, el cual se

construye de manera tal que el último es un subgrupo normal del primero con

las siguientes dos restricciones:

(i) La dimensión de G ′ sea mayor o igual a tres veces la dimensión de G:

dimG′
> 3 dimG = 3 × r

(ii) El grupo cociente G ′/G sea un espacio simétrico, condición que se traduce

en las ecuaciones:

[Ta, Tb] = ifabcTc

[Ta, SA] = ihaABSB

[SA, SB ] = iNhaABTa

con los generadores de G ′ separados como {Ta, SA}, siendo {Ta} los gene-

radores del subgrupo G y {SA} con A,B,C = 1, . . . , (dimG ′ − dimG) el

complemento.

Además se convienen las condiciones de normalización:

tr (TaTb) = −N1δab, tr (SASB) = −N2δAB , tr (TaSB) = 0.

que al combinarlas con las reglas de conmutación resulta N1N = N2. Una

conexión cualquiera asociada al G′-haz, pensado sobre una variedad tridimen-

sional digamos Σ, es una 1-forma que vive en álgebra del grupo, i.e.:

A = AaTa + αASA = −ig
(
Aa

i Ta + αA
i SA

)
dxi

7 Aunque a primera vista ello indique que una acción de Chern-Simons tendrá ecuaciones

de movimiento triviales, esto no es aśı ya que la parametrización de Clebsch es incompleta al

usarse en principios variacionales [23].
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y un campo de norma puro en este G′-haz (esto es un campo que viene de la

transformación de norma de un potencial vector nulo) viene dado por:

Ā ≡ g′d̃g′−1 = ĀaTa + ᾱASA, con g′ ∈ G′. (2.38)

usando la barra por encima del śımbolo A y sus componentes para recordar que

se esta trabajando con un campo de norma puro. Considerando las relaciones

de normalización entre los generadores podemos despejar:

Āa = −
1

N1
tr
(
Tag

′d̃g′−1
)

= −igĀa
i dx

i (2.39)

de modo que la proyección de un campo de norma puro, en el G′-haz, en la

álgebra del subgrupo G tiene un total de 3 × r funciones independientes y arbi-

trarias Āa
i , esto último en virtud de la condición (i). Al campo de norma puro

Ā le corresponde obviamente un curvatura nula: F̄ = d̃Ā+ Ā2 = 0, de donde se

obtienen al usar las condiciones de normalización de los generadores:

d̃Āa +
1

2
ifabcĀ

bĀc = −
N

2
ihaAB ᾱAᾱB

d̃ᾱA + ihaBAĀaᾱB = 0





(2.40)

Para relacionar lo hasta ahora discutido con el resultado que deseamos obtener,

nos tomamos la libertad de escoger a las 3 × r funciones independientes de la

parte espacial de una conexión cualquiera A del G-haz como las codificadas en

las componentes del campo de norma puro Ā del G′-haz de la ecuación (2.39):

Ã = −igAa
i Tadx

i ≡ −igĀa
i Tadx

i.

Con esta elección, basada principalmente en la generalidad de Āa, de la parte

espacio-espacio de la segunda forma de Chern-Simons, ecuación (2.33), se pueden
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ahora escribir las siguientes igualdades:

ω̃3(A) = trs

(
AdA+

2

3
A3

)∼

= −N1

(
Ãad̃Ãa +

1

3
ifabcÃ

aÃbÃc

)

= −N1

(
Āad̃Āa +

1

3
ifabcĀ

aĀbĀc

)

= −N1

(
Āad̃Āa +

1

3
(2ĀaF̃ a − 2Āad̃Āa)

)

= −N1

(
1

3
Āad̃Āa +

2

3
ĀaF̃ a

)

= −N1

(
1

3
Āad̃Āa −

N

3
ĀaihaABᾱAᾱB

)

= −
N1

3

(
Āad̃Āa +N d̃ᾱBᾱB

)

= −
N1

3

(
−

1

N1
tr (AdA)∼ +

N

N2
tr (ᾱdᾱ)∼

)
, con ᾱ ≡ ᾱASA

= −
1

3
trs
(
ĀdĀ + ᾱdᾱ

)∼
= −

1

3
trs
(
g′dg′−1d(g′dg′−1)

)∼

=
1

3
trs
[(

g′dg′−1
)3]∼

,

donde hemos usado tanto las convenciones de normalización para {Ta, SA} como

las relaciones de consistencia (2.40). Entonces vemos que la acción de Chern-

Simons
∫
Σ ω̃3(A) tridimensional no-abeliana es de hecho proporcional al “wind-

ing number” del elemento g′, que define al campo puro de norma (2.38), del grupo

G′. En la referencia [17] se demuestra que trs
[(

g′dg′−1
)3]∼

es una derivada total

(posiblemente una suma no finita de derivadas totales) d̃γ, obteniéndose aśı la

conclusión a la que se deseaba llegar. Finalmente mencionemos que un ejemplo

especifico con el grupo G ′ = O(5) y G = O(3) × O(2) se puede hallar en las

referencias [21, 22], de donde se puede obtener mediante un proceso recursivo la

forma explicita en que se puede escribir la acción O(3) de Chern-Simons como

un término de frontera.

Analicemos en detalle el resultado anterior, primero hay que mencionar que

es de esperar, tal como en el caso abeliano, que este tipo de parametrización

de una teoŕıa de Chern-Simons sea incompleta en un proceso variacional. Por

otro lado, esta parametrización se refleja en la segunda forma de Chern (véase

sección 2.1) como sigue: al usar la descomposición de la derivada exterior en

parte temporal y espacial d = dt + d̃, en forma análoga a (2.24), entonces la
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derivada de la 3-forma ω3(A):

ω3(A) =
1

3!
(ω3)µνρdx

µdxνdxρ =
1

2
(ω3)0ijdx

0dxidxj +
1

3!
(ω3)ijkdx

idxjdxk

≡ (ω3)mixed + ω̃3

es:

P2 = tr (F 2) = dω3 =
(
dt + d̃

)(
(ω3)mixed + ω̃3

)

= dtω̃3 + d̃(ω3)mixed + d̃ω̃3 =
(
dtω̃3 + d̃(ω3)mixed

)
+ d̃2γ

= (dω3)mixed = (P2)mixed + P̃2

y por lo tanto de acuerdo con este resultado la parte espacio-espacio de la se-

gunda forma de Chern, P2, es necesariamente nula y solamente se tienen com-

ponentes con uno de los ı́ndices siendo temporal. Note que este hecho no impone

restricción alguna sobre las 4×r funciones independientes de A, ya que es trivial

tener (P2)ijkl dx
idxjdxkdxl = 0, pues i, j, k, l toman valores de 1 a 3.

Chern-Simons y teoŕıas de norma tridimensionales. Dado que el

presente trabajo no es un tratado exclusivo de las teoŕıas de Chern-Simons, nos

limitamos simplemente a dos ejemplos en este caso tridimensional, los cuales

resaltan en buena medida la importancia intŕınseca del estudio de estas teoŕıas.

A la acción de Chern-Simons tridimensional se le puede considerar por si misma

como una teoŕıa de campo quasi-invariante de norma sobre cierta variedad Σ,

con la ventaja de que su construcción no requiere que tal variedad esté dotada

con una métrica. Denotando por el momento a las coordenadas locales de Σ

como {xµ} = {(x0, x1, x2)}, para enfatizar la existencia de esta teoŕıa indepen-

dientemente de contar con la variedadM = R×Σ, las ecuaciones de movimiento,

ecuaciones (2.18), se reducen en este caso a:

gab ε
µνρ F b

νρ =
1

2
εµνρ F a

νρ = 0

lo que ı́ndica que el espacio de soluciones de la teoŕıa es el espacio de todas las

conexiones planas modulo transformaciones de norma conectadas con la identi-

dad. Este resultado permite intuir una relación entre esta teoŕıa y la teoŕıa de
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la gravedad en tres dimensiones, de hecho en la referencia [24] se prueba que

una teoŕıa de Chern-Simons tridimensional con un grupo de norma como el de

Poincaré es equivalente a la gravedad tridimensional sin constante cosmológica,

la inclusión de la constante cosmológica genera un cambio del grupo de norma.

En el contexto de una teoŕıa de Yang-Mills confinada a un espacio-tiempo

tridimensional, es posible extender la acción con un término de Chern-Simons

como:

S =S(3)
YM

+ S(3)
CS

=
1

2g2

∫

Σ
tr (FµνF

µν)d3x−
m

2g2

∫

Σ
εµνρtr (FµνAρ −

2

3
AµAνAρ)d

3x

donde en tres dimensiones g2 tiene dimensiones de masa al igual que el parámetro

másico m. Tal extensión invariante de norma, induce la existencia de excitaciones

del campo con una masa distinta de cero [25], pues las ecuaciones de movimiento

pueden llevarse a la forma:

(DµDµ +m2) ∗F ν = ενρσ [ ∗Fρ,
∗Fσ ] ,

siendo ∗F µ ≡ 1
2ε

µνρFνρ. Linealizando las ecuaciones para extraer la información

cinética de la teoŕıa prescindimos del lado derecho de la ecuación, obteniendo

aśı una ecuación del tipo Klein-Gordon y mostrando a nivel clásico la existen-

cia de los campos masivos. Entonces podemos decir que: en 3 dimensiones la

invariancia de norma no prohibe un término másico en la Lagrangiana

2.4.3. Otros casos

Finalmente vamos a escribir expĺıcitamente, a partir de las expresiones de

las secciones 2.2 y 2.3, las fórmulas correspondientes a los casos n = 3 y n = 4.

Por un lado tenemos la tercera y cuarta forma de Chern-Simons:

ω5 = 3

∫ 1

0
ds trs (AF 2

s ) = trs

(
F 2A−

1

2
FA2 +

1

10
A5

)

=trs

(
A(dA)2 +

3

2
A3dA+

3

5
A5

)
, (2.41)
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ω7 = 4

∫ 1

0
ds trs (AF 3

s ) = trs

(
F 3A−

1

5
FA2FA−

2

5
F 2A3 +

1

5
FA5 −

1

35
A7

)

=trs

(
A(dA)3 +

8

5
A3(dA)2 +

4

5
A(dA)A2(dA)+

+2A5dA+
4

7
A7

)
, (2.42)

respectivamente. Aunque el autor no tiene conocimiento que en la literatura

aparezca una expresión explicita general para obtener ω2n−1, más que la forma

integral (2.9), en este trabajo se consiguió una fórmula tal que al sustituir una

n particular se obtiene inmediatamente la n-ésima forma de Chern-Simons. La

deducción de esta fórmula se hace usando la expresión (2.9) y el teorema del

binomio para desarrollar F n−1 en ésta, la validez del uso de este teorema se

basa en la propiedad (2.1), la cual no es compartida por la simple traza. La

fórmula desarrollada es:

ω2n−1(A,F ) = n

∫ 1

0
ds trs (AF n−1

s )

= n

n−1∑

k=0

(−1)k [(n− 1)!]2

(n+ k)!(n− k + 1)!
trs
(
F n−k−1A2k+1

)
(2.43)

Podemos comprobar que ω1, ω3, yω5 dadas por las ecuaciones (2.19), (2.33)

y (2.41), respectivamente, concuerdan con el resultado obtenido directamente

de (2.43) aún en el caso en que se use la ‘tr’ en lugar de ‘trs’. La 7-forma ω7

dada en (2.42) sigue siendo valida si usamos ‘tr’ en vez de ‘trs’, pero al usar

la propiedad (2.1) vemos que en (2.42) el segundo y tercer sumando del lado

izquierdo se reducen a un sólo término y ese resultado es el que concuerda con

el que obtendŕıa directamente de (2.43) al sustituir n = 4.

Las teoŕıas de Chern-Simons en dimensiones mayores o iguales a 5 son intere-

santes por śı mismas, en buena medida porque su estructura de constricciones

no es trivial al depender de la estructura del tensor ga1 ...an (definido en la sección

2.2) v́ıa las llamadas condiciones genéricas [15, 26] y porque se pueden localizar

regiones del espacio fase donde las condiciones de regularidad no se cumplan [15].

Una consecuencia importante que se obtiene del estudio de estas teoŕıas es que,

en los sectores del espacio fase donde las constricciones son funcionalmente in-

dependientes, y se satisfacen las condiciones genéricas sobre el tensor ga1 ...an , se
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presenta la existencia de grados de libertad locales; a saber, si se tiene un grupo

con r generadores, y se define la teoŕıa sobre un espacio 2n− 1 dimensional, el

número de grados de libertad locales es:

No = (n− 1)r − (n− 1) − r (n > 2, r > 1)

Y aśı en el caso de un grupo no-abeliano, la teoŕıa de Chern Simons en 5 di-

mensiones tiene grados de libertad locales. En dimensiones 1 y 3 esta teoŕıa no

tienen esta peculiaridad. Una teoŕıa abeliana con un solo generador, tampoco

tiene grados de libertad locales en dimensión alguna, esto es, es una teoŕıa de

campo topológica.



Caṕıtulo 3

El estado de Loos-Kodama

En este caṕıtulo se analiza la inclusión de la acción de Chern-Simons para

construir un estado en la teoŕıa cuántica de Yang-Mills, presentada a la Dirac, en

dimensiones espacio-temporales pares; esto será posible gracias a la ley de trans-

formación (2.15) deducida en el caṕıtulo anterior. Se iniciará la discusión con un

breve recuento de algunos enfoques que se han propuesto para la cuantización

de teoŕıas con constricciones, posteriormente con el método de “constricciones

como condiciones sobre los estados” se estudiaran detenidamente los casos n = 1

y n = 2. En particular el segundo caso, el correspondiente a cuatro dimensiones,

ha sido analizado ya en 1969 por Hendricus G. Loos [27] y su contraparte en el

contexto de una teoŕıa cuántica de la gravitación fue presentada por Hideo Ko-

dama 21 años después [28]; de ah́ı el nombre que asignamos al estado construido

bajo estos conceptos. Para finalizar, se extenderan estos resultados a cualquier

dimensión par.

3.1. Cuantización de sistemas con constricciones

Para llevar a cabo la transición de una teoŕıa clásica a su contraparte cuánti-

ca pueden ser utilizados varios enfoques. Históricamente, uno de los primeros

métodos para cuantizar sistemas fue el de cuantización canónica, desarrolla-

do a principios del siglo XX y aplicable a sistemas sin constricciones, el cual

está basado en el formalismo de operadores. En él se involucran formalmente los
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siguientes pasos:

(i) Describir el estado cuántico del sistema por un vector normalizado |ψ〉,

el cual es un elemento de un espacio de Hilbert H con producto escalar

〈ψ|ψ′〉. La función de onda 〈x|ψ〉 asociada al estado |ψ〉 se denota por ψ(x).

(ii) Las cantidades aptas de medición, u observables cuánticas, se representan

por operadores hermı́ticos. El resultado de su medición se asocia con un

eigenvalor correspondiente, espećıficamente esto significa que si el vector

|ψ〉 se escribe en términos de los eigenvectores |ψj〉 del operador Ô,

Ô|ψj〉 = oj |ψj〉, (sin suma)

|ψ〉 = cj |ψj〉,

el número cjc
∗
j es la probabilidad de que el valor oj sea medido. El valor

medio de la medida es
〈
ψ|Ô|ψ

〉
≡
〈
Ô
〉

(iii) La evolución dinámica del sistema se obtiene a partir de la ecuación de

Schrödinger:

i}
∂

∂t
ψ = Ĥψ

que involucra al operador Hamiltoniano Ĥ. Para Ô esta ecuación implica:

d

dt

〈
Ô
〉

=
i

}

〈[
Ĥ, Ô

]〉
+

〈
∂Ô

∂t

〉
.

Expresión que se puede obtener mediante la sustitución:

O −→ Ô

{A,B} −→
i

}

[
Â, B̂

]

en las ecuaciones de Hamilton.

La última prescripción no es de ninguna manera una regla general que funcione

con todos los sistemas f́ısicos, la razón principal es que una observable clásica no

tiene en general una única observable cuántica asociada. Es importante también

notar que una cantidad fundamental en este formalismo es la Hamiltoniana
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H → Ĥ y de ah́ı el gran interés por parte de Dirac en la “Hamiltonización” de

la teoŕıa y el estudio de las constricciones.

La aplicación de una cuantización canónica a sistemas con constricciones

no es directa, pues este tipo de sistemas poseen simetŕıas subyacentes (como

la simetŕıa de norma si hay constricciones de primera clase) que complican la

extracción de los “verdaderos grados de libertad”, los cuales se conocen inicial-

mente sólo de manera impĺıcita en las ecuaciones de constricciones y forman el

llamado espacio fase reducido. A este problema se tienen las siguientes propues-

tas para hallar el espacio de Hilbert(1):

1. Elementos de matriz nulos para las constricciones. En esta

propuesta se supone que ya se cuenta con una teoŕıa con constricciones de se-

gunda clase solamente, i.e. ya se fijó la norma si se contaba inicialmente con

constricciones de primera clase (véase al final del caṕıtulo 1), de modo que la

Hamiltoniana del sistema y la evolución temporal ya no poseen arbitrariedad

funcional alguna en el tiempo. Con la Hamiltoniana sin multiplicadores de La-

grange arbitrarios se procede a escribir el operador cuántico correspondiente y

a resolver la ecuación de Schrödinger. Ya que el espacio de Hilbert donde se

está trabajando es en este caso más grande que el que definen los estados f́ısicos,

se postula que los estados pertenecientes al espacio de Hilbert f́ısico Hp sean

aquellos que cumplan:
〈
ψ′|Φ̂2nd

a |ψ
〉

= 0 (3.1)

para todos los operadores de constricción Φ̂2nd
a , contraparte cuántica de todas

las constricciones Φ2nd
a de segunda clase.

2. Paréntesis de Dirac promovido a conmutador. En esta propuesta

también se supone, como en la propuesta anterior, un sistema con constricciones

de segunda clase solamente. Clásicamente en este tipo de sistemas se pueden

llevar todas las igualdades débiles a igualdades fuertes si se usa el paréntesis de

Dirac, en lugar del paréntesis de Poisson, para escribir la evolución temporal de

1 En esta lista no se incluyen las propuestas basadas en la simetŕıa BRST desarrollada por

Becci-Rouet-Stora-Tyutin.
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cualquier función en el espacio fase. El paréntesis de Dirac entre dos funciones

A y B se define en términos del paréntesis de Poisson como:

{A,B}∗ ≡ {A,B} − {A,Φ2nd
a }∆ab{Φ2nd

b , B}

donde ∆ab es la matriz inversa de la matriz formada con todas las constricciones

de segunda clase ∆ab =
({

Φ2nd
a ,Φ2nd

b

})
. Observe entonces que

{
A,Φ2nd

b

}∗
≡ 0

para toda función A definida en el espacio fase y por lo tanto si imponemos

cuánticamente:

· Φ̂2nd
a = 0

· {A,B}∗ −→
i

}

[
Â, B̂

]

recuperamos (3.1) inmediatamente, pero además se cumple:

[
Φ̂2nd

a , Φ̂2nd
b

]
|ψ〉 = 0

consistentemente con la contraparte clásica
{
Φ2nd

a ,Φ2nd
b

}∗
≡ 0. Aunque este

método es a primera vista un buen candidato para la generalización de la cuan-

tización canónica de los sistemas regulares, una dificultad técnica importante,

incluso a nivel clásico, es hallar ∆ab, además en general no es posible hallar

coordenadas canónicamente conjugadas con respecto a los paréntesis de Dirac

de manera global con las que se cumplan las relaciones de conmutación usuales:

[
P̂i, Q̂j

]
= i~δij ,

[
Q̂i, Q̂j

]
= 0 =

[
P̂i, P̂j

]
,

punto de partida de la cuantización canónica. La siguiente propuesta trata con

un sistema con constricciones de primera clase, y como todo sistema con cons-

tricciones de segunda clase se puede llevar a uno de este tipo [6], ésta es aplicable

en general.

3. Constricciones como condiciones sobre los estados. Esta pro-

puesta es particularmente útil para los sistemas con constricciones de primera

clase que cuentan con una Hamiltoniana primaria H (1) = Hc + λaϕ1st
a , donde

ϕ1st
a son las constricciones primarias de primera clase que pertenecen al conjunto

formado por todas las constricciones de primera clase {Φ1st
a }. La idea central es
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otra vez resolver la ecuación de Schrödinger con el operador asociado a esta

Hamiltoniana, pero con la restricción de que sobre los estados f́ısicos y solo

sobre ellos se cumpla la condición:

Φ̂1st
a |ψ〉 = 0 (3.2)

donde Φ̂1st
a es la contraparte cuántica de la constricción Φ1st

a . Vemos que esta

restricción es equivalente a exigir que los estados cuánticos sean invariantes bajo

las transformaciones de norma conectadas con la identidad. Recuerde primero

que las constricciones de primera clase son las generadoras de dichas transfor-

maciones y entonces exigir:

eiθ
a bΦ1st

a |ψ〉 ≡ |ψ〉 +
∑

k=1

1

k!
(iθa)k

[
Φ̂1st

a

]k
|ψ〉 = |ψ〉 (3.3)

implica (3.2) y viceversa, dada (3.2) se tiene inmediatamente (3.3). En otras pala-

bras, al escribir la condición (3.2) en la representación de coordenadas, obligamos

a que la función de onda este definida solamente en aquellas coordenadas f́ısicas

independientes o dicho de otra forma con esta restricción se prescinde de los

grados de libertad superfluos en la función de onda. Por consistencia de (3.2),

se debe tener también [
Φ̂1st

a , Φ̂1st
b

]
|ψ〉 = 0; (3.4)

sin embargo, la contraparte del paréntesis de Poisson
{
Φ1st

a ,Φ1st
b

}
= Cc

abΦ
1st
c no

es necesariamente de la forma:

[
Φ̂1st

a , Φ̂1st
b

]
= Ĉc

abΦ̂
1st
c

ya que en general los coeficientes C c
ab son operadores también y puede pasar

que algunos de estos aparezcan a la derecha de Φ̂1st
c , lo que podŕıa destruir el

requerimiento básico (3.4).

4. Modificación de la integral de trayectoria. Además de las pro-

puestas 1, 2 y 3 para cuantizar teoŕıas con constricciones, basadas en métodos

con operadores, se tiene la formulación por integral de trayectoria para hacerlo.

Este enfoque tiene varias ventajas prácticas con respecto a las formulaciones an-

teriores, además de que ha mostrado ser extremadamente útil en la cuantización
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de teoŕıas de norma. Para incorporar a las teoŕıa singulares, y en particular a las

teoŕıas de norma, dentro del formalismo de cuantización a la Feynman, se cuenta

con los teoremas de Faddeev y de Senjanović [29], útiles para sistemas con cons-

tricciones de primera clase (originales de la teoŕıa) y sistemas con constricciones

de segunda clase, respectivamente. En ambos teoremas se restringe a la integral

de trayectoria al espacio fase reducido mediante la redefinición conveniente de

los elementos de volumen, un requerimiento básico en estos teoremas es que en

la teoŕıa clásica correspondiente se debió haber fijado la norma previamente a

diferencia de lo que se requiere en la propuesta 3.

Un aspecto sutil en la cuantización de sistemas con constricciones de primera

clase, es la definición correcta del producto entre los estados f́ısicos. La importan-

cia de esta cantidad es inobjetable, pues a partir de ella, podemos dar un sentido

f́ısico a los estados en términos de la interpretación estad́ıstica de la mecánica

cuántica, donde se precisa que el producto sea normalizable. Por ejemplo, cuan-

do se trata con una teoŕıa sin constricciones con N grados de libertad discretos

se suele definir el producto (en la representación de coordenadas) como:

〈ψ|ψ′〉 ≡

∫
dq1 · · · dqN ψ∗(qα, t)ψ′(qα, t)

y la norma de un estado a tráves de:

〈ψ|ψ〉 ≡

∫
dq1 · · · dqN ψ(qα, t)ψ∗(qα, t) (3.5)

con las integrales definidas en la variedad del espacio de configuración. Si usáramos

esta expresión, conocida como producto cinématico, como producto entre estados

cuánticos de una teoŕıa con constricciones, inmediatamente nos encontraŕıamos

con que todos los estados f́ısicos (i.e. los que cumplen (3.2)) no son sucepti-

bles de normalización pues al estar definidos en un subespacio del espacio de

configuración, la integral (3.5) sobre todas las variables divergerá si el espacio

no es acotado.

Para fijar ideas, pensemos en el ejemplo simple, pero muy ilustrativo, en

donde se cuenta con un sistema con N grados de libertad {qα} pero con las

constricciones primarias pα′ ≈ 0, con los ı́ndices primados tomando valores sobre

los primeros N ′ < N números; tales constricciones generan las traslaciones en las
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coordenadas qα′

→ qα′

+εα
′

las cuales dejan invariante al sistema. Cuánticamente

la condición sobre los estados (3.2), en la representación de coordenadas, es

p̂α′ψ(qα, t) = −i∂α′ψ(qα, t) = 0 lo que implica inmediatamente que la función

de onda de este sistema no está definida en todo el espacio de configuración

inicial, sino que solamente lo está en el complemento del espacio con coordenadas

primadas, i. e. ψ = ψ(qN ′+1 . . . qN ). Observe que si se introducen estos estados

f́ısicos dentro del producto (3.5), para obtener su norma, entonces la integral

sobre las primeras N ′ variables automáticamente divergerá, pues ψ no depende

de ellas, haciendo ver a este estado como uno que no es posible normalizar y por

lo tanto excluido automáticamente de toda interpretación f́ısica ortodoxa. Una

manera de redefinir el producto interno en este caso, es introducir esencialmente

un producto de deltas de Dirac en (3.5) de manera que se restrinja a la integral

a llevarse a cabo en la región de interés del espacio de configuración, como
∏

α′ δ(qα′

), región que llamaremos “espacio de configuración reducido”.

En general, la definición correcta del producto interno se basa en ideas como

la del ejemplo anterior y su forma explicita depende del sistema en particular.

Uno de los principales problemas que se hallan en este proceso es que el es-

pacio fase reducido (en el ejemplo anterior, el de coordenadas (qN ′+1, . . . , qN ,

pN ′+1, . . . , pN )), no es en general un haz tangente de espacio de configuración

alguno [5] (aunque en el ejemplo, este espacio corresponde al de coordenadas

complemento de (qα′

)), que es donde al final de cuentas quedan definidos los

vectores de estado f́ısicos al usar la representación de coordenadas.

En la siguiente sección se hará uso de las ideas aqúı presentadas, para el

caso de la teoŕıa de Yang-Mills en dos dimensiones; en particular, se aplicará el

método de cuantización de “Constricciones como condiciones sobre los estados”,

ampliamente usado en la cuantización de teoŕıas mucho más complicadas como

la del campo gravitatorio expresada en las llamadas variables de Ashtekar.

3.2. Teoŕıa de Yang-Mills en dos dimensiones

Consideremos la teoŕıa de Yang-Mills en un espacio-tiempo bidimensional y

más aún, guiados por la restricción (2.22) y sus consecuencias mencionadas ya

en el capitulo 2, nos restringiremos a un espacio-tiempo de la forma R× S1 con
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métrica de Minkowski. En este caso, el potencial vector y la 2-forma de curvatura

son:

A = Aµdxµ = −ig
(
Aa

0dx
0 +Aa

1dx
1
)
Ta,

F =
1

2
Fµνdxµdxν = −igF a

01Tadx
0dx1,

respectivamente, y el operador de Hodge aplicado a F da como resultado una

0-forma evaluada en el álgebra del grupo, i.e. una función la cual es expĺıcita-

mente:

?F =
1

2
εµνF

µν = igF a
01Ta.

Con estas particularizaciones, la acción de Yang-Mills en dos dimensiones es:

S
YM

[A] = −
1

g2

∫

M
tr (F ∧ ?F ) = −

1

2

∫

M
F a

01F
01
a d2x (3.6)

y las ecuaciones de movimiento son, de acuerdo con (1.4):

DµF
µν
a = 0 ⇔





D1F
10
a = ∂1F

10
a − gfabcF

10
b Ac

1 = 0,

D0F
10
a = ∂0F

10
a − gfabcF

10
b Ac

0 = 0.

Ecuaciones que podemos reescribir en términos de los vectores del álgebra del

grupo Aµ = −igAa
µTa y Fµν = −igF a

µνTa como:

∂1F
10 −

[
F 10, A1

]
= 0 (componente temporal)

∂0F
10 −

[
F 10, A0

]
= 0 (componente espacial)

Igualmente, de acuerdo con el análisis general de la sección 1.3, las constricciones

de primera clase en el formalismo Hamiltoniano se pueden escribir como:

Φ(1)
a ≡ π0

a ≈ 0 (3.7)

Φ(2)
a ≡ ∂1π

1
a − gfabcA

c
1π

1
b ≈ 0 ⇔ Φ(2) = ∂1F

10 −
[
F 10, A1

]
≈ 0 (3.8)

con Φ(2) ≡ −igΦ
(2)
a Ta y donde se usó π1

a = F 10
a para el momento conjugado

de la coordenada A1
a . Vemos que la constricción secundaria corresponde pre-

cisamente a la componente temporal de las ecuaciones de movimiento a nivel

de la Lagrangiana (hecho que es general para la teoŕıa en cualquier dimensión).
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La componente espacial de las ecuaciones de Euler-Lagrange corresponde a la

ecuación de Hamilton:

π̇1
a =

{
π1

a,H
(1)
}

= gfabcF
10
b Ac

0 ⇔ ∂0F
10 =

[
F 10, A0

]
. (3.9)

La Hamiltoniana primaria que arroja esta ecuación de movimiento es:

H(1) =

∫

S1

dx1

[
1

2
π1

aπ
1
a −Aa

0Φ
(2)
a + λaΦ(1)

a

]
(3.10)

Usemos ahora la prescripción (3.2) para cuantizar la teoŕıa, en particular

usaremos la “representación de coordenadas” o “representación de conexiones”,

donde:

Aa
µ(x) −→ Âa

µ(x) ≡ Aa
µ(x),

πµ
a (x) −→ π̂µ

a (x) ≡
δ

i δAa
µ(x)

,

y los estados son representados por las funcionales de onda Ψ = Ψ
[
Aa

µ

]
, elemen-

tos del espacio de todas las funcionales complejas F = {Ψ(A)} dependientes del

potencial vector. De acuerdo con esto tenemos que el operador Âa
µ actúa sobre

los estados multiplicativamente y π̂µ
a lo hace mediante una derivada funcional.

La condición sobre los estados f́ısicos es en esta representación [17]:

Φ̂(1)
a Ψ =

δΨ

δAa
0

= 0 (3.11)

Φ̂(2)
a Ψ =

(
∂1

δ

δAa
1

− gfabcA
c
1

δ

δAb
1

)
Ψ = 0. (3.12)

Y se puede verificar que los operadores de constricción, con el ordenamiento

aqúı escogido, satisfacen la misma álgebra que su contraparte clásica (1.32), a

saber: [
Φ̂(1)

a (x), Φ̂
(1)
b (y)

]
=
[
Φ̂(1)

a (x), Φ̂
(2)
b (y)

]
= 0

[
Φ̂(2)

a (x), Φ̂
(2)
b (y)

]
= gfabcδxyΦ̂(2)

c (x)

con las constantes de estructura siendo números y no operadores, de modo que

el requerimiento básico (3.4) se cumple inmediatamente, evitando las llamadas

anomaĺıas en esta teoŕıa. Aunque mencionamos este resultado para el caso de

dos dimensiones, éste sigue siendo valido en cualquier dimensión de la variedad

base.
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En este punto definimos el espacio de funcionales que cumplan con las dos

condiciones (3.11) y (3.12) como:

Fphys ≡
{
Ψ(A) ∈ F / Φ̂(1)

a Ψ = 0, Φ̂(2)
a Ψ = 0

}
.

Analicemos ahora las ecuaciones que seleccionan a los estados f́ısicos. Por un

lado, la condición (3.11) implica que Ψ no puede ser funcional de la componente

temporal del potencial vector, mientras la segunda ecuación exige la invariancia

de la funcional de onda bajo transformaciones de norma:

Ψ [Aa
1] = Ψ

[
gAa

1g
−1 + g∂1g

−1
]

(3.13)

para toda g en la parte conexa con la identidad del grupo, siendo la funcional de

onda únicamente dependiente de la parte espacial del potencial vector: Ψ = Ψ [Aa
1].

Clásicamente podemos hacer también, mediante una transformación de nor-

ma, que en las ecuaciones relevantes (3.8)-(3.10) desaparezca la componente

A0; tomando ḡ ∈ G tal que cumpla con:

∂ḡ

∂x0
= ḡA0,

tenemos que las componentes del potencial vector y la 2-forma de curvatura son

transformados a:

Ā0 = 0,

Ā1 = ḡA1ḡ
−1 + ḡ

∂ḡ−1

∂x1
,

F̄ 10 = ḡF 10ḡ−1 = ∂0Ā1 = ˙̄A1.

y aśı reducimos las ecuaciones (3.8)-(3.10) a:

∂F̄ 10

∂x1
+
[
Ā1, F̄

10
]
≈ 0,

∂F̄ 10

∂x0
= 0, H(1) =

1

2

∫

S1

dx1 F̄ 10
a F̄ 10

a . (3.14)

Observe que con esta transformación particular no hemos roto con la invariancia

de norma, pues todav́ıa tenemos libertad de transformar a la componente Ā1;

usualmente, algunos autores inician la discusión de la teoŕıa de Yang-Mills con

Aa
0 = 0 y la llaman “norma” de Weyl, pero de ninguna manera se esta fijando

norma alguna pues subsiste la ley de Gauss que es justamente generadora de la

simetŕıa.



3.2. Teoŕıa de Yang-Mills en dos dimensiones 65

Retomando la relación (3.13), vemos que las funcionales de onda deben estar

definidas en un espacio donde cada punto corresponda a una clase tal que todos

los elementos en ella estén conectados por una transformación de norma. Una

manera de entender este espacio es primero reconocer en el espacio fase Γ, de

coordenadas locales (Ā1, F̄
01), la superficie de constricción Γ

C
como la formada

por todos los pares (Ā1, F̄
01) que cumplan con la ley de Gauss, sobre la cual dos

pares son equivalentes si son conectados por una transformación de simetŕıa, i.e.

(Ā1, F̄
01) ∼ (Āg

1,
(
F̄ 01

)g
) ⇔




Āg

1 = g
(
Ā1 + ∂1

)
g−1

(
F̄ 01

)g
= gF̄ 01g−1

Con esta observación construimos el espacio fase reducido Γ
R

del sistema como

el conjunto de clases de equivalencia de pares (Ā1, ¯F 01) en Γ
C
. En śımbolos:

Γ
R

= Γ
C
/ ∼,

y aśı podŕıamos pensar al espacio sobre el cual se definen las funcionales f́ısicas

(3.13) como el correspondiente al sector de coordenadas en Γ
R
. Es claro ahora

que la Hamiltoniana primaria dada en (3.14) es función de clases, esto es, una

función sobre Γ
R
, ya que es invariante de norma.

Otra manera de concebir al espacio sobre el cual definimos los estados f́ısicos

se puede hacer en términos del grupo mismo, pues es posible encontrar un mapeo

biyectivo del espacio fase reducido Γ
R

en el espacio cociente (G × g)/Gadj, [30].

Para esto se resuelve primero la constricción que encierra la ley de Gauss no-

abeliana, cuyo resultado es:

F̄ 01(x1) = S(x1)F̄ 01(0)S−1(x1)

con S(x1) solución a la ecuación diferencial:

∂S

∂x1
+ Ā1S(x1) = 0, conS(0) = 1.

Reconociendo a esta ecuación diferencial como la ecuación que define a la holo-

nomı́a, se tiene:

S(x1) = P

[
exp

(
−

∫ x1

0
dtĀ1

)]
S(0) = P

[
exp

(
−

∫ x1

0
dtĀ1

)]
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que corresponde geométricamente al transporte paralelo de S, por el circulo S 1,

de 0 a x1. Aśı, resolver la constricción clásica (3.14), es lo mismo que decir que un

par (Ā1, F̄
01(x1)) en Γ

C
es necesariamente de la forma

(
Ā1, S(x1)F̄ 01(0)S−1(x1)

)
.

Con la holonomı́a se define ahora el mapeo φ entre Γ
C

y G × g:

φ : Γ
C
−→ G × g

: (Ā1, F̄
01) 7−→

(
S(2π), F̄ 10(0)

)

donde S(2π) corresponde a la holonomı́a alrededor del circulo S1, y en virtud

de que esta última cantidad se transforma covariantemente, o bien de manera

adjunta, bajo una transformación de norma tenemos que:

φ(Āg
1, (F̄

01)g) = φ(g(Ā1 + ∂1)g
−1, gF̄ 01g−1) = (gS(2π)g−1, gF̄ 10(0)g−1).

Y aśı G actúa sobre G × g de forma adjunta. Dicho de otra forma, φ no solo es

un mapeo entre Γ
C

y G × g, sino que además induce un mapeo, que resulta ser

biyectivo, entre clases de Γ
R

y clases de G × g, estas últimas definidas mediante

la relación:

(
S(2π), F̄ 01(0)

)
∼
(
S′(2π), F̄ ′01(0)

)
⇔





S′(2π) = gS(2π)g−1

F̄ ′01(0) = gF̄ 01(0)g−1

Con la existencia de este mapeo se puede traducir la condición sobre los

estados f́ısicos:

Ψ ∈ Fphys ⇔ Ψ [Aa
1] = Ψ

[
gAa

1g
−1 + g∂1g

−1
]

a:

Ψ ∈ Fphys ⇔ Ψ [g] = Ψ
[
hgh−1

]
(3.15)

dependiendo de lo que se quiera ver como “espacio de configuración reducido”,

si el espacio de las conexiones módulo transformaciones de norma o el espa-

cio formado por las holonomı́as módulo transformaciones de norma. La ventaja

del segundo punto de vista es que con él se puede definir un producto inter-

no en Fphys con la posibilidad de darle a éste la calidad de espacio de Hilbert,

H phys ⊂ Fphys. Para comenzar observe que la condición (3.15) la satisfacen los

caracteres {χρ(g)} de las representaciones irreducibles ρ del grupo de norma,
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recuerde que el carácter de una representación es una función de clases. En-

tonces por las relaciones de ortogonalidad de Schur, el conjunto {χρ(g)} forma

una base ortonormal del espacio de Hilbert f́ısico H phys ≡ L2(G/Gadj). De hecho

la Hamiltoniana de la teoŕıa cuántica queda diagonalizada en esta base:

Ĥχρ(g) =
1

2
c2(ρ)χρ(g) (3.16)

con c2(ρ) el valor del operador de Casimir
∑
TaTa en la representación ρ. El

producto interno entre estados f́ısicos se define en este caso como:

〈Ψ1|Ψ2〉 =

∫

G
dµ(g) Ψ∗

1[g]Ψ2[g] (3.17)

donde dµ(g) es la medida de Haar normalizada a dar volumen unidad, teniendo

aśı un producto interno invariante bajo la acción del grupo.

Al tomar en cuenta el primer punto de vista, el de pensar al espacio de

configuración reducido como el de las conexiones módulo transformaciones de

norma A/G, también podemos hallar una solución expĺıcita a la ecuación dife-

rencial funcional (3.12) que define a los estados f́ısicos. Recordando que la acción

de Chern-Simons depende solamente de la parte espacial del potencial vector y

que además es invariante bajo transformaciones de norma pequeñas, podemos

proponer con base a esto la solución:

Ψ2 = exp
(
±S(1)

CS
[Aa

1]
)

(3.18)

donde en el exponente aparece la acción de Chern-Simons unidimensional que

discutimos en la sección 2.4, y a dicho estado lo llamamos el estado de Loos-

Kodama de la teoŕıa bidimensional. De hecho podemos mostrar expĺıcitamente

que (3.18) es solución, para ello es suficiente usar:

δS(1)
CS

δAa
1

= −igga

que implica:

δΨ2

δAa
1

= ±Ψ2
δS(1)

CS

δAa
1

= ∓igΨ2ga.

Y aśı tenemos que el lado izquierdo de (3.12) equivale en este caso a:
(
∂1

δ

δAa
1

− gfabcA
c
1

δ

δAb
1

)
Ψ2 = ∓igΨ2 (∂1ga − gfabcA

c
1gb)
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el primer sumando se anula trivialmente pues las cantidades ga = tr (Ta) son

independientes de la variedad S1; el segundo sumando también se anula, ya que

al considerar la identidad que se sigue de la ciclicidad de la traza:

tr ([A, θ]) = 0 ∀ θ = −igθaTa

en coordenadas locales, se tiene:

(−ig)2fabcA
a
µθ

bgc dxµ = 0 ⇒ gfabcA
c
1gb = 0

donde se usó la relación de conmutación entre los generadores de grupo.

En conclusión, en la dimensión par más baja para el espacio base, contamos

con el estado Ψ2 como solución exacta a las condiciones que seleccionan a los

estados f́ısicos en la teoŕıa cuántica de Yang-Mills. Con respecto a la normali-

zación de este estado, no podemos de ninguna manera decir que se trata de un

estado no-normalizable solo por el hecho de que respecto al producto cinemático

su norma diverge (la acción de Chern-Simons no es positiva o negativa definida),

pues como ya advertimos éste no es el producto correcto en el espacio de Hilbert

f́ısico. Más aún, de acuerdo con la existencia del mapeo biyectivo entre las clases

de Γ
R

y clases de G × g, y la existencia de un producto interno (3.17) se debe

poder definir en principio un producto donde se haga evidente la posibilidad de

que el estado (3.18) sea normalizable de acuerdo al producto interno correcto.

Finalmente calculemos la enerǵıa asociada a este estado, el operador Hamil-

toniano asociado a (3.10) es:

Ĥ =

∫

S1

dx

(
1

2
π̂1

aπ̂
1
a −Aa

0Φ̂
(2)
a + λaΦ̂(1)

a

)

Aplicando al estado Ψ2, tenemos al usar la representación de coordenadas:

ĤΨ2 = E2Ψ2; E2 ≡ πg2 gaga. (3.19)

Observe que tomando a A/G como espacio de configuración reducido, tenemos el

eigenvalor de enerǵıa mı́nimo igual a cero (simplemente tome una representación

de grupo con traza nula para los generadores) y el vector asociado es el estado

de Loos-Kodama (3.18) Ψ2 = 1. Por otro lado de la ecuación (3.16) se observa

que el estado de mı́nima enerǵıa es también la función 1, la cual corresponde a

χρ(g) para ρ la representación trivial.
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3.3. Teoŕıa de Yang-Mills en cuatro dimensiones

A continuación extenderemos algunos resultados de la sección anterior al

caso de la dimensión cuatro. Tomemos como espacio base a M = R × S3 con

una métrica de Minkowski, la razón principal de esta elección es consecuencia

de la restricción (2.35) que da las transformaciones de norma admisibles y cuyas

implicaciones ya se discutieron en el caṕıtulo anterior. En esta dimensión las

ecuaciones presentan en buena parte el patrón a seguir en dimensiones mayores,

aunque los cambios que aparecen después son relevantes.

En cuatro dimensiones la acción de Yang-Mills libre luce simplemente como

la acción general (1.2):

S
YM

[A] = −
1

4

∫

M
F a

µνF
µν
a d4x

donde los ı́ndices latinos corren de 1 a 3, y no existen muchas particularizaciones

visibles con respecto al caso general en lo que se refiere tanto a las ecuaciones de

movimiento como a la estructura de constricciones. Por un lado las ecuaciones

de movimiento, que vienen de la variación de la acción de Yang-Mills, son:

DµF
µν
a = 0 ⇔





DiF
i0
a = ∂iF

i0
a − gfabcF

i0
b A

c
i = 0

D0F
0i
a + DjF

ji
a = ∂µF

µi
a − gfabcF

µi
b Ac

µ = 0

y las constricciones de primera clase de la teoŕıa son:

Φ(1)
a ≡ π0

a ≈ 0,

Φ(2)
a ≡ ∂iπ

i
a − gfabcA

c
iπ

i
b ≈ 0.

Donde la componente temporal de las ecuaciones de Euler-lagrange corresponde

a la constricción secundaria que encierra a la ley de Gauss no-abeliana. La com-

ponente espacial de dichas ecuaciones corresponde a la ecuación de Hamilton

para los momentos πi
a = F i0

a , con la Hamiltoniana primaria:

H(1) =

∫

S3

dx

[
1

2
πi

aπ
i
a +

1

4
F a

ijF
ij
a −Aa

0Φ
(2)
a + λaΦ(1)

a

]
(3.20)

=

∫

S3

dx

[
1

2

(
Ei

aE
i
a +Bi

aB
i
a

)
−Aa

0Φ
(2)
a + λaΦ(1)

a

]
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Y en esta dimensión como en las superiores aparece el término cuadrático del

“campo magnético” Bi
a a diferencia de lo que sucede en la dimensión dos, donde

esta cantidad es nula pues no existen tensores antisimetricos definidos sobre

variedades unidimensionales.

Pasemos ahora a la cuantización del sistema usando la prescripción de “cons-

tricciones como condiciones sobre los estados” usando la misma representación

de coordenadas que usamos en la sección anterior, i.e.

Aa
µ(x) −→ Âa

µ(x) ≡ Aa
µ(x),

πµ
a (x) −→ π̂µ

a (x) ≡
δ

i δAa
µ(x)

,

donde los estados se representan por funcionales de onda Ψ = Ψ[Aa
µ] ∈ F , y los

operadores asociados a las constricciones de la teoŕıa aplicados a las funcionales

de onda son:

Φ̂(1)
a Ψ =

δΨ

δAa
0

= 0 (3.21)

Φ̂(2)
a Ψ =

(
∂i

δ

δAa
i

− gfabcA
c
i

δ

δAb
i

)
Ψ = 0. (3.22)

Y al igual que en el caso anterior se puede verificar que estos operadores de cons-

tricción, satisfacen la misma álgebra que su contraparte clásica, evitando aśı las

llamadas anomaĺıas en la teoŕıa. De estas restricciones sobre las funcionales de

onda, la primera implica que ningún estado f́ısico en esta representación puede

depender de la componente temporal del potencial vector; la segunda implica que

las funcionales de onda deben ser invariantes bajo transformaciones de norma,

i.e.:

Ψ [Aa
i ] = Ψ

[
gAa

i g
−1 + g∂ig

−1
]

(3.23)

con g elemento en la parte conexa a la identidad del grupo, en analoǵıa con (3.13).

Note pues, que los estados pertenecientes a {Fphys} definidos por (3.21) y (3.22)

dependen solamente de la parte espacial del potencial vector. Clásicamente, tal

como se demostró para el caso bidimensional, es posible “borrar” la componente

temporal de escena; basta hacer una transformación de norma con un elemento

del grupo que cumpla con la ecuación:

∂ḡ

∂x0
= ḡA0,
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de donde precisamente:

Ā0 = 0,

Āi = ḡAiḡ
−1 + ḡ

∂ḡ−1

∂xi
,

F̄ i0 = ḡF i0ḡ−1 = ∂0Āi = ˙̄Ai.

con Aµ = −igAa
µTa y F µν = −igF µν

a . Esta transformación se puede repetir para

toda dimensión, mostrando aśı que la componente temporal de A es un grado

de libertad superfluo en la teoŕıa de Yang-Mills. Las ecuaciones relevantes en el

formalismo Hamiltoniano son después de esta transformación:

∂iF̄
i0
a −gfabcF̄

i0
b Ā

c
i ≈ 0, ∂0F̄

0i
a = D̄jF̄

ij
a , H(1) =

∫

S3

dx

[
1

2
F̄ i0

a F̄
i0
a +

1

4
F̄ a

ijF̄
ij
a

]

para el caso n = 2.

Retomando las ecuaciones cuánticas, de la relación (3.23) vemos que las fun-

cionales están definidas sobre un espacio donde cada punto corresponde más

bien a una clase de equivalencia respecto a la relación inducida por una trans-

formación de norma pequeña. Dicho de otra forma, las funcionales de onda están

definidas en el espacio de configuración reducido correspondiente al espacio fase

reducido:

Γ
R

= Γ
C
/ ∼

con Γ
C

la hipersuperficie de constricción definida por la ley de Gauss no-abeliana

y ∼ denota la relación de equivalencia.

En la sección 2.2.4 escribimos expĺıcitamente la acción de Chern-Simons en

tres dimensiones que en estos términos resulta ser una funcional definida pre-

cisamente en este espacio de configuración reducido, ya que es invariante bajo

las transformaciones pequeñas (quasi-invariante bajo transformaciones de nor-

ma grandes) y que además depende exclusivamente de las componentes espa-

ciales de la conexión. Con estos argumentos construimos entonces el estado de

Loos-Kodama, correspondiente a la teoŕıa cuántica de Yang-Mills en cuatro di-

mensiones, como:

Ψ4 = exp

(
±

1

g2
S(3)

CS
[Aa

i ]

)
(3.24)
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análogo a (3.18). En la definición de este estado hemos introducido por con-

veniencia el factor 1
g2 con g una cantidad adimensional en este caso de cuatro

dimensiones. Mostremos ahora expĺıcitamente que este estado es solución a las

ecuaciones que seleccionan a los estados f́ısicos, por un lado:

1

g2

δS(3)
CS

δAa
i

= −gabε
ijkF a

jk

la cual podemos obtener fácilmente si leemos el lado izquierdo de la ecuación

(2.18) como la variación de la acción de Chern-Simons para el caso n = 2. La

derivada funcional anterior implica directamente:

δΨ4

δAa
i

= ±Ψ4
1

g2

δS(3)
CS

δAa
i

= ∓Ψ4 gabε
ijkF b

jk.

Con esta identidad tenemos que al sustituir al lado izquierdo de (3.22) y usar

que en cuatro dimensiones podemos reducir el tensor invariante gab a la forma

de Killing Kab = 1
2δab:

(
∂i

δ

δAa
i

− gfabcA
c
i

δ

δAb
i

)
Ψ4 = ∓

1

2
Ψ4 ε

ijk(DiFjk)
a. (3.25)

Por otro lado analicemos la identidad de Bianchi dDF = 0 en coordenadas locales

(cf. ec. (A.13)):

dDF = 0 ⇔ DρFµν + DµFνρ + DνFρµ = 0,

considerando las componentes espaciales y contrayendo con el pseudo-tensor εijk

se obtiene:

εijk (DiFjk) = 0 ⇔ εijk (DiFjk)
a = 0

de donde concluimos que el lado izquierdo de (3.22) no es mas que las compo-

nentes espaciales de la identidad de Bianchi.

En suma hasta el momento hemos mostrado expĺıcitamente que (3.22) tienen

como solución al estado de Loss-Kodama formado con la acción de Chern-Simons

tridimensional. Esto lo logramos a través de la identidad de Bianchi, la cual es

consecuencia de las definiciones de curvatura y de derivada covariante exterior.

Finalmente calculemos la enerǵıa asociada a este estado, el operador Hamil-

toniano asociado a (3.20) es:

Ĥ =

∫

S3

dx

[
1

2
π̂i

aπ̂
i
a +

1

4
F a

ijF
ij
a −Aa

0Φ̂
(2)
a + λaΦ̂(1)

a

]
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donde no hemos puesto ̂ en algunas cantidades pues vamos a usar la represen-

tación de coordenadas en el cálculo. Dado que por construcción Ψ4 es aniquilado

por las constricciones, solo resta calcular esencialmente la acción de una doble

derivada funcional sobre éste; el resultado es (módulo regularizaciones):

1

2
π̂i

aπ̂
i
a Ψ4 = −

1

4
F a

ijF
ij
a Ψ4

de modo que al aplicar Ĥ al estado obtenemos:

ĤΨ4 = E4Ψ4, E4 = 0. (3.26)

Entonces el estado de Loos-Kodama tienen un eigenvalor de enerǵıa nulo. Como

una observación diremos que en el caso de tomar una métrica eucĺıdea este último

resultado no se conserva, esto es, el estado de Loos-Kodama para una teoŕıa de

Yang-Mills eucĺıdea en cuatro dimensiones tiene una enerǵıa no nula.

A partir del resultado (3.26), se ha especulado sobre la posible interpretación

f́ısica del estado de Loos-Kodama, y más aún sobre tal interpretación el estado

análogo existente en la teoŕıa de la gravedad cuantizada bajo estos conceptos [31].

Lo que es importante recalcar es que uno no puede descartar al estado de Loos-

Kodama como estado f́ısico por el hecho de que no sea normalizable con respecto

al producto interno cinemático, ya sabemos que en general este producto no es

el idóneo en el espacio H phys ⊂ Fphys. En general esta propiedad la comparte

cualquier estado invariante de norma que cumpla con las condiciones (3.2).

3.4. Teoŕıa de Yang-Mills en 2n dimensiones

Con las secciones anteriores hemos ganado suficiente confianza para tratar

ahora el caso general bajo el mismo esquema. En esta sección mostraremos

exṕıcitamente que es posible llevar a cabo la generalización de los estados Ψ2

y Ψ4 a estados similares en una teoŕıa de Yang-Mills de mayor dimensión. So-

lamente para fijar ideas en algunas ocasiones escribiremos las ecuaciones cor-

respondientes a los casos de seis y ocho dimensiones. Para comenzar vamos a

reescribir las ecuaciones relevantes generales de la teoŕıa de Yang-Mills, nos refe-
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rimos a (1.4), (1.17), (1.28) y (1.20):

DµF
µν
a = 0,

Φ(1)
a (x) ≡ π0

a ≈ 0,

Φ(2)
a (x) ≡ ∂iπ

i
a − gfabcA

c
iπ

i
b ≈ 0,

H(1) =

∫
dxH(1) =

∫
dx
[1
2
πi

aπ
i
a +

1

4
F ij

a F
a
ij −Aa

0Φ
(2)
a + λaΦ(1)

a

]
.

El único cambio en estas ecuaciones al paricularizarlas a dimensiones seis y ocho

es que los ı́ndices latinos corren de 1 a 5 y de 1 a 7, respectivamente. Por otro

lado, las ecuaciones generales que seleccionan a los estados f́ısicos:

Φ̂(1)
a Ψ =

δΨ

δAa
0

= 0, (3.27)

Φ̂(2)
a Ψ =

(
∂i

δ

δAa
i

− gfabcA
c
i

δ

δAb
i

)
Ψ = 0, (3.28)

seguirán dictando (al ser expresadas en la representación de coordenadas) fun-

cionales de onda independientes de la componente temporal de la respectiva

conexión e invariantes bajo las transformaciones de norma pequeñas. Recuerde

que las constricciones de una teoŕıa de norma solamente generan las transfor-

maciones conectadas a la identidad, las llamadas transformaciones grandes no

están incluidas pero su presencia puede dar lugar a efectos f́ısicos observables(2).

Como solución exacta a estas ecuaciones podemos escribir, de acuerdo a las

propiedades de la acción de Chern-Simons, los estados de Loos-Kodama:

Ψ6 = exp
(
±S(5)

CS
[Aa

i ]
)

Ψ8 = exp
(
±S(7)

CS
[Aa

i ]
)

para los casos de seis y ocho dimensiones de la teoŕıa cuántica de Yang-Mills,

respectivamente. La generalización a una teoŕıa en 2n dimensiones es inmediata:

Ψ2n = exp
(
±S(2n−1)

CS
[Aa

i ]
)

(3.29)

2 En el caso de las teoŕıas de Yang.Mills, la inclusión de transformaciones de norma grandes

y la exigencia de la invariancia de los estados bajo estas, permite sumar un término de frontera

a la acción de Yang-Mills que está relacionado con la degeneración de estados base inherentes

a la teoŕıa [20], [32].
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y de acuerdo con la ecuación (2.15) que expresa la invariancia de S (2n−1)
CS

bajo

transformaciones infinitesimales de norma, es de esperar que este estado cumpla

con las ecuaciones generales que seleccionan estados f́ısicos. Para mostrar ex-

pĺıcitamente que esto sucede, intentemos generalizar las ideas que nos llevaron

a concluir este mismo hecho para el caso cuadridimensional. Para comenzar re-

cuerde que para el caso de dimensión cuatro se echó mano de la identidad de

Bianchi, la cual es válida en cualquier dimensión del espacio base, entonces con

la mira en la generalización del resultado, nos gustaŕıa hallar una manera de de-

ducir que Ψ4 es solución a (3.22) sin usar tal identidad y tomando sólo en cuenta

argumentos relacionados con la dimensión particular. Por un lado, sabemos que

la teoŕıa de Chern-Simons es invariante bajo las transformaciones de norma g

conectadas con la identidad:

(Ai)
g = g(Ai + ∂i)g

−1,

que infinitesimalmente son:

δAa
i =

1

g
(∂iθ

a − gfabcθ
bAc

i ), (3.30)

donde i = 1, 2, 3 para el caso cuadridimensional, e i = 1, . . . , 2n − 1 para el

caso 2n dimensional. Ahora, de acuerdo con el Teorema de Noether citado en

el caṕıtulo anterior, tenemos que las ecuaciones de movimiento obtenidas de

S(3)
CS

[Aa
i ] no son todas independientes, de hecho si comparamos (3.30) con la

expresión general (1.6) reconoceremos inmediatamente las cantidades:

GAb = Ga
i b = −fabcA

c
i y T i

Ab = T aj
i b =

1

g
δa
b δ

j
i (3.31)

las cuales nos ayudaran a adaptar la identidad (1.7) a una teoŕıa de Chern-Simons,

resultando en:

∂j

(
T a j

i b

δL(3)
CS

δAa
i

)
= Ga

i b

δL(3)
CS

δAa
i

⇔
1

g

(
Di

δL(3)
CS

δAi

)a

= −g gabε
ijk(DiFjk)

b ≡ 0,

(3.32)

relación que se debe cumplir independientemente del uso de un potencial vector

que sea solución a las ecuaciones de movimiento de la teoŕıa de Chern-Simons

en tres dimensiones. La ecuación (3.32) es escencialmente el resultado de aplicar
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la constricción Φ̂
(2)
a al estado Ψ4 (cf. ec. (3.25))y por lo tanto hemos mostrado,

sin usar la identidad de Bianchi, que Ψ4 es precisamente un estado f́ısico en el

sentido (3.2). De paso, ha quedado de manifiesto un hecho curioso, la invariancia

de norma de la acción de Chern-Simons tridimensional implica las componentes

espaciales de la identidad de Bianchi en espacio base cuadridimensional.

De la discusión en el párrafo anterior resulta casi inmediata la generalización

de este cálculo para el caso 2n dimensional. Por un lado la acción de Φ̂
(2)
a sobre

el estado de Loos-Kodama Ψ2n es:

(
∂i

δ

δAa
i

− gfabcA
c
i

δ

δAb
i

)
Ψ2n = ±Ψ2n

(
Di
δS(2n−1)

CS

δAi

)a

(3.33)

pues:

δΨ2n

δAa
i

= ±Ψ2n
δS(2n−1)

CS

δAa
i

y aśı la acción del operador asociado a la ley de Gauss sobre el estado de

Loos-Kodama general (3.29) resulta en la derivada covariante de las ecuaciones

de la teoŕıa de Chern-Simons en 2n − 1 dimensiones. Por otro lado, sabe-

mos que tales ecuaciones estan relacionadas una con otra debido a la invarian-

cia de norma infinitesimal de la teoŕıa, la relación entre ellas se halla usando

el teorema de Noether. El resultado es que al adaptar la relación (1.7) a la

teoŕıa de Chern-Simons reconociendo las cantidades definidas en (3.31), donde

i = 1, . . . , 2n − 1 en el caso general, se tiene que las ecuaciones de movimiento

cumplen las identidades:

∂j

(
T a j

i b

δL(2n−1)
CS

δAa
i

)
= Ga

i b

δL(2n−1)
CS

δAa
i

⇔
1

g

(
Di
δL(2n−1)

CS

δAi

)a

≡ 0, (3.34)

analogas a (3.32), las cuales se cumplen off-shell, i.e. son identidades indepen-

dientes del uso de las soluciones a las ecuaciones de Euler-Lagrange
δL

(2n−1)
CS

δAa
i

= 0.

Dado que la ecuación (3.34) es escencialmente el lado izquierdo de (3.33),

concluimos inmeditamente que el estado Ψ2n es precisamente un estado f́ısico

para la teoŕıa cuántica 2n dimensional de Yang-Mills en el sentido (3.2). Las

únicas bases de este resulado son la invariancia de la acción S (2n−1)
CS

bajo trans-

formaciones infinitesimales de norma y el uso del teorema de Noether, ambos

demostrados en este trabajo. Observe también que el resultado es igualmente
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válido ante el uso de la traza o de la traza simetrizada en la definición de la

acción de Chern-Simons.

Por ejemplo adaptar el teorema de Noether al caso de seis y ocho dimensiones

requiere simplemente de tomar en cuenta que los ı́ndices latinos en (3.31) deberán

correr de 1 a 5 y de 1 a 7, respectivamente; mientras la ecuación (3.32) en estos

casos se vera modificada como:

∂j

(
T a j

i b

δL(5)
CS

δAa
i

)
= Ga

i b

δL(5)
CS

δAa
i

⇔
1

g

(
Di
δL(5)

CS

δAi

)a

≡ 0

∂j

(
T a j

i b

δL(7)
CS

δAa
i

)
= Ga

i b

δL(7)
CS

δAa
i

⇔
1

g

(
Di
δL(7)

CS

δAi

)a

= 0

para cada caso respectivamente. Estas ecuaciones corresponderán, en cada ca-

so, escencialmente a la acción del operador Φ̂
(2)
a sobre los estados Ψ6 Y Ψ8,

teniéndose aśı que estos estados son estados f́ısicos de la teoŕıa cuántica corres-

pondiente. Hay que notar que para llegar a esta conclusión, no es necesario cal-

cular explicitamente las ecuaciones de movimiento de la teoŕıa de Chern-Simons

asociada a la dimensión que estemos tratando.

Una cuestión inmediata a partir de lo que hemos hecho en las secciones

anteriores es tratar de conocer ahora cuál es el eigenvalor de enerǵıa del estado

de Loos-Kodama en cualquier dimensión. Para responder al cuestionamiento,

śı es necesario calcular explicitamente las ecuaciones de movimiento de la teoŕıa

de Chern-Simons. Por ejemplo, calculemos primero dicho eigenvalor para los

casos seis y ocho dimensiones, por un lado de (2.18) se tiene que la derivada

funcional de las acciones de Chern-Simons correspondientes son:

δS(5)
CS

δAa
i

=
3i

4
gabc ε

ijklm F b
jkF

c
lm (i, . . . ,m = 1, 2, . . . , 5)

δS(7)
CS

δAa
i

=
1

2
gabcd ε

ijklmop F b
jkF

c
lmF

d
op (i, . . . , p = 1, 2, . . . , 7)

con lo que podemos calcular la derivadas funcionales δΨ6
δAa

i
y δΨ8

δAa
i

explicitamente

y con ellas la acción del operador Hamiltoniano:

Ĥ =

∫

Σ
dx

[
1

2
π̂i

aπ̂
i
a +

1

4
F a

ijF
ij
a −Aa

0Φ̂
(2)
a + λaΦ̂(1)

a

]

sobre los estados correspondientes. Sabemos que por construcción los últimos

dos términos dentro de la integral aniquilan a dichos estados. Este último hecho
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es el que asegura que el operador Hamiltoniano es un operador que envia a

estados f́ısicos en estados f́ısicos, i.e. Ĥ : H phys → H phys. Es posible hacer una

afirmación mas o menos inversa, esto es, podemos decir que si deseamos que

Ĥ sea un operador invariante de norma, necesariamente se deben cumplir las

ecuaciones que seleccionan a los estados f́ısicos. Para ver esto, observe que Ĥ

cambia bajo una transformación de norma infinitesimal como:

δĤ =
1

g

∫

Σ
dx
[
∂0 (D0θ)

a · Φ̂(1)
a − (D0θ)

a · Φ̂(2)
a

]
.

Entonces, proyectar al operador Hamiltoniano a un subespacio en el cual sea

invariante con respecto a las transformaciones de norma pequeñas, implica la

condición de proyectar los estados en un subespacio donde sean aniquilados por

los generadores de tales transformaciones.

Retomando la acción de Ĥ sobre los estados Ψ6 y Ψ8, tenemos:

ĤΨ6 = E6Ψ6, E6 =
3

8

[(
gabc ε

ijklm F b
jkF

c
lm

)2
+

2

3
F a

ijF
ij
a

]

ĤΨ8 = E8Ψ8, E8 =
1

4

[
F a

ijF
ij
a −

1

2

(
gabcd ε

ijklmop F b
jkF

c
lmF

d
op

)2
]

para las dimensiones seis y ocho, respectivamente. Note cómo en el caso general,

el de dimensiones 2n mayores o iguales a seis, la enerǵıa del estado deja de

ser nula y tiene que ver con polinomios de grado 2(n − 1) en las componentes

espaciales de la curvatura. Por lo tanto, en el caso general uno no puede seguir

afirmando que el estado de Loos-Kodama es un estado con enerǵıa nula.

Otra manera de entender este resultado es el siguiente, observe primero que

al operador de enerǵıa lo podemos reescribir como:

Ĥ =

∫

Σ
dx

[
1

2

(
Êi

aÊ
i
a +Bi

aB
i
a

)
−Aa

0Φ̂
(2)
a + λaΦ̂(1)

a

]

=

∫

Σ
dx

[
1

2

(
−

δ

δAa
i

+Bi
a

)(
δ

δAa
i

+Bi
a

)
−Aa

0Φ̂
(2)
a + λaΦ̂(1)

a

]
.

Mientras que en toda dimensión tenemos por construcción Φ̂
(1)
a Ψ2n = Φ̂

(2)
a Ψ2n =

0, solamente en dimensión cuatro contamos con la identidad δΨ4
δAa

i
= ∓Ψ4B

i
a.
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En este trabajo se analizó la acción de Yang-Mills en 2n dimensiones,

S
YM

[A] =
1

2g2

∫

M
tr (FµνF

µν)d2nx

siendo la variable básica la 1-forma de conexión A definida sobre el espacio de

Minkowski 2n dimensional M = R × Σ, y evaluada en el álgebra del grupo

de norma (compacto y semisimple) de dimensión r. Se demostró que la teoŕıa

contiene 2r constricciones de primera clase en cada punto, resumidas en:

Φ1st ≡
{
Φ(1)

a = πa
0 ≈ 0, Φ(2)

a = DiE
i
a ≈ 0

}
i = 1, . . . , 2n− 1,

donde Φ
(2)
a es el análogo no-abeliano de la ley de Gauss y E i

a el momento canónico

conjugado a Aa
i . Tales constricciones son consecuencia de la invariancia de norma

local de la teoŕıa y a la vez generadoras de la misma. Durante el estudio de la

estructura de constricciones se halló la Hamiltoniana de la teoŕıa que es en el

caso genérico:

H(1) =

∫
dx

[
1

2

(
Ei

aE
i
a +Bi

aB
i
a

)
−Aa

0Φ
(2)
a + λaΦ(1)

a

]
.

Debido a la simetŕıa de norma, en el caṕıtulo 3 se apuntó que el espacio de

configuraciones f́ısicas de la teoŕıa de Yang-Mills es el espacio cociente A/G,

i.e. el espacio de los potenciales vectores, modulo transformaciones de norma

locales; siendo el espacio fase f́ısico correspondiente, el haz tangente T ∗(A/G).

En general en este haz tangente no es posible contar globalmente con pares

conjugados canónicos y por lo tanto el proceso de cuantización canónica no se

puede llevar a cabo de forma estándar.
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Para cuantizar la teoŕıa se usó la prescripción de Dirac en la representación

de conexiones, donde primero se cuantiza en el espacio fase no-f́ısico (en el de

todas las conexiones T ∗(A)) asumiendo las reglas de conmutación:
[
Âa

µ(x), Êν
b (y)

]
= iδν

µδ
b
aδ(x − y),

y después se exige la invariancia de norma de los vectores de estado para proyec-

tar el espacio de todas las funciones de onda F = {Ψ(A)} en el subespacio de

las funciones:

Fphys ≡
{

Ψ(A) ∈ F / Φ̂1stΨ(A) = 0
}
.

Se demostró que para cualquier teoŕıa de Yang-Mills de dimensión par existe

al menos una funcional de onda Ψ2n(A), que la llamamos el estado de Loos-

Kodama 2n − 1 dimensional, que pertenece a Fphys, i.e. que es solución a las

ecuaciones de constricciones cuánticas. Este estado es construido mediante la ex-

ponenciación de la acción de Chern-Simons en 2n−1 dimensiones y corresponde

a la generalización del estado de Loos-Kodama tridimensional que se presenta

en la Ref. [27].

Dos hechos básicos nos llevaron a la construcción de este estado: (i) la acción

de Chern-Simons 2n − 1 dimensional es quasi-invariante de norma, tal y como

lo mostramos en este trabajo, y en particular es invariante bajo las transfor-

maciones de norma infinitesimales; y (ii) esta invariancia implica un conjunto

de identidades entre las ecuaciones de movimiento de la teoŕıa, codificadas en

el teorema de Noether, que se deben cumplir off shell y que corresponden a

Φ̂
(2)
a Ψ2n = 0 al usar la representación de conexiones.

En lo que a las teoŕıas de Chern-Simons se refiere, se escribió una fórmula

explicita (no integral) para la construcción de la n-ésima forma de Chern-Simons

(cf. ec. (2.43)) escrita con la traza simetrizada, con la cual construimos tal ac-

ción. Un ejercicio interesante, y como prueba de la efectividad de la fórmula,

seŕıa recobrar a partir de ésta tanto las propiedades de transformación como las

ecuaciones de Euler-Lagrange de la teoŕıa.

Es importante recalcar que con la notación F y Fphys indicamos que estos

conjuntos se tratan de espacios de funciones complejas dependientes la conexión,

y que hasta este momento no tienen una estructura de espacio de Hilbert.

Aunque esto no se requiere para el espacio F , si es necesario para Fphys si
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se quiere dar una interpretación f́ısica de las funcionales de onda en este espacio.

Una estructura de espacio de Hilbert necesariamente requiere de la definición de

un producto interno, en este caso uno del tipo:

〈Ψphys|Ψ
′

phys〉 =

∫

A/G
[dA]G Ψ∗

phys(A)Ψ
′

phys(A)

con una medida apropiada invariante de norma [dA]G . En virtud de las am-

bigüedades de Gribov de la teoŕıa, es de esperarse que esta integral no se pueda

definir en todo el espacio A/G sino que solamente en las regiones donde esten

bien definidos los grados de libertad f́ısicos; esto es, habŕıa que definir la integral

en cada copia de Gribov de manera similar a como se hace en el formalismo de

integral de trayectoria cuando se consideran estos efectos. Dado este producto

interno, el espacio f́ısico de las funcionales de onda correspondeŕıa a:

H phys ≡ {Ψ(A) ∈ Fphys / 〈Ψ|Ψ〉 = 1} =
{
Ψ

phys

}
⊂ Fphys.

esto es, a elementos de Fphys de cuadrado integrable con respecto a la medida

[dA]G . Con esto recalcamos la diferencia entre estados f́ısicos y soluciones a

las constricciones cuánticas, los estados f́ısicos son soluciones normalizables a

las ecuaciones de constricciones con respecto a la medida [dA]G . Aunque en el

caṕıtulo 3 hemos presentado un producto como éste para el caso de una teoŕıa de

Yang-Mills en dos dimensiones, escrito en términos del espacio cociente G/G adj,

en el caso general no se cuenta con la medida deseada. Entonces en este sentido

no podemos descartar al estado de Loos-Kodama 2n− 1 dimensional de ser un

estado f́ısico, pues ni siquiera contamos todav́ıa con el producto interno general

y entonces no podemos hablar de su normalización respecto a la medida [dA]G .

En suma, con esto hemos dado una respuesta afirmativa al cuestionamiento

referente a la generalización del estado de Loss-Kodama tridimensional citado

en la introducción de este trabajo.

En lo que se refiere al eigenvalor de enerǵıa asociado al estado de Loss-

Kodama en cada dimensión, demostramos que en contraste con el caso de cuatro

dimensiones, el estado asociado a teoŕıas de orden mayor no tiene un eigenvalor

nulo. Esto pone en evidencia una diferencia importante en la cuantización a la

Dirac de la teoŕıa de Yang-Mills y de la teoŕıa de la gravedad, y es que mientras

en esta última (en cuatro dimensiones) se tiene a la hamiltoniana misma como



82 Conclusiones

constricción, y por lo tanto ĤGRΨ = 0 es un requerimiento mı́nimo para los

estados f́ısicos, en el caso de la teoŕıa de Yang-Mills esta condición no se tiene

que cumplir necesariamente y en particular no se cumple para las dimensiones

de orden mayor. La razón por la cual en cuatro dimensiones el estado de Loos-

Kodama tiene un eigenvalor de enerǵıa nulo es que en ésta la acción de Yang-

Mills se deforma escencialmente en un término de frontera, mientras que en

otras dimensiones este no es el caso. Para verlo explicitamente, observe como

solamente en cuatro dimensiones se cuenta con la identidad iÊi
aΨ4 = δΨ4

δAa
i

=

∓Ψ4 gabε
ijkF b

jk = ∓Ψ4B
i
a, de modo que clasicamente tenemos E i

a = ±iBi
a para

tener una Hamiltoniana nula; esta sustitución causa en la acción de Yang-Mills

la deformación:

S
YM

= −
1

4

∫

M
F a

µνF
µν
a d4x =

1

2

∫

M

(
Ei

aE
i
a −Bi

aB
i
a

)
d4x

−→ ±i

∫

M
Ei

aB
i
a d4x = ∓i

∫

M
trs (F ∧ F ) = ∓i

∫

M
dω3.

Por otro lado en dimensiones más altas, al no contar con la relación entre la

derivada del estado de Loos-Kodama y el campo magnetico, la acción de Yang-

Mills no se ve deformada en un término de frontera. Aunque uno pudiera esperar

que la teoŕıa de Yang-Mills de seis dimensiones se viera deformada en algo como
∫
M trs (F ∧ F ∧ F ) =

∫
M dω5, este no es el caso en virtud de que la definición

del campo magnetico Bi
a no cambia con la dimensión de la teoŕıa y de que

Êi
aΨ6 = 3

4gabcε
ijklmF b

jkF
c
lm. Entonces en general S

YM
no puede deformarse en un

término dé frontera, el hecho de que en cuatro dimensiones se de esta deformación

mediante la sustitución Ei
a = ±iBi

a nos dice que en tal caso la teoŕıa no contiene

grados de libertad locales y por lo tanto no tenemos contribución alguna a los

eigenvalores del operador local Ĥ por parte de estados que cumplan Êi
aΨ =

±iBi
aΨ. En contraste, para los estados de dimensiones mayores la teoŕıa no se

deforma a un término de frontera, además de que en éstas los estados de Loos-

Kodama están hechos de acciones con grados de libertad locales, las acciones de

Chern-Simons en altas dimensiones.



APÉNDICES





Apéndice A

G-haces y campos de norma

La idea ganeral de este apéndice consiste en presentar la notación que se usa

en este trabajo aśı como en introducir a los campos de norma como objetos geo-

métricos. Aunque las teoŕıas de norma en la literatura estándar [7, 11, 12, 13, 14]

son presentadas de una manera inductiva por razones históricas y pedagógicas,

es claro que los ingredientes esenciales - conexión, potencial vector, derivada co-

variante, curvatura, grupos de Lie - tienen una estructura matemática intŕınseca

la cual es independiente del contexto. Esta estructura ha sido bien estudiada por

los matemáticos con argumentos de geometŕıa diferencial (para una importante

introducción con un énfasis especial en teoŕıa de campos y gravitación se puede

ver [33]). Cabe mencionar que la formulación de las teoŕıas de Yang-Mills dentro

del contexto de G-haces no es necesaria para trabajar con aquellos aspectos que

son locales en el espacio-tiempo, pero se vuelve importante para el entendimien-

to de cuestiones globales, tales como anomaĺıas [16], condiciones de fijación de

norma (ambigüedades de Gribov), efecto de Aharonov-Bohm, teoŕıas de Chern-

Simons, entre otras.

A.1. Definiciones básicas

Nos referimos a un haz cuando hablamos de la estructura (M,E,Π) consis-

tente de la variedad d-dimensional M llamada espacio base, la variedad E lla-

mada espacio total y un mapeo suprayectivo llamado proyección Π : E −→ M .
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Reconocemos a la fibra Ep sobre un punto p ∈M como el conjunto en E:

Ep = {q ∈ E / Π(q) = p}.

Si para todo p ∈ M se tiene Ep = F , decimos que (M,M × F,Π) es un haz

trivial con fibra estándar F . En el presente trabajo estamos particularmente

interesados en haces localmente triviales, esto es, haces que localmente sean

isomorfos al haz trivial, ya que estos son fundamentales en el concepto de haz

vectorial k-dimensional. Este último es un haz localmente trivial (M,E,Π)

donde cada fibra Ep es un espacio vectorial de dimensión k.

Otro concepto importante en esta construcción es el de sección de un haz

vectorial (M,E,Π) que corresponde a una función s : M −→ E, tal que para

cada p ∈ M , s(p) ∈ Ep; en palabras, una sección asigna a cada punto en el

espacio base un vector en la fibra sobre ese punto. La importancia de las sec-

ciones es que son estos objetos los que se suelen interpretar como campos f́ısicos.

Es posible demostrar que el conjunto de secciones de un haz vectorial forma

un C∞(M)-módulo(1), denotado como Γ(E), con las operaciones de suma entre

secciones y multiplicación de éstas por funciones f ∈ C∞(M) dadas por:

(s+ s′)(p) ≡ s(p) + s′(p),

(fs)(p) ≡ f(p)s(p);

por su calidad de módulo, en Γ(E) no se puede hacer referencia precisamente

a una base que lo genere, sin embargo localmente (donde el haz es isomorfo a

un haz trivial) es siempre factible hallar un conjunto finito se secciones que lo

genere cuyo rango sea k.

Puesto que deseamos presentar las teoŕıas de Yang-Mills y de Chern-Simons

en este contexto, es necesario referirnos a los llamados G-haces que son haces

vectoriales en cuya construcción subyace un grupo de Lie. Precisamente reque-

rimos de:

(i) Una variedad M , que será espacio base del haz vectorial.

1 C∞(M) denota, como es costumbre, al espacio de todas las funciones infinitamente dife-

renciables de M en M
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(ii) Una cubierta {Uα} de M , i.e. un conjunto de abiertos tal que ∪αUα = M .

Además suponemos que cada abierto Uα es espacio base del haz trivial

(Uα, Uα × V, πα).

(iii) Un espacio vectorial V, fibra estándar de cada haz trivial (Uα, Uα ×V, πα).

(iv) Un grupo de Lie (G, ∗), que suponemos compacto y semi-simple, con álge-

bra denotada por g.

(v) Una representación ρ de G sobre el espacio vectorial V .

La idea ahora es “pegar” los haces triviales mencionados en (ii) para conjuntar

un haz vectorial total, el cual por construcción será localmente trivial; intuiti-

vamente definimos la unión: ⋃

α

(Uα × V )

como el espacio total E del nuevo haz vectorial (M,E,Π) y denotamos a (p, v) ∈

(Uα × V ) ⊂ E como [p, v]α. El proceso de “pegado”se hace identificando puntos

en E. Decimos que los puntos [p, v]α y [p, v′]β están identificados si

v = ρ(hαβ(p))v′

donde hαβ son las funciones de transición:

hαβ : Uα ∩ Uβ −→ G

que se encargan de hacer este proceso de pegado suave y no trivial. Es importante

mencionar que este método da un haz vectorial si las funciones de transición

satisfacen las condiciones de consistencia:

ρ(hαβ(p)) =
�

ρ(hαβ(p) ∗ hβγ(p) ∗ hγα(p)) =
�

para toda p ∈ M , tales condiciones expresan que no deseamos identificar dos

puntos del mismo Uα×V y entonces la identificación de puntos se hace solamente

en el traslape de dos o más haces triviales. Para concluir se define la proyección

del espacio total al espacio base, Π : E −→M como:

Π([p, v]α) ≡ p.
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Con esta definición para la proyección, y las condiciones de consistencia sobre las

funciones de transición, contamos con un haz vectorial, i.e. con una haz cuyas

fibras son espacios vectoriales y que cuenta con una trivialización local sobre

cada conjunto Uα. A este tipo de haces son a los que llamamos G-haces y al

grupo G grupo de norma del haz.

Formalmente, dado un haz vectorial (como un G-haz) (M,E, π) podemos

construir el haz vectorial de endomorfismos (M,End(E),Π) donde la fibra sobre

p ∈M es End(Ep), el espacio vectorial de los mapeos lineales de Ep a śı mismo;

para este haz las secciones son mapeos:

T : M −→ End(E)

que a cada p ∈ M asignan el mapeo lineal T (p) : Ep −→ Ep. Para el caso

especial de un G-haz vamos a decir que una transformación T (p) ∈ End(Ep)

vive en el grupo G si es de la forma ρ(h(p)), i.e. si T (p) pertenece al grupo,

homomorfo a G v́ıa ρ, subconjunto de End(Ep); similarmente T (p) ∈ End(Ep)

vive en el álgebra g si pertenece al álgebra, homomorfa al álgebra g, subconjunto

de End(Ep). Ahora, si T (p) vive en G para toda p ∈ M , decimos entonces que

T (la sección) es una transformación de norma. El conjunto de todas las

transformaciones de norma (un subconjunto de Γ (End(E))) forman un grupo,

denotado por G, con la operación:

(TS)(p) ≡ T (p)S(p)

y elementos inversos e identidad dados por:

T−1(p) ≡ (T (p))−1

I(p) ≡
�
,

respectivamente.

Para escribir en estos términos el principio de norma solo resta definir la

acción de una sección T del haz (M,End(E),Π) sobre una sección s del G-haz

(M,E, π), ésta da como resultado la nueva sección s′ ∈ Γ(E):

s′(p) ≡ (T (s))(p) ≡ (T (p))(s(p))

Con esta ultima definición, establecemos:
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El principio de norma. Describiendo a los campos f́ısicos por secciones de

G-haces, las leyes de la f́ısica deberán ser ecuaciones diferenciales tal que

si s es solución, entonces también T (s) sea solución, con T en G.

A.2. Conexiones

El principal obstáculo con el cual nos enfrentamos para construir ecuaciones

diferenciales invariantes de norma, en el sentido del principio de norma, es que

las derivadas de T (s) pueden ser muy diferentes a las derivadas de s, ya que T

depende del punto p. Es aqúı donde necesitamos el concepto de conexión.

Para ser precisos, sea (M,E, π) un haz. Una conexión D sobre el haz es

una relación que asigna a cada campo vectorial v, definido en M , una función

Dv : Γ(E) −→ Γ(E) con las propiedades:

Dv(αs+ r) = αDvs+Dvr, ∀α ∈ R

Dv(fs) = v(f)s+ fDvs, ∀ f ∈ C∞(M)

Dfv+w(s) = fDvs+Dws





(A.1)

∀ s y r ∈ Γ(E). Llamamos a Dvs la derivada covariante de la sección s. Esta

derivada covariante queda especificada en términos de cierta sección del haz

(M,End(E) ⊗ T ∗M,Π) denominada potencial vector; en coordenadas locales

{xµ} del espacio base M podemos escribir a esta sección como A = Aµdxµ (2),

con Aµ secciones Aµ : M −→ End(E), i.e. Aµ ∈ Γ(End(E)), y de ah́ı que uno

se refiera a A como una 1-forma evaluada en Γ(End(E)) o End(E)-evaluada.

En general, podemos definir una p-forma End(E)-evaluada como una sección,

T , del haz (M,End(E) ⊗ ∧p T ∗M,π)(3)y escribirla como:

T =
1

p!
Tµ1...µp ⊗ dxµ1 ∧ ... ∧ dxµp ≡

1

p!
Tµ1...µp dxµ1 ...dxµp

donde Tµ1...µp ∈ Γ(End(E)). Durante este trabajo, para ahorrar escritura, enten-

deremos, a menos que se especifique lo contrario, el producto de formas como el

2 Cuando trabajemos en coordenadas locales se hará uso de suma impĺıcita sobre ı́ndices

repetidos, con los ı́ndices griegos λ, µ, ν, ρ, τ, σ, etiquetando los números del 0 al d − 1.
3 ∧pV denota la p-ésima potencia (exterior) antisimetrica tensorial de V .
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producto “wedge”(e.g. dx1dx2 ≡ dx1 ∧dx2 = dx1 ⊗dx2−dx2 ⊗dx1); aśı el pro-

ducto de dos formas End(E)-evaluadas, T y S, de grado p y q, respectivamente,

se define entonces como la (p+ q)-forma End(E)-valuada:

TS =
1

p!q!
TISJ dxIdxJ

donde I, J son ı́ndices que condensan a un número de p y q ı́ndices respectiva-

mente.

Si el haz vectorial donde está definida la conexión D se trata de un G-

haz, y estamos describiendo las teoŕıas de Yang-Mills o de Chern-Simons, sólo

interesan las llamadas G-conexiones que son las que corresponden a conexio-

nes especificadas por potenciales vectores que no solamente estén evaluados en

Γ(End(E)), sino que además vivan en g, expĺıcitamente esto es(4):

A = Aµdxµ = −igAa
µTa dxµ (A.2)

donde el factor constante −ig se introduce por conveniencia y {Ta} corresponde

a los generadores del grupo de Lie G. Para ser consistentes con el principio de

norma, es necesario exigir que la derivada Dv se transforme covariantemente

bajo transformaciones de norma g ∈ G, i.e.:

D′
v(g(s)) = g(Dvs).

Trabajando localmente es posible demostrar que esta condición es equivalente

a que los potenciales vectores asociados, A y A′, a D y a D′, respectivamente,

satisfagan:

Ag = g(A+ d)g−1, (A.3)

donde a g, una sección de Γ(End(E)) que vive en el grupo de norma G, aqúı se

le considera una 0-forma evaluada en el grupo G y al producto gAg−1 se le

entiende como g ∧ A ∧ g−1, además el śımbolo “d” que figura en (A.3) es la

derivada exterior usual sobre p-formas evaluadas en Γ(End(E)), a saber, si T es

una de estas formas:

dT = d

(
1

p!
Tµ1...µp dxµ1 ... dxµp

)
=

1

p!
∂νTµ1...µp dxνdxµ1 ... dxµp

4 Usaremos los ı́ndices a, b, c, d, e para denotar a los números del 0 a la dimensión del grupo

de Lie, r.
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siendo Tµ1...µp una sección en Γ(End(E)) para cada valor de los sub́ındices.

Por otro lado, dada una conexión D en el haz vectorial (M,E, π) ésta induce

una conexión D en el haz de endomorfismos (M,End(E),Π), ésta es una regla

que asigna a cada campo vectorial v, definido sobre la variedad M , un función:

Dv : Γ(End(E)) −→ Γ(End(E))

: T −→ DvT

donde la sección DvT actúa sobre s ∈ Γ(E) como:

(DvT )(s) = Dv(T (s)) − T (Dvs)

y Dv cumple automáticamente con las condiciones (A.1). Aśı como la derivada

exterior usual, podemos definir la derivada covariante exterior sobre una

p-forma End(E)-evaluada, T , como la (p+ 1)-forma evaluada en Γ(End(E)):

dDT = dD

(
1

p!
Tµ1 ...µp dxµ1 ... dxµp

)
=

1

p!
DνTµ1 ...µp dxνdxµ1 ...dxµp ,

con

DνTµ1 ...µp = D∂νTµ1...µp

una sección en Γ(End(E)). Para hacer cálculos espećıficos es conveniente es-

cribir dDT en términos del potencial vector, haciendo un poco de álgebra en

coordenadas locales, se puede mostrar que:

dDT = dT + [A, T ]◦ (A.4)

siendo [ ·, · ]◦ el conmutador graduado(5)entre formas End(E)-evaluadas, a

saber si T y S son p y q formas evaluadas en Γ(End(E)) entonces este conmu-

tador es una (p+ q)-forma End(E)-evaluada dada por:

[S, T ]◦ = ST − (−1)pqTS. (A.5)

Para un G-haz la derivada covariante exterior sobre una p-forma que vive en

el álgebra g, esto es, un objeto B = 1
p! B

a
µ1..µp

Ta dxµ1 ...dxµp , se vuelve conve-

nientemente fácil ya que si se toma en cuenta la relación de conmutación entre

5 Introducimos el supeŕındice ◦ solamente para no llegar a confundir a este conmutador con

el conmutador usual, [·, ·], entre operadores.
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los generadores {Ta} del álgebra(6):

[Ta, Tb] = if c
ab Tc (A.6)

se tiene:

dDB =
1

p!

(
DνBµ1..µp

)a
Ta dxνdxµ1 ...dxµp

≡
1

p!

(
∂νB

a
µ1..µp

− gfabcB
b
µ1..µp

Ac
ν

)
Ta dxνdxµ1 ...dxµp . (A.7)

Es útil escribir una fórmula para la derivada covariante exterior del producto

TS, donde T y S son p y q formas evaluadas en Γ(End(E)), respectivamente; el

resultado es la (p+ q + 1)-forma End(E)-evaluada:

dD(TS) = (dDT )S + (−1)pT (dDS). (A.8)

A.3. Curvatura

Aśı como el potencial vector es claramente un objeto geométrico, pues sirve

para comparar secciones en distintas fibras de un haz, la curvatura también lo es

y esencialmente nos da una idea de si las derivadas covariantes conmutan. Para

ser mas precisos, supongamos que (M,E, π) es un haz vectorial con conexión

D, definimos la curvatura asociada a esa conexión como una sección del haz

(M,End(E) ⊗∧2T ∗M,Π) (una 2-forma evaluada en Γ(End(E))), denotada por

F , tal que al dar dos campos vectoriales v y w la sección F (v, w) ∈ Γ(End(E))

actúa sobre las secciones s ∈ Γ(E) como:

F (v, w) : Γ(E) −→ Γ(E)

: s −→ s′ ≡ F (v, w)s

donde

F (v, w) ≡
(
DvDw −DwDv −D[v,w]

)
s.

6 Debido a las propiedades del grupo de Lie G, compacto y semi-simple, es posible hallar

una base en su álgebra donde la forma de Killing sea diagonal, dando a ésta una estructura

de un espacio vectorial Eucĺıdeo [34]. Ello implica que el conjunto de constantes de estructura

{f c
ab } es equivalente a {fabc} con fabc ≡ δcd f c

ab , elementos totalmente antisimétricos en sus

ı́ndices. La estructura de espacio Eucĺıdeo del álgebra nos permite, aśı, subir y bajar los ı́ndices

del grupo (a, b, c, d, e) sin restricción alguna.
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Usando esta expresión para F , y las definiciones de la sección anterior, se puede

escribir la curvatura en términos del potencial vector A como sigue:

F = dA+A2, (A.9)

una manera alternativa de expresar la curvatura es usando las coordenadas lo-

cales {xµ} del espacio base M , de manera que:

F =
1

2
Fµν dxµdxν

con

Fµν = F (∂µ, ∂ν) = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ]. (A.10)

Observe que para las teoŕıas de norma que aqúı tratamos, donde se trabaja con

un G-haz y G-conexiones asociadas, la definición de curvatura implica que ésta

vive necesariamente en el álgebra del grupo. Esto queda de manifiesto si se usa

la expresión (A.10) y las relaciones de conmutación entre elementos que generan

al álgebra (cf. ecuación (A.6)); de hecho se tiene expĺıcitamente que:

Fµν = −igF a
µνTa = −ig

(
∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + gfabcA

b
µA

c
ν

)
Ta. (A.11)

Por lo tanto, si el potencial vector A = Aµdxµ = −igAa
µTadx

µ vive en el álgebra

del grupo, entonces también lo hace la curvatura asociada pues en este caso

F = 1
2Fµνdxµdxν = − ig

2 F
a
µνTadx

µdxν . Otra propiedad importante, con respecto

a la curvatura, es que si se le aplica una transformación de norma g (lo que

equivale a sustituir (A.3) en (A.9)) resulta que este objeto se transforma de

manera homogénea:

F g = gFg−1 (A.12)

a diferencia de la manera inhomogénea de transformación que sufre la 1-forma

A bajo el mismo cambio. Esta ley de transformación para F tiene implicaciones

directas en la construcción de las teoŕıas f́ısicas invariantes de norma.

Una de las identidades más importantes en este contexto, es la llamada iden-

tidad de Bianchi. Ésta es consecuencia directa de la definición de curvatura y

de derivada covariante exterior, se puede escribir como:

dDF = 0 (A.13)
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y usando la forma explicita (A.7) para la derivada covariante exterior, tenemos

que la identidad de Bianchi se reduce a:

DρFµν + DµFνρ + DνFρµ = 0.

Finalmente para completar este apéndice revisemos brevemente el operador

de Hodge en la siguiente sección.

A.4. Operador de Hodge

Para definir el mapeo de Hodge vamos a definir primero el mapeo iso-

morfismo dual, denotado por ∗, éste lo construimos pensando en la variedad

d-dimensional M y la d-forma de volumen ε(7) , de modo que ∗ es un mapeo

que toma p-campos vectoriales v (secciones de (M,∧pTM, π)) y los manda a

(d− p)-formas (secciones de (M,∧(d−p)T ∗M,π)), con la regla:

∗v ≡ ε(v) =
1

(d− p)!
(∗v)µ1 ...µd−p

dxµ1 ...dxµd−p

=
1

p!(d− p)!
ε ν1...νpµ1...µd−p

vν1...νp dxµ1 ...dxµd−p

y es un isomorfismo dual pues también puede aplicarse en sentido opuesto, i.e.

∗ puede mapear p-formas α en (d− p)-campos vectoriales de la siguiente forma:

∗α ≡ ε(α) =
1

(d− p)!
(∗α)µ1 ...µd−p ∂µ1 ∧ ... ∧ ∂µd−p

=
1

p!(d− p)!
ε ν1...νpµ1...µd−pαν1...νp ∂µ1 ∧ ... ∧ ∂µd−p

.

Y ya que asumimos que la variedad M esta equipada con una métrica Lorentzia-

na η con signatura (1, d − 1), por compatibilidad se tiene que:

εµ1...µd = ηµ1ν1 ... ηµdνd εν1...νd

7 Por simplicidad escogemos la d-forma de volumen con componentes unidad:

εµ...ν =

8
>>><
>>>:

+1, si µ...ν es una permutación par de 01...d − 1

−1, si µ...ν es una permutación impar de 01...d − 1

0, de otra forma

donde ε01...d−1 = 1 y por consistencia ε01...d−1 = −1
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pues por otro lado con la métrica η podemos mapear p-campos vectoriales v

en p-formas η(v), y viceversa, p-formas α en p-campos vectoriales η(α), de la

siguiente manera:

η(v) =
1

p!
(η(v))µ1 ...µp dxµ1 ...dxµp =

1

p!
ηµ1ν1 ...ηµpνp v

ν1...νp dxµ1 ...dxµp

η(α) =
1

p!
(η(α))µ1 ...µp ∂µ1 ∧ ... ∧ ∂µp =

1

p!
ηµ1ν1 ...ηµpνp αν1...νp ∂µ1 ∧ ... ∧ ∂µp .

Definimos ahora el operador de Hodge como la composición:

? ≡ ∗ ◦ η = η ◦ ∗

de manera que éste mapea p-formas, α, en (d− p)-formas, ?α, como sigue:

?α =
1

(d− p)!
(?α)µ1 ...µd−p

dxµ1 ...dxµd−p

=
1

p!(d− p)!
εν1...νpµ1...µd−p

[
ην1ρ1 ...ηνpρp αρ1...ρp

]
dxµ1 ...dxµp .

Y con la signatura de la métrica en M , se puede ver que sobre p-formas la doble

acción del operador de Hodge no es más que:

?2 = (−1)p(d−p)+1.

No es ahora dif́ıcil extender la acción del operador de Hodge que se hace

sobre p-formas ordinarias, a hacerse sobre p-formas evaluadas en secciones de

algún haz vectorial; ya que cualquiera de estos últimos objetos tiene la forma

general de una suma tipo:

T =
∑(

T ′ ⊗ α
)
, (A.14)

con T ′ secciones de Γ(End(E)) y α representando p-formas ordinarias, podemos

escribir entonces:

?T =
∑(

T ′ ⊗ ?α
)

logrando aśı el efecto de que ? env́ıe p-formas End(E)-evaluadas en (d − p)-

formas End(E)-evaluadas, si la variedad baseM tiene dimensión d. En particular

la acción de este operador sobre la 2-forma de curvatura de un G-haz, F = F aTa

con Fa = 1
2F

a
µνdxµdxν , es por ejemplo:

?F = (?F a)Ta = [(∗ ◦ η)F a] ⊗ Ta
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una (d− 2)-forma evaluada en el álgebra g del grupo.

Finalmente para definir la acción S =
∫

M
ddx L de una teoŕıa de norma,

sobre un espacio base d-dimensional, es imperante contar con una d-forma or-

dinaria invariante de norma para su integración. Entonces de alguna manera

requerimos un medio para hacer de formas End(E)-evaluadas formas ordinarias,

este medio es precisamente la función traza; digamos que si T ′ ∈ Γ(End(E)),

podemos definir la función tr (T ′) en el espacio base M cuyo valor en p ∈M es

precisamente la traza del endomorfismo T ′(p) : Ep −→ Ep,

(tr (T ′))(p) ≡ tr (T ′(p)).

Con esta definición entenderemos la traza de una forma evaluada en Γ(End(E)),

cuya forma general es del tipo (A.14), como:

tr (T ) =
∑(

tr (T ′) ⊗ α
)

(i.e. con tr (T ) sacamos solamente la traza usual de la parte End(E)-evaluada

de T ). Al ser tr (T ′) una función en C∞(M), hace de tr (T ) una forma ordinaria

de grado dictado por el grado de la forma α. Algunas propiedades de la traza

sobre las formas End(E)-evaluadas T y S, de grado p y q respectivamente, son:

tr (TS) = (−1)pqtr (ST )

tr ([T, S]◦) = 0

tr (dDT ) = dtr (T )
∫

M
tr (dDT ∧ S) = (−1)p+1

∫

M
tr (T ∧ dDS), con p+ q = d− 1

Para los propositos que interesan en este trabajo, particularicemos la traza,

en un G-haz, de una forma cualquiera B que viva en el álgebra del grupo. Ésta

es:

tr (B) = tr (
1

p!
Ba

µ1..µp
Ta dxµ1 ...dxµp) = tr (Ta)

1

p!
Ba

µ1..µp
dxµ1 ...dxµp

y su valor depende de la representación del grupo de norma.



Apéndice B

Prueba del Teorema de

Noether

Este teorema lo podemos probar escogiendo coordenadas locales {xµ} en

el espacio base M y reacomodando términos en la variación de la densidad

Lagrangiana:

δL = δL(ϕ
A
, ϕ

A
) = δϕ

A

∂L

∂ϕ
A

+ δ(∂µϕA
)

∂L

∂ (∂µϕA
)

=

(
GAa

∂L

∂ϕ
A

+ ∂µGAa ·
∂L

∂ (∂µϕA
)

)
θa(x)+

+

(
GAa

∂L

∂ (∂µϕA
)

+ T µ
Aa
∂L

∂ϕ
A

+ ∂νT
µ

Aa ·
∂L

∂ (∂νϕA
)

)
∂µθ

a(x)+

+

(
T ν

Aa

∂L

∂ (∂µϕA
)

)
∂µ∂νθ

a(x)

=

{[
GAa

δL

δϕ
A

− ∂µ

(
T µ

Aa
δL

δϕ
A

)]
+ ∂µJ

µ
a

}
θa(x)

+ (Jµ
a + ∂νK

νµ
a ) ∂µθ

a(x) +
1

2
(Kµν

a +Kνµ
a ) ∂µ∂νθ

a(x) (B.1)

Donde aqúı hemos usado las definiciones de las cantidades J µ
a y Kµν

a aśı como

la relación:

δ(∂µϕA
) = ∂µ(δϕ

A
)

que se sigue de la suposición de que las transformaciones infinitasimales (1.6) no

involucran transformaciones espacio-temporales expĺıcitas. De la ecuación (B.1)
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es fácil ver que la invariancia de la Lagrangiana L es equivalente a que se cumplan

las relaciones:

GAa
δL

δϕ
A

= ∂µ

(
T µ

Aa
δL

δϕ
A

)
− ∂µJ

µ
a

∂νK
νµ
a + Jµ

a = 0

Kνµ
a +Kµν

a = 0,

en virtud de arbitrariedad de las funciones θa(x) y la independencia entre (θa(x)),

(∂µθ
a(x)) y (∂µ∂νθ

a(x)). Ahora de estas ecuaciones, al combinar la segunda, se

implica:

∂µJ
µ
a = 0

de modo que al sustituir en la primera ecuación, esta se reduce a (1.7). Aśı con-

cluimos que:

δL = 0 ⇔





∂µ

(
T µ

Aa
δL

δϕ
A

)
= GAa

δL

δϕ
A

,

∂νK
νµ
a + Jµ

a = 0,

Kµν
a = −Kνµ

a .

�
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