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Resumen

Es bien conocido que la teoria cuantica de Yang-Mills en cuatro dimensiones
acepta un estado, que llamaremos estado de Loos-Kodama, el cual se construye
como la exponencial de la acciéon de Chern-Simons tridimensional y que cumple
de forma exacta con las ecuaciones que restringen, en el espacio de Hilbert, a
los estados fisicos. Se sabe también que en esta dimensién a tal estado le co-
rresponde un eigenvalor de energia nulo. Por otro lado, sabemos que la accién
de Chern-Simons tridimensional es apta para generalizaciones a dimensiones
mayores, tales generalizaciones corresponden a teorias en 2n — 1 dimensiones,
con n € NT, construidas a partir de clases caracteristicas en 2n dimensiones
bajo la misma linea en que se construye la versién tridimensional de la teoria.
Basados en esta observacién, en el presente trabajo se demuestra que con la
accién de Chern-Simons 2n — 1 dimensional es posible construir un estado que
sea solucién a las condiciones que seleccionan a los estados fisicos de la teoria
cuantica de Yang-Mills definida en una variedad 2n dimensional. En contaste con
lo que sucede en las dimensiones dos y cuatro, donde el estado de Loos-Kodama
puede tener energia nula, en dimensiones mayores este eigenvalor viene dado en
términos de un polinomio de las componentes espaciales de la curvatura, cuyo

grado depende de la dimensién de la teoria.



Abstract

It is well known that four dimensional Yang-Mills quantum theory accepts
a state, which I refer to as Loos-Kodama state. The state is constructed as the
exponential of the Chern-Simons action in three dimensions and satisfies exactly
the equations which restrict physical states in Hilbert space. It is also known
that in this dimension the state has zero energy eigenvalue. By other means,
we know that the three dimensional Chern-Simons action can be generalized
to higher dimensions which are related to 2n — 1 dimensional theories, with
n € N*, constructed from characteristic classes in 2n dimensions in exactly the
same way as the three dimensional version. Taking into account this observation,
the present work shows that from 2n — 1 dimensional Chern-Simons action it
is possible to construct a state being a solution of those equations that selects
physical states in the 2n dimensional Yang-Mills quantum theory. In contrast
with the two and four dimensional cases, where the Loos-Kodama state can poss-
es a null energy eigenvalue, it is found that in higher dimensions this eigenvalue
is given in terms of a polynomial in the spacial components of the curvature,

whose degree depends on the dimension of the theory.



Introduccion

En la actualidad uno de los principios fundamentales méas usados, tanto en
la teoria clasica como cuantica de campos, es el llamado principio de norma,
desarrollado por Weyl en las primeras décadas del siglo pasado. Las teorias de
norma, tal como se les conoce a aquellos modelos que estan de acuerdo con
el principio antes mencionado, son la base en la descripcién de la fisica de las
particulas elementales.

Las llamadas teorias de Yang-Mills, teorias basadas en un grupo de simetria
no-abeliano, son el tipo de modelos de norma por excelencia. La cromodindmi-
ca cuantica, por ejemplo, que es la teorfa de las interacciones fuertes, siendo
los hadrones compuestos de un quark y antiquark o bien tres quarks atados
mediante el intercambio de bosones de norma conocidos como gluones, corres-
ponde a una teoria de norma no-abeliana SU(3) sin rompimiento espontdneo de
simetria. La teoria electro-débil, por otro lado, que es la teoria que describe de
manera unificada las interacciones electromagnética y débil, se basa en un grupo
de norma no-abeliano SU(2) x U(1) con rompimiento espontaneo de simetria.
Combinando estas dos descripciones, para tres de las cuatro fuerzas fundamen-
tales, se tiene la teoria que sintetiza en buena medida las interacciones entre las
particulas elementales, a ésta se le conoce como el modelo estandar, un modelo
al cual subyace una simetria de norma no-abeliana tipo SU(3) x SU(2) x U(1).
Una propiedad importante que se presenta en las teorfas de norma, es que éstas
tienen una interpretacion geométrica en términos de haces fibrados, lo cual in-
dica que adn las interacciones no gravitacionales tienen un significado de este
tipo y entonces dan una importante guia, dentro de ciertos limites, hacia una

teoria cuantica de la gravitacién.
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Una de las principales caracteristicas de las teorias de norma es que éstas
pertenecen a un tipo de teorias conocidas como singulares. La simetria de nor-
ma, ademds de manifestarse a nivel de la Lagrangiana en las ecuaciones de
Euler-Lagrange como condiciones sobre los datos iniciales, se presenta en la
“hamiltonizacién” de la teoria con la apariciéon de las llamadas constricciones de
primera clase. Los fundamentos y el estudio sistemédtico de este tipo de teorias
se iniciaron con los trabajos de Dirac desde hace aproximadamente medio siglo.
Actualmente su importancia y andlisis se debe a que los modelos fisicos de las
interacciones fundamentales son de esta clase y, por lo tanto, profundizar en
ellas tanto cldsica como cuanticamente es de suma relevancia. Histéricamente la

teoria de norma prototipo es la teoria de Maxwell, que es invariante bajo:
Ay — A+ 0,0,

siendo 6 el pardmetro correspondiente al grupo de Lie U(1). Este tipo de inva-
riancia en la teoria es la que se manifiesta a nivel hamiltoniano en las llamadas
constricciones de primera clase, éstas son relaciones entre las coordenadas y
momentos de la teoria que generan a la transformacién misma. Las relaciones
entre las variables en este caso indican que existen grados de libertad innece-
sarios para la descripcién de la teoria, la extraccién de los “verdaderos grados
de libertad” no es una tarea facil en un modelo general invariante de norma.
En general, una manera de conocer explicitamente estos grados de libertad es
usando el proceso de fijacién de la norma, el cual rompe con la invariancia de la
teorfa. Este proceso se puede hacer desde dos frentes: (i) mediante la imposicién
de condiciones que fijan la norma en términos de constricciones suplementarias
a nivel de la Hamiltoniana, o (ii) mediante lo que se conoce como el forma-
lismo BRST, donde se elimina la libertad de norma a nivel de la Lagrangiana
extendiendo el espacio de configuracién inicial con la inclusién de los llamados
fantasmas (“ghosts”) e introduciendo explicitamente un término que rompa con
la simetria de norma. Ambas maneras de tratar con el exceso de grados de li-
bertad, convergen en la teoria cudntica de los sistemas invariantes de norma en
el formalismo desarrollado por Feynman y extendido por Faddeev.

Las integrales de trayectoria se han convertido en un formalismo primordial

en la discusion de la teoria cuantica de campos. Este enfoque tiene varias ventajas
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con respecto al basado en operadores sobre un espacio de Hilbert, entre ellas
destacan que de aqui son derivables las reglas de Feynman incluso de teorias no-
abelianas, ademads de las identidades de Ward-Takahashi en la teoria de Maxwell.
Al cuantizar una teoria de norma en este formalismo, es bien sabido que la
formulacién hamiltoniana es la fundamental y entonces al incluir en ella tanto
las constricciones de primera clase como las condiciones subsidiarias se obtiene
una integral de trayectoria (con una medida redefinida) sobre el espacio fase
que suma solamente las trayectoria representativas de los campos. Integrando
en esta ultima los momentos generalizados y exponenciando el determinante
que aparece en la nueva medida, se llega precisamente a la Lagrangiana que
se obtendria si se aplicara directamente la opcién (ii) antes mencionada. Tal
lagrangiana final, también conocida como la de una accién efectiva, es invariante
bajo la llamada transformaciéon BRST, que es una simetria rigida definida en el
espacio de configuracion extendido donde residen los fantasmas.

Uno puede afirmar que en general no hay una regla tinica para la cuantizacién
de las teorfas con constricciones. Dentro de algunas propuestas se encuentra la
extensién de la integral de trayectoria de Feynman como ya se describié en el
parrafo anterior, otra propuesta es una cuantizacién basada en la existencia de la
simetria BRST. En esta ultima se hace uso de la simetria que sobrevive despues
de fijar la norma clasicamente a nivel de la Lagrangiana y se acepta que los esta-
dos fisicos sean aniquilados por el generador de tal transformacién de simetria,
la carga BRST. Aunque este tipo de cuantizacién ha mostrado ser 1itil, en este
trabajo, mas que fijar una norma para eliminar los grados de libertad superfluos,
deseamos mantener la libertad de norma de la teoria que analizaremos tanto a
nivel clasico como cuantico. Por ende, una opcién natural en la cuantizacién del
sistema es a la Dirac, i.e. un programa de cuantizaciéon donde la idea de obser-
vables clasicas como funciones invariantes de norma, se extiende a la invariancia
de norma de los vectores de estado cuanticos. Esto ultimo se traduce, a nivel
técnico, a imponer la condicién de que tales estados sean aniquilados por las
constricciones de primera clase. Este tipo de cuantizacion es el adoptado en la
llamada cuantizaciéon candnica de la gravedad.

El método de cuantizacién anterior aplicado a la teoria de Yang-Mills 2n

dimensional nos va llevar al estudio de otras teorias de norma interesantes desde
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los puntos de vista fisico y matemadtico: las teorias de Chern-Simons. Como
teorias de campo en si, saltan a la vista dos hechos curiosos, uno es que su nimero
de grados de libertad locales depende de la dimensién (impar necesariamente) del
espacio de Minkowski y es distinto de cero para dimensiones mayores o iguales a
cinco. Este conteo se hace, como en toda teoria de norma, mediante el estudio de
la estructura de constricciones de la misma, la cual resulta no ser trivial para las
teorias de Chern-Simons principalmente por la violacion que hacen a las llamadas
condiciones de regularizacién en distintas regiones del espacio fase. El otro hecho
interesante es que a pesar de que uno se refiere a una teoria de Chern-Simons
como una teoria de norma, habria que especificar que ésta es solo invariante bajo
las transformaciones de norma pequenas (i.e. las transformaciones de norma
hométopicamete conectadas con la identidad), mientras que su variacién con
respecto a todas las transformaciones de norma no es para nada trivial. La cuasi-
invariancia de esta accién bajo transformaciones de norma sera un ingrediente
esencial en este trabajo.

Hemos advertido en el parrafo anterior que el estudio de una teoria cudnti-
ca de Yang-Mills en dimensiones pares nos llevara al estudio de las teorias de
Chern-Simons, la razén principal es que es sabido desde 1969 que existe una
solucién exacta a las ecuaciones de constricciones cudnticas que restringen a los
estados fisicos en cuatro dimensiones, cuyo eigenvalor de energia es nulo. Tal
estado viene dado por la exponenciacién de la accién de Chern-Simons en tres
dimensiones y me refiero a él como estado de Loos-Kodama tridimensional. Al
saber que la accion de Chern-Simons tridimensional es apta de generalizaciones

a cualquier dimensién impar, un par de preguntas surgen inmediatamente:

1. ;Es posible entonces extender el estado Loos-Kodama a 2n — 1 dimen-
siones, como estado que resuelve las constricciones de una teoria cudntica

de Yang-Mills 2n dimensional?

2. Si la repuesta a la pregunta anterior es afirmativa, ;Cudl serd el eigen-

valor de energia asociado al estado de Loos-Kodama en cada dimension?

El propédsito del presente trabajo de tesis es abordar y responder estas dos pre-
guntas mas alld de dar una interpretacién fisica a tal estado. Para lograr el

objetivo, a esta tesis se le organiza como sigue:
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Capitulo 1. En este capitulo se define una teoria de Yang-Mills sobre una va-
riedad de Minkowski d dimensional. Se procede a la descripcion y analisis
de la invariancia de norma de la teoria tanto en el formalismo de Lagrange
como en el de Hamilton; en particular en este ultimo, se resalta el papel
de las constricciones de primera clase como generadoras de la transforma-
cién de norma que subyace a la teorfa, mientras que dentro del formalismo
Lagrangiano se destaca la relacién entre simetria de norma local y de-
pendencia entre ecuaciones de Euler-Lagrange codificada en el teorema de

Noether.

Capitulo 2. En este capitulo se inicia con la restriccion de la variedad consi-
derada en el capitulo 1 a ser de dimensién par, i.e. d = 2n. Sobre la parte
espacial de ese espacio de Minkowski se define una teoria de Chern-Simons
a través de la Lagrangiana cuya derivada exterior corresponde a la n-ésima
forma de Chern. Se deriva la ley de transformacion, bajo todas las trans-
formaciones de norma, de la accién que define a esta teoria; se presenta una
formula explicita, no integral, para construir la accién de Chern-Simons
con solamente dar el valor de la dimensién, ademds se presentan algunas
particularizaciones del caso general con respectivas aplicaciones a proble-

mas fisicos.

Capitulo 3. Se discuten algunas propuestas sobre la cuantizaciéon de los sis-
temas con constricciones, con ello y usando los resultados generales de
los dos capitulos anteriores, se demuestra que el llamado estado de Loos-
Kodama, construido a partir de la exponenciacion de la accién de Chern-
Simons, es una solucion a las condiciones sobre los estados fisicos. Se dis-
cute someramente sobre el producto interno bajo el cual se debe definir
la norma de tal estado con miras a librar su no-normalizacién con respec-
to al producto cinematico. Ademads, se muestra que solamente en el caso
cuadridimensional el estado de Loos-Kodama tiene energia cero, pues en
los casos de dimensiones mayores la energia es proporcional a un polinomio

en la curvatura cuyo grado depende de la dimension de la teoria.

Finalmente en las conclusiones se puntualizan los resultados obtenidos y las
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posibles lineas de investigaciéon a seguir a partir de estos. En el Apéndice A
se escribe la notacién que se usa en este trabajo, asi como algunas nociones
generales de la teorfa de haces vectoriales. En el Apéndice B se lleva a cabo la

prueba del teorema de Noether.



Capitulo 1

La estructura de constricciones

de las teorias de Yang-Mills

Las teorfas de Yang-Mills puras, tal como se les suele llamar a los modelos
basados en un grupo no-abeliano con bosones de norma sin interacciéon alguna
con campos de materia, son las encargadas de la descripcion de la dindmica de
“las particulas mensajeras” en el modelo estandar. Este tipo de teorias fueron
propuestas por Yang y Mills en el ano de 1954 [1] en el contexto de una teoria
para nucleones (protén y neutrén), con un grupo de norma SU(2), mostrando
que la exigencia para contar con una teoria invariante de norma local de este
tipo implicaba la existencia de campos de norma AZ en el modelo, analogos
al cuadripotencial A, de la teorfa de Maxwell. Un ano después Utiyama [2]
generalizé estas ideas a un grupo de norma con r-parametros independientes,
dando lugar asi a uno de los pilares tedricos fundamentales para la creacién del
modelo de las particulas elementales.

El propésito del presente capitulo es describir las teorias de Yang-Mills puras,
una para cada eleccién del grupo de norma, en un espacio-tiempo tipo Minkows-
ki d-dimensional y analizar en detalle la estructura de constricciones para estas
teorias, la cual es consecuencia directa de la simetria bajo la cual estan consti-

tuidas.
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1.1. Revisién de las teorias de Yang-Mills

Como es usual en la teoria de campos, vamos a partir de una acciéon que
sea invariante bajo ciertas transformaciones de simetria de interés, en nuestro
caso particular, invariante bajo las transformaciones de norma. La accién de

Yang-Mills la podemos escribir en términos de elementos como®:
e La dos forma de curvatura (F') asociada a una G-conexién D.

e El operador de Hodge (%), construido a partir de la d-forma de volumen y

una métrica Lorentziana, ambas definidas en el espacio base M.

Con estos objetos podemos escribir la accion:
1
Sy l4] = ——2/ tr (F AXF), (1.1)
9° Jm

donde g es una constante. Obviamente esta funcional es invariante de norma,
pues si se usa la ley de transformacién (A.12), que figura en el Apéndice A, y la

ciclicidad de la traza se tiene:
1
S, [A®B] = ——/ tr (F'8 A xF®) = ——/ tr ( gFg Ag(xF)g™ )
:——/ tr (FAXF)=S5,,,[4].

La forma mas usual de encontrar esta accién es expresando el integrando en
coordenadas locales {z*} del espacio base M, con lo que:

K
— / tr (F, F*)d% = - =2 / FS, Fd,
M M

SYM [A] = 29 9

donde K, = tr (T,T3) = foe 2 fy, ¢ corresponde a la forma de Killing del lgebra
del grupo de norma, la cual se puede definir para los grupos compactos y semi-

simples como K, = %5(11). Asi obtenemos finalmente:

1 4
SYM[A] = _Z/ Fﬁqu dz = /M Ly (1.2)

una accién invariante manifiesta bajo las transformaciones de Poincaré. Cabe

mencionar que la dependencia de la funcional S,,, de los campos de norma se

! Para mayor referencia ver el Apéndice A donde se hacen las definiciones pertinentes de

estos objetos y se establecen las convenciones usadas a lo largo del presente trabajo.
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v

(cf. ecuacién (A.11)):

da mediante F}j,, pues ésta se define por una cantidad derivable de A, a saber
Ff, = 0,A% — 0,A% + g fapc ALAS.

En el llamado formalismo a primer orden, se considera a los campos de
norma AZ y alas componentes de la curvatura Fj, como campos independientes,

derivandose la ecuacién anterior como parte de las ecuaciones de campo al variar

la accion:
SUs[4] = Lpa g g L (9,40 - 9,40 AbAc) | d
YM[]_ M _Z preoa +§a </J« v  Yv M_{'gfabcu y) x

con respecto a Fjj,. Pero durante el presente trabajo no emplearemos un forma-
lismo a primer orden, pues no existe una razén fundamental para considerar a
la curvatura y al potencial vector como entes independientes.

Entonces siendo la accién de Yang-Mills (1.2) una funcional del potencial vec-
tor solamente, podemos obtener las ecuaciones de campo mediante el principio

variacional de accidn estacionaria:
08,,, =0.
Tenemos dos caminos para realizar este calculo:

(7) Variar la accién con respecto de la 1-forma A usando la notacién libre de

indices desarrollada en el Apéndice A, con lo cual

0S,., :—%/ 5tr(F/\*F):—i2/ tr (0F ANxF + F A*0F)
9 Jm 9" Jm

2
= ——2/ tr (0F AxF"),
9" Jm
pero:
OF =d(0A) + (6A)A + A(6A) = d(6A) + [A,6A]° = dp(dA)
con [+,-]° el conmutador graduado. De modo que:
5S,,, = —%/ tr (dp(8A) AxF) = —32/ tr ((5A) Adp * F) = 0
9° Jm 9° Jm

y el integrando se anula para una variacién arbitraria de 0 A si y solo si se
cumple:

dpxF =0 < xdpxF=0 (13)
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(73) Usar directamente las ecuaciones de Euler-Lagrange para un sistema con

grados de libertad continuos (campos)®@, donde:

oL, oL
Tovm FVRAC Y= pn
8AZ gfabc b 14 8 (8VAZ) a
de manera que las ecuaciones buscadas son:
0=0,F" — gfachgwAZ =D,Fl" (1.4)

Obviamente las ecuaciones (1.3) y (1.4) son totalmente equivalentes, pues
si expresamos a la 1-forma que figura en la primera ecuaciéon en coordenadas
locales {z#}:

xdpxF =0 & 1,D,F'"T,da" =0

que implica inmediatamente (1.4). Mdas aiin, usando las ecuaciones de movimien-
to libres de indices se obtiene directamente que éstas cumplen con el principio

de norma, ya que bajo una transformacién de norma g € G tenemos los cambios:

dp'B = g[dp(g~ ' Bg)|g ™"
F& =gFg~!

para una forma B evaluada en el dlgebra y la 2-forma de curvatura F', de donde:
*dp*F =0 = xdp*xF®=0 (1.5)

En palabras: bajo una transformacién de norma, las ecuaciones de Yang-Mills (1.3)
o (1.4) son invariantes en el sentido de (1.5), lo cual no quiere decir que sean
invariantes en forma, sino que afirma que si F' asociada a la G-conexién D es
solucién de las ecuaciones, entonces F'¢ asociada a D’ es solucién también.

Es interesante notar que aqui las ecuaciones de campo no se pueden escribir

solamente en términos de las componentes de la curvatura como en el caso

2Si L(y,0u¢,) es la densidad Lagrangiana asociada a un sistema de A = 1,..., N campos,

o _oe o o
R CICEN

en términos de la derivada de Euler-Lagrange % respecto de ¢, .
A

las ecuaciones de campo son:
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abeliano (el de la teoria de Maxwell), pues:
DuFM =0 & 9, F" = gfucFl"AS

y la derivada covariante involucra explicitamente a los campos Aj;, haciendo de
los campos de norma campos auto-interactuantes. Es aqui donde se refleja que
en las teorfas de norma el potencial vector juega un papel més fundamental que
la curvatura misma, lo cual se manifiesta solo de manera cuantica en efectos
como el de Aharonov-Bohm (un efecto cudntico que se da en el modelo de la
teoria de norma abeliana acoplada con espinores de Dirac), donde se muestra
que esta cantidad puede llegar a ser una observable fisica.

Finalmente mencionemos que la densidad Lagrangiana para un sistema con-
sistente de campos de materia ¢® interactuando con los campos de norma AZ,

de manera localmente invariante, esta dada por:
L=Ly, + EJVI(‘*P7DM90)'

Aqui la Lagrangiana de materia localmente invariante £, (¢, D,p) se puede
obtener de la densidad Lagrangiana L,,(y,0,¢), invariante bajo la accién glo-
bal del grupo de norma G, reemplazando 0,,0% en esta tltima Lagrangiana por
la derivada covariante D,p“ y en este cambio estd implicita la eleccién de la

representacién p del grupo.

1.2. Invariancia local y el teorema de Noether

La invariancia de norma local de una teoria de Yang-Mills pura introduce en
general algunos problemas en lo que a la descripcién de su dindmica se refiere.
Observe como la derivada temporal de los campos de norma A§, dpAj = Af, no

aparece en las componentes de la curvatura F,

y entonces tampoco lo hace en
L,,, (de hecho aunque la teoria se considere también con acoplamiento a cam-
pos de materfa, esta cantidad tampoco aparece en la Lagrangiana respectiva),
y entonces las ecuaciones de campo (1.3), o equivalentemente (1.4), no determi-
nan completamente la evolucién temporal de los campos AZ. Con la ayuda del
teorema de Noether, esta situacion se puede entender como consecuencia directa

de esa invariancia de norma local de una manera general, sin la necesidad de



1. La estructura de constricciones de las teorias de Yang-Mills

dar una Lagrangiana invariante de norma particular. Este teorema, relaciona
cualquier tipo de invariancia de norma local con ciertas constricciones sobre los
campos.

Por simplicidad, el teorema de Noether lo enunciaremos basandonos en trans-
formaciones de norma infinitesimales, que corresponden en nuestro caso especifico

a transformaciones g en la parte conexa con la identidad en el grupo G.

Teorema 1 (Noether) La densidad Lagrangiana L(p,,0up,) asociada a un
sistema de campos ¢, (A = 1,...,N) es invariante, esto es L = 0, bajo las

transformaciones infinitesimales:

T

50, = Y (Gaal®(x) + T 450,0%(x)) (1.6)
a=0

con 9%(x) funciones del espacio tiempo arbitrarias clase C?, si y solo si las
siguientes relaciones se satisfacen idénticamente (i.e., independientemente de si

los campos @, son o no soluciones a las ecuaciones de campo correspondientes):

oL oL
T2 Z .= 1.
8“ < Aa 5SOA> GAG 580/47 ( 7)
0, K" + Ji = 0, (1.8)
) (1.9)
Aquit, Ji y KLY estdn definidas por:
oL oL
T = Gt 0
M0 (0upn) ",
oL
KMt =T4—"—
0 (up,)

y <> denota la derivada de Euler.
0o,

La prueba de este teorema se puede hallar en el Apéndice B. Ahora observe
como, en general, las r identidades (1.7) (a = 1,...,7) implican que las N can-
tidades (%i estan relacionadas por éstas, y entonces el numero de cantidades
independientes entre las IV % son N — r. Esto quiere decir que las ecuaciones
de campo:

5L 0L oL
e, _ay P — = 0 A — 1,...,N
dpy  Op, (3 @%)) ( )
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para N cantidades desconocidas ¢, no son independientes unas de las otras,
sino que hay solamente N — r ecuaciones de movimiento independientes debido
a las restricciones (1.7). Debe notarse que estas implicaciones son consecuencia
directa de la invariancia de £ bajo las transformaciones infinitesimales (1.6),
independientemente de la forma particular de la Lagrangiana.

Para el caso de una teoria de Yang-Mills pura, podemos construir las trans-
formaciones infinitesimales correspondientes a (1.6) considerando, por ejemplo
en la transformacién para el potencial vector A (cf. ecuacién (A.3)), a la 0-forma
g € G como:

o= 1+4i0%(2)Ty = 1 — ée

con %(x) pardmetros infinitesimales® y = —igh® ()T, una O-forma que vive
en el dlgebra del grupo. Con esto obtenemos entonces las transformaciones

infinitesimales:

1
A=A+ Zdpb
g
/ 1 °
F'=F + —[F,0]
g
o bien, en coordenadas locales {x*} del espacio-tiempo M:

6AZ = (aﬂea - gfabcabAZ)

1
9 (1.10)
SFS, = fapeF),0°
Comparando las primeras ecuaciones de (1.10) con (1.6), donde el indice con-
densado A representa ahora a (a, i), tenemos las cantidades:
1
Gap =Gy = —facAy Y =1 = ;51?52
y podemos obtener directamente a JH y K", La antisimetria de esta tltima
cantidad (véase ecuacion (1.9)), sugiere una relacién entre ésta y las componentes

de la curvatura. De hecho:

orL,, 1

S e 1
700,47 9
oL oL 1
Jg _ Gb " M Tb(;; YM _8VFauu
PG (BuAL) TP TSAL g

3 Pragmaticamente esto significa que tanto los términos cuadraiticos de 6%(z) como de sus

derivadas, los despreciaremos.
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de donde se siguen trivialmente las identidades (1.8) y (1.9), en particular la
ecuacién (1.8) junto con las ecuaciones de movimiento dejan ver claramente a los
campos de norma como auto-interactuantes con la “fuente” gJ§ = gfapcFy" AS
representando el efecto no-lineal de los campos de Yang-Mills debido a su natu-
raleza no-abeliana. Por otro lado, la identidad (1.7) es quizd la menos trivial y
corresponde a:

D,D,Fl" =0, (1.11)

aun cuando el potencial vector asociado Afj a F!"” no cumpla con las ecuaciones
de Yang-Mills (1.4) o dicho de otra forma (1.11) se cumple no solamente “on
shell” <6§% = 0) sino que también “off shell”. Nos referimos a esta ecuacion
como la idgntidad de Bianchi generalizada; su contraparte, con una notacién
libre de indices, se puede obtener partiendo del resultado de que para cualquier

forma B evaluada en el dlgebra (o incluso End(FE)-evaluada) tenemos:
d% B = dpdp B = [F, B|°
en particular si B = [
dp (dp x F) = [F,xF]° = %(FWF’“’ — F"F,)d% =0 (1.12)
y como dp * F es el lado derecho de las ecuaciones de Yang-Mills (cf. ec. (1.3)),
entonces (1.12) establece lo mismo que (1.11), a saber, que la derivada covariante

de la variaciéon de la accién de Yang-Mills, 4.5 respecto de los campos de

YM

norma es idénticamente cero; de hecho:
xdh*F=0 <« D,D,F'"T,=0.

La identidad generalizada de Bianchi impone asi r restricciones sobre las
d x r ecuaciones de Yang-Mills, de modo que tenemos (d — 1) X r ecuaciones
de campo funcionalmente independientes para las d X r cantidades desconocidas
Afl; por lo tanto las ecuaciones de Yang-Mills no son suficientes para hallar
una solucién unica, en su lugar se tendrd necesariamente una solucién con una
arbitrariedad en d x r — (d — 1) x r = r funciones independientes. Estos grados de
libertad independientes corresponden claramente a los r pardmetros 0% (x) que

determinan la transformacién de norma infinitesimal (1.10), con esto queremos
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decir que si Aj es solucién a (1.4) entonces su transformada de norma también
lo es.

Aunque se puede entender bien el origen de la dificultad en la descripcién de
la dindmica de las teorias de norma mediante el teorema de Noether, sin lugar a
dudas la mejor manera de entender la arbitrariedad que aparece en las soluciones
a las ecuaciones de movimiento de estas teorias, es mediante las ideas introduci-
das por Dirac en los 60’s [3], nos referimos al formalismo de constricciones para

teorfas singulares [4, 5, 6]. Este serd el tema de la siguiente seccién.

1.3. Las constricciones de una teoria de Yang-Mills

Una de las caracteristicas méds sobresalientes de las teorias de norma, es que
las soluciones de sus ecuaciones de movimiento, quedan indeterminadas hasta
una o varias funciones arbitrarias del tiempo [3, 4, 5, 6]. Esto es una conse-
cuencia directa de la libertad al escoger un sistema de referencia particular para
expresar a los campos en términos de sus componentes en un espacio interno.
Ya verificamos en la secciéon anterior cémo las ecuaciones de movimiento de una
teoria de Yang-Mills no son todas independientes, esto da lugar a la existencia
de grados de libertad superfluos.

Es de esperarse que las complicaciones practicas que se presentan en el for-
malismo Lagrangiano, cuando se trata con una teoria de norma, se hereden
de alguna manera al formalismo Hamiltoniano. Es bien sabido que la densidad
Hamiltoniana, H, asociada a una densidad Lagrangiana, £(y, 0,¢), dependiente
de los campos ¢, y sus derivadas, viene dada en principio, por una transforma-
cién de Legendre sobre L en las velocidades de los campos, esto ultimo define a

los momentos generalizados como:
mx) =5 = ™ (p(x), Opp(x)) (1.13)
%a

donde A denota un indice condensado como lo hemos venido manejando y se
tiene por definicién ¢, (x) = do, (x). La condicién necesaria para expresar a

todas las ¢,’s en funcién de ¢’s, 7’s y derivadas 0;¢p, es que el Jacobiano de la
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transformacion (1.13) sea no nulo, es decir:
omA 0’L
J = det <i> = det <7> £0 (1.14)
0¥y 04, 0y
Si esta condicién se cumple, entonces es posible llevar a cabo la transformacién
de Legendre sobre £ en todas las velocidades ¢, y obtener:

H= ﬂ-A()bA - ﬁ(gD,gO, 8@ ) = H(90781S077T) (115)

b=p(p,m)

en este caso se dice que la teoria descrita por la densidad Lagrangiana L es
una teoria regular o no-singular. En el caso en que (1.14) no se satisfaga uno
se refiere a la teoria como una teoria singular. En general, en una teoria in-
variante de norma local, la condicién (1.14) no se cumple; en otras palabras,
se puede afirmar que: para una teoria de norma local es imposible realizar la
transformada de Legendre sobre L a la manera usual. La proposicién anterior se

ejemplifica claramente al calcular la matriz de transformacion, correspondiente
%L

RGN

L., que se puede escribir en términos de submatrices de tamano r x r como:

a la definicién de los momentos M = ( >, para la densidad Lagrangiana

%Ly, %Ly,

9A20AE  DATHAb O O

M = 0 0 0 J — 9 1 . 1 6
Ly PLyy, ) -fyMb (1.16)
DAZ0AL  DAFOAD EYYEYY

donde el simbolo O representa a una matriz r X r con todas sus entradas nulas,
estas aparecen en (1.16) como consecuencia de la independencia de L,,, de las
velocidades Ag De la expresion para esta matriz de transformacién es evidente
que las teorfas de Yang-Mills puras no cumplen con la condicién (1.14) y entonces
son necesariamente teorias singulares. Las consecuencias que surgen a partir del
no cumplimiento de la condicién (1.14), para cualquier teoria, son de més largo
alcance. Por el momento, considere la definicién (1.13) de forma explicita para

la densidad Lagrangiana L.,,:

70 = P _
DA

ri = Qv _ o
0AY
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de donde se obtiene:
A% =7 4+ DiAG + gfapAYAS.

Solamente las velocidades Af son expresables en términos de los campos, sus
derivadas espaciales y algunos momentos, pero Ag no lo son, reflejando asi la
singularidad de la teoria y definiendo lo que se llama, en el algoritmo de Dirac-

Bergmann para constricciones, una constriccion primaria que se denota por:
(1) — 20—
o,/ (x,t) =7, =0

Esta ecuacion define la llamada superficie de constricciones primarias Y. p en el
espacio fase inicial I':= (A%, 7}); se dice que cualquier cantidad F(A¢%,my) es

débilmente cero si se anula sobre esta hipersuperficie, denotando:

T(Az,wg)%() & ]:(AZ,WI‘;) =0.
Xp
Entonces por definicién:

oM (x,t) =70 ~ 0. (1.17)

Esta ecuacion debe entenderse no solamente como un conjunto de r constric-
ciones (a = 1, ...,7), sino como una infinidad de conjuntos de constricciones (uno
para cada punto x del espacio).

El tratamiento general que se hace sobre el extenso tema de constricciones,
indica que la densidad Hamiltoniana correspondiente a una teorfa singular tiene
la forma:

HWO(x,1) = Ho(x, 1) + N(x, £)dD (x, 1) (1.18)
y es llamada densidad Hamiltoniana primaria [4, 5]. Donde las A" juegan el
papel de multiplicadores de Lagrange y <I>,(@1) son las constricciones primarias,
que son en general relaciones del tipo (1.17), funciones de campos, sus derivadas
espaciales y algunos momentos que expresan una dependencia entre tales varia-
bles. La llamada densidad Hamiltoniana candnica, H., que aparece en (1.18) se
construye como lo indica la relacién (1.15), pero usando sisteméticamente todas
las constricciones primarias de la teoria, de manera que H. dependa solamente

de campos, sus derivadas espaciales y algunos momentos [3, 4, 5, 6].
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Construyendo la densidad Hamiltoniana canénica, correspondiente ala L, ,

con la ayuda de las reglas mencionadas en el parrafo anterior y las ecuaciones
que expresan a A? en términos de i, DiA%, y Aj, se tiene:
_1ii iaAa AaAci 1 aFik
He= §7Ta7ra+77a 14310 + g fabe 04Ty + Z ikt'a
de donde la Hamiltoniana candnica es:

Hc:/dx’l'{c

_ / dx [%ﬂéﬂé + w0 A + g fape ALATE + i a ik
con [ dx representando una integral en las (d — 1) dimensiones espaciales de M.
Integrando por partes el término WZ&AS y restringiéndonos a campos con un
buen comportamiento al infinito, esto es a campos que decaigan lo suficiente-
mente rapido para poder prescindir del término de frontera®, tenemos que:
1. . . A 1 A
He = 5772772 — A§[img — gfabeAfTy) + 1 E

O bien en analogia con el caso abeliano, al denotar:
Ei — FiO
L=
oy (1.19)
B! = iekajk
la densidad Hamiltoniana toma la forma particularmente facil de recordar:

(PN ‘ '
H, = 5 (ELE, + B,By) — A§|0im,, — gfabcAST) -

Finalmente la Hamiltoniana primaria asociada a la densidad Lagrangiana

singular £, con la constriccién (1.17), es:

HY = / dx HW = / dx [H, + A*@(V] (1.20)

4 Se puede mostrar [7, 8 que una teorfa de norma pura no posee, por s{ misma,
configuraciones estaticas y regulares tipo monopolo. Sin embargo, en casos més generales,
tales como teorias de norma con rompimiento espontaneo de simetria se tienen necesariamente
soluciones de este tipo, las cuales poseen un comportamiento al infinito que no cumple con
lo que aqui requerimos [9]; por ejemplo, en una teoria de Yang-Mills SU(2) acoplada a un
triplete de campos escalares con potencial de Higgs, los monopolos tienen el comportamiento

i . .
Al — €aij:7 al infinito.
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donde a A* se les puede pensar como las velocidades AS (vedse més adelante),
funciones desconocidas de campos y momentos.

De acuerdo con el algoritmo de Dirac, cualquier variable dindmica, F, la cual
es una funcional dependiente de ¢, y 7 en el caso de sistemas con grados de

libertad continuos, evoluciona en el tiempo como lo dicta la ecuacién:

F(x,t) ~ {]—"(x,t),H(l)(y,t)}
%/dy {F(x, 1), Hely. )} + X (y, {F(x,8), @V (v, 1)} (1.21)

donde el simbolo “~” sugiere que las constricciones, ® = 0, sean evaluadas hasta
después de calcular el paréntesis de Poisson {,} [3], estos tltimos se calculan a
tiempos iguales y cada uno de ellos queda definido, en general, para variables

bosénicas, F y G funcionales de (¢,,7*) , como:

0F(x) 6G(y)  6F(x) 6G(y) ]

(Flx).6ly.0) = [ @ [5% (@) 57 (a)  577(2) b4, (2)

donde 0/d¢p, (z) y 6/0m~(z) denotan derivadas funcionales. Esta definicién nace
de una analogfa con el caso de variables discretas (g,,p*), para dos funciones F

y GG definidas en el espacio fase:

{F,G} ;Z

A

oF 0G_OF 0G
Jq, Opr  Op~ Oq,

De la definicién de los paréntesis de Poisson entre cantidades bosénicas se

puede mostrar que éstos obedecen las relaciones:

{F,6} =—-{6,7} (1.22)
{F, 7y =0 (1.23)
{(F+6.K}={F, KL} +{G.K} (1.24)
{F,GK} ={F.GIK + G{F.K} (1.25)
{FAG. K} +{KA{F.G}} +{G.{K,F}} =0 (1.26)

siendo (1.26) la bien conocida identidad de Jacobi.
Es importante hacer notar que la ecuacién (1.21) sugiere una arbitrariedad

funcional, a través de los multiplicadores de Lagrange, de la evoluciéon temporal
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de la variable F y serfa de sumo interés conocer explicitamente las funciones A*.

El procedimiento usual para buscar la forma funcional de éstas, es dar por hecho

)

~ 0, en el tiempo; en simbolos, esto

)

equivale a sustituir F = o) en (1.21) e igualar oY a cero:

., . 1
la conservacion de las constricciones, CI>,(.i

W (x,1) = 0 ~ {q>g1>(x,t), H<1>} .

A estas ecuaciones se les conoce como condiciones de consistencia [3].
Para el caso particular que aqui se considera, las ecuaciones de consistencia

para las constricciones primarias son:

0~ {q)gl)(x,t),H(l)}

~ [ay [{o0 ey} + X0 {00} 2

y usando la Hamiltoniana (1.20), asi como las propiedades (1.22) - (1.25), junto

con los paréntesis fundamentales de Poisson:

{Af(x, 1), 7 (y, 1)} = 050y d(x — y)
{45 (x, 1), AL (y, 1)} = 0 = {m (x, 1), 7} (y, )}

la expresién (1.27) se reduce a:
2 (x,t) = Ol — gfape AT ~ 0 (1.28)
la cual se puede interpretar como la ley de Gauss, pues es equivalente a:
D;E! ~ 0,

que es la contraparte no abeliana de 9; E* ~ 0.

Debido a la forma de (1.28) no hay manera de conocer a los multiplicadores
de Lagrange de la teorfa a partir de (1.27), claro, en (1.28) no aparecen los
multiplicadores. En su lugar se obtiene una expresion, la cual no es una identidad
del tipo 0 = 0, sino lo que se llama en el algoritmo una constriccion secundaria,

)

. . 2 .
aunque en este caso r constricciones secundarias <I>((1 para cada punto x. Conti-

nuando con la bisqueda de la forma explicita para A%, se exige ahora la condicion

@

de consistencia para @, esto es:

0~ {q)gz)(x,t),H(l)}

z/dy o@D et Moty 1)} + V) {8@ ) 00 (v.0)} ] (129)
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En virtud de los paréntesis fundamentales de Poisson, se observa que el factor

que multiplica a A\* es idénticamente cero, mientras que el primer término es:

/dy {q)g) (X,t), §7TIZ)(yat)7rly;(y’t) + ZFI)] (yat)FZl_)y(y’t) - qu)l(f) (y,t)}

que después de un poco de dlgebra y mantener la misma suposicién de campos
bien comportados al infinito, se puede demostrar que es proporcional a las cons-

)

tricciones secundarias <I>((12 . Reinterpretando a las igualdades débiles ahora con

respecto a la hipersuperficie de todas las constricciones, tenemos entonces:
5D o 3@ ~ 0,

5(2)

Y no se tienen mas constricciones, 5’ =~ 0 no implic otra relacién distinta
a las que ya conociamos entre los campos y sus momentos, por lo tanto en este
punto se da por terminado el algoritmo. Mostremos ahora cémo las ecuaciones
de Euler-Lagrange (1.4) son equivalentes a las ecuaciones de Hamilton que se
obtienen con la Hamiltoniana primaria H® y los paréntesis fundamentales de
Poisson, explicitamente:
. ig =\

a __ a 1
As — {AM,H( >} X ) - (1.30)
Af =my + 0;AG + g fabe AGA;

70 =o? ~ 0

il = {wg,Hﬂ)} I (1.31)

7o = 9fareFy A + D; Y’

donde ° se refiere a Jy. Observe que las ecuaciones para las coordenadas corres-
ponden a definiciones que ya se hicieron: la componente temporal simplemente
nos autoriza a identificar a la velocidad de A§ como el multiplicador de Lagrange
A%, mientras que las componentes espaciales corresponden a la definicién de
los momentos 7, expresables en términos de las velocidades de A¢. Por otro
lado, para los momentos se tiene que: la componente temporal de las ecuaciones
es la ecuacién de consistencia de la constriccién primaria <I>((11) y corresponde
débilmente a la ecuacién temporal de Euler-Lagrange, i.e. a la ley de Gauss;

las componentes espaciales son las componentes espaciales de las ecuaciones de

movimiento a nivel Lagrangiano, i.e. DuFéL ' =0.
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En suma, la teoria contiene 2r constricciones (en cada punto x) que ademas
de acuerdo con la definicién de Dirac, son constricciones de primera clase®, pues

si se calcula el dlgebra de constricciones se tiene:
{e0e0l m} =0 {82000 )} =0,
(1.32)
(800,02} = 010 (03¢~ y) ~ 0

de hecho la tltima igualdad débil es la que se usé para mostrar que Cb((f) x @((12),

entonces podemos decir que el dlgebra de constricciones (1.32) es fundamental
en este caso para la indeterminacién de las funciones A?*. En el calculo de estos
parentésis uno debe tener cuidado y tomar en cuenta el caracter de distribucién
de los paréntesis de Poisson, para ello se definen las constricciones con una

funcién de peso bien comportada:
@gl)[f] = / dx f a0,
b
¢Pg) = / dx g (Di )
by
con lo que el dlgebra de constricciones se reescribe como:
{e0ir e g} =0, {e@(s, {1} =0,
{@@211), 07 [9)} = igfanc®®f3] ~ 0,

y se evita asi tratar con expresiones de distribucién.
La importancia de la clasificacién de estas constricciones como de primera
clase recae en el remarcable hecho de su conexién con la invariancia de norma

local, esta relacion quedara explicita en la siguiente seccion.

1.4. Constricciones de primera clase y transforma-

ciones de norma

Lo que se ha apuntado en las secciones anteriores refleja un par de resultados

muy generales. El primero expresa que cualquier Lagrangiana invariante bajo

5 Una funcional F (py,mA) es de primera clase si su paréntesis de Poisson con todas las
constricciones (primarias y secundarias) es débilmente cero, es decir, cero en la hipersuperficie

de constricciones ¢ = 0.
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transformaciones de norma local es necesariamente singular, aunque la reciproca
no es siempre cierta; y el segundo, que la existencia de un grupo de invarian-
cia infinito, para cierta Lagrangiana, lleva siempre a constricciones de primera
clase [5].

Por otro lado, la existencia de las funciones arbitrarias A*(y, t) en la evolucién

temporal de F, descrita por:

F(x,t) ~ /dy {F (e, 1), He(y, 1)} + Xy, ){F(x, 1), @) (v, 1)} (1.33)
para la presente teoria, implica que si uno fija el valor inicial de F, por decir Fy
al tiempo t = tg, entonces en un tiempo posterior, t > tg, F tendré distintos
valores los cuales dependerdn de cémo uno elija a A*(y,t). Dicho de otra mane-
ra, A(y,t) da lugar a que exista un conjunto de trayectorias, en el espacio fase y
sobre la hipersuperficie de constricciones, distintas una de otra, pero fisicamente
equivalentes, que evolucionan a partir de un mismo valor inicial Fj. De hecho, la
transformacion que conecta dos trayectorias Fy y Fy, para dos valores \% y \'®
distintos, es una transformacién de norma en el formalismo Hamiltoniano. La
variacion infinitesimal, entre estas dos trayectorias a un tiempo t, es en primera
instancia:

57(0t) = [ dy (v, F (0. 80 (5.0)

donde €* = ¢(A* — \'*), siendo @gl) la constriccion primaria de primera clase
de la teoria y generadora de las transformaciones de norma. Pero de acuerdo
con Dirac, los generadores de la transformacion de norma en el formalismo de
Hamilton no son solamente las constricciones primarias de primera clase, sino
también todas las secundarias (secundarias, terciarias, etc.) de primera clase.

Entonces deberemos reemplazar la variacion entre las dos trayectorias por:

0F(x,t) = /dy [E‘f(y,t){f(xat)v‘I)él)(y,t)} + ey, O{F(x, 1), @) (Y7t)}]
(1.34)
pues las 2r constricciones <I>((11), <I>((12) son de primera clase. La conjetura de que
todas las constricciones de primera clase sean generadoras de transformaciones
de norma, no es del todo cierta, ya que se pueden encontrar contraejemplos a
dicha proposicién [5, 6], es decir, casos donde solamente algunas constricciones

de primera clase sean las generadoras de transformaciones de norma.
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Note, pues, que en el parrafo anterior se apunté la existencia de transforma-
ciones de norma a nivel de la Hamiltoniana, pero seria satisfactorio saber cual es
la relacién entre esas transformaciones y las transformaciones de norma locales
que se dan a nivel de la Lagrangiana, en particular, conocer cudl es la conexion
entre (1.34) y las transformaciones (1.10). Para dicho propdsito, considere las

ecuaciones (1.34) para los campos fundamentales Af:
0AY (x,1) = (;26(11(X,t) - 5Z(Di62)“(x,t)

y para que correspondan fielmente a las transformaciones de norma local (1.10),

que se dan a nivel Lagrangiano, se eligen €] = é(DOH)a y €9 = —%9“ y entonces:
a 1 a 1 a b gc
0A), = E(DMH) = E(BMH — gfabct0”Ay,)

Por lo tanto, para el caso particular que aqui se considera, todas las constric-
ciones de primera clase deben tomarse en cuenta para establecer una conexién
entre éstas y las transformaciones de norma infinitesimales, es decir, se puede
aplicar la conjetura de Dirac.

En un caso general, se define la Hamiltoniana extendida de la teoria como [3]:
Hp=HWY + /dx 0 (%, )@ (x, t)

con 77””/ multiplicadores de Lagrange arbitrarios y @,/ representando a todas las
constricciones no primarias de primera clase. La motivaciéon para definir Hg,
segin la conjetura de Dirac, es que aunque la Hamiltoniana primaria describe
la dindmica del sistema, no refleja la libertad de norma y en ese sentido Hpg
es superior a HW . Para el caso particular con el que se ha estado tratando en
este capitulo, tal definicién seria un tanto redundante ya que la Hamiltoniana
primaria:
1 . . 1 .
HO = / dx bw; o= AGR + PR + /\“@9)]

)

. . ., 1
muestra que ésta ya contiene los generadores de la transformacién de norma, <1>((1
2 - : . -

y <I>g ) con los multiplicadores Ay y Ag, respectivamente. Por lo tanto es suficiente
seguir considerando a la ecuacién de movimiento (1.33) como la més general para

este caso.
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Hasta el momento, el tratamiento sobre la densidad Lagrangiana £ ha sido
puramente clasico y entonces se debe cumplir que dado un conjunto de condi-
ciones iniciales, (a0, 7*?) al tiempo t = tg, la evolucién temporal del sistema
quede totalmente determinada; pero, de la breve discusién que ya se ha hecho
acerca de los sistemas con constricciones de primera clase, pareciera ser que esa
idea deja de funcionar. Sin embargo, si se define a las observables, o cantidades
aptas de someterse a medicién, como funcionales, O, de primera clase, entonces
su evolucién temporal quedard completamente caracterizada y no dependerd de
funciones arbitrarias; asi las constricciones de primera clase nos sirven como re-
glas que seleccionan a cantidades cuya evolucion es independiente de la forma
que tengan las funciones A“.

En general, el proceso para elegir una forma particular de los multiplicadores
de Lagrange, no es del todo arbitrario y se le conoce como proceso de fijacion
de la norma. La teoria general [4], indica que para romper con la arbitrariedad
funcional dada por m multiplicadores de Lagrange, asociados a m constricciones
de primera clase, ®'%* ~ 0, se deben establecer m constricciones suplementarias
independientes, @ ~ 0. Una manera de “encontrar” estas m condiciones extra
es como sigue: Escoger un conjunto de condiciones suplementarias, <I>(Gi) ~ 0,
menor en nimero a m, posteriormente exigirles que cumplan con las ecuaciones
de consistencia correspondientes®. De esta forma algunos de los m multipli-
cadores de Lagrange, asociados a las m constricciones de primera clase, pueden
ser determinados y por otro lado nuevas constricciones, distintas de ®1% y @g),
posiblemente apareceran; y se denotaran por <I>(C§). En un segundo paso, se pro-
cede a calcular las ecuaciones de consistencia para <I>(G2), con la Hamiltoniana
primaria donde se han sustituido aquellos multiplicadores que se determinaron
en el paso anterior, de aqui nuevos multiplicadores se pueden conocer explicita-
mente y nuevas constricciones, distintas a ®15¢, ‘I’(GI) y ‘I’(GQ), posiblemente apare-

G

ceran, denotadas ahora por ® () Y asi sucesivamente. Si al final del proceso se

han determinado todos los multiplicadores de Lagrange (m) y se tiene un total

S Esto significa calcular tales ecuaciones con la Hamiltoniana primaria que se obtuvo al final

del procedimiento de Dirac para las constricciones originales del sistema.
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de m constricciones ®¢ = (@, ..., ®%), tales que:
det [{®C, @'} ] #£0

entonces se dice que la norma ha quedado fijada en la regién donde esta condi-
cién se cumpla. Obviamente, el nimero de constricciones @8), que se imponen
al principio del algoritmo anterior, debe ser al menos igual al niimero de cons-
tricciones primarias de primera clase [4]. Ademds, este primer conjunto no es
del todo arbitrario, ya que debe cumplir al final con que el conjunto de constric-
ciones (@, 1) sea tal que sus elementos sean cantidades de segunda clase(®.

De la discusién dada en el parrafo anterior podemos hacer el conteo de las
variables candnicas independientes que se dan en una teoria de Yang-Mills pura,
pues en ésta se tienen 2r constricciones de primera clase (en cada punto del
espacio-tiempo) y para que el conjunto de las nuevas variables candnicas sea
independiente es necesario fijar las condiciones de norma, lo que en principio,

)

introduce otras 2r constricciones (que junto con <I>((11) y <I>((12 serian constricciones
de segunda clase). De modo que las 2 x (d x r) variables canénicas iniciales
estan sometidas a 4r condiciones que definen la hipersuperficie donde se dan
las trayectorias en el tiempo sin arbitrariedad alguna, por lo tanto el nimero
de variables candnicas independientes es 2r(d — 2), y los grados de libertad
fisicos son obviamente r(d — 2). En particular, para una teoria abeliana como
la de Maxwell en un espacio-tiempo 4-dimensional, de acuerdo con este conteo
se tienen 1(4 — 2) = 2 grados de libertad fisicos o los correspondientes modos
transversales del foton.

Solo como una observacién deberemos advertir que el proceso que aqui se
presenta para el tratamiento de las constricciones y el conteo de los grados de
libertad, se hizo siempre bajo el supuesto de que las constricciones obedecen las
llamadas condiciones de regularizacién®; de otra manera se tienen que hacer
ligeros cambios a los resultados generales que ya se presentaron.

Hablando de la cuantizacién de las teorias singulares, es usual llevar a cabo

el proceso de cuantizacion de una teoria de norma, realizando primero el proceso

" Se dice que una funcional F (@, ) es de segunda clase si no es de primera clase.
8 Esencialmente éstas condiciones verifican la independencia funcional entre las constric-

ciones; aunque las constricciones en una teoria de Yang-Mills las cumplen, existen otras teorias

de interés fisico donde estas condiciones no se satisfacen (vedse por ejemplo [10]).
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de fijacién de norma y después usando, por ejemplo, el formalismo de integral
de trayectoria junto con el método de Faddeev-Popov o bien el teorema de
Senjanovic (para una teoria que naturalmente tiene constricciones de segunda
clase); sin embargo, histéricamente fue Dirac quien primero dio una “receta’
para tratar con el problema de la cuantizacién de un teoria con constricciones
de primera clase, en ella no deja de ver a las constricciones de primera clase
como reglas de seleccién y ahora solamente extiende su aplicabilidad a los es-
tados fisicos cuanticos. En el siguiente capitulo, revisaremos primero las teorias
de Chern-Simons, las cuales, aunque en un principio parecen no tener mucha
relaciéon con estas reglas de seleccion para una teoria cuantica de Yang-Mills

mostraran una conexién con ellas la cual serd analizada en el tercer capitulo.






Capitulo 2

Teoria de Chern-Simons en

altas dimensiones

Una teoria de Chern-Simons corresponde también al tipo de teorias inva-
riantes de norma localmente, donde el campo fundamental es el potencial vec-
tor, el cual vive en el dlgebra del grupo de norma. En general una teoria de
Chern-Simons tiene dos propiedades caracteristicas, que no comparte con otras
teorias de campo: la primera, es que es apta para definirse sobre una variedad X
(necesariamente de dimensién impar) que bien puede no estar equipada con una
métrica; la segunda, es que aunque en general la Lagrangiana no involucra sola-
mente primeras potencias de primeras derivadas de los campos, las ecuaciones
de Euler-Lagrange son de primer orden, cuando las teorias de campo usuales
dan ecuaciones de segundo orden.

Para los propdsitos que tiene el presente trabajo, vamos a considerar a la
variedad ¥ como la parte espacial de la variedad M, que por los requerimientos
de una teoria de Chern-Simons suponemos desde ahora de dimension par, i.e.
d = 2n con n un entero positivo y M = Rx . Con esta eleccion se tendra que los
campos fundamentales para cada teoria de Chern-Simons seran las componentes
espaciales del potencial vector A¢, con i =1,...,2n —1. La dindmica proveniente

de la frontera no serd considerada en este trabajo.
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2.1. La n-ésima forma de Chern

Para motivar un poco la existencia de lo que mas adelante llamaremos la
acciéon de Chern-Simons, vamos a partir construyendo una d-forma invariante
de norma, con d = 2n, que pueda considerarse como una densidad Lagrangiana
que no involucre a métrica alguna del espacio base M y que ademds contenga
los objetos geométricos fundamentales A y F. Una opcion interesante con estas
restricciones es:

trs (FAFA...AF)=trs(F"),

n factores
llamada la n-ésima forma de Chern®, donde el simbolo trs denota la traza si-
metrizada. Esta actia como la funcién traza definida en el Apéndice A pero
simetrizada; en particular si se tienen N formas, By, Bo, ..., By, evaluadas en
el algebra del grupo, esto es By = BngadmI, de grados p1, p2, ..., PN respecti-

vamente, entonces:

1
trs (BuA B2 A ABy) = B ABS A ABRF @Y | T Tapy - Topcr |

perm

=B ABY* A ... NByY ® trs [Ty, To,... Ty, ]

(i.e. la traza simetrizada primero saca la parte de las formas y después simetriza
la parte “matricial”). Algunas propiedades de la traza simetrizada al aplicarse
sobre formas End(FE)-evaluadas S y T, de grados p y ¢ respectivamente, son

iguales a las que cumple la traza y que se enuncian en el apéndice A, a saber:

trs (TS) = (—1)Ptrs (ST)
trs ([T, 5]°) =0
trs (dpT') = dtrs (T)

/ trs (dpT A S) = (—l)pﬂ/ trs (' AdpS), conp+qg=d—1
M M

pero ademas ésta cumple con:

trs (Bl---BkBk+1---BN) = (—1)pkpk+1tl"s (Bl---Bk-i—lBk---BN)- (2.1)

! A esta forma también se le conoce como la forma de Chern-Pontryagin.
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Con conocimiento explicito de la funcién trs, podemos escribir de forma un

poco mas desarrollada la n-ésima forma de Chern como:
trs (Fn) = galag...anFal A F®2_ N\ Fo

donde introducimos el tensor invariante (dpga,a,...q,, = 0) ¥ totalmente simétrico
Garas...an = 8 (Ty, Ty, Ty, ), €l cual se reduce a la forma de Killing K4, asociada
al algebra del grupo para el caso n = 2.

Tomando seriamente como una densidad Lagrangiana a la n-ésima forma de
Chern, e integrandola sobre el espacio-tiempo 2n dimensional M para obtener
la accién correspondiente, se pueden hallar ahora las ecuaciones de movimiento

de esta teoria mediante la variacién respecto al potencial vector A:
5/ trs (F™) :/ trs (0F F" ' 4 F §F" 1)
M M
= / trs (OF F"" 14+ F 0F F" 2 + ...+ F"16F)
M
= n/ trs (OF F* 1) = n/ trs (dp(6A4) F*~1)
M M

= n/ trs (6A dpF™ 1),
M

donde hemos usado las propiedades de trs y supuesto que los campos tienen
buen comportamiento al infinito como para poder prescindir de términos de
frontera. Ahora bien, usando la férmula para la derivada exterior covariante de
un producto de formas evaluadas en el dlgebra del grupo, asi como la identidad de
Bianchi (cf. ecuaciones (A.8) y (A.13)) se tiene que dpF™ ™! = 0 y asf la variacién
de la accién formada con la n-ésima forma de Chern es idénticamente cero para
cualquier variacién del potencial vector; esto es, S = 0 no impone en este caso
restriccién alguna sobre el campo de norma o dicho de otra forma, cualquier
potencial vector A hace de la accién [, trs (F™) una accién estacionaria.
Aunque el resultado anterior parece poco profundo, realmente revela un re-
sultado muy general (véase [16]) el cual indica que si P(F') es un polinomio,

con P(0)=0, en la 2-forma de curvatura F' que satisface:
P(F) = P(gFg™") (2:2)

para toda transformacién de norma g € G, entonces se debe cumplir que:
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(i) P(F) es una forma cerrada, dP(F) = 0.

(ii) P(F) tiene integrales topoldgicamente invariantes (i.e. invariantes bajo
difeomorfismos de campos de norma y dependientes solamente de las fun-

ciones de transicion).

Al ser P, = trs (F™), un monomio que cumple con (2.2), se tiene de acuerdo
con el resultado (i), que dP,, = 0, y de hecho se deduce inmediatamente usando

la identidad de Bianchi:
dP, = dtrs (F") = trs (dpF") = trs (dpF F" ' + ...+ F""ldpF) = 0.
Ahora, el resultado (ii), para el monomio P, lo podemos escribir como:

P( Po(Fp) = dwan-1(A41 — Ao, F) (2.3)

@/ P.(Fy) = /PF1 (2.4)

donde F; y Fy son las 2-formas asociadas a los dos potenciales vectores distintos
Ay vy Ap, respectivamente, los cuales estdn relacionados por la interpolacién

uniparametrica continua:

Ay = Ag + S(A1 - A())

(2.5)
F, =dA, + Ag = (1 — S)F() + sFy — 8(1 — S)(A1 — A0)2

y won—1(A1 — Ag, F) es una (2n — 1)-forma de la cual hallaremos su dependencia
funcional explicita mas adelante. La ecuacién (2.4) es la manera de indicar que
cualquier P, tiene una integral independiente de la conexién (hasta un término
de frontera), y por lo tanto al considerar la variacién de la accién | v Pn no

tenemos restriccion alguna sobre A en forma de ecuaciones de Euler-Lagrange.

2.2. La forma de Chern-Simons

Ya verificamos que la n-ésima forma de Chern es cerrada, entonces en virtud
del lema de Poincaré, tenemos que localmente podemos hallar una (2n—1)-forma
cuya derivada exterior sea precisamente P,. Para ver explicitamente tal (2n—1)-

forma usaremos un procedimiento general. Consideremos la interpolacién (2.5)
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y un polinomio arbitrario P(A, F'), con P(0) = 0. Definimos el operador ¢, que
actia sobre sobre la 1-forma Ag y la 2-forma Fs, que viven en el algebra del
grupo, como [16]:

(A =0
gst =ds (Al — Ao)

(2.6)

junto con el requerimiento:
ls(RsTs) = bsRsTs + (—1)P Rl T,

al actuar sobre el producto entre las formas R y T, evaluadas en el algebra del
grupo, cuyo grado es p y q respectivamente. Entonces asi como el operador ‘d’
aumenta el grado de una forma cualquiera en la unidad, ‘/;’ lo disminuye de la
misma forma. No es dificil mostrar las siguiente identidades:

dAs

ds

dF,
(Al + L) Fy = ds dip(Ar — Ap) = ds —

(dfs + Bsd)As =ds (A1 — AO) =ds

que se siguen de (2.6) y la definicién de ¢, sobre un producto de formas. En estas
expresiones el operador ‘d},’ denota la derivada covariante exterior asociada al
potencial vector A, i.e. dy- =d - +[As, ]. Con esto tenemos entonces que sobre
el polinomio P(A, Fy), resultado de sustituir en P(A,F)a A — A; y F — Fj,
la operacién de (dfs + £4d) implica:

dP(As, Fy)
ds

(dls + 6,d)P(A,, Fy) = ds

Integrando ahora a ambos lados de la igualdad respecto al pardmetro continuo

s, se tiene la importante identidad:
P(Al,Fl) —P(Ao,Fo) = (dk(n —i—]{?Qld)P(AS,FS) (27)

donde kg1 es el llamado operador de homotopia, el cual actia sobre cualquier

polinomio Q(As, Fy) como sigue:

1
ko1 QA F) = /0 1,Q(A,, F).

A la identidad (2.7) se le puede ahora particularizar convenientemente para

obtener tanto lo que mas adelante llamaremos la forma de Chern-Simons, como
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el cambio de ésta misma bajo una transformacién de norma general. De hecho
haciendo en (2.7) la sustitucién P = P,, se tiene la ecuacién (2.3) después de

usar la cerradura de la n-ésima forma de Chern, con:

1
Wop—1 =/ Ostrs (F')
0

o bien, usando (2.6) junto con la ciclicidad de la traza simetrizada y la accién

de /5 sobre el producto de formas, tenemos que (2.7) se reduce a:
1
Po(Fy) — Po(Fp) = dwap—1 =d [n/ dstrs ((Ay — Ag)FI )| .
0
Usando ahora la interpolacién particular:

ASZSA, (@AQZOYAle)
F,=5sF—5(1-5)A% (& Fy=0y F; = F)

se tiene que esta ecuacion es:

Po(A) =d [n /O dstrs (Aanl)] , (2.8)

que muestra explicitamente que las formas cerradas P, siempre se pueden es-

cribir localmente como exactas®. A la (2n — 1)-forma que aparece en el lado
derecho de (2.8),

1
won—1(A, F) = / lstrs (FY) con Ag = sA
0

1
:n/ ds trs (AF"1) (2.9)
0

se le conoce como la n-ésima forma de Chern-Simons asociada a P,. Recal-
camos entonces que (2.8) es la razén por la cual la accién f s Pn 1m0 proporciona
ecuaciones de movimiento de mucho interés, lo cual es claro, pues al obtener
las ecuaciones de Euler-Lagrange uno supone que puede prescindir de términos
de frontera y en este caso la accién por si misma corresponde a un término de
frontera. Aun asi, con la forma ws,_1 podemos construir ahora una accién in-
variante de norma infinitesimalmente sobre una variedad de dimensién impar,

que se analizard con detalle en la siguiente seccién.

2La localidad en esta férmula se encuentra en la cantidad dA = 9, A, d2*dz” que aparece

dentro de la 2-forma de curvatura.
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2.3. Accion de Chern-Simons

Se define la accién de Chern-Simons sobre una variedad (2n—1)-dimensional,
la cual en este caso escogemos como la parte espacial 3 de la variedad M =R x X,

como la integral de la n-ésima forma de Chern-Simons:

SEn=1) [A2) = / D1 (2.10)
by
siendo Wy, la parte espacial de la (2n — 1)-forma wan_19.
A continuacién mostremos como la accién (2.10) es invariante bajo transfor-
maciones de norma infinitesimales o pequenas. Para ver esto vamos a deducir
primero como cambia wa,—1(A4, F') bajo las llamadas transformaciones de norma

grandes (i.e. aquellas que no necesariamente estan conectadas con la identidad).

Partiendo de la ecuacién (2.7) hagamos P = wy,—1 con lo que:
wan—1(A1, F1) — wan—1(Ag, Foy) = (dko1 + ko1d)wan—1(As, Fy) (2.11)

donde de (2.9) tenemos:

1
won—1(As, Fy) = n/ ds'trs (A, F 1)
0

1
= n/ ds' trs [Ag(s'Fy — s'(1 — s")A2)" 1] .
0

Considerando ahora la interpolacién particular donde Aq corresponda a un cam-
po puro de norma (i.e. a un potencial vector que venga de la transformacién de
norma de un potencial vector nulo), y A; a un potencial vector resultado de la

transformacion de norma aplicada a un potencial A # 0:
As=sgAg +edg™!, (& Ao=gdg 'y A1 =g(A+d)g")
F,=sgFg ' —s(1—s)(gdg™) (& Fo=0y A =gFg™).
Tenemos del lado izquierdo de (2.11) las cantidades:

wan—1(A1, F1) = wa,—1(A8, F?)

1
wan—1(Ao, Fp) = ﬂ/ ds’ [Ao(s'Fy — s'(1 — ') A" ']
0

= (—1)”7171 B(n,n) trs (A(Z)"_l)

3 En lo que sigue si p es una p-forma evaluada en el 4lgebra, ie. p = ﬁpzmyTadx“mdx”,

denotamos su parte espacial o la correspondiente a la variedad ¥ como p = ﬁ e jTadxi...dxj .
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donde B(n,n) es la funcién Beta cuya relacién con la funcién T’y B(p, q) = %,

arroja el resultado:

1 nl(n — 1)

wan—1(Ao, Fy) = wan—1(gdg ™', 0) = (—1) (2n—1)

trs [(gdg—l)Zn—l] :
(2.12)
mientras el lado derecho de la ecuacién (2.11) se puede escribir, usando la

definicién del operador de homotopia ko; y las ecuaciones (2.8) y (2.9), como:

1 1
(dk)ol + k()ld)wzn_l(As,Fs) = d/ KSWQn_l(AS, FS) +/ ltrs (an)
0 0
= doan—2 + wan—1(A, F).

Por lo tanto la identidad (2.7) resulta, bajo las elecciones convenientes del
polinomio P y de la interpolacién (2.5), en el cambio de la n-ésima forma de

Chern-Simons bajo las transformaciones de norma grandes g en G:
wap—1(A%, F&) = way_1(A, F) + wan—1(gdg ™", 0) + dozn—2 (2.13)

donde: )
02n—2 = / Esw2nfl(A3a Fs) (214)
0

En palabras, la n-ésima forma de Chern-Simons cambia, bajo una transfor-
macién de norma, por un término que depende solamente de la transformacién
misma y una derivada total. De tal manera que la accion de Chern Simons

cambia bajo esta transformacién como:

cs

SEI(A = SEVAL + [ Fanoaede ™ 0) (2.15)

hasta un término de frontera. Restringiendo esta expresion a transformaciones de
norma infinitesimales, esto es a elementos g € G de la forma 1 — 56, se tiene que
won—1(gdg™1,0) ~ trs[(d9)?" 1] y entonces para los casos donde n > 2 tenemos
que la accion de Chern-Simons es invariante bajo transformaciones de norma
pequenas. El caso particular n = 2 sera analizado en detalle en la siguiente
seccién.

El siguiente paso es ahora calcular las ecuaciones de movimiento de la accién
de Chern-Simons, y en vista del ahorro en la escritura con la notacién libre de

indices, definimos la variacién de cualquier polinomio P(A, F') por medio de un
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operador, que en cierta forma es una generalizacién de £, denotado por £, el
cual actia sobre el potencial vector A y la dos forma de curvatura F' como:
(A=0, {F=43A (2.16)
y satisface:
(4d+ d0)A =6 A,
(2.17)
(¢d 4+ dO)F = dp(dA) = dF,

lo cual puede probarse inmediatamente usando las definiciones (2.16) y aceptan-
do que £ actua sobre un producto de formas evaluadas en el algebra tal y como
lo hace ¢,. La expresion (2.17) indica que al aplicarse sobre cualquier polinomio
arbitrario en A y F, (¢d 4+ d¥f) genera la variacién respectiva. En particular si

aplicamos este operador sobre la n-forma de Chern-Simons ws,_1, se tendra:
OWop—1 = u)gnfl(A + 0A, F + (SF) — wgnfl(A, F) = (fd + df)uJQn,l(A, F)
1
= ltrs (F") + d¢ [n/ dstrs (AFS"I)]
0
1
=ntrs JAF" 1) —d [n/ ds trs (AEFS”I)]
0
pero como:
trs (ALF 1) = (n — Dtrs (Ag0AF™2), con A, = sA,

después de usar las propiedades de la traza simetrizada y la manera de actuar

de ¢ sobre el producto de formas, se tiene que:
1
Swop_1 = ntrs (JAF™ 1) —d [n(n - 1)/ trs (A, 0A F12)
0

De este modo la variacién de la accién de Chern-Simons (2.10) respecto al po-
tencial vector A se obtiene usando la parte espacial de este tultimo resultado,
i.e.:

§SEn=1 = /E (bwan_1)~ =n /Z [trs (JAF™ 1)

donde hemos omitido ya el término de frontera y esto es lo que quiere decir que
no se estd tomando en cuenta la dindmica de frontera de la teoria. Otra manera

de decir esto es afirmando que se han impuesto las condiciones a la frontera
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(2n—1)

ae /. Igualando ahora a

favorables para tener un extremo bien definido de S

cero la variacion 65’(025”_1) se tienen las ecuaciones de campo:
ntrs (JA F"il) = NGaay..a,  0A°F* ... F 1 =0

o bien escribiendo todos los indices, las ecuaciones de Euler-Lagrange del sistema

SOI:

SLEMD §G0, 4

5AT T T 5Ad
n(—ig)" 1k e 1 e
- ﬁgaalman—lewl Lo lEjallk'l T jaizf1lkn71 =0. (2'18)

Cabe mencionar que en virtud de la invariancia de norma local infinitesimal
con la cual cuenta la Lagrangiana de Chern-Simons E(CQS”_U = Wop_1, las 2n — 1
ecuaciones (2.18) para las 2n — 1 cantidades A¢ no son independientes (véase

Teorema 1).

2.4. Algunos casos particulares y sus propiedades

En esta seccion se aplicara el formalismo de las secciones 2.2 y 2.3 a los casos
particulares n = 1 y n = 2, ademdas de motivar su uso en algunos problemas
fisicos especificos. Se discutird también la posibilidad de reescribir las formas
de Chern-Simons correspondientes a estos casos como formas exactas y se pre-
cisard la relacion de este resultado con las formas de Chern asociadas (véase

seccién 2.1). Finalmente se hacen algunos apuntes sobre el caso general.

2.4.1. Caso particular n =1

La accién de Chern-Simons unidimensional. Este caso trata con
una variedad espacio-temporal de Minkowski M = R x ¥ de dimensién d = 2.

La primera forma de Chern, una 2-forma en esta variedad, se reduce a:
trs (F1) = tr (F) = —igtr (To)F)y, dat'da” = —ig g, Fly, datda”,

donde g, (a = 1,..,7) es la traza de cada generador del grupo y los indices griegos

toman los valores 0 y 1. De acuerdo con la identidad de Bianchi esta 2-forma
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es cerrada® y entonces localmente podemos hallar una 1-forma cuya derivada
exterior sea precisamente P; (cf. ec. (2.8)). Retomando la ecuacién (2.9) con
n = 1, tenemos que la primera forma de Chern-Simons asociada a Py = trs (F'!)
es: )

wi(A) = 1/0 dstrs (AF?) = trs (A) = —1g ga Ay dat, (2.19)
con dwy = dtrs (A) = trs (dpA) = trs (dA + [A, A]°) = trs (dA) = trs (F), pues
trs (A?) = 0. La manera en que cambia esta 1-forma bajo todas las transforma-

ciones de norma, incluso bajo las que no son hométopicamente triviales, es en

virtud de la ecuacién (2.13):
wi(AF) = wi(A) + tr (gdg™)

la cual también puede obtenerse directamente sustituyendo una transformacion
de norma general, A% = g(A+d)g~!, en la primera forma de Chern-Simons (2.19).

Infinitesimalmente, la transformacion correspondiente es:
1
wi(A") = wi(A4) + = dtr(6),
g

siendo 0 = —igf,T* una O-forma que vive en el algebra del grupo y 6, son
parametros infinitesimales.
La accién de Chern-Simons, la integral de w; sobre la parte espacial de la

variedad bidimensional de M =R x X, es en este caso (cf. ec. (2.10)):
S [47) = /E G = ~iggn [ 47 ds, (2.20)

De modo que esta accién definida sobre la variedad unidimensional ¥ cambia

bajo todas las transformaciones finitas g € G como:
SWiAn = sWias + [ s eorg (2.21)

Tomando en cuenta, como también se hace en el caso n = 2, solamente transfor-
maciones aceptables, esto es elementos del grupo de norma con un limite bien

definido al infinito [17]:

lm  g(2°,2') = goo; (2.22)

|z1|—o00

4 Otra manera de ver que dtrs (F) = 0 es recordando que una 3-forma es trivialmente cero

al estar definida en una variedad bidimensional.
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o lo que es lo mismo una compactificacién de la variedad unidimensional ¥ a
51, tendremos que g € G bien se puede ver como un mapeo S' — G para cada
2. Por otro lado, la variedad del grupo no-abeliano de norma es en general de
dimensiéon mayor que 1 y entonces los mapeos g € G pueden ser clasificados

usando las clases de homotopia®, pero del resultado:
(M) =0, V variedad M de dimensién > 1 (2.23)

tenemos que todas las transformaciones de norma pertenecen en este caso nece-
sariamente a la parte conexa con la identidad; en otras palabras, en dimensién
uno resulta redundante hablar de un teoria no-abeliana de Chern-Simons, y asi el
segundo término del lado derecho de (2.21), al ser considerado como el “winding
number”, es entonces siempre nulo. Por lo tanto, la accion de Chern-Simons en
dimensién uno, con un grupo de norma no-abeliano, es invariante bajo todas las

transformaciones de norma aceptables en el sentido (2.22).

La accién S(C? como término de frontera. Mostraremos que es posible
escribir la accion de Chern-Simons unidimensional como un término de frontera
solamente. Para ello es conveniente separar explicitamente la derivada exterior
usual d = dz#9,,, definida en la variedad bidimensional M, en su parte temporal
y espacial

d=d; + H, con dy = dz%9 y d= dztoy, (2.24)

y con esta notacién podremos ver que wq(A) se puede expresar como EQO para
cierta 0-forma 2. Aunque este resultado es trivial en esta dimension, se complica
notablemente al pasar al caso n = 2. Para sustentar la derivacién de este hecho,
pensemos en un caso mas sencillo: el de una teoria de Chern-Simons abeliana
U (1) sobre una variedad unidimensional ¥; en ese caso, la accién correspondiente
es:

SA] = —ig /zAl da! (2.25)

que al compararla con (2.20) se observa que el indice interno a ya no aparece,

pues un grupo de norma U(1) no tiene mas que un generador. Notando que

® Dos mapeos g1 (z') y g1 (2?) son homotopicos si existe una funcién g(z", s), continua en s,

tal que g(z',0) = g1 (z") y g(z', 1) = ga(a").
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el nimero de funciones independientes con las que cuenta esta Lagrangiana es
igual a uno, y esta 1nica funcién puede siempre ser representada por la derivada
de alguna otra, i.e.:

—’ig Al = —ig&lﬁ,

tenemos entonces que la acciéon de Chern-Simons abeliana U(1) unidimensional
corresponde a un término de frontera. Similarmente, la accién correspondiente al
caso “no-abeliano” (2.20) cuenta con 1 x r funciones independientes y entonces

siempre podemos escribir:
—ig ga A = —1g ga01 Q2"

para 7 funciones {{2,}. En la notacién libre de indices, este resultado figura
como:

@1(A) = dQy, con Q = —ig g, N (2.26)

Esta manera de escribir la parte espacial de wq, implica que la primera forma
de Chern, la 2-forma P; = tr (F') definida en M, tiene necesariamente la parte
espacio-espacio un valor nulo. Efectivamente, escribiendo wi = wy; + w1 con wyy

la parte temporal de wy (w1 = —ig g, Agda") y usando (2.24):

P, =tr (Fl) =dw; = (dt + a)(wlt + (7]1)
=dywyy + dywoq + let + 5&1

con el primer y tltimo término iguales a cero en virtud de dz%d2® =0y dz = 0.;

escribiendo explicitamente los términos restantes:
Py = —ig ga(80Ag — 9 A2)dz%dz! = tr (dA) = tr (F).

Este resultado es obvio en el caso n = 1, pues en cualquier variedad bidimen-
sional ninguna 2-forma puede tener componentes espacio-espacio, ya que estas
van acompaiiadas de dz'dz! = 0. El caso n = 2 ya no resulta tan trivial, pero
antes de empezar a analizarlo vamos a mencionar una aplicaciéon interesante de

una accion tipo (2.20) a un sistema con grados de libertad discretos.

Un sistema Hamiltoniano completamente integrable normado.
Consideremos un sistema Hamiltoniano con r grados de libertad discretos. De-

notamos las coordenadas locales del espacio fase I' como {n®}, con los indices
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a,B,v,6 =1...2ry (n®) = (n%n"*%) = (¢* ps). La 2-forma simplectica en T’
es w = %waﬁdnadnﬁ, donde:

con inversa:

(waﬁ)il

s _ (01
w= (%)

siendo O y I las matrices r x r correspondientes a la matriz cero (aquella con

todos sus elementos nulos) y a la matriz identidad. En componentes tenemos:
(waﬁ)(waﬁ)il = Iorxor = wawwmg = (Sg.

El paréntesis de Poisson entre dos variables cualesquiera f(n,t) y g(n,t), fun-

ciones en C*°(R x I'), es en esta notacién:

(1,9} = (0a )™ (0pg), con Oaf = %f

En particular, la evolucién temporal de las variables fundamentales (n®) es:

770{ = {777 H} = waﬁaﬁH & 0. H = Waﬁﬁ'g (227)

conocidas como ecuaciones de Hamilton. Estas ecuaciones se pueden derivar,

mediante el principio variacional de minima accion, a partir de la accion:

1
So = /dtL(n,t) = /dt [5 N wepn” — H(n,t)

Ahora reduzcamos la discusién al tomar en cuenta un sistema con r grados

de libertad completamente integrable, que es aquel que cumple con:

(a) Tener una Hamiltoniana independiente del tiempo, donde existen r cons-
tantes de movimiento I,(n) (ademds de H) independientes unas de otras

y en involucién, i.e.:

{IaaH} =0
{IaaIb} = 0.
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(b) Tener subvariedades ¥y = N.Y, de dimensién r, con ¥, = {n* €T/
I,(n“) = 04 = const} las superficies de nivel de I,(n), tales que para cada

conjunto de valores constantes I = {o,} éstas sean compactas.

La existencia de una constante de movimiento en un sistema cualquiera im-
plica que se cuenta con una transformacién candnica infinitesimal, que deja
invariante la Hamiltoniana (véase por ejemplo [18]), y cuya funcién generado-
ra es la constante de movimiento misma. En este caso, con las r constantes I,

podemos generar la transformacion:
N’ =n* +on“, con on® = e“wo‘ﬁaﬁla(n) (2.28)

que se puede ver como elemento de un grupo continuo con r parametros €% y
abeliano en virtud de la involucién que obedecen sus generadores {I,}. Asi pues

podemos pensar en (2.28) como elemento infinitesimal de [U()]", [19]. La accién:

1
Sp = / de [5 n%wapn’ — H(n)} (2.29)
es en particular invariante hasta un término de frontera bajo (2.28) atn en el
caso de que no se usen las ecuaciones de movimiento (2.27). En efecto:

0Sy = /dt <wa57'7ﬁ — (%H) on* + % /dt% (nawaﬁénﬁ)

— /dt <—eafa + ea{[a,H}) + % /dt%(eanaaafa)
dA
[t

con:

A=¢e Bnaaala — Ia} ,

y donde en la segunda linea del cédlculo no debemos sustituir I, = N“Oala(n)
igual a cero, pues para ello se requiere que el campo vectorial 7, definido en
I', sea solucién a las ecuaciones de movimiento. El hecho de que la accién sea
invariante hasta una contribucién a la frontera es irrelevante para la fisica clasica
del sistema, la cual esta enteramente codificada en las ecuaciones de Hamilton.

La idea es ahora proseguir como se hace en una teoria de campos usual,

y normar el grupo de simetria de la teoria, en este caso ello corresponde a
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permitir que los pardmetros en (2.28) sean dependientes de la variedad que
subyace a la teorfa, esto es, hacemos: €* = €%(t). Y como en una teoria de
norma ordinaria requerimos ahora de un campo de norma A = A%(t), el cual se
acople a los “campos” n®(t), de manera que la accién antes invariante bajo las
transformaciones rigidas (2.28) sea ahora invariante bajo las transformaciones
locales:

() =1 (t) + 6n°(t), con on® = *(H)w*pla(n)

(2.30)
A'(t) = A%(t) + 6A%(t), con §A(t) = é*(t)

Primero observe que la accién (2.29) transforma bajo éstas como:

dA
0Sg = [ dt | — + €I,
So / <dt + € >

y para tener al final un término puramente de frontera, a ella le sumamos la

cantidad —A,(t)I,(n) que cambia bajo (2.30) como:

S(—A%t)I,(n)) = —6A° I, — A%I, = —éI, — A%P{I,, I}

= —¢él,

al usar la propiedad de involucién de los generadores del grupo de simetria. En

suma, la accién:

Su= St S = [t |Garena? ~ #1)| = [araon @3

es invariante, hasta un término de frontera, bajo las transformaciones canénicas
locales e infinitesimales (2.30). Continuando con la analogia de este sistema con
el de un sistema de campos invariante bajo una simetria de norma, es natural
pensar en sumar a (2.31) un término cinético tipo F,, F*¥, pero en la dimensién
uno, la curvatura es siempre nula debido a la antisimetria de sus indices. Sin
embargo, conocemos ya una cantidad invariante bajo transformaciones (2.30)
que involucra exclusivamente al potencial vector, a saber la acciéon de Chern-
Simons en una dimensién. Con estos argumentos podemos escribir una accién
para un sistema con r grados de libertad discretos completamente integrable y

normado (en el sentido (2.30)), con un término cinético en el potencial vector,



2.4. Algunos casos particulares y sus propiedades 45
como:
1
S =Sm + SV
1
- [a [5 WPwagif — H) - A%t)famﬂ o faan, @)

cuyas ecuaciones de movimiento son:

e 1% = w5 (H + A°I,)
0AY: I, =k,

2.4.2. Caso particular n =2

La accién de Chern-Simons tridimensional. De acuerdo con el for-
malismo desarrollado en las secciones 2.2 y 2.3, a este caso le corresponde una
variedad espacio-temporal de Minkowski M = R x ¥ de dimensién d = 4. La

segunda forma de Chern, una 4-forma en esta variedad, se reduce a:
trs (F2) = (—ig)? tr (T, Ty) FOF® = (—ig)? gap F)‘\IHFII,’p dz*dzda” da?.

Como 4-forma en una variedad cuadridimensional, es automaticamente cerra-
da, i.e. dP» = dtrs (F?) = 0, entonces localmente podemos hallar una 3-forma
(la segunda forma de Chern-Simons) tal que su derivada exterior sea precisa-
mente Ps; particularizando la ecuacién (2.9), tenemos explicitamente la forma

de Chern-Simons de este caso:

! 1 2
wsg = 2/ dstrs (AFs) = trs (AF ~3 A3> = trs <AdA + 3 A3> . (2.33)
0

Las propiedades de transformacion de esta 3-forma bajo una transformacion de
norma general, se obtienen directamente de las ecuaciones (2.12), (2.13) y (2.14),

de modo que:
1 _1\3 _
wy(AB, FE) = w3(A, F) = Str [(gdg ") ] —dtr(dg~" gA),

resultado que también se puede obtener sustituyendo directamente en w3 (A8, F#)
la transformacién A% = g(A + d)g~!. Al tomar en cuenta solamente las trans-

formaciones infinitesimales, la relacién anterior se reduce a:

ws(A') = ws(A) — édtr (d0A)
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donde 0 = —ig0, T es una O-forma que vive en el dlgebra del grupo y 6, son
parametros infinitesimales.
La accién de Chern-Simons, la integral de ws sobre la parte espacial tridi-

mensional ¥ de M, es ahora:

SB)[AY] = / B3 = / trs (AdA + 2 4% (2.34)
CcS 5 > 3

la cual cambia bajo una transformacién de norma como lo hace la parte espacial

de la segunda forma de Chern-Simons, i.e.:
o o1 e o
S(c?;)[(Az‘ el = S(c?;)[Ai] - g/ztrs [(gdg 1) ] _/Z(dtrs (dg 1gA))

En esta ley de transformacién es siempre posible anular el iltimo término me-
diante una restriccién muy natural sobre la parte espacial del potencial vector,
esta se refiere simplemente a no admitir soluciones tipo monopolo que se com-
portan como x'/r? ~ 1/r, y producirfan una cantidad divergente al hacer la
integral de superficie al infinito. Por otro lado, también es importante mencionar
que aunque tengamos “buenos” potenciales en este sentido, se requieren trans-
formaciones de norma aceptables definidas por una condicién andloga a (2.22),
a saber:

lim g(z",2") = goo (2.35)

|x|—00
Similarmente al caso n = 1, esta condicién establece una compactificacion del
espacio ¥ a una tres esfera S2. Interpretando a los elementos del grupo g € G
como mapeos S® — G para cada z°, podemos entonces clasificarlos de acuerdo

a la clase homdtopica a la que estos pertenecen, aplicando el resultado [17]:
I13(G) = Z, con G un grupo de norma compacto no-abeliano, (2.36)

con Z el grupo de enteros bajo la operaciéon suma. En particular a los elementos
del grupo que pertenecen a la parte conexa con la identidad les corresponde
el entero m = 0, mientras que a los elementos que no son homodtopicamente
triviales les concierne un ntmero entero distinto de cero®. De hecho, la se-
gunda integral en la manera de transformarse la accién de Chern-Simons es el

“winding number” del grupo, esto es, é fz trs [(gdgfl)‘g] x m(g) y si aqui se

6 Para un ejemplo de tales elementos con el grupo particular SU(2) véase [20].
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introduce un elemento g en la parte conexa con la identidad esta integral resul-
tard en el nimero 0 y al sustituir cualquier otro elemento, el resultado serda un
nimero entero m no nulo; por ejemplo para un elemento infinitesimal tenemos:
trs [(gdg_l)g} = trs [d9]3 = 0, pues 6 contiene exclusivamente parametros
infinitesimales e implica m = 0. En conclusién, la accién de Chern-Simons no-
abeliana en una variedad tridimensional (X) es invariante bajo las transforma-
ciones homotopicamente triviales:

3 a _ Q@3 a : :
Sés)[(Al- )] = Sés) [A7], con g en la parte conexa con la identidad.

La accién S(C?;) [A?] como término de frontera. Mostremos ahora una
propiedad por demds interesante que tiene que ver con escribir a la accién de
Chern-Simons como un término puro de frontera, para ello seguiremos las refe-
rencias [21, 22]. Primero derivemos el resultado para el caso abeliano, donde la se-
gunda forma de Chern-Simons, una 3-forma definida sobre la variedad cuadridi-
mensional M =R x ¥, es w3(A) = AdA4 con A = —igA,dat = —igApdz® + Ay

la accion de Chern-Simons:

SOl = [ @ = [ (aaay

donde desaparece por obvias razones el indice de grupo. Usando la parametrizacién

de Clebsch para un 3-vector:
A; = 0,9 + a0;f3
o bien su versién libre de indices:
A= (d9 + adB)™ = d¥ + adf

siendo ¥, a y # funciones en C'*°(X), tenemos directamente que la parte espacial
de la segunda forma de Chern es la parte espacial de la derivada exterior de una

2-forma:

(AdA)™ = [(dY + adB) d (dY + adB )]~ = [d (¥dadB)]”
& a0, =0, (967 0,00,8) (2.37)
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Observe que no podemos decir que el potencial vector completo —igAgda® + A
= dv + adf, pues mientras del lado izquierdo de esta igualdad tenemos cua-
tro funciones independientes, del otro lado contamos solamente con tres. Asi,
pues, queda mostrado que la accién de Chern-Simons tridimensional en el caso
abeliano se puede reescribir como un término de frontera(?.

A continuacién mostremos este hecho para el caso no-abeliano, para ello nos
apoyaremos en un grupo de norma G’ mayor en dimensién al grupo G, el cual se
construye de manera tal que el dltimo es un subgrupo normal del primero con

las siguientes dos restricciones:

() La dimensién de G’ sea mayor o igual a tres veces la dimensién de G:

dimG >3dimG =3 xr

(i) El grupo cociente G'/G sea un espacio simétrico, condicién que se traduce
en las ecuaciones:
[Tm Tb] = Z‘fatbcjjc
[Ta, Sa] = thaapSE
[Sa,SB] = iNhaapT,
con los generadores de G’ separados como {T,, S4}, siendo {T,} los gene-

radores del subgrupo G y {Sa} con A,B,C =1,...,(dimG" — dimgG) el

complemento.

Adem4s se convienen las condiciones de normalizacién:
tr (TaTb) = —N10ap, tr (SASB) = —Nodap, tr (TaSB) =0.

que al combinarlas con las reglas de conmutaciéon resulta NN = Ny. Una
conexién cualquiera asociada al G’-haz, pensado sobre una variedad tridimen-

sional digamos X, es una 1-forma que vive en algebra del grupo, i.e.:

A= AT, + aSa = —ig (AT, + af*S4) do’

" Aunque a primera, vista ello indique que una accién de Chern-Simons tendrd ecuaciones
de movimiento triviales, esto no es asi ya que la parametrizacién de Clebsch es incompleta al

usarse en principios variacionales [23].
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y un campo de norma puro en este G’-haz (esto es un campo que viene de la

transformacién de norma de un potencial vector nulo) viene dado por:
A=gldg ™! = AT, + a*Sa, cong €g. (2.38)

usando la barra por encima del simbolo A y sus componentes para recordar que
se esta trabajando con un campo de norma puro. Considerando las relaciones

de normalizacién entre los generadores podemos despejar:

a _ i I'7./—1\ _ _ : fanq..i
At = —Nltr <Tag dg ) = —igAfdx (2.39)

de modo que la proyeccién de un campo de norma puro, en el G’-haz, en la
algebra del subgrupo G tiene un total de 3 x r funciones independientes y arbi-
trarias ﬁ?, esto ultimo en virtud de la condicién (7). Al campo de norma puro
A le corresponde obviamente un curvatura nula: F = dA+ A2 = 0, de donde se

obtienen al usar las condiciones de normalizacién de los generadores:

~ = 1 - N

dAe + _ifabcAbAc _ ——ihaAB@AdB
- 2 2 (2.40)
da’ +in*PAA%a" =0

Para relacionar lo hasta ahora discutido con el resultado que deseamos obtener,
nos tomamos la libertad de escoger a las 3 x r funciones independientes de la
parte espacial de una conexién cualquiera A del G-haz como las codificadas en

las componentes del campo de norma puro A del G’-haz de la ecuacién (2.39):
A= —igA’T,dz’ = —ig A°T,dx’.

Con esta eleccién, basada principalmente en la generalidad de A%, de la parte

espacio-espacio de la segunda forma de Chern-Simons, ecuacién (2.33), se pueden
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ahora escribir las siguientes igualdades:

~

w3 (A) = trs (AdA + §A3> =-N <Z@HZ‘I + éz fabcﬁaﬁb26>

_ N (A“HA“ n éz fabcﬁaﬂbﬂc>

-~ 1 o~ — o~
=—-N; ( 2dA® + §(2A“F“ — 2.A“dA“)>
1 107 fa 2 1a a
1.~ N -
=-MN (g.Aad.Aa — g.AaZ'haABdAdB>
. N seq g Y _B-B
__?( dA° + NdaPa )
. N 1 ~ N — 1=\~ ~ _ A
=3 <—N1tr(AdA) + NQtr(ada) ), con & = a5y
1

= —gtrs (ftd/i%— add)N = —étrs (g/dglfld(g'dglfl))N

= étrs {(g'dg/fl)g}N ,
donde hemos usado tanto las convenciones de normalizacién para {T,, S4} como
las relaciones de consistencia (2.40). Entonces vemos que la accién de Chern-
Simons fz w3(A) tridimensional no-abeliana es de hecho proporcional al “wind-
ing number” del elemento g’, que define al campo puro de norma (2.38), del grupo
G'. En la referencia [17] se demuestra que trs [(g’dg’_l)?’} " es una derivada total
(posiblemente una suma no finita de derivadas totales) 57, obteniéndose asi la
conclusion a la que se deseaba llegar. Finalmente mencionemos que un ejemplo
especifico con el grupo G’ = O(5) y G = O(3) x O(2) se puede hallar en las
referencias [21, 22], de donde se puede obtener mediante un proceso recursivo la
forma explicita en que se puede escribir la acciéon O(3) de Chern-Simons como
un término de frontera.

Analicemos en detalle el resultado anterior, primero hay que mencionar que
es de esperar, tal como en el caso abeliano, que este tipo de parametrizacion
de una teoria de Chern-Simons sea incompleta en un proceso variacional. Por
otro lado, esta parametrizacién se refleja en la segunda forma de Chern (véase
seccién 2.1) como sigue: al usar la descomposiciéon de la derivada exterior en

parte temporal y espacial d = d; + 5, en forma andloga a (2.24), entonces la
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derivada de la 3-forma w3(A):
1 v 1 Oqiq g L i 1.G 3k
ws(A) = g(wg)wpdx“dx da? = §(W3)0ijdl' dx'dz? + g(wz),)ijkdx da?dz

= (w3)mixed + &3
€es:

P =tr (F2) = dws = <dt + a) ((w:s)mixed + L~u3>
= dy3 + d(W3) mirea + dg = (dtag + 5(w3)mixed> +d%y

= (dw?))mixed = (P2)mixed + ﬁ2

y por lo tanto de acuerdo con este resultado la parte espacio-espacio de la se-
gunda forma de Chern, P5, es necesariamente nula y solamente se tienen com-
ponentes con uno de los indices siendo temporal. Note que este hecho no impone
restriccién alguna sobre las 4 x r funciones independientes de A, ya que es trivial

tener (P2);jk da’da?dzkda! = 0, pues i, j, k, I toman valores de 1 a 3.

Chern-Simons y teorias de norma tridimensionales. Dado que el
presente trabajo no es un tratado exclusivo de las teorias de Chern-Simons, nos
limitamos simplemente a dos ejemplos en este caso tridimensional, los cuales
resaltan en buena medida la importancia intrinseca del estudio de estas teorias.
A la accién de Chern-Simons tridimensional se le puede considerar por si misma
como una teoria de campo quasi-invariante de norma sobre cierta variedad X,
con la ventaja de que su construccion no requiere que tal variedad esté dotada
con una métrica. Denotando por el momento a las coordenadas locales de X
como {x#} = {(2°, 2!, 22)}, para enfatizar la existencia de esta teorfa indepen-
dientemente de contar con la variedad M = R x X, las ecuaciones de movimiento,

ecuaciones (2.18), se reducen en este caso a:
prp pb _1 prp pa
gab € vp 26 vp

lo que indica que el espacio de soluciones de la teoria es el espacio de todas las
conexiones planas modulo transformaciones de norma conectadas con la identi-

dad. Este resultado permite intuir una relacién entre esta teoria y la teoria de
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la gravedad en tres dimensiones, de hecho en la referencia [24] se prueba que
una teoria de Chern-Simons tridimensional con un grupo de norma como el de
Poincaré es equivalente a la gravedad tridimensional sin constante cosmoldgica,
la inclusién de la constante cosmoldgica genera un cambio del grupo de norma.

En el contexto de una teoria de Yang-Mills confinada a un espacio-tiempo
tridimensional, es posible extender la accién con un término de Chern-Simons
como:

S =81 456

YM 'S
=— | tr(F,F*)d3z — L (FwA, — gA A A A3z
= 942 v 242 prip = g Ap v p

9= Jx 9= Jx
donde en tres dimensiones g tiene dimensiones de masa al igual que el pardmetro
masico m. Tal extensién invariante de norma, induce la existencia de excitaciones
del campo con una masa distinta de cero [25], pues las ecuaciones de movimiento

pueden llevarse a la forma:
(D'D,, +m?)*F” = "7 [*F,, *F,],

siendo *F* = %e‘“’ PF,,. Linealizando las ecuaciones para extraer la informacién
cinética de la teoria prescindimos del lado derecho de la ecuacién, obteniendo
asi una ecuacion del tipo Klein-Gordon y mostrando a nivel clasico la existen-
cia de los campos masivos. Entonces podemos decir que: en 8 dimensiones la

invariancia de norma no prohibe un término mdsico en la Lagrangiana

2.4.3. Otros casos

Finalmente vamos a escribir explicitamente, a partir de las expresiones de
las secciones 2.2 y 2.3, las férmulas correspondientes a los casos n =3 y n = 4.

Por un lado tenemos la tercera y cuarta forma de Chern-Simons:
! ) A DR |
ws = 3/ dstrs (AFZ) =trs (F A— §FA + 1—OA5>
0

—trs (A(dA)2 + ; ABdA + §A5> , (2.41)
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! 1 2 1 1
wy = 4/ dstrs (AF3) =trs ( F3A — —FA’FA— ZF?A3 + —FA> — A7
0 5 5 5 35

= trs (A(dA)?’ - §A3(dA)2 - %A(dA)AQ(dAH
+2A5dA + §A7> : (2.42)

respectivamente. Aunque el autor no tiene conocimiento que en la literatura
aparezca una expresion explicita general para obtener ws, 1, mas que la forma
integral (2.9), en este trabajo se consiguié una férmula tal que al sustituir una
n particular se obtiene inmediatamente la n-ésima forma de Chern-Simons. La
deduccién de esta férmula se hace usando la expresion (2.9) y el teorema del
binomio para desarrollar F™~1 en ésta, la validez del uso de este teorema se
basa en la propiedad (2.1), la cual no es compartida por la simple traza. La

formula desarrollada es:

1
won—1(A, F) = n/ dstrs (AF?1)
0

= ng(—l)k L ~ 1)!]2 trs (F"_k_lA%H) (2.43)
(n+k)!(n—k+1)! )
Podemos comprobar que wi, ws, yws dadas por las ecuaciones (2.19), (2.33)
y (2.41), respectivamente, concuerdan con el resultado obtenido directamente
de (2.43) atin en el caso en que se use la ‘tr’ en lugar de ‘trs’. La 7-forma wr
dada en (2.42) sigue siendo valida si usamos ‘tr’ en vez de ‘trs’, pero al usar
la propiedad (2.1) vemos que en (2.42) el segundo y tercer sumando del lado
izquierdo se reducen a un sélo término y ese resultado es el que concuerda con
el que obtendria directamente de (2.43) al sustituir n = 4.

Las teorfas de Chern-Simons en dimensiones mayores o iguales a 5 son intere-
santes por si mismas, en buena medida porque su estructura de constricciones
no es trivial al depender de la estructura del tensor g4, . 4, (definido en la seccién
2.2) via las llamadas condiciones genéricas [15, 26] y porque se pueden localizar
regiones del espacio fase donde las condiciones de regularidad no se cumplan [15].
Una consecuencia importante que se obtiene del estudio de estas teorias es que,
en los sectores del espacio fase donde las constricciones son funcionalmente in-

dependientes, y se satisfacen las condiciones genéricas sobre el tensor gq,.. 4, , S€
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presenta la existencia de grados de libertad locales; a saber, si se tiene un grupo
con r generadores, y se define la teoria sobre un espacio 2n — 1 dimensional, el

numero de grados de libertad locales es:
No=(n—-1r—(n—-1)—r (n>2,r>1)

Y asi en el caso de un grupo no-abeliano, la teoria de Chern Simons en 5 di-
mensiones tiene grados de libertad locales. En dimensiones 1 y 3 esta teoria no
tienen esta peculiaridad. Una teoria abeliana con un solo generador, tampoco
tiene grados de libertad locales en dimensién alguna, esto es, es una teoria de

campo topoldgica.



Capitulo 3

El estado de Loos-Kodama

En este capitulo se analiza la inclusion de la accién de Chern-Simons para
construir un estado en la teoria cuantica de Yang-Mills, presentada a la Dirac, en
dimensiones espacio-temporales pares; esto serd posible gracias a la ley de trans-
formacién (2.15) deducida en el capitulo anterior. Se iniciara la discusién con un
breve recuento de algunos enfoques que se han propuesto para la cuantizacion
de teorias con constricciones, posteriormente con el método de “constricciones
como condiciones sobre los estados” se estudiaran detenidamente los casos n = 1
y n. = 2. En particular el segundo caso, el correspondiente a cuatro dimensiones,
ha sido analizado ya en 1969 por Hendricus G. Loos [27] y su contraparte en el
contexto de una teoria cuantica de la gravitacién fue presentada por Hideo Ko-
dama 21 anos después [28]; de ahi el nombre que asignamos al estado construido
bajo estos conceptos. Para finalizar, se extenderan estos resultados a cualquier

dimension par.

3.1. Cuantizacién de sistemas con constricciones

Para llevar a cabo la transiciéon de una teoria cldsica a su contraparte cuanti-
ca pueden ser utilizados varios enfoques. Historicamente, uno de los primeros
métodos para cuantizar sistemas fue el de cuantizacion canénica, desarrolla-
do a principios del siglo XX y aplicable a sistemas sin constricciones, el cual

estd basado en el formalismo de operadores. En él se involucran formalmente los
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siguientes pasos:

(4)

(i)

(iii)

Describir el estado cudntico del sistema por un vector normalizado [1)),
el cual es un elemento de un espacio de Hilbert H con producto escalar
(¥|¢'). La funcién de onda (z|1)) asociada al estado |1)) se denota por ¢(x).

Las cantidades aptas de medicién, u observables cudnticas, se representan
por operadores hermiticos. El resultado de su medicién se asocia con un
eigenvalor correspondiente, especificamente esto significa que si el vector

|4) se escribe en términos de los eigenvectores |1);) del operador 0,

6\¢j> = 0j[1;), (sin suma)

el nimero c;c; es la probabilidad de que el valor o; sea medido. El valor

medio de la medida es <w]6]w> = <6>

La evolucién dindmica del sistema se obtiene a partir de la ecuacién de

Schrédinger:
0 ~
ih—¢ = H
iha ¥ (G
que involucra al operador Hamiltoniano H. Para O esta ecuacién implica:
d /A i /[~ A 80
4(0)=1(mal)+{(22)
40) =3 {79+ (%)
Expresion que se puede obtener mediante la sustitucion:
0O— 0O
(A, B} — % [21, E]

en las ecuaciones de Hamilton.

La 1dltima prescripcion no es de ninguna manera una regla general que funcione

con todos los sistemas fisicos, la razén principal es que una observable clasica no

tiene en general una unica observable cudntica asociada. Es importante también

notar que una cantidad fundamental en este formalismo es la Hamiltoniana
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H—H y de ahi el gran interés por parte de Dirac en la “Hamiltonizacién” de
la teoria y el estudio de las constricciones.

La aplicacién de una cuantizacién candnica a sistemas con constricciones
no es directa, pues este tipo de sistemas poseen simetrias subyacentes (como
la simetria de norma si hay constricciones de primera clase) que complican la
extraccion de los “verdaderos grados de libertad”, los cuales se conocen inicial-
mente sélo de manera implicita en las ecuaciones de constricciones y forman el
llamado espacio fase reducido. A este problema se tienen las siguientes propues-

tas para hallar el espacio de Hilbert®:

1. Elementos de matriz nulos para las constricciones. En esta
propuesta se supone que ya se cuenta con una teoria con constricciones de se-
gunda clase solamente, i.e. ya se fijé la norma si se contaba inicialmente con
constricciones de primera clase (véase al final del capitulo 1), de modo que la
Hamiltoniana del sistema y la evoluciéon temporal ya no poseen arbitrariedad
funcional alguna en el tiempo. Con la Hamiltoniana sin multiplicadores de La-
grange arbitrarios se procede a escribir el operador cuantico correspondiente y
a resolver la ecuacién de Schrodinger. Ya que el espacio de Hilbert donde se
estd trabajando es en este caso mas grande que el que definen los estados fisicos,
se postula que los estados pertenecientes al espacio de Hilbert fisico H, sean

aquellos que cumplan:
(w/®2 ) = 0 (3.1)

para todos los operadores de constriccién ®27¢, contraparte cudntica de todas

las constricciones ®2"* de segunda clase.

2. Paréntesis de Dirac promovido a conmutador. En esta propuesta
también se supone, como en la propuesta anterior, un sistema con constricciones
de segunda clase solamente. Clasicamente en este tipo de sistemas se pueden
llevar todas las igualdades débiles a igualdades fuertes si se usa el paréntesis de

Dirac, en lugar del paréntesis de Poisson, para escribir la evolucién temporal de

L1 En esta lista no se incluyen las propuestas basadas en la simetria BRST desarrollada por

Becci-Rouet-Stora-Tyutin.



3. El estado de Loos-Kodama

cualquier funcién en el espacio fase. El paréntesis de Dirac entre dos funciones

Ay B se define en términos del paréntesis de Poisson como:
{A, B} = {A, B} — {A, 02"y A% {0, B}

donde A es la matriz inversa de la matriz formada con todas las constricciones
de segunda clase Ay, = ({<1>§"d, @znd}). Observe entonces que {A, @g”d}* =0
para toda funcién A definida en el espacio fase y por lo tanto si imponemos

cudnticamente:
Lo =
. {A, B} — % [4.5]
recuperamos (3.1) inmediatamente, pero ademés se cumple:
2,87 ) o

consistentemente con la contraparte clasica {q)g”d,q)g”d}* = 0. Aunque este
método es a primera vista un buen candidato para la generalizacién de la cuan-
tizacién candnica de los sistemas regulares, una dificultad técnica importante,
incluso a nivel cldsico, es hallar A®, ademds en general no es posible hallar
coordenadas candénicamente conjugadas con respecto a los paréntesis de Dirac

de manera global con las que se cumplan las relaciones de conmutacién usuales:
[131‘7@]‘] = ihd;; , [Qu@;} =0= [H‘,Pj} ;

punto de partida de la cuantizacién canoénica. La siguiente propuesta trata con
un sistema con constricciones de primera clase, y como todo sistema con cons-
tricciones de segunda clase se puede llevar a uno de este tipo [6], ésta es aplicable

en general.

3. Constricciones como condiciones sobre los estados. Esta pro-
puesta es particularmente util para los sistemas con constricciones de primera
clase que cuentan con una Hamiltoniana primaria H() = H, + ANplst - donde
oLt son las constricciones primarias de primera clase que pertenecen al conjunto

formado por todas las constricciones de primera clase {®%'}. La idea central es
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otra vez resolver la ecuacién de Schrédinger con el operador asociado a esta
Hamiltoniana, pero con la restriccién de que sobre los estados fisicos y solo

sobre ellos se cumpla la condicién:
Byl = 0 (3:2)

donde @}ft es la contraparte cudntica de la constriccién @15, Vemos que esta
restriccidn es equivalente a exigir que los estados cudnticos sean invariantes bajo
las transformaciones de norma conectadas con la identidad. Recuerde primero
que las constricciones de primera clase son las generadoras de dichas transfor-

maciones y entonces exigir:
10 plst _ Lo ok [R1st k
0P ) = ) + D (00" 8] ) = [w) (3.3)
k=1 "

implica (3.2) y viceversa, dada (3.2) se tiene inmediatamente (3.3). En otras pala-
bras, al escribir la condicién (3.2) en la representacién de coordenadas, obligamos
a que la funcion de onda este definida solamente en aquellas coordenadas fisicas
independientes o dicho de otra forma con esta restriccion se prescinde de los
grados de libertad superfluos en la funcién de onda. Por consistencia de (3.2),

se debe tener también
212} ) =0 (3.4)
sin embargo, la contraparte del paréntesis de Poisson {@}ft, @é“} = CgbCI%St no

es necesariamente de la forma:
Flst Rlst| _ Ac Flst
[(I)a ) q)b } - Cabq)c

ya que en general los coeficientes C¢, son operadores también y puede pasar
que algunos de estos aparezcan a la derecha de @i“, lo que podria destruir el

requerimiento bésico (3.4).

4. Modificacién de la integral de trayectoria. Ademads de las pro-
puestas 1, 2 y 3 para cuantizar teorias con constricciones, basadas en métodos
con operadores, se tiene la formulacién por integral de trayectoria para hacerlo.
Este enfoque tiene varias ventajas practicas con respecto a las formulaciones an-

teriores, ademas de que ha mostrado ser extremadamente 1til en la cuantizacion
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de teorias de norma. Para incorporar a las teoria singulares, y en particular a las
teorias de norma, dentro del formalismo de cuantizacién a la Feynman, se cuenta
con los teoremas de Faddeev y de Senjanovié [29], utiles para sistemas con cons-
tricciones de primera clase (originales de la teoria) y sistemas con constricciones
de segunda clase, respectivamente. En ambos teoremas se restringe a la integral
de trayectoria al espacio fase reducido mediante la redefiniciéon conveniente de
los elementos de volumen, un requerimiento béasico en estos teoremas es que en
la teoria clasica correspondiente se debié haber fijado la norma previamente a

diferencia de lo que se requiere en la propuesta 3.

Un aspecto sutil en la cuantizacién de sistemas con constricciones de primera
clase, es la definicién correcta del producto entre los estados fisicos. La importan-
cia de esta cantidad es inobjetable, pues a partir de ella, podemos dar un sentido
fisico a los estados en términos de la interpretacion estadistica de la mecanica
cuantica, donde se precisa que el producto sea normalizable. Por ejemplo, cuan-
do se trata con una teoria sin constricciones con N grados de libertad discretos

se suele definir el producto (en la representaciéon de coordenadas) como:

(Wl = / dq ---dg™ ¥* (g ) (¢, 1)

y la norma de un estado a traves de:

(W) = / dg - dg™ (g®, 1) (¢ 1) (3.5)

con las integrales definidas en la variedad del espacio de configuracion. Si usdramos
esta expresion, conocida como producto cinématico, como producto entre estados
cuanticos de una teoria con constricciones, inmediatamente nos encontrariamos
con que todos los estados fisicos (i.e. los que cumplen (3.2)) no son sucepti-
bles de normalizacién pues al estar definidos en un subespacio del espacio de
configuracion, la integral (3.5) sobre todas las variables divergera si el espacio
no es acotado.

Para fijar ideas, pensemos en el ejemplo simple, pero muy ilustrativo, en
donde se cuenta con un sistema con N grados de libertad {¢®} pero con las
constricciones primarias p,s = 0, con los indices primados tomando valores sobre

los primeros N’ < N nuimeros; tales constricciones generan las traslaciones en las
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coordenadas qa/ — ¢ +€* las cuales dejan invariante al sistema. Cudnticamente
la condicién sobre los estados (3.2), en la representacién de coordenadas, es
Pa(q*,t) = —i0y1(¢*,t) = 0 lo que implica inmediatamente que la funcién
de onda de este sistema no estd definida en todo el espacio de configuracion
inicial, sino que solamente lo estd en el complemento del espacio con coordenadas
primadas, i. e. ¥ = w(qN/Jrl ... @V). Observe que si se introducen estos estados
fisicos dentro del producto (3.5), para obtener su norma, entonces la integral
sobre las primeras N’ variables automdticamente divergera, pues ¥ no depende
de ellas, haciendo ver a este estado como uno que no es posible normalizar y por
lo tanto excluido automaticamente de toda interpretacion fisica ortodoxa. Una
manera de redefinir el producto interno en este caso, es introducir esencialmente
un producto de deltas de Dirac en (3.5) de manera que se restrinja a la integral
a llevarse a cabo en la regién de interés del espacio de configuracién, como
Il 6(qo‘/), regién que llamaremos “espacio de configuracion reducido”.

En general, la definicién correcta del producto interno se basa en ideas como
la del ejemplo anterior y su forma explicita depende del sistema en particular.
Uno de los principales problemas que se hallan en este proceso es que el es-
pacio fase reducido (en el ejemplo anterior, el de coordenadas (¢N /H, AR
PN/+1,---,DN)), DO es en general un haz tangente de espacio de configuracién
alguno [5] (aunque en el ejemplo, este espacio corresponde al de coordenadas
complemento de (¢*')), que es donde al final de cuentas quedan definidos los
vectores de estado fisicos al usar la representaciéon de coordenadas.

En la siguiente seccién se hard uso de las ideas aqui presentadas, para el
caso de la teoria de Yang-Mills en dos dimensiones; en particular, se aplicara el
método de cuantizacién de “Constricciones como condiciones sobre los estados”,

ampliamente usado en la cuantizacién de teorias mucho mas complicadas como

la del campo gravitatorio expresada en las llamadas variables de Ashtekar.

3.2. Teoria de Yang-Mills en dos dimensiones

Consideremos la teoria de Yang-Mills en un espacio-tiempo bidimensional y
més aun, guiados por la restriccién (2.22) y sus consecuencias mencionadas ya

en el capitulo 2, nos restringiremos a un espacio-tiempo de la forma R x S! con
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métrica de Minkowski. En este caso, el potencial vector y la 2-forma de curvatura
son:
A= Ay dat = —ig (A§da® + Atdat) T,
1
F = o Fydrtda” = —igF§ T,d2"da’,
respectivamente, y el operador de Hodge aplicado a F' da como resultado una

0-forma evaluada en el dlgebra del grupo, i.e. una funcién la cual es explicita-

mente:

1 .
*F = §EWF“ =igF§T,.

Con estas particularizaciones, la accién de Yang-Mills en dos dimensiones es:
1 1
S, Al = ——2/ tr (F A%F) = ——/ F& FO d%z (3.6)
9° Jm 2Jm
y las ecuaciones de movimiento son, de acuerdo con (1.4):

IDlFa}O = ango - gfachbloAi = 07

D, FI" =0 <&
DyF,° = 00 F,° — gfapcFy Af = 0.

Ecuaciones que podemos reescribir en términos de los vectores del algebra del

grupo A, = —igAjT, y F, = —igFy, T, como:

HF — [F'° 4] =0 (componente temporal)
Qo F° — [F'°, A4y)] =0 (componente espacial)

Igualmente, de acuerdo con el anélisis general de la seccion 1.3, las constricciones

de primera clase en el formalismo Hamiltoniano se pueden escribir como:

oV
P =il — gfwe AT 0 & @ =g F° —[F° 4] ~0  (38)

a

79 =0 (3.7)

. 2 ’ .
con &2 = —1g<I>((1 )Ta y donde se usé 7} = F!° para el momento conjugado
de la coordenada A!. Vemos que la constriccién secundaria corresponde pre-
cisamente a la componente temporal de las ecuaciones de movimiento a nivel

de la Lagrangiana (hecho que es general para la teorfa en cualquier dimensién).
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La componente espacial de las ecuaciones de Euler-Lagrange corresponde a la

ecuacién de Hamilton:

a =

il {W;,HU)} = 0fweFOAS & B0 = [F10 4],  (3.9)
La Hamiltoniana primaria que arroja esta ecuaciéon de movimiento es:
1
HWY = /51 da! [iwé L A9 4 yeal (3.10)

Usemos ahora la prescripcién (3.2) para cuantizar la teoria, en particular
usaremos la “representacion de coordenadas” o “representacién de conexiones”,

donde:

Al(x) — Aj(x) = Aj(x),
0
m™(x T™(x) = ——,
( ) - a( ) Z(SAZ (X)
y los estados son representados por las funcionales de onda ¥ = ¥ [AZ] , elemen-
tos del espacio de todas las funcionales complejas F = {¥(A)} dependientes del
potencial vector. De acuerdo con esto tenemos que el operador EZ actia sobre

los estados multiplicativamente y 74 lo hace mediante una derivada funcional.

La condicién sobre los estados fisicos es en esta representacion [17]:

oMy = = 11
Ay = 61—5 — 9fab A§—5 U =0. (3.12)
a 5 % aoc 6 1[{

Y se puede verificar que los operadores de constriccién, con el ordenamiento
aqui escogido, satisfacen la misma dlgebra que su contraparte clasica (1.32), a
saber:

30,8 (v)| = |8 (x), 8 (v)] =0

32 3), 87 (v)| = 9faredoy 8P ()
con las constantes de estructura siendo niimeros y no operadores, de modo que
el requerimiento bésico (3.4) se cumple inmediatamente, evitando las llamadas
anomalias en esta teorfa. Aunque mencionamos este resultado para el caso de
dos dimensiones, éste sigue siendo valido en cualquier dimensién de la variedad

base.
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En este punto definimos el espacio de funcionales que cumplan con las dos

condiciones (3.11) y (3.12) como:
Fohys = {\II(A) e F /3T =0, 3PT = o} .

Analicemos ahora las ecuaciones que seleccionan a los estados fisicos. Por un
lado, la condicién (3.11) implica que ¥ no puede ser funcional de la componente
temporal del potencial vector, mientras la segunda ecuacién exige la invariancia

de la funcional de onda bajo transformaciones de norma:
U [Af] = ¥ [gAfg ™" + gdhg ] (3.13)

para toda g en la parte conexa con la identidad del grupo, siendo la funcional de
onda inicamente dependiente de la parte espacial del potencial vector: ¥ = W [A].
Clasicamente podemos hacer también, mediante una transformacion de nor-
ma, que en las ecuaciones relevantes (3.8)-(3.10) desaparezca la componente
Ap; tomando g € G tal que cumpla con:
Og
00

tenemos que las componentes del potencial vector y la 2-forma de curvatura son

= gAo,

transformados a:

AO =0,

og—!

orl’

F1O = gFlog_l = 60A1 = ;11.

Ay =gAig ' +8

y asf reducimos las ecuaciones (3.8)-(3.10) a:

8F10
ozl

OF'0 1 o
_ 1n _ 1 710 7710
oo =0 H 2/51 dz! FIOF10. (3.14)

+ [Alaplo] ~ 07

Observe que con esta transformacion particular no hemos roto con la invariancia
de norma, pues todavia tenemos libertad de transformar a la componente Aj;
usualmente, algunos autores inician la discusion de la teoria de Yang-Mills con

6 = 0 y la llaman “norma” de Weyl, pero de ninguna manera se esta fijando
norma alguna pues subsiste la ley de Gauss que es justamente generadora de la

simetria.
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Retomando la relacién (3.13), vemos que las funcionales de onda deben estar
definidas en un espacio donde cada punto corresponda a una clase tal que todos
los elementos en ella estén conectados por una transformaciéon de norma. Una
manera de entender este espacio es primero reconocer en el espacio fase I', de
coordenadas locales (A, F1), la superficie de constriccién ', como la formada
por todos los pares (A1, F') que cumplan con la ley de Gauss, sobre la cual dos

pares son equivalentes si son conectados por una transformacién de simetria, i.e.

A =g (/_11 + 81) g !

(A, F) ~ (A5, (F™)%) & _ _
! b () (FO1)E = gFOlg1

Con esta observacion construimos el espacio fase reducido I', del sistema como

el conjunto de clases de equivalencia de pares (A1, F_Ol) en I',. En simbolos:

FR - Fc/ ™~

y asi podriamos pensar al espacio sobre el cual se definen las funcionales fisicas
(3.13) como el correspondiente al sector de coordenadas en I',,. Es claro ahora
que la Hamiltoniana primaria dada en (3.14) es funcién de clases, esto es, una
funcién sobre I',,, ya que es invariante de norma.

Otra manera de concebir al espacio sobre el cual definimos los estados fisicos
se puede hacer en términos del grupo mismo, pues es posible encontrar un mapeo
biyectivo del espacio fase reducido I', en el espacio cociente (G x g)/Gaqj, [30].
Para esto se resuelve primero la constricciéon que encierra la ley de Gauss no-

abeliana, cuyo resultado es:
FOl (1’1) — S(I‘l)F01 (O)S_l(l'l)
con S(x!) solucién a la ecuacién diferencial:
%—i—fh&'(xl) =0, conS(0)=1.

Reconociendo a esta ecuacién diferencial como la ecuacién que define a la holo-

Z‘l $1
exp (—/ th1> exp <—/ th1>
0 0

nomia, se tiene:

S(zl)y =P S()=r
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que corresponde geométricamente al transporte paralelo de S, por el circulo S?,
de 0 a 2! Asi, resolver la constriccién clésica (3.14), es lo mismo que decir que un
par (A, F''(z')) en T, es necesariamente de la forma (A3, S(z')F(0)S~(21)).

Con la holonomia se define ahora el mapeo ¢ entre I', y G X g:

p: T, — Gxg
: (A1, FOYY — (S(2m), F'°(0))

donde S(27) corresponde a la holonomia alrededor del circulo S!, y en virtud
de que esta ultima cantidad se transforma covariantemente, o bien de manera

adjunta, bajo una transformacion de norma tenemos que:
G(AF, (F)%) = d(g(A1 + D)g ', eF g ™) = (g5(2meg ™" eF0(0)g ).

Y asi G actia sobre G x g de forma adjunta. Dicho de otra forma, ¢ no solo es
un mapeo entre I, y G X g, sino que ademds induce un mapeo, que resulta ser
biyectivo, entre clases de I', y clases de G x g, estas ultimas definidas mediante

la relacion:

S'(2m) = gS(2m)g ™t

(S(2m), ' () ~ (8'Cm), () & F(0) = gF* (0)g ™!

Con la existencia de este mapeo se puede traducir la condicién sobre los

estados fisicos:

UeFoys © V[AY=V [gA‘fgfl + g@lgfl]

V€ Fonys < Ulgl =T [hgh™!] (3.15)

dependiendo de lo que se quiera ver como “espacio de configuracién reducido”,
si el espacio de las conexiones mddulo transformaciones de norma o el espa-
cio formado por las holonomias mdédulo transformaciones de norma. La ventaja
del segundo punto de vista es que con él se puede definir un producto inter-
no en Fpys con la posibilidad de darle a éste la calidad de espacio de Hilbert,
H phys C Fphys- Para comenzar observe que la condicién (3.15) la satisfacen los

caracteres {x,(g)} de las representaciones irreducibles p del grupo de norma,



3.2. Teoria de Yang-Mills en dos dimensiones

67

recuerde que el caricter de una representacién es una funcién de clases. En-
tonces por las relaciones de ortogonalidad de Schur, el conjunto {x,(¢g)} forma
una base ortonormal del espacio de Hilbert fisico H ppys = LQ(Q / gadj). De hecho

la Hamiltoniana de la teoria cuantica queda diagonalizada en esta base:

Aix,(9) = 52(0)x0(0) (316

con co(p) el valor del operador de Casimir »_ 7,7, en la representacién p. El

producto interno entre estados fisicos se define en este caso como:

<MWﬁaéw®wmmm1 (3.17)

donde dp(g) es la medida de Haar normalizada a dar volumen unidad, teniendo
asi un producto interno invariante bajo la accién del grupo.

Al tomar en cuenta el primer punto de vista, el de pensar al espacio de
configuraciéon reducido como el de las conexiones moédulo transformaciones de
norma A/G, también podemos hallar una solucién explicita a la ecuacién dife-
rencial funcional (3.12) que define a los estados fisicos. Recordando que la accién
de Chern-Simons depende solamente de la parte espacial del potencial vector y
que ademads es invariante bajo transformaciones de norma pequenas, podemos

proponer con base a esto la solucién:
Uy = exp (iSéls) [A‘f]) (3.18)

donde en el exponente aparece la accién de Chern-Simons unidimensional que
discutimos en la seccién 2.4, y a dicho estado lo llamamos el estado de Loos-
Kodama de la teoria bidimensional. De hecho podemos mostrar explicitamente

que (3.18) es solucién, para ello es suficiente usar:

6sM)
Cj = —199a
0A¢
que implica:
5,y 59 .
= = 43Uy —5 = TigWsyg,.
0AS 0AS

Y asi tenemos que el lado izquierdo de (3.12) equivale en este caso a:

0 ¢ 1) . c
<61m _ gfabCA16—Al{> Uy = FigUs (alga - gfabcAlgb)
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el primer sumando se anula trivialmente pues las cantidades g, = tr(7,) son
independientes de la variedad S'; el segundo sumando también se anula, ya que

al considerar la identidad que se sigue de la ciclicidad de la traza:
tr ([4,0]) =0 Vo =—igh'T,
en coordenadas locales, se tiene:
(=i9)* fabe Af8°g.dat =0 = gfurcAfgy =0

donde se us6 la relacién de conmutacién entre los generadores de grupo.

En conclusién, en la dimensién par méas baja para el espacio base, contamos
con el estado U5 como solucién exacta a las condiciones que seleccionan a los
estados fisicos en la teoria cuantica de Yang-Mills. Con respecto a la normali-
zacién de este estado, no podemos de ninguna manera decir que se trata de un
estado no-normalizable solo por el hecho de que respecto al producto cinematico
su norma diverge (la accién de Chern-Simons no es positiva o negativa definida),
pues como ya advertimos éste no es el producto correcto en el espacio de Hilbert
fisico. Méas aun, de acuerdo con la existencia del mapeo biyectivo entre las clases
de T', y clases de G x g, y la existencia de un producto interno (3.17) se debe
poder definir en principio un producto donde se haga evidente la posibilidad de
que el estado (3.18) sea normalizable de acuerdo al producto interno correcto.

Finalmente calculemos la energia asociada a este estado, el operador Hamil-

toniano asociado a (3.10) es:
. 1 ~ ~
H= / da (-ﬁgﬁg — AL ¢ A%g))
51 2
Aplicando al estado W9, tenemos al usar la representacién de coordenadas:
HUy = ByUy; By = 76° guda. (3.19)

Observe que tomando a A/G como espacio de configuracién reducido, tenemos el
eigenvalor de energia minimo igual a cero (simplemente tome una representacion
de grupo con traza nula para los generadores) y el vector asociado es el estado
de Loos-Kodama (3.18) Wy = 1. Por otro lado de la ecuacién (3.16) se observa
que el estado de minima energia es también la funcién 1, la cual corresponde a

X,(g) para p la representacion trivial.
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3.3. Teoria de Yang-Mills en cuatro dimensiones

A continuacién extenderemos algunos resultados de la seccién anterior al
caso de la dimensién cuatro. Tomemos como espacio base a M = R x S3 con
una métrica de Minkowski, la razén principal de esta eleccion es consecuencia
de la restriccion (2.35) que da las transformaciones de norma admisibles y cuyas
implicaciones ya se discutieron en el capitulo anterior. En esta dimension las
ecuaciones presentan en buena parte el patrén a seguir en dimensiones mayores,
aunque los cambios que aparecen después son relevantes.

En cuatro dimensiones la accién de Yang-Mills libre luce simplemente como

la accién general (1.2):

1 a v
S [A] = -1 /M F3 Fl d*x

donde los indices latinos corren de 1 a 3, y no existen muchas particularizaciones
visibles con respecto al caso general en lo que se refiere tanto a las ecuaciones de
movimiento como a la estructura de constricciones. Por un lado las ecuaciones

de movimiento, que vienen de la variacién de la accién de Yang-Mills, son:

DiF,’ = 0;F, — gfapcFy A7 = 0

D, F}" =0 <« 0; g 4 ;
’D(]Fal + Dngl = 8MF;“ — gfachéL AZ =0

v las constricciones de primera clase de la teoria son:

1)

o) =70 ~0,
(
a

wm. =~
0y, — gfapcAim, ~ 0.

o2

Donde la componente temporal de las ecuaciones de Euler-lagrange corresponde
a la constriccion secundaria que encierra a la ley de Gauss no-abeliana. La com-
ponente espacial de dichas ecuaciones corresponde a la ecuacién de Hamilton
para los momentos 7/ = F°, con la Hamiltoniana primaria:

HY :/ dx [lwiwfl + inFij — A0 4 A%gl)] (3.20)
S3

9"a ijta

= / dx B (ELE! + BLB.) — Ao + A“@EP]
SS
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Y en esta dimension como en las superiores aparece el término cuadratico del
“campo magnético” B! a diferencia de lo que sucede en la dimensién dos, donde
esta cantidad es nula pues no existen tensores antisimetricos definidos sobre
variedades unidimensionales.

Pasemos ahora a la cuantizacién del sistema usando la prescripcién de “cons-
tricciones como condiciones sobre los estados” usando la misma representacién

de coordenadas que usamos en la secciéon anterior, i.e.

Al(x) — Al(x) = A%(x),
1)

mH(x) — TH(X) = ———

i0A%(x)’
donde los estados se representan por funcionales de onda ¥ = \I/[AZ] e F,ylos

operadores asociados a las constricciones de la teoria aplicados a las funcionales

de onda son:

Wy — — 21
a JAL 0 (3.21)

30w — (92 9fab P R (3.22)
“ L5AY P AL

Y al igual que en el caso anterior se puede verificar que estos operadores de cons-
triccion, satisfacen la misma dlgebra que su contraparte clésica, evitando asi las
llamadas anomalias en la teoria. De estas restricciones sobre las funcionales de
onda, la primera implica que ningtin estado fisico en esta representacion puede
depender de la componente temporal del potencial vector; la segunda implica que
las funcionales de onda deben ser invariantes bajo transformaciones de norma,
ie.:

U[Af] = U [gAfg™ +gdig "] (3.23)

con g elemento en la parte conexa a la identidad del grupo, en analogia con (3.13).
Note pues, que los estados pertenecientes a {Fpnys} definidos por (3.21) y (3.22)
dependen solamente de la parte espacial del potencial vector. Cldsicamente, tal
como se demostré para el caso bidimensional, es posible “borrar” la componente
temporal de escena; basta hacer una transformacién de norma con un elemento
del grupo que cumpla con la ecuacién:

% = gAo,
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de donde precisamente:

Ay =0,
_ og—!
— A5 145
FO = gFiog_l = 6014@ = /_12

con Ay, = —igAyT, y F* = —igF}" . Esta transformacién se puede repetir para
toda dimensién, mostrando asi que la componente temporal de A es un grado
de libertad superfluo en la teoria de Yang-Mills. Las ecuaciones relevantes en el
formalismo Hamiltoniano son después de esta transformacién:

L Fa i

. o . 1. .
atiiO_gfachIfoAzgzo’ aOFc?Z:DjFOZL]’ H(l):/SSdX [5F50F50+4 gyt a

para el caso n = 2.

Retomando las ecuaciones cudnticas, de la relacién (3.23) vemos que las fun-
cionales estan definidas sobre un espacio donde cada punto corresponde més
bien a una clase de equivalencia respecto a la relaciéon inducida por una trans-
formacion de norma pequenia. Dicho de otra forma, las funcionales de onda estéan
definidas en el espacio de configuracién reducido correspondiente al espacio fase

reducido:
PR = c/ ~

con I', la hipersuperficie de constriccién definida por la ley de Gauss no-abeliana
y ~ denota la relacién de equivalencia.

En la seccién 2.2.4 escribimos explicitamente la accién de Chern-Simons en
tres dimensiones que en estos términos resulta ser una funcional definida pre-
cisamente en este espacio de configuracién reducido, ya que es invariante bajo
las transformaciones pequenas (quasi-invariante bajo transformaciones de nor-
ma grandes) y que ademds depende exclusivamente de las componentes espa-
ciales de la conexién. Con estos argumentos construimos entonces el estado de
Loos-Kodama, correspondiente a la teoria cuantica de Yang-Mills en cuatro di-

mensiones, como:

Wy = exp <igi25(c‘? [Ag]) (3.24)
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andlogo a (3.18). En la definicién de este estado hemos introducido por con-

veniencia el factor & con ¢ una cantidad adimensional en este caso de cuatro
g
dimensiones. Mostremos ahora explicitamente que este estado es solucién a las

ecuaciones que seleccionan a los estados fisicos, por un lado:

1088

S

g* 0A}

ik
= _gabeu F]qk

la cual podemos obtener facilmente si leemos el lado izquierdo de la ecuacién
(2.18) como la variacién de la acciéon de Chern-Simons para el caso n = 2. La

derivada funcional anterior implica directamente:

6SG)
00y _ o1

cs

§AT T T2 5 A

=FUy gabfiij]bk'

Con esta identidad tenemos que al sustituir al lado izquierdo de (3.22) y usar
que en cuatro dimensiones podemos reducir el tensor invariante g, a la forma
de Killing Ko = 300

(az% - gfabcAgéiA?> \1]4 = :F%\IM Eijk(’Diij)a' (3'25)
Por otro lado analicemos la identidad de Bianchi dpF' = 0 en coordenadas locales
(cf. ec. (A.13)):

dpF =0 < Dyt +Duly,+ DyF,, =0,

considerando las componentes espaciales y contrayendo con el pseudo-tensor €%

se obtiene:

I (DiFj) =0 & R (DiFR)" =0
de donde concluimos que el lado izquierdo de (3.22) no es mas que las compo-
nentes espaciales de la identidad de Bianchi.

En suma hasta el momento hemos mostrado explicitamente que (3.22) tienen
como solucién al estado de Loss-Kodama formado con la accién de Chern-Simons
tridimensional. Esto lo logramos a través de la identidad de Bianchi, la cual es
consecuencia de las definiciones de curvatura y de derivada covariante exterior.

Finalmente calculemos la energia asociada a este estado, el operador Hamil-

toniano asociado a (3.20) es:

ijta

~ 1. . 1 . ~ ~
H= /SS dx [5%;%; + FGF — ALD2 4 \1p ()
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donde no hemos puesto ~ en algunas cantidades pues vamos a usar la represen-
tacién de coordenadas en el calculo. Dado que por construccion ¥4 es aniquilado
por las constricciones, solo resta calcular esencialmente la accién de una doble

derivada funcional sobre éste; el resultado es (médulo regularizaciones):

de modo que al aplicar H al estado obtenemos:
HU, = EyWy, E,=0. (3.26)

Entonces el estado de Loos-Kodama tienen un eigenvalor de energia nulo. Como
una observacién diremos que en el caso de tomar una métrica euclidea este tltimo
resultado no se conserva, esto es, el estado de Loos-Kodama para una teoria de
Yang-Mills euclidea en cuatro dimensiones tiene una energia no nula.

A partir del resultado (3.26), se ha especulado sobre la posible interpretacién
fisica del estado de Loos-Kodama, y mas atun sobre tal interpretacion el estado
analogo existente en la teorfa de la gravedad cuantizada bajo estos conceptos [31].
Lo que es importante recalcar es que uno no puede descartar al estado de Loos-
Kodama como estado fisico por el hecho de que no sea normalizable con respecto
al producto interno cinematico, ya sabemos que en general este producto no es
el idéneo en el espacio Hphys C Fphys- En general esta propiedad la comparte

cualquier estado invariante de norma que cumpla con las condiciones (3.2).

3.4. Teoria de Yang-Mills en 2n dimensiones

Con las secciones anteriores hemos ganado suficiente confianza para tratar
ahora el caso general bajo el mismo esquema. En esta seccién mostraremos
expicitamente que es posible llevar a cabo la generalizaciéon de los estados Wo
y Wy a estados similares en una teoria de Yang-Mills de mayor dimensién. So-
lamente para fijar ideas en algunas ocasiones escribiremos las ecuaciones cor-
respondientes a los casos de seis y ocho dimensiones. Para comenzar vamos a

reescribir las ecuaciones relevantes generales de la teoria de Yang-Mills, nos refe-
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rimos a (1.4), (1.17), (1.28) y (1.20):

D, FI =0,
W (x) =7 ~ 0,

a a

® 2 (X) = al'ﬂ-é - gfabcAgﬂ'[i, ~ 0,

a

1 . . 1 ..
HY = /dxH(l) = /dx [iwgwg + FF — Ago® 4+ 2o].

El inico cambio en estas ecuaciones al paricularizarlas a dimensiones seis y ocho
es que los indices latinos corren de 1 a 5 y de 1 a 7, respectivamente. Por otro

lado, las ecuaciones generales que seleccionan a los estados fisicos:

~ o

M = = 2

Py = a-i—gfb TR R (3.28)
a Z&A? aoc 1 (SA? 9

seguirdn dictando (al ser expresadas en la representacién de coordenadas) fun-
cionales de onda independientes de la componente temporal de la respectiva
conexién e invariantes bajo las transformaciones de norma pequenas. Recuerde
que las constricciones de una teoria de norma solamente generan las transfor-
maciones conectadas a la identidad, las llamadas transformaciones grandes no
estan incluidas pero su presencia puede dar lugar a efectos fisicos observables @,

Como solucién exacta a estas ecuaciones podemos escribir, de acuerdo a las

propiedades de la accién de Chern-Simons, los estados de Loos-Kodama:
Vg = exp (:I:Séz) [Af])
We = exp (ngS) [A‘;])

para los casos de seis y ocho dimensiones de la teoria cuantica de Yang-Mills,

respectivamente. La generalizacion a una teoria en 2n dimensiones es inmediata:

Uy, = exp <i5(025n_1) [Af]) (3.29)

2En el caso de las teorias de Yang.Mills, la inclusién de transformaciones de norma grandes
y la exigencia de la invariancia de los estados bajo estas, permite sumar un término de frontera
a la accién de Yang-Mills que estd relacionado con la degeneracién de estados base inherentes
a la teorfa [20], [32].
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(2n—1)
CSs

y de acuerdo con la ecuacién (2.15) que expresa la invariancia de S bajo
transformaciones infinitesimales de norma, es de esperar que este estado cumpla
con las ecuaciones generales que seleccionan estados fisicos. Para mostrar ex-
plicitamente que esto sucede, intentemos generalizar las ideas que nos llevaron
a concluir este mismo hecho para el caso cuadridimensional. Para comenzar re-
cuerde que para el caso de dimension cuatro se eché mano de la identidad de
Bianchi, la cual es valida en cualquier dimensién del espacio base, entonces con
la mira en la generalizacion del resultado, nos gustaria hallar una manera de de-
ducir que W4 es solucién a (3.22) sin usar tal identidad y tomando sélo en cuenta
argumentos relacionados con la dimensién particular. Por un lado, sabemos que
la teoria de Chern-Simons es invariante bajo las transformaciones de norma g

conectadas con la identidad:
(A8 = g(Ai + 0)g ",
que infinitesimalmente son:

5‘4? = (aiaa - gfabcabAg)v (33())

1
g
donde i = 1,2,3 para el caso cuadridimensional, e ¢ = 1,...,2n — 1 para el
caso 2n dimensional. Ahora, de acuerdo con el Teorema de Noether citado en
el capitulo anterior, tenemos que las ecuaciones de movimiento obtenidas de
Sg? [A?] no son todas independientes, de hecho si comparamos (3.30) con la
expresién general (1.6) reconoceremos inmediatamente las cantidades:

4 1
Gy = Gy = — fapc AS y Ty =T = ;5?51]- (3.31)

(2

las cuales nos ayudaran a adaptar la identidad (1.7) a una teoria de Chern-Simons,

resultando en:

Wi 0L8 5L 1/ _oL®Y y
K (T”’j 5 ) =G © S\ Piga | = 99w (DiFy) =0,

(3.32)
relacion que se debe cumplir independientemente del uso de un potencial vector
que sea solucién a las ecuaciones de movimiento de la teoria de Chern-Simons

en tres dimensiones. La ecuacién (3.32) es escencialmente el resultado de aplicar
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la constriccién ®%2 al estado Wy (cf. ec. (3.25))y por lo tanto hemos mostrado,
sin usar la identidad de Bianchi, que W4 es precisamente un estado fisico en el
sentido (3.2). De paso, ha quedado de manifiesto un hecho curioso, la invariancia
de norma de la accién de Chern-Simons tridimensional implica las componentes
espaciales de la identidad de Bianchi en espacio base cuadridimensional.

De la discusién en el parrafo anterior resulta casi inmediata la generalizacién
de este calculo para el caso 2n dimensional. Por un lado la accién de (/1\)512) sobre

el estado de Loos-Kodama Vs, es:

5 . s 55(2n71) a
(@‘m - 9&@&@) oy = £Ws, (ngsiAl (3.33)
pues:
55(271—1)
oWo, Ly, 20
0A% 0AY

y asi la accién del operador asociado a la ley de Gauss sobre el estado de
Loos-Kodama general (3.29) resulta en la derivada covariante de las ecuaciones
de la teoria de Chern-Simons en 2n — 1 dimensiones. Por otro lado, sabe-
mos que tales ecuaciones estan relacionadas una con otra debido a la invarian-
cia de norma infinitesimal de la teoria, la relacién entre ellas se halla usando
el teorema de Noether. El resultado es que al adaptar la relacién (1.7) a la
teorfa de Chern-Simons reconociendo las cantidades definidas en (3.31), donde
i=1,...,2n — 1 en el caso general, se tiene que las ecuaciones de movimiento

cumplen las identidades:

.55(27’;—1) 55(27’;—1) 1 6£(2n—1) @
) aj”’~cs _ e cs - et —
0; (sz SAT G¥, sAT & 7 DZ*&AZ- =0, (3.34)

analogas a (3.32), las cuales se cumplen off-shell, i.e. son identidades indepen-
(2n—1)
dientes del uso de las soluciones a las ecuaciones de Euler-Lagrange —§3-— = 0.

Dado que la ecuacién (3.34) es escencialmente el lado izquierdo de (3.33),

concluimos inmeditamente que el estado Wo, es precisamente un estado fisico
para la teorfa cuantica 2n dimensional de Yang-Mills en el sentido (3.2). Las
Unicas bases de este resulado son la invariancia de la accién S (CQS”_l) bajo trans-
formaciones infinitesimales de norma y el uso del teorema de Noether, ambos

demostrados en este trabajo. Observe también que el resultado es igualmente
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valido ante el uso de la traza o de la traza simetrizada en la definicién de la
accion de Chern-Simons.

Por ejemplo adaptar el teorema de Noether al caso de seis y ocho dimensiones
requiere simplemente de tomar en cuenta que los indices latinos en (3.31) deberén

correr de 1 a 5y de 1 a 7, respectivamente; mientras la ecuacién (3.32) en estos
casos se vera modificada como:
5 5
8], <TGJ5E(QS)> = G° 5[’(05) =

‘ : D, 5£(C55) =0
ibo§AY b5 A0 " A,

5L 5L SO\
aj T'ab] CS — G;lb CS PN DZ CS — 0
tP0AY 0AY g 0A;
para cada caso respectivamente. Estas ecuaciones corresponderan, en cada ca-

so, escencialmente a la accién del operador &3((12) sobre los estados Wy Y Ug,

= Q|

teniéndose asi que estos estados son estados fisicos de la teoria cuantica corres-
pondiente. Hay que notar que para llegar a esta conclusién, no es necesario cal-
cular explicitamente las ecuaciones de movimiento de la teoria de Chern-Simons
asociada a la dimensién que estemos tratando.

Una cuestién inmediata a partir de lo que hemos hecho en las secciones
anteriores es tratar de conocer ahora cudl es el eigenvalor de energia del estado
de Loos-Kodama en cualquier dimensién. Para responder al cuestionamiento,
si es necesario calcular explicitamente las ecuaciones de movimiento de la teoria
de Chern-Simons. Por ejemplo, calculemos primero dicho eigenvalor para los
casos seis y ocho dimensiones, por un lado de (2.18) se tiene que la derivada

funcional de las acciones de Chern-Simons correspondientes son:

680 34 y .
T = g e R F, G m=1,2,5)

68 1
5152 = 5 Gabed €

@'jklmoijbkﬂcmng (G,...,p=1,2,...,7)

con lo que podemos calcular la derivadas funcionales gjg y gi’g explicitamente

y con ellas la accién del operador Hamiltoniano:

~ 1. 1 y ~ ~
H= /de [—77’ Tt 7 FGF — A202) 4\l

9'a it a

sobre los estados correspondientes. Sabemos que por construccion los tltimos

dos términos dentro de la integral aniquilan a dichos estados. Este ultimo hecho
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es el que asegura que el operador Hamiltoniano es un operador que envia a
estados fisicos en estados fisicos, i.e. H : H phys — Hphys. Es posible hacer una
afirmacién mas o menos inversa, esto es, podemos decir que si deseamos que
H sea un operador invariante de norma, necesariamente se deben cumplir las
ecuaciones que seleccionan a los estados fisicos. Para ver esto, observe que H
cambia bajo una transformacién de norma infinitesimal como:

SH =2 / dx [ao (Do) - B — (Dyh)* - &)
9Js

Entonces, proyectar al operador Hamiltoniano a un subespacio en el cual sea
invariante con respecto a las transformaciones de norma pequenas, implica la
condicién de proyectar los estados en un subespacio donde sean aniquilados por
los generadores de tales transformaciones.

Retomando la accién de H sobre los estados Us v Wg, tenemos:

~ 3

HWg = EgWs,  Eg =g [(gabc ”“kaFlm) + 3F£Fﬂ

~ 1 2
HUg = EgUsg, Eg [F;}Féﬂ 3 (gabcd e”’“’mopF Flmng) ]

para las dimensiones seis y ocho, respectivamente. Note cémo en el caso general,
el de dimensiones 2n mayores o iguales a seis, la energia del estado deja de
ser nula y tiene que ver con polinomios de grado 2(n — 1) en las componentes
espaciales de la curvatura. Por lo tanto, en el caso general uno no puede seguir
afirmando que el estado de Loos-Kodama es un estado con energia nula.

Otra manera de entender este resultado es el siguiente, observe primero que

al operador de energia lo podemos reescribir como:

= /dx[ E’EH—BZBZ)—AS 3P 4 2B U}

1 ) . ) . ~ ~
— I Bt Bt _Aaq)(2) a(b(l) )
foae (2 (g ) (g 22) - 02+ e

. . . Lo~ =~(2
Mientras que en toda dimensién tenemos por construccién <I>g )\I’Qn = <I>g )\I’Qn =

0, solamente en dimensién cuatro contamos con la identidad gjﬁ = FU B
K3
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En este trabajo se analizé la acciéon de Yang-Mills en 2n dimensiones,

1

SYM [A] = 2—.92

/ tr (F,, F*)d* "z
M

siendo la variable bésica la 1-forma de conexién A definida sobre el espacio de
Minkowski 2n dimensional M = R x X, y evaluada en el algebra del grupo
de norma (compacto y semisimple) de dimensién r. Se demostré que la teoria

contiene 2r constricciones de primera clase en cada punto, resumidas en:
@“z{éyzqﬂzo¢%”:9¢gzo} i=1,...,2n—1,

donde CIDELQ) es el andlogo no-abeliano de la ley de Gauss y E? el momento canénico
conjugado a A¢. Tales constricciones son consecuencia de la invariancia de norma
local de la teoria y a la vez generadoras de la misma. Durante el estudio de la
estructura de constricciones se hallé la Hamiltoniana de la teoria que es en el

caso genérico:
1, . . o
Hm:/@[ﬂ@@+m&y4@9+vw>.

Debido a la simetria de norma, en el capitulo 3 se apuntd que el espacio de
configuraciones fisicas de la teoria de Yang-Mills es el espacio cociente A/G,
i.e. el espacio de los potenciales vectores, modulo transformaciones de norma
locales; siendo el espacio fase fisico correspondiente, el haz tangente T*(A/G).
En general en este haz tangente no es posible contar globalmente con pares
conjugados candnicos y por lo tanto el proceso de cuantizaciéon canénica no se

puede llevar a cabo de forma estdndar.
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Para cuantizar la teoria se usé la prescripcion de Dirac en la representacién
de conexiones, donde primero se cuantiza en el espacio fase no-fisico (en el de

todas las conexiones T*(.A)) asumiendo las reglas de conmutacion:
~ ~ b
| Ao (), By ()] = iopobo(z — ).
v después se exige la invariancia de norma de los vectores de estado para proyec-

tar el espacio de todas las funciones de onda F = {U(A)} en el subespacio de

las funciones:
Fohys = {\I/(A) € F/31p(A) = o} .

Se demostré que para cualquier teorfa de Yang-Mills de dimensién par existe
al menos una funcional de onda ¥y, (A), que la llamamos el estado de Loos-
Kodama 2n — 1 dimensional, que pertenece a Fpys, i.e. que es solucién a las
ecuaciones de constricciones cuanticas. Este estado es construido mediante la ex-
ponenciacién de la acciéon de Chern-Simons en 2n — 1 dimensiones y corresponde
a la generalizacién del estado de Loos-Kodama tridimensional que se presenta
en la Ref. [27].

Dos hechos bésicos nos llevaron a la construccién de este estado: (¢) la accién
de Chern-Simons 2n — 1 dimensional es quasi-invariante de norma, tal y como
lo mostramos en este trabajo, y en particular es invariante bajo las transfor-
maciones de norma infinitesimales; y (i7) esta invariancia implica un conjunto
de identidades entre las ecuaciones de movimiento de la teoria, codificadas en
el teorema de Noether, que se deben cumplir off shell y que corresponden a
‘1522)\1/2" = 0 al usar la representacion de conexiones.

En lo que a las teorfas de Chern-Simons se refiere, se escribié una férmula
explicita (no integral) para la construccién de la n-ésima forma de Chern-Simons
(cf. ec. (2.43)) escrita con la traza simetrizada, con la cual construimos tal ac-
cién. Un ejercicio interesante, y como prueba de la efectividad de la férmula,
seria recobrar a partir de ésta tanto las propiedades de transformacién como las
ecuaciones de Euler-Lagrange de la teoria.

Es importante recalcar que con la notacién F y Fppys indicamos que estos
conjuntos se tratan de espacios de funciones complejas dependientes la conexién,
v que hasta este momento no tienen una estructura de espacio de Hilbert.

Aunque esto no se requiere para el espacio F, si es necesario para Fppys si
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se quiere dar una interpretacion fisica de las funcionales de onda en este espacio.
Una estructura de espacio de Hilbert necesariamente requiere de la definicién de
un producto interno, en este caso uno del tipo:
Wpnnel W) = [ [l 5100 (4)
A/G

con una medida apropiada invariante de norma [dA]g. En virtud de las am-
bigiiedades de Gribov de la teoria, es de esperarse que esta integral no se pueda
definir en todo el espacio \A/G sino que solamente en las regiones donde esten
bien definidos los grados de libertad fisicos; esto es, habria que definir la integral
en cada copia de Gribov de manera similar a como se hace en el formalismo de
integral de trayectoria cuando se consideran estos efectos. Dado este producto

interno, el espacio fisico de las funcionales de onda corresponderia a:

Hopnys = {V(A) € Fpnys / (P|V) =1} = {\I' } C Fphys-

phys

esto es, a elementos de Fppys de cuadrado integrable con respecto a la medida
[dA]g. Con esto recalcamos la diferencia entre estados fisicos y soluciones a
las constricciones cuanticas, los estados fisicos son soluciones normalizables a
las ecuaciones de constricciones con respecto a la medida [dA];. Aunque en el
capitulo 3 hemos presentado un producto como éste para el caso de una teoria de
Yang-Mills en dos dimensiones, escrito en términos del espacio cociente G/G ,q;,
en el caso general no se cuenta con la medida deseada. Entonces en este sentido
no podemos descartar al estado de Loos-Kodama 2n — 1 dimensional de ser un
estado fisico, pues ni siquiera contamos todavia con el producto interno general
y entonces no podemos hablar de su normalizacién respecto a la medida [dA].

En suma, con esto hemos dado una respuesta afirmativa al cuestionamiento
referente a la generalizaciéon del estado de Loss-Kodama tridimensional citado
en la introduccién de este trabajo.

En lo que se refiere al eigenvalor de energia asociado al estado de Loss-
Kodama en cada dimension, demostramos que en contraste con el caso de cuatro
dimensiones, el estado asociado a teorias de orden mayor no tiene un eigenvalor
nulo. Esto pone en evidencia una diferencia importante en la cuantizacién a la
Dirac de la teoria de Yang-Mills y de la teoria de la gravedad, y es que mientras

en esta tltima (en cuatro dimensiones) se tiene a la hamiltoniana misma como
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constriccién, y por lo tanto H ¢rY¥Y = 0 es un requerimiento minimo para los
estados fisicos, en el caso de la teoria de Yang-Mills esta condicién no se tiene
que cumplir necesariamente y en particular no se cumple para las dimensiones
de orden mayor. La razén por la cual en cuatro dimensiones el estado de Loos-
Kodama tiene un eigenvalor de energia nulo es que en ésta la accién de Yang-
Mills se deforma escencialmente en un término de frontera, mientras que en
otras dimensiones este no es el caso. Para verlo explicitamente, observe como

solamente en cuatro dimensiones se cuenta con la identidad 1E! ¥y = ggljé =
K2

FUy gabeijkf’]bk = :F\II4B2L, de modo que clasicamente tenemos Eé = :I:iBé para
tener una Hamiltoniana nula; esta sustitucion causa en la accién de Yang-Mills
la deformacién:
1 a puv 14 1 [l i i 4
Sy = 1 . F EyY At = 3 , (EaEa —BaBa) d*x
— 4 y EiB! d*z = :Fi/

trs (FAF) = $z’/ dws.
M

M

Por otro lado en dimensiones mas altas, al no contar con la relacién entre la
derivada del estado de Loos-Kodama y el campo magnetico, la accion de Yang-
Mills no se ve deformada en un término de frontera. Aunque uno pudiera esperar
que la teoria de Yang-Mills de seis dimensiones se viera deformada en algo como
Jyf trs(FAFAF) = [, dws, este no es el caso en virtud de que la definicién
del campo magnetico B! no cambia con la dimensién de la teoria y de que
Eélllﬁ = % gabceijklmF;’kam. Entonces en general S, no puede deformarse en un
término dé frontera, el hecho de que en cuatro dimensiones se de esta deformacién
mediante la sustitucién E: = +iB! nos dice que en tal caso la teorfa no contiene
grados de libertad locales y por lo tanto no tenemos contribucién alguna a los
eigenvalores del operador local H por parte de estados que cumplan E’(ZI\I/ =
+iB.W. En contraste, para los estados de dimensiones mayores la teorfa no se
deforma a un término de frontera, ademas de que en éstas los estados de Loos-
Kodama estdn hechos de acciones con grados de libertad locales, las acciones de

Chern-Simons en altas dimensiones.
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Apéndice A
G-haces y campos de norma

La idea ganeral de este apéndice consiste en presentar la notacién que se usa
en este trabajo asi como en introducir a los campos de norma como objetos geo-
métricos. Aunque las teorfas de norma en la literatura estandar [7, 11, 12,13, 14]
son presentadas de una manera inductiva por razones histéricas y pedagogicas,
es claro que los ingredientes esenciales - conexién, potencial vector, derivada co-
variante, curvatura, grupos de Lie - tienen una estructura matematica intrinseca
la cual es independiente del contexto. Esta estructura ha sido bien estudiada por
los mateméticos con argumentos de geometria diferencial (para una importante
introduccién con un énfasis especial en teoria de campos y gravitacién se puede
ver [33]). Cabe mencionar que la formulacién de las teorias de Yang-Mills dentro
del contexto de G-haces no es necesaria para trabajar con aquellos aspectos que
son locales en el espacio-tiempo, pero se vuelve importante para el entendimien-
to de cuestiones globales, tales como anomalias [16], condiciones de fijacién de
norma (ambigiiedades de Gribov), efecto de Aharonov-Bohm, teorias de Chern-

Simons, entre otras.

A.1. Definiciones basicas

Nos referimos a un haz cuando hablamos de la estructura (M, E, II) consis-
tente de la variedad d-dimensional M llamada espacio base, la variedad E lla-

mada espacio total y un mapeo suprayectivo llamado proyeccién 11 : £ — M.
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Reconocemos a la fibra F, sobre un punto p € M como el conjunto en E:
Ep,={qe E /1l(q) = p}.

Si para todo p € M se tiene E, = F, decimos que (M, M x F,II) es un haz
trivial con fibra estandar F. En el presente trabajo estamos particularmente
interesados en haces localmente triviales, esto es, haces que localmente sean
isomorfos al haz trivial, ya que estos son fundamentales en el concepto de haz
vectorial k-dimensional. Este tltimo es un haz localmente trivial (M, E,1I)
donde cada fibra F), es un espacio vectorial de dimensién k.

Otro concepto importante en esta construccién es el de seccién de un haz
vectorial (M, E,II) que corresponde a una funcién s : M — E, tal que para
cada p € M, s(p) € E,; en palabras, una seccién asigna a cada punto en el
espacio base un vector en la fibra sobre ese punto. La importancia de las sec-
ciones es que son estos objetos los que se suelen interpretar como campos fisicos.
Es posible demostrar que el conjunto de secciones de un haz vectorial forma
un C*®(M)-médulo®, denotado como I'(E), con las operaciones de suma entre

secciones y multiplicacién de éstas por funciones f € C°°(M) dadas por:

(s +5)(p) =s(p) +5'(p),
(fs)(p) = f(p)s(p);

por su calidad de médulo, en I'(F) no se puede hacer referencia precisamente
a una base que lo genere, sin embargo localmente (donde el haz es isomorfo a
un haz trivial) es siempre factible hallar un conjunto finito se secciones que lo
genere cuyo rango sea k.

Puesto que deseamos presentar las teorias de Yang-Mills y de Chern-Simons
en este contexto, es necesario referirnos a los llamados G-haces que son haces
vectoriales en cuya construccién subyace un grupo de Lie. Precisamente reque-

rimos de:

(¢) Una variedad M, que serd espacio base del haz vectorial.

1 ¢ (M) denota, como es costumbre, al espacio de todas las funciones infinitamente dife-
renciables de M en M
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(74) Una cubierta {U,} de M, i.e. un conjunto de abiertos tal que U,U, = M.
Ademads suponemos que cada abierto U, es espacio base del haz trivial

(Ua, Uy X V. 7q).
(73i) Un espacio vectorial V, fibra estdandar de cada haz trivial (Uy, Uy X V, 7).

(7v) Un grupo de Lie (G, %), que suponemos compacto y semi-simple, con alge-

bra denotada por g.

(v) Una representacion p de G sobre el espacio vectorial V.

La idea ahora es “pegar” los haces triviales mencionados en (ii) para conjuntar
un haz vectorial total, el cual por construccién serd localmente trivial; intuiti-

vamente definimos la unién:

U@ xv)

a

como el espacio total E del nuevo haz vectorial (M, E,II) y denotamos a (p,v) €
(Uy x V) C E como [p,v]s. El proceso de “pegado”se hace identificando puntos

en E. Decimos que los puntos [p,v] y [p,v]g estén identificados si

/

v = p(has(p))v
donde h,g son las funciones de transicién:
hag :UaNUg — G

que se encargan de hacer este proceso de pegado suave y no trivial. Es importante
mencionar que este método da un haz vectorial si las funciones de transicién

satisfacen las condiciones de consistencia:

plhas(p)) =1
p(has(p) * hgy(p) * hya(p)) = 1

para toda p € M, tales condiciones expresan que no deseamos identificar dos
puntos del mismo U, X V' y entonces la identificacién de puntos se hace solamente
en el traslape de dos o més haces triviales. Para concluir se define la proyeccion

del espacio total al espacio base, Il : £ — M como:
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Con esta definicién para la proyeccion, y las condiciones de consistencia sobre las
funciones de transicion, contamos con un haz vectorial, i.e. con una haz cuyas
fibras son espacios vectoriales y que cuenta con una trivializacion local sobre
cada conjunto U,. A este tipo de haces son a los que llamamos G-haces y al
grupo G grupo de norma del haz.

Formalmente, dado un haz vectorial (como un G-haz) (M, E,r) podemos
construir el haz vectorial de endomorfismos (M, End(F), IT) donde la fibra sobre
p € M es End(E,), el espacio vectorial de los mapeos lineales de E,, a si mismo;

para este haz las secciones son mapeos:
T: M — End(E)

que a cada p € M asignan el mapeo lineal T'(p) : E, — E,. Para el caso
especial de un G-haz vamos a decir que una transformacién T'(p) € End(E))
vive en el grupo G si es de la forma p(h(p)), i.e. si T(p) pertenece al grupo,
homomorfo a G via p, subconjunto de End(E),); similarmente T'(p) € End(E,)
vive en el algebra g si pertenece al algebra, homomorfa al dlgebra g, subconjunto
de End(E,). Ahora, si T'(p) vive en G para toda p € M, decimos entonces que
T (la seccién) es una transformacién de norma. El conjunto de todas las
transformaciones de norma (un subconjunto de I' (End(F))) forman un grupo,

denotado por G, con la operacién:

(T'S)(p) =T(p)S(p)

y elementos inversos e identidad dados por:

T (p) = (T(p))~"
II'?

respectivamente.
Para escribir en estos términos el principio de norma solo resta definir la
accion de una seccién T' del haz (M, End(E),1II) sobre una seccién s del G-haz

(M, E,r), ésta da como resultado la nueva seccién s’ € T'(E):

Con esta ultima definicion, establecemos:
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El principio de norma. Describiendo a los campos fisicos por secciones de
G-haces, las leyes de la fisica deberan ser ecuaciones diferenciales tal que

si s es solucién, entonces también T'(s) sea solucién, con T en G.

A.2. Conexiones

El principal obstaculo con el cual nos enfrentamos para construir ecuaciones
diferenciales invariantes de norma, en el sentido del principio de norma, es que
las derivadas de T'(s) pueden ser muy diferentes a las derivadas de s, ya que T
depende del punto p. Es aqui donde necesitamos el concepto de conexién.

Para ser precisos, sea (M, E,m) un haz. Una conexién D sobre el haz es
una relacién que asigna a cada campo vectorial v, definido en M, una funcién

D, :T'(FE) — I'(E) con las propiedades:

Dy(as+ 1) =aDys+ D,r, VaeR
Du(fs) = v(f)s + fDus, ¥ € Cx(M) (A1)
Dfyyw(s) = fDys + Dys

V sy r € '(F). Llamamos a D,s la derivada covariante de la seccién s. Esta
derivada covariante queda especificada en términos de cierta seccién del haz
(M,End(E) ® T*M,II) denominada potencial vector; en coordenadas locales
{z#} del espacio base M podemos escribir a esta seccion como A = A, dz* @,
con A, secciones A, : M — End(F), i.e. A, € I'(End(F)), y de ahi que uno
se refiera a A como una l-forma evaluada en I'(End(F)) o End(E)-evaluada.
En general, podemos definir una p-forma End(F)-evaluada como una seccién,

T, del haz (M,End(E) ® A? T* M, )@y escribirla como:

1

1
T = HTMI"'MP & dx“l VANAN dx“” = HTF“'“MP dx’“...dx“”

donde T}, ..., € T'(End(E)). Durante este trabajo, para ahorrar escritura, enten-

deremos, a menos que se especifique lo contrario, el producto de formas como el

2 Cuando trabajemos en coordenadas locales se hard uso de suma implicita sobre indices

repetidos, con los indices griegos A, u, v, p, T, 0, etiquetando los nimeros del 0 al d — 1.
3 APV denota la p-ésima potencia (exterior) antisimetrica tensorial de V.
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producto “wedge” (e.g. dzldz? = dz! Ad2? = dz! @ d2z? — d2? ® dal); asf el pro-
ducto de dos formas End(FE)-evaluadas, T'y S, de grado p y ¢, respectivamente,

se define entonces como la (p + ¢)-forma End(E)-valuada:
1
TS = —— T1S; dz'dz’
bq

donde I, J son indices que condensan a un nimero de p y ¢ indices respectiva-
mente.

Si el haz vectorial donde esta definida la conexién D se trata de un G-
haz, y estamos describiendo las teorias de Yang-Mills o de Chern-Simons, sélo
interesan las llamadas G-conexiones que son las que corresponden a conexio-
nes especificadas por potenciales vectores que no solamente estén evaluados en

I'(End(E)), sino que ademés vivan en g, explicitamente esto es®:

A= Audat = —igA}T, da* (A.2)

donde el factor constante —ig se introduce por conveniencia y {T,} corresponde
a los generadores del grupo de Lie G. Para ser consistentes con el principio de
norma, es necesario exigir que la derivada D, se transforme covariantemente

bajo transformaciones de norma g € G, i.e.:

Dy (g(s)) = g(Dys).

Trabajando localmente es posible demostrar que esta condicién es equivalente
a que los potenciales vectores asociados, Ay A’, a D y a D’, respectivamente,
satisfagan:

A8 =g(A+d)g!, (A.3)

donde a g, una seccién de I'(End(FE)) que vive en el grupo de norma G, aqui se

1

le considera una O-forma evaluada en el grupo G y al producto gAg™ se le

1 ademés el simbolo “d” que figura en (A.3) es la

entiende como g A A A g™
derivada exterior usual sobre p-formas evaluadas en I'(End(E)), a saber, si T' es

una de estas formas:

1 1
dT' =d <_|Tu1---up dzHt ... dx’“’) = 0Ty, .y dz¥dat .. dzh®
p: b

4 Usaremos los indices a, b, ¢, d, e para denotar a los niimeros del 0 a la dimensién del grupo
de Lie, r.
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siendo T}, ..., una seccién en I'(End(E)) para cada valor de los subindices.
Por otro lado, dada una conexién D en el haz vectorial (M, E, ) ésta induce
una conexién D en el haz de endomorfismos (M, End(FE),II), ésta es una regla

que asigna a cada campo vectorial v, definido sobre la variedad M, un funcién:

D, :T(End(E)) — T'(End(E))
:T — D, T

donde la seccién D, T actia sobre s € I'(E) como:
(DuT)(s) = Dy(T(s)) = T(Dys)

y D, cumple automaticamente con las condiciones (A.1). Asi como la derivada
exterior usual, podemos definir la derivada covariante exterior sobre una

p-forma End(E)-evaluada, T', como la (p 4+ 1)-forma evaluada en I'(End(F)):

1 1
dpT = dp (ETMI---M) dzt ... dx“f’> = E D,T,..p, dx¥dz!...dzh?,

con

DVTNI bp T Dat/ Tﬂl --Hp

una seccién en I'(End(E)). Para hacer calculos especificos es conveniente es-

cribir dpT' en términos del potencial vector, haciendo un poco de algebra en

coordenadas locales, se puede mostrar que:
dpT =dT + [A,T)° (A4)

siendo [-,-]° el conmutador graduado®entre formas End(E)-evaluadas, a
saber si T'y S son p y ¢ formas evaluadas en I'(End(F)) entonces este conmu-

tador es una (p + ¢)-forma End(F)-evaluada dada por:
[S,T)° = 8T — (—1)PTS. (A.5)

Para un G-haz la derivada covariante exterior sobre una p-forma que vive en

a
H1--Hp

nientemente facil ya que si se toma en cuenta la relacién de conmutacion entre

el algebra g, esto es, un objeto B = %!B T, dz#t...dx*r, se vuelve conve-

5 Introducimos el superindice ° solamente para no llegar a confundir a este conmutador con

el conmutador usual, [, ], entre operadores.
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los generadores {T,} del &lgebra®:
(T, To) = ifgp “Te (A.6)
se tiene:
dpB = % (DB, .py)" To dz¥datt..dat”
= 5 (00Bh = 0Fuse Bl A5) T dadat et (AT)

Es til escribir una férmula para la derivada covariante exterior del producto
TS, donde T y S son p y ¢q formas evaluadas en I'(End(E)), respectivamente; el
resultado es la (p 4+ ¢ + 1)-forma End(FE)-evaluada:

dp(TS) = (dpT)S + (—1)PT(dpS). (A.8)

A.3. Curvatura

Asi como el potencial vector es claramente un objeto geométrico, pues sirve
para comparar secciones en distintas fibras de un haz, la curvatura también lo es
y esencialmente nos da una idea de si las derivadas covariantes conmutan. Para
ser mas precisos, supongamos que (M, E,m) es un haz vectorial con conexién
D, definimos la curvatura asociada a esa conexién como una seccién del haz
(M,End(E) ® A2T*M,1I) (una 2-forma evaluada en I'(End(E))), denotada por
F, tal que al dar dos campos vectoriales v y w la seccién F'(v,w) € TI'(End(FE))

actia sobre las secciones s € I'(F) como:
F(v,w) :T'(E) — I'(E)
15— s = F(v,w)s

donde
F(v,0) = (DyDyy — DDy = Dyy ) 5.

5 Debido a las propiedades del grupo de Lie G, compacto y semi-simple, es posible hallar
una base en su dlgebra donde la forma de Killing sea diagonal, dando a ésta una estructura
de un espacio vectorial Euclideo [34]. Ello implica que el conjunto de constantes de estructura
{fap €} es equivalente a {fape} con fobe = ca fop ©, elementos totalmente antisimétricos en sus
indices. La estructura de espacio Euclideo del dlgebra nos permite, asi, subir y bajar los indices

del grupo (a,b, ¢, d, e) sin restriccién alguna.
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Usando esta expresién para F', y las definiciones de la seccién anterior, se puede

escribir la curvatura en términos del potencial vector A como sigue:
F =dA+ A2, (A.9)

una manera alternativa de expresar la curvatura es usando las coordenadas lo-

cales {x*} del espacio base M, de manera que:
1 P
F = §FW dztdz

con

Fuy = F(0,,0,) = 0,A, — 0,A, + [Ay, A (A.10)

Observe que para las teorias de norma que aqui tratamos, donde se trabaja con
un G-haz y G-conexiones asociadas, la definicion de curvatura implica que ésta
vive necesariamente en el dlgebra del grupo. Esto queda de manifiesto si se usa
la expresién (A.10) y las relaciones de conmutacién entre elementos que generan

al algebra (cf. ecuacién (A.6)); de hecho se tiene explicitamente que:
Fiu = —igF?, T, = —ig (aMAg —9,A% +g fabcAZA§> T,. (A.11)

Por lo tanto, si el potencial vector A = A, da# = —igAjT,dz" vive en el dlgebra
del grupo, entonces también lo hace la curvatura asociada pues en este caso
F= %Fw,dx“dm” = —%QF;}VTadm“dx”. Otra propiedad importante, con respecto
a la curvatura, es que si se le aplica una transformacién de norma g (lo que
equivale a sustituir (A.3) en (A.9)) resulta que este objeto se transforma de
manera homogénea:

F& =gFg! (A.12)

a diferencia de la manera inhomogénea de transformacién que sufre la 1-forma
A bajo el mismo cambio. Esta ley de transformacién para F' tiene implicaciones
directas en la construccion de las teorias fisicas invariantes de norma.

Una de las identidades més importantes en este contexto, es la llamada iden-
tidad de Bianchi. Esta es consecuencia directa de la definicién de curvatura y

de derivada covariante exterior, se puede escribir como:

dpF =0 (A.13)
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y usando la forma explicita (A.7) para la derivada covariante exterior, tenemos

que la identidad de Bianchi se reduce a:
D,F,, +D,F,,+D,F,, =0.

Finalmente para completar este apéndice revisemos brevemente el operador

de Hodge en la siguiente seccién.

A.4. Operador de Hodge

Para definir el mapeo de Hodge vamos a definir primero el mapeo iso-

morfismo dual, denotado por %, éste lo construimos pensando en la variedad

d-dimensional M y la d-forma de volumen e

, de modo que * es un mapeo
que toma p-campos vectoriales v (secciones de (M,APTM,x)) y los manda a

(d — p)-formas (secciones de (M, A=P)T*M, 7)), con la regla:

1
*v = €(v) = I (V) iy oopig, Azt datid=r

(d—p
1

)

y es un isomorfismo dual pues también puede aplicarse en sentido opuesto, i.e.

€ Ve dott L dgHd-e

V1. .VpHl...bd—p

* puede mapear p-formas « en (d — p)-campos vectoriales de la siguiente forma:

1

(d—p)!
1

)

Y ya que asumimos que la variedad M esta equipada con una métrica Lorentzia-

xa = e(a) = (xa)ft-td=r 9, A ... A Dy

d—p

V1...Upll...[bq—
€ P Py Oy Ao N 8ud—p-

na 7 con signatura (1,d — 1), por compatibilidad se tiene que:

1% 14
eH1-Bd — nm 1 nud d €1y

" Por simplicidad escogemos la d-forma de volumen con componentes unidad:

+1, si p...v es una permutacion par de 01...d — 1
€u..o = —1, si p...v es una permutaciéon impar de 01...d — 1
0, de otra forma

donde €p1...q—1 = 1 y por consistencia fld-1l — _q
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pues por otro lado con la métrica n podemos mapear p-campos vectoriales v
en p-formas n(v), y viceversa, p-formas « en p-campos vectoriales n(a), de la

siguiente manera:

1 1
n(v) = H (V) .oy At dat? = E Npgwr Mg, V777 dxht . date
1 1 V »
n(a) = H ()=t 9y N ooo N0y, = ]; Py Oy N N Oy,

Definimos ahora el operador de Hodge como la composicién:
* = * O n=mno *

de manera que éste mapea p-formas, «, en (d — p)-formas, xa, como sigue:

1
= — datt... datd-
*Q (d . p)' (*a)ﬂl---lld—p x €T i

1
= pl(d — p)l Vbt [P Py, | et datr

Y con la signatura de la métrica en M, se puede ver que sobre p-formas la doble

accion del operador de Hodge no es més que:

*2 = (=1)PldP)HL

No es ahora dificil extender la accién del operador de Hodge que se hace
sobre p-formas ordinarias, a hacerse sobre p-formas evaluadas en secciones de
algun haz vectorial; ya que cualquiera de estos ultimos objetos tiene la forma

general de una suma tipo:
T=> (T'®a), (A.14)

con T” secciones de I'(End(E)) y « representando p-formas ordinarias, podemos

escribir entonces:
*T = Z (T' ® *a)

logrando asi el efecto de que x envie p-formas End(FE)-evaluadas en (d — p)-
formas End(E)-evaluadas, si la variedad base M tiene dimensién d. En particular
la accién de este operador sobre la 2-forma de curvatura de un G-haz, F = F%T,

con F, = %Fﬁydm“dx”, es por ejemplo:

*F = (xFOT, = [(+ o) FY @ T,
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una (d — 2)-forma evaluada en el algebra g del grupo.

Finalmente para definir la accién S = fMdd:U L de una teoria de norma,
sobre un espacio base d-dimensional, es imperante contar con una d-forma or-
dinaria invariante de norma para su integracion. Entonces de alguna manera
requerimos un medio para hacer de formas End(E)-evaluadas formas ordinarias,
este medio es precisamente la funcién traza; digamos que si 77 € I'(End(FE)),
podemos definir la funcién tr (7”) en el espacio base M cuyo valor en p € M es

precisamente la traza del endomorfismo 17" (p) : E, — Ep,

(tr (T")(p) = tr (T"(p)).

Con esta definicién entenderemos la traza de una forma evaluada en I'(End(E)),

cuya forma general es del tipo (A.14), como:

tr(T)=>_ (tr(T") ®a)

(i.e. con tr (T') sacamos solamente la traza usual de la parte End(FE)-evaluada
de T'). Al ser tr (1") una funcién en C°°(M), hace de tr (T') una forma ordinaria
de grado dictado por el grado de la forma «. Algunas propiedades de la traza

sobre las formas End(FE)-evaluadas T'y S, de grado p y ¢ respectivamente, son:

tr (7S) = (—1)P9tr (ST)
tr ([T, S]°) =0
tr (dpT') = dtr (T)
/ tr (dpT A S) = (—1)”“/ tr (T AdpS), conp+qg=d—1
M M
Para los propositos que interesan en este trabajo, particularicemos la traza,
en un G-haz, de una forma cualquiera B que viva en el algebra del grupo. Esta

eS:

i B? dztt ... dzt»

1
= By, Lo dz't . datv) = tr (To)— By,
p:

tr (B) = tr (p! .

y su valor depende de la representacién del grupo de norma.



Apéndice B

Prueba del Teorema de
Noether

Este teorema lo podemos probar escogiendo coordenadas locales {z#} en
el espacio base M y reacomodando términos en la variacién de la densidad

Lagrangiana:

oc oL
OL = 0L(an 00) = der g +000ua) g =5
or oL
= Ga—‘i'aGa'i)aax_*—
< 8 I, e 9 (Oupy) )
oL oL oL
+(Gragrg <+ Thar— +0Tha 577 —
( M0@un) e 0 (0un)

1% aL a
* (TA“a (aum) Oudub" ()

oL oL
= _ T n = K a
oy~ (rigg ) r oy

(T2 4 0,KR) 0,0%(x) + % (K™ + K¥M)0,0,0% () (B.1)

) 0,0%(x)+

Donde aqui hemos usado las definiciones de las cantidades J& y K.” asf como

la relacion:
5(8M(PA) = 8#(590A)

que se sigue de la suposicién de que las transformaciones infinitasimales (1.6) no

involucran transformaciones espacio-temporales explicitas. De la ecuacién (B.1)
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es facil ver que la invariancia de la Lagrangiana £ es equivalente a que se cumplan
las relaciones:

oL oL
GAGE — (9H (TA'ZE> - a‘ng

A A

oK+ T =0
KM+ Ki" =0,

en virtud de arbitrariedad de las funciones #%(x) y la independencia entre (0%(x)),
(0u0%(x)) ¥ (0,0,0%(x)). Ahora de estas ecuaciones, al combinar la segunda, se
implica:

0, J" =0

a
de modo que al sustituir en la primera ecuacién, esta se reduce a (1.7). Asi con-

5L 5L
o, (T.r2%) =g, 2~
“( A“M) M5,

0, KL + Jt =0,
KW = —K".

cluimos que:

L=0 <
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