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Introducción

El objetivo de este trabajo es estudiar el espacio de con�guraciones de n líneas ordenadas

en Rn+k módulo la acción del grupo a�n. Primero diremos unas palabras sobre con�guraciones

en general, para luego enfocarnos en las con�guraciones de líneas que vamos a estudiar.

Los espacios de con�guraciones más estudiados son los espacios de con�guraciones de puntos.

El espacio Cn(M) de n puntos distintos en M (donde M es una variedad cualquiera) es el

siguiente subconjunto de M �M � :::�M

Cn(M) = f(x1; :::; xn) 2Mn : xi 6= xj si i 6= jg.

De acuerdo con los diversos contextos en donde aparecen, existen diferentes "versiones"de estos

espacios. A continuación mencionaremos algunas de ellas.

A veces se considera los espacios Cn(M) módulo la acción del grupo simétrico Sn, es decir,

en vez de n-adas de puntos (x1; :::; xn) se consideran conjuntos de puntos fx1; :::; xng. Tanto

estos espacios como sus compacti�caciones [FM] resultan importantes en física y en geometría

algebraica. Por ejemplo, el grupo fundamental de Cn(C) es el grupo de trenzas puras y si

consideramos la accion del grupo simetrico obtenemos el grupo de trenzas.

El producto simétrico SPn(M) es Mn módulo la acción del grupo simétrico. Se distingue

de los anteriores en que se permite que los puntos coincidan. Estos espacios sirven para de�nir

homología [DT].

Se han estudiado con�guraciones de puntos en el proyectivo P 1, bajo la acción del grupo

PGL(2). Existe una relación entre el espacio de con�guraciones de cuatro puntos en P 1 y

funciones hipergeométricas, y se han estudiado relaciones similares para n puntos en P 1 y seis
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puntos en P 2 [Y].

Tambien se han estudiado espacios móduli de brazos articulados, que pueden ser consid-

erados como espacios de con�guraciones con ciertas restricciones, encontrando que cualquier

variedad compacta es espacio móduli de brazos articulados [KM].

Hasta aquí sobre espacios de con�guraciones en general. Ahora mencionaremos los espacios

de con�guraciones cuyo estudio lleva al problema de esta tesis.

Consideremos el espacio de r puntos en el proyectivo complejo CP k�1 (con r > k) donde

los puntos pueden coincidir pero se pide que generen CP k�1, módulo la accion de PGLk(C).

Este espacio es una Grassmanniana compleja. En [GGMS], Gelfand, Goresky, Mac Pherson y

Serganova estudiaron una descomposicion en estratos de estos espacios. A cada con�guración

se le puede asociar un matroide, y las con�guraciones en un mismo estrato corresponden a

aquellas a las que se les asocia el mismo matroide. Encontraron que esta misma descomposicion

de la Grassmanniana se puede obtener desde otros dos puntos de vista: uno que proviene de

intersección de celdas de Schubert y otro que surge de la acción de (C)n en la Grassmanniana

(esta acción tiene asociado un mapeo momento y los puntos en un mismo estrato son aquellos

cuya proyeccion bajo este mapeo da un mismo poliedro convexo).

También se pueden considerar con�guraciones de puntos en Rn, permitiendo que los puntos

coincidan pero pidiendo que generen. Y se puede pensar en este espacio módulo la acción del

grupo afín. Si se hace esto, también se obtiene una Grassmanniana (ahora una Grassmanniana

real), pero con otra estrati�cación, que corresponde a matroides orientados [ABMOS]. Esta es-

trati�cacion fue utilizada por Bracho, Montejano y Oliveros en [BMO] para estudiar el espacio

de m-trasversales a una familia F de conjuntos convexos en Rn. Si llamamos Tm(F) al subespa-

cio de la Grassmanniana que consta de todos los m-planos trasversales a todos los elementos

de F , resulta que la topología de Tm(F) se puede estudiar a través de las con�guraciones a�nes

de r+1 puntos en Rn. En particular, si r = m+1 y Tm�1(F) es no vacío, el tipo de homotopía

de Tm(F) esta determinado por los estratos que contienen algún elemento asociado a alguna

trasversal a F .

En vez de con�guraciones de puntos uno puede pensar en con�guraciones de líneas. Por

ejemplo, en [ABGM] se prueba que el espacio de con�guraciones a�nes de cuatro líneas en R3
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es topológicamente y combinatoriamente homeomorfo al espacio de con�guraciones a�nes de

seis puntos en R4.

Aquí queremos estudiar espacios de con�guraciones de líneas en Rm, con el número de líneas

menor o igual a la dimensión del espacio en que se encuentran.

Una con�guración de n líneas en el espacio afín de dimensión n + k es una órbita de la

acción del grupo afín Af(n + k) en el espacio de n-adas de líneas (todas distintas) en Rn+k.

Tenemos entonces la acción de un grupo en un espacio y nos preguntamos cuál es el espacio

cociente. Con çuál es"nos referimos a si es topologicamente equivalente a un espacio conocido.

Queremos entender cómo estan pegadas las orbitas, cuáles estan cerca de otras. Quisieramos,

además, que nuestro espacio cociente fuera una variedad. Esto no tiene que ser así. Podría, por

ejemplo, suceder que las órbitas no fueran cerradas. En este caso la imágen inversa de un punto

bajo el mapeo cociente no sería un cerrado, por lo que el espacio cociente no sería Haussdor¤.

Esto sucede frecuentemente y, en otro contexto, hay teorías dedicadas a ver cuándo se obtiene

un buen cociente y qué puntos hay que quitar para lograrlo (ver [G]).

El caso de cuatro líneas en el plano afín, estudiado por Arocha, Bracho y Montejano en

[ABM], muestra que en general el espacio que se obtiene no es Haussdor¤. En este ejemplo

se ve la necesidad de introducir ciertas reglas"sobre que con�guraciones se deben excluir para

obtener una variedad. El espacio de con�guraciones de cuatro líneas en el plano afín se puede

ver también como el espacio de con�guraciones de cinco puntos distintos en el proyectivo real

P 2, y a su vez existe una dualidad entre este espacio y el de con�guraciones de cinco puntos en el

proyectivo real P 1. Este ejemplo sirve como motivación para estudiar con�guraciones de puntos

en la línea proyectiva. Esto se hace en [ABM], en donde, entre otros resultados, se caracterizan

las reglas que se tienen que imponer para que espacios de con�guraciones de puntos en la línea

proyectiva (real y compleja) sean una variedad compacta.

También nosotros nos restringiremos a un subconjunto abierto en el espacio de todas las

n-adas de líneas. En nuestro caso, las n-adas de líneas que vamos a considerar son aquellas

cuyas direcciones son linealmente independientes, y tales que en esas n-adas de líneas la acción

de grupo afín es libre (para de�niciones precisas ver el capitulo 1 de la tesis).

Tomemos un elemento típico (L1; :::; Ln) en nuestro espacio. Como las direcciones de las
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líneas son linealmente independientes, supongamos por un momento que la dirección de Li es

el vector ei de la base canonica de Rn+k. Podemos ver a Rn+k como Rn � Rk. Al proyectar

nuestras n líneas en Rk =< en+1; :::; en+k > obtenemos n puntos en Rk.

Esta observación nos lleva a una característica especial de nuestro espacio de con�guraciones

de líneas: probaremos que este espacio es un �brado, cuya base está contenida en el espacio de

con�guraciones a�nes de n puntos en Rk. Sabemos que los espacios de con�guraciones a�nes de

puntos en Rk son Grassmannianas. La base de nuestro �brado será esa Grassmanniana excepto

un conjunto � de codimension mayor o igual que dos y la �bra resultará ser el producto de n

espacios proyectivos reales Pn�k�3.

A lo largo de la tesis lo que haremos es construir este haz �brado. Lo haremos de la siguiente

manera:

En los capítulos 2 y 3 veremos formas más convenientes de entender nuestro espacio de

con�guraciones de líneas.

En el capítulo 4 de�niremos un conjunto completo de invariantes de nuestras con�guraciones

de líneas.

Consideremos el haz �brado cuyo espacio total son las parejas (L;H), donde L es un sube-

spacio de dimensión r de Rm, H es un subespacio de dimensión r + 1 de Rm y L � H, junto

con la proyeccion �(L;H) = L. En el capítulo 5 usaremos estos haces para construir otro haz

�0 y una función f de la Grassmanniana de con�guraciones de puntos (menos un conjunto �)

en la base de �0. Llamamos � al pullback de �0.

En el capítulo 6 probaremos el teorema principal de la tesis: el espacio de con�guraciones

de n líneas el el espacio afín de dimensión n+ k es homeomorfo al espacio total de �.

Finalmente, discutiremos algunos casos particulares y daremos una interpretación de nuestro

haz en términos de con�guraciones de puntos.
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Capítulo 1

De�niciones.

Sean n y k dos enteros no negativos, con n 6= 0. Consideremos primero el conjunto de n-adas

de líneas (no necesariamente por el orígen) en Rn+k:

F1 = f(L1; L2; :::; Ln) : para i = 1; :::; n, Li es una línea en Rn+k g.

El grupo afín Af(n + k) actúa en Rn+k e induce una acción en F1: dada T 2 Af(n + k) y

(L1; :::; Ln) 2 F1,

T ((L1:::; Ln)) = (T (L1); :::; T (Ln))

donde T (Li) = fT (x) : x 2 Lig. Como una transformación afín manda líneas en líneas, esta

acción está bien de�nida.

1.1 De�nición. Diremos que (L1; :::; Ln) �ja si T 2 Af(n + k) y, para toda i = 1; :::; n,

T (Li) = Li implica que T es la identidad.

Ahora vamos a considerar el siguiente subconjunto de F1:

F2 = f(L1; :::; Ln) 2 F : (L1; :::; Ln) �jag.

Igual que antes, tenemos una acción del grupo afín en F2. Probaremos que esta acción es-

tá bién de�nida en F2. Sea (L1; :::; Ln) 2 F2. Sea T 2 Af(n + k). Tenemos que ver que

(T (L1); :::; T (Ln)) �ja. Supongamos que T 0(T (Li)) = T (Li) para toda i = 1; :::; n. Entonces
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tenemos que T�1(T 0(T (Li))) = Li para toda i = 1; :::; n. Como (L1; :::; Ln) �ja, T�1 � T 0 � T

es la identidad, y entonces T 0 es la identidad. De esta manera tenemos que la acción está bién

de�nida en F2.

Observese que la condición de que (L1; :::; Ln) �je es exáctamente que la acción sea libre,

es decir, F2 es el subconjunto de F1 en donde la acción es libre. Podemos pensar en el cociente

F2=Af(n+ k). Nosotros no vamos a describir todo este cociente sino un subconjunto abierto de

él. A continuación explicaremos cuál es este subconjunto.

Una línea L en Rn+k puede escribirse como L = ftv+w : t 2 Rg donde v y w son vectores en

Rn+k. Decimos que �v es la dirección de L. Sea F3 el subconjunto de F2 que consta de las n-adas

de líneas cuyas direcciones son linealmente independientes en Rn+k. La acción del grupo afín

está bien de�nida en F3 pues tanto las transformaciones lineales biyectivas como las traslaciones

mandan vectores linealmente independientes en vectores linealmente independientes.

1.2 De�nición de 1
nAn+k.

El espacio que vamos a describir es F3=Af(n+k). Lo llamamos el espacio de con�guraciones

de n líneas en Rn+k y lo denotamos por 1nAn+k. Así, cuando hablamos de una con�guración de n

líneas en el espacio afín de dimensión n+k, lo que queremos decir es [L1; :::; Ln] 2 F3=Af(n+k).

O, equivalentemente, una órbita Af(n+ k)(L1; :::; Ln).

1.3 Ejemplo: existen n-adas de líneas cuyas direcciones son linealmente independientes

pero que no �jan. Los n primeros ejes coordenados en Rn+k tienen esta propiedad.

1.4 Ejemplo: cuatro líneas en R4 que �jan y cuyas direcciones son linealmente independi-

entes. Sean

L1 = fte1 + e2 : t 2 Rg

L2 = fte2 + e3 : t 2 Rg

L3 = fte3 + e4 : t 2 Rg

L4 = fte4 + e1 : t 2 Rg:

Supongamos que T 2 Af(4) es tal que T (Li) = Li para toda i 2 f1; :::; 4g. Como las direcciones

de las líneas no cambian tenemos que T es la composición de una transformación lineal de la
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forma

T =

0BBBBBB@
�1 0 0 0

0 �2 0 0

0 0 �3 0

0 0 0 �4

1CCCCCCA
con una traslación x 7�! x+ r donde

r =

0BBBBBB@
r1

r2

r3

r4

1CCCCCCA
Por un lado tenemos que T (L1) = fte1 + (�2 + r2)e2 + r3e3 + r4e4 : t 2 Rg. Por otro lado,

T (L1) = L1. De manera que r3 = r4 = 0, y �2 + r2 = 1. Procediendo de la misma manera con

las demás líneas obtenemos que �i = 1 y ri = 0 para toda i = 1; :::; 4. Así, T tiene que ser la

identidad y (L1; :::; L4) �ja.

1.5 Ejemplo: cuatro líneas en R4 que �jan pero cuyas direcciones no son linealmente

independientes. Consideremos las siguientes cuatro líneas en R4:

L1 = fte1 + e2 : t 2 Rg

L2 = fte2 + 2e3 + e4 : t 2 Rg

L3 = fte3 + 3e1 + 2e4 : t 2 Rg

L4 = ft(e1 + e2 + e3) + 3e4 : t 2 Rg

y sea T 2 Af(4) tal que T (Li) = Li para i = 1; :::; 4. Como T tiene que conservar las direcciones

de las líneas, tiene que ser la composición de una función lineal de la forma

T =

0BBBBBB@
� 0 0 x1

0 � 0 x2

0 0 � x3

0 0 0 x4

1CCCCCCA .
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con una traslación x 7�! x+ r donde

r =

0BBBBBB@
r1

r2

r3

r4

1CCCCCCA .

Tenemos que, por un lado,

T (L1) = fte1 + �e2 +
4X
i=1

riei : t 2 Rg

T (L2) = fte2 + 2�e3 +
4X
i=1

xiei +

4X
i=1

riei : t 2 Rg

T (L3) = fte2 + 3�e1 + 2
4X
i=1

xiei +

4X
i=1

riei : t 2 Rg

T (L4) = ft(e1 + e2 + e3) + 3
4X
i=1

xiei +
4X
i=1

riei : t 2 Rg

y por otro lado T (Li) = Li para i = 1; :::; 4. Igualando, obtenemos las siguientes ecuaciones

x1 + r1 = 0; 3�+ 2x1 + r1 = 3;

�+ r2 = 1; 2x2 + r2 = 0;

r3 = 0; 2�+ x3 = 2;

3x1 + r1 = 3x2 + r2 = 3x3

r4 = 0; x4 = 1.

Resolviendo, obtenemos que T tiene que ser la identidad.

1.6 La dimensión de 1
nAn+k y algunos cálculos que muestran para que valores de

k tiene sentido este espacio.

El conjunto de líneas en Rn+k es un abierto de la Grassmanniana de planos en Rn+k+1 y

tiene dimensión 2(n+k�1). El conjunto de n-adas de líneas en Rn+k tiene entonces dimensión

2n(n+ k� 1). El grupo Afín Af(n+ k) tiene dimensión (n+ k)2+(n+ k) = (n+ k)(n+ k+1).
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Así, la dimensión del cociente es

2(n+ k � 1)� (n+ k)(n+ k + 1)

= n2 � (3n+ k2 + k).

Para que el cociente tenga sentido, 2n(n + k � 1) no puede ser menor que (n + k)(n + k + 1),

y, para que esto suceda, k tiene que ser menor o igual que n� 3.

Notación: a lo largo de la tesis vamos a denotar por G(m; r) a la Grassmanniana de

subespacios de dimensión m en Rm+r.

1.7 La topología de 1
nAn+k.

Estamos pensando a F3 como subespacio del producto de n Grassmannianas G(2; n+k�1).

El espacio 1nAn+k = F3=Af(n+ k) tiene la topología cociente.
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Capítulo 2

Versión canónica

2.1 De�nición de E.

Estamos pensando entonces en las n-adas (L1; :::; Ln) de líneas que �jan y cuyas direcciones

son linealmente independientes. Si completamos las direcciones de las líneas a una base de Rn+k,

siempre existe una transformación lineal que lleva esta base en la base canónica e1; :::; en+k.

Como las transformaciones lineales son transformaciones a�nes, en cada clase de equivalencia

[L1; :::; Ln] 21n An+k existe un representante (L1; :::; Ln) tal que para i = 1; :::; n, Li se escribe

como

Li = ftei +
nX
j=1

aijej +
n+kX
j=n+1

bijej : t 2 Rg.

con aii = 0. Llamamos E al espacio de n-adas de líneas que �jan y que son de la forma descrita

arriba.

2.2 De�nición de G.

Sea G el subgrupo de Af(n+ k) que consta de las transformaciones a�nes cuya parte lineal
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es de la forma 0BBBBBBBBBBBBBBB@

�1 0 0 0 y1n+1 ::: y1n+k

0 �2 0 0 y2n+1 ::: y2n+k

0 0 ::: 0 ::: ::: :::

0 0 0 �n ynn+1 ::: ynn+k

0 0 0 0 �n+1 ::: yn+1n+k

0 0 0 0 ::: ::: :::

0 0 0 0 yn+kn+1 ::: �n+k

1CCCCCCCCCCCCCCCA
donde ninguna de �1; :::; �n+k es cero. No es difícil probar que G es un subgrupo de Af(n+ k).

2.3 G actúa en E.

Dados g 2 G y (L1; :::; Ln) 2 E, g(L1; :::; Ln) = (g(L1); :::; g(Ln)), tenemos que probar que

(g(L1); :::; g(Ln)) 2 E. Para i = 1; :::; n tenemos que

g(Li) = g(ftei +
nX
j=1

aijej +

n+kX
j=n+1

bijej : t 2 Rg)

= ftei +
nX
j=1

�ja
i
jej +

n+kX
j=n+1

bij(

n+kX
r=1

yrjer) +

n+kX
j=1

rjej : t 2 Rg

= ftei +
nX
j=1

(�ja
i
j +

n+kX
r=n+1

biry
j
r + rj)ej +

n+kX
j=n+1

(

n+kX
r=n+1

biry
j
r + rj)ej : t 2 Rg

Entonces g(L1); :::; g(Ln) tienen la forma de los elementos de E y por lo tanto la acción de G

en E está bien de�nida.

Observación. La acción de G en E es libre porque G � Af(n+ k) y dado (L1; :::; Ln) 2 E

por de�nición de E se tiene que (L1; :::; Ln) �ja.

2.4 Lema. E=G es homeomorfo a 1nAn+k = F3=Af(n+ k).

Demostración.

Sabemos que E es un subconjunto cerrado de F3 y que tiene la topología de subespacio de

F3. La inclusión i : E ! F3 es una función continua.

Sean p : E ! E=G y q : F3 ! F3=Af(n + k) las proyecciones y recordemos que E=G y

F3=Af(n+ k) tienen la topología cociente. Además, p y q son funciones abiertas.
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Veamos que q � i es constante en las órbitas de G en E. Sean (L1; :::; Ln) y (L01; :::; L0n) tales

que existe g 2 G con g(L1; :::; Ln) = (L01; :::; L
0
n). Como G � Af(n + k), g 2 Af(n + k) por lo

que (L1; :::; Ln) y (L01; :::; L
0
n) son equivalentes en E=Af(n + k). Así, q � i es constante en las

órbitas de G en E y entonces existe una función continua ' : E=G ! F3=Af(n + k) tal que

' � p = q � i.

Tenemos que ' es inyectiva: supongamos que '(G(L1; :::; Ln)) = '(G(L1; :::; Ln)). Entonces

existe T 2 Af(n+k) con T ('(G(L1; :::; Ln))) = '(G(L01; :::; L0n)). Es decir, existe T 2 Af(n+k)

con T (L1; :::; Ln) = (L01; :::; L
0
n). Como (L1; :::; Ln) y (L

0
1; :::; L

0
n) están en E, para toda i =

1; :::; n,

Li = ftei +
nX
j=1

aijej +

n+kX
j=n+1

bijej : t 2 Rg

y L0i = ftei +
nX
j=1

cijej +

n+kX
j=n+1

dijej : t 2 Rg.

Como T (Li) = L0i para i = 1; :::; n, tenemos que se conservan las direcciones, es decir, para toda

i = 1; :::; n, se tiene que T (ei) = �iei con �i 2 R. Así, T tiene la forma de los elementos de G.

Recordemos que al principio de esta sección argumentamos que en cada órbita [L1; :::; Ln] 2

F3=Af(n+k) existe un representante (L1; :::; Ln) con (L1; :::; Ln) 2 E, por lo que ' es suprayec-

tiva.

Falta probar que '�1 es continua. Para ello probaremos que ' es cerrada. La demostración

consta de varios pasos, primero vamos a enunciarlos y luego probaremos las a�rmaciones hechas

en cada uno de ellos.

Sea F un conjunto cerrado en E=G.

( 1 ) Probaremos primero que i(p�1(F )) = q�1('(F )) \ E. Probando esto sabremos que

q�1('(F )) \ E es cerrado en X, pues q es continua, i es cerrada (E es cerrado en X) y F es

cerrado

( 2 ) Tenemos que probar que '(F ) es cerrado en X=Af(n+ k). Supongamos que no es así.

Probaremos que entonces existe e 2 q�1('(F )) \ E tal que e =2 q�1('(F )) \ E:

(3) Usando el hecho de que q es abierta, probaremos que para toda A � X=Af(n + k) se
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tiene que q�1(A) = q�1(A). Para A = '(F ), ( 2 ) nos da una contradicción.

Demostración de ( 1 ). Sea x 2 i(p�1(F )). Entonces x 2 E (porque está en la imagen de i) y

x 2 p�1(F ). Es decir, p(x) 2 F . Entonces '(p(x)) 2 '(F ). Pero (q � i)(x) = (' � p)(x) 2 '(F ).

Es decir, x = i(x) 2 q�1('(F )).

Sea ahora x 2 q�1('(F )) \ E. Entonces x 2 E y x 2 q�1('(F )). Entonces i(x) = x 2

q�1('(F )). Es decir, q(i(x)) 2 '(F ). Pero (q�i)(x) = ('�p)(x). Entonces '(p(x)) 2 '(F ). Como

' es inyectiva, p(x) 2 F . Entonces x 2 p�1(F ) y x 2 E. Por lo tanto, x = i(x) 2 i(p�1(F )).

Esto prueba ( 1 ).

Demostración de ( 2 ). Supongamos que '(F ) no es cerrado en X. Entonces existe y 2 '(F )

tal que y =2 '(F ). Tenemos entonces que q�1(y) � q�1('(F )) pero q�1(y) \ q�1('(F )) = ?.

como q � i es suprayectiva, existe e 2 E \ q�1(y). Esto signi�ca que e 2 q�1('(F )) \ E y

e =2 E \ q�1('(F )) = E \ q�1('(F )).

Demostración de ( 3 ). Sea A un subconjunto de X. Sabemos que q�1(A) � q�1(A) porque

q es continua. Probaremos que X � q�1(A) � X � q�1(A). Sea x 2 X � q�1(A). Entonces,

como X � q�1(A) es abierto y q es abierta, tenemos que W = q(X � q�1(A)) es abierto.

Además, W \ A = ? porque dado y 2 W , tenemos que y = q(y0) con y0 =2 q�1(A), y entonces

y = q(y0) =2 A. Entonces W es un abierto en X=Af(n + k), q(x) 2 W y W \ A = ?. Por lo

tanto, q(x) =2 A y x =2 q�1(A). Con esto terminamos la demostración del lema.�
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Capítulo 2

Versión canónica

2.1 De�nición de E.

Estamos pensando entonces en las n-adas (L1; :::; Ln) de líneas que �jan y cuyas direcciones

son linealmente independientes. Si completamos las direcciones de las líneas a una base de Rn+k,

siempre existe una transformación lineal que lleva esta base en la base canónica e1; :::; en+k.

Como las transformaciones lineales son transformaciones a�nes, en cada clase de equivalencia

[L1; :::; Ln] 21n An+k existe un representante (L1; :::; Ln) tal que para i = 1; :::; n, Li se escribe

como

Li = ftei +
nX
j=1

aijej +
n+kX
j=n+1

bijej : t 2 Rg.

con aii = 0. Llamamos E al espacio de n-adas de líneas que �jan y que son de la forma descrita

arriba.

2.2 De�nición de G.

Sea G el subgrupo de Af(n+ k) que consta de las transformaciones a�nes cuya parte lineal
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es de la forma 0BBBBBBBBBBBBBBB@

�1 0 0 0 y1n+1 ::: y1n+k

0 �2 0 0 y2n+1 ::: y2n+k

0 0 ::: 0 ::: ::: :::

0 0 0 �n ynn+1 ::: ynn+k

0 0 0 0 �n+1 ::: yn+1n+k

0 0 0 0 ::: ::: :::

0 0 0 0 yn+kn+1 ::: �n+k

1CCCCCCCCCCCCCCCA
donde ninguna de �1; :::; �n+k es cero. No es difícil probar que G es un subgrupo de Af(n+ k).

2.3 G actúa en E.

Dados g 2 G y (L1; :::; Ln) 2 E, g(L1; :::; Ln) = (g(L1); :::; g(Ln)), tenemos que probar que

(g(L1); :::; g(Ln)) 2 E. Para i = 1; :::; n tenemos que

g(Li) = g(ftei +
nX
j=1

aijej +

n+kX
j=n+1

bijej : t 2 Rg)

= ftei +
nX
j=1

�ja
i
jej +

n+kX
j=n+1

bij(

n+kX
r=1

yrjer) +

n+kX
j=1

rjej : t 2 Rg

= ftei +
nX
j=1

(�ja
i
j +

n+kX
r=n+1

biry
j
r + rj)ej +

n+kX
j=n+1

(

n+kX
r=n+1

biry
j
r + rj)ej : t 2 Rg

Entonces g(L1); :::; g(Ln) tienen la forma de los elementos de E y por lo tanto la acción de G

en E está bien de�nida.

Observación. La acción de G en E es libre porque G � Af(n+ k) y dado (L1; :::; Ln) 2 E

por de�nición de E se tiene que (L1; :::; Ln) �ja.

2.4 Lema. E=G es homeomorfo a 1nAn+k = F3=Af(n+ k).

Demostración.

Sabemos que E es un subconjunto cerrado de F3 y que tiene la topología de subespacio de

F3. La inclusión i : E ! F3 es una función continua.

Sean p : E ! E=G y q : F3 ! F3=Af(n + k) las proyecciones y recordemos que E=G y

F3=Af(n+ k) tienen la topología cociente. Además, p y q son funciones abiertas.
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Veamos que q � i es constante en las órbitas de G en E. Sean (L1; :::; Ln) y (L01; :::; L0n) tales

que existe g 2 G con g(L1; :::; Ln) = (L01; :::; L
0
n). Como G � Af(n + k), g 2 Af(n + k) por lo

que (L1; :::; Ln) y (L01; :::; L
0
n) son equivalentes en E=Af(n + k). Así, q � i es constante en las

órbitas de G en E y entonces existe una función continua ' : E=G ! F3=Af(n + k) tal que

' � p = q � i.

Tenemos que ' es inyectiva: supongamos que '(G(L1; :::; Ln)) = '(G(L1; :::; Ln)). Entonces

existe T 2 Af(n+k) con T ('(G(L1; :::; Ln))) = '(G(L01; :::; L0n)). Es decir, existe T 2 Af(n+k)

con T (L1; :::; Ln) = (L01; :::; L
0
n). Como (L1; :::; Ln) y (L

0
1; :::; L

0
n) están en E, para toda i =

1; :::; n,

Li = ftei +
nX
j=1

aijej +

n+kX
j=n+1

bijej : t 2 Rg

y L0i = ftei +
nX
j=1

cijej +

n+kX
j=n+1

dijej : t 2 Rg.

Como T (Li) = L0i para i = 1; :::; n, tenemos que se conservan las direcciones, es decir, para toda

i = 1; :::; n, se tiene que T (ei) = �iei con �i 2 R. Así, T tiene la forma de los elementos de G.

Recordemos que al principio de esta sección argumentamos que en cada órbita [L1; :::; Ln] 2

F3=Af(n+k) existe un representante (L1; :::; Ln) con (L1; :::; Ln) 2 E, por lo que ' es suprayec-

tiva.

Falta probar que '�1 es continua. Para ello probaremos que ' es cerrada. La demostración

consta de varios pasos, primero vamos a enunciarlos y luego probaremos las a�rmaciones hechas

en cada uno de ellos.

Sea F un conjunto cerrado en E=G.

( 1 ) Probaremos primero que i(p�1(F )) = q�1('(F )) \ E. Probando esto sabremos que

q�1('(F )) \ E es cerrado en X, pues q es continua, i es cerrada (E es cerrado en X) y F es

cerrado

( 2 ) Tenemos que probar que '(F ) es cerrado en X=Af(n+ k). Supongamos que no es así.

Probaremos que entonces existe e 2 q�1('(F )) \ E tal que e =2 q�1('(F )) \ E:

(3) Usando el hecho de que q es abierta, probaremos que para toda A � X=Af(n + k) se
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tiene que q�1(A) = q�1(A). Para A = '(F ), ( 2 ) nos da una contradicción.

Demostración de ( 1 ). Sea x 2 i(p�1(F )). Entonces x 2 E (porque está en la imagen de i) y

x 2 p�1(F ). Es decir, p(x) 2 F . Entonces '(p(x)) 2 '(F ). Pero (q � i)(x) = (' � p)(x) 2 '(F ).

Es decir, x = i(x) 2 q�1('(F )).

Sea ahora x 2 q�1('(F )) \ E. Entonces x 2 E y x 2 q�1('(F )). Entonces i(x) = x 2

q�1('(F )). Es decir, q(i(x)) 2 '(F ). Pero (q�i)(x) = ('�p)(x). Entonces '(p(x)) 2 '(F ). Como

' es inyectiva, p(x) 2 F . Entonces x 2 p�1(F ) y x 2 E. Por lo tanto, x = i(x) 2 i(p�1(F )).

Esto prueba ( 1 ).

Demostración de ( 2 ). Supongamos que '(F ) no es cerrado en X. Entonces existe y 2 '(F )

tal que y =2 '(F ). Tenemos entonces que q�1(y) � q�1('(F )) pero q�1(y) \ q�1('(F )) = ?.

como q � i es suprayectiva, existe e 2 E \ q�1(y). Esto signi�ca que e 2 q�1('(F )) \ E y

e =2 E \ q�1('(F )) = E \ q�1('(F )).

Demostración de ( 3 ). Sea A un subconjunto de X. Sabemos que q�1(A) � q�1(A) porque

q es continua. Probaremos que X � q�1(A) � X � q�1(A). Sea x 2 X � q�1(A). Entonces,

como X � q�1(A) es abierto y q es abierta, tenemos que W = q(X � q�1(A)) es abierto.

Además, W \ A = ? porque dado y 2 W , tenemos que y = q(y0) con y0 =2 q�1(A), y entonces

y = q(y0) =2 A. Entonces W es un abierto en X=Af(n + k), q(x) 2 W y W \ A = ?. Por lo

tanto, q(x) =2 A y x =2 q�1(A). Con esto terminamos la demostración del lema.�
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Capítulo 3

Versión matricial.

Notación.

Para i = 1; :::; n, denotamos por �i a la proyección de Rn en el subespacio que consta de los

vectores cuya i-ésima coordenada es cero y por Rn�1i a �i(Rn).

De aquí en adelante vamos a escribir como 1 al vector (1; 1; 1; :::; 1) 2 Rn.

Además < Y1; :::Yr > es el subespacio generado por Y1; :::Yr, ya sean estos vectores ó sube-

spacios.

Consideremos al conjunto X de todas las parejas (A;B) donde

( i ) A =

0BBBBBBBBB@

0 a12 ::: ::: a1n

a21 0 a23 a24 a2n

::: ::: 0 ::: :::

an�11 an�12 ::: 0 an�1n

an1 an2 ::: ann�1 0

1CCCCCCCCCA
es una matriz de n�n con ceros en la diagonal.

( ii ) B =

0BBB@
b1n+1 ::: b1n+k

::: ::: :::

bnn+1 ::: bnn+k

1CCCA es una matriz de k � n.

Denotaremos por (A1; :::; An) a las columnas de A y por (Bn+1; :::; Bn+k) a las columnas de

B.

Observemos que Bn+1; :::; Bn+k son vectores en Rn y cada Ai, i = 1; :::; n, es un vector en

Rn.

3.1 De�nición. Sea M el subconjunto de X que consta de las parejas (A;B) tales que
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( iii ) Los vectores Bn+1; :::; Bn+k; 1 son linealmente independientes.

( iv ) Los vectores Ai; �i(Bn+1); :::; �i(Bn+k); �i(1) son linealmente independientes.

3.2 Supongamos que tenemos (L1; :::; Ln) tal que Li se escribe como

Li = ftei +
nX
j=1

aijej +
n+kX
j=n+1

bijej : t 2 Rg.

Entonces le podemos asociar a (L1; :::; Ln) el siguiente elemento (A;B) en X:

0BBBBBBBBB@

0BBBBBBBBB@

0 a12 ::: ::: a1n

a21 0 a23 a24 a2n

::: ::: 0 ::: :::

an�11 an�12 ::: 0 an�1n

an1 an2 ::: ann�1 0

1CCCCCCCCCA
;

0BBB@
b1n+1 ::: b1n+k

::: ::: :::

bnn+1 ::: bnn+k

1CCCA

1CCCCCCCCCA

3.3 Ejemplo.

Consideremos las siguientes cinco líneas en R6 (aqui n = 5 y k = 1):

L1 = fte1 + e2 + e6 : t 2 Rg

L2 = fte2 + e3 + 2e6 : t 2 Rg

L3 = fte3 + e4 : t 2 Rg

L4 = fte4 + e5 : t 2 Rg

L5 = fte5 + e1 + e6 : t 2 Rg.

Entonces a (L1; :::; L5) le corresponde la pareja (A;B) donde

A =

0BBBBBBBBB@

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

1 0 0 0 0

1CCCCCCCCCA
y B =

0BBBBBBBBB@

1

2

0

0

1

1CCCCCCCCCA
.
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El siguiente teorema nos da un criterio para decidir si una con�guración de líneas �ja, y así

podemos decir que las líneas en este ejemplo �jan.

3.4 Teorema. Sea (L1; :::; Ln) como arriba. Entonces (L1; :::; Ln) �ja si y solo si se cumple

que

( i ) Bn+1; :::; Bn+k; 1 son linealmente independientes.

( ii ) Ai; �i(Bn+1); :::; �i(Bn+k); �i(1) son linealmente independientes.

Demostración.

Por de�nición, (L1; :::; Ln) �ja si y sólo si dada g 2 Af(n + k) con g(Li) = Li para toda

i = 1; ::; n, g tiene que ser la identidad. Como g tiene que preservar las direcciones de las líneas,

g tiene la forma de los elementos de G, es decir es la composición de una función lineal de la

forma

g =

0BBBBBBBBBBBBBBB@

�1 0 0 0 y1n+1 ::: y1n+k

0 �2 0 0 y2n+1 ::: y2n+k

0 0 ::: 0 ::: ::: :::

0 0 0 �n ynn+1 ::: ynn+k

0 0 0 0 �n+1 ::: yn+1n+k

0 0 0 0 ::: ::: :::

0 0 0 0 yn+kn+1 ::: �n+k

1CCCCCCCCCCCCCCCA
con una traslación T (x) = x+ r, donde

r =

0BBB@
r1

:::

rn+k

1CCCA .
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Entonces,

g(Li) = ftei

+
nX
j=1

(aij�j + b
i
n+1y

j
n+1 + b

i
n+2y

j
n+2 + :::+ b

i
n+ky

j
n+k + rj)ej

+
n+kX
j=n+1

(bin+1y
j
n+1 + b

i
n+2y

j
n+2 + :::+ b

i
n+ky

j
n+k + rj)ej

: t 2 Rg.

De manera que g(Li) = Li para toda i si y sólo si

aij�j + b
i
n+1y

j
n+1 + b

i
n+2y

j
n+2 + :::+ b

i
n+ky

j
n+k + rj = a

i
j

para toda i = 1; :::; n y para toda j = 1; :::; n, y

bin+1y
j
n+1 + b

i
n+2y

j
n+2 + :::+ b

i
n+ky

j
n+k + rj = b

i
j

para toda i = 1; :::; n y para toda j = n+ 1; :::; n+ k.

Y ahora (L1; :::; Ln) �ja si y sólo si las condiciones de arriba implican que

Para i = 1; :::; n se tiene que �i = 1,

para j = n+ 1; :::; n+ k, yrj = 0 si r 6= j y yrj = 1 si r = j,

para j = 1; :::; n+ k, se tiene que rj = 0.

Veamos por ejemplo que sucede para �1; y1n+1; y
1
n+2; :::; y

1
n+k; r1. En este caso tenemos el

sistema de ecuaciones

a21�1 + b
2
n+1y

1
n+1 + b

2
n+2y

1
n+2 + :::+ b

2
n+ky

1
n+k + r1 = a21

a31�1 + b
3
n+1y

1
n+1 + b

3
n+2y

1
n+2 + :::+ b

3
n+ky

1
n+k + r1 = a31

:::

an1�1 + b
n
n+1y

1
n+1 + b

n
n+2y

1
n+2 + :::+ b

n
n+ky

1
n+k + r1 = an
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Este es un sistema de n � 1 ecuaciones con k + 2 incógnitas. Recordemos que k � n � 3

(capítulo 1, 1.6), por lo cual tiene sentido la pregunta si hay una única solución. La identidad

es una solución. Consideremos la matriz A del sistema. A representa una tranformación lineal

de Rk+2 en Rn�1. La solución del sistema es única si y sólo si la dimensión del núcleo de A es

cero, es decir, si la dimensión de la imágen de A es k + 2, es decir si las columnas

0BBBBBB@
a21

a31

:::

an1

1CCCCCCA ;
0BBBBBB@
b2n+1

b3n+1

:::

bnn+1

1CCCCCCA ; :::;
0BBBBBB@
b2n+k

b3n+k

:::

bnn+k

1CCCCCCA ;
0BBBBBB@
1

1

:::

1

1CCCCCCA
son linealmente independientes. Pero esto es exáctamente la condiciónA1; �1(Bn+1); :::; �1(Bn+k); �1(1)

linealmente independientes. Análogamente, para i = 2; :::; n, el sistema de ecuaciones con

�i; y
i
n+1; y

i
n+2; :::; y

i
n+k; ri como incógnitas tiene una única solución si y sólo siAi; (Bn+1)

i; :::; (Bn+k)
i; (1)i

son linealmente independientes.

Veamos ahora que pasa con el sistema que tiene yn+1n+1; y
n+1
n+2; :::; y

n+1
n+k; rn+1 como incógnitas.

En este caso tenemos

b1n+1y
n+1
n+1 + b

1
n+2y

n+1
n+2 + :::+ b

1
n+ky

n+1
n+k + rn+1 = b1n+1

b2n+1y
n+1
n+1 + b

2
n+2y

n+1
n+2 + :::+ b

2
n+ky

n+1
n+k + rn+1 = b2n+1

:::

bnn+1y
n+1
n+1 + b

n
n+2y

n+1
n+2 + :::+ b

n
n+ky

n+1
n+k + rn+1 = bnn+1

que es un sistema de n ecuaciones con k + 1 incógnitas. La identidad es solución e igual que

arriba, la solución es única si y sólo si las columnas de la matriz del sistema son linealmente

independientes, lo cual es equivalente a que Bn+1; :::; Bn+k; 1 sean linealmente independientes

en Rn.�

3.5 Teorema. M es homeomorfo a E.

Demostración.

De�nimos ' : E ! M como '(L1; :::; Ln) = (A;B), donde (A;B) es la pareja de�nida en
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3.2. El teorema 3.4 nos dice que ' está bien de�nida y es suprayectiva. Además claramente '

es inyectiva.

Para convencerse de la continuidad tanto de ' como de su inversa, basta con observar

cómo es la topología en M . M es un subespacio de Rn(n+k) y hereda la topología de este

espacio. Es decir, la distancia entre dos parejas de matrices depende de la distancia coordenada

a coordenada. Como la distancia entre líneas paralelas se mide de la misma manera (es decir,

la distancia entre ftv + w : t 2 Rg y ftv + y : t 2 Rg depende de la distancia entre w y y), y

(L1; :::; Ln) y (L01; :::; L
0
n) están cerca si para toda i = 1; :::; n se tiene que Li y L

0
i están cerca,

la manera de medir distancia en M y en E es la misma, por lo que ' y su inversa van a ser

continuas.�

3.6 La acción de G en M.

Teníamos la acción de G en E. Ahora tenemos una acción de G enM dada por (g; (A;B)) 7!

'(g('�1(A;B))). Como la acción de G en E es libre, la acción de G en M también lo es. De

hecho, como ' es un homeomor�smo,M=G y E=G son homeomorfos. Así, para describir 1nAn+k

basta con describir M=G.

Finalmente, veamos como está dada la acción de G en M . Sea (A;B) 2M . Y sea g 2 G la

composición de

0BBBBBBBBBBBBBBB@

�1 0 0 0 y1n+1 ::: y1n+k

0 �2 0 0 y2n+1 ::: y2n+k

0 0 ::: 0 ::: ::: :::

0 0 0 �n ynn+1 ::: ynn+k

0 0 0 0 �n+1 ::: yn+1n+k

0 0 0 0 ::: ::: :::

0 0 0 0 yn+kn+1 ::: �n+k

1CCCCCCCCCCCCCCCA
con una traslación por el vector

0BBBBBBBBBBBBBBB@

r1

r2

:::

:::

:::

:::

rn+k

1CCCCCCCCCCCCCCCA
.

Entonces

g(A;B) = g((A1; :::; An); (Bn+1; :::; Bn+k))

= ((�1A1 + y
1
n+1�1(Bn+1) + :::+ y

1
n+k�1(Bn+k) + r1�1(1); :::; �nAn + y

n
n+1�n(Bn+1) + :::+ y

n
n+k�n(Bn+k) + rn�n(1));

(yn+1n+1Bn+1 + :::+ y
n+1
n+kBn+k + rn+11; :::; y

n+k
n+1Bn+1 + :::+ y

n+k
n+kBn+k + rn+k1)).
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Capítulo 4

Los invariantes.

A cada n-ada de líneas en F3 le asignaremos un conjunto de invariantes, que consta de un

punto P en G(k + 1; n� k � 1) (Recordemos que G(r;m) es la Grassmanniana de subespacios

de dimensión r en Rr+m) y una n-ada de parejas, ((P1;H1); :::; (Pn;Hn)), cada una en G(k +

1; n� k � 2)�G(k + 2; n� k � 3) con la propiedad de que Pi � Hi.

Primero de�niremos los invariantes para líneas en E, usando la base canónica e1; :::; en+k

de Rn+k. Esta de�nición se puede extender a todas las líneas en F3, usando otras bases y luego

probando que la de�nición es independiente de la base elegida.

Probaremos que (L01; :::; L
0
n) es imágen bajo el grupo afín de (L1; :::; Ln) si y sólo si sus

conjuntos de invariantes coinciden. De esta manera, cada elemento de F3=Af(n + k) =1n An+k

quedará determinado de manera única por su conjunto de invariantes.

4.1 El invariante principal.

Dado que E es homeomorfo a M , en vez de pensar en (L1; :::; Ln) en E vamos a pensar en

la correspondiente pareja (A;B) en M . De�niremos una función � :M ! G(k + 1; n� k � 1).

Sea (A;B) 2M . Entonces B = (Bn+1; :::; Bn+k). Como ya dijimos, cada una de estas columnas

es un vector en Rn.

Sea

�(A;B) =< Bn+1; :::; Bn+k; 1 > .

Recordemos que una de las condiciones sobre los elementos de M es que Bn+1; :::; Bn+k; 1 sean

linealmente independientes, por lo que � está bien de�nida.
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Probaremos que � es constante en las órbitas de G en M . Sea (A0; B0) 2 G(A;B). Entonces

existe g 2 G con g(A;B) = (A0; B0). Por la manera en que está de�nida la acción de G, tenemos

que para toda j = n+ 1; :::; n+ k existen yjn+1; :::; y
j
n+k; rj 2 R tales que

B0j = y
j
n+1Bn+1 + :::+ y

j
n+kBn+k + rj1.

Esto quiere decir que < B0n+1; :::; B
0
n+k; 1 >�< Bn+1; :::; Bn+k; 1 >. Pero ambos subespacios

son de la misma dimensión, por lo que tienen que ser iguales.

4.2 Ejemplo.

El invariante principal de las cinco líneas en R6 del ejemplo 3.3 es el plano en R5 generado

por 1 = (1; 1; 1; 1; 1) y B = (1; 2; 0; 0; 1). Este es un punto en la Grassmanniana G(2; 3) de

planos por el orígen en R5.

4.3 Los invariantes secundarios.

Recordemos que, para i = 1; :::; n, denotamos por Rn�1i al subespacio �i(Rn) de Rn. Vamos

a de�nir funciones 'i que le asignan a cada pareja (A;B) 2M una pareja (Pi(A;B);Hi(A;B))

donde Pi(A;B) es un k + 1 subespacio en Rn�1i , Hi(A;B) es un k + 2-subespacio de Rni y

Pi(A;B) � Hi(A;B).

Sea Pi(A;B) = �i(�(A;B)) =< �i(Bn+1); :::; �i(Bn+k); �i(1) > .

Observese que otra vez las condiciones sobre los elementos de M nos garantizan que este es un

subespacio de dimensión k + 1.

Tenemos que Ai 2 Rn�1i .

Sea Hi(A;B) =< Pi(A;B); Ai > .

De esta manera hemos de�nido una función 'i de M en el conjunto

f(P;H) : P 2 G(k + 1; n� k � 2);H 2 G(k + 2; n� k � 3); P � Hg.

Probaremos que 'i es constante en las órbitas de G en M . Sea (A0; B0) 2 G(A;B). Entonces
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existe T 2 G con T (A;B) = (A0; B0). Por de�nición de los elementos de G esto implica que

para i = 1; ::; n existen �i; yin+1; y
i
n+2; :::; y

i
n+k; ri 2 R con �i 6= 0 tales que

A0i = �iAi + y
i
n+1�i(Bn+1) + y

i
n+2�i(Bn+2) + :::+ y

i
n+k�i(Bn+k) + ri�i(1)

Además, demostramos arriba que Pi(A0; B0) = Pi(A;B). Es decir, Hi(A0; B0) � Hi(A;B).Como

ambos subespacios son de la misma dimensión, tenemos que son iguales.

4.4 Ejemplo.

Los invariantes secundarios de las cinco líneas en R6 del ejemplo 3.3 son:

( I ) P1(A;B) es la proyección del invariante principal en R41 (el subespacio de R5 de los

puntos cuya primera coordenada es cero), es decir, el plano en R5 generado por (0; 2; 0; 0; 1) y

(0; 1; 1; 1; 1). Tenemos que A1 = (0; 0; 0; 0; 1) está en R41, y H1(A;B) es el subespacio de dimen-

sión tres en R5 generado por (0; 0; 0; 0; 1), (0; 2; 0; 0; 1) y (0; 1; 1; 1; 1). Así, el primer invariante

secundario es la pareja (P1(A;B);H1(A;B)) de un plano y 3-subespacio de R41, donde el plano

está contenido en el 3-subespacio.

( II ) P2(A;B) es la proyección del invariante principal en R42 (el subespacio de R5 de los

puntos cuya segunda coordenada es cero), es decir, el plano en R5 generado por (1; 0; 0; 0; 1)

y (1; 0; 1; 1; 1). H2(A;B) es el subespacio de dimensión tres en R5 generado por (1; 0; 0; 0; 0),

(1; 0; 0; 0; 1) y (1; 0; 1; 1; 1). Así, el segundo invariante secundario es la pareja (P2(A;B);H2(A;B))

de un plano y 3-subespacio de R42, donde el plano está contenido en el 3-subespacio.

( III ) P3(A;B) es la proyección del invariante principal en R43 (el subespacio de R5 de los

puntos cuya tercera coordenada es cero), es decir, el plano en R5 generado por (1; 2; 0; 0; 1)

y (1; 1; 0; 1; 1). H2(A;B) es el subespacio de dimensión tres en R5 generado por (0; 1; 0; 0; 0),

(1; 2; 0; 0; 1) y (1; 1; 0; 1; 1). Así, el tercer invariante secundario es la pareja (P3(A;B);H3(A;B))

de un plano y 3-subespacio de R43, donde el plano está contenido en el 3-subespacio.

( IV ) P4(A;B) es la proyección del invariante principal en R44 (el subespacio de R5 de

los puntos cuya cuarta coordenada es cero), es decir, el plano en R5 generado por (1; 2; 0; 0; 1)

y (1; 1; 1; 0; 1). H2(A;B) es el subespacio de dimensión tres en R5 generado por (0; 0; 1; 0; 0),

(1; 2; 0; 0; 1) y (1; 1; 1; 0; 1). Así, el cuarto invariante secundario es la pareja (P4(A;B);H4(A;B))

de un plano y 3-subespacio de R44, donde el plano está contenido en el 3-subespacio.
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( V ) P5(A;B) es la proyección del invariante principal en R45 (el subespacio de R5 de los

puntos cuya quinta coordenada es cero), es decir, el plano en R5 generado por (1; 2; 0; 0; 0)

y (1; 1; 1; 1; 0). H2(A;B) es el subespacio de dimensión tres en R5 generado por (0; 0; 0; 1; 0),

(1; 2; 0; 0; 0) y (1; 1; 1; 1; 0). Así, el quinto invariante secundario es la pareja (P5(A;B);H5(A;B))

de un plano y 3-subespacio de R45, donde el plano está contenido en el 3-subespacio.

4.5 El conjunto de invariantes determina completamente la con�guración.

Ya vimos que si dos n-adas de líneas son equivalentes, tienen los mismos invariantes. Supong-

amos que los invariantes asignados a (A;B) son los mismos que los invariantes asignados a

(A0; B0). Como �(A;B) = �(A0; B0) tenemos que < Bn+1; :::; Bn+k; 1 >=< B0n+1; :::; B
0
n+k; 1 >.

Es decir, para toda j = n+ 1; :::; n+ k existen yjn+1; :::; y
j
n+k; rj 2 R tales que

B0j = y
j
n+1Bn+1 + :::+ y

j
n+kBn+k + rj1.

Sea i 2 f1; :::; ng. Como (Pi(A;B);Hi(A;B)) = (Pi(A
0; B0);Hi(A0; B0)), tenemos que existen

�i; y
i
n+1; y

i
n+2; :::; y

i
n+k; ri 2 R con �i 6= 0 tales que

A0i = �iAi + y
i
n+1�i(Bn+1) + y

i
n+2�i(Bn+2) + :::+ y

i
n+k�i(Bn+k) + ri�i(1).

Sea g 2 G tal que g la parte lineal de g es

0BBBBBBBBBBBBBBB@

�1 0 0 0 y1n+1 ::: y1n+k

0 �2 0 0 y2n+1 ::: y2n+k

0 0 ::: 0 ::: ::: :::

0 0 0 �n ynn+1 ::: ynn+k

0 0 0 0 yn+1n+1 ::: yn+1n+k

0 0 0 0 ::: ::: :::

0 0 0 0 yn+kn+1 ::: yn+kn+k

1CCCCCCCCCCCCCCCA
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compuesta con la traslación traslación T (x) = x+ r con

r =

0BBBBBB@
r1

r2

:::

rn+k

1CCCCCCA .

Entonces g(A;B) = g(A0; B0). Así, dos con�guraciones en E son equivalentes si y sólo si sus

invariantes son los mismos.

4.6 De�nición de los invariantes en F3.

Sea (L1; :::; Ln) en F3. Sean d1; :::; dn las direcciones de L1; :::; Ln. Sea H el subespacio

ortogonal a < d1; :::; dn > y dn+1; :::; dn+k una base para H. Cada una de las líneas Li se puede

escribir en términos de d1; :::; dn+k. Igual que antes, podemos de�nir una pareja de matrices

(A;B), donde A es la matriz de n�n cuya entrada aij es el coe�ciente de dj en la expresión de

la línea Li (con i; j 2 f1; :::; ng), y B es la matriz de k�n cuya entrada bij es el coee�ciente de

dn+j en la expresión de la línea Li (i 2 f1; :::; ng, j 2 f1; :::; kg). La matriz A está determinada

de manera única dada la n-ada de líneas, pero la matriz B depende de la base elegida para

H. Sin embargo, probaremos a continuación que para cualquier elección de base para H, el

subespacio generado por las columnas de B es el mismo. Si fv1; :::; vkg y fw1; :::; wkg son dos

bases de H, entonces cada wi =
Pk
j=1 �

i
jvj . Si

Li = ftdi +
nX
r=1

airdr +
kX
r=1

birwr : t 2 Rg

entonces

Li = ftdi +
nX
r=1

airdr +
kX
r=1

bir(
kX
j=1

�rjvj) : t 2 Rg

= ftdi +
nX
r=1

airdr +
kX
j=1

(
kX
r=1

bir�
r
j)vj : t 2 Rg

de modo que si (Bn+1; :::; Bn+k) y (B0n+1; :::; B
0
n+k) son las matrices que se obtienen usando

las bases fv1; :::; vkg y fw1; :::; wkg, respectivamente, entonces B0n+i es comabinación lineal de
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Bn+1; :::; Bn+k. Así, el subespacio que generan es el mismo. De manera que usando la pareja

(A;B) podemos de�nir los invariantes exáctamente de la misma manera que para las líneas en

E.

4.7 Los invariantes están bien de�nidos en F3.

Dada (L01; :::; L
0
n) 2 F3 con direcciones d1; :::; dn, la imágen de (L01; :::; L0n) bajo la trans-

formación lineal que lleva d1; :::; dn+k en la base canónica e1; :::; en+k es una n-ada de líneas

(L1; :::; Ln) 2 E tal que las matrices (A;B) asociadas a (L1; :::; Ln) y las asociadas a (L01; :::; L0n)

son idénticas. Pero para las líneas en E ya probamos que los invariantes están bien de�nidos.

Más aún, dos n-adas de líneas en F3 son equivalentes si y sólo si sus imágenes en E son equiv-

alentes, y esto sucede si y sólo si sus invariantes coinciden.

Hasta ahora, nuestros invariantes son sólo puntos en ciertos conjuntos. No hemos toma-

do en cuenta la topología de nuestros espacios de con�guraciones. Ahora vamos a incorporar

las propiedades topológicas de nuestros espacios usando un haz �brado que describiremos a

continuación.
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Capítulo 5

Descripción del haz �.

5.1 De�nición de #k;n�2.

Sean n; k 2 N, con k � n� 3. Sea #k;n�2 el haz

Pn�k�3 ,! Ek;n�2

#

G(k; n� k � 2)

cuya base es la Grassmanniana G(k; n� k � 2); cuyo espacio total es

Ek;n�2 = f(P;H) : P 2 G(k; n� k � 2), H 2 G(k + 1; n� k � 3), P � Hg

con la proyección � : Ek;n�2 ! G(k; n � k � 2) dada por �(P;H) = P . Notemos que la �bra

��1(x) es el espacio proyectivo Pn�k�3.

5.2 Ejemplo.

Si n = 5 y k = 1, tenemos el haz #1;3. Este es un haz con base el espacio proyectivo P 2 y

espacio total parejas (l;H), donde l es línea por el orígen en R3 y H un plano que contiene a

l. La proyección � : E1;3 ! P 2 manda cada pareja (l;H) en la línea l. Dada una línea �ja l, la

�bra ��1(l) sobre l es el conjunto de todos los planos por el orígen en R3 que contienen a l. La

proyección en el plano en R3 ortogonal a l nos da un homeomor�smo entre la �bra ��1(l) y un

espacio proyectivo P 1. En este caso se puede dar una descripción más precisa de #1;3: pensemos
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en la esfera S3. Cada línea por el orígen nos da una pareja de puntos antipodales en S3. Cada

plano que contiene a l nos da una pareja de vectores unitarios antipodales en el plano tangente

a S3 en los puntos determinados por l. De esta manera se puede ver que #1;3 es el haz tangente

proyectivizado a P 2. (ver [S]).

5.3 Ejemplo.

Si n = 5 y k = 2 tenemos el haz #2;3. Este es un haz con base la Grassmanniana de planos

en R3 (que es homeomorfa a P 2) y con espacio total parejas (P;H) donde P es un plano por el

orígen en R3 y H es un subespacio de dimensión tres, de los cuales sólo hay uno: todo R3. Así,

la �bra es un sólo punto y #2;3 es homeomorfo a P 2.

5.4 De�nición de una función f : (G(k; n� k � 1)��)!
Q
G(k; n� k � 2).

Consideremos ahora la Grassmanniana G(k; n � k � 1) de subespacios de dimensión k en

Rn�1. Vamos a de�nir algunas funciones fi, con i = 1; :::; n, de la Grassmanniana G(k; n�k�1)

en la Grassmanniana G(k; n� k� 2) de subespacios de dimensión k en Rn�2. Para ello, vamos

a considerar tanto a Rn�1 como a Rn�2 como ciertos subespacios de Rn y vamos a proyectar

cada k-subespacio de Rn�1 en Rn�2.

El subespacio H ortogonal a 1 en Rn es isomorfo (y homeomorfo) a Rn�1, y si tomamos la

inclusión j : Rn�1 ! Rn cuya imágen es H, cada P 2 G(k; n � k � 1) se puede ver como un

k-subespacio en H � Rn.

Dado un k-subespacio P en H � Rn y dada i 2 f1; :::; ng, su imágen bajo la proyección �i
es otra vez un k-subespacio en Rn�1i . En principio, �i(P ) puede o no contener a �i(1). Sea

� = fP 2 G(k; n� k � 1) : para alguna i = 1; :::; n; (�i � j)(P ) contiene a �i(1)g

Sea qi la proyección de Rn�1i en el subespacio de Rn�1i ortogonal a �i(1). Entonces, para

toda P 2 G(k; n � k � 1) � �, la composición qi � �i � j le asigna a P un k-subespacio en

qi(Rn�1i ) �= Rn�2. Llamamos fi a qi � �i � j, y así hemos de�nido una función continua de

G(k; n� k � 1)�� en G(k; n� k � 2).

Sea f : G(k; n� k � 1)��!
QnG(k; n� k � 2) dada por f(P ) = (f1(P ); :::; fn(P )).

5.5 De�nición de �.
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En
QnG(k; n� k� 2) tenemos el haz producto #k;n�2� :::�#k;n�2. El haz � es el pullback

f�(#k;n�2 � :::� #k;n�2).

5.6 El haz � es homeomorfo a la suma de Whitney f�1 (#k;n�2)� :::� f�n(#k;n�2).

Dado un haz # sobre un espacio base B, podemos pensar en el producto #�# sobre B�B.

Supongamos que tenemos una función f : X ! B � B dada por f(x) = (f1(x); f2(x)) con

fi : X ! B. Esto nos de�ne un haz sobre X: el pullback f�(#� #).

Por otro lado, observemos que f se puede ver como la composición f�d, donde d : X ! X�X

es el mapeo diagonal d(x) = (x; x) y f : X �X ! B �B es la función f(x; y) = (f1(x); f2(y)).

Entonces, f�(#�#) = (f �d)�(#�#). Pero se sabe (ver por ejemplo [H]) que (f �d)�(#�#) =

d�(f
�
(#�#)). Además, f�(#�#) es f�1 (#)�f�2 (#). De manera que f�(#�#) = d�(f�1 (#)�f�2 (#)),

lo cual por de�nición es la suma deWhitney f�1 (#)�f�2 (#). Este argumento se puede generalizar a

un número �nito de factores, por lo tanto, f�(#k;n�2�:::�#k;n�2) = f�1 (#k;n�2)�:::�f�n(#k;n�2).

5.7 Descripción del conjunto �.

De�nimos el conjunto � como

� = fP 2 G(k; n� k � 1) : para alguna i = 1; :::; n, (�i � j)(P ) contiene a �i(1)g.

Como j : Rn�1 ! Rn es un encaje, � es homeomorfo al conjunto

j(�) = fP � H : para alguna i = 1; :::; n, �i(1) 2 �i(P )g.

Describiremos este conjunto. Supongamos que P 2 j(�). Entonces P \ ��1i (�i(1)) 6= ? para

alguna i 2 f1; :::; ng. Pero H \ ��1i (�i(1)) es un solo punto pi (el vector en Rn que tiene 1 en

todas sus coordenadas excepto en la i-ésima, y su i-ésima coordenada es 1�n). De manera que

pi 2 P . Inversamente, si pi 2 P para alguna i 2 f1; :::; ng, entonces �i(pi) = �i(1) 2 �i(P ), por

lo que P 2 j(�). El conjunto de P en H �= Rn�1 que contienen a un vector �jo pi es homeomorfo

a G(k�1; n�k�1). Así, j(�) es homeomorfo a la unión de n Grassmannianas G(k�1; n�k�1)

(una por cada i 2 f1; :::; ng). La dimensión de G(k � 1; n � k � 1) es (k � 1)(n � k � 1) y la

dimensión de G(k; n�k�1) es k(n�k�1), de manera que la codimensión de � en G(k; n�k�1)

es mayor o igual que dos.
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Capítulo 6

Descripción de 1nAn+k.

Sean � el haz que de�nimos en la sección anterior, E su espacio total y �� : E ! G(k; n �

k � 1)�� su proyección.

6.1 Teorema. El espacio 1nAn+k es homeomorfo a E . Más aún, el espacio de los invariantes

principales es homeomorfo a G(k; n� k� 1)�� y las �bras (��)�1(P ) corresponden a aquellas

con�guraciones de líneas que tienen el mismo invariante principal.

Demostración.

Probaremos primero que el espacio de los invariantes principales es homeomorfo a G(k; n�

k�1)��. Recordemos que la función � :M ! G(k+1; n�k�1)��, que a cada con�guración

le asocia su invariante principal, es constante en las órbitas de la acción de G en M , y por lo

tanto tenemos una función:

� :M=G! G(k + 1; n� k � 1).

El espacio de los invariantes principales es la imágen de �. Veamos cuál es ésta imágen. Cualquier

k+1-subespacio de Rn que esté en la imágen de � contiene, por de�nición de �, al vector 1. Sea

P un k+1-subespacio de Rn que contenga al 1. Sea Bn+1; :::; Bn+k; 1 un conjunto de generadores

de P . Si para alguna i 2 f1; :::; ng se tiene que �i(Bn+1); :::; �i(Bn+k); �i(1) no son linealmente

independientes, esto signi�ca que P no está en la imágen de � (ver 3.4).

Supongamos entonces que para toda i = 1; :::; n los vectores �i(Bn+1); :::; �i(Bn+k); �i(1)

son linealmente independientes. Entonces generan un subespacio de dimensión k+1 en Rn�1i
�=
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Rn�1. Como k � n � 3, podemos elegir un vector Ai en Rn�1i linealmente independiente de

�i(Bn+1); :::; �i(Bn+k); �i(1). Y entonces, por 3.4, la con�guración de líneas correspondiente a

(A;B) = ((A1; :::; An); (Bn+1; :::; Bn+k)) está en M y su imágen bajo � es P .

Tenemos entonces que la imágen de � es el subconjunto de G(k + 1; n � k � 1) que consta

de los k+1 subespacios en Rn tales que contienen al 1 y para toda i = 1; :::; n su proyección en

Rn�1i sigue siendo de dimensión k + 1. La proyección en el subespacio H ortogonal a 1 nos da

un homeomor�smo entre la imágen de � y G(k; n� k � 1)��.

Para cada i = 1; :::; n tenemos también la función 'i que a cada (A;B) 2 M le asigna su

invariante secundario (Pi(A;B);Hi(A;B)). Como esta función es constante en las órbitas de G

en M , tenemos

'i :M=G! f(P;H) : P 2 G(k + 1; n� k � 2);H 2 G(k + 2; n� k � 3); P � Hg.

Veremos ahora que la imágen de 'i es homeomorfa a Ek;n�2. Sea (Pi(A;B);Hi(A;B)) en la

imágen de 'i. Entonces, por de�nición de 'i, tanto Pi(A;B) como Hi(A;B) contienen al vec-

tor �i(1). La composición con qi (la proyección en el espacio ortogonal a �i(1)) nos da un

homeomor�smo entre la imágen de 'i y Ek;n�2.

Daremos ahora un homeomor�smo ' :M=G! E . Por de�nición, el espacio E es

E = f(P; ((P1;H1); :::; (Pn;Hn))) 2 (G(k; n� k � 1)��)� (Ek;n�2 � :::� Ek;n�2)

: f(P ) = (P1; :::; Pn)g:

Dado (A;B) 2M=G, de�nimos

'(A;B) = ((p � �)(B); ((q1 � '1)(A;B); :::; (qn � 'n)(A;B)):

Recordemos que 'i(A;B) = (Pi(A;B);Hi(A;B)). Para que ' esté bien de�nida sólo falta ver

que

f((p � �)(B)) = (q1(P1(A;B)); :::; qn(Pn(A;B))).
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Pero

f((p � �)(B)) = (f1(p(�(A;B))); :::; f1(p(�(A;B))))

= (q1(�1(�(A;B))); :::; qn(�n(�(A;B)))

= ((q1 � '1)(A;B); :::; (qn � 'n)(A;B)):

Con eso basta, pues la biyectividad de ' la vimos cuando demostramos que el conjunto de

invariantes es único para cada con�guración, y las funciones que le asignan a un conjunto de

vectores el plano generado por ellos y las proyecciones son continuas y abiertas, y M=G tiene

la topología cociente.

Finalmente, sea P 2 G(k; n� k � 1)��. Entonces la �bra (��)�1(P ) es

(��)�1(P ) = f(P; ((P1;H1); :::; (Pn;Hn))) 2M : f(P ) = (P1; :::; Pn)g:

Tomando '�1((��)�1(P )), tenemos que la �bra sobre P corresponde a

f(A;B) : '(A;B) 2 (��)�1(P )g = f(A;B) : (p � �)(A;B) = Pg.

En la imágen de � tenemos que p es un homeomor�smo, por lo tanto dos con�guraciones están

en la misma �bra si y sólo si tienen el mismo invariante principal.�
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Capítulo 7

Algunos casos particulares.

7.1 El espacio 1
nAn de con�guraciones de n líneas en An es homeomorfo al pro-

ducto de n espacios proyectivos Pn�3.

El espacio 12A2 es el espacio de con�guraciones de dos líneas en el plano afín, pero dos líneas

en el plano nunca �jan (una homotesia en dirección de una de las líneas es una transformación

afín que deja �jas a las dos líneas pero no es la identidad). El espacio 1
3A3 es el espacio de

con�guraciones de tres líneas en el espacio afín de dimensión tres. Como aquí k = 0, la dimensión

de este espacio es n2� 3n, que es cero si n = 3. De manera que 13A3 es un espacio de dimensión

cero. Pero podemos veri�car diréctamente que cualesquiera dos ternas de líneas con direcciones

linealmente independientes y que �jen son equivalentes en el espacio afín de dimensión tres:

Sean (L1; L2; L3) y (L01; L
0
2; L

0
3) dos ternas de líneas en A3 con direcciones linealmente inde-

pendientes y que �jen. Si

L1 = fte1 + b1e2 + c1e3 : t 2 Rg

L2 = fte2 + a2e1 + c2e3 : t 2 Rg

L3 = fte3 + a3e1 + b3e2 : t 2 Rg
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y

L01 = fte1 + b01e2 + c01e3 : t 2 Rg

L2 = fte2 + a02e1 + c02e3 : t 2 Rg

L3 = fte3 + a03e1 + b03e2 : t 2 Rg

entonces, por 3.4 tenemos que a2 6= a3, b1 6= b3, c1 6= c3, a02 6= a03, b
0
1 6= b03 y c

0
1 6= c03. Sea

F 2 Af(3) la composición de la transformación lineal

0BBB@
a02�a03
a2�a3 0 0

0
b01�b03
b1�b3 0

0 0
c01�c02
c1�c2

1CCCA
con la traslación T (x) = x+ r con

r =

0BBB@
a2a03�a02a3
a2�a3

b1b03�b01b3
b1�b3

c1c02�c01c2
c1�c2

1CCCA .

Entonces F (Li) = L0i para toda i 2 f1; 2; 3g. Es decir, (L1; L2; L3) y (L01; L02; L03) son equivalentes

y 13A3 consta de un solo punto.

En general, k = 0, el espacioM descrito en 3.1 consta únicamente de matrices A de n�n con

ceros en la diagonal tales que para toda i 2 f1; :::; ng, Ai y �i(1) son linealmente independientes.

El invariante principal es el mismo para todas las con�guraciones: el subespacio < 1 > de Rn.

Para cada i 2 f1; :::; ng, el invariante secundario es una pareja (Pi;Hi) donde Pi =< �i(1) >

para cualquier con�guración y Hi es un plano por el orígen en Rn�1i que contiene a �i(1).

Por el teorema 6.1, 1nAn es homeomorfo a un haz �brado con base un solo punto y �bra el

producto de n espacios proyectivos Pn�3, cada uno de los cuales se obtiene al proyectar todos

los planos en Rn�1i que contienen a �i(1) en el subespacio de Rn�1i ortogonal a �i(1). Así,

el espacio de con�guraciones de 4 líneas en el espacio afín de dimensión 4 es homeomorfo a

T 4 = P 1 � P 1 � P 1 � P 1; el espacio de con�guraciones de cinco líneas en el espacio afín de

dimensión 5 es homeomorfo al producto de cinco planos proyectivos P 2, y así sucesivamente.

34



7.2 El espacio 1
nA2n�3 de con�guraciones de n líneas en An es homeomorfo a la

Grassmanniana G(n � 3; 2) � �, donde � es un complejo simplicial de dimensión

2(n� 4).

En este caso, k = n�3. Como 0 � k � n�3, este es el caso en el cual el valor de k es máximo.

El invariante principal está dado por un subespacio de dimensión n� 2 de Rn que contiene a 1.

Para cada i 2 f1; :::; ng, el invariante secundario está dado por una pareja (Pi;Hi) donde Pi es

un subespacio de dimensión n� 2 de Rn�1i y Hi es un subespacio de dimensión n� 1 en Rn�1i y

por lo tanto tiene que ser igual a Rn�1i para cualquier con�guración. Como Pi se puede obtener

a partir de P mediante �i, toda la información acerca de una con�guración debe estar contenida

en el invariante principal. Esto se con�rma si aplicamos el teorema 6.1: de acuerdo con este

teorema 1nA2n�3 es homeomorfo a un haz �brado con base G(n� 3; 2)�� (que es el espacio de

los invariantes principales), y �bra el producto de n espacios Pn�(n�3)�3 = P 0 que es un solo

punto. Además, probamos en 5.7 que � es la unión de n Grassmannianas G(n � 4; 2). En 8.4

describiremos cómo están pegadas estas n Grassmannianas que componen el conjunto �. Así,

el espacio de con�guraciones de 4 líneas en A5 es homeomorfo al espacio proyectivo P 2 al cual

se le han quitado 5 puntos; el espacio de con�guraciones de 5 líneas en A7 es homeomorfo a la

Grassmanniana G(2; 2) de planos en R4 a la cual se le han quitado 5 espacios proyectivos P 2,

y así sucesivamente.

7.3 El espacio 1
5A6 de con�guraciones de cinco líneas en A6.

En este caso, ni el espacio de invariantes principales ni el espacio de invariantes secundarios

son triviales. Para cada con�guración, el invariante principal es un plano en R5 (recordemos el

ejemplo 4.2) y, para cada i 2 f1; :::; 5g, el invariante secundario es una pareja (Pi;Hi) donde Pi
es un plano en R4i que contiene a 1 y Hi es un subespacio de dimensión 3 en R4i que contiene

a Pi (ver el ejemplo 4.4). En 5.2 vimos la construcción del haz #1;3, que es homeomorfo al

haz tangente de P 2 proyectivizado. Tomamos el producto de cinco de estos haces y la función

f : (P 3 ��)! P 2 � P 2 � P 2 � P 2 � P 2. En 8.5 diremos algo más sobre la función f . En este

caso, � consta de cinco puntos.
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Capítulo 8

Otro punto de vista: con�guraciones

de puntos.

Los espacios 1nAn+k son haces �brados con base G(k; n�k� 1)�� y �bra Pn�k�3. Se sabe

que G(k; n�k�1) es homeomorfo al espacio de con�guraciones de n puntos en Ak (denotaremos

por 0nAk a este espacio) y que Pn�k�3 es homeomorfo al espacio 0
n�1A1 de con�guraciones de

n�1 puntos en la línea afín. Esto no es una casualidad: a continuación veremos como se pueden

obtener nuestros resultados usando con�guraciones de puntos.

9.1 Un homeomor�smo entre G(k; n� k � 1) y 0
nAk.

Sea h el homeomor�smo de Rn+k en Rk+n que a k vectores en Rn

Bn+1 =

0BBBBBB@
b11

b21

:::

bn1

1CCCCCCA ; Bn+2 =
0BBBBBB@
b12

b22

:::

bn2

1CCCCCCA ; :::; Bn+k =
0BBBBBB@
b1k

b2k

:::

bnk

1CCCCCCA .
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les asocia los puntos

X1 = (b11; b12; :::; b1k)

X2 = (b21; b22; :::; b2k)

:::

Xn = (bn1; bn2; :::; bnk)

en Rk.

Sabemos que G(k; n � k � 1) es homeomorfa al espacio de todos los k + 1 subespacios de

Rn que contienen al vector 1. Denotaremos por Gnk+1(1) a este espacio. Sea P 2 Gnk+1(1), y

fBn+1; :::; Bn+k; 1g un conjunto de generadores de P . Cada Bn+i es un punto en Rn. Los n

puntos en Rk dados por h(Bn+1; :::; Bn+k) = (X1; :::; Xn) nos dan una con�guración en 0
nAk

si y sólo si generan a�nmente. Tenemos que ver que no existe un hiperplano en Rk que los

contenga a todos. Esto sucede si y sólo si no existen �1; :::; �k+1 2 R, no todas cero, tales que

para i = 1; :::; n

�1bi1 + �2bi2 + :::+ �kbik + �k+1 = 0.

Y esto es equivalente a que Bn+1; :::; Bn+k; 1 sean linealmente independientes.

De�nimos H(P ) como la con�guración formada por h(Bn+1; :::; Bn+k) = (X1; :::; Xn). Pro-

baremos que (X1; :::; Xn) y (X 0
1; :::; X

0
n) representan la misma con�guración en

0
nAk si y sólo si

Bn+1; :::; Bn+k; 1 y B0n+1; :::; B
0
n+k; 1 generan el mismo k+1-subespacio. Las n-adas (X1; :::; Xn)

y (X 0
1; :::; X

0
n) representan la misma con�guración en

0
nAk si y sólo si existe T 2 Af(k), con

T (Xi) = X
0
i para toda i = 1; :::; n. Si Xi = (bi1; :::; bik) y X

0
i = (b

0
i1; :::; b

0
ik), la condición anterior

se convierte en que exista una transformación lineal

0BBB@
t11 ::: t1k

::: :::

tk1 ::: tkk

1CCCA

37



tal que compuesta con una traslación por un vector

0BBB@
r1

:::

rk

1CCCA
nos de 0BBB@

b0i1

:::

b0ik

1CCCA =

0BBB@
t11bi1 + :::+ t1kbik + r1

:::

tk1bi1 + :::+ tkkbik + rk

1CCCA .
Así,

B0n+1 = t11Bn+1 + :::+ t1kBn+k + r11

:::

B0n+k = tk1Bn+1 + :::+ tkkBn+k + rk1.

Esto quiere decir que < Bn+1; :::; Bn+k; 1 >�< B0n+1; :::; B
0
n+k; 1 >. Pero son subespacios de

la misma dimensión, por lo que tienen que ser iguales. Inversamente, si estos subespacios son

iguales, se puede escribir B0 en términos de B como lo hicimos arriba y esto signi�ca que las

con�guraciones son la misma.

8.2 El invariante principal como con�guracion de puntos.

Dada (A;B) 2M su invariante principal es �(A;B) =< Bn+1; :::; Bn+k; 1 >. Por de�nición

de H, si

Bn+1 =

0BBBBBB@
b11

b21

:::

bn1

1CCCCCCA ; Bn+2 =
0BBBBBB@
b12

b22

:::

bn2

1CCCCCCA ; :::; Bn+k =
0BBBBBB@
b1k

b2k

:::

bnk

1CCCCCCA
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entonces la imágen bajo H del invariante principal es la con�guración formada por los puntos

X1 = (b11; b12; :::; b1k)

X2 = (b21; b22; :::; b2k)

:::

Xn = (bn1; bn2; :::; bnk).

Esto quiere decir que el invariante principal es la con�guración formada por las proyecciones

de las n líneas en el subespacio < en+1; :::; en+k > de Rn+k.

8.3 Ejemplo.

Ya vimos, en 7.2, que los espacios 1nA2n�3 están completamente determinados por su invari-

ante principal. Esto signi�ca que una con�guración de n líneas en el espacio afín de dimensión

2n� 3 está completamente descrita por la con�guración formada por sus proyecciones en el es-

pacio ortogonal al generado por sus direcciones. Es decir, si las lineas se proyectan en la misma

con�guración entonces son equivalentes.

8.4 El conjunto � como subconjunto de 0
nAk.

El conjunto � se puede ver como el conjunto de los (k + 1)- subespacios P en Gnk+1(1)

tales que �i(Bn+1); :::; �i(Bn+k); �i(1) son linealmente dependientes en Rn�1i para alguna i 2

f1; :::; ng. Si H(P ) es la con�guración formada por X1; :::; Xn, esto corresponde a que existe Xi
tal que si quitamos ese punto los demás ya no generan, es decir, a que n� 1 de los puntos están

en un hiperplano. Esto no es difícil de comprobar: supongamos, sin pérdida de generalidad, que

X1; :::; Xn�1 están en un hiperplano. Esto sucede si y sólo si existen �1; :::; �k+1 2 R, no todas

cero, tales que, para toda i = 1; :::; n� 1,

�1bi1 + �2bi2 + :::+ �kbik + �k+1 = 0.

Es decir, �1�n(Bn+1)+�2�n(Bn+2)+ :::+�k�n(Bn+k)+�k+1�n(1) = 0, lo cual es equivalente

a que �n(Bn+1); :::; �n(Bn+k); �n(1) son linealmente dependientes.

Supongamos que X2; X3; :::; Xn están en un hiperplano. El espacio de todas las con�gura-

ciones posibles que cumplen esto es el espacio de con�guraciones de n� 1 puntos en Ak�1. Este
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espacio es homeomorfo a la Grassmanniana G(k � 1; n � k � 1). Como para cada uno de los

puntos Xi podemos hacer esto, tenemos que � es homeomorfo a la unión de n Grassmannianas

G(k�1; n�k�1). Más aún, dadas dos de estas Grassmannianas G(k�1; n�k�1), su intersec-

ción es el espacio de las con�guraciones X1; :::; Xn tales que n� 2 de los puntos se encuentran

en la intersección de dos hiperplanos, es decir, una Grassmanniana G(k � 2; n� k � 1).

8.5 La función f desde el punto de vista de con�guraciones de puntos.

Para cada i = 1; :::; n, recordemos que la función fi : (G(k; n�k�1)��)! G(k; n�k�2)

a cada P 2 G(k; n� k� 1)�� le asignaba primero un k subespacio ortogonal a 1 en Rn, luego

lo proyectaba con �i y �nalmente lo proyectaba al subespacio ortogonal a �i(1) en Rn�1i .

Sea (X1; :::; Xn) 20n Ak. Supongamos que

X1 = (b11; b12; :::; b1k)

X2 = (b21; b22; :::; b2k)

:::

Xn = (bn1; bn2; :::; bnk).

Entonces a (X1; :::; Xn) le corresponde un elemento de Gnk+1(1) generado por Bn+1; :::; Bn+k; 1

con

Bn+1 =

0BBBBBB@
b11

b21

:::

bn1

1CCCCCCA ; Bn+2 =
0BBBBBB@
b12

b22

:::

bn2

1CCCCCCA ; :::; Bn+k =
0BBBBBB@
b1k

b2k

:::

bnk

1CCCCCCA
Podemos elegirBn+1; :::; Bn+k de manera que sean ortogonales a 1. Tenemos que �i(Bn+1); :::; �i(Bn+k)

son vectores que tienen cero en la i-ésima coorednada. La proyección de Rn�1i en el subespacio

ortogonal a �i(1) en Rn�1i no es más que el homeomor�smo entre Gn�1k+1(�i(1)) y G(k; n�k�2),

que a su vez es el espacio de con�guraciones de n � 1 puntos en Ak. Usando esto no es difícil

convencerse de que la función fi se puede ver como la función de 0nAk�� en 0n�1Ak que a cada

con�guración de n puntos (X1; :::; Xn) le asigna la con�guración de n� 1 puntos que se obtiene

al quitar Xi.

8.6 Los haces desde el punto de vista de con�guraciones.
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Para cada i = 1; :::; n tenemos el invariante secundario que, desde el punto de vista de con�g-

uraciones se ve así: la función 'i le asigna a cada (A;B) 2M una pareja (Pi(A;B);Hi(A;B)).

Recordemos que Pi(A;B) es �i(�(A;B)), la imágen de < Bn+1; :::; Bn+k; 1 > en Rn�1i . Ya vi-

mos que esto es equivalente a asignarle a (A;B) la con�guración de n � 1 puntos que forma

H(P ) = (X1; :::; Xn) quitando Xi. Además, Hi(A;B) es el subespacio de Rn�1i generado por

Ai; �i(Bn+1); :::; �i(Bn+k); �i(1). Usando el homeomor�smo H entre Gn�1k+2(�i(1)) y
0
n�1Ak+1

tenemos que la imágen bajo H de < Ai; �i(Bn+1); :::; �i(Bn+k); �i(1) > es la con�guración de

puntos en Ak+1 formada por

Xj = (bj1; bj2; :::; bjk; aj) con j 2 f1; :::; ng, j 6= i.

Esta es exáctamente la con�guración que se obtiene al proyectar todas las líneas excepto Li en

el subespacio < ei; en+1; :::; en+k > de Rn+k.

Así, el invariante secundario de una con�guración de líneas es una pareja (Pi;Hi) donde Pi

es una con�guración de n� 1 puntos en Ak, Hi es una con�guración de n� 1 puntos en Ak+1

y Pi se obtiene de Hi cuando proyectamos Ak+1 en Ak.

El haz #k;n�2 tiene como espacio total todos los invariantes secundarios (para una i �ja) y

como base las con�guraciones de n�1 puntos en Ak. La proyección �(P;H) = P es la proyección

de Ak+1 en Ak. La �bra son todas las con�guraciones de n � 1 puntos en la línea afín, que es

homeomorfo a Pn�3.

8.7 Ejemplo.

Regresemos al ejemplo de 5 líneas en A6 para verlo desde el punto de vista de con�guraciones

de puntos.

Veamos primero cómo queda el haz #. El espacio de con�guraciones de 4 puntos en el plano

afín A2 es el espacio proyectivo P 2 (corresponde a planos en R3). El espacio de con�guraciones

de 4 puntos en la línea afín también es P 2 (corresponde a líneas en R3).

El espacio total E del haz # consta de parejas (P;H) con

( i ) P = (x1; :::; x4) una con�guración de 4 puntos en la línea afín;

( ii ) H = ((y1; z1); ::::; (y4; z4)) una con�guración de 4 puntos en el plano afín;

( iii ) (x1; :::; x4) y (y1; :::; y4) forman la misma con�guración en la línea afín.
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La proyección � : E !0
4 A1 manda una con�guración de cuatro puntos en el plano en la

con�guración que forman sus proyecciones en la línea.

Para cada i tenemos un haz de estos: quitando la línea Li, las cuatro líneas restantes nos dan

cuatro puntos al proyectarse en el plano < ei; e6 > y cuatro puntos al proyectarse en < e6 >.

Tenemos la función f : (P 3 � fa1; :::; a5g)! P 2 � P 2 � P 2 � P 2 � P 2 dada por

f(X1; X2; X3; X4; X5) = ((X2; X3; X4; X5); (X1; X3; X4; X5); (X1; X2; X4; X5);

(X1; X2; X3; X5); (X1; X2; X3; X4))

que está bien de�nida excepto en los puntos

a1 = (0; 1; 1; 1; 1)

a2 = (1; 0; 1; 1; 1)

a3 = (1; 1; 0; 1; 1)

a4 = (1; 1; 1; 0; 1)

a5 = (1; 1; 1; 1; 0).

Para cada coordenada, fi se puede ver como una función que retrae a P 3 menos un punto ai

en un P 2 que no contiene a ese punto. Y el haz � es la suma de Whitney f1(#)� :::� f5(#).
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