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Introduccion

El objetivo de este trabajo es estudiar el espacio de configuraciones de n lineas ordenadas
en R"™* médulo la accién del grupo afin. Primero diremos unas palabras sobre configuraciones
en general, para luego enfocarnos en las configuraciones de lineas que vamos a estudiar.

Los espacios de configuraciones més estudiados son los espacios de configuraciones de puntos.
El espacio C,,(M) de n puntos distintos en M (donde M es una variedad cualquiera) es el

siguiente subconjunto de M x M X ... x M

Co(M) ={(z1,...,xn) € M" :x; # xj sit # j}.

De acuerdo con los diversos contextos en donde aparecen, existen diferentes "versiones'"de estos

espacios. A continuacién mencionaremos algunas de ellas.

A veces se considera los espacios Cy, (M) médulo la accién del grupo simétrico Sy, es decir,
en vez de n-adas de puntos (z1,...,x,) se consideran conjuntos de puntos {z1,...,x,}. Tanto
estos espacios como sus compactificaciones [FM] resultan importantes en fisica y en geometria
algebraica. Por ejemplo, el grupo fundamental de C,(C) es el grupo de trenzas puras y si

consideramos la accion del grupo simetrico obtenemos el grupo de trenzas.

El producto simétrico SP™(M) es M™ médulo la accién del grupo simétrico. Se distingue
de los anteriores en que se permite que los puntos coincidan. Estos espacios sirven para definir

homologia [DT].

Se han estudiado configuraciones de puntos en el proyectivo P!, bajo la accién del grupo
PGL(2). Existe una relacién entre el espacio de configuraciones de cuatro puntos en P! y

funciones hipergeométricas, y se han estudiado relaciones similares para n puntos en P! y seis



puntos en P? [Y].

Tambien se han estudiado espacios méduli de brazos articulados, que pueden ser consid-
erados como espacios de configuraciones con ciertas restricciones, encontrando que cualquier

variedad compacta es espacio méduli de brazos articulados [KM].

Hasta aqui sobre espacios de configuraciones en general. Ahora mencionaremos los espacios

de configuraciones cuyo estudio lleva al problema de esta tesis.

Consideremos el espacio de r puntos en el proyectivo complejo CP*~1 (con r > k) donde
los puntos pueden coincidir pero se pide que generen CP*~! mdédulo la accion de PGLi(C).
Este espacio es una Grassmanniana compleja. En [GGMS], Gelfand, Goresky, Mac Pherson y
Serganova estudiaron una descomposicion en estratos de estos espacios. A cada configuracién
se le puede asociar un matroide, y las configuraciones en un mismo estrato corresponden a
aquellas a las que se les asocia el mismo matroide. Encontraron que esta misma descomposicion
de la Grassmanniana se puede obtener desde otros dos puntos de vista: uno que proviene de
interseccién de celdas de Schubert y otro que surge de la accién de (C)" en la Grassmanniana
(esta accién tiene asociado un mapeo momento y los puntos en un mismo estrato son aquellos

cuya proyeccion bajo este mapeo da un mismo poliedro convexo).

También se pueden considerar configuraciones de puntos en R™, permitiendo que los puntos
coincidan pero pidiendo que generen. Y se puede pensar en este espacio médulo la accién del
grupo afin. Si se hace esto, también se obtiene una Grassmanniana (ahora una Grassmanniana
real), pero con otra estratificacién, que corresponde a matroides orientados [ABMOS]. Esta es-
tratificacion fue utilizada por Bracho, Montejano y Oliveros en [BMO] para estudiar el espacio
de m-trasversales a una familia F de conjuntos convexos en R". Si llamamos T, (F) al subespa-
cio de la Grassmanniana que consta de todos los m-planos trasversales a todos los elementos
de F, resulta que la topologia de T, (F) se puede estudiar a través de las configuraciones afines
de r + 1 puntos en R™. En particular, si = m+1y T,,,—1(F) es no vacio, el tipo de homotopia
de T,,(F) esta determinado por los estratos que contienen algin elemento asociado a alguna

trasversal a F.

En vez de configuraciones de puntos uno puede pensar en configuraciones de lineas. Por

ejemplo, en [ABGM] se prueba que el espacio de configuraciones afines de cuatro lineas en R3



es topoldgicamente y combinatoriamente homeomorfo al espacio de configuraciones afines de

seis puntos en R*.

Aqui queremos estudiar espacios de configuraciones de lineas en R™, con el nimero de lineas

menor o igual a la dimensién del espacio en que se encuentran.

Una configuracién de n lineas en el espacio afin de dimensién n + k£ es una 6rbita de la
accién del grupo afin Af(n + k) en el espacio de n-adas de lineas (todas distintas) en R"*F,
Tenemos entonces la accién de un grupo en un espacio y nos preguntamos cudl es el espacio
cociente. Con ¢udl es"nos referimos a si es topologicamente equivalente a un espacio conocido.
Queremos entender cémo estan pegadas las orbitas, cudles estan cerca de otras. Quisieramos,
ademads, que nuestro espacio cociente fuera una variedad. Esto no tiene que ser asi. Podria, por
ejemplo, suceder que las 6rbitas no fueran cerradas. En este caso la imdgen inversa de un punto
bajo el mapeo cociente no seria un cerrado, por lo que el espacio cociente no seria Haussdorff.
Esto sucede frecuentemente y, en otro contexto, hay teorfas dedicadas a ver cudndo se obtiene

un buen cociente y qué puntos hay que quitar para lograrlo (ver [G]).

El caso de cuatro lineas en el plano afin, estudiado por Arocha, Bracho y Montejano en
[ABM], muestra que en general el espacio que se obtiene no es Haussdorff. En este ejemplo
se ve la necesidad de introducir ciertas reglas"sobre que configuraciones se deben excluir para
obtener una variedad. El espacio de configuraciones de cuatro lineas en el plano afin se puede
ver también como el espacio de configuraciones de cinco puntos distintos en el proyectivo real
P2,y asu vez existe una dualidad entre este espacio y el de configuraciones de cinco puntos en el
proyectivo real P'. Este ejemplo sirve como motivacién para estudiar configuraciones de puntos
en la linea proyectiva. Esto se hace en [ABM], en donde, entre otros resultados, se caracterizan
las reglas que se tienen que imponer para que espacios de configuraciones de puntos en la linea

proyectiva (real y compleja) sean una variedad compacta.

También nosotros nos restringiremos a un subconjunto abierto en el espacio de todas las
n-adas de lineas. En nuestro caso, las n-adas de lineas que vamos a considerar son aquellas
cuyas direcciones son linealmente independientes, y tales que en esas n-adas de lineas la accién

de grupo afin es libre (para definiciones precisas ver el capitulo 1 de la tesis).

Tomemos un elemento tipico (Ly,..., L) en nuestro espacio. Como las direcciones de las



lineas son linealmente independientes, supongamos por un momento que la direccién de L; es
el vector e; de la base canonica de R"™*. Podemos ver a R"** como R" @ R¥. Al proyectar

nuestras n lineas en RF =< €ntl, -, Entk > Obtenemos n puntos en RF.

Esta observacién nos lleva a una caracteristica especial de nuestro espacio de configuraciones
de lineas: probaremos que este espacio es un fibrado, cuya base estd contenida en el espacio de
configuraciones afines de n puntos en R¥. Sabemos que los espacios de configuraciones afines de
puntos en R¥ son Grassmannianas. La base de nuestro fibrado sera esa Grassmanniana excepto
un conjunto A de codimension mayor o igual que dos y la fibra resultard ser el producto de n

espacios proyectivos reales pr—k=3,

A lo largo de la tesis lo que haremos es construir este haz fibrado. Lo haremos de la siguiente
manera:

En los capitulos 2 y 3 veremos formas m&ds convenientes de entender nuestro espacio de
configuraciones de lineas.

En el capitulo 4 definiremos un conjunto completo de invariantes de nuestras configuraciones
de lineas.

Consideremos el haz fibrado cuyo espacio total son las parejas (L, H), donde L es un sube-
spacio de dimensién r de R™, H es un subespacio de dimensién r +1 de R™ y L C H, junto
con la proyeccion 7(L, H) = L. En el capitulo 5 usaremos estos haces para construir otro haz
¢ y una funcién f de la Grassmanniana de configuraciones de puntos (menos un conjunto A)
en la base de ¢'. Llamamos ¢ al pullback de ¢’

En el capitulo 6 probaremos el teorema principal de la tesis: el espacio de configuraciones
de n lineas el el espacio afin de dimensién n 4+ k es homeomorfo al espacio total de &.

Finalmente, discutiremos algunos casos particulares y daremos una interpretaciéon de nuestro

haz en términos de configuraciones de puntos.



Capitulo 1

Definiciones.

Sean n y k dos enteros no negativos, con n # 0. Consideremos primero el conjunto de n-adas

de lineas (no necesariamente por el origen) en R"**:
Fy ={(L1,Lo,...,Ly,): parai=1,...,n, L; es una linea en R TF }.

El grupo afin Af(n + k) actia en R"** e induce una accién en Fy: dada T € Af(n + k) y
(Ll, ,Ln) € Fiy,
T((Ly...,Ly)) = (T'(Ly1),....,T(Ly))

donde T'(L;) = {T'(z) : * € L;}. Como una transformacién afin manda lineas en lineas, esta
accién estd bien definida.
1.1 Definicién. Diremos que (L1, ...,L,) fija si T € Af(n+ k) y, para toda ¢ = 1,...,n,

T(L;) = L; implica que T es la identidad.

Ahora vamos a considerar el siguiente subconjunto de Fi:
= {(Ll, ...,Ln) eF: (Ll, ...,Ln) ﬁJa}

Igual que antes, tenemos una accién del grupo afin en F,. Probaremos que esta accién es-
td bién definida en Fy. Sea (Li,...,L,) € Fi. Sea T € Af(n + k). Tenemos que ver que
(T'(Ly),...,T(Ly)) fija. Supongamos que T"(T(L;)) = T(L;) para toda i = 1,...,n. Entonces



tenemos que T~Y(T'(T(L;))) = L; para toda i = 1,...,n. Como (L1, ..., L,) fija, Tt o T' o T
es la identidad, y entonces T” es la identidad. De esta manera tenemos que la accién estd bién

definida en F5.

Observese que la condicién de que (L1, ..., Ly) fije es exdctamente que la accién sea libre,
es decir, F5 es el subconjunto de F; en donde la accién es libre. Podemos pensar en el cociente
F5/Af(n+ k). Nosotros no vamos a describir todo este cociente sino un subconjunto abierto de

él. A continuacion explicaremos cudl es este subconjunto.

Una linea L en R"** puede escribirse como L = {tv+ : t € R} donde T y W son vectores en
R™*. Decimos que %7 es la direccién de L. Sea Fj el subconjunto de Fy que consta de las n-adas
de lineas cuyas direcciones son linealmente independientes en R"**. La accién del grupo afin
estd bien definida en F3 pues tanto las transformaciones lineales biyectivas como las traslaciones

mandan vectores linealmente independientes en vectores linealmente independientes.

1.2 Definicién de ! A"tF,

El espacio que vamos a describir es F3/Af(n+k). Lo llamamos el espacio de configuraciones
de n lineas en R"** y lo denotamos por %A”Jrk. Asi, cuando hablamos de una configuracién de n
lineas en el espacio afin de dimensién n+k, lo que queremos decir es L1, ..., L,] € F3/Af(n+k).

O, equivalentemente, una 6rbita Af(n + k)(L1, ..., Ly,).

1.3 Ejemplo: existen n-adas de lineas cuyas direcciones son linealmente independientes

pero que no fijan. Los n primeros ejes coordenados en R™** tienen esta propiedad.

1.4 Ejemplo: cuatro lineas en R?* que fijan y cuyas direcciones son linealmente independi-

entes. Sean

Li = {te1+e:teR}
Ly = {tea+ez:tecR}
Ly = {tes+es:teR}
Ly = {tes+e:teR}

Supongamos que 7' € Af(4) es tal que T'(L;) = L; para toda i € {1, ...,4}. Como las direcciones

de las lineas no cambian tenemos que 1" es la composicién de una transformacién lineal de la



forma

A 0 0 O
0O X 0 O
T — 2
0 0 X3 O
0O 0 0 M\
con una traslaciéon x —— x + 7 donde
1
T2
7=
T3
T4

Por un lado tenemos que T'(L1) = {ter + (A2 + r2)ea + 73e3 + r4€4 : t € R}. Por otro lado,
T(L1) = Ly. De manera que r3 = r4 = 0, y A2 + 72 = 1. Procediendo de la misma manera con

las demés lineas obtenemos que A\; = 1 y r; = 0 para toda i = 1,...,4. Asi, T tiene que ser la

identidad y (L1, ..., L4) fija.

1.5 Ejemplo: cuatro lineas en R* que fijan pero cuyas direcciones no son linealmente

independientes. Consideremos las siguientes cuatro lineas en R*:

Ly = {teg+ex:teR}

Ly = {tea+2e3+eq:tecR}

Ly = {tes+3e1+2¢e4:tc R}

Ly = {tle1+ex+es)+3es:teR}

yseaTl € Af(4) tal que T'(L;) = L; parai = 1,...,4. Como T tiene que conservar las direcciones

de las lineas, tiene que ser la composicién de una funcién lineal de la forma

I
T2

3

o o O X
o o x> O
o > o O

T4



con una traslaciéon x —— x + 7 donde

1

T2

=S|
I

T3

T4

Tenemos que, por un lado,
4
T(Ll) = {tel + Aeg + Zriei 1t e R}
i=1

4 4
{tea + 2\e3 + Z xTie; + Z rie; : t € R}
=1 =1

x|
h

S
[

4 4
T(Ls) = {tea+3Xer +2 Z T;e; + Z rie; : t € R}
i=1 i=1

4 4
T(Ly) = {t(61 +e2+e3)+ 32:6,‘6@' + Zriei :t € R}
=1 =1

y por otro lado T'(L;) = L; para ¢ = 1, ..., 4. Igualando, obtenemos las siguientes ecuaciones

z1+r1 = 0; 3IA+2x1+1r1 = 3;
A+re = 1; 2x9+1ry = 0;
ry3 = 0; 2\ + 23 =2;
3x14+1r1 = 3x9+1ry =323
rg = 0; xz4=1.

Resolviendo, obtenemos que T tiene que ser la identidad.

1.6 La dimensién de L A"** y algunos cédlculos que muestran para que valores de
k tiene sentido este espacio.

El conjunto de lineas en R"** es un abierto de la Grassmanniana de planos en R*T*+1 y
tiene dimensién 2(n + & — 1). El conjunto de n-adas de lineas en R"** tiene entonces dimensién

2n(n+k —1). El grupo Afin Af(n+k) tiene dimensién (n+ k)2 + (n+k) = (n+k)(n+k+1).



Asi, la dimensién del cociente es

2n+k—-1)—(n+k)(n+k+1)

= n2—Bn+k+Ek).

Para que el cociente tenga sentido, 2n(n + k£ — 1) no puede ser menor que (n + k)(n+ k + 1),

y, para que esto suceda, k tiene que ser menor o igual que n — 3.

Notacién: a lo largo de la tesis vamos a denotar por G(m,r) a la Grassmanniana de

subespacios de dimensién m en R™'".

1.7 La topologia de } A"**.
Estamos pensando a F3 como subespacio del producto de n Grassmannianas G(2,n+k—1).

El espacio L A"* = I3 /Af(n 4 k) tiene la topologia cociente.

10



Capitulo 2

Version canonica

2.1 Definicién de E.

Estamos pensando entonces en las n-adas (L1, ..., L, ) de lineas que fijan y cuyas direcciones
son linealmente independientes. Si completamos las direcciones de las lineas a una base de R" %
siempre existe una transformacién lineal que lleva esta base en la base canénica eq, ..., €,1k.
Como las transformaciones lineales son transformaciones afines, en cada clase de equivalencia

[Li,...,Ly) €} A% existe un representante (Li, ..., L,) tal que para i = 1,...,n, L; se escribe

como
n ‘ n+k A
L;, = {tei + Za;'ej + Z b;ej 1t e R}.
j=1 j=n+1

con aﬁ = 0. Llamamos E al espacio de n-adas de lineas que fijan y que son de la forma descrita

arriba.

2.2 Definicion de G.

Sea G el subgrupo de Af(n+ k) que consta de las transformaciones afines cuya parte lineal

11



es de la forma

M0 0 0 yppr o Upas
0 X 0 0 92, .. yZLJrk
0 0 0

0O 0 0 M\, yQ_H yZJrk
00 0 0 A1 . yit}
0 0 0 0

0 0 0 0 Yoy o sk

donde ninguna de Ay, ..., Ayt es cero. No es dificil probar que G es un subgrupo de Af(n + k).

2.3 G actda en F.
Dados g € Gy (L1,....,L,) € E, g(L1,...,Ly) = (9(L1), ..., g(Ly)), tenemos que probar que
(9(L1),...,9(Ly)) € E. Parai=1,...,n tenemos que

n+k
g(Li) = g({te; + Za ej + Z biej it € R})
Jj=1 j=n+1
n+k n+k n+k

= {te,+2)\ diej + Y B> yler) +Zr]ej t € R}

j=n+1 r=1

n+k n—f—k: n+k
= {tel—i—z )\]aj—i— Z biyl +rj)ej + Z Z biyl +rj)e;: t € R}
r=n+1 j=n+1 r=n+1

Entonces g(L1), ..., g(Ly) tienen la forma de los elementos de E y por lo tanto la accién de G

en F estd bien definida.

Observacién. La accién de G en E es libre porque G < Af(n+k) y dado (L1, ..., L,) € E

por definicién de E se tiene que (Ly, ..., Ly,) fija.
2.4 Lema. E/G es homeomorfo a L A" % = F3 /Af(n + k).

Demostracién.

Sabemos que E es un subconjunto cerrado de F3 y que tiene la topologia de subespacio de
F3. La inclusién ¢ : E — F3 es una funcién continua.

Seanp: E — E/G vy q: F3 — F3/Af(n+ k) las proyecciones y recordemos que E/G y

F3/Af(n + k) tienen la topologia cociente. Ademds, p y ¢ son funciones abiertas.

12



Veamos que g o1 es constante en las 6rbitas de G en E. Sean (L1, ..., L,) y (L}, ..., L})) tales
que existe g € G con g(L1,...,L,) = (L},...,L). Como G < Af(n+k), g€ Af(n+ k) por lo
que (Ly,....L,) y (Ly,..., L]

1) son equivalentes en E/Af(n + k). Asi, g o i es constante en las

érbitas de G en E y entonces existe una funcién continua ¢ : E/G — F3/Af(n + k) tal que
pop=gqoi.

Tenemos que ¢ es inyectiva: supongamos que ¢(G(L1, ..., L,)) = ¢(G(Ly, ..., Ly,)). Entonces
existe T' € Af(n+k) con T(p(G(L1, ..., Lyn))) = p(G(L), ..., L})). Es decir, existe T' € Af(n+k)
con T(L,...,Ly,) = (L},...,L)). Como (Li,...,Ly,) y (L},..., L)) estdn en E, para toda i =

1,...,n,

n n+k
L, = {t6i+2a§-ej+ Z b;ethGR}
j=1 j=n+1
n n+k
yLi = {te;+)> diej+ Y diej:t€R}.
=1 j=n+1

Como T'(L;) = L} parai = 1, ...,n, tenemos que se conservan las direcciones, es decir, para toda

i=1,...,n, se tiene que T'(e;) = \je; con \; € R. Asi, T tiene la forma de los elementos de G.

Recordemos que al principio de esta seccién argumentamos que en cada érbita [Lq, ..., L] €
F3/Af(n+k) existe un representante (L1, ..., L,) con (L1, ..., L) € E, por lo que ¢ es suprayec-
tiva.

Falta probar que ¢!

es continua. Para ello probaremos que ¢ es cerrada. La demostracion
consta de varios pasos, primero vamos a enunciarlos y luego probaremos las afirmaciones hechas

en cada uno de ellos.

Sea F' un conjunto cerrado en E/G.

( 1) Probaremos primero que i(p~1(F)) = ¢ *(¢(F)) N E. Probando esto sabremos que
¢ H(@(F)) N E es cerrado en X, pues ¢ es continua, i es cerrada (E es cerrado en X) y F es
cerrado

( 2 ) Tenemos que probar que ¢(F') es cerrado en X/Af(n + k). Supongamos que no es asi.

Probaremos que entonces existe e € ¢~ (p(F)) N E tal que e ¢ ¢~ 1(p(F))NE.
(3) Usando el hecho de que ¢ es abierta, probaremos que para toda A C X/Af(n + k) se

13



tiene que ¢~ (A) = ¢~ 1(A). Para A = o(F), ( 2 ) nos da una contradiccién.

Demostracién de (1 ). Sea z € i(p~!(F)). Entonces = € E (porque est4 en la imagen de i) y
x € p~Y(F). Bs decir, p(z) € F. Entonces o(p(z)) € ¢(F). Pero (qoi)(z) = (¢ op)(x) € p(F).
Es decir, x = i(z) € ¢~ Y(p(F)).

Sea ahora x € ¢ }(¢(F)) N E. Entonces z € Ey z € ¢ ' (¢(F)). Entonces i(z) = x €
¢~ H(p(F)). Es decir, q(i(z)) € ¢(F). Pero (qoi)(z) = (pop)(z). Entonces ¢(p(x)) € ¢(F). Como
¢ es inyectiva, p(z) € F. Entonces z € p~}(F) y « € E. Por lo tanto, z = i(z) € i(p~1(F)).
Esto prueba (1 ).

Demostracién de ( 2 ). Supongamos que ¢(F') no es cerrado en X . Entonces existe y € ¢(F)
tal que y ¢ (F). Tenemos entonces que ¢~ 1(y) C ¢~ (p(F)) pero ¢ L(y) N g (p(F)) = 2.

como ¢ o i es suprayectiva, existe e € E N ¢ (y). Esto significa que e € ¢ 1 (o(F))NE y
ed¢ ENg (o(F)) =Eng (o(F)).

Demostracién de ( 3 ). Sea A un subconjunto de X. Sabemos que ¢~—1(A) C ¢~ *(A) porque

q es continua. Probaremos que X — ¢~ 1(4) € X — ¢ 1(A4). Sea x € X — ¢~1(A). Entonces,

como X — ¢~ 1(A) es abierto y ¢ es abierta, tenemos que W = ¢(X — ¢71(A)) es abierto.
Ademsds, W N A = @ porque dado y € W, tenemos que y = ¢(y') con 3y ¢ q~1(A), y entonces
y = q(y') ¢ A. Entonces W es un abierto en X/Af(n + k), ¢(x) €e Wy WNA = &. Por lo

tanto, ¢(z) ¢ Ay = ¢ ¢ '(A). Con esto terminamos la demostracién del lema.]
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Capitulo 2

Version canonica

2.1 Definicién de E.

Estamos pensando entonces en las n-adas (L1, ..., L, ) de lineas que fijan y cuyas direcciones
son linealmente independientes. Si completamos las direcciones de las lineas a una base de R" %
siempre existe una transformacién lineal que lleva esta base en la base canénica eq, ..., €,1k.
Como las transformaciones lineales son transformaciones afines, en cada clase de equivalencia

[Li,...,Ly) €} A% existe un representante (Li, ..., L,) tal que para i = 1,...,n, L; se escribe

como
n ‘ n+k A
L;, = {tei + Za;'ej + Z b;ej 1t e R}.
j=1 j=n+1

con aﬁ = 0. Llamamos E al espacio de n-adas de lineas que fijan y que son de la forma descrita

arriba.

2.2 Definicion de G.

Sea G el subgrupo de Af(n+ k) que consta de las transformaciones afines cuya parte lineal
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es de la forma

M0 0 0 yppr o Upas
0 X 0 0 92, .. yZLJrk
0 0 0

0O 0 0 M\, yQ_H yZJrk
00 0 0 A1 . yit}
0 0 0 0

0 0 0 0 Yoy o sk

donde ninguna de Ay, ..., Ayt es cero. No es dificil probar que G es un subgrupo de Af(n + k).

2.3 G actda en F.
Dados g € Gy (L1,....,L,) € E, g(L1,...,Ly) = (9(L1), ..., g(Ly)), tenemos que probar que
(9(L1),...,9(Ly)) € E. Parai=1,...,n tenemos que

n+k
g(Li) = g({te; + Za ej + Z biej it € R})
Jj=1 j=n+1
n+k n+k n+k

= {te,+2)\ diej + Y B> yler) +Zr]ej t € R}

j=n+1 r=1

n+k n—f—k: n+k
= {tel—i—z )\]aj—i— Z biyl +rj)ej + Z Z biyl +rj)e;: t € R}
r=n+1 j=n+1 r=n+1

Entonces g(L1), ..., g(Ly) tienen la forma de los elementos de E y por lo tanto la accién de G

en F estd bien definida.

Observacién. La accién de G en E es libre porque G < Af(n+k) y dado (L1, ..., L,) € E

por definicién de E se tiene que (Ly, ..., Ly,) fija.
2.4 Lema. E/G es homeomorfo a L A" % = F3 /Af(n + k).

Demostracién.

Sabemos que E es un subconjunto cerrado de F3 y que tiene la topologia de subespacio de
F3. La inclusién ¢ : E — F3 es una funcién continua.

Seanp: E — E/G vy q: F3 — F3/Af(n+ k) las proyecciones y recordemos que E/G y

F3/Af(n + k) tienen la topologia cociente. Ademds, p y ¢ son funciones abiertas.
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Veamos que g o1 es constante en las 6rbitas de G en E. Sean (L1, ..., L,) y (L}, ..., L})) tales
que existe g € G con g(L1,...,L,) = (L},...,L). Como G < Af(n+k), g€ Af(n+ k) por lo
que (Ly,....L,) y (Ly,..., L]

1) son equivalentes en E/Af(n + k). Asi, g o i es constante en las

érbitas de G en E y entonces existe una funcién continua ¢ : E/G — F3/Af(n + k) tal que
pop=gqoi.

Tenemos que ¢ es inyectiva: supongamos que ¢(G(L1, ..., L,)) = ¢(G(Ly, ..., Ly,)). Entonces
existe T' € Af(n+k) con T(p(G(L1, ..., Lyn))) = p(G(L), ..., L})). Es decir, existe T' € Af(n+k)
con T(L,...,Ly,) = (L},...,L)). Como (Li,...,Ly,) y (L},..., L)) estdn en E, para toda i =

1,...,n,

n n+k
L, = {t6i+2a§-ej+ Z b;ethGR}
j=1 j=n+1
n n+k
yLi = {te;+)> diej+ Y diej:t€R}.
=1 j=n+1

Como T'(L;) = L} parai = 1, ...,n, tenemos que se conservan las direcciones, es decir, para toda

i=1,...,n, se tiene que T'(e;) = \je; con \; € R. Asi, T tiene la forma de los elementos de G.

Recordemos que al principio de esta seccién argumentamos que en cada érbita [Lq, ..., L] €
F3/Af(n+k) existe un representante (L1, ..., L,) con (L1, ..., L) € E, por lo que ¢ es suprayec-
tiva.

Falta probar que ¢!

es continua. Para ello probaremos que ¢ es cerrada. La demostracion
consta de varios pasos, primero vamos a enunciarlos y luego probaremos las afirmaciones hechas

en cada uno de ellos.

Sea F' un conjunto cerrado en E/G.

( 1) Probaremos primero que i(p~1(F)) = ¢ *(¢(F)) N E. Probando esto sabremos que
¢ H(@(F)) N E es cerrado en X, pues ¢ es continua, i es cerrada (E es cerrado en X) y F es
cerrado

( 2 ) Tenemos que probar que ¢(F') es cerrado en X/Af(n + k). Supongamos que no es asi.

Probaremos que entonces existe e € ¢~ (p(F)) N E tal que e ¢ ¢~ 1(p(F))NE.
(3) Usando el hecho de que ¢ es abierta, probaremos que para toda A C X/Af(n + k) se
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tiene que ¢~ (A) = ¢~ 1(A). Para A = o(F), ( 2 ) nos da una contradiccién.

Demostracién de (1 ). Sea z € i(p~!(F)). Entonces = € E (porque est4 en la imagen de i) y
x € p~Y(F). Bs decir, p(z) € F. Entonces o(p(z)) € ¢(F). Pero (qoi)(z) = (¢ op)(x) € p(F).
Es decir, x = i(z) € ¢~ Y(p(F)).

Sea ahora x € ¢ }(¢(F)) N E. Entonces z € Ey z € ¢ ' (¢(F)). Entonces i(z) = x €
¢~ H(p(F)). Es decir, q(i(z)) € ¢(F). Pero (qoi)(z) = (pop)(z). Entonces ¢(p(x)) € ¢(F). Como
¢ es inyectiva, p(z) € F. Entonces z € p~}(F) y « € E. Por lo tanto, z = i(z) € i(p~1(F)).
Esto prueba (1 ).

Demostracién de ( 2 ). Supongamos que ¢(F') no es cerrado en X . Entonces existe y € ¢(F)
tal que y ¢ (F). Tenemos entonces que ¢~ 1(y) C ¢~ (p(F)) pero ¢ L(y) N g (p(F)) = 2.

como ¢ o i es suprayectiva, existe e € E N ¢ (y). Esto significa que e € ¢ 1 (o(F))NE y
ed¢ ENg (o(F)) =Eng (o(F)).

Demostracién de ( 3 ). Sea A un subconjunto de X. Sabemos que ¢~—1(A) C ¢~ *(A) porque

q es continua. Probaremos que X — ¢~ 1(4) € X — ¢ 1(A4). Sea x € X — ¢~1(A). Entonces,

como X — ¢~ 1(A) es abierto y ¢ es abierta, tenemos que W = ¢(X — ¢71(A)) es abierto.
Ademsds, W N A = @ porque dado y € W, tenemos que y = ¢(y') con 3y ¢ q~1(A), y entonces
y = q(y') ¢ A. Entonces W es un abierto en X/Af(n + k), ¢(x) €e Wy WNA = &. Por lo

tanto, ¢(z) ¢ Ay = ¢ ¢ '(A). Con esto terminamos la demostracién del lema.]

14



Capitulo 3

Version matricial.

Notacién.

Para i =1,...,n, denotamos por m; a la proyeccién de R" en el subespacio que consta de los
vectores cuya i-ésima coordenada es cero y por ]R?fl a m;(R™).

De aqui en adelante vamos a escribir como 1 al vector (1,1,1,...,1) € R™.

Ademsds < Y1,...Y, > es el subespacio generado por Y7, ...Y;, ya sean estos vectores 6 sube-
spacios.

Consideremos al conjunto X de todas las parejas (A, B) donde

0 al al
a? 0 ai a3 a?
(i)A= 0o .. es una matriz de n X n con ceros en la diagonal.
a’f_l ag_l 0 aﬁ_l
ay ay ay_; 0
1
bn-‘rl anrk
(ii) B= es una matriz de k X n.
7 7
bn+l bn-l—k

Denotaremos por (Aj, ..., A,) a las columnas de A y por (By41, ..., Bnir) a las columnas de
B.

Observemos que Bj41, ..., Bnik son vectores en R™ y cada A;, i = 1,...,n, es un vector en
R™.

3.1 Definicién. Sea M el subconjunto de X que consta de las parejas (A, B) tales que
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(iii ) Los vectores Bpi1, ..., Byik, 1 son linealmente independientes.

(iv ) Los vectores A;, mi(Bpnt1), -y Ti(Bnik), m(1) son linealmente independientes.

3.2 Supongamos que tenemos (L1, ..., L,) tal que L; se escribe como
n n+k
Li={te;+ Y aje;+ Y biej:tcR}.
=1 j=n-+1

Entonces le podemos asociar a (L, ..., L) el siguiente elemento (A, B) en X:

0 al al

a3 0 a3 a3 a? byi1 - biH_k
0 ;

ap™t ap! 0 ap~! AT AT

ay ay ay_, 0

3.3 Ejemplo.

Consideremos las siguientes cinco lineas en RS (aquin =5y k = 1):

L; = {tei+ex+es:teR}
Ly = {tea+e3+2e:tcR}
Ly = {tes+es:teR}
Ly = {tes+es:teR}
L; = {tes+e1+es:teR}

Entonces a (L1, ..., L) le corresponde la pareja (A, B) donde

0100O0 1
00100 2
A=100010 yB=1|0
0 0001 0
10 000 1
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El siguiente teorema nos da un criterio para decidir si una configuracién de lineas fija, y asi

podemos decir que las lineas en este ejemplo fijan.

3.4 Teorema. Sea (L1, ..., L,) como arriba. Entonces (L, ..., L) fija si y solo si se cumple
que

(1) Bn+1, -, Bnyk, 1 son linealmente independientes.

(i) A, mi(Bnt1)s oy Ti(Bnik), mi(1) son linealmente independientes.

Demostracién.
Por definicién, (L1, ..., L,) fija si y sélo si dada g € Af(n + k) con g(L;) = L; para toda
1 =1,..,n, g tiene que ser la identidad. Como g tiene que preservar las direcciones de las lineas,

g tiene la forma de los elementos de G, es decir es la composiciéon de una funcién lineal de la

forma
A0 00 y’r1L+1 yi-i-k
0 X 0 O %21+1 y721+k
0 0 0
g=1 0 0 0 A ¥ny1 - YUy
00 0 0 M1 .. yit}
0 0 0 O
0 0 0 0 yib o Ak
con una traslacién T'(z) = = + 7, donde
1
?:
Tn+k
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Entonces,

g(Li) = A{tei

n
+ Z(aﬁ-)\j + bn ¥+ VnoVnge o Uk T TI)E
=1
n+k

+ D Bni¥hr + bhgatinga + o+ Uyt + 7)€
j=n+1
t € R}.

De manera que g(L;) = L; para toda i si y sélo si
A+ b Yyt Vnsa¥ngs + o Vit + 1 = @
para todai=1,...,nyparatoda j=1,...n,y
b%+1yﬁ;+1 + b;+2yi+2 +..+ bfz+kyfz+k +r= bé'
paratodai=1,....,ny paratoda j=n+1,....n+ k.

Y ahora (L, ..., L,) fija si y sélo si las condiciones de arriba implican que

Parai = 1,...,n se tiene que \; = 1,
paraj = n+1l,..n+k yi=0sir#jyy;=1sir=j,
para j = 1,..,n+k, se tiene que r; = 0.

Veamos por ejemplo que sucede para Al,y}Hl,y}HQ, -'-73/711+k7""1- En este caso tenemos el

sistema de ecuaciones

a%)‘l + b31+1y711+1 + b721+2y711+2 +.t biJrky,lHk +r = a%
aihi + bi+1y7ll+1 + bi+2?/711+2 + o+ bf’LMyiM +r = a
D N S Y T o N T S b3+ky,i+k +rm = a"
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Este es un sistema de n — 1 ecuaciones con k + 2 incégnitas. Recordemos que k¥ < n — 3
(capitulo 1, 1.6), por lo cual tiene sentido la pregunta si hay una unica solucién. La identidad
es una solucién. Consideremos la matriz A del sistema. A representa una tranformacién lineal
de R¥*2 en R™1. La solucién del sistema es unica si y sélo si la dimensién del niicleo de A es

cero, es decir, si la dimension de la imédgen de A es k + 2, es decir si las columnas

2 2
ai bn+1 bn+k 1
3 3 3
a3 b1 bk 1
) PR )
n n n
alf by i1 bn+k 1

son linealmente independientes. Pero esto es exdctamente la condicién Ay, m1(Bpt1), -, 1 (Bpak), m1(1)
linealmente independientes. Andlogamente, para i = 2,...,n, el sistema de ecuaciones con
i, yflﬂ, yfl+2, ey yfwk, 7; como incégnitas tiene una tnica solucién siy sélo si A;, (Bni1)’, ..., (Bnsk)?, (1)

son linealmente independientes.

Veamos ahora que pasa con el sistema que tiene yZﬂ, y;‘]:%,. . y;‘li, Tn4+1 cOmo incégnitas.

En este caso tenemos

1 1 n+l 1 ntl g1

b +1yn+1 +bngalnio o F Uy T = b
2 n+l 2 ntl 2 n+l 32

b n+1Ynt1 T bn+2yn+2 to bn+kyn+k T rng1 = bn+1
n n+1 _ n

b +1yn+1 + bn+2yn+2 Rakitinn bn+kyn+k T 1 = Opgq

que es un sistema de n ecuaciones con k + 1 incégnitas. La identidad es solucién e igual que
arriba, la solucién es tnica si y sélo si las columnas de la matriz del sistema son linealmente
independientes, lo cual es equivalente a que By i1, ..., Byik, 1 sean linealmente independientes

en R™.0J
3.5 Teorema. M es homeomorfo a E.

Demostracion.

Definimos ¢ : E — M como ¢(Ly,...,L,) = (A, B), donde (A, B) es la pareja definida en



3.2. El teorema 3.4 nos dice que ¢ estd bien definida y es suprayectiva. Ademds claramente ¢
es inyectiva.

Para convencerse de la continuidad tanto de ¢ como de su inversa, basta con observar
cémo es la topologia en M. M es un subespacio de R™"tk) v hereda la topologfa de este
espacio. Es decir, la distancia entre dos parejas de matrices depende de la distancia coordenada
a coordenada. Como la distancia entre lineas paralelas se mide de la misma manera (es decir,
la distancia entre {tv + w :t € R} y {tv + 7 : t € R} depende de la distancia entre w y 7), y
(L1,...,Lyn) y (L, ..., L) estdn cerca si para toda i = 1,...,n se tiene que L; y L} estdn cerca,
la manera de medir distancia en M y en F es la misma, por lo que ¢ y su inversa van a ser

continuas.[]

3.6 La accién de G en M.

Tenfamos la accién de G en E. Ahora tenemos una accién de G en M dada por (g, (4, B)) —
0(g(p~ (A, B))). Como la accién de G en E es libre, la accién de G en M también lo es. De
hecho, como ¢ es un homeomorfismo, M /G y E/G son homeomorfos. Asf, para describir L A7+*
basta con describir M/G.

Finalmente, veamos como estd dada la accién de G en M. Sea (A,B) € M. Y sea g € G la

composicién de

A 0 0 O y}LJrl y}Hk r1

0 X 0 0 w2, ... 2., T2

0 O 0

0 0 0 M Ypyy - Ypgy |conuna traslacién por el vector

0 0 0 0 A1 .. yii}

0O 0 0 O

0 0 0 0 yiF o Mgk otk
Entonces

9(A,B) = g((A1, ., An), (Bni1, - Buyk))
= (MAL+ 41T (Basd) + o + Uk (Brgk) + r1imi (1), o A An 4 Y10 (Bgt) + oo+ Yy

(yrt 1 Boy1 + oo + yZLﬁBmk 1L, e Y B + o+ yZiZBTH-kJ + rpgrl)).
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Capitulo 4

Los invariantes.

A cada n-ada de lineas en F3 le asignaremos un conjunto de invariantes, que consta de un
punto P en G(k + 1,n — k — 1) (Recordemos que G(r,m) es la Grassmanniana de subespacios
de dimensién r en R™") y una n-ada de parejas, ((P1, Hy), ..., (P, Hy)), cada una en G(k +
1,m—k—2) x G(k+ 2,n — k — 3) con la propiedad de que P; C H;.

Primero definiremos los invariantes para lineas en E, usando la base candnica ey, ..., e,k
de R"*. Esta definicién se puede extender a todas las lineas en Fj, usando otras bases y luego
probando que la definicién es independiente de la base elegida.

Probaremos que (L}, ..., L)) es imédgen bajo el grupo afin de (Ly,...,L,) si y solo si sus

conjuntos de invariantes coinciden. De esta manera, cada elemento de F3/Af(n + k) =L A"tk

quedard determinado de manera tnica por su conjunto de invariantes.

4.1 El invariante principal.

Dado que E es homeomorfo a M, en vez de pensar en (L1, ..., L,,) en E vamos a pensar en
la correspondiente pareja (A, B) en M. Definiremos una funcién ¢ : M — G(k+1,n —k —1).
Sea (A, B) € M. Entonces B = (Bj+1, ..., Bptx). Como ya dijimos, cada una de estas columnas
es un vector en R".

Sea

¢(A, B) =< Bp+1, ...,Bn+k’T >

Recordemos que una de las condiciones sobre los elementos de M es que Byy1, ..., Byik, 1 sean

linealmente independientes, por lo que ¢ estd bien definida.
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Probaremos que ¢ es constante en las 6rbitas de G en M. Sea (A’, B") € G(A, B). Entonces
existe g € G con g(A, B) = (A’, B'). Por la manera en que estd definida la accién de G, tenemos

que para toda j =n+1,...,n + k existen nyH, ...,yfl+k,7“j € R tales que
B; = ygz—l—an‘H + ...+ y£L+an+k =+ TjT.
Esto quiere decir que < B;Hl, ...,B;H_k,T >C< Bpi1,..., Byik,1 >. Pero ambos subespacios

son de la misma dimensién, por lo que tienen que ser iguales.

4.2 Ejemplo.
El invariante principal de las cinco lineas en RS del ejemplo 3.3 es el plano en R® generado
por 1 = (1,1,1,1,1) y B = (1,2,0,0,1). Este es un punto en la Grassmanniana G(2,3) de

planos por el origen en R°.

4.3 Los invariantes secundarios.

Recordemos que, para i = 1, ..., n, denotamos por R?il al subespacio m;(R™) de R™. Vamos
a definir funciones ¢; que le asignan a cada pareja (A, B) € M una pareja (P;(A, B), Hi(A, B))
donde P;(A, B) es un k + 1 subespacio en R;‘_l, H;(A,B) es un k + 2-subespacio de R} y
P;(A,B) C H;(A, B).

Sea Pz(A,B) = WZ((Z)(A,B)) =< Wi(Bn—i-l), ...77TrL'(Bn+k),7Ti(T) > .

Observese que otra vez las condiciones sobre los elementos de M nos garantizan que este es un
subespacio de dimensién k + 1.

Tenemos que A; € R?fl.
Sea H;(A,B) =< P;(A,B), A; > .
De esta manera hemos definido una funcién ¢, de M en el conjunto
{(PH):PecGk+1,n—k—-2),HecGk+2,n—k—3),PCH}.
Probaremos que ¢; es constante en las 6rbitas de G en M. Sea (A’, B') € G(A, B). Entonces
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existe T € G con T(A,B) = (A, B’). Por definicién de los elementos de G esto implica que

para ¢ = 1,..,n existen )\i,yf&l,yfﬁz, ...,yfwk,m € R con A; # 0 tales que
Al = NAi + Y17 (Brg1) + Yoomi(Bnga) + oo 4 Y oi(Brgr) + rimi(1)

Ademés, demostramos arriba que P;(A’, B') = P;j(A, B). Es decir, H;(A’, B") C H;(A, B).Como

ambos subespacios son de la misma dimensién, tenemos que son iguales.

4.4 Ejemplo.

Los invariantes secundarios de las cinco lineas en R® del ejemplo 3.3 son:

(1) Pi(A, B) es la proyeccién del invariante principal en R} (el subespacio de R® de los
puntos cuya primera coordenada es cero), es decir, el plano en R® generado por (0,2,0,0,1) y
(0,1,1,1,1). Tenemos que A; = (0,0,0,0,1) estd en R}, y Hy(A, B) es el subespacio de dimen-
sién tres en R generado por (0,0,0,0,1), (0,2,0,0,1) y (0,1,1,1,1). Asi, el primer invariante
secundario es la pareja (P;(A, B), H1(A, B)) de un plano y 3-subespacio de R}, donde el plano
estd contenido en el 3-subespacio.

(I1) Py(A, B) es la proyeccién del invariante principal en R (el subespacio de R® de los
puntos cuya segunda coordenada es cero), es decir, el plano en R5 generado por (1,0,0,0,1)
y (1,0,1,1,1). Ho(A, B) es el subespacio de dimensién tres en R® generado por (1,0,0,0,0),
(1,0,0,0,1) y (1,0,1,1,1). Asi, el segundo invariante secundario es la pareja (P2(A, B), H2(A, B))
de un plano y 3-subespacio de R%, donde el plano estd contenido en el 3-subespacio.

(III ) P3(A, B) es la proyeccién del invariante principal en R (el subespacio de R® de los
puntos cuya tercera coordenada es cero), es decir, el plano en R generado por (1,2,0,0,1)
y (1,1,0,1,1). Ho(A, B) es el subespacio de dimensién tres en R® generado por (0,1,0,0,0),
(1,2,0,0,1) y (1,1,0,1,1). Asi, el tercer invariante secundario es la pareja (P3(A, B), H3(A, B))
de un plano y 3-subespacio de Rg, donde el plano estd contenido en el 3-subespacio.

( IV ) Py(A, B) es la proyeccién del invariante principal en R} (el subespacio de R® de
los puntos cuya cuarta coordenada es cero), es decir, el plano en R® generado por (1,2,0,0,1)
y (1,1,1,0,1). Ho(A, B) es el subespacio de dimensién tres en R® generado por (0,0,1,0,0),
(1,2,0,0,1) y (1,1,1,0,1). Asi, el cuarto invariante secundario es la pareja (P4(A4, B), H4(A, B))

de un plano y 3-subespacio de R}, donde el plano estd contenido en el 3-subespacio.
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( V) Ps(A, B) es la proyeccién del invariante principal en R} (el subespacio de R® de los
puntos cuya quinta coordenada es cero), es decir, el plano en R® generado por (1,2,0,0,0)
y (1,1,1,1,0). H2(A, B) es el subespacio de dimensién tres en R® generado por (0,0,0,1,0),
(1,2,0,0,0) y (1,1,1,1,0). Asi, el quinto invariante secundario es la pareja (P5(A, B), Hs5(A, B))

de un plano y 3-subespacio de ]Rg, donde el plano estd contenido en el 3-subespacio.

4.5 El conjunto de invariantes determina completamente la configuracién.

Ya vimos que si dos n-adas de lineas son equivalentes, tienen los mismos invariantes. Supong-
amos que los invariantes asignados a (A, B) son los mismos que los invariantes asignados a
(A’,B"). Como ¢(A, B) = ¢(A’, B') tenemos que < By y1,..., Bpyg, 1 >=< By 1,.., B, 1>,

Es decir, para toda j =n+1,...,n + k existen yiﬂ, ...,yi+k,rj € R tales que
Bl =y 1 Bnii+ .+ Y o Bryk + 751

Sea i € {1,...,n}. Como (P;(A, B),H;(A,B)) = (Pi(A",B’), H;(A’, B)), tenemos que existen

)\i,ygﬂ,yzﬂ, ...,yfl+k,ri € R con A; # 0 tales que
A} = NAi + Y176 (Bag1) + Ui oi(Bna2) + oo+ Yo (Ba) + 7imi(1).

Sea g € G tal que g la parte lineal de g es

A0 0 0 Yy o Yk
0 X 0 0 w2y o w2k
0 0 0

0 0 0 M Yny1 - Ynin
0 0 0 0 yif ..y}
0 0 0 0

0 0 0 0 yit .. yir
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compuesta con la traslacién traslacién T'(x) = x + 7 con

™

T2

T'n4k

Entonces g(A, B) = g(A’, B'). Asi, dos configuraciones en E son equivalentes si y sélo si sus

invariantes son los mismos.

4.6 Definicién de los invariantes en Fj.

Sea (Li,...,Ly) en F3. Sean dj,...,d, las direcciones de L, ..., L,. Sea H el subespacio
ortogonal a < dy,...,dy, >y dpt1, ..., dp 1 una base para H. Cada una de las lineas L; se puede
escribir en términos de dy, ..., d,1. Igual que antes, podemos definir una pareja de matrices
(A, B), donde A es la matriz de n x n cuya entrada a;; es el coeficiente de d; en la expresién de
la linea L; (con i,j € {1,...,n}), y B es la matriz de k x n cuya entrada b;; es el coeeficiente de
dn+;j en la expresion de la linea L; (i € {1,...,n}, j € {1,...,k}). La matriz A estd determinada
de manera tnica dada la n-ada de lineas, pero la matriz B depende de la base elegida para
H. Sin embargo, probaremos a continuacién que para cualquier eleccién de base para H, el
subespacio generado por las columnas de B es el mismo. Si {v1,...,vx} v {w1,...,wr} son dos

bases de H, entonces cada w; = Z?Zl Bjvj. Si

n k
L; = {td; + Zaidr +Zb£w7« :te R}
r=1 r=1
entonces
n ' k ' k
Li = {tdi+> aid.+Y (> Bjv):teR}
r=1 r=1 7j=1

n k k
= {td; + Z atd, + Z(Z bfﬁ;)vj 1t € R}
r=1

j=1 r=1

de modo que si (Bpi1, .., Buyk) ¥ (B 41, Bj,)) son las matrices que se obtienen usando

las bases {v1,...,v5} ¥ {wi, ..., w}, respectivamente, entonces B, ; es comabinacién lineal de
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Bpt1, ..., Bnik. Asi, el subespacio que generan es el mismo. De manera que usando la pareja
(A, B) podemos definir los invariantes exdctamente de la misma manera que para las lineas en

E.

4.7 Los invariantes estdn bien definidos en F3.

1., L) bajo la trans-

Dada (L},...,L])) € F3 con direcciones dy, ..., d,, la imédgen de (
formacién lineal que lleva dy, ..., d,+k en la base candnica ey, ..., e, €s una n-ada de lineas
(L1, ..., Ly) € E tal que las matrices (A, B) asociadas a (L1, ..., Ly) y las asociadas a (L], ..., L)
son idénticas. Pero para las lineas en E ya probamos que los invariantes estdn bien definidos.

Mads atn, dos n-adas de lineas en F3 son equivalentes si y sélo si sus imédgenes en F son equiv-

alentes, y esto sucede si y sélo si sus invariantes coinciden.

Hasta ahora, nuestros invariantes son sélo puntos en ciertos conjuntos. No hemos toma-
do en cuenta la topologia de nuestros espacios de configuraciones. Ahora vamos a incorporar
las propiedades topolégicas de nuestros espacios usando un haz fibrado que describiremos a

continuacion.
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Capitulo 5

Descripcion del haz €&.

5.1 Definicién de v, ,_».
Sean n,k € N, con k <n — 3. Sea ¥, ,,—2 el haz

—k—3
P — Egyn—2

!
G(k,n—Fk—2)

cuya base es la Grassmanniana G(k,n — k — 2); cuyo espacio total es
Egxno={(PH):PeGlkn—-k—-2),HeGk+1,n—k—-3),PC H}

con la proyeccién 7 : Ey o — G(k,n — k — 2) dada por (P, H) = P. Notemos que la fibra

7~ (z) es el espacio proyectivo P"F73,

5.2 Ejemplo.

Sin =5y k =1, tenemos el haz 91 3. Este es un haz con base el espacio proyectivo P2y
espacio total parejas (I, H), donde [ es linea por el origen en R? y H un plano que contiene a
l. La proyeccién 7 : Ey 3 — P? manda cada pareja (I, H) en la linea [. Dada una linea fija [, la
fibra 771(I) sobre [ es el conjunto de todos los planos por el origen en R? que contienen a I. La
proyeccién en el plano en R3 ortogonal a [ nos da un homeomorfismo entre la fibra 771(1) y un

espacio proyectivo P'. En este caso se puede dar una descripcién més precisa de ¥1,3: pensemos
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en la esfera S3. Cada linea por el origen nos da una pareja de puntos antipodales en S3. Cada
plano que contiene a [ nos da una pareja de vectores unitarios antipodales en el plano tangente
a 83 en los puntos determinados por [. De esta manera se puede ver que Y13 es el haz tangente

proyectivizado a P2, (ver [9]).

5.3 Ejemplo.

Sin =5y k =2 tenemos el haz 3. Este es un haz con base la Grassmanniana de planos
en R3 (que es homeomorfa a P?) y con espacio total parejas (P, H) donde P es un plano por el
origen en R3 y H es un subespacio de dimensién tres, de los cuales s6lo hay uno: todo R3. Ast,

la fibra es un sélo punto y 2 3 es homeomorfo a P2,

5.4 Definicién de una funcién f: (G(k,n—k—1) - A) - [[G(k,n —k —2).

Consideremos ahora la Grassmanniana G(k,n — k — 1) de subespacios de dimensién k en
R™~!. Vamos a definir algunas funciones f;, con i = 1,...,n, de la Grassmanniana G(k,n—k—1)
en la Grassmanniana G (k,n — k — 2) de subespacios de dimensién k en R" 2. Para ello, vamos
a considerar tanto a R?~! como a R"2 como ciertos subespacios de R” y vamos a proyectar

cada k-subespacio de R"™! en R"2.

El subespacio H ortogonal a 1 en R” es isomorfo (y homeomorfo) a R"~!, y si tomamos la
inclusién j : R®~! — R™ cuya imdgen es H, cada P € G(k,n — k — 1) se puede ver como un

k-subespacio en ‘H C R".

Dado un k-subespacio P en H C R" y dada i € {1,...,n}, su imdgen bajo la proyeccién ;

es otra vez un k-subespacio en R?_l. En principio, 7;(P) puede o no contener a m;(1). Sea
A={PeG(k,n—k—1):paraalguna i = 1,...,n, (m; o j)(P) contiene a 7;(1)}

Sea ¢; la proyeccién de Rz‘_l en el subespacio de R?_l ortogonal a m;(1). Entonces, para
toda P € G(k,n —k — 1) — A, la composicién ¢; o m; o j le asigna a P un k-subespacio en
qi(thl) =~ R"2, Llamamos f; a ¢; o m; o j, y asi hemos definido una funcién continua de

Gk,n—k—1)—Aen Gk,n—k—2).
Sea f:G(k,n—k—1)— A —=[]["G(k,n — k —2) dada por f(P) = (fi(P),..., fu(P)).

5.5 Definicién de &.
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En [[" G(k,n — k — 2) tenemos el haz producto 9,2 X ... X ¥ 2. El haz & es el pullback
f*(ﬁk,nf2 X ... X ﬁk,n72)-

5.6 El haz ¢ es homeomorfo a la suma de Whitney f{ (¥ ,—2) ® ... ® fi(Vn—2).

Dado un haz 1 sobre un espacio base B, podemos pensar en el producto ¥ x 1 sobre B x B.
Supongamos que tenemos una funcién f : X — B x B dada por f(z) = (fi(z), fa(x)) con
fi + X — B. Esto nos define un haz sobre X: el pullback f*(9 x ).

Por otro lado, observemos que f se puede ver como la composicién fod, donded : X — X xX
es el mapeo diagonal d(z) = (z,2) y f : X x X — B x B es la funcién f(z,y) = (fi(z), f2(v)).

Entonces, f*(9x9) = (fod)*(¥ x9). Pero se sabe (ver por ejemplo [H]) que (fod)*(d x 1) =
d*(F* (9x9)). Ademés, f (9xV) es f(9)x f3(9). De manera que f*(0x19) = d*(f{(9) x f3(9)),
lo cual por definicién es la suma de Whitney f;(9)& f5 (¥). Este argumento se puede generalizar a

un nimero finito de factores, por lo tanto, f*(Vg n—2X ... X0k n—2) = f{ (Vg n-2)D...® f(Vkn—2)-

5.7 Descripcién del conjunto A.

Definimos el conjunto A como
A={PeG(k,n—k—1):paraalguna i = 1,....,n, (m; o j)(P) contiene a m;(1)}.
Como j : R»1 — R” es un encaje, A es homeomorfo al conjunto
J(A)={P C H:paraalgunai=1,...,n, (1) € m;(P)}.

Describiremos este conjunto. Supongamos que P € j(A). Entonces P N ;' (m;(1)) # @ para
alguna i € {1,...,n}. Pero H N7, *(m;(I)) es un solo punto p; (el vector en R™ que tiene 1 en
todas sus coordenadas excepto en la i-ésima, y su i-ésima coordenada es 1 —n). De manera que
pi; € P. Inversamente, si p; € P para alguna ¢ € {1,...,n}, entonces 7;(p;) = m;(1) € 7;(P), por
lo que P € j(A). El conjunto de P en H = R"~! que contienen a un vector fijo p; es homeomorfo
aG(k—1,n—k—1). Asi, j(A) es homeomorfo a la unién de n Grassmannianas G(k—1,n—k—1)
(una por cada ¢ € {1,...,n}). La dimensién de G(k —1,n —k—1)es (k—1)(n—k—1) y la
dimensién de G(k,n—k—1) es k(n—k—1), de manera que la codimensién de A en G(k,n—k—1)

es mayor o igual que dos.
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Capitulo 6
Descripcién de L A" TF,

Sean ¢ el haz que definimos en la seccién anterior, £ su espacio total y 7* : £ — G(k,n —

k —1) — A su proyeccion.

6.1 Teorema. El espacio } A"** es homeomorfo a £. M4s atin, el espacio de los invariantes
principales es homeomorfo a G(k,n—k—1) — A y las fibras (7*) 1(P) corresponden a aquellas

configuraciones de lineas que tienen el mismo invariante principal.

Demostracién.

Probaremos primero que el espacio de los invariantes principales es homeomorfo a G(k,n —
k—1)—A. Recordemos que la funcién ¢ : M — G(k+1,n—k—1)—A, que a cada configuracién
le asocia su invariante principal, es constante en las érbitas de la accién de G en M, y por lo

tanto tenemos una funcién:
¢: M/G— Gk+1,n—k—1).

El espacio de los invariantes principales es la imdgen de ¢. Veamos cudl es ésta imagen. Cualquier
k + 1-subespacio de R" que esté en la imédgen de ¢ contiene, por definicién de ¢, al vector 1. Sea
P un k+1-subespacio de R™ que contenga al 1. Sea By, 11, ..., Bp ik, 1 un conjunto de generadores
de P. Si para alguna i € {1,...,n} se tiene que m;(B+1), -, Ti(Bnik), 7i(1) no son linealmente
independientes, esto significa que P no estd en la imdgen de ¢ (ver 3.4).

Supongamos entonces que para toda i = 1,...,n los vectores m;(Bpn+1), ..., Ti(Bnik), mi(1)

son linealmente independientes. Entonces generan un subespacio de dimensién &£+ 1 en R?*l =
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R"!. Como k < n — 3, podemos elegir un vector A; en R?‘l linealmente independiente de
7i(Bpt1)s o Ti( Bnak), mi(1). Y entonces, por 3.4, la configuracién de lineas correspondiente a
(A, B) = ((A1, -, An), (B, -y Baag)) estd en M y su imdgen bajo ¢ es P.

Tenemos entonces que la imagen de ¢ es el subconjunto de G(k + 1,n — k — 1) que consta
de los k + 1 subespacios en R tales que contienen al 1 y para toda i = 1, ..., n su proyeccién en
R?il sigue siendo de dimensién k + 1. La proyeccién en el subespacio H ortogonal a 1 nos da

un homeomorfismo entre la imdgen de ¢ y G(k,n — k — 1) — A.

Para cada i = 1,...,n tenemos también la funcién ¢; que a cada (A, B) € M le asigna su
invariante secundario (P;(A, B), H;(A, B)). Como esta funcién es constante en las érbitas de G

en M, tenemos
p, M/G—-{(PH):PecGk+1,n—k—-2),HeGk+2,n—k—-3),PCH}.

Veremos ahora que la imdgen de @; es homeomorfa a Ej,_o. Sea (P;(A, B), H;(A,B)) en la

imégen de ;. Entonces, por definicién de @;, tanto P;(A, B) como H;(A, B) contienen al vec-

tor m;(1). La composicién con ¢; (la proyeccién en el espacio ortogonal a ;(1)) nos da un

homeomorfismo entre la imdgen de @; y Ej p—2.

Daremos ahora un homeomorfismo ¢ : M/G — £. Por definicién, el espacio £ es
E = {(P,((P1,H1),...,(Pp, Hyp))) € (Glkyn —k —1) = A) X (B p—2 X ... X Ejp_9)

f(P)=(P1,.... P)}.

Dado (A, B) € M/G, definimos

¢(A,B) = ((pod)(B),((q10%1)(A, B), .., (g ©B,)(4, B)).

Recordemos que g,;(A, B) = (P;i(A, B), Hi(A, B)). Para que ¢ esté bien definida sélo falta ver

que

f((pe@)(B)) = (q1(PL(A, B)); .., gn(Pn(4, B))).
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Pero

flpod)(B) = (filp(¢(A, B))), ... i(p(6(4, B))))

= (QI(T‘-I(CZ)(A’ B)))a ey Qn(ﬂ-n(gb(A? B)))

= (((h © @1)(‘47 B)7 ) (Qn O@n)(Av B))

Con eso basta, pues la biyectividad de ¢ la vimos cuando demostramos que el conjunto de
invariantes es tnico para cada configuracién, y las funciones que le asignan a un conjunto de
vectores el plano generado por ellos y las proyecciones son continuas y abiertas, y M /G tiene

la topologia cociente.

Finalmente, sea P € G(k,n —k — 1) — A. Entonces la fibra (7*)~!(P) es
(7)Y (P) = {(P, ((P1, Hy), .., (Pn, Hy))) € M : f(P) = (P, ..., Pu)}.
Tomando ¢~ ((7*)~(P)), tenemos que la fibra sobre P corresponde a
{(A,B) : 9(A,B) € (m)"(P)} = {(A, B) : (po ¢)(A, B) = P}.

En la imédgen de ¢ tenemos que p es un homeomorfismo, por lo tanto dos configuraciones estan

en la misma fibra si y sélo si tienen el mismo invariante principal.[]
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Capitulo 7

Algunos casos particulares.

7.1 El espacio 1 A" de configuraciones de n lfneas en A" es homeomorfo al pro-
ducto de n espacios proyectivos P" 3.

El espacio A2 es el espacio de configuraciones de dos lineas en el plano afin, pero dos lineas
en el plano nunca fijan (una homotesia en direccién de una de las lineas es una transformacién
affn que deja fijas a las dos lineas pero no es la identidad). El espacio A3 es el espacio de
configuraciones de tres lineas en el espacio afin de dimensién tres. Como aqui £ = 0, la dimensién
de este espacio es n? — 3n, que es cero si n = 3. De manera que %A?’ es un espacio de dimensién
cero. Pero podemos verificar diréctamente que cualesquiera dos ternas de lineas con direcciones
linealmente independientes y que fijen son equivalentes en el espacio afin de dimensién tres:

Sean (L1, L2, L3) y (L, L}, L) dos ternas de lineas en A3 con direcciones linealmente inde-

pendientes y que fijen. Si

Ly = {tel + bieg +crez :t € R}
Ly = {t62 + ase1 +coe3 it € R}
L3 = {tes+ ase; +bzex:t € R}
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Ly = {te; +bles+cles:t € R}
Ly = {tes+ahey + ches:t € R}
Ly = {tes+ ase; + bhes :t € R}

entonces, por 3.4 tenemos que ag # as, by # b3, c1 # c3, ah # ah, V) # by y ) # . Sea

F € Af(3) la composicién de la transformacion lineal

! /
0427(13
s 0 0
Y
bl _b3

0 b1—b3
0o 0 9=

c1—C2

con la traslacién T'(z) = z + T con

agah—ahas
a2—as
/ /
bybl, b b
b1—bs
cich—clca

=3
Il

c1—C2

Entonces F(L;) = L, paratodai € {1,2,3}. Es decir, (L1, Lo, L3) y (L}, L}, L%) son equivalentes
y %A?’ consta de un solo punto.

En general, k = 0, el espacio M descrito en 3.1 consta tinicamente de matrices A de nxn con
ceros en la diagonal tales que para todai € {1,...,n}, A; y m;(1) son linealmente independientes.
El invariante principal es el mismo para todas las configuraciones: el subespacio < 1 > de R™.
Para cada i € {1,...,n}, el invariante secundario es una pareja (P;, H;) donde P; =< m;(1) >
para cualquier configuracién y H; es un plano por el origen en ]R?_l que contiene a m;(1).
Por el teorema 6.1, LA™ es homeomorfo a un haz fibrado con base un solo punto y fibra el
producto de n espacios proyectivos P" 3, cada uno de los cuales se obtiene al proyectar todos
los planos en R’ que contienen a m;(T) en el subespacio de R? ™' ortogonal a m;(T). Asf,
el espacio de configuraciones de 4 lineas en el espacio afin de dimensién 4 es homeomorfo a

T4 = P! x P! x P! x P! el espacio de configuraciones de cinco lineas en el espacio afin de

dimensién 5 es homeomorfo al producto de cinco planos proyectivos P2, y asf sucesivamente.
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7.2 El espacio }A?"~3 de configuraciones de n lineas en A" es homeomorfo a la
Grassmanniana G(n — 3,2) — A, donde A es un complejo simplicial de dimensién
2(n—4).

En este caso, k = n—3. Como 0 < k < n—3, este es el caso en el cual el valor de k es maximo.
El invariante principal estd dado por un subespacio de dimensién n — 2 de R™ que contiene a 1.
Para cada ¢ € {1,...,n}, el invariante secundario estd dado por una pareja (P;, H;) donde P; es
un subespacio de dimensién n — 2 de R?il y H; es un subespacio de dimensién n — 1 en R?il y
por lo tanto tiene que ser igual a R?_l para cualquier configuracién. Como P; se puede obtener
a partir de P mediante 7;, toda la informacién acerca de una configuracién debe estar contenida
en el invariante principal. Esto se confirma si aplicamos el teorema 6.1: de acuerdo con este
teorema 1 A?"~3 es homeomorfo a un haz fibrado con base G(n —3,2) — A (que es el espacio de
los invariantes principales), y fibra el producto de n espacios pr—(n=3)=3 — PO que es un solo
punto. Ademds, probamos en 5.7 que A es la unién de n Grassmannianas G(n — 4,2). En 8.4
describiremos cémo estédn pegadas estas n Grassmannianas que componen el conjunto A. Asi,
el espacio de configuraciones de 4 lineas en A® es homeomorfo al espacio proyectivo P? al cual
se le han quitado 5 puntos; el espacio de configuraciones de 5 lineas en A” es homeomorfo a la
Grassmanniana G(2,2) de planos en R* a la cual se le han quitado 5 espacios proyectivos P2,

y asi sucesivamente.

7.3 El espacio %AG de configuraciones de cinco lineas en AS.

En este caso, ni el espacio de invariantes principales ni el espacio de invariantes secundarios
son triviales. Para cada configuracion, el invariante principal es un plano en R% (recordemos el
ejemplo 4.2) y, para cada i € {1, ...,5}, el invariante secundario es una pareja (P;, H;) donde P;
es un plano en R;l que contiene a 1 y H; es un subespacio de dimensién 3 en ]R;l que contiene
a P; (ver el ejemplo 4.4). En 5.2 vimos la construccién del haz 9; 3, que es homeomorfo al
haz tangente de P? proyectivizado. Tomamos el producto de cinco de estos haces y la funcién
f:(P3—A)— P2 x P2x P?2x P?x P2 En 8.5 diremos algo més sobre la funcién f. En este

caso, A consta de cinco puntos.
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Capitulo 8

Otro punto de vista: configuraciones

de puntos.

Los espacios > A"*¥ son haces fibrados con base G(k,n —k —1) — A y fibra P""¥=3, Se sabe
que G(k,n—k—1) es homeomorfo al espacio de configuraciones de n puntos en A* (denotaremos
por gAk a este espacio) y que P7—k=3 o5 homeomorfo al espacio gflAl de configuraciones de
n—1 puntos en la linea afin. Esto no es una casualidad: a continuacién veremos como se pueden

obtener nuestros resultados usando configuraciones de puntos.

9.1 Un homeomorfismo entre G(k,n —k—1) y YAF.

Sea h el homeomorfismo de R*** en R¥*" que a k vectores en R”

b11 b12 bik

bo1 baa bak
Bn+1 = 7Bn+2 = 7"'7Bn+k =

bnl bn2 bnk
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les asocia los puntos

X1 = (bi1,b12, ..., b1x)

Xo = (ba1,b22, ..., b2)

Xn = (bp1,bn2y oy bpg)

en R”.

Sabemos que G(k,n — k — 1) es homeomorfa al espacio de todos los k + 1 subespacios de
R" que contienen al vector 1. Denotaremos por G7l,,(1) a este espacio. Sea P € G} (1), y
{Bn+1, ., Buik, 1} un conjunto de generadores de P. Cada B,4; es un punto en R™. Los n
puntos en R* dados por h(Bpni1,..., Bnsx) = (X1,..., X;,) nos dan una configuracién en 2 A*
si y s6lo si generan afinmente. Tenemos que ver que no existe un hiperplano en R* que los
contenga a todos. Esto sucede si y sélo si no existen «g, ..., ap+1 € R, no todas cero, tales que
parat=1,....n

a1bi1 + agbio + ... + agbip + a1 = 0.

Y esto es equivalente a que Byy1, ..., By, 1 sean linealmente independientes.

Definimos H(P) como la configuracién formada por h(Bp+1, ..., Bptk) = (X1, ..., Xp). Pro-
baremos que (X1, ..., X,) y (X1, ..., X})) representan la misma configuracién en ) A¥ si y sélo si
By, s Bk, 1y By g, -0, B, 1, 1 generan el mismo k 4 1-subespacio. Las n-adas (X1, ..., Xp)
y (X!, ..., X!) representan la misma configuracion en JA* si y sélo si existe T € Af(k), con
T(X;) = X/ paratodai=1,...,n. Si X; = (bi1, ..., bix) y X| = (bly, ..., b)), la condicién anterior

se convierte en que exista una transformacion lineal

ti1 ... tik
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tal que compuesta con una traslacién por un vector

1
Tk
nos de
bgl tllbil + ...+ tlkbzkz + 1
i tribin + ... + trrbix + i
Asi,
;H—l = tlan+1 + ...+ tlk‘Bn-i-k + TlT
vk = tg1Bng1 + o+ g Bk + il

Esto quiere decir que < Bpi1,..., Byyr, 1 >C< B] 4, ”'7B7,1+k7T >. Pero son subespacios de
la misma dimensién, por lo que tienen que ser iguales. Inversamente, si estos subespacios son
iguales, se puede escribir B’ en términos de B como lo hicimos arriba y esto significa que las

configuraciones son la misma.

8.2 El invariante principal como configuracion de puntos.

Dada (A, B) € M su invariante principal es ¢(A, B) =< By1, ..., Buik, 1 >. Por definicién
de H, si

b11 b12 blk

b21 622 b2k
Bn+1 - 7BTL+2 - PIREEE BnJrk -

bnl bn2 bnk
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entonces la imdgen bajo H del invariante principal es la configuracién formada por los puntos

X1 = (bi1,b12, ..., b11)

Xo = (ba1,b22, ..., bag)

Xn = (bni,bn2, ..., buk).

Esto quiere decir que el invariante principal es la configuracién formada por las proyecciones

de las n lineas en el subespacio < €41, ..., epqpr > de R?HF,

8.3 Ejemplo.

Ya vimos, en 7.2, que los espacios L A?"~3 estdn completamente determinados por su invari-
ante principal. Esto significa que una configuracién de n lineas en el espacio afin de dimensién
2n — 3 estd completamente descrita por la configuracién formada por sus proyecciones en el es-
pacio ortogonal al generado por sus direcciones. Es decir, si las lineas se proyectan en la misma

configuracién entonces son equivalentes.

8.4 El conjunto A como subconjunto de ?A*.

El conjunto A se puede ver como el conjunto de los (k + 1)- subespacios P en GZ_H(I)
tales que 7;(Byt1), - Ti(Bnik), mi(1) son linealmente dependientes en R!~! para alguna i €
{1,...,n}. Si H(P) es la configuracién formada por X1, ..., X, esto corresponde a que existe X
tal que si quitamos ese punto los deméds ya no generan, es decir, a que n — 1 de los puntos estan
en un hiperplano. Esto no es dificil de comprobar: supongamos, sin pérdida de generalidad, que
Xi,...,Xn_1 estdn en un hiperplano. Esto sucede si y sélo si existen aj, ..., ax+1 € R, no todas

cero, tales que, para todai=1,...,n — 1,

a1bin + agbie + ... + agbiy + ag1 = 0.

Es decir, aymp (Bp+1) + @omn(Bri2) + .. + apmn (Brik) + agpr1ma (1) = 0, lo cual es equivalente

a que Tp(Bpi1)s ooy Tn(Bpak), mn(1) son linealmente dependientes.
Supongamos que Xo, X3, ..., X,, estdn en un hiperplano. El espacio de todas las configura-

ciones posibles que cumplen esto es el espacio de configuraciones de n — 1 puntos en A*~!. Este
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espacio es homeomorfo a la Grassmanniana G(k — 1,n — k — 1). Como para cada uno de los
puntos X; podemos hacer esto, tenemos que A es homeomorfo a la unién de n Grassmannianas
G(k—1,n—k—1). Més atin, dadas dos de estas Grassmannianas G(k—1,n—k— 1), su intersec-
cidén es el espacio de las configuraciones X1, ..., X,, tales que n — 2 de los puntos se encuentran

en la interseccién de dos hiperplanos, es decir, una Grassmanniana G(k — 2,n — k — 1).

8.5 La funcién f desde el punto de vista de configuraciones de puntos.

Para cada i = 1, ..., n, recordemos que la funcién f; : (G(k,n—k—1)—A) — G(k,n—k —2)
a cada P € G(k,n—k—1) — A le asignaba primero un k subespacio ortogonal a 1 en R", luego
lo proyectaba con 7; y finalmente lo proyectaba al subespacio ortogonal a 7;(1) en ]R?_l.

Sea (X1, ..., X,,) €2 A*. Supongamos que

X1 = (bi1,b12, ..., b1g)

Xo = (ba1,b22, ..., bap)

Xn = (bn1> bn27 ceey bnk:)

Entonces a (X7, ..., X;,) le corresponde un elemento de Gzﬂ(l) generado por Bpy1, ..., Bntk, 1

con
b11 b12 blk
b21 b22 bZk
Bn+1 - 7B’n+2 - 7"'aBn+k —
bnl bn2 bnk

Podemos elegir By, 11, ..., Bp1x de manera que sean ortogonales a 1. Tenemos que 7;(Bp41), -+, Ti(Bnik)
son vectores que tienen cero en la i-ésima coorednada. La proyeccién de R;‘_l en el subespacio
ortogonal a 7;(1) en R? ™! no es mds que el homeomorfismo entre GZ;} (mi(1)) y G(k,n—k—2),
que a su vez es el espacio de configuraciones de n — 1 puntos en A*. Usando esto no es dificil
convencerse de que la funcién f; se puede ver como la funcién de SAF — A en 2_1Ak que a cada

configuracién de n puntos (X7, ..., X,,) le asigna la configuraciéon de n — 1 puntos que se obtiene

al quitar X;.

8.6 Los haces desde el punto de vista de configuraciones.
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Para cadai =1, ..., n tenemos el invariante secundario que, desde el punto de vista de config-
uraciones se ve asi: la funcién ¢; le asigna a cada (A, B) € M una pareja (Pi(A, B), Hi(A, B)).
Recordemos que P;(A, B) es m;i(6(A, B)), la imdgen de < Byi1, ..., Bk, 1 > en R Ya vi-
mos que esto es equivalente a asignarle a (A, B) la configuracién de n — 1 puntos que forma
H(P) = (X1,...,X,) quitando X;. Ademds, H;(A, B) es el subespacio de R?_l generado por
A, mi(Bpit), ooy mi(Bpak), mi(1). Usando el homeomorfismo H entre GZ;%(m(T)) y O AR

tenemos que la imdgen bajo H de < A;, m;(Bpn+1), -, mi(Bpt), mi(1) > es la configuracién de

puntos en A**! formada por
Xj = (bﬂ,bﬂ, ...,bjk,aj) con j € {1, ...,n}, J 75 7.

Esta es exdctamente la configuracién que se obtiene al proyectar todas las lineas excepto L; en
el subespacio < €;, €pi1, ..., enyp > de RVHE,

Asi, el invariante secundario de una configuracién de lineas es una pareja (P;, H;) donde P;
es una configuracién de n — 1 puntos en A*, H; es una configuracién de n — 1 puntos en AF+1
y P; se obtiene de H; cuando proyectamos A*T! en A*.

El haz ¥, 2 tiene como espacio total todos los invariantes secundarios (para una i fija) y
como base las configuraciones de n—1 puntos en A¥. La proyeccién (P, H) = P es la proyeccién
de A*1 en AF. La fibra son todas las configuraciones de n — 1 puntos en la linea afin, que es

homeomorfo a P"~3.

8.7 Ejemplo.

Regresemos al ejemplo de 5 lineas en A% para verlo desde el punto de vista de configuraciones
de puntos.

Veamos primero cémo queda el haz v. El espacio de configuraciones de 4 puntos en el plano
afin A? es el espacio proyectivo P? (corresponde a planos en R?). El espacio de configuraciones
de 4 puntos en la lfnea affn también es P? (corresponde a lineas en R3).

El espacio total £ del haz ¥ consta de parejas (P, H) con

(i) P=(xy,...,24) una configuracién de 4 puntos en la linea afin;

(ii ) H=((y1,21), -+, (Y4, 24)) una configuracién de 4 puntos en el plano afin;

(iii) (x1,...,24) y (y1,...,y4) forman la misma configuracién en la linea afin.
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La proyeccion 7 : & —$ Al manda una configuracién de cuatro puntos en el plano en la
configuracién que forman sus proyecciones en la linea.

Para cada ¢ tenemos un haz de estos: quitando la linea L;, las cuatro lineas restantes nos dan
cuatro puntos al proyectarse en el plano < e;, eg > y cuatro puntos al proyectarse en < eg >.

Tenemos la funcién f: (P3 — {ay,...,a5}) — P? x P? x P2 x P? x P? dada por

f(X1, X0, X3, X4, X5) = ((Xo, X3, X4, X5), (X1, X3, X4, X5), (X1, X2, X4, X5),

(X1, X2, X3, X5), (X1, X2, X3, X4))
que estd bien definida excepto en los puntos

ay =

ay =

a, =

( )
( )
ag = (1,1,0,1,1)
( )
as = )

Para cada coordenada, f; se puede ver como una funcién que retrae a P3 menos un punto a;

en un P2 que no contiene a ese punto. Y el haz ¢ es la suma de Whitney f1(9) @ ... ® f5(09).
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