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Resumen

El méodo del elemento finito estocastico es una herramienta analitica que permite
incorporar de manera explicita, las incertidumbres involucradas en un andlisis con elementos
finitos. En la modelacién de estructuras de tierra, la principal fuente de incertidumbre se debe a
los errores aeatorios asociados a los ensayes de campo y laboratorio, y a los sisteméticos
presentes tanto en las estimaciones parcialmente subjetivas, como en €l empleo de correlaciones
empiricas entre propiedades indice y mecanicas. En esta tesis se redliza € andlisis esfuerzo
deformacion del proceso constructivo del terraplén de la presa “Aguamilpa’ dentro de una
estructura de andlisis probabilista. Se implementan dos de los métodos de perturbaciones en un
programa de elementos finitos determinista para el andlisis de estructuras de tierra; ademas, se
efectlian simulaciones con el método directo de Monte Carlo. Se analiza laincidencia relativa de
los diferentes parametros del modelo constitutivo lineal sobre la precision de los campos de
desplazamientos y esfuerzos, ademés de la influencia de la incertidumbre en los parametros
materiales para varias condiciones de correlacion. Los campos de desplazamientos vertical y
total, asi como el campo de esfuerzos verticales, se analizan conforme a crecimiento del
terraplén. En general, los resultados muestran gque la distribucion de la incertidumbre coincide en
los pares de métodos empleados aunque se observaron algunas diferencias en las magnitudes
maximas, en particular, en los campos de desplazamientos. Las diferencias observadas se podrian
investigar variando el intervalo de separacion entre los puntos discretos utilizados para el calculo
numerico de las derivadas parciales, necesarias en el método clasico de perturbaciones. También
es importante mencionar e destacado efecto de reduccion de varianza en todos los campos
analizados.



‘ Abstract

Abstract

The stochastic finite element method is an analytical tool that permits to incorporate in an
explicit form, the uncertainties involved in an analysis with finite elements. In the modeling of
earth structures, the principal source of uncertainty is encountered in the random errors related
with the field and laboratory tests, and in the systematic errors present as much in the partial
subjective estimations, as in the employed empirical correlations between index and mechanical
properties. In this thesis the stress strain analysis of the construction process of the embankment
of the “Aguamilpa’ dam is effected into a probabilistic structure of analysis. Two of the
perturbations methods are implemented in a deterministic finite elements code for earth structure
analysis; furthermore, realizations with the direct Monte Carlo simulation method are effected.
The relative incidence of the different linead model parameters on the precision of the
displacement and stress fields is evaluated, besides the influence of the uncertainty in the material
parameters for several correlation conditions. The vertical and total displacement fields, as well
as the vertical stress field, are analyzed in accordance with the growth of the embankment. In
general, the results show that the distributions of the uncertainty are in good agreement in the
pairs of methods utilized although some differences were observed in the maximum magnitudes,
in particular, in the displacements fields. The origin of the observed differences could be
investigated varying the interval of the separation between discrete points utilized for the
numerical calculation of the partial derivatives, performed in the classic perturbation method. It is
also important to mention the notabl e effect of reduction of variance in al the analyzed fields.
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| ntroduccion

En la modelacion de problemas en ingenieria se elige con criterio los parametros
relevantes del problemay se plantea su solucién analitica formal. Los elementos finitos aplicados
de manera determinista han sido una valiosa herramienta ampliamente aceptada para comprender
y anticipar el comportamiento mecanico de estructuras de tierra. No obstante, con frecuencia las
propiedades mecanicas del modelo constitutivo solo se pueden definir dentro de un amplio
margen de incertidumbre. Se deberia reconocer que, al menos en algunos casos, constituyen
verdaderas “ suposiciones educadas’ . Estas incertidumbres son principal mente una consecuencia
de la falta de conocimiento, baja confiabilidad en las pruebas de campo o laboratorio y de la
variabilidad espacial de |as propiedades de |os geomateriales.

El problema de la incertidumbre y sus implicaciones se puede enfrentar explicitamente
con las mejores herramientas disponibles. Para ello, es necesario identificar los factores que dan
origen a la incertidumbre y conocer los formalismos que permiten tomarla en cuenta
racionalmente. Los métodos estadisticos y probabilistas permiten evaluar la incertidumbre en el
comportamiento de las estructuras de tierra en funcion de las existentes, en particular, en los
pardmetros de los materiales. Estos pardmetros pueden ser tratados como variables aleatorias 0
como campos aleatorios. Las técnicas probabilistas que permiten involucrar |a aleatoriedad de los
pardmetros de los materiales (u otros pardmetros del modelo) en los andlisis con elementos
finitos, reciben en conjunto, el nombre de método de elementos finitos estocasticos.

Los modelos probabilistas requieren informacion acerca de las propiedades estadisticas
del problema por modelar. Esto es visto en algunos casos como una desventgja debido a que los
parametros estadisticos exactos son dificiles de obtener. Pero si la informacion disponible es
escasa, es posible introducir elementos subjetivos y a mismo tiempo aprovechar toda la
informacion estadistica disponible. En realidad, se podria aceptar que esta situacion prevalece en
muchos andlisis deterministas en ingenieria.

Alternativamente, la teoria de los conjuntos borrosos se puede utilizar para describir
incertidumbres (Auvinet, 1986). En ella se definen pardmetros por funciones de posibilidad que
especifican su grado de pertenencia a un conjunto. Sin embargo, la teoria de la probabilidad ha
sido extensamente utilizada para representar la indefinicion. Cuenta con fundamentos
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mateméticos sdlidos y ademas, con los avances en métodos numéricos y € incremento en la
capacidad de computo, su aplicacion a sistemas compl g 0s es cada vez mas practicable.

Justificacion.

El interés en modelar la incertidumbre surge a partir del momento en que las
incertidumbres permanecen en muchos modelos de problemas en geomecanica. Las
incertidumbres surgen debido a la falta de conocimiento en algunos parametros (heterogeneidad
de las masas térreas, alcance limitado de las campafias de reconocimiento, falta de
representatividad de los ensayes de campo y de laboratorio, errores de medicion, empleo de
correlaciones empiricas, estimaciones subjetivas y el sesgo implicito en muchos de los modelos
geomecénicos) o bien, debido a las cantidades intrinsecamente aleatorias como lo son las cargas
estaticas y dinamicas.

Debido a las incertidumbres en e modelo, en ocasiones es incierto en qué grado €
pronostico de la simulacion numeérica coincide con la realidad; este hecho es ignorado con
frecuencia en la practica de laingenieria.

Aungue el método de los elementos finitos estocasticos en principio no es reciente, se han
publicado pocos trabajos que manifiesten su utilidad préacticay resultados tipicos.

Antecedentes.

L os primeros trabajos sobre la aplicacion del método de los €lementos finitos estocasticos
(MEFE) ala geotecnia fueron expuestos por Cambou y Auvinet (1974); quienes desarrollaron un
algoritmo para el andlisis estocastico de los desplazamientos y esfuerzos en los suelos, como
consecuencia de las excavaciones redlizadas para la construccién del metro en la ciudad de
México. Posteriormente, la literatura reciente a estos métodos, y en menor medida a sus
aplicaciones, ha aumentado (Vanmarcke et al., 1983); (Bittnar, 1996).

En el contexto de las estructuras de tierra se han realizado algunos ejemplos. Orlandi
(1996) y Bouayed (1997) realizaron el andlisis del proceso constructivo de la seccion transversal
méxima de una presa de tierra y enrocamiento. Limitaron su estudio al andisis de los
desplazamientos verticales considerando un modelo constitutivo elastico no lineal, y Unicamente
implementaron una aproximacion de segundos momentos (SMA) en el programa determinista.
Posteriormente, Mellah (1999) utilizando la misma matriz de covarianza amplia el estudio hacia
las deformaciones y esfuerzos, ademés, confronta los resultados del método SMA con los que
obtiene con las simulaciones de! método de Monte Carlo (MCSM). Asimismo, analiza
terraplenes con diferentes factores de seguridad y observa la influencia de cada uno de los
pardmetros del modelo eléstico no linea en la dispersion de los desplazamientos verticales.
Concluye gque conforme disminuye € factor de seguridad del terraplén, aumenta la participacion
de los pardmetros relacionados con las deformaciones a cortante y con los de comportamiento
limite.

Por otro lado, Louault (1997) utilizando € método SMA andiza la seccién méaxima
longitudinal de una presa simulando la construccion por capas, y estudia la influencia de los
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pardmetros del modelo elastico lineal E y v, en la distribucién de las zonas de tension.
Confirma el efecto de la relacién de Poisson en la incertidumbre relativa a la ubicacion y
extension de las zonas de tensidn en la presa. En esa misma linea, Pérez-Duarte (2000) analizala
incidencia relativa de los parametros de un modelo constitutivo elastico anisétropo con
ortotropia, en la extension de las zonas de extension analizando |a misma presa. Encuentra que €l
parametro que tiene mas influencia en |os esfuerzos principales menoreses v, 2 que sobresale de

la que exhiben E,, E, y v, ° y observa que e médulo de rigidez a cortante G, * tiene una
influencia pequefia en esta incertidumbre.

Objetivosy limites.

En este trabajo se modelara la construccion de un terraplén de materiales compactados
dentro de una estructura de andlisis probabilista. Para ello se utilizara el método de los elementos
finitos estocasticos (MEFE). La incertidumbre en los parametros del modelo constitutivo se
modelara como variables aleatorias que describen un campo aleatorio estimativo. Los alcances de
este estudio se resumen como sigue:

e Discutir el potencial de los elementos finitos estocasticos.

e Definir en detale las incertidumbres involucradas en el andlisis y modelarlas conforme a
una metodol ogia tipica de evaluacion de los parametros del model o congtitutivo.

e Ultilizar una aproximacién de segundos momentos (SMA), el método de estimacion
puntual de Rosenblueth (PEM) y el método de simulacién con la técnica de Monte Carlo
(MCSM), en un andlisis determinista con elementos finitos utilizando e programa
FEADAMB84 y confrontar los resultados.

e Involucrar diferentes condiciones de correlacion en el andlisis.
e Vaerificar la distribucion de la incertidumbre dentro del cuerpo del terraplén para los
campos de desplazamientos y esfuerzos, con la intencién de detectar las zonas con

mayores incertidumbres y las zonas de comportamiento robusto.

e Anaizar el comportamiento del coeficiente de variacion de los resultados conforme al
avance de la construccion.

Descripcion de los capitul os.

El contenido de este trabgjo se ha organizado en tres capitulos. En e capitulo 1 se
presentan las principales fuentes de incertidumbre involucradas en la modelacion en
geomecanica; ademés se muestra como representarlas y modelarlas apropiadamente. En €l

1 Médulo de elasticidad y relacién de Poisson, respectivamente.

2 Relacion de Poisson por deformacion en el plano horizontal debido a esfuerzos que acttian en direccion
vertical.

3 Médulo de elasticidad en la direccion horizontal, vertical y relacion de Poisson por deformacion en el
plano horizontal debido a esfuerzos que actlian en ese mismo plano, respectivamente.

4 Médulo de rigidez al cortante en e plano vertical.
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capitulo 2 se discute e potencia del MEFE y se exponen las formulaciones de los métodos
basados en las técnicas de perturbaciones, la del MEFE espectral y la del método de simulacion
basado en |as técnicas de Monte Carlo. El capitulo 3 discute los resultados del andlisis estocastico
esfuerzo-deformacion del terraplén de la presa “ Aguamilpa’ para el caso de la construccion. Se
explica como se implementd e andlisis probabilista y como se modelaron las incertidumbres
relacionadas con la medicién y estimacion de las propiedades del modelo constitutivo.
Finamente, se concluye con las apreciaciones destacadas del estudio y se sugieren algunos
trabgjos que podrian ayudar a definir un marco de aplicabilidad real de la técnica de
perturbaciones a estos casos de estudio.

Las figuras que ilustran los resultados del andlisis estocastico se muestran en el anexo 1.
En el anexo 2 se presenta la justificacion del uso del modelo constitutivo lineal en la modelacion
del proceso constructivo de presas; en tanto que en el anexo 3 se describe el modelo constitutivo
gue contiene el programa determinista utilizado.
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Capitulo 1

1. INCERTIDUMBRE EN GEOMECANICA.

En este capitulo se describen las principales fuentes de incertidumbre involucradas en la
model acion de un problema en geomecanica con elementos finitos, y la manera de representarlas.
Se discute la aplicabilidad de la modelacion por campos descriptivos de la variabilidad espacial
en la modelacion de estructuras de tierra, y se presenta el marco tedrico en e que se modela la
incertidumbre por campos estimativos.

1.1 FUENTESDE INCERTIDUMBRE.

Las presas de tierra y enrocamiento se construyen con materiales naturales de
caracteristicas complegjas y variables en espacio y tiempo, en los que la medicion de propiedades
mecanicas es delicada. Ademas de los parametros mecanicos, las condiciones de frontera que se
introducen en los célculos y en particular en los que se realizan con elementos finitos, con
frecuencia son ma conocidas. A esta incertidumbre debida a un conocimiento incompleto se
debe afiadir la de los factores intrinsicamente aleatorios, como |o son las solicitaciones estaticas y
dindmicas, ademéas del error en las hipdtesis y aproximaciones que €l modelo geomecanico
introduce.

1.1.1 Modeo constitutivo.

Las leyes de comportamiento de geomateriales cominmente aceptadas en la modelacion
de estructuras de tierra permiten describir de manera aproximada el comportamiento real. Los
parametros del modelo constitutivo se suelen estimar con base en experiencias previas (Marsal et
al., 1965), (Duncan et al., 1980), de correlaciones con las propiedades indice de los
enrocamientos (Alberro y Gaziev, 2002) o en € mejor de los casos, a partir de un nimero
limitado de pruebas de campo y/o laboratorio.
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Por esta razon conviene distinguir entre dos tipos de incertidumbre: la debida a la
medicion y estimacion de los parametros de una muestra o elemento de suelo, y la asociada a las
variaciones espacial es de estos mismos parametros.

1.1.2 Variabilidad espacial.

El conocimiento de la geologia del sitio o del proceso constructivo en general hace
posible definir campos con caracteristicas aproximadamente homogéneas. Sin embargo, en estas
condiciones solo se puede hablar de una “homogeneidad estadistica” que disimula variaciones
espaciales frecuentemente significativas.

Se han propuesto varias aproximaciones para caracterizar la variabilidad espacial de una
propiedad obtenida en diversos puntos de un espacio. Entre ellas se pueden citar |os métodos que
tienen el proposito de describir larealidad por medio del formalismo de las funciones aeatorias,
como es el caso de los métodos geoestadisticos (Auvinet, 2002).

1.1.3 Mediciony estimacion de par ametros.

En la determinacion de los parametros que definen a modelo constitutivo se pueden
presentar dos tipos de errores: los errores aleatorios y 10s sisteméticos.

Los errores aeatorios se cometen principalmente durante las mediciones. En este caso el
error se puede estimar recurriendo a la estadistica descriptiva para evaluar la dispersion en las
medi ciones experimental es.

L os errores sistematicos se deben a un sesgo en las mediciones, al remoldeo de muestras o
factores similares. También se introduce un sesgo cuando la ley constitutiva se elige de manera
arbitraria, cuando |os parametros del suelo se estiman de manera parcia mente subjetiva (“opinion
de experto”) o a partir de correlaciones estadisticas entre propiedades indice y mecanicas.

1.1.4 Solicitacionesy condiciones de frontera.

La naturaleza aeatoria de las solicitaciones estéticas y dinamicas involucradas en los
andlisis con elementos finitos es una fuente de incertidumbre. Por otro lado, las condiciones de
frontera frecuentemente se pueden representar solo de manera aproximada. Por g emplo, en €l
caso de presas de materiales graduados la interaccion en las fronteras interiores con distintas
propiedades mecanicas se suele modelar mediante interfaces (Goodman et al., 1968); sin
embargo, la dificultad para definir un modelo constitutivo representativo del comportamiento en
la interfaz ha limitado su utilidad practica. En la literatura no existen andlisis estocéasticos que
evallen la sensibilidad de esta variable ante el modelo constitutivo.

1.1.5 Método decélculo.

Un modelo no puede representar la realidad fisica s ho toma en cuenta varios tipos de
errores. Entre ellos se pueden citar: 1) Los debidos a la simplificacion del modelo mecénico y su
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soluciéon numérica; 2) A la omision de un escenario que pueda producir resultados
completamente diferentesy 3) Los errores por redondeo.

En laliteratura se encuentran resultados dispersos relativos a estudios de sensibilidad a la
influencia de diferentes detalles de los modelos numéricos (médulo de la malla, méodo de
integracion, criterio de plasticidad, etc.); sin embargo, la mayoria de estos estudios no son
sistematicos y no permiten llegar a conclusiones generales. Con frecuencia este tipo de
incertidumbre en la practica de la ingenieria se toma en cuenta calibrando el modelo en forma
empirica, validando los resultados mediante modelos fisicos y observacion de obras reaes
mediante instrumentacion.

1.2 REPRESENTACION DE LA INCERTIDUMBRE.

Debido a que & experimento probabilista se debe definir con toda precision antes del
andlisis, dependiendo del origen de la incertidumbre que se desea modelar se debe elegir entre
varios tipos de campos a eatorios (Auvinet et al., 2001).

1.2.1 Camposestimativos.

Cuando las propiedades de los suelos son estimadas a partir de opiniones basadas
principalmente en la experiencia y observacion de un experto, el campo estocastico es del tipo
estimativo. Sus parametros deben entonces reflgjar el conocimiento pero ademas laignorancia del
experto.

Esta situacion es comun en geotecnia porque no siempre es posible efectuar un nimero
suficiente de mediciones como para liberarse de toda opinion subjetiva. En este caso, las
probabilidades reflgjaran antes que todo € “grado de confianza” que merece la estimacion
propuesta por €l experto.

En la etapa de proyecto de una presa de tierra no se dispone de informacion acerca de la
variabilidad espacia de las propiedades de los materiales, con excepcidon de la zonificacion
genera involucrada en € proyecto mismo. En esta situaciéon solo es posible €l uso de campos
estimativos que reflgien la incertidumbre a priori sobre las propiedades de los materiales de las
diferentes zonas de la presa.

1.2.2 Camposdescriptivos.

Cuando se cuenta con un numero suficiente de mediciones en distintos puntos de la masa
de suelo el campo aeatorio puede ser del tipo descriptivo. Los pardmetros del campo pueden
entonces ser considerados para un andlisis estadistico. En este campo se ha desarrollado la
geoestadistica. Sin embargo, se debe sefidar que los campos aeatorios que describen la
variabilidad espacial de las propiedades de |os suel os se conocen Unicamente por lamedicion o la
estimacion que a su vez, se realiza con incertidumbre. De esta manera solo se puede tener acceso
aun “campo aparente” cuyas caracteristicas difieren de las del campo real.
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1.2.3 Campos mixtos.

En la préctica frecuentemente la situacion es intermedia a los dos casos anteriores. Las
propiedades de |os suelos se definen por una combinacidn de opiniones (probabilidades a priori)
y de resultados experimentales. Puede entonces recurrirse a un andisis Bayesiano explicito o
implicito para definir probabilidades a posteriori (tomando en cuenta las mediciones) (Cornell,
1971). Lainterpretacién dada a concepto de probabilidad en este caso llega a ser subjetiva, pero
este concepto sigue siendo muy (til en la practica (Ditlevsen y Madsen, 1996).

1.3 MODELACION DE LA INCERTIDUMBRE.

En los andlisis estocasticos esfuerzo-deformacion con elementos finitos, los parametros
materiales (pardmetros del modelo congtitutivo, propiedades mecanicas, e€tc.), geométricos
(dimensiones del cuerpo, forma de la frontera, forma de algun subdominio, etc.) y/o de cargas, se
pueden modelar como variables aleatorias que representan un campo estimativo 0 como campos
aleatorios descriptivos de la variabilidad espacial, dependiendo de la incertidumbre que interese
modelar.

1.3.1 Modelacion por campos estimativos.

En la modelacién por campos estimativos |os parametros materiales, geométricos y/o de
cargas se consideran como variables aleatorias. Una variable aeatoria es una funcion de valor
generalmente real cuyo dominio es un espacio muestral; en otras palabras, las variables a eatorias
son valores numeéricos asociados a los resultados de un experimento (real o ficticio). En € caso
particular de los pardmetros materiales, con frecuencia se define una variable aleatoria para cada
subdominio en e cua se encuentran reunidas ciertas condiciones de homogeneidad estadistica;
por e emplo, en cada una de |as distintas zonas de una presa de materiales compactados.

En la préctica se considera cominmente que un cierto parametro material V (médulo de
deformacion E, relacién de Poisson v, etc.) es una variable aeatoria cuya densidad de
probabilidad se supone generalmente Gaussiana, la cua se puede definir mediante la esperanza
E{V } y la varianza Var[V], parAmetros que, a su vez, se obtienen a partir de resultados
experimentales mediante estimadores estadisticos puntuales o de intervalos de confianza. El
numero de ensayes necesarios para definir estos estimadores puede determinarse entonces
recurriendo a los métodos de la estadistica inferencial tradicional (Mood y Grayhbill, 1963, véase
también inciso 2.4.3.1).

También es posible recurrir a la definicion subjetiva del concepto de probabilidad para
modelar las incertidumbres en los pardmetros materiales mediante campos estimativos. Aplicar
esta definicion consiste en asignar al parametro de interés una densidad de probabilidad basada
en la opinidn de una persona con cierta experiencia.

Las probabilidades subjetivas pueden corregirse tomando en cuenta los resultados de
ensayes de laboratorio. Se consideran entonces como probabilidades a posteriori, dentro de un
andlisis Bayesiano.
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En todos los casos, |os resultados del andlisis estocéastico no tendran més valor que el de
las probabilidades asignadas a los parametros de interés, pero siempre resultaran Gtiles para
sensibilizarse alarespuesta del modelo geomecanico.

El grado de correlacion entre las distintas variables aleatorias que definen e campo
estimativo siempre serd dificil de estimar. Sin embargo, se ha observado que es mas
representativo considerar que existe correlacion entre las propiedades de materiales diferentes
cuando se tiene el mismo tipo de dudas respecto a su valor o cuando han sido determinados
experimentalmente por el mismo procedimiento (Auvinet, 2002). Ademas, los resultados tipicos
de ensayes de campo y laboratorio también deben tenerse en cuenta.

1311 Momentos estadisticos del campo.
Sea V € valor de alguna propiedad que caracteriza a un subdominio especifico dentro de
una masa de suelo. Este valor, que reflga las incertidumbres involucradas en su medicion y/o

estimacion, se considera una variable aeatoria. La esperanza o valor medio de la variable
aeatoriaV , se define como:

E{V} =4, (1.1)

Lavarianzade V , escrita como Var [V] o oy, se define como la esperanza del cuadrado
deladesviacion del valor de la variable con respecto a su esperanza, es decir:

Var[V]=E{(V -’} (12)

El valor minimo que puede tomar & es cero; esto sucede s V toma un valor constante

con probabilidad uno. La varianza crece conforme se esparcen los puntos con probabilidad
positiva.

Laraiz cuadrada positiva de la varianza se escribe como:

Oy =+ Nar V] (1.3)

y se conoce como la desviacion estandar de V . Obsérvese que la desviacion estandar
mantiene las unidades originales de lavariable.

El coeficiente de variacion de lavariable aeatoria V , escrito C,, (V ), se expresa como:

c,(v)=2- (14)
Hy

El coeficiente de variacion describe la variabilidad de |os datos arededor de lamedia. Un
valor pequefio en C, (V) indica una casi constancia de la variable aleatoria, mientras que un

valor elevado indica gran dispersion alrededor de la media. Note que si € valor esperado de la
variable aleatoria tiende a cero, € coeficiente de variacion tiende a infinito.
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La notacién de esperanza también se puede aplicar a un conjunto de variables aleatorias.
Por g emplo, en caso de utilizar un modelo constitutivo lineal, en cada subdominio se tendran que
definir los valores del modulo de deformabilidad E y delarelacion de Poisson v .

Laesperanzade un vector V , de n variablesaleatorias V,,V,,...,V,, se define como:
E{V}=uy (15)

En particular, la covarianza entre dos elementos cualesquiera del vector V , por ejemplo,
entreV, y V,, se puede calcular como:

Cov(Vi. V) =E{VM} - Hy, Hy, (1.6)

de donde se puede observar que s V, y V, son estadisticamente independientes, entonces
su covarianza es nula

La covarianza representa el grado de dependencialineal que existe entre las dos variables.
Es dificil determinar a simple vista si una covarianza es grande o pequefia debido a que su valor
depende de la escala de medicion. Este problema se puede eliminar al estandarizar su valor,
utilizando el coeficiente de correlacion lineal:

Py = (L7)

el cual esta comprendido en el intervalo: -1<p,, <+1. Un vaor de p,, =1 0
Pyy, =—1 implica una correlacion perfecta con todos los puntos de cualquier muestra alineados
sobre una recta. Si las variables aleatorias V, y V, son independientes (Cov(V,,V,)=0),
entonces no estan correlacionadas y p,,,, =0. Sin embargo, si no estan correlacionadas, no

necesariamente son independientes en virtud de que pueden exhibir una dependencia no lineal.
Un coeficiente de correlacion positivo indica que V, tiende a crecer cuando V, crece; mientras

que un coeficiente de correlacion negativo implicaque V, tiende a decrecer cuando V, crece.

Las varianzas y covarianzas de n elementos v,,Vv,,...,v, de un vector aleatorio con
valores esperados s, , 4y, ,---, 4, ,» fOrman una matriz de covarianza T,,, que en forma
expandida queda:

VarV,]  Cov(V,,V,) -+ CovV,V,)

— COV(Vl WV, ) Var [Vz] o COV(V2 Va ) (1.8)

wW

Cov(V,,V,) Cov(V..V,) --- Var[V,]
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Donde; Cov(\/i Vi ): Cov(Vj WV ) Si los elementos fuera de la diagonal valen cero,
entonces todas las variables aleatorias son independientes y por lo tanto no correlacionadas.

La matriz de covarianza es positiva semidefinida, por o que su determinante es >0 e
inferior a producto de los elementos de su diagonal principal, es decir:

0<detT,, <[IVarV,] (L9)
i=1

En la propagacion de la incertidumbre conviene utilizar el valor estandarizado de la
covarianza para anular su dependencia con la escala de medicion; de esta manera se logra una
vision clara de la dependencia directa entre las variables consideradas. La matriz de correlacion
Pw » de un vector aeatorio de n elementos, v,,Vv,,...,V, Se puede expresar en forma expandida

como.

1 Pvy, 7 Py,
P, 1 Py,

po =] LT (1.10)
Pvv, Pvv, 1

Donde; Py, = Puy, - Al igua que la matriz de covarianza, la matriz de correlacion es
positiva semidefinida por 1o que & valor de su determinante se puede acotar entre los limites:

0<det p,, <1 (1.11)

Cuando € determinante de la matriz de correlacién es nulo (matriz singular), se dice que
las variables aleatorias del vector aeatorio estan correlacionadas; mientras que cuando es unitario
se dice que las variables aleatorias del vector no estén correl acionadas.

1.3.1.2 Calculo aproximado de momentos.

Si se define una variable aleatoria U en funcién de otra variable aleatoria V , es decir;
U= g(V) , s posible calcular los momentos de U apartir delosde V aproximando la densidad

de probabilidad de la funcion g(V), a menos con los primeros dos o tres términos de su
desarrollo en serie de Taylor arededor del valor medio de v, esdecir, en , :

U=g(V)-= g(ﬂv)+(v_yv){ag(v)L L) {azg(V)L ‘.. (112)

ov 2 oV

Tomando la esperanza matematica de ambos miembros de la igualdad y considerando que
E{V -, } =0, seencuentraque el valor esperado E{U}, resulta
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aVZ

E{U}=E{g(V)}zg(mH%Vzrzg(V)} (1.13)

De la misma forma, tomando la varianza de ambos lados de la ec. (1.12) operando
algebraicamente y considerando que Var[g(z, )] =0, se obtiene:

Var[U]=Var[g(V)]~o {%MT (1.14)

Si la funcién depende de n variables aeatorias; U = g(V,,V,,...,V,), del desarrollo en
serie de Taylor setiene:

Var[U]=Var[g(Vy V...V, )] = ii{ag(vk)} [ag(vk)} Cov(v,,v,) (1.16)

Ha
El método se puede generalizar para varias funciones de varias variables aleatorias.

Para cadafuncion U, , setendr&

E{U,}=E{g (Vi Voro- Vo )} = O (18 1t 0o 18, ) (1.17)
n n agk agk

Var[U, ]~ ZZ{ } {E} Cov(v;,v;) (1.18)
n n agk agl

Cov(U,,U,)» ZZ[ } [E} Cov(v,v, ) (1.19)

Si bien e método anterior permite e calculo aproximado de los primeros momentos, no
es posible obtener la forma exacta de la densidad de probabilidad, excepto en € caso Gaussiano.
Obsérvese ademas que para llegar a las ecs. 1.13 y 1.14 se consideré que la dispersion en un
punto alrededor de la media es pequefia.

1.3.2 Modelacion por campos descriptivos.

Mientras que en un campo estimativo la correlacion entre las variables a eatorias definidas
en distintos subdominios se establece a partir de laincertidumbre que se tiene en la estimacion de
sus valores esperados, 0 bhien, en cuanto a las dudas que se tienen en e procedimiento de



1. Incertidumbre en geomecanica 0

medicion que defini6 a esas variables, en la modelacion por campos descriptivos de la
variabilidad espacial se toma en cuanta explicitamente la estructura de correlacion espacial de las
propiedades aleatorias del medio. Por lo tanto, en un subdominio dado se tendran tantas variables
aleatorias como sea posible; por g emplo, una por cada elemento o por cada nudo de lamalla.

Sea V(X) el valor de aguna propiedad del suelo en € punto X de un dominio

RP(P = 12,3). Este valor, en cada punto, generalmente desconocido o mal conocido, puede ser
considerado como una variable aleatoria. El conjunto de variables aleatorias del dominio
constituyen un campo descriptivo de la variabilidad espacial o simplemente un campo aleatorio.
Sus propi edades estadisticas se pueden definir através de |os siguientes parametros.

Esperanza matemética: Hyx) = E{V (X)) (1.20)
Varianza: oy x) = VarV(X)] (1.21)
Auto-correlacion: Ry (X1, X5) = E{V (X,)V (X,)} (122
Auto-covarianza: G (X1 X2) = E{(V (X0) = ) )(V (X)) =ty )} (1:29)

Las ultimas dos funciones anteriores representan € grado de dependencia lineal entre los
valores de las propiedades medias, en dos puntos diferentes del dominio considerado. Asimismo:

Coeficiente de auto-correlacion:  py, (X, X, )= Cyy (X1, X, )/ 0y (x,10v(x,) (1.24)

El coeficiente de auto-correlacion representa la auto-covarianza normalizada
(adimensional). Su valor queda comprendido entre —1y 1.

Por simplicidad, se acepta que el campo presenta cierta regularidad. Se admite que existe
una homogeneidad estadistica, a reserva de subdividir el medio en varios subdominios. La
hipétesis simplificatoria mas coherente con esto es la de estacionariedad en € sentido amplio. De

esta manera, la esperanza es considerada como constante en el dominio y se admite que la auto-
covarianza depende Unicamente de |la distancia vectorial entrelos puntos X, y X, :

Cov (X1, X;)=Cy (X = X;)=Cyy (X, = X;)=Cy () (1.25)
El valor al origen de estafuncion eslavarianzade V(X ):
Var|[V(X)] = cte (1.26)
Y el coeficiente de auto-correlacion se escribe como:

Pw (Xl’ Xz): Pw (T) (1.27)
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1.3.21 Discretizacion del campo.

Por consistencia con la estructura de las ecuaciones de elementos finitos, es necesario
asociar a cada elemento o grupos de elementos correspondientes a un volumen dado, parametros
mecani cos aleatorios especificos. Es decir, es necesario pasar de la representacion de un campo

aleatorio continuo a un ndmero finito de variables aleatorias V , donde V , sea un vector de
variables aleatorias definido por un vector de valores medios x;; y sumatriz de covarianza T .

Un campo aleatorio, representado por V(X), X e R® (P=123), se puede aproximar
como una serietal que:

V(X)= 3N, (XM (X)=N(X) V(X) (1.28)

con un numero finito de variables V, y funciones N,, las cuales se agrupan en los
vectores V (X) = (V4 (X),ooo Vo (X)) y N(X) =(Ny(X),......,N (X)), respectivamente.
L as aproximaciones paralamediay covarianza del campo estan dadas por relaciones de laforma:

(1.29)

donde; ; o= E{V(X)} representa a vector de valores esperados y T, la matriz de

V 1
covarianza del vector aleatorio V (X ). Es decir, de acuerdo con las ecs. (1.29) la aproximacion

del campo aleatorio depende de |as caracteristicas de las funciones N, (X) y del lugar geométrico
en €l cual se decide representar el campo aleatorio dentro del elemento.

En la literatura se encuentran varios métodos de discretizacion de campos aleatorios. En
términos generales, se diferencian entre si por las propiedades inherentes de las funciones N, y

por € lugar geométrico en €l que se decide representar el campo aleatorio; es decir, puntua mente
0 como un promedio espacia del dominio del elemento finito.

El método de “interpolacion” (interpolation method) (Liu et al., 1987) consiste en
representar € campo aeatorio en términos de una regla de interpolacion que involucra un
conjunto de funciones de forma deterministas con los valores nodales aleatorios del campo. En €
método del “punto medio” (midpoint method) (Hisada y Nakagiri, 1985) la variable aleatoria en
un elemento se define como el valor del campo aeatorio en el centroide del elemento. En €l
método de los “promedios espaciales’ (spatial averaging method) (Vanmarcke, 1983) la variable
aleatoria en cada elemento se define como e promedio espacial del campo aleatorio sobre €l
dominio del elemento. Por ultimo, en e método de “expansion en series’ (series expansion
method) (Ghanem y Spanos, 1991) el campo aeatorio se expande en una serie de funciones
ortogonales deterministas y coeficientes aleatorios por determinar, evitando asi la discretizacion
del dominio del campo en €l sentido de los métodos anteriores (véase el inciso 2.3).
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Con excepcion del método del punto medio, |as demés aproximaciones solo son vaidas en
caso de que €l campo aleatorio sea Gaussiano.

Laaplicabilidad de los métodos de discretizacion anteriores es discutible en los problemas
de model acion en geomecénica; entre los factores involucrados podemos citar |os siguientes.

1.3.22 Promediosespacialesy campos condicionales.

La discretizaciéon de los campos aeatorios es delicada debido a que en la préctica €l
problema de la asignacion de propiedades es mas mecanico que estadistico. Con frecuencia se
considera que e valor esperado de una propiedad mecéanica en un dominio considerado
constituye un valor representativamente aceptable.

En un subdominio Q (segmento, superficie, volumen), la esperanza matematica del valor
medio de una propiedad V(X ) se puede expresar como (Papoulis, 1984):

N, }= = V(X)X = EN (X)) (130
y SuU varianza como:
Var [\/Q ] = é”cvv (Xl' Xz)dxldxz (1.31)

la cual también se puede escribir como:

Var[v(X)]

2

Var[V, |= 12w (X4, X )aX ,dX, (1.32)

Q

La expresion (1.32) muestra que la varianza del valor medio de una propiedad aleatoria
disminuye conforme el tamafio del subdominio Q (donde esté definida) aumenta (excepto en el
caso trivial de correlacion perfecta). Al recurrir a los promedios espaciales en los calculos con
elementos finitos en geomecénica, con frecuencia las incertidumbres més significativas son las
gue corresponden a sesgos en los ensayes 0 en el uso de correlaciones estadisticas aproximadas.
Estas incertidumbres, por estar perfectamente correlacionadas en € espacio, no sufren reduccién
de varianza.

Por otra parte, si el campo aleatorio es estacionario, €l valor medio de alguna propiedad
definida en un subdominio Q,, se puede estimar a partir de los valores obtenidos por muestreo

en otro subdominio del medio €2;. Considerando los valores medios V, y V,, en Q, y Q,,

respectivamente, y aceptando que su distribucion de probabilidad conjunta es Gaussiana, €l valor
esperado y la varianza condicional es estén dadas por:

EV, M} = EV, o 221, - EN, ] (1.32)

V1
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var, v, ]=Var[v, Ji- o2, ) (139

donde; p,, , es €l coeficiente de correlacion entre V, y V,. De |as expresiones anteriores

se puede observar que el conocimiento de la propiedad en el subdominio €2, conduce a una

correccion del valor esperado y a una reduccion de varianza del valor medio en el subdominio
Q,.

En la practica, dependiendo de la estructura de correlacion del campo y de la posicion
relativade Q, y Q,, lasituacion es intermedia entre | os siguientes casos extremos:

e Si;V, yV, no son correlacionadas, entonces p,,, =0 y lainformacion en Q, no
reduce laincertidumbreen V, .

e Porotrolado, s p,,, =1, entoncesV, =V,

L os métodos de discretizacion mencionados en € inciso anterior ignoran € hecho de que
la existencia de datos en un subdominio dado, reduce considerablemente la incertidumbre en los
puntos vecinos a él. De esta manera, para asignar a elementos o grupos de elementos finitos los
resultados directos de las mediciones se deberia recurrir a las técnicas de estimacion condicional
conocidas como Kriging (Matheron, 1971), en las que de una propiedad definida en un dominio
Q, se puede evaluar el valor esperado y la varianza condicionales de una propiedad V,,,, medida

en un subdominio Q,, a partir del valor V,,, obtenido por medicion directa en otro subdominio
Q, (Auvinet, 2002). Por otra parte, en rigor, todos los andlisis con elementos finitos estocasticos

gue involucren la variacién espacial de las propiedades mediante campos aleatorios descriptivos
deberian ser tridimensionales. En efecto, de ser bidimensionales se estaria suponiendo una
homogeneidad estricta en la direccion perpendicular a plano de andlisis, lo cua contradice la
hipétesis de variabilidad espacial.
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Capitulo 2

2. ELEMENTOSFINITOSESTOCASTICOS.

Al tratamiento explicito de laincertidumbre en cualquier valor de entrada correspondiente
a un andisis determinista con elementos finitos, se le conoce como método de los elementos
finitos estocasticos (MEFE) (Vanmarcke et al., 1986). EI MEFE permite cuantificar la
incertidumbre que afecta los resultados de un andlisis geomecanico tomando en cuenta la que
existe en algunas variables, como por gemplo, en las propiedades de los materiales 0 en las
solicitaciones.

Las técnicas que permiten la aplicacion del método de los elementos finitos estocasticos
se pueden clasificar en dos categorias (Bittnar, 1996): los que se basan en los méodos de
perturbaciones y |os que se basan en los métodos de simulacion.

21 PERTURBACIONES EN LAS ECUACIONES
ESTRUCTURALES.

La técnica de perturbaciones aplicada en las ecuaciones estructurales globales de
elementos finitos consiste en obtener |la medida del cambio de la solucion respecto alas variables
aleatorias, expandiendo el pardmetro asociado con €l término aleatorio en series de potencias
(Nayfeh, 1981), y evaluar la esperanza, varianza y covarianza de la solucion a partir de las
esperanzas, varianzas y covarianzas de las variables aleatorias.

211 Méodo clasico.

En la solucién de un problema lineal con elementos finitos se llega a un sistema global de
ecuaciones del tipo:
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\g
(F}=[x]U)

donde [K] es la matriz de rigidez y {E} y {U} son los vectores de cargas Y

2.1)

desplazamientos, respectivamente.

SV =(V,,V,,K,V,)" esun vector de variables aleatorias estandarizadas con media cero
y varianza uno, la expansion de laec. (2.1) en serie de Taylor hasta el segundo orden resulta:
)

3 =P 3 [0 4

i,j=1K,n (22
donde:
[Kil ]: a[K}g\/i ‘V:O [Ki;| ]= aZ[%vivj Voo
{Ei' } _ a{E%/i {E!; } & {%vj 2.3)

y [K O] eslamatriz derigidez evaluada en el valor esperado de las propiedades aleatorias.

Para V =0, es decir, para el valor esperado de las variables aleatorias del vector V , la
expresion (2.2) brindala condicion de equilibrio determinista:

{E"} ~[K°] {U"} (2.4)
Derivando la expresion (2.2) respecto a V, y evaluando en V =0 seencuentra que:
{E'!}:{E!}—[Ki'] {U°}=[K°] {Ui'} i —1K ,n (2.5)

de donde se puede determinar {U.' } .

Derivando (2.2) respectoaV, y V; y haciendo V =0, resulta:
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=R O -k T Ok T U =[x Ui} ij=1kn

de donde se puede encontrar {L_Jiljl } :

Las expresiones (2.3) a (2.6) permiten propagar la incertidumbre en los pardmetros
materiales y de cargas en un andlisis lineal con elementos finitos para los desplazamientos.
Obsérvese gque la matriz de rigidez se invierte una sola vez y que las soluciones se obtienen en
secuencia.

—0) (— — —0) (—el ) [—el!
Las expresiones para las deformaciones, {80}{6‘:},{8:;} y esfuerzos, {a }{a i },{a i }
se pueden obtener a partir de un planteamiento totalmente andlogo. En efecto, €l vector de

deformaciones nodalesy el de esfuerzos a nivel del elemento se resuelven através de ecuaciones
del tipo:

(e} =[B]{U} 2.7)
o =[c] {&} (28)

Donde; [B] , €slamatriz que describe las relaciones deformaci dn-desplazamiento y [Ce] ,
la matriz constitutiva a nivel del elemento. Expandiendo {E} delaec. (2.7) en un desarrollo en
serie de Taylor de segundo orden se obtiene:

(5} = {EO} ; {Ei' }\/i +%{Ei'j' }\/ivj i,j=1K ,n 2.9)
ParaV =0:
="} =[81{0") (2.10)
Derivando laexpresion (2.9) respecto a V, y evaluando en V =0:
i} =[8]{01} (2.12)
Derivando (2.9) respectoa 'V, y V; y haciendo V =0, setiene:

{ai | =[81{U3 (2.12)
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Ahora, expandiendo {Ee} y [C°] delaec. (28) en serie de Taylor hasta & segundo

orden:
{Eeo} + {g' }\4 +%{gei'j' }ViV,- _ ([ceOJ ; [cei' }\/ivj + [cei',.' J\/ivj ){Z} i,j=1K ,n
(2.13)
Donde:
R R
" (2.14)

V=0
e ] Jlce - Jlce
= S V=T favey,
V=0 V=0

Para V =0, delaecuacion (2.13), se obtiene:

{Eeo} _ [Cﬂ {EO} (2.15)

Derivando laexpresion (2.13) respecto a V. y evaluando en V =0, resulta:

P ) )

Derivando (2.13) respectoa V, y V, y haciendo V =0, setiene:

{Ee:,-'}z[ce"} {E!,—'}{cei'} {E',—}{cﬂ {Ei'}{cei',-'} {EO} 2.17)

—el —ell
Obsérvese que ahora, para obtener {O'ei } y {Ueij } se requiere determinar las derivadas
primeray segunda de lamatriz constitutiva respecto alos pardmetros aleatorios.

En problemas estaticos no lineales, la carga se aplica por incrementos sucesivos {AE} :

tales que la carga total es {Em} en la etapa m. La ecuacion de equilibro correspondiente a este

caso se puede escribir como:

{Em} _f (Um) (2.18)
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—m

donde; f (U ) , es el vector de fuerzas internas que incluye las no linealidades mecanicas

y geométricasy {L_Jm} , son los vectores de desplazamiento en la configuracion de equilibrio de la

etapa m.

Con frecuencia se recurre a una estrategia de solucién incremental para resolver el
problema. La ecuacién incremental estéd dada como:

(aF) :[%ﬂ{u}{um} (AU} =[k"] {aU) (2.19)

donde; [Ktm] , eslamatriz de rigidez tangente (Bathe, 1982).

La ecuacion (2.19) es similar a la (2.1), correspondiente a caso lineal, pero ahora la

matriz [K] se sustituye por la matriz tangente [Ktm] y su solucion se realiza de maneraiterativa.

Por lo tanto, las ecuaciones para €l caso no lineal son completamente similares a las del caso
lineal.

Se ha descrito como evaluar la incertidumbre en los desplazamientos, deformaciones y
esfuerzos a partir de las incertidumbres en los parametros materiales y de cargas; sin embargo,
también se puede involucrar la incertidumbre en los pardmetros geométricos (dimensiones del
cuerpo, forma de la frontera, forma de los subdominios con diferentes materiales, etc.) aplicando
la técnica de perturbaciones a jacobiano de la matriz de transformacion de coordenadas (Bittnar,
1996).

2111 Aproximacion de segundos momentos.

Las ecuaciones (2.3) y (2.14) expresan la sensibilidad de |a respuesta ante la variabilidad
en los parametros aleatorios. Por lo tanto, el método de perturbaciones permite detectar los
pardmetros de mayor incidencia a través de las varianzas en la respuesta. EI método de
perturbaciones es particularmente Util en los casos en que los parametros del modelo constitutivo
y eventualmente las solicitaciones, se consideraran la principal fuente de incertidumbre.

La aproximacion de primer orden para €l valor esperado de los desplazamientos se
obtiene tomando |a esperanza matemética en la expansion de {L_J} delaec. (2.2):

E(U]~ {UO} (2.20)

Tomando la varianza de la expansién de {U} de laec. (2.2) y operando algebraicamente
se llega ala siguiente aproximacion de primer orden parala covarianza:
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(2.21)

olu
En donde; é} / E, significa la derivada del vector de desplazamientos con respecto a

v, , evaluada para el valor esperado de |a variable aleatoria v, y Cov(vi V| ) son |os elementos de
lamatriz de covarianza de | as variables aleatorias involucradas.

. . —0 —I
Una vez encontradas las soluciones para las deformaciones, {g },{51 } y los esfuerzos,

{50} ,{5:} (y eventualmente sus segundas derivadas) sus esperanzas y covarianzas se pueden

obtener sustituyendo el campo correspondiente en las ecuaciones (2.20) y (2.21).

En problemas lineales, las derivadas G{U}/avi ,8{2}/8\4 y 6{5}/6\4 , €s decir, de los

desplazamientos, deformaciones y esfuerzos con respecto a las variables aleatorias,
respectivamente, necesarias en las expresiones (2.20) y (2.21), se han obtenido derivando las
matrices de rigidez [K], constitutiva [C], y de relaciones deformacién-desplazamiento [B], de

manera explicita (Cambou, 1974) y (Bouayed, 1997). Sin embargo, en problemas que involucran
no linealidad geomeétrica y/o mecanica, €l cdculo explicito de las derivadas ya no es posible. No
obstante, el método sigue siendo valido, evaluando las derivadas numéricamente.

21.1.2 Teécnicadeloscocientes polinomiales.

La técnica de los cocientes polinomiales (Chowdhury, 1993), se puede aplicar en la
aproximacion de derivadas e integrales y en lainterpolacion de funciones de varias variables.

Para €l clculo numérico de las derivadas de una funcion de n variables aeatorias
(eventualmente de algunas no aleatorias) U = g(Vl,Vz,K \V,), se asignan m valores discretos a

las variables v, , comprendidos, por ejemplo, dentro de un intervalo acotado como k desviaciones
estandar antes 'y después del valor medio de v, , manteniendo los valores de v, a v, iguales asus
vaoresmedios, s, K , 1, , esdecir:

Uy = g(\/il),,uvz,K uuvn)

Up = g(Vf)nUvz’K uuvn)
M

Uso =0 (", 14, K 4, )

(2.22)

El nimero de valores discretos m depende de la aproximacion deseada. Por gjemplo, en
este trabgjo en particular se utilizaron cinco puntos discretos, m=5y k = 2o,, .
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El valor de la funcion en e argumento v,, Se obtiene a partir de la siguiente fraccion
continua:

(2.23)

donde las constantes a,, a,,K a,,, se calculan de acuerdo a procedimiento mostrado en la
tabla 2.1.

Tabla 2.1 Coeficientes de la fraccién polinomial paralavariablev.

a & 3 a, K
a=U, ———- ———- ——— |
(2) _\@
VvV, =V,
a21:U12 azzg —_— —_—— -
—q
NERRYL NERRYC
8y =Up =" | @g="—" -0 -
ay —a ap — &,
o | | |
8y =Uy | = Q3 = a, =
an—a ap - 3~
M M M M M

Larelacion entre e i —ésimo valor delafuncién en v, 4 (v,) y e consecutivo ¢,,(v,),
se puede escribir en laforma:

(i)
v, — V.
#(v)=a +——— (2.24)
' ¢i+l(vl)
dedonde setieneque parai =m:
Inli) =2y, (2.25)

Obsérvese que s la funcion evaluada en los distintos valores v, presenta escasa
variacion, entonces el denominador de los coeficientes a,,a,,a,,K ,a, seria muy proximo a
cero, y en consecuencia, @, (V,) — o
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La derivada parcial de la funcion U con respecto a la variable v, , se obtiene derivando
(2.24) conrespectoa v, con i =1:

¢2 (Vl) - |:V1 _Vil)] ¢2 (Vl)

oU .
— =g (V)= = (2.26)
avl ( ) [¢2 (Vl)]
En general, se puede escribir:
(i) »
¢i' (Vl) _ ¢i+1(V1)_ [Vl —Vi ] ¢i+1(V1) (2_27)

2 ()F

De donde se observa que cuando i = m:
¢m (Vl) =0

Sustituyendo v, por g, , €l vaor de la derivada parcial en el entorno del valor medio de
v, resulta

ou ('u\/l”uvz'K ”uvn)
ov,

~ ¢ (14, (2.28)

L as derivadas parciales respecto a los deméas argumentos se obtienen de igual manera.

Al expandir la ec. (2.27) esimportante observar quesi ¢,,(v,) =, entonces. ¢, (,uv1 )=0

La aplicabilidad de las técnicas de perturbaciones basadas en el desarrollo en serie de
Taylor depende en gran medida de la diferenciabilidad de las ecuaciones de comportamiento, con
respecto a las variables aleatorias involucradas. Esta caracteristica hace que la aplicabilidad de
los métodos basados en las técnicas de perturbaciones sea discutible en los problemas altamente
no lineales o cuando la dispersion en los parametros aleatorios es relativamente grande (Spanos 'y
Ghanem, 1989).

2.1.2 Método de aproximaciones puntuales.

Como una dternativa al calculo aproximado de la densidad de probabilidad de una
funcion de variables aleatorias que no requiere el célculo de las derivadas parciales ¢, ('“vl); se

puede citar, entre otros, el método de aproximaciones puntuales. Rosenblueth (1975) desarrollo
una técnica que permite estimar los primeros momentos de una funcién continua de variables
aleatorias, a partir del conocimiento de los tres primeros momentos de cada variable. La técnica
consiste en recurrir a una distribucién de probabilidad discreta con los mismos momentos que la
densidad continua. Rosenblueth mostré que la técnica se puede generalizar a un ndmero
cual quiera de puntos de estimacion, sin embargo, en este trabajo nos limitamos a caso bipuntual.
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2121 Funcién univariable.

Sea f,(v) la densidad de probabilidad de una variable aleatoria continua V, con dos
valoresde v,v_y v, localizados en ambos lados de su valor medio, z, (fig. 2.1). Si se considera

que v_ y v, congtituyen e dominio de definicion de alguna variable aleatoria discreta V°, las
probabilidades correspondientes a esa variable aleatoria se definen por:

P. = probabilidad| v’ =, |
(2.29)

P = probabilidad|[ v’ =v_]

f'va:l

1
|
1
-1 # v +

L

Fig. 2.1 Discretizacion de la funcion de densidad deV en dos puntos.

Es decir, Rosenblueth supone que V° constituye una aproximacion puntual de la variable
continua V s los tres primeros momentos de la distribucion de v° son iguales a los de la
distribucién de V.

De esta manera, la esperanzade V° esequivalentealadeV, ( Mo = Hy ) ; donde:
ty =PV, +Pv (2.30)
lavarianzade V° eseguivalentealadeV, (o3, = o3 ), donde:
05:R(V+—,L¢\,)2+F’_(V_—,Lt\,)2 (2.32)
El tercer momento central de v° es equivalente a de V:
Bod =P (v, — 4, ) +P (V. — ) (2.32)
siendo, f,, € coeficiente de asimetria.

Finalmente, se cumple:
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P+P =1 (2.33)

A partir delas ecs. (2.30) a(2.33) se pueden obtener losvaloresde v, ,P,,v_y P, como:

Rr :i 1_ IBlv \/1_ 1 5
2| AN 1+(8u/2)

P=1-P

+

V+=IUV+GV\]P—/R—
V7:/"v_O-V\/F)+/R

Si la funcién de distribucion de probabilidad es simétrica (3, =0), las expresiones
anteriores se simplifican:

(2.34)

P =P 21/2
(2.35)
V. =u oy

En el método se considera que la densidad de probabilidad de la funcion U = f(V), enla

que V esuna variable aleatoria, se puede representar por una aproximacion puntual u®, definida
por los valores u, y u_ y sus probabilidades. Los valores u, y u_ se pueden obtener por
aplicacion de las funciones y sus probabilidades correspondientes:

u,=f(v,)

u="f(v)
(2.36)
P, = probabilidad [ u® = u, |

P. = probabilidad|u’ =u_]

Conociendo v,,P,,v. y P, los parémetros de la distribucion f, (u) se pueden obtener

+1 04

aplicando las expresiones:

:uU = Rru+ + P—u—
o =P (U —py) +P (U -g) (2.37)

ﬂlO-S = P+(u+ —Hy )3+ P—(uf_/uU )3
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El principio del método descrito en los parrafos anteriores seilustraen lafig. 2.2.

fv (V) fu (U)

1\ A

u=fy (v)

\'

>

Fig. 2.2 Principio del método de estimacion puntual de Rosenblueth.

\ 4

»
>

u=fy (v)

» |0

2122 Funcién multivariable.

Sea una funcion U = f (V,,V,,...
independientes o correlacionadas.

WV,

n

©

) en la que V,,V,,...V, son variables aleatorias

Las ecuaciones para e cdlculo de los primeros momentos de la funcion multivariable se

obtienen en formaanaloga a caso univariable.
En el caso de dos variables aeatorias:

P.u

Tt

Hy = + P+—u+— + P—+u—+ + P__U__

donde;

[, 20, (P/P)™ 1, 203, (P[P

t+

P.u

4 T+

Hyn = +Pul +P U +P U

Var[U]=o8 = u,. ~ (s )
En €l casos de tres variables:

+P, +P +P

e

= P+++ e+t u + R——u+—— u

u. +P.u

P

Hy

—————— —— Pt —+— Tt

+P

++

u

(2.39)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

—t++
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=P Ul +P Ul +P_u' +P_ul +P U +P u" +P u" +P_U

4= T R et T —— Tt —+— Tt — Tt

Var[U]=0§ = ;. —(ay )2

(2.42)
Si ladensidad de las variables es simétricay ademas son independientes:
P,=P_=P,=P_=1/4 (2.43)
P, =P.=P__ =18 (2.44)
Si las variables son simétricas pero correl acionadas:
P.=P_=(+p)/4 P_=P, =(-p)/4 (2.45)
P =P =+ py+py+ps)/8
P =P =+ Py~ pr—pu)/8
(2.46)

P, =P, = (1_ P12~ P23 +p31)/8
P+__ = P_++ = (1_ p12 +p23 _p31)/8
donde; p;, es € coeficiente de correlacion entre las variables v, y v, . El signo que le

precede al valor de p; se obtiene como €l producto de los signos que aparecen en las posiciones
I 'y | delasdistintas permutaciones.

Si las variables aleatorias son independientes pero asimétricas.

P =P.(W)P.(v) P=P (4P (%)
(2.47)
P_=P (WP (v) P =P (WP ()

donde los valores de P, (v,),P.(v),P.(v,) y P(Vv,), estdn dados por las relaciones
(2.36).

En el caso general de n variables deatorias, U = f (V,,V,,...,V,):

n

2n

Hy = 21: Pi,j,k,l ik n
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on

Mo = 211 R,j,k,I,...,nuir,]j,k,I,...,n (2.48)
Var[U]=0? = u,. ()’

donde los subindices i, j,k,l,...,n representan las permutaciones de los signos *. El
nlmero total de posibles permutaciones esigual a 2".

Si las variables adeatorias son correlacionadas, la probabilidad correspondiente a cada
variable esta dada por:

n-1 n
Pikin= []i PnaE %pi,m}/z (2.49)

Si las variables son independientes, entonces:

Rkl = ]/2n (2.50)

Si las variables aleatorias son asimétricas:

Rixi.n=F (Vl) P (Vz) R (V3)~- P, (Vn) (2.51)

J

Existe una observacion a método de aproximaciones bipuntuales en el caso de que las
variables aleatorias sean todas correlacionadas. Bolle (1988) notdé que cuando €l nimero de
variables aleatorias n era superior a 3 (Tabla 2.2), € nimero de incdgnitas para determinar los
primeros momentos excedia el nimero de relaciones disponibles, por 1o que la aplicacion del
método origina de Rosenblueth con dos puntos de estimacién por variable no era posible. Sin
embargo, el método original permanece aplicable cuando las variables son no correlacionadas y
el nimero de las misma no es muy elevado (< 12). Para los casos en los que € ndimero de
variables aleatorias sea importante, se han sugerido otras variantes con la intencion de reducir el
volumen de calculos (Bolle, 1988); (Christian y Becker, 2002).

Tabla 2.2 Comparacién entre el nUmero de incdgnitasy de ecuaciones cor respondientes, en funcion
del nimero devariables aleatorias n (Bolle, 1988).

NUmero devariablesn 1 2 3 4 5 6 7

Numero de incégnitas 1 2 4 8 16 32 64

NUmero de ecuaciones 1 2 4 7 11 16 22
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2.2 PERTURBACIONESEN EL PRINCIPIO VARIACIONAL.

El enfoque es totalmente andlogo al caso de las ecuaciones estructurales deterministas,
solo que en este caso la técnica de perturbaciones se aplica a funcionales. La idea basica del
método de perturbaciones en el principio variacional es expandir cada funcién aeatoria alrededor
del valor medio del campo aleatorio V(X ), denotado por V(X ) y retener al menos los términos

de segundo orden. Es decir, para un parametro pequefio dado &, que representa la escala de
dispersion de V(X); por ejemplo, la funcion aleatoria del campo de desplazamientos u,, se

expande alrededor de V' por el método de perturbaciones de segundo orden en un punto X
como:

U ~ U +EU +EU (2.52)
donde; u’,u. y u; son funciones de orden cero, primero y segundo, respectivamente.

Después de expandir en forma andloga cada una de las funciones involucradas en la
funcional, sustituirlas en el principio variaciona e iguaar términos del mismo orden, se llega a
principios variacionales de orden cero, primero y segundo.

Las funciones de orden cero son idénticas a las deterministas, por 1o que en €l principio
variacional de orden cero se emplea el método usua de Galerkin en forma directa. Una vez que

se determina u®, las funciones aleatorias de primer y segundo orden se resuelven en secuencia.

Liu et al. (1987) formularon estocasticamente € principio variacional de la energia
potencial y Liu et al. (1988) € principio variacional de Hu-Washizu. Conviene mencionar que
ambos principios fueron formulados para tratar con campos aleatorios del tipo descriptivo, por 1o
gue ademas de la aproximacion usua para €l campo de desplazamientos, el campo aleatorio
descriptivo se discretiza por medio de g funciones de “interpolacion” que aproximan la esperanza
espacia y la funcidn de autocovarianza. De acuerdo con lo comentado en €l inciso 1.3.2.2, la
aplicabilidad de la formulacion origina de estos principios a caso en estudio de este trabgjo es
discutible.

23 METODO DEL ELEMENTO FINITO ESTOCASTICO
ESPECTRAL.

El método del elemento finito estocéstico espectra (MEFEE) es una extension del método
del elemento finito determinista (MEF) en e que se involucran propiedades aleatorias en los
materiales congtitutivos, a través de los coeficientes de una serie de polinomios en variables
Gaussianas estandarizadas. Como las propiedades mecanicas se modelan como un campo
aleatorio descriptivo, € campo de desplazamientos nodales u(x) (donde X ,i=1...N

coordenadas nodales de la mallay u',i=1...N desplazamientos nodales) es un campo

aleatorio que se simboliza como u(x,d); donde € € ®, representa un resultado del total de
resultados posibles del experimento que conforman €l espacio muestral ® . De esta manera, €
proceso de discretizacion espacial de la geometria © consiste ahora, a diferencia del MEF, en
aproximar la respuesta mediante un vector aeatorio de desplazamientos nodales U(8), en € cual
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cada componente ui(¢9) es una variable aleatoria por determinar que se representa por sus
“coordenadas’ en €l espacio de variables Gaussianas estandari zadas.

Para discretizar la* dimension aleatoria” e MEFEE recurre a dos procedimientos de expansion
en series. Primero, el campo aeatorio descriptivo de la variacion espacial de las propiedades se
discretiza utilizando una expansion truncada en serie de Karhunen-Loéve y posteriormente, cada

desplazamiento nodal aleatorio ui(e) Se representa por sus “coordenadas’ en un espacio
apropiado de variables aleatorias [lamado “ caos polinomial” .

2.3.1 Discretizacion del campo aleatorio.

La expansion en serie de Karhunen-Loéve de un campo aleatorio V(X,6) se basaen la
expansion espectral de la funcion de covarianza C,,, (X,, X, ). En el MEFEE € campo aleatorio
aproximado se representa mediante la siguiente expansion truncada:

V(X,0) =t + 240 (X (0) (253)

Donde; 14,(x), €slamediadel campo adeatorioy ¢ (6) un conjunto de variables aleatorias
ortogonales. Asimismo, goi(x) y A, son las funciones propias y los vaores propios,

respectivamente, de la siguiente ecuacion integral que contiene a la funcion de covarianza,
Cw (X, X,), como e Kernel:

IJ;CVV (Xl' X2)¢i (Xl)dxl =, (Xz) (2.54)

siendo D el dominio espacial sobre el cua se define el campo aleatorio.

La importancia de esta representacion espectral se encuentra en que el campo aleatorio se
ha descompuesto en un conjunto de funciones deterministas en las variables espaciaes, que
multiplican a coeficientes aleatorios, los cuales a su vez, son independientes de esas variables. En
particular, s V(X,6) es Gaussiano, entonces las variables aeatorias & forman un vector

Gaussiano ortonormal. Para el caso particular de campos aleatorios Gaussianos (o lognormales)
sobre un dominio rectangular, Spanos y Ghanem, (1989) presentan la solucion analitica de la ec.
(2.54).

2.3.2 Representacion del campo de desplazamientos.

En el MEFEE cada desplazamiento nodal u(é) se considera una variable aleatoria que se
puede representar a través de sus coordenadas {u j } sobre un espacio de variables aleatorias. Esta
representacion se describe mediante la siguiente serie truncada:

u@)=xu,¥, (2.55)



@ 2. Elementos Finitos estocéasticos

Donde; { ({cfk( )}kl)} es @ espacio de variables aleatorias denominado “caos

polinomial” definido por medio de M variables normales estandarizadas {£,(9)},",. El caos
polinomial de dimension M -ésima y orden p, consiste en un conjunto multidimensional de
polinomios de Hermite en las variables {51,...,§M } cuyo grado no excedea p.

L os polinomios multidimensional es de Hermite se pueden obtener como productos de polinomios
unidimensionales de Hermite en variables normales estandar independientes. Por eemplo,
considerando |a siguiente secuencia de enteros:

|—{|1, ...... ,ip} i, >0
(2.56)
a—{al, ...... ,ap} ajZO
El polinomio multidimensional de Hermite asociado con las secuencias (i , a) es:
=]
via(0)=11H,, (&, (0) (257)

k=1

Donde; H, , es el polinomio unidimensional de Hermite asociado a la secuencia «, . El

conjunto de todos los polinomios { ;i .} asociados con todas las secuencias posibles (i , @) de
cualquier longitud p formaun caos polinomial.

Sea T,(£4(0),....&,(0)) € conjunto de polinomios {yix (6 sz a.=p} y I, d
espacio que ellos ocupan. I ) es un subespacio llamado “ caos homogéneo de orden p” . Como los
subespacios I', son ortogonales entre si (Ghanem y Spanos, 1991), la expansion de cualquier
variable aleatoria u(¢) en el caos polinomial se puede escribir como:

Ee) o il
U(e) = UOFO + ilz=:1Uilrl (fll(e)) + ilz=:1iZz=:lUil i2r2 (fil(e)’ §i2 (6)) +... (258)
En esta expresion, u,,u,,U,,, Se pueden interpretar como las “coordenadas’ de u(6)

asociadas con el caos homogéneo de orden 0, 1° y 2°, respectivamente. Los caos homogéneos de
hasta el tercer orden tienen las siguientes expresiones:

;1

=1
( )=¢
I ( mg ) |1§i2_5i1i2
F3(§Il7§I2’§I3)_ §i1§i2§i3 _§i15i2i3 - §i25i3i1 _§i35i1i2 (2-59)

;1

Donde; 6; esladeltade Kronecker.

Para la préctica, los caos polinomiales se construyen de dimension finita, es decir, por
medio de un ndmero finito M de variables aeatorias Gaussianas ortonormales; las cuales se
toman de la expansion en serie de Karhunen-Loéve del campo aleatorio. El espacio polinomial
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formado mediante las M variables aleatorias se expresapor I',(&,,....&, ) ¥ selellamael caos
homogéneo de dimension M y orden p.

Truncando la ec. 2.58 hastael orden p, ladimension total de T, (&,....,&,, ) esta dada por
el siguiente factor binomial:

P:Zp:[l\/l +k—l] (2.60)

En latabla 2.3 se muestra el valor de P paraciertosvaloresde M y p. Se observa que

P se incrementa rapidamente con ambos parametros. Como en el MEFEE cada cantidad escalar
u (la cual es una cantidad Unica en el MEF determinista) se representa por p coeficientes, se

concluye que el MEFEE requiere resolver un sistema de ecuaciones de NP x NP ; siendo N €
numero de grados de libertad. Laforma en la que los autores del MEFEE sugieren se implemente
la solucion de este sistema se expone en Ghanem y Kruger, (1996). Los valores tipicos utilizados
enlasaplicacionesson M =4y p=2o03.

Tabla 2.3 Dimension total del caos homogéneo en funcién del nimero devariables aleatorias M 'y
del orden del caos polinomial p.

M p=1 p=2 p=3 p=4

2 3 6 10 15
4 5 15 35 70
6 7 28 83 210

2.3.3 Aplicabilidad.

En la aproximacion mediante e MEFEE la respuesta se expresa como un vector de
desplazamientos nodales. Cada componente se caracteriza por los coeficientes de una serie de
polinomios en variables normales estandarizadas. Debido a esta caracteristica, se dice que la
representacion de la aleatoriedad de la respuesta es intrinseca. Sin embargo, se han reconocido las
siguientes limitantes en esta aproximacion (Sudren y Der Kiureghian, 2000):

e ENn su estado actual de desarrollo, el MEFEE esta limitado préacticamente a
problemas lineales.

e La cantidad de célculo necesaria en un problema en particular es mucho mayor
gue la equivalente a un problema determinista. Tipicamente, se necesitan de 15 a
35 coeficientes para caracterizar cada desplazamiento nodal.

e Enlageneralizacion parainvolucrar un mayor nimero de parametros aeatorios, se
ha sugerido discretizar cada campo aeatorio utilizando diferentes conjuntos de
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variables normales estandarizadas; es decir, {&,,...&, } para € primero, luego
{ M+1,...§M.} para €l segundo y asi sucesivamente. Sin embargo, multiplicando

por dos la longitud del vector £, se incrementa dramaticamente el tamario del
caos polinomial (ver tabla 2.3).

e Las escasas aplicaciones précticas se han limitado a campos a eatorios Gaussianos
y lognormales. En el caso de los campos lognormales, aun para una variable
aleatoria, solo un nimero infinito de términos en la expansion reproduce la
caracteristicalognormal. Esto significa que el campo aleatorio descriptivo definido
utilizando solo algunos términos en la expansion del caos polinomial, puede no ser
representativo del campo lognormal real.

Por o anterior parece valido concluir que el MEFEE, en su estado actual de desarrollo, no
es practico parael caso en estudio de este trabajo.

24 SIMULACIONESCON EL METODO DE MONTE CARLO.

Para evitar las dificultades relativas a la implementacion y limitaciones propias de los
meétodos disponibles de transformacion analiticos y numeéricos, se puede recurrir alos métodos de
simulacion basados en las técnicas de Monte Carlo.

El principio genera del método de Monte Carlo consiste en construir una serie de
numeros comprendidos entre 0 y 1, los cuales pueden representar las realizaciones de una
variable a eatoria uniformemente distribuida u, entre[0,1], para generar, apartir de esaseriey de

la funcién de distribucion acumulada F, (v, ) = P(v<V,), lasredlizaciones v, (i =1,2,...,n) dela

variable aleatoria considerada (fig. 2.3). Estas redlizaciones, a su vez, presentaran a la larga, la
funcion de densidad de probabilidad f, (\/i ) adoptada para esa variable. El andlisis estadistico de

los resultados de un gran nimero de simulaciones hace posible obtener la densidad de
probabilidad de los resultados, a partir de la funcion de distribucion de f, (u(v)) .

Fyv(vi)=P[v<v]

1.0

u;

V=V,

Fig. 2.3 Representacion de la funcion de distribucién de probabilidad.
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241 Generacion devariablesaleatorias.

El proceso de simulacion con €l método de Monte Carlo involucra la generacion de un
vector de valores de los parametros aleatorios del modelo, respetando sus densidades y las
correlaciones existentes entre ellos, y realizar el andlisis numérico del problema de interés hasta
definir latendencia central, la dispersion e incluso la densidad de probabilidad de la respuesta del
modelo.

S el vector de variables aeatorias considerado tiene componentes independientes, la
simulacion se realiza para cada uno de los componentes. Por otro lado, si el vector tiene
componentes dependientes, es posible diagonalizar la matriz de covarianza con e método
generalizado de Cholesky, para convertir los componentes en variables independientes y
posteriormente generar un conjunto de variables aleatorias normal es correl acionadas.

24.1.1 Variablesindependientes.

Para generar variables aleatorias con una distribucion de probabilidad especifica, primero
se genera un numero aeatorio uniformemente distribuido entre O y 1 y luego se rediza una
transformacin conveniente para obtener la variable aleatoria correspondiente con la distribucion
de probabilidad especifica.

Sea U una variable aleatoria uniforme con funciones de densidad y de distribucion de
probabilidad dadas por:

0o : u<0 0o : u<0
f,(u)=41 ; O<u<1 F,(u)=<u ; O<u<1 (2.61)
0o : u>0 1 ; u>0

Sea V una variable aleatoria con funcién de distribucién F, (v). El valor de v que
corresponde con un valor dado u de la distribucion de probabilidad, esta dado por (fig. 2.4):

v=F"(u) (2.62)
donde; F;*, representalafuncioninversade F, .

Fv (V)

1.0

0 V:F_l\/ (u)

Fig. 2.4 Ejemplificacion del método de la transformacion inversa.
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Al procedimiento para determinar nimeros aleatorios a partir de laec. (2.62), se le conoce
como método de la“transformacion inversa” ; es utilizado cuando lafuncion F, se puedeinvertir

de manera directa. Si la funcion de distribucion de probabilidad no se puede invertir
analiticamente, se puede recurrir al “método de composiciéon” o a los “métodos de funciones de
variables aleatorias’ (Rubinstein, 1981) entre muchos otros (Rao, 1992); (Nechnech, 1994).

24.1.2 Variablesnormales correacionadas.

Un caso particular de gran utilidad lo constituye la simulacion de un vector de variables
aleatorias normales correlacionadas. En la préctica, la adopcion de un modelo Gaussiano se
puede aceptar 0 no, dependiendo del comportamiento de las variables involucradas.

Sean n variables aleatorias correlacionadas (V,,V,,...,V, ) con unafuncion de densidad de
probabilidad conjunta Gaussiana. Se considera que € vector de valores medios { L } y lamatriz
de covarianza [T, |, es decir:

Hy, O, Op Oy,
2 Y
(u} =1 [To]=| 72 2 o (2.63)
’uV Unl O_n2 O-If

son conocidos.

Se acepta ademés que se desean generar m numeros aeatorios para cada variable
aleatoria. El j-ésimo nimero aleatorio generado paralai-ésima variable aleatoria se define como:

(), j=12,...m;i=12...,n (2.64)

El proceso parala generacion de |os nimeros aleatorios comienza generando n conjuntos
de nimeros aleatorios independientes normalmente distribuidos w;, con un vector de valores

medios {u, } y matriz de covarianza [Tww] especificados. Cada conjunto tiene m nlimeros
aleatorios. Estos nimeros aleatorios se escriben como:

)y j=12,...m;i=12....n (2.65)

Las variables aleatorias correlacionadas deseadas v, se pueden expresar como una
funcion lineal de las variables aleatorias independientes, es decir:
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v =aw +al w4 e,

&) . y (2.66)
_kz—;.aik W, i=1,2,...n;j=12,....m
de donde, paracada j setiene:
(i) _| ) (i)
{ V}nxl _|: aj|nxn{ W}nxl (267)

Debido a que la variable aleatoria v, esta expresada como una funcion lineal de w;,, es
decir:

{vi=[a{w} (2.69)

entonces, las medias y desviaciones estandar de {V} pueden ser expresadas como:

{a ) =al{my) (2.69)

[T ]=[a][Tw][a] (2.70)

donde {z, } y {4, } son los vectores de valores medios de v, y w;, mientras que [T, ] ¥
[Tww ] » SUS matrices de covarianza, respectivamente.

Obsérvese que {4, } y [T, ] contienen las caracteristicas de las variables aleatorias que
se desean simular; es decir, solo se deben determinar [a], {4, } Y [Tuw] Y después, cada
conjunto de nimeros aleatorios normales independientes (i)wk se puede transformar por medio
de la ec. (2.67) en un conjunto de nimeros aeatorios normales correlacionados “)xi , para un
vector de valores medios {4, } y matriz de covarianza [T,,, | dados.

Las matrices [a], {uy} Y [Tww] Se pueden encontrar utilizando e método de

descomposicion de Cholesky, e cual muestra que una matriz simétrica [S] de orden nxn se
puede descomponer en el siguiente producto de matrices:

[s]=[LID]L] (271)

donde; [L], es una matriz triangular inferior de orden nxn con unos en su diagonal
principal y [D], es una matriz diagonal de orden nxn. Los elementos de ambas matrices estan
dados por (Rao, 1992).
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D11=Sn
L, =1 i=12..n
le=i; i >2 2.72)
D
11
i—1
D, =S ~>.L2D;;i>2
j=1
1 i1 . .
L; ZD[S” —;Liijkak}; i>2 j>i+14+2+3,...

Comparando las ecs. (2.70) y (2.71) es posible establecer que

[S]=[Tw] (2.79)
[a]=[L] (2.74)

y:
[T ]=[D] (2.75)

por lo tanto, es posible definir la matriz de transformacion [a], la matriz de covarianza
[Tww] Y € vector de valores medios como:

{th } = [a]_l{ 4, }  paracadaconjunto | (2.76)

Debido a que la matriz de covarianza es diagonal, se asegura que las variables aleatorias
(. no estan correlacionadas. Asimismo, se puede observar que |as variables aleatorias “)vi son
normalmente distribuidas debido a que se obtienen a partir de una combinacion linea de las
variables aleatorias normales 'w, (ec. 2.66).

Laprincipal desventgjadel método de Monte Carlo se encuentra en su lenta convergencia;
sin embargo, es posible acelerar e procedimiento utilizando diferentes técnicas, como por
gjemplo, e desarrollo en serie de Neumann de la matriz de rigidez.

2.4.2 Expansion en serie de Newman.

Para evitar ensamblar e invertir la matriz global de rigidez [K] en cada simulacion, se
puede recurrir alaexpansion de [K]™ en serie de Neumann.

Si se considera que [K] contiene los pardmetros aeatorios del modelo, se puede
descomponer en dos partes:
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[K]=[K®]+[aK] (2.77)

donde; [Ko], es la matriz global de rigidez en la cual los parametros aleatorios se
sustituyen por sus valores esperados y [AK], representa la parte “desviadora” de los parametros
correspondientes en [K], esto es: [AK]:[K]—[KOJ. La solucion para los desplazamientos

{UO} que corresponde a [ K 0] , Se obtiene como:

U°f =[] {F) (2.78)
siendo, {E} , el vector de cargas.

La expansion en serie de Neumann de [K ] resulta (Yamasaki et al., 1988):

1

[K]" =([K°]+[AK])_1:([I ]—[P]+[P]2—[P]3+--.)[K°]_ (2.79)
donde; [1], eslamatrizidentided y [P] =[K°]_1[AK].

Delaec. (2.79), la solucion para e vector {U} se representa por medio de las siguientes

series:;

(U} ={0°}-[P1|U°} +[PT{T°} - [PT (0%} ¢

— (—0) — _ _ (2.80)
{u}:{u }—{U1}+{u2}—{u3}+

esta solucion en serie es equivalente a siguiente sistema de ecuaciones iterativas.
[K°J{U} =[AK]{U, ) i=12,... (2.81)

De esta manera, la matriz [K"] se ensambla e invierte una sola vez, y por medio de las
simulaciones se obtiene la parte “desviadora’ [AK ].

Cuando la dispersiéon de los pardmetros aleatorios es relativamente pequefia, este método
es més eficiente que el método directo de Monte Carlo; sin embargo, cuando los parametros
aleatorios presentan grandes dispersiones, se requiere retener tantos términos de la serie de la ec.

(2.81) como para que se pierda la ventaja de utilizar la expansion de Neumann en [K|™ (Araujo
and Awruch, 1994).

Después de que se obtienen los desplazamientos, deformaciones y esfuerzos, las
esperanzas, varianzas y covarianzas se calculan, como en € método directo de Monte Carlo, a
partir de un analisis estadistico.
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2.4.3 Pruebasde convergencia.

Existen varias técnicas para determinar el niUmero de simulaciones necesarias para lograr
una aproximacion estadistica determinada. Entre las mas usual es, se pueden mencionar el método
clésico de convergencia (intervalos de confianza de la esperanza y de la varianza de la cantidad
estimada) y el uso de la desigualdad de Chebyshev.

24.3.1 Intervalodeconfianza para €l valor esperado.

Sea una variable aleatoria normalmente distribuida V , con una media poblacional
desconocida y una desviacion estandar poblaciona o, conocida. Sea v,,Vv,,...,Vv, una muestra

aleatoria de tamario n, lacual tiene una media muestral V . El teorema del limite central permite
mostrar que la media muestral V es una variable aeatoria que tiene una distribucion
aproximadamente normal con mediay desviacién estandar dadas como:

Hy =ty oy = J%ﬁ (2.82)

De esta manera, una variable aleatoria definida como Z = (V — 4, )/ (Uv / \/ﬁ) seré una
variable aleatoria normal estandarizada N(0,1); y € intervalo de confianza para la media 4, ,
estara dado por:

~ O, ~ O,
P|:[V — Z(a/Z) T\;]j < ﬂv < [V + Z(a/Z) T\;]J} = 1— [04 (283)

Donde; z,,,,), s e valor de lavariable z, tal que: 1-F,(z,,)=/2; siendo, F, (), la
funcion de distribucion normal estandarizaday 1- « , € nivel de confianza de la estimacion.

Sin embargo, €l intervalo anterior tiene el inconveniente de requerir la desviacion estandar
de la poblacion, o, . S se acepta que se estd muestreando de una poblacion normal es posible

introducir e estimador:

_\7_,Uv

s,/4n

donde; t, es el valor de una variable aeatoria que tiene la distribucion t de Sudent con
n—1 gradosdelibertad y s, , la desviacion muestral de la variable aleatoria V . De esta manera,

con t,, el intervalo que define laec. 2.83 se puede expresar ahora como:

P[[V ~tio2) %} <u, < (\7 +1(o2) %ﬂ =l-a (2.85)

de donde se puede establecer larelacion:

t

(2.84)
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S (2.86)

t0{/2 Jﬁ

siendo ¢, € margen de error deseado para la estimacion. Por o tanto, € nimero de
simulaciones necesarias n, se puede obtener como:

t 2
_ [_W ’;SV j (2.87)

Es decir, el nimero de simulaciones necesarias se puede definir a partir de un nivel de
confianzay un margen de error deseados para la estimacion.

24.3.2 Desigualdad de Chebyshev.
Cuando se desconoce la forma de la funcién de distribucién de los resultados, € ndmero
de simulaciones necesarias n, para la estimacion del valor medio 4, , correspondientes a un

margen de error J = ko, / Jn, dado, se puede determinar a través de la desigualdad de
Chebyshev:

~ Oy ~ . Oy 1

donde; k, esun entero positivo que define un “nivel de confianza” dado como: 1—]/ k*.

Debido a que en este caso se asume que se desconoce la forma de la funcion de
distribucién de los resultados, € niumero de simulaciones necesarias para un mismo nivel de
confianza resulta mas conservador utilizando la desigualdad de Chebyshev.
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Capitulo 3

3. APLICACION DEL MEFE AL MODELADO DE LA
CONSTRUCCION DEL TERRAPLEN DE LA PRESA
“AGUAMILPA".

En este capitulo se detalla e modelado de las partes mecanicay probabilista aplicando el
MEFE al caso de la construccion del terraplén de la presa “ Aguamilpa’. El andlisis estocastico se
realiza para los desplazamientos y esfuerzos con dos de los métodos de perturbaciones y ademas,
se efectllan simulaciones con el método directo de Monte Carlo.

3.1 PLANTEAMIENTO DEL ANALISIS.

Los andlisis esfuerzo-deformacion de estructuras de tierra con el ementos finitos requieren
el modelado geométrico y mecanico del dominio en estudio, involucrando la no-linealidad
geométrica y las condiciones iniciales de esfuerzos. La parte probabilista del andlisis requiere
definir con toda precision la o las incertidumbres que se involucraran, para posteriormente
modelar esas incertidumbres mediante la reflexion acerca de la dependencia de los diferentes
parametros aeatorios del modelo, con la intencién de rescatar toda la informacion estadistica
posible.

3.1.1 Descripcion general delapresa.

Lapresaen el proyecto hidroeléctrico “ Aguamilpa’, localizado sobre el rio Santiago en el
estado de Nayarit, es del tipo enrocamiento con cara de concreto. La altura en su maxima seccion
transversal es de 180 m. La cortina se apoya cas en su totalidad sobre ignimbrita sanay masiva.
Debido a sus convenientes propiedades, durante la construccion de la cortina el aluvion del cauce
del rio solo se retird en 90 m aguas abgjo del plinto.
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El elemento impermeable de la cortina es la cara de concreto. Su comportamiento
depende en gran medida de la deformabilidad de los materiales colocados en la cortina. La cara
de concreto esta compuesta por 44 losas de 15 m de ancho y un espesor, t, que varia segin la
expresion empirica: t = 0.3+ 0.0003H , siendo; H , laaturadel embalse. En la cresta de la presa
se sitlia una prolongacion de lalosa [lamada muro parapeto, de 5 m de altura, €l cua se utilizaen
este tipo de presas parareducir € volumen de materiales sin disminuir laaturadel bordo libre.

El plinto esta formado por una losa perimetral ala cara de concreto. En el lecho del rio su
ancho es de 9 m, mientras que en lacrestaesde 5 m.

Laformade laboquilla es de U abierta. Existen cafiadas normales al rio que hacen que la
seccion longitudinal de la presa sea asimétrica.

Para e disefio de las juntas perimetrales y verticales se reaiz0 un seguimiento del
comportamiento de ese mismo tipo de juntas en las presas mas importantes en ese tiempo;
ademés, se efectuaron ensayes con model os construidos en laboratorio (Montafiéz, 1991a).

El terraplén fue construido basicamente con auvién compactado y enrocamiento de
ignimbrita. En lafig. 3.1 se muestra la zonificacion de los distintos materiales en €l cuerpo de la
presa y en la tabla 3.1 sus caracteristicas y especificaciones generales de colocacion. La
nomenclatura corresponde a la convencional en este tipo de presas (Sherard y Cooke, 1987).

EL.230.00

EL.235.0% Qr
Mg 23200 b 4

EL. 9500

L. 48.00 T
ﬁ], IO Tt >~

AT \ i /
90m -
|__. ) —1 Alwidn notural

Fig. 3.1 Zonificacion dela presa “ Aguamilpa”.

3.1.2 Modelado geométricoy mecanico.

Para el modelado de la construccién de la presa se utilizd €l programa de elementos
finitos FEADAM84 (Duncan et al., 1984), el cual toma en cuenta la no-linealidad geométrica del
problema simulando la construccion del terraplén por capas sucesivas (Clough y Woodward,
1967), y la eventual no-linealidad mecénica mediante un modelo constitutivo hiperbdlico
(Kondner, 1963); (Duncan et al., 1980). Utiliza la estrategia de solucion incremental para
aproximar la no-linedlidad y la dependencia del comportamiento del suelo en e nivel de
esfuerzos, dividiendo la carga en un nimero peguefio de incrementos dentro de los que se
considera un comportamiento lineal. Utiliza un elemento isoparamétrico de cuatro nodos del tipo
no conforme (Wilson et al., 1973), por lo que por condiciones de convergencia y aproximacion
conviene gque los elementos se mantengan cuadril ateros (Bathe, 1982).
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Tabla 3.1 Especificaciones de colocacion de los materiales en la presa “ Aguamilpa”.

Espesor D
Zona Material decapa Procedimiento de compactacion N e max %F
[m] [Mg/m’] [m]
1A No clasificado 0.80 Sin compactar, solo bandeado 0.80
1B | Arenafinalimosa 0.30 Sin compactar, solo bandeado 0.002
Mezclade grava 4P de RLV de 100 kN
2F arena aluviales 0.30 Talud: 6P de RLV de 40 kN o 2.17 0.22 0.038 8.0
y PC de 130 kN*
Grava arenosa 4P de RLV de 100 kN
2 auvial 0.30 Talud: 6P de RLV de 40 kN o 2.24 0.18 0.076 4.3
PC de 130 kN*
3B Aluvién 0.60 4P de RLV de 100 kN 222 0.18 0.40 14
T 3Bo3C 0.60 4P de RLV de 100 kN 2.04 0.24 0.50 21
3c | FEnrocamiento -, 5 4P de RLV de 100 kN —~ 100 28
(Ignimbrita)
P: Pasadas. RLV: Rodillo liso vibratorio.  PC: Placa compactadora. *: Fuerza de impacto.

L os campos de desplazamientos, deformaciones y esfuerzos en cada etapay a fina de la
construccion se obtienen suponiendo condiciones de deformacion plana. Si se desea modelar la
no-linealidad mecanica se necesitan definir por lo menos siete de los nueve parametros del
modelo hiperbdlico (Anexo 3), mientras que en el caso linea basta definir los parémetros K 'y
K, , que asu vez, estan dados como: E=KP, y B=K,P,; donde, P,, eslapresion atmosférica
ingresada en las mismas unidades que e modulo de deformabilidad E, y que e modulo de
compresibilidad volumétrica B, definido como: B=E/3(1-2v); siendo v, la relacion de
Poisson.

De esta manera, para cada material i del terraplén, el modelo constitutivo lineal queda
descrito por los parametros K; y K, , dados como:

<=7k o = 73 2) D

La malla de elementos finitos utilizada se muestra en lafig. 3.2. El dominio de la seccion
méxima de la cortina se dividié en 458 elementos incluidos en 24 capas, todos cuadrilateros. Se
mantuvo la zonificacion principal del cuerpo del terraplén (3B, T y3C) considerando

propiedades mecéni cas especificas para cada material.

Durante la etapa de disefio de la presa se realizaron agunas determinaciones del
comportamiento mecanico de los material auvial 3B (Montafiez, 1991b), y poco después de
iniciada su construccién, se realizaron algunas series de ensayes de compresibilidad con muestras
del enrocamiento 3C colocado en la cortina, para varias densidades y condiciones de saturacion
(Montariez, Hacelas y Castro, 1993).
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458 Elementos cuadril &teros
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Fig. 3.2 Malla de elementosfinitos.

3.1.3 Modelado delasincertidumbres.

En principio, se podria establecer que la incertidumbre en la modelacion del proceso

constructivo de la presa se puede asociar a un doble origen: 1) la variabilidad espacia y 2) la
medicion y estimacion de las propiedades de los materiales; sin embargo, conviene destacar 10
siguiente.

3.1.3.1 Variabilidad espacial.

En la etapa de proyecto de una presa de tierra no se dispone de informacion acerca de la

variabilidad espacial de las propiedades de los materiales, con excepcion de la zonificacion
genera involucrada en el proyecto mismo. Por |o tanto, al menos en los casos de estructuras de
tierra, la modelacién por campos descriptivos de la variabilidad espacial es generalmente
impréactica e innecesaria por las siguientes razones (Auvinet et al., 2000):

La variabilidad espacia en estructuras de tierra compactadas en condiciones controladas
es generalmente una fuente secundaria de incertidumbre, comparada con la carencia de
datos confiables referentes a las propiedades mecani cas esperadas del suelo. Por g emplo,
la representatividad de pruebas de laboratorio (compresion triaxial, deformacién plana o
ensayes en odoémetro) o de campo (pruebas de placa confinada) y la validez de
estimaciones subjetivas 0 con base en correlaciones, son generamente las principales
fuentes de incertidumbre.

El comportamiento de grandes masas de tierra es controlado por promedios espaciales de
las propiedades mecanicas, que cuentan con una varianza mucho menor que los valores
locales, reduciendo asi laimportancia de lavariabilidad espacial.

Cuando la evaluacion de la incertidumbre se realiza en la etapa de disefio de una
estructura de tierra, no se dispone de todos los datos acerca de la variabilidad espacial.
Eventualmente se podria disponer de suficientes datos de campo como para obtener una
estimacion confiable de la funcion de auto-correlacion espacial. No obstante, s la
cantidad de informacién requerida se encuentra disponible, entonces una aproximacion
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probabilista acerca de la variabilidad espacial posiblemente no se justifique desde €l punto
de vistadel ingeniero.

e Lavariabilidad espacia no puede ser tomada en cuenta en un andlisis de deformacion o
esfuerzo plano, porque la variacion de las propiedades mecénicas a lo largo de la
direccion normal a la maxima secciéon transversal o longitudinal de la presa, invalidaria
las hip6tesis mecanicas. Por lo tanto, en rigor, cualquier andlisis estocastico con
elementos finitos que pretenda tomar en cuenta la variabilidad espacial deberia redlizarse
en tres dimensiones.

3132 Mediciény estimacion de propiedades.

Con base en lo expuesto en el inciso anterior, este trabgo involucra la incertidumbre
relacionada con la medicién y estimacion de las propiedades mecanicas de |os enrocamientos del
terraplén dentro del andlisis con elementos finitos. Para g emplificar este concepto se utilizé una
metodol ogia tipica de evaluacion de parametros. EI modelado de las incertidumbres, necesario
para la definicién de los momentos estadisticos de los pardametros del modelo constitutivo, se
realizo de acuerdo al siguiente razonamiento.

Los resultados de los ensayes en odometro de 90 cm de didmetro efectuados en
laboratorio con muestras del material 3B (Montariez, 1991b) y en odometro de 30 cm de
diametro con muestras del material 3C (Montafiez, Hacelas y Castro, 1993), ademas de los
realizados con otras muestras de enrocamientos (Marsal, 1972), se utilizaron para definir los
valores del modulo de compresibilidad volumétrica medio (M,) de los materiales del terraplén,

en € intervalo de esfuerzos de 0.1-1.0 MPa, es decir, aproximadamente antes del esfuerzo de
compactacion (Marsal, 1965); (Alberro, 1990). Por otro lado, los valores de la relacion de
Poisson v, se definieron teniendo como referencia los determinados “in Situ” en los
enrocamientos, mediante grupos de celdas y extensdmetros durante la construccion de varias
presas (Alberro et al., 1998).

Por gemplo, el M, obtenido de los resultados del ensaye en odometro con el material 3B

se consideré como valor esperado de este parametro. No existen datos estadisticos que permitan
definir la dispersion. Sin embargo, considerando en la base de datos de Marsal un enrocamiento
del mismo origen, con propiedades de rotura de particulas y grado de compactacion en el
odometro similares (tabla 3.2), se puede concluir que este pardmetro es rel ativamente estable para
materiales con rotura de particulas y peso volumétrico semejantes. De esta manera, se considerd
razonable un coeficiente de variacion del orden de 0.1 para el parametro m, del material 3B. En

el caso del enrocamiento 3C, solo fue posible definir de los resultados de laboratorio €l valor
esperado del m,, debido a que no se determinaron las propiedades indice que permitieran un

muestreo representativo de la base de datos como para definir una dispersion objetiva; por o que
solo se establecio un intervalo de variacion subjetivo con base en los datos disponibles. Esta
opcion también fue necesaria en e caso del material T, del que no se efectuaron ensayes de
laboratorio. A los parametros de los materiales T y 3C se les asignd una incertidumbre mayor,
debido a que sus valores esperados fueron estimados principal mente a partir de ensayes con otros
enrocamientos y de resultados de instrumentacion en otras cortinas.
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Tabla 3.2 Valores del médulo de compresibilidad volumétrica medio M, paralos materiales 3B y

3C.
MATERIAL ORIGEN PROPIEDADESINDICE , m, OBSERVACIONES
0.1<o, <1.0MPa
Aluvion Relacion de vacios €=0.25 M -
. ateri
g%jggd MO Alwia | Roturade particulas Bg=2% 0.006177 representativo de la
Material 3B Densidad de slidos Ss=2.61 zona 3B.
Gravaarena Relacion de vacios €=0.27 Material del mismo
de“La Aluvia Rotura de particulas Bg=1.7% 0.00710 quglen y propi eldades
Angostura” _ _ similaresa dela
Densidad de solidos Ss=2.65 zona 3B.

Enrocamiento Producto de Materia

de ignimbrita. exCaVACiones 0.016770 representativo de la
Material 3C zona 3C.

Un razonamiento andlogo se utilizé para definir los momentos estadisticos de la relacion
de Poisson, pero ahora con referencia en los resultados de la tabla 3.3, bagjo la hipétesis de que

v~m,.

Tabla3.3Valoresdelareacion de Poisson v determinados en forma indirecta mediante grupos de
celdasy extensdmetros durante la construccion de varias presas (Alberro et al., 1998).

PRESA ZONA ORIGEN MATERIAL 14 OBSERVACIONES
Enrocamiento | Material de ) 0.34 | Vaor obtenido en grupo 9
t Areniscas sanas -
compactado | cantera 0.35  Valor obtenido en grupo 6
“El Caracol”  Fijtrog gﬂrgﬁilal en ﬁrlﬁgi'g n triturado 0.42  Valor obtenido en grupos 7y 8
Transicién Eﬂaﬁttgfl de Areniscas sanas 0.33 | Vaor obtenido en grupo 3
Material ?;in;nsf;g%%% 0.16 | Vaor obtenido en grupo 4A
Enrocamiento . producto de notable rotura.de
excavaciones ; 0.21 | Valor obtenido en grupos4Cy 4D
_ particulas grup y
Pefiitas _ _ 0.21 | Valor obtenido en grupos 3Cy 3D
Filtros Aluvia Gravay arena -
0.33 | Vaor obtenido en grupo 3A
Transicién Aluvial Gravay arena 0.33 | Valor obtenido en los grupos 6A, 6C y 6D
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Lo expuesto en los parrafos anteriores intenta mostrar que una de las principales fuentes
de incertidumbre involucradas en la evaluacién de los pardmetros del modelo constitutivo, se
debe alos errores aleatorios y sisteméticos asociados a los ensayes, ademas de |os que se cometen
durante la estimacion de |as propiedades mecénicas.

Los valores esperados y coeficientes de variacion finamente considerados como
representativos de cada material para este andlisis se muestran en latabla 3.4. Las incertidumbres
en este caso representan un intervalo de variacion posible de las propiedades de los
enrocamientos. Este intervalo reflgja en si e conocimiento y la ignorancia que se tiene en €l
comportamiento de los enrocamientos que constituyen el terraplén, y podria variar de un
observador a otro.

Tabla 3.4 Valores esperadosy coeficientes de variacion del médulo de compresibilidad volumétrica
m, y delarelacion de Poisson v .

MATERIAL E{M.j = Efym,| c,(M,.) E{v} C,(v)

MPa
3B 165 0.10 0.30 0.10
T 100 0.20 0.35 0.15
3C 60 0.20 0.35 0.17

De los valores esperados E{M .} y E{v} y de los coeficientes de variacion C,(M_.) y
C,(v) para los materiales 3B,T y 3C, mostrados en la tabla 3.4, se efectué un célculo de

primeros momentos (véase el inciso 1.3.1.2) en & que se obtuvieron los valores esperados,
varianzas y covarianzas de las funciones:

VCMOC —VCMOC

parael modelo linea (véase el Anexo 3); donde, vcl, es unafuncion de larelacion de Poisson v.

Para P, se consideré un valor constante de 0.1 MPa. En € célculo se consider6 una
correlacion positiva perfectaentre m, y v (o, , =1). Obsérvese que como en las funciones K;
y K, sehizo M =1/m, , lacorrelacion entre M, y v en realidad se debe escribir; py, |, =-1,
es decir, el célculo de primeros momentos se realiz6 bajo la hipétesis de que: E{v}~3/E{M . }.

Los resultados del analisis se muestran en latabla 3.5. Si bien los valores indicados son
sensibles a los valores esperados de M . , v y sus varianzas, debido a la no-linealidad de las

funciones K; y K, , se observa que, bgjo la hipotesis de calculo, una correlacion negativa entre
v y M. conduce a una amplificacion de laincertidumbre en K; y a una marcada reduccion de

Ly, =[@+v)a-2v)/(@-v)
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las incertidumbres iniciales en K,, . El coeficiente de correlacion entre K; y K, resulté muy
proximo ala unidad.

Tabla 3.5 Valores esperadosy coeficientes de variacion de los parametros del modelo lineal.

MATERIAL 'i{K)} C,(K) E({K)b} C.(Ky)  Pux,

3B 121.70 0.185 101.10 0.035 =10
T 60.30 0.438 66.30 0.089 =10
3C 35.8 0.472 39.30 0.077 =10

Readlizando el andlisis para otras condiciones de correlacion se observaron las siguientes
tendencias:

e Suponiendo una independencia entre v y M., laincertidumbre en K, presenta

un ligero aumento, mientras que la incertidumbre inicial préacticamente se
mantieneen K,, .

e Una correlacion positiva perfecta entre v 'y M., provoca una reduccion en la
incertidumbre en K; y un aumento de las incertidumbres iniciales en K, . El
coeficiente de correlacion entre K; y K, en este caso resultd muy préximo a —1.

3.2 ANALISISESTOCASTICO.

El modelado de la construccién del terraplén se realizé con e método de los elementos
finitos estocasticos incorporando al programa determinista, el método de aproximacion de
segundos momentos (SMA), el método de estimacion puntual de Rosenblueth (PEM) y el método
directo de Monte Carlo (MCSM). Se aprovecharon las ventgjas que presentan cada uno de los
métodos probabilistas para €l andlisis estocastico. EI método SMA se utilizé para evaluar la
influencia de cada uno de los pardmetros del modelo sobre los campos de desplazamientos y
esfuerzos, asi como la influencia de la correlacion entre los parametros aleatorios. Por otra parte,
el PEM se utilizd para comparar los resultados del SMA cuando los parametros del modelo
constitutivo se consideraron independientes; mientras que el MCSM se utiliz6 como un marco de
referencia para la validacion de los resultados del SMA, cuando los parametros aeatorios del
model o constitutivo se consideraron correl acionados.

3.2.1 Aproximacion de segundos momentos.

El método es principalmente ventajoso cuando los parametros del modelo constitutivo y
eventualmente las solicitaciones, se considerardn como la principa fuente de incertidumbre.
Como se menciond en €l inciso 2.1.1.1, consiste basicamente en sustituir la funcién implicita que
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relaciona los resultados del andlisis con la incertidumbre en las variables, por un desarrollo
truncado en serie de Taylor alrededor del valor esperado de las mismas.

Las derivadas parciales del desarrollo en serie de Taylor se obtuvieron numéricamente
con la técnica del cociente polinomial (véase € inciso 2.1.1.2). Esta técnica se utiliz6 de manera
externa al programa determinista. La fig. 3.3 presenta el diagrama de flujo para la aproximacion
de segundos momentos. La metodologia de célculo que se muestra se puede resumir como sigue:

e A partir de los valores esperados, varianzas y matriz de correlacion de los
pardmetros aleatorios involucrados en e andlisis, se obtienen los valores
v, [ol V. [V, [2]V.[3] y V,[4] para cada uno de los pardmetros aeatorios del
modelo.

e Después de modificar cada uno de los pardmetros constitutivos con cada uno de
los valores V, y gecutar € programa determinista, para cada uno de ellos por

separado; es decir, manteniendo los demas valores iguales a su valor esperado, se
evallan los coeficientes a,,a,,...a; que permiten finalmente el calculo de las

derivadas parciales c’i{U}/vi , las cuales a su vez, permiten aplicar las ecuaciones
del método de perturbaciones.

En este trabajo se han utilizado cinco valores discretos para cada variable aleatoria, cuatro
de ellos arededor de su valor esperado, contenidos dentro de un intervalo igual a dos
desviaciones estandar, y € restante igual a su valor esperado. Es decir, por lo menos en una
ocasion todos los pardmetros coinciden con su valor esperado. Por o tanto, para el célculo de la
derivada parcial de alguno de los campos con respecto a uno de los parametros del modelo, es
necesario ejecutar e programa determinista cuatro veces. Siendo seis € numero total de
parametros aleatorios en e modelo, e numero de veces que hay que llamar a programa
determinista esigual a 24 mas una ocasion con |os val ores esperados.

Obsérvese en la fig. 3.3 que la matriz de covarianza se puede modificar de manera
independiente a calculo de las derivadas parciales, por lo tanto, este método permite evaluar la
influencia de cada uno de los pardmetros aleatorios del modelo y el cllculo de varianzas para
diversas matrices de correlacion en forma directa.
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Fig. 3.3 Diagrama deflujo (SMA).

3.2.2 Método de estimacion puntual.

El método de estimacion puntua desarrollado por Rosenblueth (1975) consiste en
aproximar una densidad de probabilidad continua con distribuciones de probabilidades asociadas
avalores puntuales; de esta manera se pueden estimar |os primeros momentos de una funcion de
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variables aeatorias considerando Unicamente los dos primeros momentos de cada una de ellas.
La aproximacion del método se puede mejorar involucrado un mayor nimero de valores
puntuales, sin embargo, en este trabajo nos limitamos al caso de dos puntos de estimacion.

La efectividad del método ha sido comprobada ampliamente en diversos problemas en los
que €l nimero de variables aeatorias es reducido y/o cuando son independientes. Sin embargo,
cuando el nimero de variables aeatorias correlacionadas es mayor que tres, no conviene aplicar
el método original con dos puntos de estimacion debido a que no es posible involucrar a todas
ellas en € caculo de las “probabilidades discretas’” (véase €l inciso 2.1.2.2), ademas de que aun
cuando es posible involucrar a las variables correlacionadas, se obtienen valores negativos de las
probabilidades para algunas combinaciones de signos +, cuando €l coeficiente de correlacion
entre las variables es mayor que 0.5. Existen diversas propuestas para resolver estas desventgas,
sin embargo, en este estudio € PEM solo se ha utilizado para comparar |os resultados del SMA
en el caso en que las variables se consideraron independientes. Asi, a mismo tiempo se
verificaron los resultados del calculo numérico de las derivadas parciales.

Lafig 3.4 muestra el diagrama de flujo que representa el proceso de calculo del método de
estimacién bipuntual utilizando el programa determinista de elementos finitos. El proceso se
resume como sigue:

e Se modifica cada uno de los elementos del vector de pardmetros del modelo

constitutivo para cada una de las 2" posibles combinaciones de signos +, siendo
N, e nimero total de variables aleatorias.

e Seegecutael programa determinista para cada una de esas posibles combinaciones.
Cuando las variables son independientes y la densidad es simétrica las

probabilidades estan dadas como P =1/2" .

Como en este trabajo se ha utilizado el modelo constitutivo lineal, queda descrito por los
parametros aeatorios K; y K, . Siendo tres € nimero de materiales con distintas propiedades
aleatorias en € terraplén, el nimero total de posibles combinaciones de los signos +, utilizando

dos valores puntuales, esigual a 2° = 64. Es decir, el nimero de veces que se requiere ejecutar €l
programa determinista para definir las varianzas de los desplazamientos, deformaciones y
esfuerzos en cada nodo o elemento, esigual a 64.
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Fig. 3.4 Diagrama deflujo (PEM).

3.2.3 MétododeMonteCarlo.

El proceso de simulacion con € método de Monte Carlo involucra la generacion de un
vector de valores de los parametros aleatorios del modelo, respetando sus densidades y las
correlaciones existentes entre ellos, y larealizacion del andlisis numérico del problema de interés

hasta definir la tendencia central, la dispersion e incluso la densidad de probabilidad de la
respuesta del modelo.

Se consider6é una densidad de probabilidad Gaussiana para todas las variables. Se utilizé
el método de Cholesky para diagonalizar la matriz de covarianza (véase €l inciso 2.4.1.2). Se
observl que eventualmente ocurrian valores negativos para dos de |os pardmetros al momento de
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generar las variables normales correlacionadas; por |o que fue necesario utilizar una densidad de

probabilidad truncada (= +30) paraevitar estos inconvenientes.

El diagrama de flujo que representa e proceso de simulacion con € método directo de
Monte Carlo se ilustra en la fig. 3.5. El proceso de generacion de las variables normales
correlacionadas se realizd con un programa externo e independiente que permitio la preparacion
de los archivos de datos para €l programa determinista. De esta manera se logré observar €
comportamiento de las variables aleatorias correlacionadas generadas, antes de realizar alguna

simulacion.

MCSM

Valores Esperados
Desviaciones Estandar

Matriz de correlacion

Formar matriz de
Covarianza
i=1 ; NTP
k=1; NSN

y

Diagonalizar matriz de Covarianza.
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Obtener las varianzas como: [Tww|=[D] y
los valores medios como: § uw}=[a] "1{uv}

Generar # nimeros uniformemente
distribuidos w ; i=1,2,...n

Convertir & en variables Gaussianas
independientes utilizando {yw} y Var/W]
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k+1 partir de {pv}=[a){uw}

k

FEADAMB4*

Fig. 3.5 Diagrama deflujo (MCSM).

NTP=Np*Nm

Np=Nimero de parimetros.
Nm=Nimero de materiales.
NSN=Numero de simulaciones
necesarias.

*Programa determinista,
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La observacion anterior permite advertir que los resultados de la simulacién no tienen
porque constituir una verdadera referencia objetiva que evalle los resultados del método de
segundos momentos, y en general de los métodos de perturbaciones. En efecto, mientras que €l
SMA no cuestiona laforma de la distribucion de probabilidad de los pardmetros aleatorios, en las
simulaciones con el MCSM |os resultados dependen en gran manera del comportamiento de las
variables aleatorias correlacionadas generadas.
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3.3 DISCUSION DE LOSRESULTADOSDEL MEFE.

El andlisis determinista del proceso constructivo del terraplén en la seccién transversal
maxima se complementd con el método de los elementos finitos estocasticos, investigando la
influencia de ambos pardmetros del modelo constitutivo de manera aislada y para diferentes
condiciones de correlacion. El andlisis estocastico se realizd para los campos de desplazamientos
y esfuerzos a final de la construccién. Ademés, los campos de desplazamientos verticales y
totalesy el de esfuerzos verticales se analizaron conforme al crecimiento del terraplén.

3.3.1 Andlissdesensibilidad.

Con la intencion de visuadlizar cuantitativamente la respuesta de los campos de
desplazamientos y esfuerzos ante la incertidumbre en cada uno de los parametros del modelo
constitutivo, se realizé e andlisis de sensibilidad considerando un coeficiente de variacion
idéntico para ambos pardmetros de cada material, segln se aprecia en latabla 3.6. Este andlisis se
realizo con e método SMA en todos |0s casos.

Tabla 3.6 Valores esperadosy coeficientes de variacion de los par ametros del modelo lineal para €l
analisisde sensibilidad.

MATERIAL 'i{K)} C,(K) Eé:b} C,(K,)

3B 121.70 0.185 101.10 0.185
T 60.30 0.438 66.30 0.438
3C 35.80 0.472 39.30 0.472

En algunos nodos o elementos donde el valor esperado de |os resultados es cero o cercano
a cero, los valores del coeficiente de variacion tienden localmente a infinito. En estos casos la
incertidumbre se ha descrito en términos de la desviacion estandar.

3.3.11 Desplazamientos.
Desplazamiento horizontal (4x). En la fig. AL.1 se muestra la distribucion del valor

esperado del desplazamiento horizontal en la seccion transversal maxima. EI maximo valor
esperado es de 0.64 m, que corresponde a 0.0036 H y se ubica dentro de lazona 3C aunaatura
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aproximada de 0.37H; siendo H, la atura del terraplén. La principal tendencia del
desplazamiento alo largo del ge central de la cortina es hacia aguas abajo.

Influencia de K. Para investigar la sensibilidad del desplazamiento horizontal ante la
incertidumbre en e pardmetro K , se hace C, (K, )= 0, es decir, se mantiene la incertidumbre en

el parametro K de cada material mientras que los valores de K, se consideran deterministas. La

fig. Al.2 muestraladistribucion de la desviacion estandar del desplazamiento horizontal. El valor
maximo igual a 0.35 m ocurre en lazona 3C auna altura ligeramente mayor que 0.37H . En esa
zona se tiene un coeficiente de variacion igual a0.58, mientras que el coeficiente de variacion del
pardmetro K para el material 3C es igua a 0.47; es decir, la incertidumbre inicial parece
amplificarse en esa zona. La desviacion estandar crece hacia €l tercio inferior del talud de aguas
abagjo, en tanto que en la base y la cresta del terraplén es nula debido a que en esas zonas se
imponen condiciones de frontera.

Influencia de Kp. En este caso se hace C,(K)=0 y se mantiene la incertidumbre en K,
para cada material. La fig. A1.3 muestra la influencia de K, en e desplazamiento horizontal a
través de la desviacion estandar. A diferencia del pardmetro K, la desviacion estandar se
concentra en la parte inferior de ambas fronteras interiores con distintas propiedades mecanicas.
Sin embargo, la desviacién estandar maxima, gue ocurre en la frontera entre los materiales T 'y
3C, es de 0.13 m, equivalente a un C, =0.29. Por lo tanto, e desplazamiento horizontal es

menos sensible alaincertidumbreen K, .

Desplazamiento vertical (4y). El vaor esperado del desplazamiento vertica se
presenta en lafig. Al.4, donde se puede apreciar que el maximo ocurre en un area gque comprende
alos materiales T y 3C, aunaaturade 0.65H . El valor esperado del desplazamiento vertical
maximo es de aproximadamente 1.0 m, que corresponde a0.006 H .

Influencia de K. Procediendo de la manera sefialada en € punto anterior es posible
verificar la participacion de la incertidumbre en K sobre el desplazamiento vertical (fig. AL.5).
La desviacion estandar méxima es de 0.18 my ocurre en las zonas T y 3C . El coeficiente de
variaciéon en esa zona es igual a 0.20, mientras que €l CV(K) de los materidles T y 3C es de

aprox. 0.40; por lo tanto, se presenta un efecto de compensacion estadistica. La distribucién de la
incertidumbre corresponde aproximadamente con la distribucion del valor esperado.

Influencia de Kp. La fig. AL.6 muestra la distribucion de la desviaciéon estandar del
desplazamiento vertical dada la incertidumbre en K, . En este caso tiende a concentrarse en €l

tercio inferior de la zona central. EI méximo resulta de 0.12 m. En esa misma zona €l coeficiente
de variacion correspondiente es de 0.15. Comparando este valor con e encontrado en la
influencia de K se puede concluir que la influencia de ambos pardmetros es préacticamente
idéntica. Sin embargo, como se puede apreciar en lafig. 3.6, la participacion de la incertidumbre
en K, llega a ser mas importante en la parte inferior de la cortina hasta aprox. un tercio de la

atura. Esto se podria explicar teniendo en cuenta que en esa zona ocurre un mayor esfuerzo
octaédrico y ademas, que el asentamiento tiende a crecer hacia el centro del terraplén.
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Fig. 3.6 Influencia delos par ametros del modelo en la desviacion estandar del desplazamiento
vertical al centro del terraplén (m).

3.312 Esfuer zos.

Esfuerzo horizontal (o). El valor esperado del esfuerzo horizontal se muestra en la
fig. A1.7. Su distribucién corresponde aproximadamente con la de una seccién simétrica. El valor
esperado maximo se tiene en la zona central inferior (1.2 MPa).

Influencia de K. La desviaciéon estdndar maxima ante la incertidumbre en K es igual a
0.22 MPa. El coeficiente de variaciéon en esa zona resulta aprox. 0.18, mientras que cerca de la
cresta sobre e talud de aguas arriba, es decir, donde €l valor esperado del esfuerzo horizontal es
pequefio, vale 0.55. En el entorno del contacto entre los materiales T y 3C, donde existe una
concentracion de esfuerzos cortantes debido a la diferencia en compresibilidad de ambos
materiales, se alcanza un C, = 0.25, mientras que en amplias zonas de ambos respaldos e C,

variaentre 0.10y 0.20 (véanse lasfigs. AL.7y Al.8).

Influencia de Kp. En este caso la desviacion estandar maxima es igual a 0.30 MPay €
coeficiente de variacion correspondiente en esa zona es 0.25. Se ubica en la parte central inferior
de la zona T. Como se puede observar en la fig. AL.9, en una zona muy amplia de la parte
superior del cuerpo del terraplén la desviacion estandar del esfuerzo horizontal oscila entre 0.0 y
0.02. Por lo tanto, lainfluencia del parametro K, se aprecia principalmente en las zonas donde

existe un mayor esfuerzo octaédrico.

Esfuerzo vertical (ov). Lafig. A1.10 muestraque el valor esperado del esfuerzo vertical
es muy sensible a la variacion en las propiedades mecanicas de los distintos materiales. En un
plano horizontal cercano a fondo de la presa, varia de 3.0 MPa en lazona 3B a 1.8 MPaen la
zona 3C pasando por 2.2 MPaen lazona T ; es decir, se presenta una transferencia de esfuerzos
de las zonas més compresibles alas menos compresibles.
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Influencia de K. Las zonas mas sensibles a la variacion de K se localizan alrededor de
las fronteras materiales interiores (fig. A1.11), donde ocurre una concentracion de los esfuerzos
cortantes. La desviacién estandar méxima se presenta en el contacto 3B—T con un valor de 0.22
MPa. El coeficiente de variacion correspondiente equivale al maximo que ocurre dentro del
cuerpo de la cortinay esigua a0.13. El CV(K) en el material 3B esde 0.19y en e material T

es de 0.44; por tanto, se presenta de nueva cuenta un efecto de compensacion estadistica en la
respuesta del esfuerzo vertical ante laincertidumbre en el parametro K.

Influencia de K. Mientras que las zonas mas sensibles alavariacién de K se ubican alo
largo de | as fronteras entre materiales con distintas propi edades mecanicas, |a desviacion estandar
del esfuerzo vertical ante la incertidumbre en K, se concentra en la parte inferior del contacto
entre los materiales 3B-T, donde & esfuerzo octaédrico es mayor, alcanzando un valor maximo
de 0.17 MPa (fig. A1.12). De esta manera, los esfuerzos verticales son menos sensibles a las
variaciones en e parametro K,. En las fronteras donde e esfuerzo vertical es cero la

incertidumbre es nula.

La fig. 3.7 presenta los valores de la desviacion estdndar calculados en distintos planos
horizontales, de acuerdo a los valores de dispersion mostrados en €l recuadro superior izquierdo.
Es evidente & contraste en los valores de la desviacion estandar en la zona de respaldos con
respecto a las zonas de interaccion en ambas influencias. Solo en € contacto inferior entre los
materiales 3B y T y fuera de las zonas de interaccion, los valores de las influencias de K y K,

son casi idénticas.

Material || E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}

3B 1217 | 0.185 1011 0.185
T 60.3 0.438 66.3 0.438
3C 35.8 0.472 39.3 0.472

Influenciade K

Influenciade Kb

Fig. 3.7 Influencia de los par @metros del modelo en la desviacién estandar del esfuerzo vertical
(MPa).

Esfuerzo cortante (zxy). El valor esperado del esfuerzo cortante se presenta en la fig.
Al1.13. El méximo se alcanza cercadel pié del talud de aguas arriba (0.35 MPa). A simple vistala
distribucion de los esfuerzos cortantes sugieren la posibilidad de que los circulos potenciaes de
deslizamiento se presenten localmente, cercanos a pie del talud en ambos lados del terraplén. En
las figs. A1l.14 y A1.15, se muestran los valores de la desviacion estandar dada la incertidumbre
en K y K, , respectivamente.
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Influencia de K. La influencia de la incertidumbre en K sobre € esfuerzo cortante se
manifiesta de manera mas pronunciada alo largo de las fronteras materiales interiores, |legando a
un valor maximo de la desviacion estandar igual a 0.14 MPa en la parte inferior del contacto
T —3C. Es decir, la distribucion de la desviacion estandar sigue aprox. la concentracion de
esfuerzos cortantes.

Influencia de K. Ladistribucion de la desviacion estandar debida a la incertidumbre en
el parametro K, tiende a concentrarse en las partes inferiores de los contactos materiales,

alcanzando un valor maximo de 0.12 MPa. En este caso se presenta una zona muy ampliaen la
parte superior de la cortina con una incertidumbre muy pequefia (0.0 <C, < 0.02), la cual esta

relacionada con esfuerzos cortantes pequefios y bajos niveles de esfuerzo octaédrico.

Relacion de esfuer zos principales (oyo3). La distribucion del valor esperado de la
relacion de esfuerzos principales seilustraen lafig. A1.16. Los valores mas el evados se presentan
cercade lacrestay cerca de las bermas del talud de aguas abajo. En la zona 3B donde se tienen
los efectos més importantes de interaccion se alcanzan valores de hasta 6.5. Este valor es muy
proximo a determinado en ensayes triaxiales en muestras con granulometria trasladada y
gjustada a contenido de lafraccion finadel material 3B (Montafiez, 1991b).

Influencia de K. Aunque en genera la distribucién del coeficiente de variacion es un
tanto errética, se puede distinguir que la magnitud mas elevada ocurre en la parte bgja de las
zonas T y 3C, acanzando un valor de 0.21. En lazona 3B, donde ocurren |os val ores esperados
més grandes, €l coeficiente de variacion oscila entre 0.10 y 0.19. La incertidumbre crece de los
taludes exteriores hacia € centro y del centro hacia la parte inferior del terraplén (fig. A1.17); es
decir, existe la tendencia a concentrarse a lo largo de las fronteras materiales interiores donde se
tienen concentraciones de esfuerzos cortantes.

Influencia de K. Las zonas més sensibles a la dispersion de K, se localizan en la parte

inferior del terraplén, alcanzando un coeficiente de variacion maximo de apenas 0.045. En
amplias zonas de la cortina € coeficiente de variacion pasa de 0.01 a 0.03, manifestando de esta
manera una aparente insensibilidad de la relacion de esfuerzos principales a la variacion de K,

(fig. AL.18).

3.313 Resumen deresultados.

Para comparar |a participacion de los parametros del modelo en la incertidumbre de cada
uno de los campos analizados, la tabla 3.7 resume |os val ores més representativos del coeficiente
de variacion de la respuesta, junto con los valores de las incertidumbres iniciales. Los valores
mostrados en los campos de desplazamientos y esfuerzos fueron cal culados locamente, en donde
ocurrio ladesviacion estandar maxima.

De los resultados encontrados en € andlisis de sensibilidad se desprenden las siguientes
observaciones:

e Con excepcion de los desplazamientos horizontales y de los esfuerzos cortantes en
los que se presentan val ores esperados muy proximos a cero dentro del cuerpo del
terraplén, ocurre un acentuado efecto de reduccion de varianza en todos los
campos analizados.
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En los campos de desplazamientos la influencia de la dispersion en el parametro
K, no es del todo despreciable.

Las variaciones en K, tienen una influencia muy pequefia en los campos de
esfuerzos verticales y en €l de larelacién de esfuerzos principales, en tanto que su
participacion en los esfuerzos horizontales y en los cortantes es semejante a la del
pardmetro K.

En los campos de desplazamientos, la influencia del parametro K se distribuye
aproximadamente conforme a la distribucion de los valores esperados, mientras
gue en los campos de esfuerzos tiende a manifestarse a lo largo de las fronteras
interiores con distintas propiedades mecanicas, donde la concentracion de
esfuerzos cortantes es mayor.

En todos los campos de desplazamientos y de esfuerzos analizados, la influencia
del parametro K, tiende a concentrarse hacia las partes bajas del terraplén, donde

el esfuerzo octaédrico es mayor.

Tabla 3.7 Resumen delas influencias de los par @metr os en los distintos campos analizados.

I ncertidumbresiniciales

MATERIAL | C,(K) | C,(K,)

CAMPO Influencia de K Influencia de K,

3B

T

3C

Ay C, ~0.58 C, ~0.29
0.185 0.185 A C, ~0.20 C, ~0.15

ox C,=0.40 C,=0.35
0.438 0.438 o C,=0.13 C,=0.04
0472 0472 By G062 iy

ol o3 C,=0.25 C,=0.07
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3.3.2 Influenciadela correlacion.

Una vez identificada la influencia de cada uno de los parametros de manera aislada, se
investigo su influencia conjunta paralos siguientes tres casos de correlacion:

e Caso 1. Se supuso que todos los parametros materiales eran independientes. En
este caso €l andlisisserealiz6 con e SMA y con el PEM.

e Caso 2. Se considerd una correlacion positiva perfecta entre los parametros K; y
K, delostres materiales. Los resultados del andlisis con € SMA se compararon
con losdel MCSM.
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e Caso 3. Se considerd una correlacion positiva perfecta entre los parametros de los
materiales T y 3C . El andlisis estocéastico se realizd con el SMA.

En todos los casos se analiz6 la seccidn transversal maxima. Los valores esperados y
coeficientes de variacion utilizados en el andlisis fueron los que se muestran en latabla 3.8 (véase
el inciso 3.1.3.2).

Tabla 3.8 Valores esperadosy coeficientes de variacion de los parametros del modelo lineal para el
analissdelainfluencia dela correlacion.

MATERIAL E{K)} C,(K) Eé:b} C,(K,)

3B 121.70 0.185 101.10 0.035
T 60.30 0.438 66.30 0.089
3C 35.80 0.472 39.30 0.077

En las zonas que presentan un cambio de signo en el valor esperado se tienen magnitudes
nulas 0 muy préximas a cero; por 1o que en esos casos la incertidumbre se ha descrito en términos
de la desviacion estandar.

3.3.21 Desplazamientos.

Desplazamiento horizontal (4y). Con laintencién de resaltar las diferencias en cuanto
a la distribucién y magnitud de la desviacion estéandar en la méxima seccion transversal del
terraplén, las figs. A1.19, A1.20 y A1.21 presentan los resultados para cada uno de los tres casos
analizados, en el mismo orden sefialado anteriormente.

La desviacion estandar maxima se tiene en el caso 3, con un vaor de 0.40 m. Selocaliza
en el tercio medio delazona 3C . Enloscasos 1y 2 las desviaciones maximas son iguales a 0.35
my 0.32 m, respectivamente. Su distribucion en los tres casos es muy semejante; nula cercade la
base y la cresta (donde se impusieron las condiciones de frontera) y apenas de 0.05 m en una
zona muy amplia del talud de aguas arriba (material 3B), donde los pardmetros de dispersion
iniciales son pequefios.

La distribucion de la desviacion esténdar bajo las condiciones de andlisis indicadas en €
caso 1, se muestra en las figs. Al.22a y Al.22b, calculada con e SMA y con e PEM,
respectivamente. Como se puede apreciar |os resultados coinciden en distribucion, sin embargo,
el valor méximo obtenido con el PEM es de 0.50 m, es decir, 0.15 m mayor que €l obtenido con
el SMA.

Las figs. Al.23a y Al.23b presentan los resultados del SMA y los de MCSM,
respectivamente, bajo las condiciones de andlisis del caso 2. En lafig. A1.24 seilustra el criterio
de convergencia utilizado en las simulaciones. El margen de error en la estimacion de la
esperanza del desplazamiento horizontal resulta de aprox. 0.02 m con un 99% de confianza. Del
andlisis comparativo se concluye que la distribucion de la desviaciéon estandar presenta una
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imagen cas idéntica; sin embargo, los resultados con el SMA tienden a ser menores. Con €l
MCSM se tiene una desviacion esténdar méxima de 0.45 m; es decir, 0.13 m mayor que la
calculadacon el SMA.

Desplazamiento vertical (4y). La desviacidon estandar tiende a concentrarse en las
zonas T y 3C, segun se puede apreciar en las figs. A1.25, A1.26 y A1.27, calculada para cada
uno de los tres casos de andlisis con e SMA. La méxima incertidumbre se presenta en el caso 3
(materiales T y 3C correlacionados), con un valor maximo de 0.26 m. Obsérvese que su
distribucion sigue aproximadamente la del valor esperado.

En lafig. 3.8 se presentan los valores de la desviacion estandar a fina de la construccion
a lo largo del ge central del terraplén, para cada uno de los tres casos de andlisis. Se puede
apreciar que la desviacion estédndar aumenta conforme aumenta el nimero de parametros
correlacionados. De esta manera, conforme aumenta el nimero de parametros correlacionados en
el desplazamiento vertical disminuye el efecto de reduccion de varianza.

200 3 —— p 0

185 =1
—=— PKKb™

170
—A— P KiKj=Kbi,Kbj =1
A MatT y 3C

155
140
125

110

Elevacién, m.

95
80
65
50

35 #& + ' + |
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Desviacion Estandar, m

Fig. 3.8 Influencia dela correlacion en la desviacion estandar del desplazamiento vertical al centro
del terraplén (m).

El andlisis bajo las condiciones del caso 1 se realiz6 ademés con € PEM. Los resultados
se comparan en las figs. Al.28a (SMA) y Al1.28b (PEM). La distribucion de la desviacion
estandar en ambos métodos es practicamente idéntica. Las magnitudes presentan una ligera
diferencia. El valor méximo obtenido con el SMA es de 0.18 m, mientras que con €l PEM resulta
de 0.22 m. Lafig. 3.9 muestra las diferencias entre los resultados de ambos métodos en el centro
del terraplén. En general, los resultados con el PEM tiende a ser ligeramente superiores a los del
SMA pero coinciden ampliamente en cuanto a su distribucidén, es decir, siguiendo
aproximadamente la distribucion del valor esperado.
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Elevaciéon, m.

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Desviacién Estandar, m

Fig. 3.9 Desviacion estandar del desplazamiento vertical al centro del terraplén (m). Comparacion
entre (SMA) y (PEM).

Siguiendo € mismo esguema comparativo, los resultados del SMA bajo las condiciones
de correlacion dadas en el caso 2 se compararon con los del MCSM. El comportamiento del
coeficiente de variacion del desplazamiento vertical en e nodo 193 en funcidn del nimero de
simulaciones, se presenta en la fig. 3.10. En este caso, con un 99% de confianza el margen de
error en la estimacion de la esperanza del desplazamiento vertical es de aprox. 0.015 m. Los
resultados de la desviacion estdndar de ambos métodos se ilustran en las figs. Al.29a 'y A1.29b.
Como se puede apreciar, la distribucion de la incertidumbre coincide ampliamente, sin embargo,
mientras que con el MCSM se tiene una desviacion maxima de 0.34 m, la correspondiente al
SMA es de 0.20 m. En la fig. 3.11 se pueden apreciar las diferencias encontradas a centro del
terraplén. En general el SMA parece por tanto, subestimar la incertidumbre en ambos campos de
desplazamientos.
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0.10
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Fig. 3.10 Convergencia del desplazamiento vertical.
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Fig 3.11 Desviacion estandar del desplazamiento vertical al centro del terraplén (m). Comparacién
entre(SMA)y (MCSM).

En la tabla 3.9 se resumen los resultados del andlisis estocastico del desplazamiento
vertical. Se muestran los valores esperados maximos y sus correspondientes coeficientes de
variacion paralos tres casos analizados. Si bien los valores maximos del coeficiente de variacion
son ligeramente superiores a los mostrados, se puede apreciar una efecto de reduccion de
varianza. Ladispersién mas elevada corresponde al caso 3, en el que se considerd una correlacion
positiva perfecta entre |os pardmetros de los materiales T y 3C.

Tabla 3.9 Valor es esper ados maximos del desplazamiento vertical y su coeficiente de variacion.

witono | EAV) C.(A)
(m) Pk, K, =0 P, Kn, =1 Prac =1
SMA -1.00 -0.18 -0.21 -0.26
PEM -1.10 020 e
MCSM - R— 028 e

Para explorar € comportamiento del coeficiente de variacion en los resultados del
desplazamiento vertical conforme al avance de la construccion, se calcul6 la incertidumbre en
todos los nodos situados a lo largo de un plano horizontal. El andlisis se realizd a cada dos capas
con el SMA. Lafig. 3.12 muestra los resultados para uno de los planos analizados por debajo de
la capa 10, aproximadamente al nivel en donde ocurre e asentamiento maximo. Los célculos se
efectuaron paralas tres condiciones de correlacion mencionadas anteriormente.
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Cadaunadelas curvas en lafig. 3.12 representa un incremento de carga. La configuracion
del coeficiente de variacion sigue aproximadamente la del asentamiento. La evolucién de la
incertidumbre en el material 3B es distinta a la de los materiales T y 3C. Dentro del material
3B tiende a aumentar hacia el final de la construccion conforme alos casos de correlacion 1 a 3;
mientras que en los materiales T y 3C se observa gque la incertidumbre tiende a disminuir hacia
e fina de la construccién independientemente de la hipétesis de correlacion. La explicacion de
estas tendencias se podria encontrar en el gradiente del asentamiento; es decir, €l coeficiente de
variacion evoluciona de manera distinta debido a que los valores esperados aumentan con mayor
rapidez en los materiales mas compresibles. Estas tendencias se pueden apreciar con mayor
claridad en los nodos extremos de ambos taludes. Bgjo la hipdtesis de correlacion del caso 3 en la
gue los parametros de los materiales T y 3C se consideraron perfectamente correlacionados, se
aprecia un comportamiento homogéneo del coeficiente de variacion en esa zona.

Por otro lado, € coeficiente de correlacion entre el desplazamiento vertical maximo para
una etapa especificay € resto de los nodos, se calculé para tres etapas de construccion, es decir,
paralos dos primeros tercios de la atura del terraplény a final de la construccion. En lafig. 3.13
se presentan 10s resultados obtenidos bajo la hipétesis de correlacion indicada en €l caso 2. Los
resultados encontrados para las otras condiciones se muestran en lasfigs. A1.30y A1.31.

Cuando € terraplén alcanza €l primer tercio de su atura final, €l asentamiento maximo
ocurre dentro de la zona 3C (punto M de lafig. 3.13a). Mientras que en practicamente toda la
zona 3B y en partede la T se tiene una correlacion nula, solo en la zona 3C se concentran los
valores del coeficiente de correlacion. Esto indica que e asentamiento méximo se debe
précticamente ala contribucion de la zona 3C .

Los valores del coeficiente de correlacion cuando el terraplén acanza el segundo tercio de
su dtura final se presentan en la fig. 3.13b. En esta etapa €l asentamiento maximo ocurre en la
zona T (punto M ); a diferencia de la etapa anterior, se presentan valores del coeficiente de
correlacion que varian desde cero hasta 0.90 en una zona muy amplia del talud de aguas arriba,
ademés de que cerca de ambos taludes exteriores se tiene una correlacion negativa. Esto indica
gue mientras que € asentamiento en la parte central del terraplén tiende a crecer, € asentamiento
cercade los taludes tiende adisminuir.

Al final de la construccion (fig. 3.13c) €l asentamiento maximo ocurre en la zona T .
Obsérvese gue para esta etapa constructiva la correlacion entre € asentamiento maximo y €l
asentamiento en la parte superior del talud de aguas arriba, presenta valores que varian desde cero
hasta 0.80; en la parte restante del talud de aguas arriba (parte inferior), la correlacion entre el
asentamiento maximo y el asentamiento en esa zona presenta valores negativos. Esto parece
indicar que el asentamiento maximo esta relacionado con un asentamiento diferencial alo largo
del talud de aguas arriba; donde ocurre un cambio de signo en e vaor del coeficiente de
correlacion.
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Fig. 3.12 Evolucion del coeficiente de variacion del desplazamiento vertical conforme al avance de la
construccién en los nodos comprendidos en una capa horizontal: a) Materialesindependientes; b)

Correlacion entrelos K, y K, ; ¢) Correlacion entrelosmateriales T y 3C.
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Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{KiKbi}
3B 1217 0.185 101.1 0.035 1
T 603 | 0438 | 663 | 0089 ! o Desplazamiento vertica méximo
3C 358 0.472 393 0.077 1 * &P

¢
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Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}
3B 1217 0.185 1011 0.035 1
T 603 | 0438 | 663 | 0.089 1 —————— 0\ M ) ) .
3C 35.8 0.472 39.3 0.077 1 N ¢ Desplazamiento vertical méximo
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Fig. 3.13 Coeficiente de correlacion entre el desplazamiento vertical méximoy el resto delos nodos
paratres etapas de construccion. Correlacion entrelos K; y K, : a) Primer tercio delaaltura; b)

Segundo tercio dela alturay c) Final dela construccién.
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Desplazamiento total (A7). Unavez determinada la covarianza entre el desplazamiento
vertical y e horizontal en cada nodo para una etapa especifica de la construccion, es posible
calcular los primeros momentos del vector de desplazamientos totales. En la fig. 3.14 se
presentan los resultados del valor esperado del vector para los dos primeros tercios de la altura

del terraplény parad final de la construccion.

Material | E{K} | E{Kb}
3B 1217 1011
T 60.3 66.3
3C 358 39.3

Escala de desplazamientos

YoV v v v v VvV v v
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Fig. 3.14 Valor esperado del vector de desplazamientos totales (m): a) Primer tercio dela altura; b)
Segundo tercio delaalturay c) Final dela construccién.
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Para las condiciones de correlacion indicadas en €l caso 2, las curvas de igual valor de la
desviacion estandar de la magnitud del vector se muestran en la fig. 3.15 para un tercio, dos
tercios y la dtura final del terraplén. Los resultados para los casos de correlacion 1y 3 se
presentan en lasfigs. A1.32 y A1.33.

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}
3B 1217 0.185 1011 0.035 1
T 60.3 0.438 66.3 0.089 1
3C 35.8 0.472 393 0.077 1
——
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Fig. 3.15 Desviacion estdndar dela magnitud del desplazamiento total (m). Correlacion entrelos K,

y Kh . a) Primer tercio delaaltura; b) Segundo terciodelaalturay c) Final dela construccion.
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La desviacion estandar del desplazamiento total tiende a concentrarse en las zonas con
mayor incertidumbre (T y 3C). En un mismo punto pasa de 0.18 m a 0.28 m & fina de la
construccion. Comparando el coeficiente de correlacion méximo que ocurren a final de la
construccion (C, = 0.67) con respecto a las dispersiones iniciadles (C, = 0.47) se aprecia una
amplificacion de las incertidumbres iniciales. Sin embargo, en lafig. 3.15¢ se puede notar que €l
area en donde ocurre la desviacion maxima es muy reducida.

Para ilustrar como modifica e modelo la distribucion de frecuencias de los campos de
desplazamientos, con los resultados de las 2600 simulaciones se construyeron |os histogramas de
los desplazamientos horizontal, vertical y total, del nodo 153, donde ocurre el desplazamiento
total maximo. Sabemos que la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de dos variables
aleatorias normales independientes con media nula e idéntica varianza, sigue la densidad de
probabilidad de Rayleigh (Benjamin y Cornell, 1970). Bajo esta idea se construyeron los
histogramas de |os desplazamientos horizontal y vertical estandarizando sus valores con respecto
al valor medio y desviacion estandar de cada muestra. A su vez, con estos valores se obtuvo la
distribucion de frecuencias del desplazamiento total. En lasfigs. 3.16a y b se puede observar que
los desplazamientos horizontal y vertical, respectivamente, se separan significativamente de la
forma Gaussiana y en consecuencia, la densidad de Rayleigh con o =1 no se gusta a la
distribucion de frecuencias del desplazamiento total. La explicacion de estas discrepancias
también se puede encontrar en la dependencia entre desplazamientos horizontal y vertical. En la
fig. 3.16¢c se muestra con linea discontinua una curva con o = 0.6, la cual a parecer permite un
mejor gjuste.

3.3.2.2 Esfuer zos.

Esfuerzo horizontal (o). La distribucion de laincertidumbre en el esfuerzo horizontal
paralos tres casos de correlacion analizados se presentan en lasfigs. A1.34, A1.35y A1.36. En los
esfuerzos horizontales la matriz de correlacion influye apreciablemente en la distribucion de la
incertidumbre. Dentro del cuerpo de la presa, las zonas con mayores incertidumbres se ubican en
lafronteraentre los materidles T y 3C paraloscasos 1y 2; en esazona se alcanzan valores de la
desviacion estandar iguales a 0.16 MPay 0.12 MPa, respectivamente. En el caso 3 la desviacion
estandar se concentra en la base del terraplén originando una zona con comportamiento robusto
en la parte superior; es decir, donde la incertidumbre es pequefia (0.00M Pa< o <0.02M Pa) (fig.

A1.36).

Los resultados del SMA para el caso 1 se comparan con los del PEM en lasfigs. A1.37ay
A1.37b, respectivamente. En el caso de los esfuerzos horizontales los resultados coinciden en
distribucién y magnitud, alcanzando una desviacion estdndar maxima de 0.24 MPa en la parte
inferior de la zona central. En el contacto entre las fronteras T y 3C, se tiene un coeficiente de
variacion igual a 0.25 con ambos métodos.

Por otro lado, en las figs. A1.38a y A1.38b se muestran los resultados del SMA y los del
MCSM, respectivamente. La convergencia del coeficiente de variacion del esfuerzo horizontal en
el elemento 77 (fig A1.39) se obtuvo a partir de las 2000 simulaciones con un margen de error de
3x10° y un nivel de confianza del 99%. Una vez mas la distribucion y magnitud de la desviacion
estdndar coincide en ambos métodos. Los valores méximos, que se presentan en la parte inferior
de lazonacentral del terraplén coinciden en 0.16 MPa.
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Fig. 3.16 Distribucién de frecuencias de los desplazamientos en el nodo 153.

Esfuerzo vertical (oy). El coeficiente de variacion del esfuerzo vertical para los casos
de correlacion en los que se basa este andlisis, seilustra en las figs. A1.40, A1.41y A1.42. En €
caso 1 la desviacion estandar se concentra en las dos fronteras materiales interiores, y
gradualmente se dirigen hacia la frontera central entre los materiales 3B y T, conforme a los



\ 4

casos 2 y 3. El coeficiente de variacion en los tres casos practicamente permanece constante. Sus
valores son iguales a 0.12, 0.13 y 0.14, respectivamente, calculados locamente donde la
desviacion estdndar es maxima. Comparando estas magnitudes con laincertidumbre inicial de los
parametros, se puede sefidar que los esfuerzos verticales parecen insensibles a la incertidumbre
en los parametros del modelo constitutivo para este caso particular.

3. Aplicacion del MEFE a modelado de la presa“AGUAMILPA”

En lafig. 3.17 se presentan los resultados del andlisis en planos horizontales con distinta
elevacion. Obsérvese como los resultados en los casos 1y 2 son practicamente iguales. En € caso
3 € efecto de la correlacion entre los pardmetros de los materiales T y 3C tiende a concentrar
una desviacion estandar mayor, solo en la zona en donde se tienen los mayores esfuerzos
verticales de ese plano, disminuyendo rdpidamente su magnitud hacialaszonas T y 3C.

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}

3B

1217

0.185

1011

0.035

T

60.3

0.438

66.3

0.089

3C

35.8

0.472

39.3

0.077

_ Materiaesindependientes.
Correlacion perfectaentre Ki y Kbi.

_ __ Correlacion perfecta entre materiales T
y 3C.

Fig. 3.17 Influencia dela correlacién en la desviacion estandar del esfuer zo vertical (M Pa).

Los resultados del caso 1 se compararon con los del PEM (figs. Al.43ay A1.43b) y los
del caso 2 con los del MCSM (figs. Al.44a y Al.44b). En e caso 1 los resultados coinciden
totalmente. En la fig. 3.18 se presenta la distribucién de los esfuerzos verticales en planos con
diferente elevacion, la cua confirmala concordancia entre |os resultados de ambos métodos.

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{KiKbi}
3B 1217 | 0185 | 1011 | 0035 7 _ _ Materiaesindependientes (SMA).
T 60.3 | 0438 | 66.3 | 0.089 Qe Materiales independientes (PEM).
3C 358 | 0472 0.077
0.06
0.02 e
023 0.026 N\
PraE———— \ \ \ \ T T T
300 350 400 450 500

Fig. 3.18 Desviacion estandar del esfuerzo vertical (M Pa). Comparacion entre (SMA) y (PEM).
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En la fig. 3.19 se muestra el comportamiento del coeficiente de variacion del esfuerzo
vertical en e elemento 77, en funcion del nimero de simulaciones. Con un 99% de confianza, la
convergencia en la estimacion se obtiene a partir de las 2000 simulaciones con un margen de
error de 1x10°3, Los resultados del SMA y los del MCSM en distintos planos horizontales se
pueden apreciar en lafig. 3.20. N6tese que la distribucion y magnitud de la desviacion estandar es
précticamente idéntica, es decir, ésta se concentra en las zonas de interaccién mientras que fuera
de ellas es practicamente nula (comportamiento robusto). En la fig. 3.21 se presentan los
coeficientes de variacion del esfuerzo vertical obtenidos por e SMA y el MCSM, en un plano
horizontal cercano a fondo de la presa. Los resultados en otros planos se muestran en la fig.
Al.45.
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Fig. 3.19 Convergencia del esfuerzo vertical.

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{KiKnbi}

3B 1217 | 0185 | 1011 | 0.035
T 603 | 0438 | 663 | 0.089 Correlacion entre Ki y Kbi (SMA).
3C 358 | 0472 | 393 | 0077

Correlacion entre Ki y Kbi (MCSM).

0.01 0.018

Fig. 3.20 Desviacion estédndar del esfuerzo vertical (M Pa). Comparacion entre (SMA) y (MCSM).
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Fig. 3.21 Coeficiente de variacion del esfuerzo vertical en un plano horizontal. Comparacion entre
(SMA)y (MCSM).

De acuerdo con lasfigs. 3.20 y 3.21, se puede concluir que e SMA tiende a sobreestimar
ligeramente la incertidumbre en los esfuerzos verticales;, sin embargo, también es importante
destacar €l efecto acentuado de reduccion de varianza aun para el tercer caso de correlacion (fig.
Al.42).

Al igual que en €l caso de los desplazamientos verticales, €l coeficiente de variacion del
esfuerzo vertical se calculo conforme a avance de la construccion en todos los elementos
contenidos a lo largo de un plano horizontal, es decir, conforme aumentaba la carga sobre esos
elementos. En lafig. 3.22 se presentan |os resultados de este andlisis para el caso del elemento 98.
El calculo se realizo con e SMA para los tres casos de correlacion citados. Es interesante
observar que, a diferencia del desplazamiento vertical, € coeficiente de variacion tiende a crecer
conforme €l terraplén gana atura. La misma tendencia se observo préacticamente en todos los
elementos del plano horizontal y en otras elevaciones. Esto parece explicarse por € hecho de que
para un nivel de esfuerzos mayor, aumenta la participacion de la incertidumbre en € parametro
de compresibilidad K, y la del parametro de deformaciones desviadoras K, provocando que la

incertidumbre en su conjunto aumente. De acuerdo con lafig. 3.22 es evidente lano linealidad de
laevolucién de laincertidumbre en el esfuerzo vertical haciael final de la construccion.

Esfuerzo cortante (z«y). Larespuestadel esfuerzo cortante ante la incertidumbre en los
parametros del modelo lineal se muestra en las figs. A1.46, A1.47 y Al.48, a través de la
distribucion de la desviacion estandar para los casos de andlisis 1 a 3. En los esfuerzos cortantes
se presenta algo semejante alo ocurrido en los verticales. Las zonas con mayor incertidumbre se
concentran a lo largo de los contactos entre materiales y esta concentracion se dirige hacia la
frontera 3B-T, conforme a orden de los casos analizados, originando amplias zonas en los
respaldos con un comportamiento robusto. La distribucion de esta incertidumbre sugiere que la
participacion de ambos parametros es semejante, es decir, se concentraalo largo de las fronteras
interiores y hacia el fondo del terraplén. La desviacion estdndar méximaenloscasos 1, 2y 3 es
igual a0.14 MPa, 0.13 MPay 0.10 MPa, respectivamente; es decir, la incertidumbre disminuye
ligeramente conforme la correlacion aumenta.
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Fig. 3.22 Evolucion del coeficiente de variacion del esfuerzo vertical conforme al avance de la
construccion.

El caso 1 se analizd ademas con e PEM. Las figs. Al.49a y Al.49b muestran los
resultados. Como en todos los casos analizados la correspondencia en distribucion y magnitud de
la incertidumbre es muy buena. La desviacion estandar maxima registrada es de 0.15 MPa. Por
otra parte, e MCSM se utiliz6 para confrontar los resultados del SMA en € caso 2. Como en
todos los casos andlizados las distribuciones y magnitudes de la desviacion estandar son
précticamente idénticas (figs. A1.50ay A1.50b). La convergencia del coeficiente de variacion del
esfuerzo cortante en el elemento 81 conforme al nimero de simulaciones se muestra en la fig.
A1.51. El margen de error en la estimacion al cabo de 2000 simulaciones es de 2x10°® con un
99% de confianza.

Relacion de esfuerzos principales (o1/o3). El coeficiente de variacion de la relacion
de esfuerzos principales aumenta ligeramente conforme a orden de los casos andizados. Las
magnitudes maximas registradas presentan valores iguales a 0.34, 0.30 y 0.40, para los casos de
correlacion 1 a 3, respectivamente (figs. A1.52-A1.54). Los valores maximos se presentan en la
parte superior del talud de aguas arriba. La distribucion del coeficiente de variacion es un tanto
erratica. Sin embargo, mientras que en los dos primeros casos se concentra en la parte central de
la presa, en €l tercer caso crece hacia la parte superior del talud de aguas arriba 'y la inferior del
talud de aguas abajo, originando amplias zonas de ambos respaldos con un comportamiento
robusto (C, = 0.05-0.10).

L os resultados encontrados con € SMA para €l caso 1, se muestran en lafig. ALl.55ay en
lafig. A1.55b, los obtenidos con el PEM. Es notoria la correspondencia en distribucion en los dos
métodos. Las diferencias observadas entre los coeficientes de variacién méximos son del 8%. En
lafig. Al.56a se presentan los resultados del caso 2 analizado con € SMA y en lafig. A1.56b los
obtenidos con el MCSM. La evolucion del coeficiente de variacion en e elemento 197 conforme
a numero de simulaciones se muestra en la fig. 3.23. La convergencia se logra a partir de las
2200 simulaciones con un margen de error de 6x10°° con un 99% de confianza,. La distribucion
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del coeficiente de variacion obtenida por ambos métodos es semegjante. La maxima diferencia
entre los coeficientes de variacion obtenidos por ambos métodos es del 7%, sin embargo, ocurre
en una zona muy pequefia del talud de aguas arriba. En general, en e cuerpo del terraplén los
valores son practicamente idénticos.

0.28 Relacia de esfuerzos
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Fig. 3.23 Convergencia de larelacion entre esfuer zos principales.

L os histogramas de los esfuerzos principales, mayor, menor y del cociente entre el mayor
y e menor en e elemento 197, en donde ocurre la relacion maxima entre esfuerzos principales
del interior del terraplén, se presentan en la fig. 3.24. Como referencia, se ha trazado una
densidad normal con los parametros estadisticos de cada muestra. En el caso de la relacién entre
esfuerzos principales (fig.3.24c) la forma de la distribucion de frecuencias presenta un acentuado
sesgo positivo, apartdndose considerablemente de la forma Gaussiana. Es interesante destacar que
los esfuerzos principales varian dentro de un intervalo estrecho. El coeficiente de variacion de la
muestra es de 0.25; es decir, aproximadamente la mitad de las dispersiones iniciales en los
parametros del model o constitutivo.

3.3.23 Resumen deresultados.

En la tabla 3.10 se muestra la influencia de la correlacion en cada uno de los campos
analizados, a través de los valores maximos del coeficiente de variacion o de la desviacion
estdndar. También se han incluido los resultados obtenidos con e PEM y con el MCSM. La
incertidumbre en e caso del vector de desplazamientos totales solo se determind con e método
de segundos momentos (SMA).
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Fig. 3.24 Distribucion de frecuencias de los esfuer zos principales en el elemento 197.
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Tabla 3.10 Resumen de la influencia dela correlacion en los distintos campos analizados.

Pk, ko =0 Py =1 Prac =1
SMA PEM SMA MCSM SMA

CAMPO

Ax 0=035m 0=050m 0=032m 0=045m 0=040m
Ay 0=0.18m c=022m c=020m c=034m c=0.26m
Ar c=038m - c=040m - 0=045m
Ox c=024MPa o0=024MPa o0=0.16MPa o=0.16MPa o=0.20MPa
oy c=022MPa o0=022MPa o0=024MPa o0=022MPa o=0.26 MPa
1% c=014MPa o0=015MPa ¢=0.13MPa oc=014MPa o=0.10MPa
olos  C,=0.34 C,=042 C,=0.30* C,=023 C,=0.40

* El valor indicado solo se presenta loca mente sobre el talud de aguas arriba.

Los resultados mostrados en la tabla anterior y los discutidos en este inciso permiten
resumir |as siguientes observaciones:

e El efecto de reduccion de varianza en todos los campos analizados es importante; sin
embargo, en algunos casos tiende a reducir conforme aumenta el nimero de pardmetros
correlacionados.

e Paralos valores esperados y parametros de dispersion calculados en este andlisis, el PEM
presenta valores de incertidumbre ligeramente superiores a los del SMA, cuando los
parametros del model o se consideraron independientes.

e Cuando se consider6 una correlacion positiva perfecta entre los parametros K; y K, de

cada uno de los materiales, al analizar los campos de desplazamientos |os resultados con
el MCSM fueron mayores a los del SMA, mientras que en los campos de esfuerzos los
resultados coincidieron ampliamente.

e La incertidumbre en los campos de esfuerzos préacticamente se mantuvo a aumentar la
correlacion, solo vari6 apreciablemente la distribucién de esa incertidumbre.

e El coeficiente de variacion del esfuerzo vertical en los elementos contenidos en un plano
horizontal, tiende a crecer conforme aumenta la carga sobre ese plano. Por otro lado, la
evolucién del coeficiente de variacion del desplazamiento vertical bago la misma
condicion depende, a parecer, de la compresibilidad de los materiales; es decir, entre
mayor fue e desplazamiento hacia €l final de la construccion el coeficiente de variacion
tendi6 a decrecer aln cuando las dispersiones iniciales en los material es mas compresibles
fueron mayores.
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34 COMPARACION ENTRE DESPLAZAMIENTOS MEDIDOS Y
CALCULADOS.

Con los resultados del andlisis estocastico es posible definir un intervalo de confianza
para cualesquiera de las variables investigadas. El terraplén de la presa “Aguamilpa’ fue
instrumentado en tres secciones verticales paralelas a rio (Gonzalez et al., 1993). En lafig. A1.57
se muestra la localizacion de los inclindmetros y niveles hidraulicos de asentamientos instalados
en la seccion transversal maxima. Para registrar 10s desplazamientos horizontales y verticales en
esa seccion se instalaron tres inclindmetros. El primero (1-1) selocalizaa 10 m hacia aguas arriba
a partir del ge central de la presa. Este inclinbmetro en toda su altura queda colocado en €l
material 3B y se empotra en el auvion natural. El segundo inclindmetro (I1-2), ubicado a 12 m
hacia aguas abgjo del ge central de la presa, atraviesa algunos metros del material 3C en la parte
superior del terraplén, continua por €l material T hasta empotrarse en €l aluvion natural; mientras
gue €l inclindmetro 3 (1-3), localizado 80 m hacia aguas abajo a partir del gje central de la presa,
gueda instalado en el material 3C y antes de empotrarse en e auvion natural cruza algunos
metros de la zona T en la parte inferior del terraplén. Los niveles hidraulicos situados en €
terraplén permiten registrar |os asentamientos a la ancho de la seccion transversal maxima en tres
niveles con distinta elevacion. En este inciso |os registros de ambos tipos de instrumentos al final
de la construccién se utilizan para confrontar los resultados del MEFE para los campos de
desplazamientos horizontales y verticales.

3.4.1 Desplazamientos horizontales.

Para e emplificar una utilidad practica del MEFE, en lafig. 3.25 se han representado los
registros de los desplazamientos horizontales en la direccion paralela a rio de cada uno de los
tres inclindmetros colocados en cada uno de los tres principales materiales congtitutivos del
terraplén, junto con los valores esperados y un ancho de banda equivalente a una desviacion
estandar (+o{A,}). Si se considera una distribucion normal para los desplazamientos
horizontales, € ancho de banda representa los desplazamientos horizontales esperados con un
68% de probabilidad. Los resultados mostrados se obtuvieron con e MEFE bgjo la hipétesis de
correlacion mencionada en el caso 3; es decir, se considerd una correlacion positiva perfecta entre
los parametros de los materiales T y 3C . Esta hipétesis es representativa del caso en que las
dudas que se tienen en la definicidn de los parametros de ambos material es constitutivos sean del
mismo tipo.

Los resultados que corresponden a los registros en los inclinémetros I-1 e |-2, colocados
en los materiales 3B y T, respectivamente, practicamente se sitlian dentro del intervalo estimado
por el MEFE. Las diferencias observadas se podria relacionar con el comportamiento anisotropo
de los materiales compactados. Es decir, mientras que este andlisis se ha redizado bajo la
hipétesis de comportamiento isétropo, en el que e modulo de deformabilidad se ha definido bajo
un trayectoria de carga vertical (odometro), e valor representativo del médulo en e plano de
ortotropia queda fuera del andlisis y sin duda influye al momento de confortar |os resultados del
andlisis con la instrumentacion. Se observa ademas que los valores maximos escapan del
pronéstico. Se hara un comentario en €l siguiente inciso que posiblemente explique esta
discrepancia. En €l caso del inclindmetro [-3 (material 3C ), si bien el valor esperado se aproxima
al registro, €l ancho de banda obtenido por el MEFE sugiere que los parametros de dispersion
iniciales reales son algo inferiores (véase € inciso 3.1.3.2).
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Fig. 3.25 Comparacion entr e los desplazamientos horizontales medidos en inclindmetrosy los que
resultan del MEFE: a) Inclindmetro en € material 3B; b) Inclinémetro en el material T; c)
Inclindbmetro en el material 3C.
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De las gréficas también se puede apreciar que si se deseara una estimacion de los
desplazamientos horizontales con una probabilidad de ocurrencia mayor, por gemplo, con
J_rZa{AX}, del lado minimo de los desplazamientos ocurriria un cambio de signo lo que

representaria que €l desplazamiento podria ocurrir hacia aguas arriba. Una situacion semejante
podria no ser aceptable de acuerdo con lafisicadel problema.

3.4.2 Desplazamientos verticales.

En este caso se cuenta con la evolucion de los asentamientos medidos en inclinbmetros y
en los niveles hidraulicos conforme a crecimiento del terraplén. Lafig. 3.26 muestra los registros
en cada uno de los inclindbmetros. Aun cuando cada inclinbmetro en gran parte de su atura
précticamente esta colocado en un mismo material (excepto al empotrarse en e auvién natural),
existe un corrimiento que indica un aumento brusco del asentamiento cuando €l terraplén alcanza
aprox. la cota 150; es decir, cuando €l terraplén alcanza aproximadamente |los 100 m de dtura. La
razon de este incremento del asentamiento se podria explicar por la inundacion que sufrio el
terraplén en Enero de 1992 (Castro y Montafiéz, 1993), cuando una creciente rebaso la ataguia de
aguas arriba provocando que la compactacion posterior se haya realizado sobre un material
himedo con una rotura de particul as seguramente mayor que en condiciones secas. En redlidad la
inundacién ocurrié cuando el terraplén se encontraba en la cota 150, mientras que el corrimiento
se observa aprox. en la cota 147; es decir, se podria interpretar que la inundacion afecto una
profundidad de aprox. 3 m. Esto podria explicar |os méximos que se observan en las partesay b
delafig. 3.25. El que € inclinémetro I-3 no haya registrado algun corrimiento no parece |6gico.
Sin embargo, como se puede apreciar en lafig. 3.26 el material mas compresible (3C ) fue mas
sensible a acontecimiento que el material 3B, de megjor calidad y que cont6 con especificaciones
de colocacién por mucho, més estrictas (véase la tabla 3.1).

En las gréficas de la fig. 3.27 se han representado los valores esperados junto con un
ancho de banda de + o{A, } de los desplazamientos verticales obtenidos con e MEFE, bajo la

hipbtesis de correlacion en la que los parametros de los materidles T y 3C se consideraron
perfectamente correlacionados. Si bien la probabilidad de ocurrencia no se cumple a todos los
niveles, los registros de inclinbmetros practicamente se sittan dentro del intervalo pronosticado.
Esto se debe ala representatividad del médulo de deformabilidad en la direccion vertical paralos
materiales 3B y T. Solo en & caso dd material 3C la estimacion es pobre; sin embargo, de
acuerdo a los registros mostrados en la fig. 3.26 fue el material méas afectado por la inundacion.
En la parte c de lafig. 3.27 se han representado |os registros de inclindmetrosy los resultados del
MEFE para tres etapas de construccion; una antes de la inundacion otra posterior y para €l final
de la construccion. El valor esperado del desplazamiento vertical es ligeramente inferior a
registrado en el inclindbmetro antes de la inundacion, pero después de ella las diferencias son aulin
mas grandes y hacia el final de la construccion, cuando la parte superior del terraplén influye en
esa zona, los asentamientos ocurren sobre un material mucho més compresible que €
representado en e modelo.

Las gréficas de lafig. 3.27 sefialan anchos de banda mas estrechos que los que resultaron
en el caso de los desplazamientos horizontales, aun en el caso del material 3C en € que las
dispersiones iniciales fueron elevadas (véase la tabla 3.8). Por lo tanto, a propagar la
incertidumbre inicial en el andisis con elementos finitos € efecto de reduccién de varianza es
mas acentuado en el caso de los asentamientos que en e de los desplazamientos horizontales
(véase la tabla 3.10). Esto se podria explicar observando que en e asentamiento tienden a
participar los tres materiales, mientras que en el desplazamiento horizontal es mas acentuada la
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influencia de la zona mas compresible, donde participan un menor nimero de €ellos, reduciendo
asi el efecto de reduccion de varianza (véanse las figs. A1.1 a A1.6).
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Fig. 3.26 Evolucién del desplazamiento vertical medido en inclinémetros confor me al crecimiento
del terraplén.

Finamente, en la fig. 3.28 se presentan los registros de los niveles hidraulicos de
asentamientos localizados en tres elevaciones distintas junto con los valores esperados y las
desviaciones estandar correspondientes a + G{AY}. La figura confirma la buena aproximacion de

los resultados del MEFE con excepcion del nivel en donde ocurren los asentamientos maximos
del terraplén, en los materiales T y 3C. La configuracion del asentamiento es semejante a la
registrada con la salvedad de que la interaccion real es mas acentuada. La influencia de la
inundacion posiblemente explique estas discrepancias. Por 1o que respecta al modelo de
elementos finitos, en realidad, no se busco representar la interaccién entre los distintos materiales
del terraplén mediante algin elemento especia, lo cual podria contribuir a mejorar la
aproximacion, con la dificultad asociada en la eleccion de parametros materiales representativos
del comportamiento en lainterfaz.
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Fig. 3.27 Compar acion entre los asentamientos medidos en inclinébmetrosy los que resultan del
MEFE: a) Inclinébmetro en el material 3B; b) Inclindmetro en el material T; c) Inclinbmetro en €
material 3C.
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Material E{K} | Cv{K} | E{Kb} | Cv{Kb} |p{Ki,Kbi} Asentamientos en niveles
3B 1217 0.185 101.1 0.035 1 hidraulicos
T™ 60.3 0.438 66.3 0.089 1 E{Ay}
3C* 35.8 0.472 39.3 0.077 1
) L N - E{Ay}+o{Ay}
*Correlacion perfecta entre |os pardmetros de los

materiales Ty 3C.

\ \ | \ | \ | \ |

100 150 200 250 ® 300 350 400 450 500

Fig. 3.28 Comparacion entre los asentamientos medidos en niveles hidraulicosy los que resultan del
MEFE en tres niveles con distinta elevacion.
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Conclusiones

Se han enlistado las principales fuentes de incertidumbre involucradas en la modelacion
en geomecanica, y expuesto los formalismos basados en la teoria de la probabilidad que permiten
representarlas. Asimismo, se discutieron las formulaciones basadas en las técnicas de
perturbaciones y en los métodos de simulacion con |as técnicas de Monte Carlo, con el objeto de
orientar la implementacién de estas herramientas en la propagacién de la incertidumbre en un
andlisis con elementos finitos.

Al tratamiento explicito de la incertidumbre en cualquier valor de entrada en un analisis
con elementos finitos, se le conoce como método de los elementos finitos estocéasticos (MEFE).
El MEFE se ha utilizado en e andlisis esfuerzo-deformacion del proceso constructivo del
terraplén de la presa“ Aguamilpa’.

En la modelacién de estructuras de tierra se suelen utilizar dos aproximaciones basicas
para estimar las propiedades mecénicas de los materiales. realizando ensayes de campo y/o
laboratorio con muestras representativas de los materiales del sitio, o estimando un intervalo de
valores a partir de diversas experiencias previas. Esto muestra que la principal fuente de error
involucrada en e modelado mecénico del problema, se debe a los errores aeatorios asociados a
los ensayesy alos errores sistemati cos presentes tanto a las estimaciones parcia mente subjetivas,
como en & empleo de correlaciones empiricas entre propiedades indice y mecanicas.

Antes de cualquier andlisis probabilista es necesario definir e tipo de incertidumbre que
se va ha representar, debido a que la asignacién de varianzas se tiene que realizar bajo un marco
perfectamente definido. Por otro lado, la reflexion implicita en el modelado de las incertidumbres
requiere ademés que se distingan las dudas de tipo determinista de las de tipo probabilista.

Este trabajo ha utilizado una metodologia tipica de evaluacion de parametros para el
modelo congtitutivo. Tanto el modulo de compresibilidad volumétrica medio como la relacion de
Poisson, que definen las propiedades mecanicas de cada uno de los principales materiales del
cuerpo del terraplén, se han considerado como variables aleatorias que representan un campo
aleatorio estimativo. Los posibles valores de estas propiedades definieron un intervalo de
variacion representativo de los enrocamientos. Estas incertidumbres iniciales se propagaron a
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través de las funciones que definen los pardmetros del modelo lineal en € programa determinista
utilizado, para varias condiciones extremas de correlacion. De esta manera se modelaron las
incertidumbres en los parametros del modelo constitutivo.

El MEFE permite evaluar la influencia de la incertidumbre en los pardmetros materiales,
sobre la confiabilidad de los desplazamientos, deformaciones y esfuerzos, ademés de la
incidencia relativa de los diferentes parametros del modelo constitutivo sobre la precision de los
resultados. Esta Ultima caracteristica posiblemente sea la mas (til y la que se pueda extender a
otras aplicaciones practicas. Este trabajo ha expuesto como implementar el MEFE para al canzar
estos obj etivos.

Se ha observado que la incidencia del pardmetro relacionado con las deformaciones
volumétricas (Kb) sobre ambos campos de desplazamientos, es parecida a la del parametro

relacionado con las deformaciones por cortante (K ). Esto también se presenté en los esfuerzos
horizontales y en los cortantes, mientras que en los esfuerzos verticales y en la relacion de
esfuerzos principal es se ha notado unainsensibilidad alas dispersiones en e parametro K, .

Es destacable el efecto de reduccion de varianza observado a través del coeficiente de
variacion en amplias zonas representativas del cuerpo del terraplén, es decir, lejos de los taludes y
de las zonas en las que ocurren valores esperados pequefios, aun cuando se considerd una
correlacion positiva perfecta entre dos de los tres materiales. Este efecto es particularmente
importante en los campos de esfuerzos.

Se ha encontrado que la distribucion de la incertidumbre coincide en los pares de métodos
utilizados, aunque se apreciaron agunas diferencias en las magnitudes maximas entre los
métodos SMA y e PEM, y entre e SMA y e MCSM, principamente en los campos de
desplazamientos, en donde €l modelo es més sensible alaley constitutiva. Las ligeras diferencias
observadas se podrian investigar variando €l intervalo de separacion entre los puntos discretos
utilizados para el cdlculo numérico de las derivadas parciales.

Es posible introducir un mayor grado de realismo en los andlisis con e MEFE cuando se
investiguen problemas particulares del comportamiento esfuerzo-deformacion de las estructuras
de tierra, como por gemplo, el fendmeno de interaccion entre los diferentes materiales de la
cortina o la posicion y extension de las zonas de tension y plastificacion, por cuanto el MEFE
permite definir intervalos de confianza para las deformaciones y los esfuerzos. Es verdad que la
calidad de los resultados de un andlisis estocastico dependera de la representatividad de los
momentos estadisticos del campo estimativo. Pero aun cuando estos pardmetros se definan de
manera parcia mente subjetiva o subjetiva, permiten discutir los resultados dentro de un marco de
referencia en € cual se pueden detectar las zonas méas sensibles a esas incertidumbres de las
Zonas con un comportamiento robusto.

La correlacion entre las variables aeatorias definidas en distintos subdominios de un
campo estimativo se establece a partir de las dudas que se tienen en cuanto a la medicién y
estimacion de sus magnitudes esperadas, mientras que en la modelacion por campos descriptivos
de la variabilidad espacia se toma en cuanta explicitamente la estructura de correlacion espacial
de las propiedades al eatorias del medio.

Existen en la literatura diversas propuestas para modelar la variabilidad espacial en los
andlisis estocasticos con el ementos finitos. Sin embargo, para implementar estas técnicas en los
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problemas de geomecanica es importante tener presente que la existencia de datos en un
subdominio dado colapsa la incertidumbre en los puntos vecinos a é. Por |o tanto, para asignar a
elementos o grupos de elementos finitos los resultados directos de las mediciones se deberia
recurrir a las técnicas de estimacion condicional. Por otro lado, debido a que la variabilidad
espacial en los suelos es tridimensional, en rigor, los andlisis con elementos finitos tendrian que
realizarse en tres dimensiones.

Un inconveniente adicional en e modelado de las incertidumbres mediante campos
aleatorios descriptivos se presenta en la configuracion de la malla. En tanto que siempre serd
preferible que su configuracién responda libremente a los intereses geométricos y mecanicos del
problema, en estos casos las dimensiones de |os elementos finitos no estan exentas de la funcién
de auto-correlacion espacial.

Por otra parte, e PEM presenta la ventgja de no requerir el clculo numérico de las
derivadas parciales necesarias en los métodos de perturbaciones, sin embargo, la aplicabilidad del
método original esté restringida a un nimero reducido de variables aleatorias y alos casos en los
gue no todas sean correlacionadas. Esta Ultima desventaja queda superada con € SMA, sin
embargo, la técnica numérica para €l célculo de las derivadas parciales puede fallar localmente,
cuando al nivel de un nudo o elemento la respuesta sea altamente no lineal.

Para € calculo numérico de las derivadas parciales con la técnica del cociente polinomial
se utilizaron cinco puntos discretos dentro de un intervalo de dos desviaciones estandar. Pero la
técnica permite variar estas condiciones de calculo. Convendria investigar estas opciones
numericas para verificar la aproximacion que selogra en los célcul os.

La gran cantidad de célculo involucrado en un andlisis estocastico con € método de
Monte Carlo posiblemente impida su aplicacion en los andlisis del procedimiento constructivo de
presas de materiales compactados, principalmente por los objetivos que se persiguen en estos
analisis. Por estarazon convendria explorar €l intervalo de aplicabilidad real del SMA, realizando
series de andlisis paramétricos para coeficientes de variacion y valores esperados crecientes,
ademas de variar las condiciones de correlacion.

Como parte complementaria del analisis esfuerzo-deformacién del proceso constructivo
de presas de tierra, se podria analizar la estabilidad de los taludes dentro de la estructura de los
elementos finitos estocasticos y lateoria de la confiabilidad. Convendria definir la distribucién de
los cortantes maximos o bien, la de deformaciones principales mayores y observar la eventual
formacion de las superficies de deslizamiento en funcién del indice de confiabilidad.
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Fig. AL.1Valor esperado del desplazamiento horizontal (m).

50
Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}
3B 1217 0.185 101.1 0
T 60.3 0.438 66.3 0
3C 35.8

Influenciade K

B
100

\
150

\ \ \ \ \
w 300 350 400 450 500

Fig. A1.2 Desviacion estandar del desplazamiento horizontal (m). Influenciade K .

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}
3B 1217 ] 101.1 0.185
T 60.3 [0] 66.3 0.438
3C 35.8 0 393 0.472

N Influenciade Kb

—
100

\
150

\ \ \ \ \
w 300 350 400 450 500

Fig. A1.3 Desviacion estandar del desplazamiento horizontal (m). Influenciade K, .
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Material | E{K}
3B 1217
T 60.3
3C 35.8
T s \ \ \ \ \ \
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

(m)

Fig. ALl.4 Valor esperado del desplazamiento vertical (m).

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} | Cv{Kb}
3B 1217 | 0185 | 1011
T 603 | 0438 | 66.3 .
3C 358 | 0472 | 393 Influenciade K
& o
N i

- T I I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 - 300 350 400 450 500

Fig. A1.5 Desviacion estandar del desplazamiento vertical (m). Influenciade K.

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}
3B 1217 0 1011 0.185
T 60.3 0 66.3 0.438
3C 35.8 0 393 0.472

Influenciade Kb

T \ \ \ \ \ \ \ \
0 50 100 150 200 250 ™ 300 350 400 450 500

Fig. AL1.6 Desviacion estandar del desplazamiento vertical (m). Influenciade K, .
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R e S| T \ \ \ \ \
- 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
(m)
Fig. A1.7 Valor esperado del esfuerzo horizontal (M Pa).
Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb} /"\\
3B 1217 0.185 1011 [0] \
T e .
ac Influenciade K
P — T \ \ \ \ \
200

,,,,,,’,,,,,,,,, — 7‘

\
250

300 350 400 450 500
(m)

Fig. A1.8 Desviacion estandar del esfuerzo horizontal (M Pa). Influenciade K.

Material

E{K}

Cv{K} | E{Kb} |[Cv{Kb}

3B

1217

0 1011 0.185

T

60.3

0 66.3 | 0438

3C

. Influenciade Kb

I
250

I I I
300 350 400 450 500
(m)

Fig. A1.9 Desviacion estandar del esfuerzo horizontal (M Pa). Influenciade K, .
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Material | E{K} | E{Kb}
3B 1217 101.1
T 60.3 66.3
3C

100 150 200

(m)

Fig. A1.10 Valor esperado del esfuerzo vertical (M Pa).

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb} RS
/ AN
3B 1217 | 0185 | 1011 0
T 603 | 0438 | 663 | O ” e endia
3C 358 | 0472 | 393 0 e Influenciade K

N J@// i

—F \ \ \ \ \ \ \
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
(m)
Fig. A1.11 Desviacion estandar del esfuerzo vertical (MPa). Influenciade K.
Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb} /'\\
3B | 127 | 0 | 1011 | 0185 AN
T 60.3 0 66.3 | 0438 / AN .
c Influencia de Kb
¥\
\\ﬁ\\\
.\' . \\\\\
v i\
, BN ) (C D—
7 \ \ \ \ \ \
- 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

(m)

Fig. A1.12 Desviacion estandar del esfuerzo vertical (MPa). Influenciade K, .
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T 60.3 66.3

Material | E{K} | E{Kb} / N
3B 1217 1011
|

3C

—T T I
150 200 250

(m)

Fig. A1.13 Valor esperado del esfuerzo cortante (M Pa).

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb} /\\
3B 1217 | 0185 | 1011 | 0 / N
T 603 | 0438 | 663 | 0 - N uendiad
3c 358 | 0472 | 393 | 0 /) Influenciade K
. S

D e T
50 100 150 200
(m)
Fig. A1.14 Desviacion estandar del esfuerzo cortante (MPa). Influenciade K .
Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb} RS
3B 1217 0 101.1 0.185 /

Q
‘O,

\\
T 603 0 663 | 0438 ~ . .
3C 358 0 393 | 0472 \\ Influenciade Kb
) .
AN
D

(m)

Fig. A1.15 Desviacion estandar del esfuer zo cortante (MPa). Influenciade K, .
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Material | E{K} | E{Kb}
3B 1217 101.1
T 60.3 66.3
3C 358 39.3

B

,,,,,,’,,,,,,,,, — ‘
100 150

I I
250 300 350
(m)

Fig. A1.16 Valor esperado delareacion de esfuerzos principales 01/0'3 :

e
200

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}
3B 1217 0.185 101.1 0
T 60.3 0.438 66.3 0
3C 35.8 0.472 39.3 0

Influenciade K

T | | | |
200 250 300 350 400 450 500
(m)
Fig. A1.17 Coeficiente de variacion delarelacion de esfuerzos principales o, /o, . Influenciade K .

— =
50 100 150

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb} KQ\
3B 1217 0 1011 | 0185 \\
T 60.3 0 66.3 | 0438 \j\} \\

3C 358 0 393 Influenciade Kb

—— ——— T T ] ] ] ] ] ]
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
(m)
Fig. A1.18 Coeficiente de variacion de larelacion de esfuer zos principales 01/03 . Influencia de

K,.



-4

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}
3B 1217 | 0.185 | 1011 | 0.035 0
T 603 | 0438 | 663 | 0.089 0
3C 358 | 0472 | 393 | 0077 0
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\
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Fig. A1.19 Desviacién estandar del desplazamiento horizontal (m). Materiales independientes

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki Kbi}
3B 1217 | 0.185 | 1011 | 0.035 1
T 603 | 0438 | 66.3 | 0.089 1
3C 358 | 0472 | 393 | 0077 1

(SMA).

T \ I \ I \ \ \
100 150 200 250 - 300 350 400 450

Fig. A1.20 Desviacion estandar del desplazamiento horizontal (m). Correlacién perfecta entre los

Kiy K, (SMA).
Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}
3B 1217 0.185 101.1 0.035 1
T 60.3 0.438 66.3 0.089 1
3C* 35.8 0.472 393 0.077 1 /

*Correlacion perfecta entre los pardmetros de los
materiales Ty 3C.

BN, e

a \ \ \ \ \ \ \ \
100 150 200 250 ™ 300 350 400 450 500

Fig. A1.21 Desviacion estandar del desplazamiento horizontal (m). Correlacion perfecta entrelos
materiales T y 3C (SMA).
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Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi} TN

3B 1217 | 0185 | 1011 | 0.035 .
T 603 | 0438 | 663 | 0089
3C 358 | 0472 | 393 | 0077

(e

@€§ U

B e— I I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 ™ 300 350 400 450 500
(@
Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} | Cv{Kb} |p{Ki,Kbi} ﬁ\
3B 1217 0.185 101.1 0.035 ’ \

T 60.3 0.438 66.3 0.089
3C 35.8 0472 39.3 0.077

\ \ \ \ \ \ \ \
0 50 100 150 200 250 ., 300 350 400 450 500

(b)

Fig. A1.22 Desviacion estandar del desplazamiento horizontal (m). Materialesindependientes.
Comparacién entre: a) SMA y b) PEM.
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Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki Kbi}
3B 1217 | 0185 | 1011 | 0.035 1
T 60.3 | 0438 | 66.3 | 0.089 1
3C 358 | 0472 | 393 | 0.077 1

\ \ \ \ \ \ \ \ \
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

(m)
@
Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}p{KiKbi} ﬂ\
3B 1217 0.185 101.1 0.035 1 /
T 603 | 0438 | 66.3 | 0089 1
3C 35.8 0.472 393 0.077 1 @6 /

|

T I I I I I I I i
0 50 100 150 200 250 ™ 300 350 400 450 500

(@)

Fig. A1.23 Desviacion estandar del desplazamiento horizontal (m). Correlacién perfecta entrelos
Ki ¥y K, . Comparacion entre: a) SMA 'y b) MCSM.

0.70 Desplazamiento
horizontal
0.60 Nudo 153
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0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Nimero de simulaciones

Fig. A1.24 Convergencia del desplazamiento horizontal.
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Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi} /'

3B 1217 | 0.185 1011 | 0.035
T 603 | 0438 | 663 0.089
3C 358 | 0472 | 393 | 0077

Y —~

8 \ \ \ \ \ \ \ \
0 50 100 150 200 250 ™ 300 350 400 450 500
Fig. A1.25 Desviacion estandar del desplazamiento vertical (m). Materialesindependientes (SMA).

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{KiKbi}

3B 1217 | 0185 | 1011 | 0.035
T 60.3 0.438 663 | 0.089
3C 358 0.472 393 | 0077

I 7\ I I I I I \ I \
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

(m)
Fig. A1.26 Desviacion estandar del desplazamiento vertical (m). Correlacion perfectaentrelos K, y
Ky (SMA).

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}
3B 1217 | 0.185 | 1011 | 0.035 1
T 60.3 0.438 66.3 0.089 1
3C* 358 | 0472 | 393 | 0077 1
*Correlacion perfecta entre los pardmetros de los
materiales Ty 3C.
T \ \ \ \ \ \ \ \
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

(m)

Fig. A1.27 Desviacion estandar del desplazamiento vertical (m). Correlacion perfecta entrelos
parametros delosmateriales T y 3C (SMA).



Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} | Cv{Kb} |p{Ki Kbi}
3B 1217 | 0185 | 1011 | 0.035
T 603 | 0438 | 663 | 0.089
3C 358 | 0472 | 393 | 0077
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—
100

\
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\
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\ \ \ \ \ \
250 . 300 350 400 450 500

0 50
Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb} |p{Ki,Kbi}
3B 1217 | 0.185 | 1011 | 0.035 0
T 603 | 0438 | 663 | 0.089 0
3C 35.8 0.472 393 0.077 0
T ] | |
0 50 100 150 200

\ \ \ \ \ \
250 . 300 350 400 450 500

(b)

Fig. A1.28 Desviacion estandar del desplazamiento vertical (m). M aterialesindependientes.
Comparacién entre: a) SMA y b) PEM.
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Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{KiKbi} TN
3B 121.7 0.185 101.1 0.035 1 /-\
T 60.3 0.438 66.3 0.089 1
3C 358 0.472 0.077
1 | | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 ™ 300 350 400 450 500
(@)
Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}
3B 1217 | 0.185 | 1011 | 0.035
T 603 | 0438 | 66.3 | 0.089
3C 358 0.472 0.077
/ I -
[ I I I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 @ 300 350 400 450 500

(b)

Fig. A1.29 Desviacion estandar del desplazamiento vertical (m). Correlacion perfectaentrelos K, y
Kn . Comparacién entre: a) SMA y b) MCSM.



Anexo 1. Figuras de los resultados del andlisis estocastico

-4

Material || E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}

3B 1217 0.185 101.1 0.035 0

T 60.3 0.438 66.3 0.089 0 M Desplazamiento verticdl maximo

3C 358 0.472 393 0.077 0 ®

/,,r'/”' c. t N \ .
7 ST
N R— \ \ \ \ \ \ \ \
0 50 100 150 200 250 . 300 350 400 450 500
(a)

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}

3B 1217 0.185 101.1 0.035 0
T 0.089 " _ o
3C 0.077 e Desplazamiento verticdl méximo

T — \ \ \ \ \ \ \
0 50 100 150 200 250 . 300 350 400 450 500

(b)

Material || E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}

3B 1217 | 0.185 101.1 0.035 0
T 60.3 0.438 66.3 0.089
3C 35.8 0472 39.3 0.077

. Desplazamiento verticdl méximo

\ —T— — \ \ \ I \ I \
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Fig. A1.30 Coeficiente de correlacion entre el desplazamiento vertical maximoy €l resto de los nudos

paratres etapas de construccion. M aterialesindependientes. a) Primer tercio dela altura; b)
Segundo tercio dela altura; ¢) Final dela construccion.



Anexo 1. Figuras de los resultados del andlisis estocéstico @

Material || E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}
3B 1217 0.185 1011 0.035 1
T 60.3 0.438 66.3 0.089 1 ¥ op | azamiento vertical maximo
3C* 35.8 0.472 39.3 0.077 1 * &P

*Correlacion perfecta entre |os pardmetros de los
materiales Ty 3C.

\ \ \ \ \ \ \ [
150 200 250 ., 300 350 400 450 500

(@)

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}
3B 1217 0.185 101.1 0.035 1
T* 603 | 0438 | 66.3 | 0.089 1 Desplazamiento verticdl maximo
3C* 358 | 0472 | 393 | 0.077 1 <P

*Correlacion perfecta entre los pardmetros de los
materiales Ty 3C.

— I I I \ I I I I
0 50 100 150 200 250 ™ 300 350 400 450 500

(b)

Material || E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}
3B 1217 0.185 1011 0.035
T 603 | 0438 | €63 | 0089 ¢ Desplazamiento vertical méximo
3C* | 358 | 0472 | 393 | 0077 ¢ O

*Correlacion perfecta entre los pardmetros de los
materiales Ty 3C.

1
1
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Fig. A1.31 Coeficiente de correlacion entre e desplazamiento vertical maximoy el resto delos nudos
paratres etapas de construccién. Correlacion entre materialesT y 3C : a) Primer terciodela
altura; b) Segundo tercio delaaltura; ¢) Final dela construccion.
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Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb} |p{Ki,Kbi}
3B 121.7 0.185 101.1 0.035 0
T 603 | 0438 | 66.3 | 0089 0
3C 358 | 0472 | 393 | 0077 0

I I I I T I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

(m)
(a
Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb} |p{KiKbi}
3B 1217 0.185 1011 0.035 0
T 603 | 0438 | 663 | 0089 0 D e w—
3C 358 0.472 393 0.077

0.,

7 2

T I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

(m)
Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb} |p{Ki,Kbi} /@\@2
3B 1217 | 0185 | 1011 | 0035 0 A
T 603 | 0438 | 663 | 0089 | © -

3c 358 | 0472 | 393 | 0077 | 0 ﬁ

- \ \ \ \ \ \ \ \
0 50 100 150 200 250 ™ 300 350 400 450 500

(©)

Fig. A1.32 Desviacion estandar de la magnitud del desplazamiento total (m). Materiales
independientes. a) Primer tercio dela altura; b) Segundo tercio dela altura; c) Final dela
construccion.
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Material || E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}
3B 1217 | 0.185 | 1011 | 0.035 1
T 60.3 | 0438 | 66.3 | 0.089 1
3C* 358 0.472 39.3 0.077 1

*Correlacion perfecta entre los pardmetros de los
materiades Ty 3C.

I I I I I I I
150 200 250 ., 300 350 400 450
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100

0 50
(@
Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Knb}|p{Ki Kbi}
3B 121.7 | 0.185 | 1011 | 0.035 1
T 60.3 0.438 66.3 0.089 1
3C* 358 0.472 393 0.077 1

*Correlacion perfecta entre los pardmetros de los
materiales Ty 3C. /

I
500

\ [ \ \ \
250 300 350 400 450

0 50 100 150 -
(b)
Material || E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{KiKbi}
P
3B 1217 | 0185 | 1011 | 0.035 1
T 60.3 0.438 66.3 0.089 1 SN
3C* 358 0.472 39.3 0.077 1

*Correlacion perfecta entre los pardmetros de los
materiadles Ty 3C.
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Fig. A1.33 Desviacion estandar de la magnitud del desplazamiento total (m). Correlacién entre
materiales T y 3C : a) Primer tercio delaaltura; b) Segundo tercio dela altura; c) Final dela

construccion.
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Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} | Cv{Kb} |p{Ki,Kbi} /"\

3B 1217 | 0.185 | 1011 | 0.035 0 N
T 60.3 | 0438 | 663 | 0.089 v/\
3C 358 | 0472 | 393 | 0077 L

o

N T 1 \ I I I I I I
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
(m)

Fig. A1.34 Desviacion estandar del esfuer zo horizontal (M Pa). M aterialesindependientes (SMA).

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb} |p{Ki,Kbi}
3B 1217 0.185 101.1 0.035 1
T 60.3 | 0438 | 66.3 | 0.089 1
3C 0.077

T 1 | | | \ \ \
- 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
(m)
Fig. A1.35 Desviacion estandar del esfuerzo horizontal (M Pa). Correlacion perfectaentrelos K, y
Ky, (SMA).
Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb} |p{Ki,Kbi} /“’\\
3B 1217 | 0185 | 1011 | 0035 -

T 60.3 0.438 66.3 | 0.089
3C* 35.8 0.472 393 | 0.077

*Correlacion perfecta entre |os parémetros de los
materiales Ty 3C.

T \ \ \ \ \
200 250 300 350 400 450 500
(m)
Fig. A1.36 Desviacion estandar del esfuerzo horizontal (M Pa). Correlacion perfecta entrelos
parametrosdelos materiales T y 3C (SMA).
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Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}

3B 1217 | 0.185 1011 | 0.035 0
T 60.3 0.438 66.3 0.089 0
3C 0.077 0

(m)
(@)
Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{KiKbi}
3B 1217 | 0.185 | 1011 | 0.035 1
T 60.3 | 0438 | 66.3 | 0.089 1
3C 0.077

| | | |
250 300 350 400 450 500
(m)

200

(b)

Fig. A1.37 Desviacion estandar del esfuer zo horizontal (M Pa). M ateriales independientes.
Comparacién entre: a) SMA y b) PEM.
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Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}
3B 121.7 | 0.85 | 1011 | 0.035 1
T 60.3 | 0438 | 66.3 | 0.089 1
3C 35.8 0.472 393 0.077 1

\
500

\ \
400 450

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}

3B 1217 | 0.185 101.1 | 0.035
T 60.3 0.438 66.3 0.089
3C* 35.8 0.472 39.3 0.077

*Correlacion perfecta entre los pardmetros de los
materiales Ty 3C.

— T 1 \ \ \ \
100 150 350 400 450 500

(m)
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Fig. A1.38 Desviacion estandar del esfuerzo horizontal (M Pa). Correlacion perfectaentrelos K, y
Kb, . Comparacién entre: a) SMA y b) MCSM.
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Nimero de simulaciones

Fig. A1.39 Convergencia del esfuerzo horizontal.
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Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}
3B 1217 | 0.185 | 1011 | 0.035 0
T 60.3 0.438 66.3 0.089 0
3C 0.077

200

[
250 300

(m)

\
400

450

\
500

Fig. A1.40 Desviacion estandar del esfuer zo vertical (M Pa). Materiales independientes (SMA).

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}
3B 1217 | 0185 | 1011 | 0.035 1
T 60.3 | 0438 | 66.3 | 0.089 1
3C 358 | 0472 | 393 | 0077 1

200

I I
250 300

(m)
Fig. A1.41 Desviacion estandar del esfuerzo vertical (MPa). Correlacion perfectaentrelos K; y K,
(SMA).

I
400

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb} |p{Ki,Kbi}

3B 1217 | 0185 | 1011 | 0.035 1

T* 60.3 | 0438 | 66.3 | 0.089 1

3C* 358 | 0472 | 393 | 0077 1
*Correlacion perfecta entre los pardmetros de los /
materiales T y 3C.

\\\
/ @
P e \ \ \
50 100 150 400 450 500

(m)
Fig. A1.42 Desviacion estandar del esfuerzo vertical (MPa). Correlacion perfectaentrelos
parametrosdelosmateriales T y 3C (SMA).



Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}
3B 1217 | 0185 | 1011 | 0.035 0
T 60.3 | 0438 | 66.3 | 0.089 o]
3C 0.077

B 1
50 100 150 200
Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{KiKbi}
3B 1217 0.185 1011 0.035
T 60.3 0.438 66.3 0.089
3C 35.8 0.472 393 0.077

Anexo 1. Figuras de los resultados del andlisis estocastico

(b)

Fig. A1.43 Desviacion estandar del esfuerzo vertical (M Pa). Materialesindependientes.
Comparacion entre: a) SMA y b) PEM.
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Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}
3B 1217 | 0185 | 1011 | 0.035 1
T 60.3 | 0438 | 66.3 | 0.089 1
3C 358 | 0472 | 393 | 0077 1

—7 T
150 200

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}

3B 1217 | 0.185 1011 | 0.035 1
T 603 | 0438 | 663 | 0.089 1
3C* 358 | 0472 393 0.077 1

*Correlacion perfecta entre los pardmetros de los /
materiales T y 3C.

50 100 150 200

(b)

Fig. A1.44 Desviacion estandar del esfuerzo vertical (MPa). Correlacion perfectaentrelos K, y
K, . Comparacion entre: a) SMA 'y b) MCSM.
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Fig. A1.45 Coeficiente de variacion del esfuerzo vertical en planos horizontales con distinta

elevacion. Comparacién entred (SMA) y e (MCSM).
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Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}
3B 1217 | 0185 | 1011 | 0.035 0
T 603 | 0438 | 66.3 | 0.089 0
3C 358 | 0472 | 393 | 0077 0

(m)
Fig. A1.46 Desviacion estandar del esfuerzo cortante (M Pa). M aterialesindependientes (SMA).

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} | Cv{Kb} |p{Ki,Kbi} .

3B 1217 0.185 101.1 0.035 %@

T 60.3 0.438 66.3 0.089

3C 0.077

/,,,,,/ / — ) ;,,; - ;>

R —— S T \ \ \
o 50 100 150 200 400 450 500

(m)
Fig. A1.47 Desviacion estandar del esfuerzo cortante (M Pa). Correlacion perfectaentrelos K, y
Ky (SMA).

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb} |p{Ki,Kbi}
3B 1217 | 0185 | 1011 | 0.035 1
T* 60.3 | 0438 | 66.3 | 0089 1
3C* 358 | 0472 | 393 | 0077 1

*Correlacion perfecta entre los pardmetros de los
materiales T y 3C.

50 100 150

(m)

Fig. A1.48 Desviacion estandar del esfuerzo cortante (MPa). Correlacién perfecta entrelos
parametrosdelosmateriales T y 3C (SMA).
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Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}
3B 121.7 | 0.185 | 1011 | 0.035
T 60.3 0.438 66.3 0.089
3C 358 | 0472 | 39.3 | 0077

Anexo 1. Figuras de los resultados del andlisis estocastico

- 1
50 100 150
(m)
(@)
Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb} |p{Ki Kbi}
3B 1217 | 0.185 | 101.1 | 0.035 1
T 603 | 0438 | 663 | 0.089 1
3C 35.8 0.472 0.077

77777*"”7777 7777‘
100 150

200

(b)

Fig. A1.49 Desviacion estandar del esfuer zo cortante (M Pa). M ateriales independientes.
Comparacién entre: a) SMA y b) PEM.
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Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}

3B 1217 | 0.185 101.1 | 0.035
T 60.3 0.438 66.3 0.089
3C 0.077

J— 1 1 I I I I
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

(m)

(@)

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}

3B 1217 | 0.185 101.1 | 0.035
T 60.3 0.438 66.3 0.089
3C 35.8 0.472 393 | 0.077

—

—— \ T I I I I

100 150 200 250 300 350 400 450 500
(m)

Fig. A1.50 Desviacion estandar del esfuerzo cortante (M Pa). Correlacion perfectaentrelos K; y

K, . Comparacion entre: a) SMA 'y b) MCSM.
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Fig. Al. 51 Convergencia del esfuerzo cortante.
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Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb} |p{Ki,Kbi}

3B 1217 | 0.185 1011 | 0.035
T 60.3 0.438 66.3 0.089
3C 35.8 0.472 393 0.077

— ] \ \

150 200 250 300 450 500
(m)

Fig. A1.52 Coeficiente de variacion delarelacion de esfuerzos principales o, /o, . Materiales

independientes (SMA).

Material || E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{KiKbi}
3B 1217 | 0185 | 1011 | 0.035 1
T 60.3 | 0438 | 66.3 | 0.089 1
3C

N +— ‘ ‘ ‘
100 150 200 250 300 350 400 450 500
(m)

Fig. A1.53 Coeficiente de variacion delarelacion entre esfuer zos principales 01/0'3 . Correlacioén
perfectaentrelos K; y K, (SMA).

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb} |p{Ki,Kbi}

3B 1217 | 0.185 1011 | 0.035 1
T 60.3 0.438 66.3 0.089 1
3C* 35.8 0.472 39.3 0.077 1

*Correlacion perfecta entre |os parémetros de los
materiales Ty 3C.

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
(m)

Fig. A1.54 Coeficiente de variacion delarelacion de esfuerzos principales o, /o, . Correlacion
perfecta entrelos pardmetros delosmateriales T y 3C (SMA).
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Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}
3B 1217 | 0.185 | 1011 | 0.035
T 603 | 0438 | 663 | 0.089
3C 358 | 0472 | 393 | 0077

\ \
400 450 500

Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb} |p{Ki,Kbi}
3B 1217 | 0.185 | 1011 | 0.035 1
T 603 | 0438 | 663 | 0.089 1
3C 358 | 0472 | 393 | 0077 1

200 250 300 3o

(m)

(b)

Fig. A1.55 Coeficiente de variacion delarelacion entre esfuer zos principales 01/0'3 .Materiales
independientes. Comparacion entre: @) SMA y b) PEM.
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Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb}|p{Ki,Kbi}

3B 1217 | 0.185 101.1 | 0.035 1
T 60.3 0.438 66.3 0.089
3C 35.8 0.472 393 0.077

TN T \ \ \ \ \ \
- 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
(m)
(a)
Material | E{K} | Cv{K} | E{Kb} |Cv{Kb} |p{Ki,Kbi}
3B 121.7 0.185 101.1 0.035
T 60.3 | 0438 | 66.3 | 0.089
3C 358 0.472 393 0.077

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
(m)

(b)

Fig. A1.56 Coeficiente de variacion delarelacion entre esfuer zos principales 01/0'3 . Correlacioén
perfectaentrelos K; y K, . Comparacion entre: a) SMA'y b) MCSM.
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Fig. A1.57 Ubicacion deinclindmetrosy niveles hidraulicos de asentamientos en la seccion
transver sal maxima.
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ANEXO 2. Justificacion del modelo constitutivo
lineal.

En varias presas construidas en México (Alberro et al., 1998), se instalaron grupos de seis
celdas de presion total, un piezdmetro y seis extensdmetros en direcciones paralelas y linealmente
independientes, para definir durante la construccion, €l estado tridimensional de esfuerzos
efectivos y deformaciones en varios puntos del cuerpo de las diferentes cortinas.

L os extensometros instalados en cada grupo segun seis direcciones (i =1 a 6) registraron
el alargamiento o acortamiento ¢, en cada direccion. Si 1os cosenos directores en cada direccion

i estan dados por «;, .,y en el sistemade gjes oxyz, entonces:
2 2 2
& =& e B +e,y +2,a, B+ 2,07 + 26,7, B, (A2.1)

De esta manera, se definieron seis magnitudes &, registradas en seis direcciones
diferentes que permitieron establecer un sistema de seis ecuaciones lineales no homogeéneas. De

la solucién de este sistema se obtuvieron los componentes del tensor de deformacion D, definido
Como:

p— gX Xy Xz
D=|¢, & &, (A2.2)
Ex €y &,

Para definir los esfuerzos principales efectivos se construyo en forma idéntica el sistema
de ecuaciones simultaneas, a partir de los registros de las celdas de presion y del piezémetro.
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Resolviendo €l sistema se definieron los valores del tensor de esfuerzos:

_ o Ty Ty
oc=|t, O, T, (A2.3)
T, Ty O,

Utilizando los dos tensores y manteniendo el sistema general de referencia, se obtuvieron
las magnitudes y direcciones de las deformaciones principaes ¢,,¢,,6, Y de los esfuerzos
efectivos principales o,,0,,0,. Conocidas las magnitudes de las deformaciones y esfuerzos

efectivos principales, se obtuvieron los esfuerzos y deformaciones en el plano octahédrico, dados
como:

Oy —%(ai+02 +03)
Eoct —§(51+52 +‘93)

: o 2 (A2.4)
Tout —5[(01 Uz) +(01 03) +(‘72 03)]}/2

De esta manera se observo la variacion de los esfuerzos efectivos octaédricos (o, , 7oy )
vs las deformaciones octaédricas (e,,,7,,) actuantes en los diferentes materiales constitutivos,
durante la construccion de |as cortinas.

Del andlisis de los resultados de la instrumentacion se destacaron las siguientes
observaciones:

e Durante la construccion se presenta giros en las direcciones principales de esfuerzos y
deformaciones.

o Larelacion de esfuerzos principales efectivos o, / o, €s précticamente constante durante
la etapa constructiva (fig. A2.1a).

e Las gréficas de los esfuerzos efectivos octaédricos (o, ,7,,) VS las deformaciones
octaédricas (&,,,7,, ) actuantes en los diferentes materiales constitutivos de las cortinas,
mostraron unavariacion lineal (figs. Al.1by c).

La dltima observacion anterior permitid definir, en primera aproximacion, que para cada
material se podia escribir que:

Gc‘)ct = Kéyy Toa = GV ot (A25)
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Donde G, representa a moédulo de rigidez y K, a coeficiente de deformabilidad
volumétrica; ambos estén dados por |as expresiones:

(A2.6)

Por |o tanto, a partir de las ecs. A2.6, se concluyo que los diferentes materiales del cuerpo
de la cortina se asemejan con un comportamiento lineal, con un médulo de deformabilidad E y
unarelacion de Poisson v, constantes durante toda la etapa constructiva

Trayectorias de esfuerzos semejantes a las observadas durante la construccion de las
diferentes cortinas se inducen durante las pruebas de placa confinada en |0s terraplenes de prueba
y en laboratorio, durante las pruebas en oddémetro. Los valores obtenidos del modulo de
deformabilidad E, mediante los grupos de instrumentos fueron comparados con los que se
obtuvieron mediante pruebas de placa confinada y en odémetro, ademas, con los que se
calcularon a partir de las lecturas en inclindOmetros y niveles hidraulicos, encontrandose una
satisfactoria coincidencia (Alberro et al., 1998).

Las anteriores observaciones coinciden cualitativamente con las de otros trabgos.
Anteriormente, Charles (1976) examiné las trayectorias de esfuerzos que ocurrian durante la
etapa constructiva en varias presas de materiales compactados. Encontrd que la relacion de

esfuerzos o, / o, variaba dentro de un intervalo pequefio durante la etapa constructiva, aun para
grandes incrementos en el esfuerzo efectivo medio p = 1/3(01' +o,+ 0'3).

Charles realizd ensayes de compresion triaxial CD para diferentes relaciones de esfuerzos
o, / o, =cte, con muestras de un enrocamiento con granulometria trasladada con tamafio

maximo de 9.5 mm, en especimenes de 76 mm de didmetro y 160 mm de altura; ademas de
ensayes en odémetro con medicién del esfuerzo lateral.

Encontré que las pruebas en compresién unidimensional interpretadas con la teoria
elastica daban predicciones razonables del comportamiento ¢, —p y &;/¢, —0,/0,, paraun

amplio intervalo de relaciones de esfuerzos o, / o, = Cte y aln en algunos casos en donde las
trayectorias se desviaban, ya sea por incremento de o,/c, manteniendo o, =cte, o
disminuyendo larelacion de esfuerzos haciendo o, = cte.

De esta manera mostré que los modulos de deformabilidad “elasticos’ definidos a partir
de ensayes de compresion unidimensional, daban predicciones Utiles de las deformaciones para

trayectorias de esfuerzos comprendidas en un amplio intervalo de relacion de esfuerzos o, / o,
constantes.
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ANEXO 3. ElI modelo constitutivo en el programa
FEADM 84.

De entre los modelos no-lineales, e mayormente aceptado en la modelacion de
estructuras de tierra ha sido e de Kondner (1963), quien propuso que la curva esfuerzo
desviador-deformacién axial en pruebas de compresion en cdmara triaxial se puede representar
mediante una hipérbola:

(A3.D
Ei+ (0'1 - O's)un

Enlacud; E;, esel modulo elastico tangenteinicid y (o, — o), , € valor asintético del

esfuerzo desviador en el espacio esfuerzo desviador-deformacion axial, € cual siempre es mayor
que laresistenciaalacompresion, (o, — o), -

Se han realizado ligeras modificaciones a la formulacion del modelo origina con la
intencidon de sistematizar su uso en los andisis no lineales, en particular con €l programa de
elementos finitos FEADAM®84 (Duncan et al., 1980). La variacion del modulo elastico tangente

inicial, E;, con lapresion de confinamiento o, se harepresentado por una ecuacion exponencial
de la siguiente forma (Jambu, 1963):

(73 "
E =KP, [;J (A3.2)

a

Donde; K y n son parametros determinados experimentalmente y P,, €l valor de la presion
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atmosférica ingresada en las mismas unidades que E;.

Lainfluencia del esfuerzo de confinamiento, o, sobre la resistencia al esfuerzo cortante
defdla, (o, —0o,), , setomaen cuenta utilizando e criterio de falla de Morh-Coulom:

) _ 2cCosg + 20,;5eng
3/f T

e (A3.3)

(61 -
En el cua; cy ¢, son respectivamente, la resistencia a corte no drenada y €l angulo de
friccion interna.

Con base en & modelo de Kondner y en las consideraciones anteriores, se llega a la
siguiente expresion para el modulo eléstico tangencial, E, (Duncan and Chang, 1970):

. 2 n

R (1-sng).(c,-o

SO P e LU T N PP (A34)
2ccosg + 20,Sng Pa

Enlacual; R;, eslarelacion de esfuerzos de falla dada por:

R, = (o). <1 (A3.5)

(61 — 03 )ult

En forma andloga a tramo de carga, € valor del médulo elastico en descarga-recarga,
E, , serelaciona con el esfuerzo de confinamiento mediante una relacion semejante a la ecuacion

A3.2:

E, =K,P, (%) (A3.6)

a

Endonde; K, , es e médulo de descarga-recarga.

ur ?

Asimismo, la variacion del moédulo elastico de compresibilidad volumétrica, B, se
aproxima mediante la siguiente ecuacion exponencial en funcion del esfuerzo confinante:

a

B=K,P, [%J (A3.7)

Siendo; K, y m, &l modulo volumetrico y su exponente, respectivamente; ambos son
adimensionales.

La variacién del angulo de friccion interna, ¢, con la presién de confinamiento se

'B=E/3(1-2v)
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considera que varia conforme a la ecuacion:

6= - Adoglo(%] (A3.8)

a

Donde; ¢,, esel vaor de, ¢, para o, =P, y A¢, lareduccion en, ¢, para un decremento
en un ciclo logaritmico de o,. La expresion A3.8 supone que la envolvente de falla parte en e
origen del espacio esfuerzo desviador-deformacion axial.

Latabla A3.1 muestra un resumen del total de parametros del modelo hiperbdlico y una
breve explicacion de su funcion. Para poder representar la dependencia de los modulos E y B
con €l nivel de esfuerzos, se requieren definir por lo menos siete de los nueve parametros del
modelo. Sin embargo, s se acepta una independencia en el nivel de esfuerzos (comportamiento
lineal), el modelo queda descrito Unicamente a través de los parametros K y K, (ecs. A3.2 'y

A3.7) haciendo n=0y m= 0, respectivamente.

Tabla A3.1 Pardmetros y sus funciones en el modelo hiperbalico.

Parametro Nombre Funcion

Madulos para € comportamiento en
K, Kyr carga primaria y en descarga-recarga,

respectivamente. Relacionan E; y E, con o3

n Madulo exponencial.
c Resistencia al corte en condiciones no
drenadas.

Angulo de friccion interna del suelo y

Relacionan (o71-03) con o
su decremento conforme aumenta €l (01-03); 3

¢, A¢ esfuerzo de confinamiento,
respectivamente.
Ry Relacion de esfuerzos en lafalla Relaciona (o1-o3)ur €on (o1-03);
Kp M 6dulo volumétrico. Valor de B/P, en o3=P,

Variacion B/P, en un incremento de un

m Madulo exponencia volumétrico. :
ciclolog. en o3

El modelo hiperbdlico se ha utilizado extensamente en el analisis con elementos finitos de
diferentes problemas geotécnicos, particularmente en terraplenes, por lo que se ha logrado
acumular cierta experiencia en cuanto a la respuesta del modelo y a orden de magnitud de los
parametros para diversas muestras de suelos. Las principales caracteristicas de interés practico
gue del modelo Hiperbdlico se pueden esperar se resumen como sigue (Duncan et al., 1980):

e El modelo es Util en la prediccion de deformaciones en terraplenes cuyo factor de
seguridad indica una clara estabilidad, es decir, es adecuado para €l andlisis de esfuerzosy
deformaciones antes de lafalla.
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e El modelo no puede representar los cambios de volumen asociados a cambio en los
esfuerzos cortantes y siempre indicara compresion.

e Los pardmetros no representan propiedades fundamentales del suelo, son coeficientes
empiricos que representan su comportamiento bajo un limitado intervalo de condiciones;
por 1o que su determinacion experimental tendra que ser representativa de las condiciones
de campo que se deseen modelar.

Con base en e andlisis de los resultados experimentales efectuados con € modelo
Hiperbdlico, Dolezalova et al. (1994) concluyen que e modelo es capaz de representar con
suficiente aproximacion el decremento de rigidez asociado a incremento del nivel de esfuerzos
cortantes (carga), pero no e marcado efecto de endurecimiento relativo al decremento del nivel
de esfuerzos cortantes (descarga).
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