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Introduccion

Los grupos Kleinianos fueron introducidos por Henry Poincaré en los
anos 1880’s como los grupos de monodromia de ciertas ecuaciones diferen-
ciales de segundo orden en el plano complejo C, y jugaron un papel im-
portante en muchas partes de las matematicas a través del siglo veinte,
por ejemplo en superficies de Riemann y teoria de Teichmiiler, formas au-
tomorfas, dindmica holomorfa, geometria hiperbélica y conforme, teoria de
3-variedades, etc. Estos grupos se definen como subgrupos de PSL(2, C), que
acttan en P}~ §? = C con region de discontinuidad no vacia. Equivalente-
mente, se pueden considerar como grupos de isometrias del espacio hiperbdli-
co real de dimensién tres, o como grupos de automorfismos conformes de la
esfera S?. Gran parte de la teorfa de grupos Kleinianos se ha generalizado
a grupos Kleinianos conformes en dimensiones superiores; i. e., a grupos de
transformaciones conformes de la esfera S™ cuya regién de discontinuidad
sobre la esfera no es vacia. En [12], [13] José Seade y Alberto Verjovsky in-
trodujeron el concepto de grupos Kleinianos complejos como subgrupos de
PSL(n + 1, C) actuando en PZ, el espacio proyectivo complejo de dimensién
n, cuyo conjunto limite, (ver [8]) A(G), no es todo P{Z. En otras palabras, un
subgrupo G de PSL(n + 1,C) es Kleiniano complejo si su regiéon de discon-
tinuidad Q(G) = P¢ — A(G) no es vacia.

En esta tesis nos restringimos al estudio de los subgrupos Kleinianos com-
plejos de PSL(3, C) actuando en P2. En el primer capitulo damos un repaso a
la clasificacién de los elementos de PU(2, 1), actuando en el plano hiperbdlico
complejo HZ. Esta clasificacién, en elipticos, parabdlicos y loxodrémicos, que
se puede encontrar en el excelente libro de Goldman [5], se da en funcién de
la posicién y el nimero de puntos fijos en HZ U OHZ. Posteriormente recor-
damos, en detalle, la clasificacién segun la traza de los elementos de PU(2, 1),
esta clasificacién también se puede encontrar en el libro de Goldman [5].
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v Introduccién

En el segundo capitulo introducimos la definicion de conjunto limite de
Kulkarni [8], e incluimos algunas propiedades del dominio de discontinuidad
que nos seran de utilidad. Cabe mencionar que este conjunto limite se de-
fine de manera no estandar, pero la definicién se justifica por el hecho que
nos proporciona una manera canénica de elegir un conjunto cerrado de PZ,
en cuyo complemento la acciéon del grupo es propiamente discontinua. No
se puede tomar como conjunto limite tinicamente la cerradura de los puntos
de acumulacién de las érbitas, como en el caso clasico, puesto que la ac-
cién en el complemento de dicho conjunto no es necesariamente propiamente
discontinua. En los grupos Kleinianos clésicos el conjunto limite de Kulka-
rni coincide con el usual porque se tienen propiedades conformes que no se
tienen en nuestro caso. Desafortunadamente, el dominio de discontinuidad
no es generalmente el abierto mas grande sobre el cual la accién del grupo
es propiamente discontinua. Aunque probamos en el ultimo capitulo que en
el caso de los subgrupos discretos "no elementales”de PU(2,1) si se tiene la
maximalidad del dominio de discontinuidad.

En las secciones subsecuentes procedemos a la clasificacién de los ele-
mentos de PSL(3,C) de una manera dindmica-geométrica. Por ejemplo, las
transformaciones elipticas son aquellas que preservan una foliacién de PZ por
3-esferas, con dos hojas singulares, una de ellas un punto y la otra una linea
proyectiva compleja. Esta clasificacion extiende la clasificacién de elementos
de PU(2,1) dada en el primer capitulo.

Cada una de las transformaciones de PSL(3,C) genera un grupo cicli-
co. Nosotros calculamos, en detalle, los conjuntos limites posibles para un
grupo de este estilo. Por tltimo, en ese capitulo probamos un teorema de
clasificacion de elementos segin la traza, el cual es una extension natural
del teorema de clasificacién, segin traza, para el caso de los elementos de
PU(2,1).

En el capitulo tres, estudiamos la estructura local del espacio cociente
Q(I')/I" y demostramos que para cada x € Q(I'), la clase de x, denotada por
[z] € /T, tiene una vecindad, en 2/I", que es homeomorfa al cono con vértice
en [r] de un espacio de la forma S®/G, donde G es un subgrupo finito de
U(2), que actiia en S® por transformaciones lineales. Al final de este capitulo
damos unos ejemplos de grupos Klienianos complejos que no son ciclicos.

En el capitulo cuatro, trabajamos con unas construcciones llamadas sus-
pensiones. José Seade y Alberto Verjovsky introdujeron estas construcciones
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en [13]. La idea de la construccién es la siguiente: Dado un grupo Kleini-
ano clasico, es posible tomar su imagen inversa bajo la proyeccién candnica
SL(2,C) — PSL(2,C). Este subgrupo de SL(2,C) acttia en C? y podemos
extender su accién a P2 de tal manera que su accién en la linea al infinito sea
la misma que la de I'. Asi que este grupo puede considerarse como un sub-
grupo de PSL(3,C), el cual resulta ser un grupo Kleiniano complejo, puesto
que demostramos que su conjunto limite es el cono complejo sobre el con-
junto limite clésico de I" en la linea en el infinito, con vértice [0: 0 : 1]. Esta
es la construccién que nosotros llamamos la doble suspension. En algunos
casos [13] es posible, en vez de tomar la imagen inversa del grupo I' bajo
la proyeccién SL(2,C) — PSL(2, C), considerar al grupo como un subgrupo
de SL(2,C) y posteriormente proceder de manera similar al caso de la doble
suspension, obteniendo un subgrupo Kleiniano complejo cuyo conjunto limite
es nuevamente un cono sobre un conjunto limite clasico. A esta construccién
la llamamos la suspensién. Al igual que en el caso de PSL(2, C), existen sub-
grupos discretos de PSL(3, C) cuya regién de discontinuidad en P2 es vacia.
Damos un ejemplo de esta situacion al final del capitulo.

En el dltimo capitulo estudiamos el conjunto limite de los subgrupos dis-
cretos de PU(2, 1). Estos grupos tienen la importante propiedad de preservar
al conjunto de puntos cuyas coordenadas homogéneas satisfacen |21 |*+|2,]? <
|23]%. Esta es una bola que podemos equipar con la métrica de Bergman (ver
[5]) y sirve como un modelo para el plano hiperbdlico complejo HZ, ademds
PU(2,1) es el correspondiente grupo de automorfismos. Asi que es natural
restringir la accién de los subgrupos discretos de PU(2,1) a HZ y usarla
para obtener informacién acerca de la accién en todo PZ. Para un subgrupo
discreto G de PU(2,1) existe una definicién (ver [2]) de conjunto limite in-
spirada en la correspondiente en geometria hiperbdlica real. Denotamos por
L(QG) este conjunto limite el cual resulta estar contenido en la esfera en el
infinito S* = OHZ. Nuestro objetivo en este capitulo es comparar las dos
definiciones de conjunto limite. Primero demostramos que los subgrupos dis-
cretos de PU(2,1) siempre son Kleinianos complejos, porque su regién de
discontinuidad siempre contiene a la bola HZ. Posteriormente demostramos
propiedades del conjunto limite L(G) que son andlogas a propiedades de
grupos Kleinianos clasicos. Estas propiedades nos son muy ttiles para de-
mostrar que L(G) = A(G) N OHZ. Ademds, A(GQ) es la unién de todas las
lineas proyectivas complejas que son tangentes a 9HZ en puntos de L(G).

Quiero agradecer a los doctores José Seade, y Alberto Verjovsky por sus
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ensenanzas. También quiero agradecer a mi esposa Lanny Novelo y a mi hijo
Gustavo, porque sin ellos esta tesis se hubiese terminado mucho antes pero
no hubiera tenido sentido alguno.



Capitulo 1

Clasificacion de Elementos de
PU(2,1)

Este capitulo es basicamente un resumen de material presentado en el
libro de Goldman [5]. Incluimos algunos ejemplos e hicimos en detalle la
prueba del teorema de clasificacién de los elementos de PU(2, 1) segtn traza.

1.1. Clasificacion de Elementos de PU(2, 1)

El espacio hiperbdlico complejo, Hf, es el subconjunto del espacio
proyectivo complejo P¢ dado por

{[e1:. .0 zngd) s |22+ oo |20l = |2nga]? < O,

equipado con la métrica de Bergman que en coordenadas inhomogéneas, z =
(21/Zns1s -+ 2n/ Zny1), tiene la forma

A= (2, )) 2 G2 d2D e, 2D + (1= (2, 2)) (=, d2) |,

donde (z,y)) = 1071 + ... + Tp¥n (con z = (21, ..., 2,), y = (Y1, -, Yn)) €8S
el producto hermitiano usual de C™.

El grupo de automorfismos biholomorfos de H es el grupo PU(n, 1) de
transformaciones proyectivas que se obtienen del grupo U(n,1) de transfor-
maciones lineales complejas que preservan la forma hermitiana

() :C* xC™ S,

1



2 Clasificacién de Elementos de PU(2,1)

dada por
(X,Y) =myi + ... + TolJn — Tt 1Un1,

donde X = (z1,...,%ns1), Y = (Y1, -, Yns1) € C""L. Se denotard mediante
C™! a C"*! equipado con esta forma hermitiana.

Un modelo conveniente para Hf es la bola unitaria B" C C" dado
en términos de coordenadas inhomogéneas <Z§i1”%) La métrica de
Bergman en B" es una métrica de Kéhler completa, PU(n, 1)-invariante , y
de curvatura seccional holomorfa constante e igual a —1. La interseccién de
B” con un subespacio complejo y afin, de dimensién [, de C” resulta ser una
subvariedad holomorfa, totalmente geodésica e isomorfa al espacio hiperboli-
co complejo de dimensién [. Cuando [ = 1 tales subvariedades se llaman
geodésicas complejas. Estas son 2-discos y tienen el modelo de Poincaré del
plano hiperbdlico. Las geodésicas respecto a la métrica de Bergman son las
geodésicas usuales en el modelo de Poincaré y nos referiremos a ellas simple-
mente como geodésicas.

La frontera del espacio hiperbdlico complejo, 0HE, es el conjunto dado
por

{[2’1 et Zn+1] € P(g . |Zl|2+ oot |Zn|2 — |Zn+1|2 = O},

y es difeomorfo a S?"71.

Definicién. 1.1. Sean x € HZ, & € C>' un levantamiento de x y L el
subespacio complejo generado por T. Definimos la polar a x como la linea
proyectiva en PZ que se obtiene del subespacio complejo bidimensional ortog-
onal a L.

Definicién. 1.2. Sea M una geodésica compleja en HZ, denotemos por M
el subespacio bidimensional complejo de C*' tal que M = Hg N [M], donde
[M] denota la linea proyectiva en P% que se obtiene de M. Decimos que un

vector v € C*' — {0} es polar a M siv € (M)*, donde (M)* denota el
espacio ortogonal a M.

Supongamos que I C C™! es un subespacio complejo de C™* tal que la
restriccion de la estructura hermitiana a F' es no degenerada, entonces existe
una descomposiciéon en suma directa ortogonal dada por

Cn,l =Fo FJ_,

donde
Ft={ZecC":(Z f)=0VfecF}
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es el complemento ortogonal de F. Si IIp : C»! — F denota la proyeccién
ortogonal, entonces

(Z, W) = (lp(Z),Mp(W)) + (Up(Z),1p (W)),

donde Il (Z) = Z — 1g(Z) es la proyeccién ortogonal a F-. Si F' es unidi-
mensional,

(Z,V)
(V.V)

p(Z) = V,
donde V' genera a F'.

Definicién. 1.3. Si ¢ es un numero complejo unitario, la reflexién com-
pleja en F' con factor de reflexion ( es la transformacion

P X = Hp(X) + CTlp(X).

No es dificil verificar que p$ € U(n,1). Si ¢ es una raiz p-ésima de la
unidad, entonces p% tiene orden p.

Definicién. 1.4. Una reflexion compleja de orden 2 se llama una tnversion.

Observemos que si F' = geng{Z} entonces la inversién en F' tiene la forma:

(2.3),

ip(Z)=—Z+2 .3

Un automorfismo g de HE se levanta a una transformacién unitaria g de
C™! y los puntos fijos de g en P? corresponden a vectores propios de g.

Por el teorema del punto fijo de Brouwer, cada automorfismo de Hf tiene
un punto fijo en H U OHY, aunque, como veremos posteriormente, puede
tener mas de uno.

Definicién. 1.5. Decimos que un automorfismo g de H es eliptico si tiene
un punto fijo en HE, parabdlico si tiene un unico punto fijo en OHE, y
loxodromico si fija un unico par de puntos en OHE.

Decimos que un elemento eliptico g es eliptico regular si y solo si g
tiene un levantamiento a U(n, 1) tal que sus valores propios son diferentes.

Un elemento parabolico es unipotente si se puede representar por un
elemento unipotente de U(n,1); esto es, una transformacion lineal que tiene
a1 como su unico valor propio.
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g es elipto-parabdlico si no es unipotente; en este caso existe una unica
geodésica compleja invariante, 33, sobre la cual g actia como un automorfismo
parabdlico (de HE) y g actia como un automorfismo unitario no trivial sobre
el haz normal de .

Proposicién. 1.6. El grupo PU(n, 1) actia transitivamente en HE.

Prueba.
Sean 7,7 € C™! vectores negativos. Multiplicando Z y § por niimeros
complejos obtenemos vectores X,Y € C™! que satisfacen

(X, X)=(,Y)y=-1, (X,Y)<0.

Explicitamente,
X = (_<5:757>)_1/2j

Y = —(={g.9) 71z, 9) (7, 5)3.

Sea M = X +Y; entonces
(M, M) =—-2+2R(X,Y) <0,
asi que M genera una linea negativa. La inversién p en (M) es un elemento
de U(n, 1) y satisface que p(X) =Y y p(Y) = X.
O

Ahora nos restringimos a nuestro caso de interés, el caso de PU(2,1). Sea
g € PU(2,1) un elemento eliptico. Podemos suponer que un punto fijo de g
es [0 : 0 : 1], porque PU(2,1) actiia transitivamente sobre HZ. Si g es un
levantamiento de g a U(2, 1) entonces (0,0, 1) es un vector propio de g y por

tanto
. (A0
g - 0 )\ 9

donde A € U(2), A € S, entonces todos los valores propios de § tienen
modulo 1y g genera un grupo ciclico con cerradura compacta.

Reciprocamente, si § es como arriba (un elemento de U(2)x S1), o bien, un
conjugado por un elemento de U(2, 1) de un tal elemento, entonces claramente
g, la transformacion inducida por g, es eliptica.
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Si g es eliptico regular, entonces tiene exactamente tres puntos fijos, que
corresponden a los vectores propios diferentes de (0, 0, 1) y ambos son vectores
positivos con respecto al producto hermitiano (-,-). Si g es eliptico pero no
regular entonces existen dos casos: Si g es una reflexién en un punto x de HZ,
entonces todos los puntos fijos de g son precisamente los que se encuentran
en la polar a z y por tanto no intersectan HZ U 9HZ . Si ¢ es una reflexién
en una geodésica compleja entonces ¢ tiene todo un circulo de puntos fijos
en OHZ. Por tanto las definiciones de eliptico, loxodrémico y parabélico son
mutuamente excluyentes.

Ahora supongamos que g € PU(2,1) es un elemento loxodrémico. Sea
g un levantamiento de g, denotemos por z,y los puntos fijos de ¢ y por
Z,1y levantamientos respectivos. Sea Y la geodésica compleja determinada
por x,y, v sea ¢ la geodésica determinada por x,y. Podemos suponer que
Y = Hf x 0y que o es el eje real en HE X 0, o en otras palabras, que
x=[=1:0:1],y=1[1:0:1] (porque si z € o entonces existe h € PU(2,1)
tal que h(z) = (0,0) entonces h(L) pasa por el origen de B? « HZ. El
estabilizador del origen es U(2) y éste actiia transitivamente sobre el conjunto
de lineas complejas que pasan por el origen, asi que existe hy € PU(2,1) tal
que hi(X) = HE x 0y hy(o) pasa por el origen. Ahora no es dificil verificar
que podemos componer con una rotacién en H{. para obtener lo deseado).

Observemos que cualquier vector ¢, polar a Y, es vector propio de g,
porque si v € X entonces (j(c), §(v)) = (c,v) = 0, entonces (c) es polar a
g(X) = ¥y se sabe que dime(X)*+ = 1.

Ahora bien, ¢ = (0, 1,0) es un vector polar a ¥, entonces podemos suponer
que el otro punto fijo de g es [0:1: 0].

Asi que podemos tomar § de la forma:

a 0 b
0 €—2i6 0
b 0 «a

y la transformaciéon de PSL(2, C) inducida por la matriz

es una transformacion hiperbolica que preserva el disco unitario de C y tiene
puntos fijos 1, —1.
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Con toda la informacion que ya tenemos no es dificil verificar que podemos
tomar ¢ de la forma:

e®coshu 0  e?sinhu
0 e 20 0
e?sinhu 0  e?coshu
y podemos observar, en particular, que si g es loxodrémico, entonces g

tiene un valor propio dentro del disco unitario abierto, uno sobre la circun-
ferencia unitaria y otro fuera del disco unitario cerrado.

Ahora damos algunos ejemplos de transformaciones parabdlicas.
Ejemplos.

1. Un ejemplo de una transformacion unipotente es:
1+i/2 0 1/2

§= 0o 1 0
1/2 0 1—i/2

La transformacién g inducida en P? tiene toda una linea compleja de
puntos fijos que es tangente a OHZ.

2. La transformacién de SU(2,1) dada por

1 2v/2 0
P 3\/5 :2))
g = —4T 3 V3
_2/6 V3 9
3 3

induce un automorfismo unipotente de H% que tiene un tinico punto
fijo en PZ. De hecho, la forma candnica de Jordan de g es

O O =
— = o

1
1
0

3. La transformacién en SU(2,1) dada por:

2iei il () ci g0
2 2
0 e =20 0
b
_eigib () 2=ciif

2 2
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donde € # 0, induce un automorfismo elipto-parabélico de HZ, con
puntos fijos [-1:0:1] € 9HZ y [0:1:0].
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1.2. Trazasy Clases de Conjugacién en SU(2,1)

Sea 7 : SU(2,1) — C la funcién que asigna a un elemento de SU(2,1)
su traza. Un automorfismo biholomorfo de HZ tiene por traza un nimero
complejo bien definido salvo multiplicacién por una raiz cibica de la unidad.

Lema. 1.7. Sea E un espacio vectorial hermitiano y sea A un automorfismo
unitario de E. El conjunto de wvalores propios de A es invariante bajo la
inwersion v en el circulo unitario en C:
1:Cr - C*
1

Z = —.
z

Prueba. A es unitaria con respecto a la forma hermitiana sobre £ defini-
da por una matriz hermitiana M si y sélo si

A'MA = M.

Equivalentemente, B
A= M"1AYTM,
Asf que A tiene los mismos valores propios que (A*)~!, o lo que es lo mismo,

A es valor propio de A si y solo si (A)~! también lo es.
O

Podemos deducir del lema anterior que si § € SU(2,1) entonces g tiene
al menos un valor propio de médulo uno. Ademas, los valores propios que no
estdn en el circulo unitario se dan en parejas -invariantes.

En particular, si g € SU(2, 1) tiene dos valores propios de médulos iguales,
entonces todos sus valores propios tienen médulo 1.

Lema. 1.8. EI polinomio mdnico x(t) = t3 — xt?> + yt — 1 con coeficientes
complejos tiene raices repetidas si y solo si

flz,y) = —2**+4(2®+y*) — 18xy + 27.
1 —x g -1 0
0 1 - y -1
= |3 -2z vy 0 0
0 3 -2z vy 0
0 0 3 —2x y
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Prueba.
Supongamos que x tiene raices repetidas, entonces y y x’ tienen una raiz
comun. Supongamos que

X(t) = (t = ar)(t — az)(t — a)

X (t) = 3(t — ar)(t — a4),
entonces
3(t — as)x(t) = (t — a2)(t — az)X'(t),

o lo que es lo mismo,
3tx(t) — 3asx(t) — X/ (t) + (a2 + as)tx' () — azas)/'(t) =0,

lo cual quiere decir que los vectores que se obtienen de los coeficientes de
grado < 4 de tx(t), x(t), t2X'(t), tx'(t), X'(t) son linealmente dependientes,
pero dichos vectores son precisamente los vectores renglén del determinante
que define a f(z,y), entonces f(z,y) = 0.

Reciprocamente, supongamos que f (x,y) = 0 entonces existen cq, ..., cs,
nimeros complejos no todos nulos tales que

crtx(t) 4 cax(t) + cst®X'(t) + cat)'(t) + c5X'(t) = 0,

entonces (cit + co)x(t) = —(c3t® + eat + ¢5)X'(t), lo que implica que x(¢) y
X'(t) tienen una raiz comun porque deg(x) = 3. Por tanto, x(¢) tiene una
raiz repetida.

O

Notacién. 3C3 := {3,3w, 3w?}, donde w € C es una raiz ctibica de la
unidad.
El resultado principal involucra al polinomio real f : C — R definido por

f(2) = —f(2,2) = |2|* — 8R(2%) + 18|2|*> — 27.

Teorema. 1.9. (Goldman [5]) La funcién traza T : SU(2,1) — C es sobre.
Si Ay, Ay € SU(2,1) satisfacen 7(A1) = 7(Ay) € C — f71(0), entonces son
conjugados. Suponga que A € SU(2,1).

1. A es eliptica regular si y solo si f(T(A)) <0;
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2. A es loxodromica si y solo si f(T(A)) > 0;
3. A es elipto-parabdlico siy solo si A no es eliptico y T(A) € f~1(0)—3Cs;

4. A es una reflexion compleja (ya sea en un punto o en una geodésica
compleja) si y solo si A es eliptica y T(A) € f~1(0) — 3Cs;

5. 1(A) € 3C5 si y solo si A representa un automorfismo unipotente de
H2.

Prueba. Sea y4(t) el polinomio caracteristico de A:
xa(t) =t —ot? +yt — 1.
Los valores propios Aj, A2, A3 de A son las raices de x4(t). Se tiene que

ZL':T(A):)\1+)\2+)\3,

>\1)\2)\3 = det(A) =1. (1)

El coeficiente y en el polinomio x4 es igual a

Y= A2+ X3 + A3 = A+ Ao + A3 = 7(A).

Asi que
xat) =t* — (A +17(A)t — 1.

Si A € SU(2,1), entonces sus tres valores propios satisfacen la ecuacién (1)
y forman un conjunto

5\ = {)\17 )\27 )\3}

que satisface lo siguiente:

Aed=a(N)=x"te (2)

Sea A, (respectivamente A) el conjunto de tercias no ordenadas de nimeros
complejos que satisfacen (1), (respectivamente (1) y (2)). Entonces ¢ induce
una involucién en A (que se denota de la misma manera) cuyo conjunto de
puntos fijos es A. La funcién

y:A— C?
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5\ — ()\1 + )\2 + )\3, )\1)\2 + )\2)\3 + )\3)\1)

es biyectiva, con funcion inversa
C*— A

(r,y) = {teC:t*—at+yt—1=0}
La involucién j de C? definida mediante

9) = (3.2)
satisface

Xor=jox
y x restringida al conjunto de puntos fijos de ¢ es una biyeccién sobre el
conjunto de puntos fijos de j en C?, que es la imagen de

e:C— C?

2z (z,2).

Claramente se tiene que e™! o x|y = 7. Sea /~\sing C A el conjunto que consta

de las tercias no ordenadas ~{>\1, A2, A3} que no son diferentes. El lema 1.8
implica que x restringido a Ay €s una biyecciéon sobre el conjunto

{(z,y) € C*: f(z,y) = 0},

donde
1 —x g -1 0
. 0 1 - y -1
flzy) = |3 =22y 0 0
0 3 -2z vy 0
0 0 3 —2x y
= —a?y? +4(2® +o*) — 182y + 27.

Sea Ag = A — /~\sing. Entonces 7|, Reing - AN /~\sing — f710) es una biyec-
cién, asf como lo es 7|5, : Ag — C—f71(0). [ Para ver que T| ARy, €S inyectiva
es suficiente observar que 7 = e~! o, es composicién de funciones inyectivas.
Ahora bien, si z € f~1(0) entonces 0 = f(2) = —f(z,2) = —f(e(2)), pero
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existe A € A tal que y(A) = e(2), entonces f(x(\)) = 0, lo que implica que
A € AN Agye. Ademds 7(\) = e 1o x(\) = z. Por tanto, Tlanky,, s sobre.
La demostracién de que 7|5, es biyectiva también es directa y la omitimos |
Ya hemos demostrado, por tanto, que 7 : SU(2,1) — C es sobre. | Aunque
implicitamente se ha supuesto que A es la imagen de una correspondencia
definida en SU(2,1). Dicha correspondencia esta definida mediante:

L:SU(2,1)— A

L(A) = {1, M2, A3},

donde A1, Aa, A3 son los valores propios de A. Debemos verificar que L es
sobre. Sea A = {1, A2, A3} € A, se tienen solo dos posibilidades:

1. |N| =1 parai=1,2,3; en este caso

A1
A= A2 e SU(2,1),

y L(A) = A\

2. A3 =re? 0 <r <1y podemos tomar Ay = e 20 X\, = (1/r)e?. Sea
r = e ¥ para algiin u € RT, entonces

cosh(u)e?® 0 sinh(u)e®
A= 0 e~ 210 0 € SU(2,1),
sinh(u)e? 0 cosh(u)e®

y L(A) = \. |

Si Ay, Ay € SU(2,1) satisfacen que 7(A;) = 7(Ay) € C— f71(0) entonces
los polinomios caracteristicos de A; y A, son iguales, lo que implica que
tienen los mismos valores propios (todos los cuales son diferentes entre si)
luego A; y As son conjugados de una misma matriz diagonal y por tanto A;
y A, son conjugados.

Sea A} = {\ € A : AN S! tiene un solo elemento }. Reordenando \ si es
necesario, podemos suponer que

A1l > 1, Ao < 1, |As| = 1. (3)
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En particular, A} C Ag. Adem4s, dado \; que satisface (3), se obtienen tinicos
A2, A3 mediante

A

=3,

lo que demuestra que A} es homeomorfo al exterior del disco unitario en C y
por tanto conexo. [La~ topologia que tiene A esla topologia inducida por la

funcién biyectiva x : A — C? y la de A es la subespacio.]
Sea A = Ag — Al. Si A € R* — {&£1}, entonces

Ao = (Tl)_l, A3

T D) = A+ A1

lo que demuestra que T|gp(at) R(AL) — R — [~1, 3] es una biyeccién, donde
R(A{) denota el conjunto de tercias reales en Af, [observemos que 7|g AL) €S
1-1 porque es la composicién de funciones 1-1 y es facil verificar que es sobre].
Observemos que f es positiva en R — [—1, 3], de hecho, si x € R entonces

f(z) = 2" —82° + 182% — 27 = (x + 1)(x — 3)°.

Se tiene que 7|y : AL — f71(RY) es biyectiva | Primero, 7(AL) C
0

f71(R"), porque de lo contrario, usando que A es conexo, podemos encontrar
una tercia A € A} tal que f(7()\)) = 0, lo cual implica que A € AgNAgpe = 9,
una contradiccion.

Se tiene que 7 es inyectiva porque es la composicién de las funciones
inyectivas e y .

Para demostrar que 7(AL) = f~}(RT), sea z € f~}(RT), sabemos que
z = 7()\), para algin A € A. Supongamos que A ¢ AL, entonces todos los
elementos de A tienen modulo 1, lo que implica que

2| = [T(M)] <3,
y entonces
R(2%)] < |2%] < 27,
por tanto,
f(z) < (3)* —8(—27) + 18(3)* — 27 =0,
una contradiccién. |
También 7|5 es una biyeccién sobre f~!(R™). [Primero, 7(A§) C f~H(R7),

porque si A € Af entonces todos los elementos de A son diferentes y tienen
médulo 1. Ya sabemos que 7[,¢ es inyectiva, puesto que es la restriccién de
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la funcién inyectiva 7|5,. Por tltimo, 7(A§) = f~1(R~), porque 7(A}) =
[URY)]

Asi que f(7(A)) < 0 siy sélo si los valores propios de A son nimeros
complejos unitarios diferentes; esto es, si y solo si A es eliptica regular.
f(7(A)) > 0 si y solo si A tiene exactamente un valor propio en S?; esto
es, si y solo si A es loxodrémico.

Ahora consideremos cuando f(7(A)) = 0. Evidentemente A € PU(2,1)
es unipotente si y solo si tiene un levantamiento a SU(2,1) tal que todos
sus valores propios son iguales, y por tanto, %T(A) € (3. Reciprocamente, si
1

37(A) = w € Cs, entonces

xa(t) =% — 3wt® + 3w — 1 = (t — w)?,

asi que A tiene sus tres valores propios iguales y es proyectivamente equiva-
lente a una matriz unipotente.

Finalmente consideremos el caso cuando 7(A) € f~1(0)—3Cs5. Entonces A
tiene un valor propio ¢ € T de multiplicidad 2 y otro valor propio igual a (2.
Dado que 7(A) ¢ 3C3, se tiene que ¢ # (2. Existen dos casos dependiendo
de la forma candnica de Jordan de A: Si A es diagonalizable entonces A es
eliptica y representa una reflexion compleja. Estas se dividen en dos casos
también, dependiendo de si el (-espacio propio V; es positivo o indefinido:
si V¢ es indefinido entonces A representa una reflexiéon compleja alrededor
de la geodésica compleja que corresponde a Vi; y si V es positivo, entonces
A representa una reflexiéon compleja alrededor del punto que corresponde
al (~2-espacio propio. Si A no es diagonalizable, entonces A tiene un valor
propio repetido de médulo 1 y tiene forma canénica de Jordan:

A1 0
0 A O
0 0 A2

En este caso el vector propio correspondiente a A es necesariamente nulo
y A es elipto-parabdlica.

O

Nos serda de mucha utilidad observar que la prueba de este teorema de-
muestra el siguiente:

Corolario. 1.10. si el conjunto de valores propios de g € SL(3,C) es in-
variante bajo la inversion en el circulo unitario, entonces
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i) Todos los valores propios de g son diferentes y tienen mdodulo 1 si y
solo si f(t(g)) < 0.

ii) Ezactamente uno de los valores propios de g tiene mddulo 1 si y solo
si f(T(g)) > 0.



Capitulo 2

Clasificacion de Elementos de

PSL(3,C)

2.1. El Conjunto Limite y el Dominio de Dis-
continuidad

Esta secciéon es basicamente un resumen de los conceptos y resultados
que necesitaremos del articulo desarrollado por Kulkarni [8]. En dicho articulo
Kulkarni considera acciones de grupos discretos en espacios mas generales que
los que nosotros usaremos. Aqui nos restringimos al caso que es importante
para nosotros, cuando el grupo G es un subgrupo de PSL(3, C) que actia en
el espacio proyectivo PZ.

Primero recordemos algunos conceptos. Sea G un subgrupo de PSL(3, C).
Decimos que la accién de G en P2 es propiamente discontinua en un sub-
conjunto invariante 2 de PZ, si para cualesquiera dos subconjuntos compactos
Cy DdeQ, g(C)N D # @ solo para un numero finito de g € G. La accién
se llama libre (resp. casi libre) en un subconjunto G-invariante Q2 de P?
si para cada punto p € 2 el grupo de isotropia, G, es trivial (resp. finito).
Claramente una accién propiamente discontinua es casi libre.

El conjunto limite de Kulkarni nos dara una manera canénica de elegir
un conjunto cerrado y G-invariante de P2 en cuyo complemento la accién del
grupo es propiamente discontinua. Motivamos la definicion de Kulkarni con

17
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un ejemplo. Sea g € PSL(3,C) un elemento inducido por la matriz

A 0 0
0 X2 0 |, [M|<|A] <|Ag)
0 0 X;

El elemento g es de un tipo que llamaremos fuertemente loxodrémico, ver
2.27 y 2.28. Sea G el grupo ciclico generado por g y sean Z; = [1 : 0 : 0],
Zy=10:1:0], Z3 =[0:0: 1] sus tres puntos fijos en P2. Dado que estos
puntos se quedan fijos bajo g, el grupo de isotropia en cada uno de ellos es
todo G; obviamente podemos pensar al conjunto Lo(G) = {Zy, Z5, Z3} como
la cerradura del conjunto de puntos con grupo de isotropia infinito (lo cual
demostramos en 2.29).

Ahora, sea Z;Z5 la linea proyectiva compleja determinada por estos dos
puntos, y analogamente para los otros. Estos tres puntos se pueden distinguir
por la dindmica de g (ver 2.29):

» Para cada Z € P} — 7,75 tenemos que lim,, .., ¢"(Z) = Zs; esto es, Z3
es un punto atractor para g.

= Para cada Z € P2 — ZyZ3 tenemos que lim,,_. ., g"(Z) = Z; esto es,
Z es un punto repulsor para g.

= El punto fijo Zs no es atractor ni repulsor sino un punto silla para g.

Recordamos que si {Ag} es una familia de subconjuntos de PZ donde 3
corre sobre un conjunto infinito de indices B, entonces un punto p en P2 se
dice un punto de acumulacién de {Ag} si cada vecindad de p intersecta a
Ap para un numero infinito de valores de 8 € B.

Sea L1(G) la cerradura del conjunto de puntos de acumulacién de las
érbitas de todos los puntos en P2 — Lo(G). Se sigue de las observaciones
anteriores acerca de la dindmica de G que en este ejemplo L, (G) = Lo(G) =
{Z1, Zy, Z3}. Por tanto, este conjunto es un candidato natural para conjun-
to limite de G. Sin embargo, observemos que la accién de G sobre P% —
{Z1,Z,, 73} No es propiamente discontinua. De hecho, si tomamos una 3-
esfera W C P? — {Z1,Z,, Z3} que es frontera de una bola alrededor del
punto silla Zy, entonces ¢"(W)NW # & para cada n € Z. Asi que debe-
mos quitar otros puntos de P2 ademds de aquellos en Lo(G) = L(G) para
obtener una accién propiamente discontinua en su complemento.
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Sea Lo(G) C PZ la cerradura del conjunto de puntos de acumulacién de
todos los subconjuntos compactos de P?. Demostramos en 2.29 que Ly(G)

—>

es la union de las dos lineas 2175 y Z5Z3. Ademas, la prueba del lema 2.30
nos dice que la accién de G en P2 — (Lo(G)U Ly (G) U Ly(G)) es propiamente
discontinua.
El ejemplo anterior motiva la definicion de Kulkarni de conjunto limite.
Sea
Lo(G)

la cerradura del conjunto de puntos en P? con grupo de isotropia infinito,
Li(G)

la cerradura del conjunto de puntos de acumulacién de {g(z)},ec donde z
corre sobre P — Lo(G).
Finalmente hagamos

Ly(G)

la cerradura del conjunto de puntos de acumulacion de {g(K)}yeq donde K
varfa sobre subconjuntos compactos de P2 — (Lo(G) U L1 (G)).

Definicién. 2.1. [8] El conjunto
A(G) = Lo(G) U L1 (G) U Ly(G)
se llama el conjunto limite de G. El conjunto
QG) = PZ — A(G)
se llama el dominio de discontinuidad de G.
Observacién. Cuando no haya confusion escribiremos simplemente Ly
en vez de Lo(G), A en vez de A(G), etc. En el caso cuando G es el grupo

ciclico generado por el elemento g € PSL(3,C), escribiremos simplemente
Lo(g) en vez de Lo(G), A(g) en vez de A(G), etc.

Observemos que en geometria hiperbédlica clasica se considera el conjunto
limite como el conjunto de puntos de acumulacién de una sola orbita, y la
accion en su complemento resulta ser propiamente discontinua. Esta es una
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consecuencia de propiedades de geometria conforme que estan implicitas en
geometria hiperbdlica.

Recordemos que un grupo kleiniano en geometria hiperbdlica se puede
definir como un subgrupo de isometrias del espacio hiperbélico real de dimen-
sion n, cuya accion en la esfera en el infinito tiene regién de discontinuidad
no vacia. Analogamente tenemos:

Definicién. 2.2. Se dice que G C PSL(3,C) es kleiniano complejo si
Q(G) C P2 no es vacio.

Esta es la definiciéon que Seade y Verjovsky usan en [12] para el caso
cuando G es un subgrupo de PSL(n + 1, C) actuando en Pg.

Proposicién. 2.3. [8] Sea G como arriba, donde G tiene la topologia compacto-
abierto. Entonces Lo, L1, Lo, A y € son G-invariantes y G actia propia vy
discontinuamente sobre Q. Si G es kleiniano complejo entonces G es discreto
y contable.

Prueba.

Si p es un punto con grupo de isotropia infinito, G, y g € G entonces
Gyp) = 9Gpg~* también es infinito. Por tanto Ly es G-invariante.

Sean p € Ly, 0 € GG,y tomemos U, una vecindad de o(p). Existe un punto
p € o7 1(U) tal que p’ es un punto de acumulacién de {g(z)},ec para algin
elemento z € P — Ly, entonces o(p') € P2 — Ly es un punto de acumulacién
de {09(2)}sec = {9(2)}geq, v ademds o(p’) € U. Asi que o(p) € Ly, y por
tanto, Ly es G-invariante.

Un razonamiento similar al anterior demuestra que Lo también es G-
invariante. El conjunto A es G-invariante porque A = LoUL;ULs. El conjunto
Q es G-invariante puesto que = P2 — A.

Sean C'y D subconjuntos compactos de 2. El conjunto

S={9eG:9(C)ND + &}

debe ser un conjunto finito, porque de lo contrario D contendria un punto
de Lo o uno de Ls lo cual no puede suceder porque QN Lo = & = QN Lo.
Por tanto la accién de G en ) es propiamente discontinua.

Ahora supongamos que G es kleiniano complejo. Sea C' una vecindad
compacta de un punto p € €2, entonces T' C T, donde

o

T'={9eG:gp cC},
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T'={geG:{g(p)}nC#a}.

Dado que G actiia propia y discontinuamente en €2, se tiene que 1" es finito.
Asi que T es finito y por definicién abierto en G. La topologia de G es
Hausdorff porque P2 es Hausdorff. Concluimos que G es discreto porque
T # @.

Finalmente, dado que P? tiene una base contable para su topologia en-
tonces también ) la tiene. Sea {U,}, n = 1,2,... una base contable de
vecindades relativamente compactas en () y sea

G, ={9€G:9(th)NU, # 2}.
Cada G, es finito y la unién de G,, es G. Por tanto, G es contable.
O

Observemos que el conjunto £2(G) no es necesariamente el subconjunto
abierto maximal de P? sobre el cual la accién de G es propiamente discon-
tinua. En el ejemplo con el cual motivamos la definicién de conjunto limite,

la accién de G es discontinua en P2 — (Z,Zy U {Z3}) y también lo es en
Pg — (Zy25U{Z1}).

Los conjuntos Lg, L1 v Ly que conforman a A pueden ser bastante difer-
entes entre ellos, como mostraremos posteriormente. Por ejemplo, cuando

G es el subgrupo ciclico de PSL(3, C) generado por un elemento parabdlico
unipotente g € PU(2,1) cuya forma canénica de Jordan es:

O O =
_= O O

1
1
0

se tiene que
Lo(G) 2 L1(G) = L2(G)

(la demostracion estd en 2.14). Si G es generado por un elemento elipto-
parabdlico racional (ver 2.17) entonces

Ly(G) G Li(G),  La(G) S Li(G),  La(G) S Lo(G)

(la demostracién también estd en 2.14).
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En las siguientes secciones generalizaremos los conceptos de transforma-
ciones elipticas, parabdlicas y loxodrémicas al caso de PSL(3,C') en general
y daremos un teorema de clasificacién segin traza en el espiritu del teorema

1.9. También analizaremos la estructura local de €2/G cuando G es un grupo
kleiniano complejo de PSL(3, C).

2.2. Transformaciones Elipticas

Definicién. 2.4. Una 3-esfera en P? es cualquier trasladado por un elemento
de PSL(3,C) del conjunto difeomorfo a una 3-esfera dado por

T={lz1:2: 2] €P%:|a*+]|2z*—|zl* =0}
Observemos que la familia de 3-esferas
T(r)={[z1:22: 23] € P% : |21)? + |2|? = r|z*},r >0,
constituyen una foliacién de PZ — (222 U{Zs}), donde
ZiZy={[z1: 2 2] € P2y =0}y Zy=[0:0:1].

Si h € PSL(3,C), entonces la familia de 3-esferas dada por h(T'(r)), r > 0
también constituye una foliacién de Pg — (h(Z1Z,) U{h(Z3)}).
Definicidn. 2.5. Diremos que una transformacion g € PSL(3,C) es eliptica

si preserva cada una de las hojas de alguna foliacion por 3-esferas de las antes
mencionadas, en otras palabras, § € PSL(3,C) es eliptica si y solo si, existe

h € PSL(3,C) tal que h=*gh(T(r)) = T(r) para cada r > 0.
Ejemplo.

Cualquier transformacién de PSL(3,C) inducida por una matriz de la
forma

M 0 0
0 X 0 |,
0 0 N

donde |\;| = 1 para cada i = 1,2, 3 es una transformacién eliptica.
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En particular, cualquier conjugado de un elemento eliptico de PU(2,1),
es un elemento eliptico de PSL(3,C). El reciproco también se cumple y lo
demostramos a continuacién.

Proposicién. 2.6. Toda transformacion eliptica en PSL(3,C) es conjugada
de una transformacion eliptica de PU(2,1).

Prueba.
Supongamos que g € PSL(3, C) es eliptica, entonces existe h e PSL(3,C)
tal que
hgh(T(r)) = T(r), Vr >0,

Por tanto, f = h! Qiz es una transformacién de PSL(3, C) que preserva a HZ
y tiene un punto fijo, Z3 € H2, entonces f € PU(2,1) es eliptico.
O

El siguiente corolario se sigue inmediatamente de la proposicién anterior
y del hecho que una matriz en U(2) es diagonalizable y todos sus valores
propios tienen médulo uno.

Corolario. 2.7. Una transformacion g € PSL(3,C) es eliptica si y solo si g
tiene un levantamiento g € SL(3,C) tal que g es diagonalizable y tiene todos
sus valores propios unitarios.

Si fA es una transformacion eliptica, entonces existe h € PSL(3,C) tal que
g = hgh™! tiene un levantamiento g de la forma:

A1
)\2 )
A3

entonces cada 3-esfera de cada una de las tres familias dadas por:
TO) ={[z1: 20 : 23] € P2 |2)? + |25)® = 7|21 2}, 7> 0;

{
TO(r) = {[z1: 220 23] € P2 |z + |zs]” = 7|22’} 7> 0;
{

T(g)(r) ={[z1:29: 23] € Pé : |Zl|2 + |Z2|2 = 7’|23|2}> r >0,
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es invariante bajo ¢g. También la interseccion de elementos de estas famil-
ias es ¢ invariante. Asi que ahora describiremos las intersecciones posibles
de elementos de estas tres familias de 3-esferas. Por simetria es suficiente
considerar las intersecciones de la 3-esfera T (1) con cada una de las esferas
de cada familia T (ry), r; > 0; T3 (ry), 75 > 0.

Identificaremos la esfera T con S% = {(21, 23) € C?: |z |> + |2|? = 1}.

No es dificil deducir que las intersecciones con la familia 7M)(r;) son:

1. 9,s10<7r <1,

2. elcirculo 2o =0, sir; =1,

3. el toro |z | = ,/ﬁ siry > 1,

y las intersecciones con la familia 7' (ry) son:
1. @,s10<ry <1,

2. elcirculo z; =0, si 1y =1,

3. el toro |z = 1/%, sirg > 1.
2

Observemos que cada toro de la familia |z;| = 15,0+ 1 > 1 se puede ver

2
1472

familia de toros junto con los circulos z; = 0, 25 = 0 forman una foliacién de
S3 con los dos circulos como hojas singulares.

Por ltimo, las intersecciones posibles para tres 3-esferas, una de cada fa-
milia son: @ o un toro de los ya mencionados. Por tanto, tenemos la siguiente
proposicién:

de la forma |z| = para algin r > 1. También observemos que esta

Proposicién. 2.8. Cada transformacion eliptica, § € PSL(3,C), posee tres
familias de 3-esferas invariantes y cada una de estas 3-esferas tiene una
foliacion, invariante bajo g, por toros y dos hojas singulares cada una de las
cuales es un circulo.

Ahora describimos el conjunto limite de una transformacion eliptica de
orden infinito, para este fin necesitaremos el siguiente lema.
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Lema. 2.9. Si 3 € R —Q, y se tiene una accion en
SPr)={(z1,2) €C*: |z)* + > =7}, >0

dada por ' .
Y (21, 22) = (627%21, 6%5222),

donde o es un nimero real, entonces todo punto de S*(r) es punto de acu-
mulacion de alguna drbita, o sea, Li(v)) = S3(r).

Prueba.
Demostraremos el caso cuando r» = 1. El caso general es analogo.
Consideremos la foliacién de S? por los toros

{(z1,22) : || = ¢}, O <e< 1,

y los dos circulos
21 =0, y 20 =0,

como hojas singulares. Observemos que cada una de las hojas de esta foliacion
es invariante bajo la accion.

Restringimos nuestra atencién a un toro, 7', de esta foliacién.

Caso 1. %:”ye@.

En este caso las curvas t ~— (¥ e¥Pizy) t € [0,1] son cerradas
simples para cualquier (z1, 29) € T'. Ademads la 6rbita de un punto cualquiera
de esta curva es densa en ésta, porque 3 ¢ Q. Por tanto, Li()) = S3

Caso 2. 5 =7¢ Q.

En este caso las curvas t — (e2™z; e?™Piz,) t € [0,1] son simples, no
son cerradas y su imagen es densa en T', Al igual que en el caso anterior la
orbita de un punto cualquiera en esta curva es densa en ella, lo que implica

que Ly () = S3.
O
Proposicién. 2.10. Si g es una transformacion eliptica, entonces
i) Lo(g) = L1(g9) = L2(9) = A(g) = D, si el orden de g es finito.

i) Lo(g) = {z: x es punto fijo de g}, L1(g) = PE, La(9) = &, si el orden
de g es infinito.
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Prueba.
i) Se sigue claramente del hecho que ¢ tiene orden finito.

ii) Es directo verificar que Ly = {z : x es punto fijo de g}. Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que ¢ tiene una levantamiento a
PGL(3,C) de la forma:

e27ria 0 0
0 e27ri6 0 ’
0 0 1

donde § € R—Q y en esta forma, se tiene que g actiia en la familia de
esferas

T(r)y={[z1:20: 23] € Pé D |z)? = r2s)?),

dejando invariante cada uno de los miembros de ésta. Ademds toda
esta familia estd contenida en el sistema de coordenadas inhomogéneas
Us = {[z1 : 22 : 1] € P?}, y en tal sistema de coordenadas se puede
considerar como la familia de 3-esferas en C? con centro en el origen y
radio positivo. El lema anterior implica que L(g) = PZ. Por definicién,
se sigue que Ly(g) = @.

O

2.3. Transformaciones Parabodlicas

Definicién. 2.11. La transformacion g € PSL(3,C) se llama parabdlica
si eziste una familia de 3-esferas invariantes bajo g, T, r € R, y un pun-
to fijo de g, el cual denotamos mediante Zy, que satisfacen las siguientes
propiedades:

i) Para cada par de elementos diferentes r1,r5 € R,

TT1 m TTQ = {Zf}

ii) A(g) es una linea compleja.
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iii) Ademds,

P2 — (T = {2/}) = A @)

reR

Proposicién. 2.12. Si la transformacion g € PSL(3,C) es parabdlica, en-
tonces g es conjugada, en PSL(3,C), de una transformacion parabdlica de
PU(2,1).

Prueba. Sea g € PSL(3,C) una transformacién parabdlica. El inciso
i) de la definicién 2.11 implica que existe una 3-esfera invariante bajo g,
denotada 7', y un punto fijo de g, denotado Z tal que Z € T'. El inciso ii) de
la definicién 2.11 implica que § no puede ser conjugada, en PSL(3,C), de un
elemento eliptico de PU(2,1). Finalmente, el inciso iii) de la definicién 2.11
implica que Z es el unico punto fijo de g en T'. Por tanto g es conjugada, en
PSL(3,C), de una transformacién parabdlica de PU(2,1).

O

El reciproco de la proposicién 2.12 es verdadero, pero necesitaremos al-
gunas herramientas para demostrarlo.

—>

Notacién. Si X,Y € P2, denotamos mediante XY la linea determinada
por dichos puntos.
Recordemos que para X, Y € P2, se tiene que d(X,Y), la distancia entre
X e Y inducida por la métrica riemanniana de Fubini-Study, satisface la
ecuacion
COS2(d(X, Y)) — «ZL’, y>> <<y7 $>> ’
{z, )y, v)

donde x,y € C3 — {(0,0,0)} son representantes de X e Y, respectivamente,
v {(-,-)) es el producto hermitiano usual de C3.

Lema. 2.13. Sea G un subgrupo de PSL(3,C). Si C C P? es un conjunto
cerrado tal que para cada subconjunto compacto K C PZ — C, los puntos

de acumulacion de la familia de conjuntos compactos {g(K)}sec estdn con-
tenidos en Lo(G) U L1(G), entonces Ly(G) C C.

Prueba. Procedamos por contradiccion y supongamos que existe un pun-
to X € P2 — C, una sucesiéon de puntos (k,) C P2 — (Lo(G) U L1(G)),
y una sucesién (g,) de diferentes elementos de G, tales que k, — k €
P2 — (Lo(G) U Li(@)) y gn(k,) — X € B} — C. Podemos suponer que
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gn(k,) € P2 — C para toda n € N (eliminando un ntimero finito de térmi-
nos de la sucesién si es necesario). Entonces la hipdtesis aplicada al conjunto
compacto {gn(kn)}neny U {X} implica que k € Lo(G) U L1(G), lo cual es una
contradiccién. Por tanto, Ly(G) C C.

O

Proposicién. 2.14. Sea g € PSL(3,C).

0

iii)

Si g tiene un levantamiento a SL(3,C) que es conjugado de la matriz
1 10
010
0 01

entonces Lo(g) = Ly, L1(g) = La(g) = {Z1}, donde Ly es la linea de
puntos fijos de g, y Z1 es un punto en Ly.

Si g tiene un levantamiento a SL(3,C) que es conjugado de una matriz

de la forma

1

0
00

entonces § tiene un unico punto fijo, digamos Zi, Lo(g) = Li(g9) =

{Z1}, y L2(§) es una linea invariante de g sobre la cual § actia como
una transformacion parabdlica cldsica de PSL(2,C).

Y

0
1
1

Si g tiene un levantamiento a GL(3,C) que es conjugado de una matriz
de la forma

o O =
O = =
> o O

donde N = €*™@ £ 1, entonces § tiene dos puntos fijos Z1, Z3 y

Lo(§) = YAVA st x es racional,
{Z1,Z3} six es irracional,

{Z1} siz es racional,

L1(§> = { B

Z1Z3 st x es irracional,
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Ly(9) = {21}
Prueba.

i) Podemos suponer que ¢ tiene un levantamiento de la forma

OO =

1
1
0

= O O

y en este caso
Lo(g) = Ly ={[z1: 22 : z3] € PZ| 2 = 0}.

Sean Zl = [1 20 0] € Lf,yZ: [21 A B 23] € Pé—L()(g) Las
ecuaciones

o |21 + nzol?
d(g"(Z2), Z1)) =
COs ( (g ( >’ 1)> |zl—|—7’L22|2“—|252|2_‘_|2’/3|27

|21 — nzl?

2 AN
Ccos ( (g ( )7 1)) |21 —n22|2 + |22|2 + |23|2a

implican que Ly(g) = {Z1}.
Ahora consideremos, para € > 0, el subconjunto de PZ dado por Kg(i) =
7(K!), donde 7 : S® — PZ es la proyeccién candnica y

f(@ = {(21, 22, 23) € S° 1 || > €}
Demostraremos que la sucesion de funciones izn = g"\ (2 convergen
uniformemente a la funcién constante con valor Z;.

Sea k= [z1:20: 23] € KE(2), entonces

2
cosQ(d(Q"(k), 7)) = |1 + n2g| < 1.

N |21 + m2o|? + |22]% + |23]% —

Ademas, existe un N € N tal que ne — 1 > 0 para toda n > N. Luego

(ne —1)? |21 + nzs?
(ne—1)24+ 141 7 |21 + nzo|? + |22 + |23)*
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ii)

para toda n > N, lo que comprueba nuestra afirmacion acerca de la
convergencia uniforme.

Ahora bien, si K es un subconjunto compacto de P2 — L; entonces
existe un € > 0 tal que K C K2, Luego, para cada vecindad U de
Z1, existe un nimero N € N tal que ¢"(K) C U para todan > N, lo
que demuestra que Z; es el unico punto de acumulacién de la famil-
ia {¢g"(K)}nen. Una prueba similar demuestra que el tnico punto de
acumulacién de la familia {§~"(K) },en también es Z;. Concluimos que

Ly(g) = {71}

Podemos suponer que ¢ tiene un levantamiento de la forma

OO =
[ -

1
1
0

En este caso, Z; = [1:0:0] y claramente Ly = {Z;}. Observemos que
si Z = [z : 22 : 23] € P?, entonces

n( 2
21+ nzo + z
ot (d(§"(2), ) = | s |
|21 + nzo + z |2+|zz+n23|2+|23|2
y
n(n-‘rl 2
21— Nnzo + 23
o (d(§(2), 7)) = e | ,
|21 — n2o + 723|2 + |22 — nzz|? + |23/?

lo que implica que §"(Z) y ¢~ "(Z) convergen a Z; cuando n — oo. Por
tanto, L1(9) = {Z1}.

Lema. 2.15. Si K C P% — Z,Z,, donde Zy = [0 : 1 : 0], entonces el
unico punto de acumulacion de la familia de conjuntos {§"(K)}nez €s
Z1.

Prueba.

Es suficiente demostrar que las sucesiones de funciones §" y ¢~ con-
—>

vergen uniformemente en subconjuntos compactos de P2 — Z1Z, a la
funcion constante con valor Z;.
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iii)

Sea K C P% — Z,Z, entonces existe un € > 0 tal que K C KE(?’), donde
K® esla imagen bajo la proyeccién canénica 7 : S° — P2 del conjunto
{(21, 20, 23) € S°: |23] > €}. existe N € N tal que si n > N entonces

n(n —1)

5 e—(n+1)>0,

asi que si n > N, tenemos que

(M te = (n+ 1))°
(g e = (n+ 1)+ (1+n)2 +1

< cos*(d(g™(Z), Z1)) < 1,

lo que demuestra que §" converge uniformemente en K a la funcién con-
stante Z — Z;. Un argumento similar se aplica cuando los exponentes
son negativos.

O

Ahora bien, los lemas 2.15 y 2.13 implican que Ly(g) C Z1 2.

Para demostrar la inclusién opuesta, observemos que la sucesion {[3- :
n=1: 1] : n € N} converge al punto [z : —1 : 0] # Z; y ademds

(2 -2t i)y =2 L+ L 1] converge al punto [z : 1 : 0]

Concluimos que Ly(§) = Z1Zs.

Podemos suponer que ¢ tiene un levantamiento a GL(3,C) de la forma

1 10
010 |,
0 0 A
tal que 1 # X\ = e*™®. En este caso, Z; =[1:0:0], Z3=1[0:0:1], y
claramente

Lo(§) = YAV si x es racional,
{Z1,7Z3} six es irracional.

Sea Z = [z1 : 2z : 23], tenemos que §"(Z) = [z21 + nzp : 29 1 \"z3] ¥
G (Z) =21 —nz 29 AN "23), entonces §"(Z) y g7"(Z) convergen a

Zl SiZGPé—leg.
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a) Supongamos que x es racional, entonces ya sabemos que Ly(g) =
Z1Z5. Por tanto, Li(g) = {Z:1}.

—>

b) Si z es irracional, entonces g actiia en Z;Z3 como una transforma-
cién eliptica de P! para la cual todo punto estd en la cerradura
del conjunto de puntos de acumulacion de las orbitas, asi que

L1 (g) - 2123.

Ligeras modificaciones en el argumento que se us6 en i) demuestran

quesi K C P2— 7,73 = P?—(Lo(§)UL1(g)) es un compacto, entonces
el tnico punto de acumulacién de la familia de conjuntos {§"(K)}nez
es {Z1} (independientemente de si § es racional o no). Por lo tanto,

Ly(g) = {71}
O

Proposicién. 2.16. Si g € PSL(3,C) es una transformacion conjugada, en
PSL(3,C), de un elemento parabdlico de PU(2,1), entonces g es parabdlica
en PSL(3,C).

Prueba. Es suficiente especificar las familias 7)., » € R, cuando ¢ est4 in-
ducida por matrices de la forma:

1 0
, 0 ¢ 0 ¢ = 1.
00

11
0 1
00 (2

_ o O

11
| o1
0 0

— = O

En el primer caso,
T, ={[z1: 22 : 28] | 7|22|® + |2s]* +i(Z122 — 2122) =0}, 7 ER;
en el segundo caso,
T, = {la: 21 2] | ol +rlsl = (izs 4 %) — (7 + 20%) = 0, 7 € R
y por ultimo,
T, ={[z1: 22 : 28] | rll® + |25 +i(Czrze — C2122) = 0}, r €R.

La proposicion 2.14 y un cédlculo directo prueban que cada familia 7). satisface
las condiciones de la definicién 2.11.
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Definicién. 2.17. La transformacion parabdlica g € PSL(3,C) se llama:

i) Unipotente, si se tiene un levantamiento g € SL(3,C) tal que cada
valor propio de g es igual a 1.

ii) Elipto-parabdlico, si no es unipotente. Decimos que § es racional (re-
spectivamente irracional) si ¢ tiene un levantamiento a PSL(3,C) tal
que el cociente de los dos valores propios diferentes es iqual a €™ con
x racional (respectivamente irracional).

Observemos que el elemento g € PSL(3,C) es parabdlico si y solo si g
tiene un levantamiento g € SL(3,C) que no es diagonalizable y todos sus
valores propios tienen maédulo igual a 1.

2.4. Transformaciones Loxodromicas

Definicién. 2.18. Un elemento g € PSL(3,C) se llama loxzodrémico, si
existe una 3-esfera , W, en PZ, tal que g(W UX; i) C Xy, para algin i = 1,2;
donde X; y Xy son las componentes de P} — w.

Proposicién. 2.19. Sea g € PSL(3,C) un elemento loxodrémico, entonces:

i) El orden de g es infinito.

ii) Lo(g) U L1(g) es no vacio y disconezo.

Prueba. R
Sean W una 3-esfera y X;, ¢ = 1,2 las componentes de PZ — W. Supong-
amos que g(W UX;) C X;.

i) Observemos que g“(W) C X, para cadan € N. Asf que si w € W,
entonces §"(w) # w para cada n € N.

ii) Primero, observemos que W N (Lo(§) U L1(§)) = @, puesto que existe
una vecindad de W sobre la cual (g) actia propia y discontinuamente.

Segundo, X; N (Lo(g) U L1(g)) # <, parai = 1,2 (porque GWUXy) C
Xy, WN (Lo(§) UL (§) =@ y WUX, es compacto).

Por tanto, X; N (Lo(g) U L1(9)) v Xo N (Lo(g) U L1(g)) forman una
separaciéon de (Lo(g) U L1(9)).



34 Clasificacién de Elementos de PSL(3, C)

O

Observemos que los conjuntos de transformaciones parabdlicas, elipticas
y loxodrémicas son ajenos entre si, porque Lo(g) U L1(g) es diferente para
cada tipo de transformacién.

Ejemplo. 2.20. Cualquier transformacion g de PSL(3,C) inducida por una
matriz de la forma

A
g= Ao )
A3

donde |N\;| < |A3] para i < 3, es una transformacion loxodrémica. En
particular, las transformaciones lozodrémicas de PU(2,1) son loxodrémicas
en PSL(3,C).

Prueba.

Sea W = {[z1 : 2 : z5] € P2 : |z1> + |2 — |2 = 0} = 0HZ y
Xy = {[v] € PEY7" 1 |4]2 + |2)* — |23)? < 0} = HZ una de sus componentes.

Sea z = [z : 2 : 23] € WNXy, v [\ = max{|\1], [A2|} entonces

|)\1Z1‘2 + |>\2Z2‘2 < M|2(‘Z1‘2 + ‘Z2‘2>
< APzs)?
<

|)\323|2.

Por tanto, §(z) = [A121 : Aoz @ A323) € X;.

Ejemplo. 2.21. Una transformacion g € PSL(3,C), inducida por una ma-
triz de la forma

Ao 10
g = 0 )\1 0 s
0 0 X

donde |A\| # |A2|, es una transformacion loxodrimica.
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Prueba.
Podemos suponer, conjugando e invirtiendo si es necesario, que g esta in-
ducida por una matriz de la forma

O O =
S = O
> O O

donde [A| >1y0<ec<1—|A
Ahora bien, si Z = [z; : 23 : 23] € H2 U OHZ, tenemos que

|21 + 2] = [2]” <0,

o en coordenadas inhomogéneas Z; = j—;, 1=1,2,
Z1[* + | 2o < 1.
Tenemos que §(Z) = [z1 + 291 201 Az3], ¥
|21 + czol* + |22|® — |A2s|? = |22 (|21 + cZa|® + | Zo* — |AP),
asi que §(Z) € HZ si y solo si
| Zy + cZo|” + | Zo)* — | A < 0.
Por 1ltimo, observemos que

|Z1 4 cZo|* + | Zo)* — |MN? = E|Zo)? +2eR( 21 25) + | Z1)? + | Za]* — | AP
A4 2c4+1— AP

(AN =12 +2(X = 1) + 1 — AP

0.

<
<

Por tanto, g es loxodrémica.

O

Una transformacién de PSL(3, C) que es conjugada de una transformacion
como la del ejemplo 2.21 se llama loxo-parabdlica.
Proposiciéon. 2.22. 5i g es una transformacion lozo-parabdlica, con puntos
ﬁjOS Zl,Zg, entonces Lo(g> = {Zl,Zg} = Ll(g) Yy Lg(g) = Z1Z2 U leg,

donde Z1Z5 es una linea invariante de g, sobre la cual, g actia como una
transformacion parabdlica.
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Prueba.
Podemos suponer que ¢ tiene un levantamiento a GL(3,C) de la forma

o O =

1
1
0

> O O

donde |[A| > 1. Eneste caso Z; =[1:0:0], Zy =[0:1:0], Z3=[0:0:1] y
claramente Ly(g) = {Z1, Z3}. Observemos que si Z ¢ Z, Z, entonces §"(Z) —
Zs, y si Z € PE— {Zs}, entonces §7"(Z) — Zy. Al restringirse a Z;Z las
6rbitas positivas y las negativas convergen a Z;. Por tanto, L1(g) = {Z1, Zs}.

No es dificil de comprobar que las sucesiones de funciones §" y =" convergen
uniformemente a las funciones constante con valor Z5 y Z; respectivamente,

en compactos de P(c (Z<1_)Zg U 223). Entonces el lema 2.13 nos dice que
Lo(§) C 7172 U Z1 Zs.

Observemos que la sucesion {[n : A" : nz3)},en converge a Zs ¢ Lo(g) U
Li(9), y g"([n : A" : nzg]) = [1+ 5= : L ¢ 23] converge a [1: 0 : 23], lo que
implica que Z1Z5 C La(g).

También se tiene que {[ + 1/\7 + 12 1]},en converge a [1:0: 1] ¢
Lo()ULi(g) y 7™([1+ 5+ L :2:1]) = [\" +n: A"z : n] converge a

[1: 25 : 0], lo que implica que leg C Lg(g)
O

Proposicién. 2.23. Un elemento g € PSL(3,C) es loxodrémico si y solo
si tiene un levantamiento g € SL(3,C) tal que no todos los valores propios
tienen el mismo maodulo.

Prueba.

Supongamos que ¢ tiene un levantamiento g € PSL(3,C) tal que no
todos los valores propios tienen el mismo mddulo, entonces se tienen dos
posibilidades:

1. Si g es diagonalizable entonces la proposicién se sigue del ejemplo 2.20.

2. Si g no es diagonalizable entonces la afirmacién se sigue del ejemplo
2.21.
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Ahora supongamos que ¢ tiene un levantamiento g € SL(3,C) tal que todos
sus valores propios tienen el mismo mddulo, entonces existen dos posibili-

dades:

1. g es diagonalizable y entonces se tiene una transformacion eliptica, y
entonces Lo(g) U L1(g) = &, asi que § no es loxodrémica.

2. g no es diagonalizable y en este caso ¢ es parabdlica y por tanto no
puede ser loxodromica.

O

Definicién. 2.24. Una homotecia compleja es un elemento de PSL(3,C)
que tiene un levantamiento que es conjugado de una matriz de la forma

A1
g = )\1 )
A2

donde |A\1| # |\2]. Un tornillo racional (resp. irracional) es una funcion
de PSL(3,C) que no es una homotecia compleja y tiene un levantamiento
que es conjugado de una matriz de la forma

A1
g = )\2 )
A3

donde | M| = |\a| # | N3], Mi/Aa = €*™ conz € Q (resp. t e R — Q).

Observemos que una homotecia compleja y un tornillo son transforma-
ciones loxodrémicas.

Proposicién. 2.25.

i) Si g es una homotecia compleja cuyo conjunto de puntos fijos consiste
de una linea R y un punto Z; ¢ R, entonces

Lo(9) = L1(9) = L2(9) = RU{Z;}.
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ii) Si g es un tornillo con puntos fijos Zy, Zy, Z3, entonces

Lo(9) = Z<1—Z)2 U{Zs} sig es racional,
{Z1,Z5,Z5}  si g es irracional,

L1(§) = Z1Zs U {Zs} = La(§), donde Z1Zs es una linea sobre la cual §
actia como una transformacion eliptica de PSL(2,C)

Prueba.

i) Podemos suponer que § tiene un levantamiento g € SL(3,C) de la

forma:
A 0 0
0 XN O ,
0 0 X

y en este caso, Ry = {[z1 : 20 : 23] € P}|z3 =0}, Z; = [0: 0 : 1].
Entonces Lo(§) = Ry U{Z;}. Supongamos sin pérdida de generalidad
que |A1] < |Ag]. Observemos que si Z = [z : 29 : 23] ¢ Lo(g), entonces
§"(Z) — Zg cuando n — oo. También tenemos que §~™(Z) — [21 : 22 :
0] € Ry cuando n — oo. Por tanto, L1(g) = Lo(§) = Ry U {Z;}.
Ahora demostraremos que Lo(§) = Ry U {Zy}, para ello, tomemos K
un subconjunto compacto de P2 — (R;U{Z;}). Observemos que existe
una € > 0 tal que K C K, 5(3), donde K es1a imagen bajo la proyeccion
canénica 7 : S5 — P2 del conjunto {(z1, 22, 23) € S°||23] > €}. Pero en
K% se tiene que la sucesién de funciones {§"},en converge uniforme-
mente a la funcién constante con valor Z¢, de hecho, la desigualdad

|)\2|2n€2 2 N 3

< cos?(d(§"(k), Z;)) <1, Vke K®

|)\1|2+‘)\1|2+|>\2|2n62 = ( (g ( ) f))— €

comprueba esta afirmacién. Asi que Z; es el inico punto de acumu-
lacién de la familia de conjuntos compactos {§"(K) }nen-

Sea p: P2 —{Z;} — Ry, tal que p([z1 : 22 : z3]) = [21 : 22 : 0]. Dado

que K C P2 —(R;yU{Z;}), existe una ¢ > 0 tal que K estéd totalmente

contenido en el conjunto compacto Cs que es la imagen bajo 7 : S% —

P? del conjunto {(z1,22,23) € S°||z1]* + |22]* > &}. Ahora bien, si

Z =z : 29 : z3) € Cy, la desigualdad

A 7270 2 _
< "z ZN) <1
i S22 < 1
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ii)

implica que la sucesién de funciones §~"|¢, converge uniformemente a
la funcién p|c;,, lo que implica, a su vez, que los puntos de acumulacién
de la familia de conjuntos {§~"(K)},en se encuentran todos en Ry. Por
tanto, Lo(g) C Ry U {Z}.

Es facil verificar que Ry U {Z} C Ly(g). Concluimos que
Ry U {Zf} = Ls(g).

Podemos suponer que ¢ tiene un levantamiento de la forma

A0 0

0 X 0 |,

0 0 As
con |A1| = [Aa] > |A3]. En este caso,

Zy=1[1:0:0,Z,=10:1:0],Z3=1[0:0:1].
Claramente

Lo(§) = 7175 U{Z3} si g es racional,
{Z1,Z5,Z3} si g es irracional,

Ahora bien, sea Z = [21 : 29 : 23] € P2 — {71, Zo, Z3}

Lema. 2.26. a) La sucesion {d(§™(Z), Z1Z3) }nen converge uniforme-
mente a 0 en compactos de P} —{Z3}.

b) La sucesion de funciones {G™"}nen converge uniformemente, en
—

subconjuntos compactos de P — Z1Zy a la funcidn constante con
valor Zs.

Prueba. Sean K C P? — {Z3} un compactoy Z = [z; : 22 : 23] € K,
entonces existe § > 0 tal que K C Cj, donde Cs = m({(z1, 22, 23) € S°:
|21]? +|22|? > 0}) y 7 : S5 — P2 es la proyeccién canénica. Observemos
que

d(G™(2), Z,Zy) < d(§™(Z), N1z = Ayzg 2 0]),
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lo que implica que

|21 + |22/ 2
< cos*(d(g"(Z), Z1Z2)) 1,
212 + |2 + |(32)" 232

entonces

) 2
5+ |y = (d(§"(2), 2122)) < 1

Esta ultima desigualdad demuestra el inciso a).

Ahora, probaremos b): Sea K C P2 — Z,Zy y sea Z € K. Existe un
e > 0 tal que K C KE(?’), donde K& es la imagen bajo la proyeccion
canénica 7 : S° — P? del conjunto {(21, 22, 23) € S° : |23] > €}. Ahora
bien,

A3 " 23

D e PP e P

cos*(d(§™(Z), Z3)) =

entonces

A e < cos2(d(i"(2), Zs)) < 1.
|)\1|—2n_|_ |)\2|—2n+ |)\3|—2n€2 —

Esta ultima desigualdad demuestra la segunda afirmacién.

El lema 2.26 implica que L1(g§) C Z1Z2U{Z3} y que Z3 € L1(g).
Si § es un tornillo racional, entonces existe un k € N tal que \¥ =

A v entonces la sucesién de trasladados de Z dada por {§™*(Z)},en
converge a [z : 22 : 0], luego {Z3} U 2125 = Ly1(g).

Si g es un tornillo irracional, entonces g| .. es una transformacién
7175
eliptica tal que todo punto es punto de acumulacién de alguna érbita,

asi que Ly(g) = ZEQ u{Zs}.

Ahora que ya sabemos s que Li(g) = leg U {Z3}, el lema de arrlba

implica, que Ls(g) C ZlZ2 U{Z3}, y no es dificil demostrar que 21Z2 U
{Z3} C La(9).
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O

Definicién. 2.27. Una transformacion § se llama fuertemente loxodromi-
ca si existen dos 3-esferas en P2, TW y TP | tales que

G(TW U By) C By,

GHTPUB,) C By, y
Bl N Bg == @,

donde By, i = 1,2 es la componente de P? — T que es difeomorfa a una
bola abierta en C2.

Proposicién. 2.28. Una transformacion g € PSL(3,C) es fuertemente lox-
odréomica si y solo si existe un levantamiento g € SL(3,C) tal que todos los
valores propios de g tienen modulos diferentes.

Prueba. Primero supongamos que g es un levantamiento de g que tiene
valores propios de modulos diferentes, podemos suponer que g tiene la forma:

A1
g = )\2 )
Az

donde |A{| < |A2| < |As|, entonces si tomamos
TW = {[z1: 20 : 23] € P21 |2|? + | 20)® = | 23]},

T® = {[o1: 220 2] € P21 |20 + |28]* = |21},

se tiene que
J(TW U B)) C By,

TP UBy) C By,

donde B; es la componente de P2 — T que es difeomorfa a una bola
abierta de C2.

Reciprocamente, supongamos que ¢ es fuertemente loxodrémica, entonces
g es loxodrémica, luego existe un levantamiento g € SL(3, C) tal que no todos
sus valores propios tienen médulo uno.

Si g no es diagonalizable, entonces ¢ es loxo-parabdlico y dichas trans-
formaciones tienen: dos puntos fijos, y dos rectas invariantes, en una de las
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cuales § actiia como una transformacién parabélica (de Pg). Sean T y T®?),
tales que
§(T'™ U By) C By, (1)

HTP U B,) C By, (2)

donde B;, i = 1,2 es la componente de P} — T que es difeomorfa a una
bola abierta en C2, entonces los dos puntos fijos de § estdn uno en cada bola
By, i = 1,2 por el teorema de punto fijo de Brouwer, y por (1) y (2). Luego,
la linea invariante en la que ¢ actia como una transformaciéon parabdlica
intersecta, por ejemplo, a TM U By en un disco cerrado y dicho disco cerrado
va a parar bajo ¢ a su interior, lo cual solo sucede si ¢ actiia como una
transformacién loxodromica en dicha linea, una contradiccion.

Si g es diagonalizable y dos de los valores propios tienen el mismo moédulo.
Entonces ¢ tiene una linea invariante, L, en la cual § actiia como una trans-
formacion eliptica (de P}). Si g fuera fuertemente loxodrémica entonces, por
un razonamiento analogo al del caso loxo-parabdlico, existe un disco cerrado
en L el cual va a parar a su interior bajo § 6 bajo §~! y por tanto § actiia
como una transformacién loxodromica en L, lo cual es una contradiccion.

Concluimos que g necesariamente debe tener sus tres valores propios de
diferente modulo.

O

Proposicion. 2.29. Si g es una transformacion fuertemente lozodromica y
74, Za, Ziy son sus puntos fijos entonces Lo(g) = {Z1, Za, Zs} = L1(§), donde

Z3 es un punto atractor en PE—71 74, y Zy es un punto repulsor en PE—ZyZs.
Adem(is, Lg(g) = leg U Zng.

Prueba. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¢ tiene un
levantamiento h de la forma:

A 000
0 X 0 |,
0 0 Xs

donde 0 < |A{| < |Ag| < |As|. Asi que

Zy=[1:0:0], Za=1[0:1:0], Z3=1[0:0:1].
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Ahora bien, Lo(g) = {Z1, Zs, Z3} porque § tiene orden infinito y para
cada n € Z — {0}, §" tiene conjunto de puntos fijos igual a {Z;, Zs, Z5}.
No es dificil verificar lo siguiente:

= Si Z € P? — Z1Z,, entonces §"(Z) — Z3 cuando n — oo,

«—>
» Si Z € P? — ZyZs, entonces §~"(Z) — Z; cuando n — oo.
«—>
= Cuando nos restringimos a la linea invariante Z;Z, obtenemos una
transformacion loxodromica de P(é tal que Z5 es un atractor y Z; es un
repulsor.

—>

= Cuando nos restringimos a la linea invariante Z,Z3, obtenemos una
transformacién loxodrémica de PE tal que Z es un repulsor y Z3 es un
atractor.

Concluimos que Ly (§) = {Z1, Zs, Z3}.
Ahora queremos demostrar que Ls(§) = Z1Z,UZsZ3. Primero probaremos

la inclusion Ly(g) D Z1Zs U ZyZ5. Consideremos el subconjunto compacto,
K, de P —{Z, Z,, Z3} dado por

K ={[z1: 22 23] | |22 + |23]* = |21 *}.

Claramente Z3 € Lo(g), ahora sea [0 : 29 @ 23] € Z2Z35 — {Z3}, Considere-
mos la sucesion k,, de elementos de K definidos de la siguiente manera:

k, = [(|>\§ZQ|2 + |>\§z3|2)1/2 D A5 2o Azl

Observemos que

AT 2
Ankn:_l
() = 1|5,

2
|23]%) 1 220 23] — [0 29 1 23]

)\TL
2 |22
(= + |52

cuando n — o0o. Lo que implica que [0 : 22 : 23] es un punto de acumulacién
de la familia de conjuntos ¢"(K), y esto implica que [0 : 29 : 23] € La(g).

Concluimos que ZyZ3 C Ly(g). Un argumento similar aplicado a g~! implica
que Z1 7y C Lg(g) Por tanto Lg(g) DAVALS ZQZg.

Para demostrar la otra inclusién usaremos el siguiente lema:
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Lema. 2.30. Si K es un compacto contenido en P2—(Z1Z,UZyZ3), entonces

los inicos puntos de acumulacion de la familia de compactos {§"(K)}nez son
Zl Yy Zg.

Prueba Consideremos, para € > 0, el subconjunto K de PZ dado por
7(K!), donde 7 : S® — PZ es la proyeccién candnica y

f(e(i) = {(21, 22, 23) € S° : |z| > €}

Demostraremos que la sucesion de funciones h,, = Q”‘ K (» converge uniforme-

L 3
mente a la funcién constante con valor Zs. Sea k = [21 : 25 : 23] € KE( ),
entonces

A2 232
2 d(a™(k ,Z — | 33 7
cos (g™ R 22)) = 1 P Agzaf? & Nl

luego, la desigualdad

‘)\3‘2n€2 ) X
< d(g"(k), Z3)) <1
L2+ [Aof2n + [Ag[2ne2 = cos™(d(g"(k), Z3)) <

comprueba nuestra afirmacién.

Sea K C Pé — (Z1Z5 U ZyZ3), un compacto, entonces existe una € > 0
tal que K C KE(?’), entonces para cada vecindad, U, de Z3 existe una N € N
tal que ¢"(K) C U, Vn > N. Asi que el tinico punto de acumulacién de la
familia de conjuntos ¢"(K), n € N es Z3.

Un argumento similar demuestra que el tinico punto de acumulacién de
la familia 7" (K), n € Nes Z;. O

Los lemas 2.13 y 2.30 implican que Lo(g) C 2175 U ZyZ3.

2.5. El Teorema de Clasificacion.

Primero que nada, enunciamos y demostramos el siguiente teorema:

Teorema. 2.31. Toda transformacion de PSL(3, C) resulta ser de uno y solo
uno de los tipos que hemos definido: eliptica, parabdlica o loxodromica. Una
transformacion eliptica es de uno y solo uno de los siguientes dos tipos: reg-
ular (tiene un levantamiento tal que todos sus valores propios son diferentes)
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o0 bien conjugada de una reflexion (tiene un levantamiento tal que dos valores
propios son iguales). Una transformacion parabdlica es de uno y solo uno de
los siguientes dos tipos: unipotente (tiene un levantamiento tal que todos sus
valores propios son iguales a 1), o elipto-parabdlica (no es unipotente). Una
transformacion loxodromica es de uno y solo uno de los siguientes cuatro
tipos: loxo-parabdlica, homotecia compleja, tornillo o fuertemente loxodromi-
ca.

Prueba. Sean g € PSL(3,C) — {1}, y g € SL(3,C) un levantamiento de
g, con valores propios \;, ¢ = 1,2, 3. Tenemos los siguientes casos:

1) g tiene valores propios repetidos

a) |\ =1, parai=1,2,3.
= g es diagonalizable si y solo si ¢ es conjugada, en PSL(3,C),
de una reflexiéon compleja (corolario 2.7).
= ¢ no es diagonalizable si y solo si g ya sea es parabdlica unipo-
tente o elipto-parabdlica dependiendo de si \; € C3 para toda
i=1,2,3,0n0; donde C5 = {1, w,w?} es el conjunto de raices
cubicas de la unidad.
b) Si |Ai| # 1 para algin i = 1,2,3 entonces § es loxodrémico
(proposicién 2.23).
= g es diagonalizable si y solo si g es una homotecia compleja.
= ¢ no es diagonalizable si y solo si ¢ es loxo-parabdlica.

2) ¢ no tiene valores propios repetidos.
a) Los valores propios tienen el mismo médulo (igual a 1) si y solo si

g es eliptico regular (corolario 2.7)

b) Exactamente dos valores propios tienen el mismo mdédulo si y solo
si g es un tornillo.

c¢) |\l # |Aj| cuando @ # j si y solo si g es fuertemente loxodrémica
(proposicion 2.28)
0]

Para enunciar nuestro teorema de clasificacién, tenemos que introducir
nueva terminologia: Una transformacion loxodrémica regular serd una trans-
formacion loxodrémica que tiene un levantamiento tal que todos sus valores
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propios son diferentes. Las transformaciones fuertemente loxodrémicas y los
tornillos son, precisamente, las transformaciones loxodrémicas regulares.

Diremos que una transformacién loxodromica es hiperbdlica compleja, si
preserva una 3-esfera. Asi que una transformacion hiperbédlica compleja es
necesariamente fuertemente loxodromica, pero no todas las transformaciones
fuertemente loxodrémicas son hiperbdlicas complejas.

Con estas observaciones en mente, no sera dificil darse cuenta que las
transformaciones mencionadas en el teorema 2.33 constituyen una particion
de PSL(3,C).

Avin més, una transformacion eliptica, parabdlica o loxodrémica en PU(2,1)
resulta ser una de la clase correspondiente en PSL(3, C).

Lema. 2.32. Sea g € SL(3,C). El conjunto de valores propios de g es in-
variante bajo la inversién en el circulo unitario si y solo si T(g7') = 7(g).

Prueba. Supongamos que el conjunto de valores propios es invariante

bajo la inversion en el circulo unitario. Si {A1, A2, A3} es el conjunto de valores
propios de g entonces {1, Ao, Az} = {(A1)7% (X2)™, (A3)7!}, de donde se
desprende rapidamente que 7(g~') = 7(g). Reciprocamente, supongamos que
7(97") = 7(g). Es suficiente demostrar que g y (g)~! tienen los mismos
polinomios caracteristicos. El polinomio caracteristico de g es x,(t) = t* —
zt?+yt—1, donde . = A\ +Xo+ A3 = 7(9) y ¥y = Mda+ XX+ A3\ = 7(¢971).

La hipétesis implica que 7(g) = 7(¢7 1) y 7(¢7) = 7(9) = 7((g~1)71).

O

Teorema. 2.33. Sea F(x,y) = 2%y*> — 4(2® + ¢*) + 18zy — 27 € Clx,y],
g € SL(3,C), y g la transformacion de PSL(3,C) inducida por g .

1. g es una transformacion eliptica y regular (todos los valores propios de
g son diferentes) si y solo si 7(g) = 7(97") y F(r(g),7(g)) < 0.

2. g es hiperbolico complejo (loxodrémico y preserva una 3-esfera jun-
to con la bola de la cual es frontera) si y solo si 7(g9) = 7(g7') y

F(r(g),7(g)) > 0.

3. § es elipto-parabdlico si y solo si T(g) = 1(g7Y), F(r(9),7(g9)) = 0,
7(g) ¢ 3Cs, y g no es eliptico.
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4.

g es conjugada de una reflexion compleja (ya sea alrededor de una
geodésica compleja o un punto en HZ) si y solo si g es eliptica, 7(g) ¢

3Cs, 7(9) =1(97") y F(r(9),7(g9)) = 0.

g es una transformacion parabdlica unipotente si y solo si 7(g) € 3Cs,

7(g7Y) = 7(g9) y G no es la identidad.

g es lozodrémico reqular pero no hiperbélico complejo si y solo si T(g) #
T(g7") y F(7(9).7(¢97")) #0.

g es una homotecia compleja si y solo si g es diagonalizable, T(g) #
m(g7h) y F(r(g),7(g7")) = 0.

G es lozo-parabdlico si y solo si T(g) # 7(971), F(7(g9),7(¢g71)) =0, y
7(g) no es diagonalizable.

Prueba. El polinomio caracteristico de g tiene la forma:

Xo(t) =2 = 7(g)t* +7(g~ ")t — 1,

entonces ¢ tiene valores propios repetidos si y solo si el discriminante de x,;

i.e. el nimero complejo f(7(g),7(g7")) (ver el lema 1.8); es igual a 0. Sin
embargo, F' = —f. Por lo tanto, g tiene valores propios repetidos si y solo si

F(r(g),7(g7")) = 0.

1.

Supongamos que ¢ es eliptica regular entonces § es conjugada de un
elemento eliptico regular de PU(2,1), por tanto todos los valores pro-
pios de g son niimeros complejos unitarios, asi que 7(g~!) = 7(g).
El Teorema 1.9 implica F(7(g),7(g)) < 0. Recfprocamente, dado que
7(g7") = 7(g), entonces el conjunto de valores propios de g es invariante
bajo la inversién en el circulo unitario. Dado que F(7(g),7(g9) < 0, el
corolario 1.10 implica que los valores propios de g son todos diferentes

y de médulo 1, concluimos que g es eliptica regular.

Si g es hiperbdlico complejo, entonces es conjugado de un elemento
loxodrémico de PU(2,1). Por tanto, 7(¢~') = 7(g) v el Teorema 1.9
implica que F(7(g),7(g)) > 0. Reciprocamente, Si 7(¢97') = 7(g) y
F(7(g),7(g)) > 0, entonces el conjunto de valores propios de ¢ es in-
variante bajo la inversion en el circulo unitario. El corolario 1.10 im-
plica que solo uno de los valores propios tiene modulo 1, asi que dicha
transformacién es conjugada de una transformaciéon de la forma:
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ret
A — 6—2i90
Y
16100
T
donde suponemos, sin pérdida de generalidad, que 0 < r < 1. Sea

u € R tal que r = e~ “. Tomemos

1
B = 0
—1

S = O

se tiene que BAB™! tiene la forma:

cosh(u)ei® 0 sinh(u)e®
0 e~ 20 0 :
sinh(u)e®® 0 cosh(u)e®

concluimos que ¢ es hiperbdlico complejo.

Supongamos que g es elipto-parabdlico, entonces todos sus valores pro-
pios tienen médulo 1 y por tanto, 7(¢7') = 7(g). Ademds, como tiene
un valor propio repetido, necesariamente se tiene que F(7(g),7(g)) = 0.
Claramente g no es eliptico. Observemos que 7(g) ¢ 3C5 porque de lo
contrario todos los valores propios de g serian iguales y por tanto g seria
proyectivamente equivalente a una transformaciéon que tiene todos sus

valores propios iguales a 1.

Reciprocamente, si 7(g7') = 7(g), entonces el conjunto de valores pro-
pios es invariante bajo la inversién en el circulo unitario. Ademas,
F(1(g9),7(g9)) = 0 implica que g tiene valores propios repetidos y en-
tonces todos tienen médulo 1. Como 7(g) ¢ 3C3, entonces g tiene dos
valores propios diferentes, uno de ellos de multiplicidad dos, el hecho
de que ¢ no es eliptica implica que g no es diagonalizable, por tanto, g
es elipto-parabdlica. (Es importante observar que una transformacién
elipto-parabdlica siempre preserva una 4-bola junto con la 3-esfera que
la acota)

Supongamos que ¢ es conjugado de una reflexion compleja, entonces
necesariamente es una transformacién eliptica y tiene un valor propio
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de multiplicidad 2, se sigue que 7(¢7) = 7(g9), F(7(9),7(9)) = 0y
7(g) & 3Cs.

Reciprocamente, 7(g~1) = 7(g) implica que el conjunto de valores pro-
pios es invariante bajo la inversion en el circulo unitario. La ecuacion
F(r(g9),7(g7")) = 0 implica que g tiene valores propios repetidos y en-
tonces todos ellos tienen mddulo 1. Como 7(g) ¢ 3C5 entonces uno de
los valores propios tiene multiplicidad 2, y como ¢ es eliptica entonces
se tiene que ¢ es conjugado de una reflexion compleja.

5. Si g es parabdlica unipotente entonces claramente 7(g) € 3C3y 7(g7!) =

7(g). Reciprocamente, si 7(g) € 3C3 y 7(¢7") = 7(g), entonces el poli-
nomio caracteristico de g tiene la forma:

3 — 3wt? 4+ 3w — 1

donde w? = 1, entonces todos los valores propios son iguales a w y g es
proyectivamente equivalente a una transformacion unipotente.

6. Supongamos que g es loxodréomico regular y no hiperbdlico complejo,
entonces no todos los valores propios de ¢ son iguales en mdédulo. Si
7(97") = 7(g) entonces g es hiperbélico, lo cual no puede suceder por
hipétesis, asf que 7(g~") # 7(g). El hecho que g sea regular implica que
F(r(g9),7(g7")) # 0. Reciprocamente, si F(7(g),7(g7")) # 0, entonces
g es regular. Ahora bien, no todos los valores propios pueden tener
el mismo modulo, porque entonces todos tendrian moédulo 1 y esto
implicarfa que, 7(¢7') = 7(g). As{ que g es loxodrémica (se puede
conjugar g de tal manera que quede una matriz diagonal donde no
todos los elementos de la diagonal tienen el mismo médulo), y g no es

hiperbélico complejo puesto que 7(g7%) # 7(g).

7. Supongamos que § es una homotecia compleja, entonces g es diagonal-
izable, tiene un valor propio de multiplicidad dos y no todos los valores
propios tienen el mismo maédulo, entonces 7(g~") # 7(g) (porque de lo
contrario, el conjunto de valores propios es invariante bajo la inversién
en el circulo unitario y si tenemos un valor propio repetido, entonces
todos tienen médulo uno), también F(7(g),7(¢g7')) = 0. Reciproca-
mente, si F(7(g),7(g7")) = 0, entonces g tiene un valor propio repeti-
do. Ademsés, 7(¢g71) # 7(g) implica que no todos los valores propios
tienen el mismo moédulo. Dado que g es diagonalizable, se obtiene que

g es una homotecia compleja.
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Supongamos que ¢ es loxo-parabdlico, entonces g tiene un valor propio
de multiplicidad dos y no todos los valores propios tienen el mismo
médulo, por tanto F(7(g),7(¢71)) =0y 7(¢g71) # 7(g9) . Ademds g no
es diagonalizable.

Reciprocamente, supongamos que g no es diagonalizable y 7(g7!) #
7(g), entonces g tiene un valor propio de médulo diferente de 1 (pues

de lo contrario 7(¢~') = 7(g) ), por tanto, g es loxo-parabdlica.

O



Capitulo 3

La Estructura Local de Q(I')/T

3.1. La estructura local de (I")/T

Sea I' < PSL(3,C) y supongamos que = € Q(I'), entonces Stab(x), el
estabilizador de x en I', consta de un ntmero finito de elementos. Estamos
interesados en conocer todas las posibilidades para el grupo Stab(z) y en
analizar localmente a /T’

Proposicién. 3.1. Todo subgrupo finito de GL(n,C) es conjugado de un
subgrupo de U(n).

Prueba.
Denotemos mediante (-, -)) el producto hermitiano usual de C". Sea ((-, -))
producto hermitiano de C™ definido mediante

geqG

Este producto hermitiano es positivo definido y por tanto equivalente al
usual, ademas G estda contenido en el grupo unitario que corresponde al
producto ((+,+)), lo que implica que existe un elemento h € GL(n,C) tal que
hGh™' C U(n).

O

Corolario. 3.2. Todo subgrupo finito de SL(3,C) es conjugado de un sub-
grupo finito de SU(3).

o1
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Prueba. Sea G un subgrupo finito de SL(3,C) La proposicién anterior
implica que existe h € GL(3,C) tal que hGh™* C U(3), pero hGh™! C
SL(3,C), entonces hGh™' C SU(3).

O

Proposicién. 3.3. Sea G < PSL(3,C) un grupo finito, tal que G fija un
punto x € PZ, entonces G es conjugado en PSL(3,C) de un subgrupo finito
de PU(2,1) de la formaP(G), donde G es un subgrupo de SL(3,C)N(U(2) x
U(1)) isomorfo a un subgrupo finito de U(2), y P : SL(3,C) — PSL(3,C) es

la proyeccion canonica.

Prueba.

Sea G = P~1(@). Existe hy € GL(3,C) tal que hyGhi' € SU(3). Ademis,
existe un subespacio complejo unidimensional de C?, digamos el generado
por & € C* — {0}, que es invariante bajo hyGh7'. Dado que U(3) actiia
transitivamente sobre el conjunto de subespacios complejos de dimension uno,
existe hy € U(3) tal que hy((Z)) = ((0,0,1)) entonces G = hyhiG(hyhy)™"
es un subgrupo finito de SU(3) tal que cada uno de sus elementos tiene una
matriz asociada de la forma

(0 gy ) A<V
L]

Corolario. 3.4. Si G es un subgrupo finito de PSL(3,C) que deja fijo al
punto x € P2, entonces para cada vecindad V de x existe una vecindad de
de la forma U = f(HZ), f € PSL(3,C) tal que U C V es invariante bajo G.

Prueba. )
Usando la notacién de la prueba de 2.36, tenemos que [IGf = P(G),
donde f = P((hyh1)™!) y cada elemento de P(G) tiene un levantamiento de

la forma
A 0
( 0 (det(A))! ) A€UQ)

~

lo que implica que P(G) preserva la familia de vecindades de [0 : 0 : 1]
dadas por {[z1 : 22 : 23] : |21]* + |22|* < r|z3]*}, 7 > 0. El resultado se sigue
ahora, del hecho que esta familia constituye una base para la topologia en el
punto [0:0: 1].
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O

Se dice que un conjunto A es precisamente invariante bajo un subgrupo
G de T si

i) g(A) = A paratoda g € G,y
ii) v(A)N A= @ paratodayel —G.

Corolario. 3.5. Sea I' < PSL(3,C), y sea x € Q(I'), entonces existe una

vecindad de x en Q de la forma h(HZ), donde h € PSL(3,C), la cual es
precisamente invariante bajo Stab(z) en I

Prueba El corolario anterior implica que es suficiente encontrar una
vecindad precisamente invariante bajo Stab(z) en I' para concluir esta de-
mostraciéon. Sea V' una vecindad de z en Q(I') con cerradura compacta en
Q(T"). Dado que solo hay un nimero finito de elementos de I" para los que
VNg(V) # @, podemos encontrar una vecindad mas pequefia de x, que atn
llamamos V', tal que g(V) NV # & solamente para elementos g € Stab(x).
Entonces Myestab(x) g(V) es una vecindad de x que es precisamente invariante
bajo Stab(z) en I'.

O

Todo lo ya demostrado implica el siguiente teorema:

Teorema. 3.6. Para cada x € Q(I"), la clase de x, denotada por [z] € /T,
tiene una vecindad, en QU /T, que es homeomorfa al cono con vértice en |x]
de un espacio de la forma S®/G, donde G es un subgrupo finito de U(2), que
actiia en S por transformaciones lineales.

3.2. Ejemplos

El siguiente ejemplo ilustra el hecho de que Q(G)/G puede ser compacto
y GG contener elementos parabdlicos.

1. Sea G' = (g1, 92, 93, ga) €l grupo generado por las transformaciones de
PSL(3, C) inducidas por las matrices:

S O
O =
— o O

1 10
a=10101], g=
0 0 1
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S0 = O

100 1 0
g=|10101], gu=1{20 0
011 0 1

Observemos que §,G; = §:Js, para cualesquiera s,t = 1,2, 3, 4; también,
para cada g,, 1 < s < 4 se tiene que el orden de g es infinito, y de hecho,
G2ZOL DL D Z. Ademas, cada elemento de G tiene la forma

91'95°95°g5*, ms €Z, 0<s<4
y es inducido por una matriz de la forma

1 ny + Z"flg 0
0 1 0
0 ng+ing 1

Asi que cada elemento g € G — {1} es parabdlico y

Ag) = Z1 75 = Lo(g),

donde Z; =[1:0:0], Z3 =1[0:0:1].

Fijemos gy € G—{1}, y sea z € PZ tal que Stabg(x) es infinito. Tomemos
g € Stabg(x) — {1} y observemos que = € Lo(g) = Lo(go), puesto que el
orden de cualquier g # 1 es infinito. Por tanto, Lo(G) C Lo(go). La inclusién
opuesta se sigue por definicién de Lg, entonces Lo(G) = Lo(go) = Z17Z5.

Supongamos que existe una sucesién de diferentes elementos {gx} de G y
un elemento y € P% — Z,Z3 tal que gx(y) — z, podemos suponer que cada
elemento g tiene una matriz asociada de la forma:

1 ny(k) +ina(k) 0
0 1 0|,

Observemos que |ny (k) +ing(k)|*+|ns(k)+ing(k)|* — oo cuando k — oo.
Luego, si y = [y1 : ¥2 : y3], entonces

cos” d(gi(y), Z17s) =

_ (k) + ina (k)P + [ya(ns(k) + ina(k)) + sl
[y1 + y2(na (k) + ina(k))? + [y2l* + [y2(na(k) + ina(k)) + ys|?
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—>

tiende a 1 cuando k — oo, entonces x € Z1Z3 = Ly(go). Por tanto,

Ll(G) - Lo(go) = Z1Z3.
Sea x € PZ tal que gx(z1) — x, donde {gx} es una sucesién de diferentes

elementos de G y zp — z € P(g — /173, entonces un razonamiento similar al
anterior demuestra que = € Z<1_Z)3. Por tanto, Ly(G) C Z<1_Z)3. Concluimos que
e

Entonces Q(G) = Pg — Z(1—Z>3 y podemos identificar Q con C?, mediante
(21,23) < [21 : 1 : z3). Bajo esta identificacién, tenemos que

gl(zh Z3) = (Zl + 17Z3)7 92(217 Z3) = (Zl + i,Z3),

93(21,23) = (21,23 + 1), ga(21,23) = (21,23 +19),
de donde resulta claro que Q(G)/G = St x St x St x St

El siguiente ejemplo nos da una aplicacion del teorema 2.29.

2. Sean 11,12 € PSL(3,C) transformaciones de orden 2. Si G = (11,12) =
Zig x g, entonces

Lo(G) = Lo(n2), (1)
L1 (G) = L1(7,1Z2) U 11 (L1(1112)> U Zg(Ll(Zl’LQ)), (2)
LQ(G) = Lg(lllg) U 1 (Lg(lllg)) U ZQ(LQ(’Ll’LQ)). (3)

Concluimos que G es kleiniano complejo si y solo si 2125 no es eliptico. En
particular, el teorema de clasificacion segiin la traza que ya demostramos
implica que G es kleiniano complejo si 7(2129) # 7(1921), 0 bien, si

T(1122) = 7(1211) y F(7(2102), T(2122)) > 0.

Prueba.

Primero observemos que las palabras de longitud impar son conjugados
de 21 o de 15 y las palabras de longitud par son potencias enteras de 2125. No
es dificil darse cuenta de que Lg(2122) U 21(Lo(2122)) U 22(Lo(2122)) C Lo(G).

Ahora bien, si Stabg () tiene orden infinito, entonces existe una sucesion
de elementos diferentes de Stabg(x), digamos gi. Consideremos los siguientes
casos:

= g, contiene una subsucesion de elementos de longitud par, entonces
x € Lo(2122).
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= g, contiene una subsucesion de elementos de longitud impar, entonces
cada g es una (1, 1)-forma o una (2, 2)-forma. Si se tiene una subsuce-
sién, que denotamos g, de (1, 1)-formas entonces grgx11 €s una palabra
de longitud par que fija a z, luego x € Lg(2122). Si se tiene una sub-
sucesién de (2, 2)-formas se procede andlogamente para demostrar que
x € Lo(2122).

Lo anterior prueba que Lo(G) = Lo(2112).

Para demostrar (2), sea z € P2 y supongamos que existe g; una sucesion
de elementos diferentes de G, y un punto y € P% — Lo(G) = P% — Lo(1112)
tales que gx(y) — x cuando k — oo. Consideremos los siguientes casos:

m g, contiene una subsucesion de elementos de longitud par, entonces
x € L1(2119).

= g, contiene una subsucesion de (1, 1)-formas, entonces 15(x) € Ly (2122).

= g, contiene una subsucesion de (2, 2)-formas, entonces 11 (x) € Ly (2112).
Concluimos que L1(G) C Ly(2122) U 21 (L1(2122)) U 1a( Ly (2122)).

La otra inclusién se obtiene de que Ly (2122) C L1 (G) y de que L (G) es
G-invariante.

Si 1129 es eliptico, entonces tiene orden infinito y ambos lados de (3) son
vacios. Cuando 2129 no es eliptico, un proceso analogo al anterior se usa para
demostrar que Lo(G) C Lo(1122) U 21(La(2122)) U 22(La(2122)).

La otra inclusién se obtiene del hecho que (Lo(G) U L1(G)) — (Lo(2122) U
L1(2122)) consta de a lo més seis puntos.

O



Capitulo 4

Las Suspensiones

En este capitulo estudiamos el conjunto limite de unas construcciones de
un grupo kleiniano complejo de PSL(3,C), a partir de un grupo kleiniano
clasico.

Definicidn. 4.1. Sea g € PSL(2,C), y supongamos que los dos levantamien-
tos de g a elementos de SL(2,C) estin dados por las matrices +g. Cada uno
de los elementos de PSL(3,C) inducidos, respectivamente, por las matrices

g 0 —g 0
0 1) 0o 1)’
se llama una suspension de g.

—>
Observemos que la linea Z;Z, = {[z; : 22 : 0] € P2} permanece invariante
bajo la accién de cada una de las suspensiones de g en P2, atin més, la accién

—>

sobre Z;Z5 de una suspension de g es la misma que la accién de g sobre Pt

Proposicién. 4.2. Sea g € PSL(2,C), y g € PSL(3,C) una de sus suspen-
si0mes.

a) Si g es la identidad entonces § es la identidad o un elemento eliptico
de orden 2.

b) Si g es eliptico entonces g es eliptico.

c) St g es parabdlico entonces § es parabélico unipotente y tiene toda una
linea de puntos fijos, o bien es elipto-parabolico racional.

o7
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d) Si g es hiperbdlico, entonces § es hiperbdlico complejo.

e) Si g es loxodromico, entonces § es fuertemente lozodrdmico.

Prueba. Denotemos por g un levantamiento de g a SL(2, C).

a)

b)

Se sigue de que la identidad en PSL(2, C) tiene como levantamientos a
I,—I € SL(2,C).

Un levantamiento a SL(2,C), de un elemento eliptico en PSL(2, C), es
diagonalizable y todos sus valores propios tienen modulo 1. El corolario
2.7 demuestra la afirmacién b).

Si g es parabdlico, entonces existe h € SL(2,C) tal que

Lo (11N, (-1 -1
heh _<01 Lo —1)

Por tanto, ¢ es inducido por una matriz conjugada a una de la forma

110 1 —1 0
0o10)6 0 —10}|,
001 0 0 1

el inciso ¢) se deduce facilmente de la ltima afirmacién.

Si g es hiperbdlico entonces los valores propios de g son reales y de
la forma r,1/r, donde r # +1, entonces § tiene un levantamiento a
SL(3, C) cuyos valores propios tienen todos médulos diferentes entre si y
ademas el conjunto de valores propios es invariante bajo la inversién en
el circulo unitario, se sigue que ¢ es hiperbélico complejo (ver la prueba
de 2.33 inciso 2)).

Si g es loxodrémico, entonces los valores propios A1, Ao de g, satisfacen
que |A1| = 1/|A2] # 1. Por tanto, § tiene un levantamiento tal que sus
valores propios tienen diferentes médulos entre si. El inciso e) se sigue
de la proposicion 2.28.
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Seade y Verjovsky incluyen la siguiente construccion en [12] sin demostracion.
Esta construccién permite construir un grupo kleiniano complejo I’ C PSL(3,C)
a partir de un grupo kleiniano cldsico I' € PSL(2,C). Notemos que P} es
el espacio de lineas complejas en C? que pasan por el origen y PZ se puede
pensar como C? unién el hiperplano en el infinito. Si extendemos la accién
de T en P} a una accién lineal (unimodular) en C?; esto es, a una accién de
un subgrupo I c SL(2,C) en C?, entonces tenemos una accién de [ en PE.
Se tiene una sucesion exacta:

0 — Zy — SL(2,C) — PSL(2,C) — 1,

donde la funcién SL(2,C) — PSL(2,C) es la proyectivizacién P. Siempre se
puede levantar I' a SL(2,C) tomando la imagen inversa bajo P, asi que T’
siempre se puede extender a un grupo kleiniano [ en P2, cuya restriccién al
P¢ en el infinito es I'. En otras palabras,

I' = {4 € PSL(3,C) : 4 es suspension de algin elemento de I'}.

Asf que cada elemento de T tiene un levantamiento a PSL(3,C) de la forma

+A 021

O1><2 1 ’
para algin A € SL(2,C) tal que P(A) € T'. El grupo I’ se llama la doble
suspensién de I'. Si podemos levantar I' a un subgrupo I' C SL(2, C) que
intersecta el kernel de P solamente en la identidad, entonces I' puede con-

siderarse como un subgrupo deNPSL(S, C). En este caso, decimos que I' se
puede suspender y llamamos a I" una suspension de I'.

Proposicién. 4.3. Sea I' C PSL(2,C) un grupo kleiniano cldsico, con con-
junto limite clasico A(T') considerado como subconjunto de la linea en el
infinito Z1\Zy = {[z1 : 20 : 23] € P2 : 23 = 0}. Denotemos por [ la doble
suspension de I', y mediante Zs al punto [0 : 0 : 1]. Entonces

La prueba de la proposicion 4.3 estd dividida en los siguientes cuatro
lemas (4.4 a 4.7).
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Lema. 4.4.
. Uzear) Z22s  si L contiene elementos parabdlicos
Lo(I') =
ATYU{Z3} siI no contiene elementos parabélicos.
Prueba.

Caso 1. Supongamos que I' contiene elementos parabolicos.
Sea Z € P¢—{Z3} un punto que tiene grupo de isotropfa infinito, entonces

—>

el punto de interseccién de las lineas ZZs y Z1Z5 también tiene grupo de
isotropia infinito y es, por tanto, un elemento de A(I') C Z;Z,. Asi que

7€ UZEA(F) Z Z3 y deducimos que Lo(f) C UZEA(F) Z7s.

Ahora demostraremos la inclusién opuesta; esto es, (J ¢y £23 C Lo(T).
Para este fin tomemos 7y € I' un elemento parabdlico y denotemos por g
la suspensién de vy que es parabdlica unipotente (ver la proposicién 4.2 c)).
El conjunto de puntos fijos de 9, es una linea que pasa por un punto X €
AT C Z1Zy y por Zs, lo que implica que X Z3 C Lo(L).

Si I" es elemental entonces necesariamente |A(I')| = 1 (porque si |A(T')| =
2 entonces I' no es discreto puesto que contiene un elemento loxodrémico y
un parabdlico con un punto fijo comun) y ya acabamos.

Supongamos que ' no es elemental. La doble suspension r restringida a

Z(1—Z>2 induce la misma accién que I', y dado que la érbita de X € A(T") bajo
I es densa en A(T"), tenemos que la érbita de XZ3 C Lo(f) bajo I es densa

en Uyeary £22s- Ast que Uyepry £225 C Lo(T), porque Ly(T') es cerrado y T
invariante.

Caso 2. Supongamos que I no contiene elementos parabdlicos.

Sea g € SL(2,C) tal que P(g) € I' — {1}, entonces ningtn valor propio
de g es igual a 1 6 —1, porque I' no tiene elementos parabdlicos. Asi que
los puntos fijos en P? de una transformacién de PSL(3,C) inducida por una

matriz de la forma
:l:g O2><1
O1><2 1 ’

pertenecen a Z(1—Z>2 U {Z3}. Por tanto, Lo(f‘) C ZEQ U {Zs3} y dado que la

accion de I' en 7,75 es la misma que la de I, se tiene que

~

Lo(T') € Lo(I') U{Z5} = A(I') U{Z5}.
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Por 1ltimo, no es dificil ver que

A

{Zs} UAT) = {Z3} U Lo(I') C Lo(I).

Lema. 4.5. Sea 7, una sucesion de diferentes elementos de I' entonces:

i) Existe una subsucesion, que aun denotamos,, y puntos Z, 7' € A(I") C
Z1Zy tales que 4,(-) — Z uniformemente en subconjuntos compactos

de Pé — Z/Zg.

—>

i) i X € 7'Zs — {Z'} entonces existe otra subsucesion, que seguimos
denotando 4, tal que Y,(X) — Zs.
Prueba. Primero que nada, observemos que el conjunto P2 — {Z3} es

una vecindad tubular de la linea Z;Z, en P, con proyeccién normal dada
por

WZPé-{Z:g}—)Z(l_)ZQ

[y g2t ys]) = [y1 2 922 0].
Esta proyeccién envia un punto en P2 — {Z3} al punto de interseccién de la

linea proyectiva compleja Z;7Z5 y la linea proyectiva compleja determinada
por el punto Z3 = [0: 0: 1] y el punto en cuestion.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que el subgrupo de isotropia

del punto [1:0: 0] € Z,Z, consiste inicamente de la identidad, que [1: 0 :

0] € Z1Z5 — A(T') y que cada 7, tiene un levantamiento de la forma

a, b, O
¢, d, 0
0 0 1

Ahora utilizamos una propiedad de un grupo kleiniano clésico, en este caso I,
que nos garantiza la existencia de una subsucesiéon de 4, , que aun denotamos

An, y puntos Z, 7' € A(I') C Z1Z5 tales que 4, | —. (-) — Z uniformemente
VAV

en subconjuntos compactos de 7,7, — {Z'}.
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—>

i) Sea K C P} — Z'Z3 un conjunto compacto y X = [z 129 1 23] € K.

Queremos demostrar que %(X ) — Z uniformemente en K. Para este
fin, es suficiente verificar que la distancia de Fubini-Study

A

d(3u(X), Au(m(X))) — 0

uniformemente en K (puesto que la subsucesién que elegimos nos garan-

tiza la convergencia uniforme 4, (m(X)) — Z en el conjunto compacto
K).

Por construccién, la subsucesién de 4, que se toma es tal que [—d,, :
¢ 2 0] = Z'. También tenemos lo siguiente:

o8 (d(3n(X), An(r (X)) = &

B lanz1 + bpzo|?® + |cnzy + dpzol?
lanx1 + bpxa|? + |cnxy + dpxs|? + |32

anx1+bnxa |2
|cn:c1+dn:c2 | +1

|anm1+bnm2|2 +1 _|_|

cnr1+dno

il
cnx1+dnzo

La ultima expresién converge uniformemente a 1 en K porque

anTy + bpxa o

| |||2

Cn1 + dpxo
uniformemente en K y

e

— =
a1+ dp@2 |y + Doy

uniformemente en K, porque 1/|c,|, el radio del circulo isométrico de

converge a 0, y [—d,, : ¢, : 0] converge al punto Z' € A(I") C Z,Z, que
no pertenece a m(K).
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ii) En este caso suponemos que X = [z : x5 : 23] # Z' pertenece a la linea

—

Z'Zs. Si X = Z5 entonces el lema es obvio puesto que todo elemento de
I fija a Zs, asi que podemos suponer que X o Zs y entonces 7T(X) A
Por tanto, [—d,, : ¢, : 0] — 7(X) = [z : 25 : 0].

Tomemos nuevamente una subsucesion, que seguimos denotando 7, tal

que 4, (m(X)) — W, y observemos que

|25/
‘CLnSL’l + anQP + |Cn£(71 + dnLL’QP + |JJ3|2

cos®(d(3n(X), Z3)) = 70,

anx1+bnxo |2
pero dado que [¢2r a2 |

converge a 0, tenemos que |a,x; + b,r5|* también converge a 0, lo que
implica que

converge a un nimero real, y |c,z1 + d,xo|?

cos®(d(3u(X), Z3)) — 1
y por tanto, 4, (X) — Zs.

O
Lema. 4.6
I (f) [ A si I' contiene elementos parabdlicos,
! AYU{Z3} siI no contiene elementos parabdlicos.
Prueba.

Caso 1. Supongamos que I" no contiene elementos parabdlicos.

Sea X = [11 : @ : 23] € P2—Lo(T') = P2—(A(T)U{Z3}) y 4, una sucesién
de diferentes elementos de I' tal que %(X ) converge a 7 = [21 1 29 @ 23]. El
lema 4.5 implica que Z € A(T') U {Zs}. Por tanto, Ly(I') € Ly(T') U {Zs}.

La demostracion de la inclusion opuesta, se sigue de lo siguiente:

Si X € Z,Z, — A(T) entonces el conjunto de los puntos de acumulacién
de su érbita bajo I es igual a A(T).

Sea 7 € I un elemento loxodrémico (dicho elemento existe si A(I') # &,
porque estamos suponiendo que I' no contiene elementos parabdlicos). Sea

Z € Z1Z5 un punto fijo de 7o, si XeZZs— {Z, Z3} entonces Z3 es un punto
de acumulacién de {4§(X) }nez (ver las proposiciones 4.2 y 2.29).
Caso 2. Supongamos que I' contiene elementos parabdlicos.
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Sea X € P2 — Lo(I') = P? — Uzeam Z(_Z;, y tomemos una sucesién de
diferentes elementos 4, de I' tal que 4,(X) converge a Z. El lema 4.5 i)
implica que Z € A(T') C Z,Z,. Por tanto, Ly (') ¢ A(T).

Reciprocamente, si X € Z;Zy — A(T') C P2 - Lo(T") entonces el conjunto
de los puntos de acumulacién de su 6rbita bajo I' es igual a A(T"). Por tanto

A

A(D)  Ly(D).

O
Lema. 4.7.
. A(D) si I contiene elementos parabdolicos ,
La(1) = { Uzeam Z?% st I' no contiene elementos parabdlicos.
Prueba.

Caso 1. Supongamos que I" no contiene elementos parabdlicos.

Primero demostramos la inclusion (J ¢,y £23 C Lo (I'). Podemos supon-
er que |A(T')] > 2, porque si |A(I')] = 0 entonces el lema es trivial, y si
|A(T")| = 1 entonces I' contiene un elemento parabdlico. Sea X € A(I') un
punto fijo del elemento loxodrémico v € I', y consideremos un levantamiento
g, de v, a SL(2, C), entonces la suspensién 4 € T, de v, inducida por la matriz

g O
Oixo2 1 ’

es un elemento fuertemente loxodrémico de PSL(3,C). Ademas Lo() C

Ly(T"), porque Lo(I') = Ly(I") = A(T") U {Z3} (ver la prueba de 2.29). Aho-
ra bien, Ly(%) consiste de dos lineas: las determinadas por cada punto fijo
de v en Z1Z,,y Zs (proposicién 2.29). Si |A(I')| = 2 entonces ya acabamos

>

puesto que A(T") consiste precisamente de los dos puntos fijos de ¥ en Z; 2.
Si [A(I")| > 2 entonces la accién de I' en A(I') es minimal, lo que implica que

~

la érbita bajo I' de cualquiera de las dos lineas que forman a Ly(%) C Lo(I),

es densa en [J ¢y Z£Z3. Ademds Lo(T) es cerrado y T-invariante. Por tanto,
Uzear) 243 C Lo(I).
Para demostrar la inclusién Ly(T') € J,,. Ay £ Z3 tomemos un subcon-

junto compacto K de PE — UZeA(F) ZZ3 y un punto de acumulacién Z
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de la familia de conjuntos compactos {4(K )}ser- Existe una sucesion 4,

de diferentes elementos de I’ y K, una sucesiéon de elementos de K tales
que k, — k € Ky 4n(kn) — Z. El lema 4.5 i) aplicado a la sucesién
4, implica que Z € A(T') € Ly(T"). Por tltimo, el lema 2.13 implica que

L ( )C UZeA Z Z3
Caso 2. Supongamos que I' contiene elementos parabdlicos.
Si K es un subconjunto compacto de

PZ = (Lo() U Ly(I) U 22,

entonces el lema 4.5 1) implica que los puntos de acumulacion de la érbita de
K estan contenidos en A(I"). Por tanto, Lo(I') C A(T).
Reciprocamente, si tomamos el conjunto compacto que consta de un pun-

to contenido en Z,Z, — A(I') C P& — (Lo(I) U Ly (T")) entonces el conjunto de
los puntos de acumulacién de su I'-6rbita es igual a A(T).
O

La prueba de la siguiente proposicion es practicamente la misma que la
de la proposicion 4.3.

Proposicién. 4.8. Sea I' C PSL(2,C) un grupo kleiniano cldsico, con con-
junto limite A(T") considerado como subconjunto de la linea en el infinito

ZyZy = {71 : 20 1 23] € PE 1 z3 = 0}. Supongamos que I' tiene una suspen-
sion I' € PSL(3,C) y denotemos por Zs al punto [0 : 0 : 1]. Se tienen las
siguientes igualdades:

Lo(f) _ UZGA(F) ZZs  si© contiene elementos parabdlicos unipotentes,
AT)YU{Zs} siT no contiene elementos parabdlicos unipotentes,

I (1;) [ A si I contiene elementos parabdlicos unipotentes,

! AMYU{Z3} siI no contiene elementos parabdlicos unipotentes,
I (A) A(D) si T' contiene elementos parabdlicos unipotentes,

? UZeA(F) ZZs siT no contiene elementos parabdlicos unipotentes.

Por lo tanto, A(T') = Uzeam ZZg.
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El siguiente corolario nos sera de utilidad en la prueba del teorema 5.33.

Corolario. 4.9. Sea T' un subgrupo de PSL(3,C) que satisface las siguientes
condiciones:

i) Cada elemento 5 € T' tiene un levantamiento a SL(3,C) de la forma
Aoxa Oaxi _
( Ore A ) Al = 1.

ii) El grupo [ actiia como un grupo kleiniano cldsico en la linea 7y Zy =
{[z1: 22 : z3) € P2 : 23 = 0} (denotamos por A(T) el conjunto limite

cldsico obtenido de la accion de T sobre Z175).

iii) Lo(T) = A(T) U {Zs}, donde Zs =1[0:0: 1],

entonces
Ly(T) = A(T) U {Z3}
y —
L) = |J 22

La prueba del corolario 4.9 es practicamente la misma que la del caso
cuando I' no tiene elementos parabdlicos en la proposicion 4.3.

Por tltimo consideramos un ejemplo de un subgrupo discreto de PSL(3, C)
que no es un grupo kleiniano complejo.

Sea P = PSL(2,Z]i]) el grupo de Picard. Se sabe que este subgrupo
discreto de PSL(2, C) tiene regién de discontinuidad vacia en C. De hecho, si
w=(2)+i(%),p,q,r € Z,r # 0 entonces el elemento de PSL(2, C) inducido

por la matriz
1—wr?  (rw)?
—r2 14 wr?

pertenece a P y es parabélico con punto fijo w. Claramente el conjunto
de puntos {w = (?) +i(?) : p,q,v € Z,r # 0} es denso en C. Sea P la

doble suspension de P a PSL(?), C), entonces 75Aes un subgrupo discreto de
PSL(3,C) y Ademds Lo(P) = P2. Por tanto Q(P) = @.



Capitulo 5

Subgrupos Discretos de PU(2,1)

Sea GG un grupo discreto de PU(2,1) =2 U(2,1)/U(1). Este grupo actia en
el plano hiperbélico complejo HZ por isometrias holomorfas, donde pensamos
en HZ como la bola

{[z1:20: 23] € Pé| |z1]* + |22]* < |23]?},

equipado con la métrica de Bergman. El conjunto limite L(G) de G en el
sentido de Chen-Greenberg [2] es el conjunto de puntos de acumulacién de
cualquier G-érbita de un punto en H; precisamente como sucede para grupos
kleinianos cldsicos en geometria hiperbdlica real, L(G) esta contenido en la
"esfera en el infinito” S = OHZ. Por otra parte, ya tenemos la nocién de
conjunto limite segin Kulkarni [8] que podemos usar para G, considerado
como un grupo de automorfismos de PZ.

En este capitulo demostramos que, si G es un subgrupo discreto de
PU(2,1), y A(G) denota el conjunto limite segiin Kulkarni [8] de G actuan-
do en P2, entonces el conjunto limite de Chen-Greenberg [2] coincide con la
restriccién de A(G) a HA. Atn mds, demostramos que el conjunto A(G) se
obtiene del conjunto limite, L(G), segiin Chen-Greenberg, tomando la unién
de todas las lineas complejas tangentes a 9HZ que pasan por puntos de L(G).

5.1. El Conjunto Limite Segiin Chen-Greenberg

Denotaremos por p la métrica de Bergman en HZ. La expresién B,(z, C),
denotard la bola con centro en z € HZ y radio C' > 0, con la métrica de
Bergman en HZ.

67
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Lema. 5.1. Si (z,,)nen €s una sucesion de elementos de H%, tal que x, —
q € 0HZ, y C es un nimero positivo fijo, entonces el didmetro euclidiano de
B,(x,,C) tiende a cero.

Prueba. Usaremos el modelo de la bola unitaria B*> C C? para HZ. Sea
x € B?. Todas las geodésicas complejas que pasan por x tienen la forma

By ={r+Cy:CeCla+yl<1hyeC’lyl=1.
La distancia euclidiana de ¥, al origen de B? es igual a

[z — (z, y)yl = 7(y),

y 2y es un disco euclidiano de radio euclidiano

(1=r(y*)"? = (1= |2’ + [z y) )" = R(y).

Atn més, la métrica de Bergman en X, tiene la forma

4R(y)3*dzdz
(R(y)* —12*)*

Ahora bien, B,(z, C)N%, es un disco hiperbélico de radio hiperbélico C' en 3,
y cuyo centro hiperbélico, z € ¥, se encuentra a distancia euclidiana | {(z, y))|
del centro euclidiano de ¥, (dicho centro corresponde al punto x — (z,y)y),
entonces B,(z,C) N Y, es un disco euclidiano de radio euclidiano

R(y)? — [{z,y)I* '
R(y)? — tanh®(C/2)[{(z, y))|?

Ce(y) = R(y) tanh(C/2)

Si x permanece fijo, entonces C,(y) es una funcién continua de y € S3. Sea
ym tal que Ce(yy) > Ce(y),Vy € S*. Sean X1, Xy € B,(z,C), entonces
existen yi,ys € S% tales que X, € ¥, N B,(x,C), k = 1,2. Si o4 denota el
centro euclidiano del disco X, N B,(z, C), se tiene que

| X1 — Xo| < | Xy — 01| + | Xy — 2] <2Cc(y1) + 2Ce(y2) < 4C(ymr)-

Por tltimo, observemos que C.(y) — 0 para cada y, cuando = se acerca a
OHZ. O

Definicién. 5.2. El conjunto limite, L(G), ( de Chen-Greenberg) es el con-
junto de puntos en OHZ que son puntos de acumulacion de la G-drbita de
algin punto en HE.



5.1 El Conjunto Limite Segin Chen-Greenberg 69

Es importante observar que el siguiente lema 5.3, el cual es una ligera
generalizacién para el caso complejo bidimensional del lema 4.3.1 de [2],
implica que L(G) no depende del punto = € HZ.

Lema. 5.3. Seap € HZ y sea {gn }nen una sucesion de elementos de PU(2,1)
tal que im,,_.o, g,(p) = q € OHZ. Entonces para toda p' € HZ tenemos que
limy, o0 g (p') = q. Atin mds, si K C HZ es un conjunto compacto, entonces
la sucesion de funciones g,|,. converge uniformemente a la funcion constante
con valor q.

P

Prueba. Procedamos por contradiccién, y supongamos que existe p’ €
HZ tal que sucesién {g,(p')} no converge a g. Sin embargo, existe una sub-
sucesién de {g,(p')} que converge a un punto ¢’ € HZ, ¢ # ¢. Asi que
podemos suponer que lim, .., g,(p) = ¢ y lim, . g.(p') = ¢’. Denotemos
por [p,p'] v [q,4¢'] los segmentos geodésicos (con respecto a la métrica de
Bergman) que unen a p con p’ y a ¢ con ¢, respectivamente. La distancia, in-
ducida por la métrica de Bergman, entre p y p’ es igual a la longitud de [p, p'],
la cual a su vez es igual a la longitud de [g,(p), g.(p")], pero esta longitud
tiende a oo cuando n — oo, una contradiccién. Por tanto g,(p') — ¢.

Ahora demostramos que la convergencia es uniforme. Si K es un conjunto
compacto en HZ, entonces existe C' > 0 tal que K C B,(0,C) , donde 0
denota el origen en el modelo de la bola B? para H%. La primera parte de la
prueba implica que g,(0) — ¢. Dado que g, es una isometria de HZ, tenemos
que ¢,(B,(0,C)) = B,(9,(0), C) para cada n. El resultado se obtiene de 5.1.

O

El siguiente lema, que nos serd de gran utilidad, se encuentra en [2], y
nos dice que el conjunto L(G) es minimal en un sentido.

Lema. 5.4. [2] Sea G < PU(2,1). Si X C 0HZ es un conjunto cerrado,
G-invariante, y contiene mds de un punto entonces L(G) C X.

Prueba.

Sea q € L(G). Existe una sucesién (g, )nen tal que g,(p) — ¢ para todo
p € HZ. Sean z,y € X, z # y. Supongamos, tomando subsucesiones si
es necesario, que g,(z) — %, g,(y) — 9, con T # q,9 # q. Sea p’ € HZ un
punto sobre la geodésica determinada por x e y. Entonces g, (p’) esté sobre la
geodésica determinada por g,(z) y g,(y). Dado que ¢ # &, ¢ # ¥, se tiene que
q = lim,, . g, (p") pertenece a la geodésica determinada por lim,,_., g,(z) =
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Ty lim, o gn(y) = 7, esto es una contradiccién. Entonces, g,(x) — ¢ o
gn(y) — ¢, lo que implica que ¢ € X. Por tanto, L(G) C X. d
La siguiente proposicion es un caso especial de un teorema de Siegel [14].

Proposicién. 5.5. Sea G un subgrupo de PU(2,1). El grupo G es discreto
si y solo si G actia propia y discontinuamente sobre HZ.

Prueba. Supongamos que G no acttia propia y discontinuamente en HZ.
Sea x € H2 para el cual existe una sucesion de elementos diferentes, g, de G,
tal que g,(U)NU # @ para cada n, donde U es la bola abierta de radio r (con
respecto a la métrica de Bergman) con centro en z, entonces p(z, g,(x)) < 2r,
lo que implica que existe una subsucesién, que aun denotamos por g, tal que
gn(z) — y € HZ. Dado que PU(2,1) actia transitivamente sobre H%, existe
f e PU(2,1) tal que f(y) = z, y entonces

fogu(z)— x.

Sin pérdida de generalidad podemos tomar = = [0 : 0 : 1], y en este caso
existe una bola cerrada de radio finito (por tanto compacta), B, en HZ que
contiene a todos los puntos f o g,(x). Ahora bien, la funcién

¢: PU(2,1) — HZ

?(g9) = g(x)

es la proyeccién de un haz fibrado con base HZ y fibra compacta U(2). La
sucesién f o g, estd contenida en el conjunto compacto ¢~1(B). Luego, existe
g € PU(2,1) tal que fog, — gy G no es discreto.

Reciprocamente, si G no es un subgrupo discreto de PU(2, 1), entonces
existe una sucesién de elementos g, de G tal que g, — 1, lo que implica que,
para cada x € HZ, g,(z) — z. Por tanto, G no actiia propia y discontinua-
mente sobre HZ.

O

Este es un buen momento para recordar que Q(G) no es necesariamente la
region de discontinuidad maximal. Sin embargo, tenemos la siguiente proposi-
cién.

Proposicién. 5.6. Si G C PU(2,1) es un subgrupo discreto entonces G es
un grupo kleiniano complejo. De hecho, HZ: C Q(G).
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Prueba.

Primero tenemos que Lo(G) N HZ = & porque la accién de G sobre HZ
es propiamente discontinua (proposicién 5.5).

Si z es un punto en P2 — HZ, entonces la cerradura de la drbita de
T no intersecta a HZ, porque PZ — HZ es un cerrado PU(2, 1)-invariante.
Si x € HZ, entonces no hay puntos de acumulacién de la érbita de = en
HZ porque la accién de G sobre HZ es propiamente discontinua. Por tanto,
Li(G)NHE = 2.

Siz € H2 y existe un compacto K C P2—Lo(G)UL;(G) tal que x es punto
de acumulacién de {g(K)} eq, entonces existe una sucesién g, de elementos
de G y una sucesion k,, de elementos de K, que podemos suponer convergente,
digamos a k € K, tales que g, (k,) — = € HZ. Podemos suponer, entonces,
que (k,) C HZ y entonces k € H2.

Si k € H2, entonces existe una subsucesién de (g,(k)), que converge a
q € HZ, pero necesariamente ¢ € O0HZ, porque L;(G) NHZ = &. Ahora bien,
usando la métrica de Bergman, la longitud del segmento geodésico que une
k, con k es igual a la longitud del segmento geodésico que une g, (k,) con
gn(k). Cuando n — oo esta longitud se aproxima a la longitud del segmento
geodésico que une x con ¢, pero esta longitud es infinita, lo cual contradice que
k = lim k,. Por tanto k € OHZ. Podemos suponer, tomando una subsucesién
si es necesario, que g, ' converge uniformemente en compactos de H<20 a una
funcién constante con valor ¢ € 9H2 (por el lema 5.3). Entonces la sucesién
de funciones g, ! restringidas al compacto {g,(k,)}U{z} converge a la funcién
constante con valor ¢, en particular, k, = g, (g,(k,)) — ¢, lo que implica
que k = ¢ € Li(G), una contradiccién. Por tanto, Ly(G) N HZ = @.

O

5.2. Bisectrices y Esferas Isométricas.

Ahora haremos un paréntesis para introducir 1til maquinaria que el lec-
tor puede encontrar en el bonito libro de Goldman [5]. La herramienta que
necesitamos es el concepto andlogo a la circunferencia isométrica.

Definicién. 5.7. Sean zy, 2o € HZ dos puntos diferentes. La bisectriz equidis-
tante de z; vy 23 (o la bisectriz de {z1, 22} ) se define como

¢{z1, 2} = {z € Hz : p(21,2) = p(22, 2)},



72 Subgrupos Discretos de PU(2,1)

donde p es la métrica de Bergman en HE.

Una superficie equidistante o bisectriz es un subconjunto € tal que € =
&{21, 22} para alguna pareja z1, z3. En este caso se dice que € es equidistante
de 21 (0 de z3). La frontera de una bisectriz en OHZ es por definicion una
esfera vertebral en OHZ.

Sean z1,zy como antes. Sea ¥ C HZ la geodésica compleja generada por
z1 Y 2z, diremos que ¥ es la vértebra compleja (¢ C-vértebra) de € (con
respecto a 21, z2). La vértebra de € (‘con respecto a z1,29) es igual a

of{z1, 20} = E{z1, 22} N = {2z € E|p(z1,2) = p(22,2)};
esto es, la bisectriz ortogonal del segmento geodésico que une z1 y z en .

Lema. 5.8. [5] Sea L C B2 un subespacio lineal complejo uni-dimensional,
con proyeccion ortogonal I1. Entonces para toda w € B2 — L y s € L, las
geodésicas de II(u) a u y de II(u) s son ortogonales y generan un 2-plano
totalmente real y totalmente geodésico. Ademds

cosh <p(uz, 8)) = cosh <M) cosh (M)

Prueba. Aplicando un automorfismo, podemos suponer que L = {0} x
B! C B?, de tal manera que si 2 = ((1, (), entonces II(z) = (0, (). Atin
mas, aplicando un automorfismo que preserva a L, podemos suponer que
[I(u) = (0,0), y entonces u = (uy,0). Dado que las geodésicas que pasan
por (0,0) son lineas euclidianas, vemos que la geodésica que une I1(u) con u
(resp. la que une II(u) con s) tiene vector tangente

vy = (v1,0) (resp. v, = (0, 7))

y (vy,v5) = 0. Por tanto v, y v, son ortogonales (porque Re(vy,v,) = 0) y
generan un subespacio totalmente real de Ty B2 (porque Im(vy,v,) = 0). Se
sigue que el 2-plano R-lineal Rs @ Ru intersecta a B? en una subvariedad
totalmente geodésica y totalmente real. La ultima afirmacion es simplemente
el teorema de Pitagoras.

O
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Proposicién. 5.9. (Giraud [4], Mostow [10]) Sean €,% y o como antes. Si
[y : H — %
es la proyeccion ortogonal sobre X3, entonces

¢ =113 (0) = | I3 (s).

seo

Prueba. Sea z € HZ. El lema anterior implica que

cosh (p(zézj)) = cosh (p(z,g[(z))) cosh (W)

para 7 = 1,2, asi que

2 € &z, 20 <= p(z,21) = p(z, 22)
= p(ls(2), 21) = p(llx(2), 22)
— llx(z) € o{z1, 20},

como se queria.
OJ

Definicién. 5.10. (Mostow [10]) Las geodésicas complejas I15*(s), para s €
o se llaman las rebanadas de € (con respecto a z1, z32).

Corolario. 5.11. Una bisectriz es una subvariedad analitica real de codi-
mension real uno en HZ, que es difeomorfa a R®. Una esfera vertebral es
una subvariedad analitica real de codimensién 1 en OHZ que es difeomorfa a

52,

Prueba. La demostracion se sigue directamente del hecho que la proyec-
cién ortogonal

[y : H — %

es una fibracién analitica real.
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Salvo que se mencione lo contrario, en lo que resta del capitulo supon-
dremos que g € PU(2,1) y g no fija a 0 € B2 Una consecuencia inmedi-
ata de la descomposicién en rebanadas de una bisectriz es el hecho que el
semi-espacio {2 € HZ|p(z,21) > p(z,22)} es igual al conjunto Mg'{z €
Y| p(z1,2) > p(z2,2)}. Usamos esta propiedad en la prueba del siguiente
lema.

Lema. 5.12. Sea (z,) una sucesion de elementos de HZ tal que x,, — q €

OHZ. Para simplificar la notacidn, identificamos HZ con la bola unitaria de
C2.

i) Si S, denota el semi-espacio cerrado S, = {z € H&| p(2,0) > p(z,x,)},
y 05, C OHZ es su frontera, entonces el didmetro euclidiano del con-
junto S, U dS, tiende a cero cuando n — oo.

ii) Si (zn) es una sucesion tal que para cada n € N se tiene que z, €
S, U aS,, entonces z, — q.

Prueba.

i) Podemos suponer que z, = (r,,0),0 < r, < 1, para cada n € N,
porque el estabilizador de 0 € HZ bajo la accién de PU(2,1) es U(2),
entonces r, — 1 cuando n — oo. Luego, para cada n, la vértebra com-
pleja, 3, de €, = {0, x,} es H x {0}, asi que Iy, (21, 22) = (21,0).
La descomposicién en rebanadas 5.10 implica que S, = II;'({z €
H{ x {0}]p(2,0) > p(z,2,)}), y observamos que el conjunto {z €
H{ x {0} | p(z,0) > p(z,2,)} estd contenido en el conjunto {(z1,0) €
H{ | Re(z1) > m,} para cada n, donde m, denota al punto de in-
terseccion del eje real en HL x {0} y la vértebra, o,, de €{0,z,}.
Entonces S, C H5'({(21,0) € HE x {0} | Re(z1) > my}) = {(21,2) €
HZ | Re(z1) > m,}, por lo tanto

S, U0S, C{(z1,2) € H—%| Re(z) > my},

y el didgmetro euclidiano del conjunto {(z1,2,) € HZ| Re(z) > my,}
tiende a 0 cuando n — oo, porque m,, — 1 cuando n — oo.

ii) Se sigue directamente de i).
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Proposicién. 5.13. Si g, es una sucesion de elementos diferentes de un
subgrupo discreto G de PU(2,1), entonces eziste una subsucesion, que aiun
denotamos g, y puntos x,y € L(G), tales que g,(z) — x uniformemente en
subconjuntos compactos de Hz — {y}.

Prueba. Podemos suponer, eliminando un ntmero finito de términos de
la sucesion, si es necesario, que g¢,(0) # 0 para cada n, porque HZ C Q(G).
Existe una subsucesién, que atin denotamos g, tal que ¢,(0) — = € L(G) y
g;1(0) — y € L(G). Sean

Sgn = {2 € Hz | p(2,0) = p(2, 9, (0))},

bt = 12 € HE [ p(2,0) > p(z, gu(0))}.
El resultado se sigue de que los didmetros euclidianos de los conjuntos, S,, U

05y, S,-1 U 0S5 -1 tienden a cero, de que g, envia H2 — (S,, UDS,,) a
Sy-1 U 0S -1,y dé ii) del lema 5.12.

O

La prueba de la proposicién anterior esté inspirada en la prueba en [9]
del resultado anédlogo en geometria hiperbdlica real. Los conjuntos S, UdS,,
juegan un papel similar al del circulo isométrico. De hecho, en [5], la frontera
topolégica de 95, en OHZ se llama la esfera isométrica de g, con respecto a
0 € HZ.

Corolario. 5.14. Si g, es una sucesion de diferentes elementos de G en-
tonces existe un a subsucesion, que ain denotamos g,, y puntos x,y € L(G)

tales que gn(z) — x uniformemente en subconjuntos compactos de H—%— {y}
Yy g, (2) — y uniformemente en subconjuntos compactos de HZ — {z}.

Prueba.

La proposicion anterior nos dice que existe una subsucesion, g, y puntos
x,y € L(G) tales que g,(z) — = uniformemente en subconjuntos compactos
de HZ — {y}. Repitiendo la prueba de la proposicién 5.13, pero ahora usando
la sucesién h,, = g, !, se obtiene que g, '(z) — y uniformemente en compactos
de HZ — {2}.

O
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El siguiente resultado es el teorema 2.15 c) de [7]. Nosotros damos una
prueba que es una imitacién de la prueba para grupos kleinianos clésicos (ver

[9])-

Proposicién. 5.15. Si L(G) tiene mds de dos puntos entonces es un con-
Junto perfecto.

Prueba.

Suponga que L(G) contiene al menos tres puntos. Para cualquier punto
x € L(G), existe una sucesion {g,,} v existe un y € L(G) tal que g,,(z) — «
para toda z € H—<2c — {y}. En particular, existe tal sucesién y existen dos
puntos x1, 2 € L(G) no necesariamente diferentes de z, tales que g,,(z1) — @
Y gm(x2) — x. Para cada m, ya sea g,(x1) # x 6 gn(xs) # z. Por tanto,
existe una sucesiéon de elementos diferentes de L(G) que convergen a . [J

Definicién. 5.16. Un subgrupo discreto, G, de PU(2,1) se llama elemen-
tal si L(G) consta de 2 o menos elementos, de lo contrario, se llama no
elemental.

Lema. 5.17. Si G es un subgrupo no-elemental de PU(2, 1), entonces existen
x,y € L(G), © # vy, y una sucesion, g,, de elementos diferentes de G tales
que gn(2) — x uniformemente en compactos de HZ — {y} y g7'(2) — vy
uniformemente en compactos de Hi(zc —{z}.

Prueba. Primero observemos G deja fijo a lo més un punto (porque si
21,729 € H—% son dos puntos diferentes que satisfacen que g(z;) = z; para todo
g € G, j = 1,2, entonces {z1, 22} es un cerrado G-invariante. El lema 5.4
implica que L(G) C {z1, 22}, lo que contradice que G es no-elemental). Sea
x € L(G) un punto que no se queda fijo bajo todo elemento de G. El corolario
5.14 implica que existe una sucesién, g,, de diferentes elementos de G y un
punto 2’ € L(G), no necesariamente diferente de z, tales que g¢,(z) — =
uniformemente, en subconjuntos compactos de H2 — {z'}, y ¢,,!(2) — 2’ en
compactos de HE — {z}.

Si 2’ # x entonces ya acabamos.

Si z = 2’ entonces existe g € G tal que y = g(z’) # z, y en este caso los
elementos x, 7y y la sucesién g¢,¢~! satisfacen las condiciones del lema.

O

El siguiente resultado estd contenido esencialmente en [7].
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Proposicién. 5.18. Si G es un subgrupo discreto de PU(2,1) tal que L(G)
contiene al menos dos puntos diferentes, entonces existe un elemento loxo-
dromico en G.

Prueba. Primero supongamos que L(G) tiene precisamente dos puntos,
entonces podemos considerar G como un grupo fuchsiano clasico, porque la
geodésica compleja determinada por los dos puntos de L(G) es G-invariante.
Ademads, L(G) concuerda con el conjunto limite cldsico, asi que G tiene un
elemento loxodrémico.

Si GG no es elemental entonces usamos el lema 5.17 y encontramos z,y €
L(G), © # y, y una sucesién, g,, de elementos diferentes de G tales que
gn(z) — x uniformemente en compactos de H2 —{y} y ¢, (z) — y uniforme-
mente en compactos de H2 — {z}. Sean D,, D, C 90HZ dos 3-bolas abiertas
ajenas, tales que z € D,, y € D,. Existe n tal que ¢,(0H% — D,) C D, y
g, (0H% — D,) C D,,. El teorema del punto fijo de Brouwer implica que g,
tiene un punto fijo z; € D,. Un razonamiento anélogo prueba que g, ' tiene
un punto fijo 2o € D,,. Por tanto, g, tiene dos puntos fijos en JHZ, asi que g,
es loxodrémico o una reflexién compleja. Si g, fuera una reflexion compleja,
entonces toda la frontera de la geodésica compleja determinada por z; y 2o
esta fija, punto por punto, por g,, lo cual no sucede puesto que hay puntos
de dicha frontera contenidos en 9HZ — D,. Por tanto g, es loxodrémico.

O

Proposicién. 5.19. Si G es un subgrupo discreto de PU(2,1) tal que cada
elemento tiene orden finito, entonces G es finito.

Prueba. Supongamos que G es infinito, entonces |L(G)| > 1. La proposi-
cién 5.18 implica que L(G) contiene exactamente un punto. Denotemos por
z el tnico elemento de L(G). Observemos que la linea tangente a O9HZ en z,
la cual denotamos por [, es G-invariante. Ain mas, GG actia como un grupo
kleiniano clasico y finito en [, porque de lo contrario G tendria un elemento
de orden infinito. Sea g € G — {1} un elemento que actia como la identidad
en [, (dicho elemento existe puesto que supusimos que G es infinito), entonces
g tiene orden finito y fija a * € OHZ, entonces g es una reflexién compleja
cuya geodésica compleja fija contiene a x en su frontera. Sin embargo, un
elemento de PU(2,1) con tales caracteristicas no existe. Por lo tanto, G es
finito.

O
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5.3. Comparando A(G) y L(G)

En esta seccion enunciamos y demostramos los resultados principales de
este capitulo. Necesitaremos varios lemas. El primero de ellos sera tutil para
relacionar los conjuntos A(G) y L(G).

Lema. 5.20. Sea (w,) C PZ—H2 una sucesion tal que w, — w. Denotemos
por ¥, la geodésica compleja que es polar a w,. Supongamos que (v,) es una
sucesion tal que v, € %, para cadan € N, y v, — v.

a) Siw e OHZ entonces w = .

b) Siw € P2 — HZ entonces v € X UJY, donde X denota la geodésica
compleja que es polar a w. En particular, siv € OHZ entonces w € I,
donde l, denota a la unica linea compleja que es tangente a OHZ en v.

Prueba. Recordemos que (-, -) denota al producto hermitiano de C* dado
por
((z1, T2, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = T191 + Tato — T3s.
Sea w0, (respectivamente ©,,) un levantamiento a S® de w, (respectivamente
de v,,). Tomando subsucesiones, si es necesario, podemos suponer que v,, — v

y w0, — w. Observemos que los elementos ¥ y w son levantamientos, a S°,
de v y w, respectivamente. Ademads las ecuaciones

(B, 0,) = 0, n € N,
implican que (0, w) = 0.

a) Supongamos que w € JHZ, entonces la linea compleja en P2 inducida
por el espacio complejo y bidimensional {w}+, es la tinica linea compleja
que es tangente a 9HZ en w. Dado que © € {w}* y v € H, tenemos
que v = w.

b) Supongamos que w € P? —H7%, entonces la ecuacién (0, w) = 0 implica
que v € X U JX. En particular, si v € OHZ, entonces la ecuacién
(0,) = 0 implica que w € . O

Lema. 5.21. Si G es un subgrupo discreto de PU(2,1) entonces

L(G) = Lo(G) N OH2.
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Prueba. Si Ly(G) N 9HZ = & entonces la proposicién 5.19 implica que
G es finito, ast que L(G) = @.

Supongamos que |Lo(G) NOHZ| = 1. Denotemos por z al tnico elemento
de Lo(G) N OHZ y observemos que, para cada g € G, tenemos que g(z) = ,
porque Lo(G) NOHZ es G-invariante. Asi que la proposicién 5.13 implica que
x € L(Q). Procedamos por contradiccién y supongamos que existe y € L(G),
y # x, entonces existe un elemento loxodrémico en G (proposicién 5.18),
cuyos puntos fijos en OHZ pertenecen a Lo(G); una contradicciéon. Por tanto,
L(G) = Lo(G) N OHZ.

Si |Lo(G) N OHZ| > 2 entonces el lema 5.4 implica que L(G) C Lo(G) N
OHZ. Solo falta demostrar la inclusién opuesta. Primero observamos que
Lo(G) N 0HZ = {x € OHZ : x tiene grupo de isotropfa infinito}, y por tlti-
mo, si x € OHZ es un punto que tiene grupo de isotropfa infinito, entonces
el lema 5.13 implica que x pertenece al conjunto (cerrado) L(G). O

Lema. 5.22. Si G es un subgrupo discreto de PU(2,1) entonces
L(G) = Li(G) N 0HZ..

Prueba. Si G es finito entonces ambos conjuntos en la igualdad son
vacios. Supongamos que G es infinito y observemos que la definicién de L(G)
y el hecho que Lo(G) N HZ = @ implican que L(G) C Li(G) N OHZ.

Ahora demostraremos la inclusién opuesta; esto es, que L;(G) NOHZ C
L(G). Sea z € OHZ, y supongamos que existe una sucesiéon g, de diferentes
elementos de G y un punto ¢ € P%— Lo(G) tal que ¢,(¢) — 2. Consideramos
los siguientes tres casos:

1. Supongamos que ¢ € HZ — Ly(G), entonces por definicién z € L(G).

2. Si¢ € O0HZ—Ly(G), entonces el lema 5.21 implica que ¢ € OHZ — L(G).
La proposicién 5.13 implica que z € L(G).

3. Finalmente suponemos que ¢ € P2 — (HZN Ly(G)). Sea ¥ la geodésica
compleja que es polar a (, entonces la geodésica compleja g,(2) es
polar a ¢,(¢). Tomemos un punto x € 3 y una subsucesién de g, atn
denotada g,, tal que g,(x) — ¢ € L(G). El lema 5.20 a) implica que
z=qe€ L(G).
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Lema. 5.23. Si G es un subgrupo discreto de PU(2,1) entonces
L(G) = Ly(G) N OHZ..

Prueba. Suponemos que G es infinito, porque cuando G es finito la
igualdad es trivial. La definicién de L(G) y el hecho que (Lo(G) U L1(G)) N
HZ = @ implican que L(G) C Ly(G) N 0HZ.

Demostremos la otra inclusién; esto es, que Lo(G) N OHZE C L(G). Sea
K C P} — (Ly(G) U Ly (G)) un conjunto compacto. Si z € 9HZ es un punto
de acumulacién de la drbita de K, entonces existe una sucesién (k,) C K,
tal que k,, — k € K,y una sucesién de diferentes elementos (g,) C G tal que
gn(ky) — z. Consideramos cuatro casos:

1. SikeH2Z— (Ly(G)U Li(GQ)) entonces podemos suponer que k, € HZ
para toda n. La proposicion 5.13 nos dice que existe una subsucesién,
que ain denotamos g,, y puntos z,y € L(G) tales que g,(-) — =

uniformemente en subconjuntos compactos de HZ — {y}, entonces z =

x € L(G).

2. Supongamos que k € OHZ — (Lo(G) U L (G)) y existe una subsucesion
de k,, ain denotada k,,, tal que k,, € HZ para cada n. Los lemas 5.21 y
5.22 implican que k € OHZ — L(G), y por la proposicién 5.13 tenemos
que z € L(G).

3. Supongamos que k € 0HZ—(Lo(G)NL1(G)) = 0HE—L(G) y existe una
subsucesién de k,, atin denotada k,, tal que k, € P2 _H—<2c para toda n.
Sea x, un elemento de ,,. Podemos suponer, tomando una subsucesion
si es necesario, que x, — T € Hifj. El lema 5.20 a) implica que = = k.
La proposicién 5.13 garantiza la existencia de una subsucesién de g,

aun denotada g,, tal que g,(z,) — ¢ € L(G).

La geodésica compleja g,,(X,,) es polar a g, (k,), y sabemos que g, (k,) —
z, entonces el lema 5.20 a) implica que z = g € L(G).

4. Sik e P}— (HZU Ly(G) U Li(G)), entonces podemos suponer, elimi-
nando un nimero finito de términos si es necesario, que k, € P? — H2
para toda n. Sea ¥, (respectivamente X) la geodésica compleja que es
polar a k,, (respectivamente k). Consideremos para cada n un elemento
Tp € 2y,. Podemos suponer, tomando una subsucesion si es necesario,
que x,, — r € X U0JX. Alin mas, podemos escoger la sucesién x,, de tal
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manera que z € ¥ C HZ. Una vez mds aplicamos la proposicién 5.13
para encontrar subsucesiones de g, y z,, tales que g,(z,) — q € L(G).
Finalmente, la geodésica compleja g, (3,) es polar a g, (k,), y sabemos
que g,(k,) — z, entonces el lema 5.20 a) implica que z = ¢ € L(G).

O

Teorema. 5.24. Si G es un subgrupo discreto de PU(2,1) entonces
L(G) = Ly(G) NOHZ = L, (G) N OHZ = Ly(G) N OHZ = A(G) N OHZ,

donde A(G) = Lo(G) U L1(G) U Ly(G) es el conjunto limite segin Kulkarni
[8] de G actuando en PZ, y L(G) es el conjunto limite, seqiin Chen-Greenberg
2], de G actuando en HZ.

Prueba. Los lemas 5.21, 5.22, 5.23 demuestran las tres primeras igual-
dades. La ultima igualdad, L(G) = A(G) N 9HZ, se obtiene directamente
de las primeras tres igualdades puesto que, por definicién, A(G) = Lo(G) U
Li(G) U Ly(G).

O

Queremos demostrar la siguiente proposicién que el lector puede encontrar
en el articulo [6]. Para este fin, introduciremos nueva notacion.

Proposicién. 5.25. [6] Sea g € PU(2,1) un elemento lozodrémico. Si f €
PU(2,1) tiene exactamente un punto fijo en comin, en H%, con g, entonces
el subgrupo de PU(2,1) generado por f y g no es discreto.

Sea C2 el espacio vectorial C? con la forma hermitiana
P(z,w) = —Zowy + ZHw1 + Zws,

donde z = (29, 21,22) y w = (wp,wy,ws). Denotamos mediante U(1,2) al
grupo de transformaciones unitarias de C12. Sea e, €1, €2 la base estdndar en
C'? y hagamos é, = %(eo —e1),61 = %(60 + e1),63 = e9. Sea D la matriz
que cambia la base {eg, e1, e} en la base {ég, é1, é3}, entonces

1 1L 9
iow
0 0 1
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Sea U(1,2) = D~'U(1,2)D, el grupo de automorfismos de la forma hermi-

X

tiana ®(z, w) = —(Zowy + Z1wo) + Z2wy. Sea Go = {g € U(1,2) : g([éo]) =
o]}, Goo ={g € U(L,2) : g([e&1]) = [&1]}, ¥ Goo0 = Go N Goo.

Lema. 5.26. i) St g € Gy, entonces, con respecto a la base éq, é1, €,
&t p
g=10 n O
0 a A

con &n =1, Re(fn) = 1/2[al?, 6 =€aA y |A| = 1.
ii) Si g € Go, entonces, con respecto a la base ég, é1, o,
w0 0
g=1| s A b
a 0 A
con i\ =1, Re(s) = 1/2|a|?, b= XaA y |A| = 1.

iii) Un elemento en Gy tiene la forma

Q
I

o oOx

o> o

donde pA =1 y |A] = 1.

Prueba. La prueba del lema se sigue de un célculo directo usando que g
preserva la forma hermitiana o

O

Prueba de la Proposicion 5.25. Es suficiente demostrar la proposicién
para elementos de PU (1,2). Podemos suponer que los puntos fijos de g son
[éo], [é1] ¥ que el ultimo es el punto fijo comin de fy g. Asi que f € G ¥
g € Gy - Tenemos que

donde g\ =1y |A| = 1. También tenemos que
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L »w I

0
b
B

o33 O

con £n =1, Re(és) = 1/2]a|?, b = naB y |B| = 1. El conmutador de f y
g™ es

1 0 0
fgnf_lg_n = h, = agll) 1 agg) )
aV 0 1
donde
agll) — 85_1 _ )\nsg—llu—n + )\an—lag—llu—n
_bAnB—lag—llu—n
ayy) = —A"bBT'AT"+bB7
afy) = g™t - Aragt
Demostraremos que hq, hs, ..., son proyectivamente diferentes. Supong-

amos que hy = h con k # m, y hagamos n = m — k. Entonces fg"f g™ =
Y id, pero fg" f ~1g~" tiene solo unos en la diagonal, lo que implica que X =1
Ademas,

o) = ag™ — A& =0

a;Tll :85 1 7—n85—1u—n_‘_la—an CI{ 1 —n bB_1a§_1 —
Asi que

Re(ag) = Re(s€)|¢1™* — Re(s€)[€] ||~
—(1 = |u™*")Re((naB)B~"ag™")
= (=1/2)lallg]*(1 = [u[7") =0.
Entonces |u| =16 a = 0. Si |u| = 1 entonces g no serfa loxodrémico. Si

a = 0, entonces a') = s¢=1 — p~s¢~ 1~ = 0. Dado que |p| # 1, tenemos
que s = 0, entonces f fija a [éo], una contradiccion. Por tanto, los elementos
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hi, ha, ..., son proyectivamente diferentes. Por dltimo, si |u| > 1 (|u| < 1),
no es dificil verificar que

10 0 A
fa"f g =h,— | ¢t 1 bB7 | €U(1,2),
aé™t 0 1

cuando n — oo (n — —00).

Corolario. 5.27. Si G es un subgrupo no elemental de PU(2,1), entonces
la drbita de cualquier punto en L(G) es densa en L(G).

Prueba. El lema 5.4 implica que existe a lo mds un punto en 9HZ que
se queda fijo bajo todo elemento de G, porque, de lo contrario, si z1, 2, €
OHZ son dos puntos diferentes que se quedan fijos bajo todo elemento de G,
entonces {21, 22} C GH?C, es un conjunto cerrado y G-invariante y por tanto
L(G) C {z1, 22}, lo cual contradice que G es no elemental.

Probaremos que ningtin punto en JHZ se queda fijo bajo todo elemento
de G. Procedamos por contradiccién, sea z € OHZ tal que g(x) = z para
toda g € G. Sea gy € G un elemento loxodrémico. Si y # x es el otro punto
fijo de go, entonces la érbita de y es densa en L(G) (porque existe g € G tal
que g(y) # y y por el lema 5.4). Sean ¢y’ € L(G), x #y # vy, y g € G tal
que g(y) = ¥, entonces ggog~' y go son transformaciones loxodrémicas con
un solo punto fijo en comuin en H7%, entonces G no es discreto (proposicion
5.25), una contradiccién. Por tanto, no hay puntos en L(G) que se queden
fijos bajo todo elemento de G.

Si z € L(G) entonces la cerradura de la dérbita de z estd contenida en
L(G), porque L(G) es cerrado y G-invariante. Reciprocamente, el lema 5.4
implica que L(G) estd contenido en la cerradura de la dérbita de z.

O

Recordemos que si g € PSL(3, C) es un elemento fuertemente loxodrémico
entonces ¢ tiene exactamente tres puntos fijos en Pé, digamos z1, 29, 23, que
satisfacen:

1. ¢"(z) — z3, cuando n — oo, para toda z € P% — 21725

2. ¢"*(z) — 21, cuando n — —oo, para toda z € P2 — 2,75
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Decimos que z3 es un punto fijo atractor, zo es un punto fijo silla, y z; es un
punto fijo repulsor de g.

La siguiente version del A\-lema para puntos fijos hiperbélicos nos sera de
gran utilidad (ver [11]) para demostrar que el conjunto limite A(G) contiene
una linea proyectiva compleja siempre que G C PU(2,1) contenga un ele-
mento loxodrémico. Recordemos que 7y denota la linea proyectiva compleja
determinada por los puntos x,y € P2

Lema. 5.28. Sea g € PSL(3,C) un elemento fuertemente loxodrémico con
puntos fijos z1, z9, 23 € P2, de los cuales z; es repulsor, zo es un punto silla
y 23 es atractor. Si S C P? es una S-esfera que no contiene a 2y ni a zq, Y
que intersecta transversalmente a z1zo en un circulo, entonces el conjunto de
puntos de acumulacion de la familia de conjuntos compactos {g"(S)}nen €s

—>

tqual a la linea compleja zoz3.

Prueba. Podemos suponer que, salvo conjugacién, g es inducido por un
elemento de SL(3,C) de la forma:

M 0 0
0 X 0 |,
0 0 XN

donde |A1] < [Aa] < |As], y entonces z; =[1:0:0], 2z =[0:1:0], 2z23=
[0:0: 1]. El conjunto de puntos de acumulacién de la familia {¢™(S)},en
estd contenido en 2;}, porque la sucesion de funciones

{d(g" (), z223)}

converge uniformemente a 0 en S, donde d(-, -) denota la métrica de Fubini-
Study en PZ.

Ahora demostraremos que cada punto de la linea 2523 es un punto de acu-
mulacién de la familia {g"(S)}nen. Para este fin, tomemos z € zy23 — {23}
y € > 0. Dado que la sucesién de funciones d(g"(-), z223) converge uniforme-
mente a cero en S, existe Ny > 0 tal que d(g"(s),2223) < € siempre que
n > N; y s & S.

Denotemos por I : PZ — {2} — Z523 la proyeccién dada por [z1 @ 2
23] — [0 : 25 : x3]. Observamos que II(S) es una vecindad de 2z, en 2,23, y
tomamos un disco D en 2,23 con centro z y tal que D C II(S). La transfor-
macién g actia en zyz3 = P} como una transformacién loxodrémica clasica,
con 2z, como punto repulsor, entonces existe Ny € N tal que z € g™2(D).
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Sin > méax(Ny, Np) entonces g™2(D) C g"(D) C g"(I1(9)), lo que implica
que z = ¢"(II(s)) para algin s € S. Ademas,

d(g"(s), z) = d(g" (). g"(IL(s))) = d(g"(s), IL(g"(5))) = d(g"(5), 2273) < e.

Entonces z es un punto de acumulacién de la familia de compactos {g" ()} nen,
y hemos demostrado que el conjunto 223 — {23} esté contenido en el conjunto
(cerrado) de puntos de acumulacién de {g™(S) }ren. Por tanto, toda la linea

— Y . . .7
2923 estd contenida en este conjunto de puntos de acumulacién.
O

Observemos que un razonamiento similar se aplica para probar que los
., —-n , —
puntos de acumulacién de {g7"(S)}nen son todos los puntos de linea z; 2z,
. — Z
cuando S es una 3-esfera que intersecte a 2023 — {22, 23} en un circulo.
Usando la notacién del lema anterior tenemos el siguiente:

Lema. 5.29. Si G C PSL(3,C) es un grupo kleiniano complejo y g € G es
un elemento fuertemente loxodromico, entonces

Z129 C A(G) o bien 2923 C AG).

Prueba. Claramente tenemos que {21, 22, 23} C Lo(G). Si 2125 C (Lo(G)U
L,(G)) entonces ya acabamos. Si 2120 ¢ (Lo(G) U Li(G)) entonces 22y —
(Lo(G)UL1(G)) # @ es un conjunto abierto en 2 2,, lo que implica que existe
una 3-esfera que satisface las hipdtesis del lema 5.28. Por tanto, zoz3 C A(G).

O

No es mala idea recordar en este momento que si z € JHZ, entonces la
tinica linea compleja que es tangente a JHZ en z se puede construir de la
siguiente manera: Si Z es un levantamiento de z a un vector nulo de C??,
entonces dicha linea compleja es la inducida por el subespacio bidimension-
al complejo de C*! dado por (genc{z})*. También hacemos notar, usando
la notacién de los dos lemas anteriores, que la linea 2523 (respectivamente
ﬁg) es la tnica linea proyectiva compleja tangente a OHZ en el punto z3
(respectivamente z1). Por tanto, cuando G C PU(2,1) es un grupo discreto
que contiene algin elemento loxodrémico, el conjunto limite A(G) contiene al
menos una linea proyectiva compleja que es tangente a 9HZ en un punto de
L(G). En lo que sigue denotaremos por [, la unica linea proyectiva compleja
que es tangente a 9HZ en el punto z € OHZ.
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Lema. 5.30. Si G es un subgrupo discreto de PU(2,1) entonces

Lo(G)c | L.

z€L(G)

Prueba. Sea ¢ € P? un punto cuyo grupo de isotropfa tiene orden in-
finito, y consideremos los dos casos posibles: ya sea ¢ € HZ o no. En el caso
cuando ¢ € HZ, proposicién 5.6 y el teorema 5.24 implican que

¢ € Lo(G) N OHZ = L(G).

Si ¢ € P%— H—%, denotemos por Y la geodésica compleja que es polar
a (. Observemos que 0% es invariante bajo el subgrupo de isotropia de (,
asi que el lema 5.4 implica que el conjunto limite segiin Chen-Greenberg de
este grupo de isotropia estd contenido en 9. Por tanto, existe un punto
z € L(G) tal que z € 0%, luego ¢ € [, para algin z € L(G).

0J
Lema. 5.31. Si G es un subgrupo discreto de PU(2,1) entonces

LG c | L

z€L(G)

Prueba. La proposicién 5.6 implica que Lo(G) C P2 —H2Z. Si Ly(G) =
P2 — HE entonces Li(G) = L(G) C U.er)ls, ¥ ya terminamos. Por tanto,
suponemos que Lo(G) € P2 —H?Z. Tomemos z € Pg — Lyo(G) y consideramos
dos casos dependiendo de si 2 € H2 — Lo(G) = HZ — L(G) o no. En el primer
caso, la proposicion 5.13 implica que los puntos de acumulacién de la 6rbita
de z estan contenidos en L(G) C U.crq)l-, probando el lema en este caso.

Siz € P2—(HZULo(G)), y gn es una sucesién de elementos diferentes de
G tales que g,,(z) — £ € L1(G), entonces se tienen dos posibilidades: £ € H2
o no. En el primer caso, la proposicién 5.6 implica que £ € 9HZ, y el teorema
5.24 implica que £ € L(G) C U.er(als-

Supongamos que ¢ € PZ — HZ. Sea X la geodésica compleja que es polar
a x, entonces g,(X) es la geodésica compleja que es polar a g,(z). Sea ¥’
la geodésica compleja que es polar a &. Usando la proposicion 5.13 podemos
suponer que existe un punto p € L(G) tal que g,(z) — p para toda 2 € HZ.
En particular, si o € X, entonces g,(c) — p, v gu(0) € gn(X). Asi que, el
lema 5.20 b) implica que p € 9%, entonces § € I, C U.cr()ls.
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O
Lema. 5.32. Si G es un subgrupo discreto de PU(2,1) entonces

L(G)c | L.

z€L(Q)

Prueba. La proposicién 5.6 implica que Lo(G) U Li(G) C P2 — H2.
Si Lo(G) U Li(G) = PZ — HE, entonces Ly(G) = L(G) C U,cp)l= v va
terminamos. Por lo tanto, supondremos que Lo(G) U Ly (G) € P2 — HZ. Sea
z un punto de acumulacién de la érbita del conjunto compacto K C Pg —
(Lo(G)UL1(@)), entonces existe una sucesién (k,) C K, tal que k,, — k € K,
y una sucesion de diferentes elementos (g,) C G tal que g, (k,) — 2.

Siz e H—<2c entonces la proposicion 5.6 y el teorema 5.24 implican que
z € Ly(G)NOHE = L(G) C U.cple Si z ¢ HE entonces k ¢ HZ y
consideramos dos casos:

1. Si k € OHZ — (Lo(G) U Li(@)) entonces k, € P2 — H2 para casi
toda n € N, porque de lo contrario existe una subsucesién, que ain
denotamos k,, tal que k,, € HZ para toda n, y dado que g,(k,) — z,
tenemos que z € H—%, lo cual es una contradiccion.

Denotamos por 3, la geodésica compleja que es polar a k,. Sea x,, un
punto en Y,; podemos suponer, tomando una subsucesién si es nece-
sario, que z,, — = € HZ. El lema 5.20 a) implica que = k. También
podemos suponer, usando la proposicion 5.13 y tomando una subsuce-
sion si se necesita, que g,(x,) — ¢ € L(G). La geodésica compleja
gn(X5) es polar a g, (k,), y sabemos que g,(k,) — z, entonces el lema
5.20 b) implica que z € [,,.

2. Si ke P2— (HZU Ly(G)U Li(G)), entonces podemos suponer, elimi-
nando un ntimero finito de términos, que k, € P2 — H—% para toda n.
Sea Y, (respectivamente Y) la geodésica compleja que es polar a k,
(respectivamente k). Sea x,, un punto de X,,. Suponemos, tomando una
subsucesion si lo necesitamos, que x,, — x € X U0JX. También podemos
escoger la sucesion de tal manera que x € ¥ C HZ. Nuevamente, apli-
camos la proposicién 5.13 y encontramos subsucesiones de g, y =, tales
que gn(x,) — ¢ € L(G). Finalmente, la geodésica compleja g,(%,) es
polar a g,(k,), y sabemos que g,(k,) — =z, entonces el lema 5.20 b)
implica que z € l,.
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O

Teorema. 5.33. Si G es un subgrupo discreto de PU(2,1) y A(G) denota el
conjunto limite seqin Kulkarni [8] de G actuando en PZ, entonces

donde I, es la tnica linea compleja tangente a OHZ en z, y L(G) es el con-
junto limite, segin Chen-Greenberg [2], de G actuando en H%. Atn mds, si
G es no elemental entonces la orbita de cada linea l,, con z € L(G), es densa
en A(G) (aunque la accion de G en A(G) no es minimal).

Prueba. Primero observemos que los lemas 5.30, 5.31 y 5.32 implican
que A(G) C U, L(G) [, asi que es suficiente demostrar la inclusién opuesta.
Si L(G) = @ entonces G es finito y no hay nada que hacer. Dividiremos
la prueba en tres casos dependiendo de si la cardinalidad de L(G) es 1, 2
6 mayor que 2. Empezamos con el ultimo caso, el cual es el mas interesante.

Si |[L(G)| > 2 entonces G es no-elemental. Sea gy € G' un elemento loxo-
drémico, y p € L(G) un punto fijo de gy tal que la linea [,,, tangente a 9HZ en
p, estd contenida en A(G) (lemma 5.29). Observemos que g(l,) = ly(,) para
cada g € G C PU(2,1). Asi que Ugely(p) estd contenido en A(G), puesto
que A(G) es un conjunto cerrado y G-invariante. Luego,

AMOS U= U = U &= U L
)

geG ze{g9(p)}gecc 2€{g(P)}gec zeL(@

Observemos que la proposicién 5.27 implica que la érbita de I, C A(G)
es densa en A(G) cuando G es no-elemental. Lo cual demuestra el teorema
cuando G es no-elemental.

Ahora supongamos que L(G) consta de dos puntos, digamos que L(G) =
{z,y}. Usaremos el corolario 4.9 para demostrar que A(G) = [, Ul,. Primero,
observamos que la linea =y C P? es G-invariante, y el punto z = I, NI, ¢ Ty
es un punto fijo de cada elemento de G, asi que conjugando G podemos ver
que la hipdtesis i) de 4.9 se cumple.

El grupo G actiia como un grupo fuchsiano en la linea zy con conjunto
limite clésico igual a {z,y}. Asi que ii) de 4.9 se cumple.

El teorema 5.24 implica que {z,y,z} C Lo(G). A fin de demostrar la
inclusion opuesta, sea 2/ € P2 — HZ, tal que H = estabg(2') tiene orden
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infinito. La geodésica compleja, X', que es polar a 2’ es H-invariante, entonces
@ # L(H) C ¥ (por el lema 5.4), pero L(H) C L(G). Si @ # L(H) € L(G)
entonces L(H) consta de un solo punto el cual permanece fijo bajo cualquier
elemento de H. Dado que H es discreto e infinito, la proposicién 5.19 implica
que tiene un elemento de orden infinito, digamos h, y se tiene que h(x) = z,
dado que L(G) es H-invariante, tenemos que h(y) = y, lo que implica que
y € L(H), una contradicciéon. Por tanto, L(H) = L(G) luego {z,y} C ¥/, lo
que implica que z = 2’. Por tanto Ly(G) = {x,y, 2} y iii) de 4.9 se cumple.
Concluimos que A(G) =1, U1,

Si L(G) = {z} entonces G contiene un elemento de orden infinito, el cual
necesariamente es parabdlico puesto que solo fija a x € 9HZ. Consideramos
los siguientes casos: El grupo G actia como un grupo kleiniano en [, o no. Si
no actiia como un grupo kleiniano en [, entonces [, C A(G), y ya acabamos.
Si G actia como un grupo kleiniano en [, entonces G actiia como un grupo
kleiniano finito en [, o no. Si actia como un grupo kleiniano finito en [,
entonces existe un elemento parabdlico en G que actia como la identidad
en [, lo que implica que Ly(G) = [, y ya acabamos. Si G actiia como un
grupo kleiniano infinito en [, y no existe ningiin elemento parabdlico en G
que actie como la identidad en I, entonces Lo(G) = {x}. De hecho, G es
un grupo euclidiano al restringir su accién a I,. Si ¢ € (H2 Ul,) — {z}
entonces el tinico punto de acumulacién de la érbita de ¢ es x. Ahora, si
¢ € P2 — (I, UH2) entonces afirmamos que el tnico punto de acumulacién
de su érbita es x. Para demostrar nuestra afirmacion, usamos la proposicién
5.13: Si g,(¢) — 2’ entonces existe una subsucesién de g,, atin denotada
gn, tal que g,(-) — z uniformemente en conjuntos compactos de HZ — {z}.
Si ¥ denota la geodésica compleja polar a ¢ entonces g,(X) es la geodésica
compleja polar a g,(¢) y entonces g, (X U 0Y) estd arbitrariamente cerca de
x (sin pasar por z). Por tanto 2’ = z, pues de lo contrario se contradice el
que las geodésicas complejas polares a puntos cercanos en P? — HZ estdn
cercanas. Solo falta mencionar que Lo(G) = I, puesto que G contiene a un
elemento parabdlico unipotente que tiene un solo punto fijo, y ya sabemos

que Lo(G) U Ly (G) = {x}.
O]
Corolario. 5.34. Si G, Gy, Gy son subgrupos discretos de PU(2,1) entonces:

a) El conjunto limite A(G) es conezxo por trayectorias.
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b) Si L(G) es todo OHZ entonces A(G) = P¢ — HZ.

c) St Gy C Gy, entonces A(G1) C A(Gy).

d) Si G es no elemental y W es un conjunto abierto invariante bajo G,

sobre el cual G actia propia y discontinuamente, entonces W C Q(G).
En otras palabras, QX(G) es el conjunto abierto mazimal sobre el cual
G actia propia y discontinuamente.

Observemos que la primera afirmacién en este corolario se satisface tam-
bién para grupos que nos son discretos, puesto que cuando G no es discreto
se tiene que A(G) = PZ. Esta observacién también se puede aplicar a la
afirmacién c¢) por las mismas razones.

Prueba.

a)

Sean x1,xs puntos en A(G). Existen z1, 20 € L(G) tales que x; € [,, y
X9 € l,,. Si 21 = 29 entonces se puede unir x; con x, por una trayectoria
totalmente contenida en la linea [,, C A(G). Si z; # z» entonces tam-
bién se puede unir x; con z, por una trayectoria totalmente contenida
en la unién I,, Ul,, C A(G), porque dos lineas proyectivas complejas
en P? siempre se intersectan.

Esta afirmacion se sigue inmediatamente del teorema 5.33.

Esta afirmacion se sigue del teorema 5.33 y del hecho que para el con-
junto limite de Chen-Greenberg uno claramente tiene que L(G;) C

L(Gy).

SiW € Q(G) entonces WNI, # & para cada z € L(G) (de lo contrario,
existe 2o € L(G) tal que I,, C P — W. El teorema 5.33 y el hecho que
P2 — W es un conjunto cerrado y G-invariante implican que A(G) =
User(a)l: € P —W. Asi que W C Q(G), una contradiccién a nuestra
suposicién). En particular, cuando gy es un elemento loxodrémico de
Gy z1,22 € L(G) son dos de sus puntos fijos, entonces W N1, # & #
W Nl,. Sin embargo, el lema 5.28 implica que G' no actia propia y
discontinuamente en W, lo cual es una contradiccién. Concluimos que

W C Q(G).

O



Conclusiones

En el siguiente trabajo empezamos un estudio sisteméatico de los subgru-
pos Kleinianos complejos de PSL(3,C) [12, 13]. Introducimos los conceptos
de elementos elipticos, parabdlicos y loxodrémicos de PSL(3, C) considerados
como biholomorfismos de P?, y que extienden lo hecho para el caso de los
elementos de PU(2,1) considerados como isometrias del plano hiperbélico
complejo HZ [5]. También dimos una clasificacion segiin la traza para este
caso. Calculamos el conjunto limite segiin Kulkarni [8] de cada uno de los
grupos ciclicos generados por elementos de PSL(3,C) actuando en P2

Analizamos la estructura local de la regiéon de discontinuidad moédulo la
accion del grupo, y dimos unos ejemplos sencillos de subgrupos Kleinianos
complejos de PSL(3,C).

Estudiamos unas construcciones de subgrupos Kleinianos complejos de
PSL(3, C) a partir de un subgrupo Kleiniano clésico de PSL(2, C), las cuales
llamamos suspensiones [13]. Usamos estas ideas para dar un ejemplo de un
subgrupo discreto de PSL(3, C) que no es Kleiniano complejo.

Cuando G es un subgrupo discreto de PU(2, 1), G acttia en P? y preserva
la bola HZ, equipada con la métrica de Bergman. Si L(G) C S* = oHZ
denota el conjunto limite de Chen-Greenberg [2], y A(G) C P2 es el conjunto
limite segtin Kulkarni de la accién de G sobre P2. Demostramos que L(G) =
A(G)N S3 y que A(G) es la unién de todas las lineas proyectivas complejas
que son tangentes a S® en un punto de L(G).

Como proyecto futuro podemos mencionar la descripcién del conjunto
limite A(G) de un grupo G' C PSL(3,C) que no sea conjugado de una sus-
pensién de un grupo de PSL(2, C), ni conjugado de un subgrupo de PU(2,1).

También sera de gran utilidad el poder demostrar un teorema del tipo
de combinacién de Maskit, que mediante condiciones geométricas dinamicas
sobre dos grupos Kleinianos complejos, digamos G, G5, nos garantice que el
grupo generado por GG; U Gy también sea Kleiniano complejo.
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