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Introduccion

El propésito de este trabajo es estudiar uno de los teoremas mas célebres y mas importantes de
la geometria diferencial conocido como el Teorema de Gauss-Bonnet, estudiar la geometria
involucrada y algunas de sus consecuencias més trascendentes, desarrollando los argumentos
necesarios para su justificacion.

Si tenemos claro que el quinto postulado de Euclides es equivalente al hecho de que la suma
de los angulos interiores de cualquier triangulo en el plano es 7w, nos podemos preguntar qué pasa
si en vez de tridngulos en el plano tomamos tridngulos en cualquier otra superficie.

Gauss en 1827 trabajé este problema con tridngulos cuyos lados son geodésicas, es decir,
curvas que minimizan distancia entre dos puntos cercanos y expreso la integral de la curvatura
en términos de los dngulos interiores del triangulo, es decir, probdé que la suma de los angulos
interiores ¢; de un tridngulo T" menos 7 es igual a la integral de la curvatura K en el interior del
triangulo. Gauss definié la curvatura de una superficie en uno de sus puntos, midiendo qué tan
rapido cambia su plano tangente en una vecindad alrededor de ese punto.

3
gp-—w:/K.

Un fruto de este resultado muestra que si la curvatura K es una constante positiva K > 0
tenemos que Y ¢; > m, cuando es K = 0 recuperamos el resultado del caso euclidiano, es decir,
> i =7y cuando K es constante negativa K < 0 obtenemos que ) ¢; < 7, teniendo asi una
relacion con los modelos de la geometria eliptica, plana e hiperbdlica.

s
K=~
K=0
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Figura 1: Geometrias




O. Bonnet en 1848 generalizé este resultado para cualquier region R acotada por una curva
simple (no necesariamente geodésica), es decir, una curva sin auto-intersecciones:

p
KdV+/l<:sds+ 0 = 2,
Jhfeav s fie 3o

donde el primer término es la integral de la curvatura K sobre R, el segundo es la integral de
la curvatura geodésica a lo largo de la curva OR y el tercer término es la suma de los dngulos
exteriores de las esquinas.

Pero se puede extender ain mads el resultado considerando nociones topoldgicas como la
caracteristica de Euler y = V — E + F (vértices - aristas + caras) que es un numero entero
que nos da informacién de la topologia global de la superficie. Por lo que si consideramos una
superficie compacta, orientable encontramos una fuerte relacién entre la geometria y la topologia

de la superficie:
1

— K = x(M),
2 /., x(M)
es decir, la integral de la curvatura K de la superficie M dividida entre 27 siempre es la carac-
teristica de Euler x(M) de la superficie; esto nos dice que la integral global de la curvatura K es
un invariante topoldgico, por lo que no importa si deformamos la superficie; al final de cuentas

la “suma” (la integral) de la curvatura en todos sus puntos es 2wy (M).

Como un admirable ejemplo resulta que toda superficie con curvatura positiva en todos sus
puntos es homeomorfa a la esfera.

En este trabajo expondremos el teorema para el caso de una superficie en IR? y la general-
izacién del problema; primero al caso de una variedad riemanniana de dimensién dos, es decir,
una variedad diferenciable M en la cual no tenemos un espacio ambiente, lo que quiere decir
que lo haremos intrinsecamente, definiendo los conceptos indispensables para ello, como los de
variedad riemanniana, métrica, formas diferenciales, conexiones, curvatura, etc.

En el segundo caso extenderemos el resultado para variedades de dimensiones pares n = 2m,
esto es, dada una variedad riemanniana compacta y orientada M de dimensién par n y K, su
curvatura gaussiana, entonces la integral de K, sobre M es igual a un medio del elemento de
volumen de la n-esfera por la caracteristica de Euler de M:

1
/ K,dV = —vol(S"™) - x(M).
M 2
Este resultado fue obtenido en 1944 por S.S. Chern [1]. Nosotros utilizaremos la teoria de coho-

mologia, marcos moviles, la teoria de haces y clases caracteristicas cuyo desarrollo se encuentra
en Spivak [2].



Capitulo 1

Teorema de Gauss-Bonnet para
superficies en IR’

En este capitulo introduciremos las nociones mas importantes de la geometria de curvas y
superficies contenidas en IR3 haciendo uso de conceptos intrinsecos que facilitaran las generaliza-
ciones que haremos en los capitulos siguientes.

1.1. Superficies

Figura 1.1: Superficie

Definicién 1.1.1 Un subconjunto M C IR? es una superficie regular si para cada p € M
existe una vecindad V de p en IR® y una aplicacion suprayectiva x : U C IR? — M NV, de un
conjunto abierto U de IR?> sobre M NV C IR3, tal que:

1. x es diferenciable, es decir, si dada la aplicacion x(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), las
funciones x(u,v),y(u,v),z(u,v) tienen derivadas parciales de todos los drdenes para un
punto (u,v) € U.

2. x es un homeomorfismo, esto es, X tiene inversa x ' : VN M — U continua.

3. dxg: IR?> — IR? es inyectiva para todo q € U.



Podemos decir que una superficie regular encajada en IR? se forma al pegar imagenes de
abiertos del plano de tal manera que no tengan esquinas, puntas o auto-intersecciones, esto es,
que el pegado sea suave para que tenga sentido hablar del espacio tangente en todos sus puntos.

La aplicacién x se llama parametrizacion o sistema de coordenadas en p y la vecindad
M NV de pen M se llama vecindad coordenada.

Un punto p € M puede pertenecer a varias vecindades coordenadas y se puede demostrar que
dadas dos parametrizaciones x : U C IR?> — M,y : V C IR?> — M tales que p € x(U)Ny(V) = W,
entonces el cambio de coordenadas h = x 1oy : y ! (W) — x (W) es un difeomorfismo;
esto es, h es diferenciable y con inversa h~! diferenciable.

Ejemplos:

» La esfera unitaria S? = {(z,y,2) € R32? + y? + 22 = 1}, tomando la parametrizacién
x(0,p) = (senf cos p,sen fsen p, cos f), donde el conjunto abierto U € IR? est4 dado por
U={0,¢);0 <0 <m0 < ¢ < 2r}; el meridiano que falta lo podemos cubrir con la
imagen del siguiente abierto V = {(0,¢); —7/2 < 0 < 7/2,—7 < ¢ < 7}.

» Elcilindro C = {(z,y,2) € IR*; 2%+y* = 1} con la parametrizacién x(u,v) = (cos u, sen u, v)
y considerando a U subconjunto de IR? como U = {(u,v);0 < u < 271, —00 < v < oo}; el
generador que falta lo cubrimos con la imagen de V' = {(u,v); —7 < u < 7, —00 < v < 00}.

» La gréifica de una funcién f : U — IR diferenciable definida en un conjunto abierto de IR?
parametrizada por x(u,v) = (u,v, f(u,v)).

» Las superficies de revolucién; si x(v) = (f(v),g(v)) es una curva diferenciable en el plano
XZ que no corta al eje Z y la parametrizaciéon x(u,v) = (f(v) cosu, f(v)senu, g(v)) sobre
el conjunto abierto U = {(u,v);a < v < b,0 < u < 2r}. También a esta superficie le hace
falta un meridiano, pero es claro que puede darse otra vecindad abierta cuya imagen cubra
al meridiano faltante.

Para encontrar la matriz de la transformacién lineal dx, de la condicién 3 en la base candnica
e1 = (1,0), e2 = (0,1) de IR? con coordenadas (u,v) y la base ¢; = (1,0,0), e, = (0,1,0),
e5 = (0,0,1) de IR? con coordenadas (w,y,z), tomamos ¢ = (ug,vo) de IR?, el vector e; es
tangente a la curva u — (u,vg) cuya imagen bajo x es la curva u — (z(u, vg), y(u,vo), z(u,vg))

llamada curva coordenada v = vy que estd sobre M y cuyo vector tangente en x(q) estd dado

o ox dy 0
por 5 (a) = (54> g 52)(@)-

Anélogamente, la curva coordenada u = ug cuya imagen bajo la parametrizacién x estd dada

por v — (z(ug,v),y(ug,v), 2(up,v)), tiene como vector tangente a %(q) = (g—i’j, g—g, %)(q). Esto

es, dxq(e1) = g—’u‘ y dxgq(e2) = g—’;, asi la matriz dx, en las bases candnicas es:

9z Oz

gu gv

— oy Oy

qu - du Qv
9z 0z

ou  Ov

La inyectividad de la condicién tres se traduce en que las columnas de la transformacién sean

linealmente independientes 6 (g—’u‘) X (g—’;) # 0 y nos permite afirmar que todos los vectores

tangentes de las curvas parametrizadas de M que pasan por un punto constituyen un plano



que serd llamado plano tangente a M en p, que denotaremos por 7,M; un vector tangente
o/(0) en p € M es el vector tangente de una curva parametrizada « : I — M, donde «(0) = p.
Si elegimos una parametrizacién x, ésta determina una base {g—z, g—’;} de T, M. Como notacién

usaremos: g—’; =X,y g—’; = X,.

Definicion 1.1.2 Una funcion f : V C M — IR, donde V es abierto de M, es diferenciable
en p si para alguna parametrizacion x : U C IR?> — M tal que p € x(U) C V, la composicion
fox:U C IR? — IR es diferenciable en x~1(p).

La definicién no depende de la eleccién de la parametrizacién x, de hechosiy : V C IR? — M
es otra parametrizacion tal que p € x(V) y si h = x ! oy, entonces foy = f oxoh es también
diferenciable.

La definicién anterior se puede extender a transformaciones entre superficies:

Una aplicacién continua ¢ : V' C M; — My con V abierto de M, es diferenciable enp € V,
si dadas las parametrizaciones x; : Uy C IR? — My y X9 : Uy C IR?> — My, con p € x1(Uy) y
d(x1(U1)) C x2(Us), la transformacién x5 ' o ¢ o x; : Uy — Us es diferenciable en ¢ = x;*(p).

Si My y My son dos superficies regulares y ¢ : V. . C M; — Ms es una transformacion
diferenciable de un conjunto abierto V' sobre My y p € V, cualquier vector tangente w € T, M; es
el vector velocidad o/(0) de una curva parametrizada « : I — V con «(0) = py la curva 8 = goa
es tal que 3(0) = ¢(p) y por lo tanto 3'(0) es un vector en Ty M.

Proposicién 1.1.1 Bajo las condiciones anteriores, el vector 3'(0) no depende de la eleccion de
. La transformacion dey, : T,My — Ty My definida por dé,(w) = 3'(0) es lineal.

Demostracidn: Sean x(u,v) y X(u, v) parametrizaciones en torno a p y ¢(p) respectivamente,
sea ¢(u,v) = (¢1(u,v), pa(u,v)) la expresion de ¢ en estas coordenadas y consideremos la curva
a(t) = (u(t),v(t)) con t € I, en el dominio de x. Entonces

B(t) = (d1(u(t), v(t)), p2(u(t), v(t)))

es una curva en el dominio de X y la expresion de 3'(0) en la base {Xa, Xy} de Ty, Ma es

061 o D61 D 06
50) = (G o)+ v ). S22 + 20

esta relaciéon muestra que (3'(0) sélo depende de ¢ y de las coordenadas (u’(0),v'(0)) de w en la
base {Xy,X,} y no de a. Ademsés

091 91 (0)
/ 0)=d — ou ov U
g0 = o) = (85 4 ) (o))
lo que muestra que d¢p,(w) es una transformacioén lineal de T),M; a Ty(p)yM2 cuya matriz es la

matriz anterior. 'y

Como M C IR?, el producto punto candnico de IR? induce un producto interior en cada plano
tangente T, M de una superficie regular, es decir, dados wy, wy € T, M, entonces (w1, wz), €s una
forma bilineal simétrica y definida positiva.



Definicién 1.1.3 La forma cuadrdtica I, : T,M — IR definida por I,(w) = (w,w), = |w|?, se
llama primera forma fundamental de la superficie reqular M C IR® enp € M.

La primera forma nos permite medir en la superficie: dngulos entre curvas que se cortan,
longitudes de curvas, areas de regiones, etcetera.

Expresaremos la primera forma en términos de la base {x,,x,} inducida por una parametri-
zacién x(u,v) en p. Si w € T,M, entonces w es tangente a una curva o(t) = x(u(t),v(t)) con
p = a(0) = x(u(0),v(0)) y como '(0) = x,u’ + x,v" obtenemos

Iy(a’(0)) = (&/(0), &/ (0))p = {xut’ + %0, x0u" +x0"),
= (%, Xu)p (W) 4 2(%0, X0 )t/ 4 (X4, X, )p(V)? = E(W)? 4+ 2Fu'v' + G(v')?
al calcular en ¢ = 0, siendo
E(U(O),U(O)) = (XU7XU>IJ F(U(O),U(O)) = (XU7XU>p

G(u(0),v(0)) = (Xv,Xu)p

los coeficientes de la primera forma fundamental en la base {x,,x,} de T,M, los cuales son
funciones diferenciables de (u,v) € U.

La longitud de arco s de una curva a(t) = z(u(t),v(t)) que estd contenida en una vecindad
coordenada en la superficie M estd dada por:

s(t):/ \o/(t)\dt:/o \/I(a’(t))dt:/o VE@)? + 2Fu'v' + G(v')2dt.

La primera forma fundamental sirve para medir angulos entre dos curvas regulares parametrizadas
a:l— M, (:1— M que se intersecan en t = tg; tal dngulo estd dado por:

(a/(to), B' (o))
lo/ ()16 (t)]

Si las curvas son las curvas coordenadas de una parametrizacion x(u,v), el dngulo es:

cosf =

(Xu,Xy)  F
Ixullxo|  VEG

cos ) =

Definicion 1.1.4 Una parametrizacion se llama ortogonal si las curvas coordenadas de la
parametrizacion son ortogonales, es decir, si F'(u,v) = 0.

Por ejemplo, la superficie de revolucién parametrizada por x(u,v) = (f(v) cosu, f(v)senw, g(v))
tiene como vectores tangentes a

xu = (—f(@)senu, f(v) cosw,0), %, = (f/(v) cosu, f'(v) sen, ¢ (v))
y por lo tanto los coeficientes de la primera forma son E = f2(v), F=0y G = f*(v) + ¢"*(v).

Un subconjunto R de una superficie diferenciable M se llama dominio si es la imagen bajo
un homeomorfismo de un disco del plano, y se llama regién cuando se le aniade la imagen de



la frontera del disco que sélo puede tener un ntmero finito de picos. La region R es acotada si
estd contenida en alguna bola de IR3.

Si una regién R es la imagen bajo x : U C IR?> — M, la funcién |x, x X,| mide el drea del
paralelogramo generado por X,,x, € T, M por lo que es natural definir:

Definicién 1.1.5 Sea R C M wuna region acotada de una superficie contenida en la vecindad
coordenada de la parametrizacion x : U C IR?> — M. Entonces el drea de R estd dada por

V(R) = // |Xy X Xy|dudv.
x~1(R)

Es facil ver que la integral no depende de la parametrizacién, ver [4]. Y si tomamos en cuenta
., 2 2 |2 2
la relacion |x, X X,|° = [Xy|”|%xp|" — (X4, Xy)”, entonces vemos que

|xy X x| = VEG — F?

y por lo tanto el area puede calcularse en términos de los coeficientes de la primera forma
fundamental
V(R) = / VEG — F2dudv
x~H(R)

Ejemplos:

» El drea V de una region R de la superficie correspondiente a la gréfica de una funcién
f : U — IR diferenciable en un conjunto abierto de IR? dada por x(u,v) = (u,v, f(u,v)),

estd dada por
V= // V14 f2+ fidudv
Q

donde @ es la proyeccién normal de R sobre el plano wv. Tenemos que x,, = (1,0, f,) y
x, = (0,1, f,) y por lo tanto se cumple la siguiente igualdad EG — F? =1 + f2 + f2.

» El drea V del cilindro circular recto parametrizado por x(u,v) = (cosu,senwu,v), donde
U={(u,v);0 <u<2m,0<v<h} es:

h—e p2m—e¢
V = lim / dudv = 2mh.

e—0 J

Vale la pena dar la siguiente observacién, que usaremos méas adelante. Six : U C IR? — M es
una parametrizaciéon de M, R C x(U) es una regién acotada de M y f es una funcién diferenciable

sobre R, entonces
// f(u,v)V EG — F?dudv
x~1(R)

es la integral de f sobre la regién Ry se denota por [, r fdV. Se comprueba que esta integral
no depende de la parametrizacién.



Al dar un sistema de coordenadas x(u,v) de una superficie regular en un punto p podemos
elegir un vector normal unitario N como sigue;

Xy X Xy

N

- |xy X Xy

y dado otro sistema de coordenadas (Xgz,X5) en el mismo punto tenemos que

X X X5 8(u,v)x X X
U 8('&7 7) U {0
de aqui que N preserva su signo Si_g%—’g% es positivo o bien cambia si aéﬁ’g% es negativo, donde,

2(8_"1_)3 es el jacobiano del cambio de coordenadas. Por lo que tenemos la siguiente definicién.

Definiciéon 1.1.6 Una superficie regular M es orientable si es posible cubrirla con una
familia de vecindades coordenadas de tal manera que si p € M pertenece a dos vecindades de
la familia, entonces el cambio de coordenadas tiene jacobiano positivo en p. La eleccion de tal
familia se llama una orientacién de M y en tal caso M se dice orientada. Si no existe la cubierta
con esa propiedad, la superficie es mo-orientable.

1.2. Curvatura gaussiana

En geometria diferencial la curvatura de una superficie es un concepto central. En el caso
de una curva, la curvatura en uno de sus puntos es la razén de cambio de su vector tangente
normalizado. Anédlogamente, la curvatura en el caso de una superficie en uno de sus puntos mide
que tan rapido cambia su plano tangente en una vecindad del punto. Pero medir la variacién del
plano tangente equivale a medir la variacién del vector normal N, en una vecindad del punto, lo
cual se logra considerando todas las direcciones de T, M.

e

Figura 1.2: Variaciones del vector normal

Por ejemplo, en un plano la variacién de N, es cero a lo largo de cualquier curva. En un
punto p de un cilindro hay dos direcciones principales (ver figura 1.2), es decir, al mover IV, en la
direccién v; es paralelo asi mismo, mientras que al moverlo en direcciéon vy el vector normal N,
se inclina hacia un lado y en cualquier otra direccion el vector normal se inclina en direccién wvs.

10



En un punto de una esfera, la variacién del vector [V, siempre es la misma ya que no hay
direcciones especiales. En un elipsoide, hay dos direcciones distinguidas en las cuales el vector
N, en una direccién se inclina mas rapido que en la otra. En un punto del hiperboloide, en una
direccién el vector normal N, cambia positivamente y en la otra negativamente, es decir, N, se
inclina hacia atras mientras avanza en esa direccion.

Definicién 1.2.1 Sea M C IR? una superficie reqular orientada. La funcion N : M — S? que a
cada punto p € M asocia el vector N(p) € S? C IR® normal unitario definido por la orientacion
es llamada la aplicacién de Gauss.

La diferencial de la aplicacion lineal NV evaluada en un punto p € M es una transformacién
dN, : T,M — T, N(p)52 que opera como sigue: dada una curva parametrizada «(t) en M con
a(0) = p, tomamos la curva N o a(t) = N(t) en la esfera S? que es la restriccién del vector
normal N a la curva «a(t); entonces el vector tangente N'(0) = dN,(c/(0)) puede verse como un
vector en T, M, ya que T)M y Tn(p) S? son planos paralelos.

Este vector mide la razén de cambio del vector N, restringido a la curva a(t) en ¢ = 0. Por lo
tanto dN, mide cémo varia N en una vecindad de p y estd dado por una transformacién lineal
de T}, M en si mismo.

Definicién 1.2.2 Seap € M ydN, : T,M — T,M la diferencial de la transformacion de Gauss.
El determinante de dN, es la curvatura gaussiana K (p) de M en p.

Consideremos una curva en superficie M, esto es, a(t) = x(u(t),v(t)) tal que a(0) = p, el
vector tangente es o = xu’ + x,v.

Nosotros queremos ver cudanto se aparta una superficie de su plano tangente; necesitamos
analizar la variaciéon de sus vectores tangentes o/, lo que podemos hacer calculando o’ y la
proyecciéon (N, a”) en el vector normal que es nuestra referencia. Sabemos que (N,a') = 0, de
aqui que:

(N, "y = —(N', o).

Definicién 1.2.3 La forma cuadrdtica 11, : T,M — IR, definida por I1,(v) = —(dNy(v),v), se
llama segunda forma fundamental de la superficie M C IR? en el punto p.

Obtendremos las expresiones de la aplicacién de Gauss y de la segunda forma en términos de
una parametrizacién x : U C IR? — M compatible con la orientacién N de M; tenemos que el
vector tangente a a(t) en p es o = x,u’ + x,0" y

d

dNy(a') = dt

(N (u(t),v(t))) = Nyu' + N,v'.
Tomando en cuenta que N,, y N, estan contenidos en T, M, podemos escribirlos como combinacién

lineal de x, ¥ X,
Ny = a11xy + a21Xy, Ny = a12Xy + a20Xy,
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de aqui que dN,(a/) = (anv' + a120")x, + (a21u’ + azv’)x,, que en forma matricial se expresa
h ()= (o 0) (0)
P\v/)  \aar axn /) \v)’
Asi, la expresién de la segunda forma fundamental en una base {x,,x,} estd dada por:
Iy(a') = =(dNy(a'),a) = —=(Nyu' + Nyv', 3t + x,0") = e(u')? + 2f (u'v) + g(v')?
donde e, f y g estan dados por
e =—(Ny,xy) = (N, Xyn) g =—(Ny, %) = (N, X))
f==(Ny,xu) = (N, Xuo) = (N, Xou) = —(Nu, Xo)
Ya que (N,x,) =0, (N, x,) = 0 al derivar cada una con respecto a v y u respectivamente, resulta
(No,xu) +(Noxuw) =0y (NuyXy) + (N, Xpu) =0
Utilizando las expresiones de N, y N, mencionadas anteriormente obtenemos
—e = (Ny,Xy) = a1l + axn F, —f = (Nu, %) = a1 F + an G,
—f = (Ny,xu) = a12E + axF), —g = (Ny, Xy) = a12F + anG,

donde E, F'y G son los coeficientes de la primera forma fundamental en la base {x,,, x, }. Podemos

expresar lo anterior como
< e ) < > 21 > < >
J g a2 a2 I G)’

Para encontrar los valores de a;j, basta multiplicar por la inversa de la matriz de la primera

forma fundamental
a1l a9 o -1 (& f G —F
aip ax) EG-F2\f g)\-F FE

Asi tenemos

a  fF—eG " 9P - fG
"TEG-FY 2T EG-FY

el — fE fF —gE
a21 =

" a - @ v
EG — F% »7 EG-F?
por lo que la curvatura gaussiana K (p) estd dada por

eg — f?

Ejemplos:
» Para una superficie de revolucién con generatriz (¢(v), 9 (v)) parametrizada por longitud
de arco: x(u,v) = (¢(v) cos u, ¢(v) senu,1(v)), un vector normal unitario estd dado por
N(u,v) = (¢’ cosu, ¢’ senu, —¢').
Por lo tanto los coeficientes de la segunda forma son e = —¢', f =0y g=¢"V' — "¢ y

obtenemos
(" — A" @)

K= —
¢
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» Para una superficie que es la gréfica de una funcién h : IR?> — IR, dada por la parametrizacién
x(u,v) = (u,v,h(u,v)); tenemos que x,, = (1,0,hy), x, = (0,1,hy), Xuy = (0,0, hyy),
Xup = (0,0, hyy) ¥ Xy = (0,0, hyy); entonces el vector normal unitario estd dado por

(_hU7 _hv7 1)
(Lt B+ hy) 12

N(u,v) =

Los coeficientes de la primera forma fundamental son E =1+ h2, F = h,h, y G =1 + h?
y los de la segunda forma

huu huy h‘UU

S vy VoA Al s iy s SR Al iy 7%

por lo tanto
huuhvv - h%w
TN
Si x: U C IR? — M es una parametrizacién compatible con la orientacién de M, considere-
mos un triedro formado por x,, x, y N en cada punto de x(U) y expresemos sus derivadas en
términos de la misma base {x,,x,, N}; con esto obtenemos los simbolos de Christoffel Ffj
1,7,k =1,2 de M en la parametrizacién x.

Xyu = thu + F%lxv + LN, Xup = Fbxu + F%zxv + Lo N

Xou = F%1Xu + Fglxv + E2N7 Xpv = F%QXU + F%QX’U + L3N

k.
jir
el producto punto de las relaciones anteriores con N encontramos que L1 = e, Ly = Ly = f y
L3 = g que son los coeficientes de la segunda forma fundamental de M. Para obtener los simbolos
de Christoffel, hacemos el producto punto de las férmulas anteriores con x, y X,

Como las parametrizaciones son C'°°, concluimos que X, = Xy por lo que Ffj =TI'%.; si hacemos

{ (Xyu, Xu) =THE+T%F = 1B,
(Xyu, Xp) =1 F+THG = F, — 1E,

{ (X Xy) =T E 4+ T2,F = %Ev
(Xuv, Xv) = Do F + THG = 5G,

(Xpp,Xy) = Do B+ T3,F = F, — 1G,
(Xpu, Xo) = T3, F +T3,G = 3G,

Estas ecuaciones forman tres grupos de ecuaciones lineales, donde las incégnitas son los simbo-
los de Christoffel y el determinante de cada sistema es EG — F? # 0 lo cual nos dice que cada
Ffj se expresa en términos de E, F', G y sus derivadas parciales con respecto a u y v respecti-
vamente. Los conceptos que se pueden expresar en términos de la primera forma fundamental y
sus derivadas pertenecen a la geometria intrinseca.

Para obtener relaciones a partir de los simbolos de Christoffel consideramos, por ejemplo, la
siguiente ecuacion (Xyy)y = (Xuv)uw = 0 y usamos las ecuaciones anteriores; asi, obtenemos

(Filxu + I%1"1) +eN), = (P%zxu + P%zxv + fN)u
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que da lugar a
X + 12X + eNy + (T1))oXy + (T3) Xy + eu N

= F12qu + F12Xvu + fN + (F12)uxu (F12)uxv + fUN

Utilizando nuevamente los simbolos de Christoffel e igualando los coeficientes de x,, llegamos a

I T + 503, + eass + (I))y = Dol + T, + faor + (M)

F—gFE eF'—fE
Como a9 = gc—_%—q Yy a1 = EGY—_'};Q', entonces
2
eg — f

EG_p2 - PE

(T9)u — (TF))o + Tolgy + T3y — I I, — 515, = —F

Esta expresién dice que la curvatura se puede expresar en términos de los coeficientes de la
primera forma fundamental y sus derivadas, esto es, la curvatura es un concepto intrinseco de la
superficie. A este resultado se le conoce como el Teorema Egregio de Gauss.

Obtendremos un resultado técnico que necesitaremos mas adelante.

Proposicion 1.2.1 Si x es una parametrizacion ortogonal, entonces

<= (). (F30).

Demostracién: Como F' = 0, si sustituimos las expresiones para los simbolos de Christoffel
en la expresién —E K vemos que
1 1 1 1 1
—EK = —(—nBy)y — —— By By + (==Gy)?
(2GG Ju = 2G v 2F"2G ”+(2GG“)
1 1 1

2E GG +2GE GG”

Como (%Gu)u = ﬁ(GGuu ~-G%)y (—%Ev) 2G2 (E,G, — GE,,), entonces

_ 1 o2 b1 IRy
—FK = YeZ (GGuy — G2) — 2G2 — (E,Gy — GEy) 2EEU2GEU + (QGG“)
1 1 1 1
_ﬁEu@Gu + @EU%G’U
por lo que
_ 1 N B oL | R
K= =95 CCut gpeaut gpea B G — g + 1ma™ ~ e G
1
4GE2E uCu 4EG2E oG
y consecuentemente
b 2 L I
K= QEGG““ 2EGE 4EG2G 4EG2E oG + E2GE +4GE2E“G“
K__l(Ev)_l(Gu) .
2WEG VEG'' 2VEG VEG"
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Figura 1.3: Derivada covariante

1.3. Derivada covariante

Un concepto fundamental de la geometria diferencial de superficies es el de curva geodésica,
es decir, una curva en la superficie que es el camino maés corto entre cualesquiera dos puntos
cercanos. Para introducir ese concepto necesitamos el concepto de campo vectorial y derivada
covariante.

Un campo vectorial sobre un conjunto U abierto de una superficie regular M es una apli-
cacién w que a cada punto p € U le asocia un vector w(p) € T,M. El campo vectorial es dife-
renciable en p si para alguna parametrizaciéon x(u,v), las componentes a y b de w = ax, + bx,
son diferenciables en p.

Definicién 1.3.1 Sea w un campo vectorial diferenciable a lo largo de una curva parametrizada
en M, a: I — M tal que a(0) = p, entonces el vector obtenido mediante la proyeccion ortogonal
de (ﬁ)(O) sobre el plano tangente T,M se llama la derivada covariante en p de w a lo largo
de a y se denota por B (0).

Si a(t) es una curva sobre M y consideramos o/(t) = w como un campo vectorial, entonces
/ . s . oy .2
Dlo‘ (t) es la componente tangencial de la aceleracién, que intuitivamente es la aceleracién de la
curva «(t) vista desde la superficie.

La derivada covariante pertenece a la geometria intrinseca y no depende de la eleccién de la
curva «; para mostrarlo, sea x(u,v) una parametrizaciéon de M en p y tomemos x(u(t),v(t)) =
a(t) la expresion de la curva «, entonces

w(t) = a(u(t),v(t))xy + blu(t),v(t))x, = a(t)x, + b(t)x,

es la expresién de w(t) en la parametrizacién x(u,v). Lo que implica que

d
- a(Xuut’ + Xup?') + (Xt + X0 + a'xy + b'x,

g

Como Dl“’ es la componente de ‘filf”_en el plano tangente, usaremos las expresiones de Xy, Xy

Xy v eliminamos la componente normal para llegar a

D
v (a' + Thau +Tiyav + Tipbu’ + Thbv')x, + (0 + THau' + Thav' + Thbu' + T3,00")x,.
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Esta ecuacién se expresa en términos de los simbolos de Christoffel que pertenecen a la geometria
intrinseca de la superficie. También muestra que % depende tnicamente del vector (u/,v) y no

de la curva a.

Definicién 1.3.2 Un campo vectorial w a lo largo de una curva parametrizada o : I — M es
paralelo si % =0 para cada t € 1.

Por ejemplo, en el plano el concepto de campo paralelo a lo largo de una curva parametrizada
se reduce a un campo constante a lo largo de la curva. Las curvas a(t) en el plano cuyo campo
vectorial o/ (t) es paralelo necesariamente son rectas del plano que son llamadas geodésicas.

Definicion 1.3.3 Una curva parametrizada o : I — M no constante es una geodésica si su
campo de vectores & (t) es paralelo a lo largo de a, esto es, si Dd—?(t) =0, paratel.

En otras palabras, una curva de una superficie contenida en IR? se dice que es una geodésica
si su vector de aceleracion es ortogonal al plano tangente de la superficie en cada punto de la
curva.

Dada una parametrizaciéon x(u,v) de una superficie M y x(u(t),v(t)) la expresién de una
curva « en términos de x en M, el campo vectorial tangente o/ estd dado por

/! /
o/:uxu—HJXU.

Por lo tanto, el hecho de que o sea un campo paralelo es equivalente al siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales:

W+ T (W) + 2T u'v) + Ty (v)? = 0,
V" + T (W) + 205,00 + T5,(v')? = 0.

En otras palabras, a es geodésica, si y sélo si se satisface este sistema en una vecindad coordenada.
Este sistema se conoce como las ecuaciones diferenciales de las geodésicas.

Definicion 1.3.4 Sea w un campo diferenciable de vectores unitarios a lo largo de una curva

parametrizada o : I — M de una superficie orientada M. Como Cfl—lf es normal a w(t) cont € I,

entonces

Dw
2= AV @) X w()
El nimero \(t) recibe el nombre de valor algebraico de la derivada covariante de w en el

punto t y se denota por [%].

Es conveniente observar que [%] = <%’, N x w(t)).

Definicién 1.3.5 Sea o : I — M wuna curva parametrizada por su longitud de arco s; el valor

algebraico de la derivada covariante {Di‘lls(s)] = kg de o/(s) en un punto p € M es la curvatura

geodésica en p.
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Tomemos ahora v y w dos campos vectoriales diferenciables unitarios a lo largo de una curva
parametrizada « : I — M; definiremos una funcién ¢(t), t € I, que determine el dngulo entre
v(t) y w(t). Tomemos un campo ¢ también unitario a lo largo de « de tal manera que la base
{v(t),v(t)} sea una base ortonormal positiva de T,,M para cada t € I; entonces expresamos a
w(t) como

w(t) = a(t)v(t) + b(t)v(t)

donde a(t) y b(t) son funciones diferenciables en I tales que a?(t) + b%(t) = 1. Si fijamos un valor
¢o del dngulo entre v(ty) y w(ty), podemos extender la funcién diferenciablemente en I como
sigue.

Lema 1.3.1 Sean a(t) y b(t) funciones diferenciables en I de tal manera que a®> +b*> =1 y ¢
tal que a(ty) = cos o b(ty) = sen pg. Entonces la funcion diferenciable

o(t) = po + / t(ab’ — ba')dt

to

cumple que a(t) = cos p(t), b(t) =sen(t) y p(ty) = ¥o-

Demostracién: Veremos primero que a(t) cos ¢(t) + b(t) sen p(t) = 1. Si derivamos el lado
izquierdo de esta ecuacién obtenemos

(acos p + bsen @) = a’ cosp — a(sen )y’ + b sen ¢ + b(cos )¢’
Por la definicién de ¢, ¢’ = ab’ — ba’, por lo que si sustituimos en la ecuacién anterior obtenemos
(acosp +bsen) = (' 4 aba’ — a®V')sen ¢ + (a’ — b%d’ 4 bab') cos ¢ = 0

ya que a® +b> =1y aa’ + bb' = 0. Por lo tanto acos ¢ + bsen ¢ = cte y el valor de la constante
resulta al valuar en tg

a(to) cos ¢(to) + b(to) sen p(to) = (a® + b?)(to) = 1

Se sigue que (a—cos )2+ (b—sen ¢)? = a? +b% — 2a cos p — 2bsen p+ 1 = 0; entonces se cumplen
a(t) = cosp(t), b(t) =senp(t) y p(to) =wo. &

El siguiente lema relaciona la derivada covariante de dos campos vectoriales unitarios a lo
largo de una curva con la variaciéon del dngulo que forman estos campos.

Lema 1.3.2 Siv y w son dos campos vectoriales unitarios diferenciables a lo largo de una curva

a:l— M,tel, entonces
Dw| [Dv| _dy
dt dt | dt’
donde o estd definida como en el lema anterior.

Demostracion: Sean v = N x vy w =N X w, entonces

w = (cos p)v + (sen p)v
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Haciendo el producto vectorial de N con w tenemos que
w=N Xw=(cosp)N X v+ (senp)N x 0 = (cos p)v — (senp)v,
y si derivamos w respecto a t
w' = —(sen @)p'v + (cos p)v’ + (cos )p'v + (sen @)V’

Ahora tomamos el producto interior de w’ y w, teniendo en cuenta que (v,7) =0y (v,v') =0, y
obtenemos

(w!,3) = (sen? 9} + (cos? )(B, /) + (cos? 9)/ — (sen? )0, v);
como (v,7) = 0, si derivamos tenemos que (v',7) = —(v,?’) y por lo tanto
(W', @) = ¢ + (cos® p) (v, T) + (sen® ) (v, ) = ¢ + (V', D),
lo que implica, por la observacién de la definicién 1.3.4 que

—dt | at

Duw
dt

}z(w',@}zd%—(l}/,f}} d—“0+[DU] L)

Una consecuencia del lema anterior, es que si a(s) es una curva parametrizada por longitud
de arco, v(s) un campo paralelo a lo largo de a(s) y w(s) = o/(s), entonces obtenemos

= [Do/(s)] dp

ds ds’

es decir, la curvatura geodésica es la rapidez con que varia el dangulo que forma el vector tangente
a la curva con una direcciéon paralela a lo largo de la curva.

Proposicién 1.3.1 Sea x(u,v) una parametrizacion ortogonal de una vecindad de un abierto en
una superficie orientada M, y w(t) un campo diferenciable de vectores unitarios a lo largo de una
curva x(u(t),v(t)). Entonces

Dw 1 dv du dp

ETE i —— u g, E’U_ 1.0

[ dt ] 2~/E(;{G dt dt } + dt
donde p(t) es el dngulo de x, a w(t) en la orientacion dada.

Demostracién: Tomemos los vectores unitarios tangentes a las curvas coordenadas e; = %

Xy

y e2 = J&y sea N = e1 X eg, donde N es la orientacién dada de M. Ahora, por el Lema 1.3.2

tenemos
Dw) _[Der]  de
at | | dt dt’
Del]

donde €1 (t) es el campo vectorial restringido a la curva x(u(t),v(t)). Ahora si calculamos [ o
tenemos D p ; ) )
|: dt :| - < dt 7N X el> - < dt 762> ((el)U762> dt +<(61)U762> dt
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Como F = 0, tenemos que (X, Xy ) = —% Y Xy, Xp) = %; por lo tanto,

Sustituyendo estos valores en [%], tenemos

Dw 1 dv du dy

[dt] B m{Gudt _E”dt} Ta *
1.4. Teorema de Gauss-Bonnet local y global

Definicién 1.4.1 Sia: I — M con I =[0,l], decimos que « es una curva simple, cerrada y
regular por partes si

v Para todo t1 # to, con tq1,ty € (0,1), se tiene a(t1) # a(ta),
» a(0) = (),

» FEzxiste una particion 0 = tg < t1 < - <tp <tpy1 =1 de I tal que o es diferenciable y
reqular en cada [t;, t;+1] coni=0,1,... k.

Los puntos «a(t;) con i = 0,1,...,k son llamados vértices de « y las trazas a([t;,t;+1]) con
i = 0,1,...,k son llamados arcos regulares de «. Para cada vértice a(t;) podemos definir su
angulo exterior #; como el dngulo que forman la tangente de llegada en el punto ¢;, o/ (t;)” y la
tangente de salida o/(¢;)™ en el mismo punto, definido por la orientacién (el sentido de recorrido)
de la curva a. Si o/(t;)” = &/(t;)", entonces 0; = 0; si —a/(¢;)” = o/(¢;)", entonces 6, = —.

Sea v : I — M una curva simple, cerrada y regular por partes, con vértices «(t;) y dngulos
exteriores 6;, para i = 1,2, ..., k. Las funciones diferenciables ¢; : [t;,t;+1] — IR dadas por el lema
1.3.1 miden el dngulo positivo que forman x,, y o/ (t).

El siguiente teorema establece que la variacién total del dngulo que forma el vector tangente
a « con alguna direccién fija, mas la suma de los dngulos exteriores en los vértices es igual a 2.
El lector puede ver la demostracién en [4] o [7].

Teorema 1.4.1 (Del angulo de rotacién de las tangentes) Para una curva simple, cerra-
da y regular por partes, tenemos

k k
Z((’Di(ti-i-l) — @;(t;)) + Z@i =427
donde el signo depende de la orientacion de . 'Y

Estamos preparados para enunciar y demostrar la parte local del teorema de Gauss-Bonnet;
sera sorprendente ver que el lado derecho de la férmula sea siempre una constante, sin importar
en cudl superficie se encuentra la region simple, esto es, si R es homeomorfa a un disco cerrado
y OR es una curva simple regular por partes.
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Figura 1.4: Angulo de rotacién de las tangentes de una curva o

Teorema 1.4.2 (Teorema de Gauss-Bonnet (local)) Sea x : U — M wuna parametrizacion
ortogonal (F = 0) de una superficie orientada M, donde U C IR? es homeomorfo a un disco
abierto y x es compatible con la orientacion de M. Tomemos R C x(U) una region simple de
M y sea o : I — M parametrizada por longitud de arco s y orientada positivamente tal que
OR = «a(I). Sean a(sp),...,a(s) los vértices y Op,...,0 los dngulos exteriores de la curva o
respectivamente. Entonces

k
KdV + | ky(s)ds+Y 0, =2m
Jhteav s f e 3

en donde ky(s) es la curvatura geodésica de los arcos requlares de o y K es la curvatura gaussiana
de M.

Demostracién: Por la proposicién 1.3.1 con w = &/(s), tenemos que

1 dv du dp; ()
kg(S) = 72 ’—EG{GU% Ev%} + ds ;

donde ¢;(s) mide el dngulo positivo entre x,, y o’(s) en cada intervalo [s;, s;41]. Si integramos en
cada intervalo la curvatura geodésica y sumamos todas esas integrales, tenemos:

k .
5’“ Si+1 dv du St dy; (s)
Z/ ds-Z/ 2@< Uds>d8+i§:;/8i ds ds.

Usando el teorema de Green: si P(u,v) y Q(u,v) son funciones diferenciables en una regién

A C IR?, entonces
/ Pdu + Qdv = // (ﬁ — 8—P> dudv;
A v

con P = —2\/EG, Q= 2\/EG y A =x"1(R), obtenemos

L= [ | ).~ i), 3 [ 252
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Ahora, usando el hecho de que la parametrizacién es ortogonal, podemos aplicar la proposicién
1.2.1 y por el teorema fundamental del cdlculo tenemos

L k
/aR kg (s)ds = //xl(R) —KVEGdudv + Z (pi(sit1) — wi(si)) -

1=0

Utilizando el teorema del angulo de rotacién de las tangentes y tomando en cuenta que la curva
esta orientada positivamente, llegamos al resultado deseado:

k
//KdV+/ kg(s)ds+> 60 —2mr=0. &
R 8R 0

Para demostrar el teorema de Gauss-Bonnet en su versién global necesitamos definir algunos
conceptos topoldgicos.

Una regiéon R C M es regular si R es compacta y su frontera OR es unién finita de cur-
vas simples, cerradas y regulares por partes. Una regién simple con tres vértices y con angulos
exteriores diferentes de cero es un triangulo.

Definicion 1.4.2 Una triangulacién de una region R C M es una familia finita J de tridngulos
T;,i=1,...,n, tal que
"ULTi=R;

" SITNT # 0, entonces T; N T; es un lado comin de T; y T; 6 un vértice comain.

N &7 ()

Figura 1.5: Triangulaciones no validas

Si tenemos una triangulaciéon J de una regién regular R C M de una superficie M, deno-
taremos por F' el nimero de tridngulos, E el nimero de aristas y V el nimero de vértices de la
triangulacién. El nimero F' — E 4+ V = x(R) es la caracteristica de Euler de la regién.

Necesitaremos algunos resultados para probar el teorema global de Gauss-Bonnet y cuya
demostracién pasaremos por alto, ver [9].

Por ejemplo, se demuestra que cada regiéon regular de una superficie regular admite una
triangulacion.

Si R C M es unaregién regular de una superficie orientada y {x,} una familia de parametriza-
ciones compatibles con la orientaciéon de M, existe una triangulaciéon J de R de tal manera que
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cada tridangulo estd contenido en alguna vecindad coordenada de la familia {x,} y si la fron-
tera de cada tridngulo de J estd orientada positivamente, los tridngulos adyacentes determinan
orientaciones opuestas en el lado comun.

Y la més importante; la caracteristica de Euler x(R) no depende de la triangulacion.

Teorema 1.4.3 (Teorema de Gauss-Bonnet (global)) Sea R C M una region regular de
una superficie orientada y sean C1i,...,Cy curvas cerradas, simples y requlares por partes que
forman la frontera OR de la region R. Supongamos que C; estd orientada positivamente y sean
01,...,0, los dngulos exteriores de las curvas C1, ..., Cy,. Entonces

//R fedv /E)R Fg(s)ds + i@z = 27x(R)

=1

donde s es la longitud de arco de C;.

Demostracion: Tomamos J una triangulacién de la region R, tal que cada tridngulo T}
esté contenido en una vecindad coordenada de una familia de parametrizaciones ortogonales
(F = 0), compatibles con la orientacién de M. Si aplicamos el teorema de Gauss-Bonnet local a
cada tridngulo T} y sumamos sobre los elementos de la triangulacién, teniendo en cuenta que las
integrales en los lados comunes de dos tridngulos se cancelan, obtenemos

F3

// KdV+Z/ kg(s)ds+ > 6 =2rF
R =1 7 Ci

j=1,k=1

donde 601,02, 0;3 son los 4ngulos exteriores de T}. Entonces los 4ngulos interiores ¢, de T} estdn
dados por ¢;i = m — 01, por lo que la suma de los dngulos exteriores puede expresarse como

F3 F,3
Z ij:37rF— Z Pjk-

Jj=1,k=1 j=1,k=1

Usaremos ahora como notacién: F, nimero de lados exteriores de J; F; nimero de lados interiores
de J; V. numero de vértices exteriores de J; V; niimero de vértices interiores de J.

Se puede mostrar por inducciéon que 3F = 2F; + E., por lo que

F\3 F\3
Y b =2uEi+7E.— > ¢
J=1,k=1 j=1,k=1

También observamos que V, = V. + V. donde V,; es el numero de vértices exteriores de la
triangulacién que no son vértices de alguna curva C; y V. es el nimero de vértices de las curvas
C};; entonces es claro que para los vértices exteriores la suma de los angulos interiores es ,
mientras que para los vértices interiores de J la suma de los dngulos interiores es 27, por lo tanto

F,3 p
Z Ojr =2mE; + mE. — 21V — Ve — Z(T{' —6).
j=1,k=1 =1
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Si sumamos y restamos wFE, y tomamos en cuenta que E, = V. ya que C; es cerrada, tenemos
que

F\3 p P
Z Ojk:27TEZ-—|—27TE6—27TVZ-—7TV6t—7TVe—Z7T—|—Z(91.
j=1,k=1 =1 =1

Como Zle T = TV, entonces

F.3 D
Z ij:27TE—27TVZ-—7TV6—7T(Vet+Vec)+291;
j=1,k=1 =1

por lo tanto,

F3 P
Y O =20E-27V+> 0.
j=1,k=1 1=1

porque 27V; — 7V, — w(Ver + Vee) = 2wV, Si sustituimos esta ultima expresién en la primera
ecuacién que obtuvimos, tenemos que

n p
// KdV + Z/ kg(s)ds + 27 E — 27V + Y 0 = 21 F;
. 1=17/Ci

=1

asi llegamos al resultado enunciado,

=1

Este teorema tiene un gran numero de consecuencias importantes; por ejemplo, como la
caracteristica de Euler de una regién simple R en una superficie es x(R) = 1 tenemos:

Corolario 1.4.1 Si R es una region simple de M, entonces
p
// KdV+/ kg(s)ds+> 0 =2m. &
R 8R =1

Si aplicamos el teorema a una triangulacién sobre una superficie compacta y orientable (una
superficie compacta se puede considerar como una regién), vemos que la regién no tiene frontera
v no hay angulos exteriores, por lo que obtenemos:

Corolario 1.4.2 Sea M una superficie compacta orientable, entonces

/ /M KdV =2ny(M). &

La curvatura total f f a KAV es un invariante topoldgico, esto es, si M y M " son superficies
difeomorfas, entonces las curvaturas gaussianas K y K’ pueden ser diferentes, pero sus curvaturas
totales son iguales, pues M y M’ tienen la misma caracteristica de Euler; por lo tanto,

/ /M KdV = 2y (M) = 27 (M') = / [ v
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Para los siguientes corolarios es preciso utilizar nuevamente un resultado topoldgico, el teo-
rema de clasificacién de superficies compactas, ver [10]; que para el caso de una superficie M
orientable asegura que M es homeomorfa a una esfera con asas. Con este resultado a la mano, es
facil comprobar que x (M) s6lo puede tomar los valores 2,0, —2, —4, ..., —2¢, dependiendo de que
M sea una esfera, una esfera con 1-asa, una esfera con 2-asas, etc.

(oo o oed)

9=0, K=2 9=1, X=0 9=2, X=-2

Figura 1.6: Superficies de genero 0, 1, 2

Corolario 1.4.3 Cualquier superficie compacta, orientable M con g-asas tiene curvatura total
(1 — g). [ )

Corolario 1.4.4 Cualquier superficie compacta, orientable M con K > 0, es homeomorfa a la
esfera; si K = 0, entonces M es homeomorfa a una esfera con un asa (toro) y si K <0, M es
homeomorfa a una esfera con mds de un asa.

Demostracién: Cuando K > 0, por el corolario anterior tenemos

0< //M KdV = 2mx(M).

Esto pasa siy sélo si 0 < x(M) y la esfera es la tinica superficie compacta orientada que satisface
esta condicién. Si K = 0 tenemos que 0 = (M) y el toro es la dnica superficie compacta
orientada que satisface esta condicién. Si K < 0 es claro que M es homeomorfa a una esfera con
mds de una asa. A

Para concluir este capitulo veremos que la suma de los dngulos interiores de un triangulo T’
geodésico menos 7 es igual a la integral de la curvatura K. Sea T un tridngulo geodésico en una
superficie orientada M y sean 6;, 05,03 los angulos interiores de T'; entonces, por el teorema de

Gauss-Bonnet,
3
// KdV ==Y 6+ 2m.
T =1

ya que [,5 kg(s)ds =0y x(T) = 1; como los dngulos interiores de T' son = 7 — 6; para | = 1,2, 3,

esto implica que
3 3
// KdV == (m—¢)+2r=> ¢ —.
T =1

=1
Por lo tanto,

1. Si K > 0, entonces Z?:l ¢y > m. Para un tridngulo geodésico en la esfera (K = 1) tenemos
que Area(T) = S0 ¢ — 7.
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2. Si K =0, entonces tenemos un resultado de la geometria euclidiana Z?:l Y =T.

3. Si K < 0, entonces Z?:l ¢ < 7. Para un tridngulo geodésico en el plano hiperbdlico
(K = —1) tenemos que Area(T) = — S0 ¢ + 7.

7

A

Figura 1.7: Tridangulo hiperbdlico ideal

En el dltimo caso, como un bonito ejemplo podemos tomar un tridngulo ideal, es decir, el caso
limite de todos los tridngulos hiperbdlicos donde cada uno de sus tres dngulos va acercandose a
cero, con dos de sus vértices en OIH? y el tercero se encuentra en el punto al infinito y comprobar
que su area es igual a 7.

Para superficies de curvatura constante las relaciones 1, 2, 3 dan una de las diferencias més
importantes entre los tres modelos clasicos de geometria: si K = 1, tenemos la geometria de la
esfera S?; si K = —1, tenemos la geometria del semiplano superior JH? o geometria hiperbélica y
si K =0, tenemos la geometria del plano euclidiano IR? que es la que nos sirve de frontera entre
las anteriores.
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Capitulo 2

Teorema de Gauss-Bonnet
para variedades riemannianas
de dimension dos

En el capitulo anterior trabajamos con superficies M contenidas en IR? para las cuales desa-
rrollamos conceptos de geometria diferencial que pertenecen a la geometria intrinseca de M pues
no dependen del espacio euclidiano que la rodea (dependen del producto interior en cada punto
de T,M); tal es el caso de la curvatura, la derivada covariante y la caracteristica de Euler que es
un concepto topoldgico. Por lo anterior, parece tener sentido el Teorema de Gauss-Bonnet para
superficies abstractas, es decir, estudiar la superficie sin referirnos al espacio ambiente.

Para mostrarlo, generalizaremos primero el concepto de superficie al de variedad diferencia-
ble, es decir, un espacio que localmente pueda tratarse como un espacio euclidiano. Para evitar
repeticion en los siguientes capitulos parte de la teoria la desarrollaremos para variedades de
dimension n.

2.1. Variedades diferenciables

Definicién 2.1.1 Una variedad diferenciable de dimension n es un conjunto M™ y una fa-
milia A de aplicaciones inyectivas X, : Uy, C IR™ — M de conjuntos abiertos U, de IR™ en M
tales que:

1. U,xa(Us) =M.

2. Para cada par de aplicaciones en A tales que x,(Uy) Nxg(Ug) = W # 0, los conjuntos
x Y (W) y xgl(W) son abiertos de IR™ y las aplicaciones xgl 0 X, Xo ! 0xg son diferen-
ciables. (A wveces se dird de clase C*, es decir, que dichas aplicaciones tiene derivadas de

todos sus ordenes y ademds continuas).
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Figura 2.1: Variedad diferenciable

La familia A = {(Uas,Xq)} es un atlas para M. Cuando la familia es méxima respecto a
las dos condiciones anteriores se denomina atlas méaximo. El par (U,,x,) con p € x,(U,) se
llama sistema de coordenadas de M en p. A x,(U,) se le llama vecindad coordenada. Una
familia {(Ua,Xxq)} que satisface las condiciones anteriores se llama estructura diferenciable
en M.

Una estructura diferenciable sobre M induce una topologia en M de manera natural, s6lo
definiendo que un conjunto A C M es un conjunto abierto si x; (A N x,(Uy)) es un conjunto
abierto en IR™ para toda «. Supondremos que todas las variedades diferenciables cumplen los
siguientes axiomas:

Axioma de Hausdorff. Dados dos puntos distintos en M, existen vecindades de esos dos
puntos que no se intersecan.

Axioma de Numerabilidad. M puede ser cubierta por un conjunto numerable de vecindades
coordenadas.

Ejemplos:

= JR"™, con la estructura diferenciable dada por la identidad {(IR"™,Id)}.

o 5" = {(21,.0;Tny1) € R 22 = 1}, Sea N = (0,...,0,1) y S = (0, ...,0, —1) el polo
norte y el polo sur respectivamente, definimos la proyeccién estereogréfica respecto al polo
norte 7y : S” —{N} — IR", que a p € S™ — {N} lo manda a la interseccién del hiperplano
Znt1 = 0 (identificado con IR™) con la linea que pasa por py N:

T In
TN(T1y ooy Tpg1) = . .

9
11—z, |

Andlogamente, definimos la proyeccién respecto al polo sur g : S™ — {S} — R™:

] Tn
(L1, ey Tpt1) = . :

1+ $n+1’ 14 Tn+1

entonces (R™,7y") v (IR, 7r§1) cubren a S™ y el cambio de coordenadas
€ g o T
y] 1+ Tn+1

Yi= 1—zp41
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dado por y; = ﬁ, para j = 1,...,n es diferenciable. Por lo tanto {(R", 77;,1), (R™, 7T§1)}
=175

es una estructura diferenciable en S™.
» La generalizacién del concepto de superficie regular de IR3 es la siguiente: Si M es un
subconjunto de IR™, M es una superficie regular de dimension k si para cada p € M

existe una vecindad V de p en IR" y una aplicacién suprayectiva x : U C IRF — M NV de
un conjunto abierto U C IRF sobre M NV tal que:

e x es diferenciable.

e X es un homeomorfismo, esto es, x tiene inversa x~ ! : VN M — U continua.

o dx,: IRF — IR™ es inyectiva para todo ¢ € U.
Con esta definicién, M es una variedad diferenciable; bastaria ver que dadas dos parame-
trizaciones x : Uy C IR¥ — M yy : Uy C IRF — M tales que x(Uy) Ny(Us) = W # (), el
cambio de coordenadas dado por x 1oy : y =1 (W) — x~1(W) es un difeomorfismo, ver [4].

Esto implica que todas las superficies vistas en el capitulo uno son variedades diferenciables
de dimension dos.

» Sea (21, ...,Tn, Tni1) € IR, definimos el plano proyectivo real P"(IR) como el espacio
cociente de IR"*! — {0} por la relacién de equivalencia:

(T1y ey Tpg1) ~ (AZ1, ooy ATpg1), 0+# )€ IR;

los puntos de P"(IR) los denotamos por (1 : ... : +1). Entonces definimos V; C P"(IR),
i=1,.,n4+1porV; = {(z1 : ... : xpy1);2z; # 0} y las aplicaciones f; : R™ — V; por
fityryeosyn) = (Y1 ¢ oo s yim1 0 1 i Yi1 ¢ oo Yn), que dan lugar a la familia {f;, IR"} que es

una estructura diferenciable en P"(IR).

Definimos una variedad M con frontera, con las mismas condiciones que pedimos para una
variedad, pero ahora para abiertos en R?} = {(z1,...,2,)|z, > 0}. Los puntos de una variedad
con frontera que no tiene una vecindad homeomorfa a un abierto de IR™ constituyen la frontera
de M y se denota por OM.

Para variedades diferenciables podemos dar la definicién de funcién diferenciable en un punto
que es la misma que la definicién 1.1.2. Por lo que podemos hablar de funciones diferenciables
p:M*"— IR o:ICIR—-M"yp: M*— N™.

Necesitamos definir el concepto de vector tangente a M en un punto p. En el capitulo anterior
consideramos una curva « : (—e, e) C IR — M? C IR? tal que a(0) = p y el vector tangente o’(0)
es la velocidad de « visto como un elemento de IR?; en vista de que no tenemos espacio ambiente
en nuestras variedades, hay una propiedad caracteristica del vector tangente que no depende del
espacio ambiente, y es la que tomamos en cuenta para la siguiente definicién.

Definicion 2.1.2 Sea D el conjunto de funciones de M"™ en IR que son diferenciales en p y
tomemos o : I — M™ una curva diferenciable con «(0) = p. Un vector tangente a M en p es
una aplicacion o/(0) : D — IR dada por

d
QOp) = F(@oa)l,  cn  peD
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Esta definicién no depende de una curva especifica, esto es, si consideramos todas las curvas
diferenciales que pasan por un punto p € M, diremos que dos curvas « y 3 son equivalentes si
sus preimagenes comparten el mismo vector tangente en un conjunto abierto U C IR", es decir,

d d

S@ ™ 0a) i = Lla" 0 B) .

Esto resulta ser una relaciéon de equivalencia y por lo tanto la definicién anterior solo depende de
la clase curva a.

Mostraremos que el conjunto de todos los vectores tangentes a M en p constituye un espacio
vectorial de dimensién n y lo denotaremos por 1), M o simplemente M,

Si tenemos un sistema de coordenadas en torno a p, x : U — M"™ podemos expresar la funcion
¢ como: pox(q) = ¢(x1,...,Ty), con ¢ € U C IR™ tal que x(q) =p y a la curva o como

x o a(t) = (21(t), ... 2 (t)).

Noétese que designamos con la misma letra a las funciones ¢ y ¢ o x; entonces

o/ (0)(¢) = %(s@oa) im0 = %w(fcl(t)w"’x ) eo= <Z i <3wz> ) 7

por lo que tiene sentido escribir o/(0) = > ; z,/(0) (%)0, donde (6%1_) ) &8 el vector tangente en

p a la curva coordenada z; — x(0,...,0,2;,0,...,0) y cualquier vector tangente a M en el punto
p lo podemos ver como combinacion lineal de %) s s (a%) . Es inmediato que cualquier
0 n/o

combinacion lineal de (8%1-)0 da lugar a un vector tangente 3'(0) : D — IR y en consecuencia el

conjunto de vectores tangentes forma un espacio vectorial.

s Otro ejemplo muy importante de variedad diferenciable es el llamado haz tangente. Si M
es una variedad diferenciable de dimensién n, definimos el haz tangente de M como

TM ={(p,v);p e M,veT,M}.

Daremos a T'M una estructura diferenciable de dimensién 2n: Sea x, : U, C IR" — M
una parametrizacién de M con (zf,...,z%) € U,, cualquier v € Tio(M, q € Ua, puede
escribirse como v = ), yf‘a%, entonces definimos la aplicacién y, : U, X IR — T'M como:

0
Val@d, s @8y, o yl) = (xacc?,...,xm,zy?@) .
. 7

7

Como {U,,X,} es una estructura diferenciable sobre M, resulta también que {U, x IR",y,}
es una estructura diferenciable para T M.

Primero observamos que |J, ya(Ua X IR") = TM; esto se sigue porque |J, xq(Us) = M
Y (d%a)(IR") = Ty, ()M, q € U,. Sélo falta verificar que los cambios de coordenadas son
difeomorfismos; si

(9,0) € ya(Ua x IR") N y(Us x ")
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tenemos que (p,v) = (Xa(qa), d%a(va)) = (x5(qs),dx3(vg)), donde qo € Uy, g € Ug y
Vo, Vg € IR", entonces

1

YQl °Yal(a,Va) = YQl(Xa(qa)a dxa(va)) = (X§ o Xa(‘]a)’d(xgl © Xq)(Va))

1

COMO X5~ 0 Xq €8 diferenciable, tenemos que ygl oy, es diferenciable.

En variedades, como en superficies, tenemos el concepto de campo vectorial.

Definicion 2.1.3 Un campo vectorial X sobre una variedad diferenciable M es una corres-
pondencia que asocia a cada punto p € M un vector X (p) que estd contenido en T,M (seccién
del haz tangente).

Si tenemos x : U C IR™ — M una parametrizaciéon de M y X;(p) = a%i(p), i=1,...,n, es
la base de T,M asociada a la parametrizacién, el campo vectorial X (p) lo podemos escribir en
x(U) como una combinacién lineal:

X(p) =Y ailp) (o),

donde cada a; : U — IR es una funcién sobre U; si las funciones a; son diferenciables entonces
el campo vectorial X también lo es. El conjunto de todos los campos vectoriales C° en M tiene
una estructura de espacio vectorial y se denota X(M).

Pensaremos un campo vectorial como una aplicacion X : D — D del conjunto de funciones
diferenciables en si mismo, definida localmente de la siguiente manera:

(Xe)(p) = ailp) gfi (p), donde peD.

i

Podemos entonces decir que X es diferenciable si y sélo si X¢ € D para toda ¢ € D. Dados
X y Y campos diferenciables y ¢ : M — IR una funcién diferenciable podemos considerar las
funciones X (Y¢) y Y(X¢); vemos que estas operaciones no nos conducen a campos vectoriales
ya que su expresién en términos de una parametrizacién involucra derivadas de orden mayor
que uno. Pero si podemos considerar la operacién X (Y¢) — Y (X¢), cuya expresién coordenada
elimina las derivadas de segundo orden y obtenemos un nuevo campo vectorial, lo que da lugar
al siguiente lema.

Lema 2.1.1 Sean X y Y campos vectoriales diferenciables sobre una variedad M. Entonces
existe un inico campo vectorial Z sobre M tal que, para toda funcion ¢ € D, Zo = (XY =Y X)p.
Este campo vectorial se denota por [X, Y] = XY —Y X y es llamado corchete de Lie. ' Y

Observamos que los campos vectoriales %, % provenientes de una parametrizacién son C'°,
i J

por lo que tenemos [6%1_, %] = 0. Es facil verficar que el corchete de Lie satisface las siguientes

propiedades. Ver demostracién en [11] o [12].
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Proposicion 2.1.1 Sean X, Y y Z campos vectoriales diferenciables sobre M, a y b nimeros
reales, ¢ y 0 funciones diferenciables. Entonces,

1. Anticonmutatividad: [X,Y] = —[Y, X]

2. Bilinealidad: [aX + bY, Z] = a[X, Z] + b[Y, Z]

3. Identidad de Jacobi: [[X,Y],Z] +[[Y, Z],X] +[[Z,X],Y] =0
4. [0X,0Y] = 06[X,Y]+0X ()Y — Y (0)X. &

Otro paso hacia la geometria intrinseca es dar una manera de medir en cada punto de la variedad.

Definiciéon 2.1.4 Una métrica riemanniana en una variedad diferenciable M es una corres-
pondencia que asocia a cada punto p € M un producto interior (—, —), en T,M definido positivo,
bilineal y simétrico, en el cual la coleccion {(—,—),} varia diferenciablemente en una vecindad
V de M en el siguiente sentido: si X y Y son dos campos vectoriales diferenciables en M, la
funcion p — (X,,Y,) es diferenciable en M.

La matriz (g;;(p)) = (<%, %}1,) es llamada la representaciéon local de la métrica rie-
manniana en un sistema de coordenadas x : U — M. Una variedad diferenciable con una métrica
riemanniana es llamada variedad riemanniana.

Ejemplos:

« M = IR", con B%— identificado con e; = (0,...,1,...,0). La métrica estd dada de manera
usual por (e;, e;)p = dij = gij-

« Para una superficie M C IR, tenemos g11 = E, g12 = go1 = F v g2 = G.

« El semiplano superior IH? = {(z,y) € IR?* y > 0} con la métrica dada por g1 = go2 = y%
v g12 = go1 = 0, es llamado plano hiperbdlico.

» Sean M™ y N"* variedades diferenciables y f : M — N una inmersién, es decir, f es
diferenciable y dfy, : T,M — Ty, )N es inyectiva. Cuando N tiene una estructura riema-
nniana, f induce una estructura riemanniana en M definiendo (u, v), = (dfp(w), dfp(v)) ¢(p)
para cualquier u,v € T, M. La métrica sobre M es llamada la métrica inducida por f.

Se puede mostrar que cualquier variedad diferenciable admite una métrica riemanianna, us-
ando el teorema de existencia de particiones de la unidad en una variedad diferenciable. Soélo
daremos la definicién que usaremos més adelante y la referencia [5].

Sea M una variedad diferenciable, una cubierta de abiertos V, C M tales que U,V, = M es
llamada cubierta localmente finita si cualquier punto p € M tiene una vecindad W tal que
W NV, # () para sélo un ntimero finito de indices.

El soporte K de una funcién f : M — IR es la cerradura del conjunto de puntos donde f es
diferente de cero.

Decimos que una familia {f,} de funciones diferenciables f, : M — IR es una particién
diferenciable de la unidad si y sélo si:
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1. Paratoda «, f, > 0y el soporte de la funciéon f, esta contenido en una vecindad coordenada
Va = X0 (Us) de una estructura {(Uy,Xq)} de M.

2. La familia {V,} es localmente finita.

3. >, fa(p) =1, para todo p € M.

Decimos que la particién de la unidad {f,} es una particién subordinada a la cubierta {V,}.

Introduciremos las formas diferenciales cuyas propiedades algebraicas son necesarias para
definir la integracién y veremos también las propiedades del pull-back y la derivada exterior, ver
[3].

Dado un espacio vectorial V', denotamos por ¥ (V) el conjunto de aplicaciones multilineales
de orden k, w: V x ... x V — IR que son alternantes, es decir,

W(VL,5 eey Vgy ey Uiy ey V) = —W(VL, oy Ujy ooy Uiy oony V).

En general, no cualquier aplicacién multilineal w es alternante pero hay una manera de obtener
de cualquier aplicaciéon multilineal, una que si lo sea, a saber:

1
Alt(w)(vl, ey ?}k) = E E sgno - w(vo(1)7 ooy Ucr(k))7
’ €Sk

donde Si es el grupo de todas las permutaciones de {1,...,k} y sgno es 1 si la permutacién es
par y -1 si es impar. Definamos una operacién A en el conjunto de las aplicaciones alternantes:
siw e QF(V) yn e QYV), entonces su producto, llamado producto cuna w A n € QF(V)

estd dado por

k+1)!

donde wRn(v1, ..., Vg, Vg 1y ooy V1) = W(V1, ooy V) N(Vk11, .., ) €s el llamado producto tensorial.

En el caso de variedades diferenciables, al considerar en cada p € M el espacio vectorial T, M
tenemos QF (T, M).

Definicién 2.1.5 Sea M una variedad diferenciable de dimension n. Definimos una k-forma
diferencial w en M como la eleccion para cada p € M de un elemento w(p) en el espacio
QF(T,M) de las aplicaciones multilineales alternantes de orden k del espacio T,M .

En una vecindad coordenada x,(Uy) podemos escribir una k-forma diferencial w como
Wy = E wil...ikd$i1 VANERIIVA diL'Zk
i1 <<

donde {dz;, A --- A dxz; } es una base de Qk(TpM), (7 < -+ < i) y wj..i, son funciones
diferenciables. Como notacién usaremos dxy = dx;; A --- Adx;, con I = (iy,...,i), entonces
tenemos que w = ), wrdzy.

La dimensién de QF(T,M) es (}) = ﬁlk)' y en particular para k > n tenemos QF(T,M) =
{0}. Enunciaremos las propiedades de las formas diferenciales, cuya demostracién se encuentra
en [2].
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Proposicion 2.1.2 Si wy es una k-forma, wy es una s-forma y ws es una r-forma, entonces se
tiene:

1. Asociatividad: (wy A wg) Aws = wy A (we A ws).
2. Anticonmutatividad: (wy A ws) = (—1)% (wy A wy).
3. Bilinealidad: Sir = s, w1 A (we + w3) = w1 A we + wy A ws. '

Dada f : My — Ms una aplicaciéon diferenciable entre variedades y w una k-forma en Mo,
entonces el pull-back de w, f*w es una k-forma en M; definida de la manera obvia:

)1, vx) = w(f (p))(dfp(v1), - dfp (vr)),

conp € M, vy,...,vx € T,My y donde dfy, : TyMy — T,y M2 es la diferencial de f en el punto p.

Proposicion 2.1.3 Si f : M; — My es una aplicacion diferenciable y w1, we son k-formas
diferenciales sobre Ms y g : My — IR es una 0-forma (funciones de la variedad en IR), entonces

1. (w1 +we) = ffwr + frws.
2. f(gw1) = f*(g)f*(wr).
3. f*(w1 A\ ’wg) = f*(wl) A\ f*(’wg). A

Siw es una k-forma definimos una (k+1)-forma dw, la diferencial de w, por dw = ) ; dayAdz
que es conocida como la derivada exterior y tiene las propiedades siguientes.

Proposicion 2.1.4 Siw; y wy son k-formas y ws es una r-forma, la derivada exterior satisface:

1. d(wy + wy) = dwy + dws.

2. d(wy Aws) = dwy Aws + (—1)Fwy A dws.
3. d(dwy) = d*w; = 0.

4. d(ffwi) = f*(dwr). &

Existe una relacion entre la derivada exterior de 1-formas diferenciales y la operacion corchete
dada en la siguiente proposicion:

Proposicion 2.1.5 Sea w una 1-forma sobre una variedad diferenciable M, sean X yY campos
vectoriales diferenciables sobre M, entonces dw satisface la relacidén siguiente

dw(X,Y)=XwY) - YwX) —w(X,Y)).
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Demostracién: En un sistema de coordenadas tenemos w = > | a;dz; y como la ecuacién
afirma que vale para cualquier 1-forma w podemos suponer que w = fdg, donde f, g son funciones
C sobre M (0-formas). Evaluando en el primer lado de la ecuacién tenemos

dw(X,Y) = df Ndg(X,Y) = df (X)dg(Y') — dg(X)df (V) = X(f)Y (9) = X(9)Y (f)
y si evaluamos en el segundo miembro, llegamos al resultado:
Xw(Y) = Yw(X) —w([X,Y]) = X(fdg(Y)) = Y (fdg(X)) — fdg([X,Y])
= X(fY(9) —Y(fX(9)) = f(XY(9) =Y X(9)) = X(/)Y(9) =X (9)Y (). &

Daremos el concepto de orientabilidad de una variedad M utilizando formas diferenciales.
Sea f : V — V una aplicacién lineal no-singular de un espacio vectorial de dimensién finita en
s mismo y sean (v1,...,v,) y (v],...,v),) dos bases ordenadas de V'; determinamos un isomorfismo

— /' 1 — .. 3 / —_— n .. .
con f(v;) = v;; donde la matriz A = (a;;) de f estd dada por v; = 37, a;v;.

Decimos que (v1,...,v,) v (v],...,v)) tienen la misma orientacién si det A > 0 (u orientacién
opuesta si det A < 0). La relacién de tener la misma orientacién es una relacién de equivalencia,
dividiendo toda la coleccién de bases ordenadas en dos clases. Una de las clases es llamada una
orientacién de V' y denotada por [vy,...,v,] = u, la otra orientacién serd denotada por — .

Lema 2.1.2 Sea {e1,...,e,} una base de un espacio vectorial V y w una n-forma distinta de
. ; ; _ J
cero; entonces, pam'cualquzer conjunto de vectores vi,...,v, tales que v; = Zj g e; tenemos

w(v1, ..., vy ) = det(a w(eq, ..., ep).

Demostracion: Sea w una n-forma y vy, ..., v, € V; por la linealidad de las formas escribimos
_ J1 J ) )
W(V1, ey V) = g oyt -adrw(ej, . eg,),
Jiseesdn
que se puede expresar por la antisimetria como

W(V1, ey V) = Z (sgna)oflr(l) el Mu(er, . en) = det(ozg)w(el, vy €p). [ )
CTGSTL

Corolario 2.1.1 Sea V un espacio vectorial de dimension n y w una n-forma en Q*(V), tal
que w # 0, entonces existe una unica orientacion p para V- tal que [v1,...,v,] = p si y sélo si
w(V1, .oy Uy ) > 0. [ )

En vista de este corolario definimos la orientacién de una variedad como sigue:

Definicién 2.1.6 Una variedad M es orientable, si existe una n-forma w € Q"(T,M) tal que
w(p) # 0 para todo p € M. Tal forma es la forma de orientacién. Dos formas de orientacion
w y T sobre M son equivalentes si T = f - w, para alguna O-forma f € Q°(T,M) con f(p) > 0
(u orientacion opuesta si f(p) < 0) para todo p € M. Una orientacién de M es una clase de
equivalencia de formas de orientacion sobre M.
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Dada una variedad M de dimensién n con frontera, la frontera dM es nuevamente una
variedad de dimensién (n — 1) y podemos darle una orientacién inducida por M: una base
{v1, ..., vp—1} de T,0M es positiva si {vg,v1,...,vp—1} es una base positiva de T, M, para un
vector vg € T,M que apunta hacia afuera de T,0M.

Dada una métrica riemanniana nos permite definir el volumen sobre una variedad M para
ello necesitamos definir la integral de una n-forma w sobre M. Si definimos el soporte de w
como

K ={peM:w(p)#0}
y suponemos que M es compacta, entonces el soporte K de w también es compacto.

Supondremos que el soporte K de w estd contenido en alguna vecindad coordenada V, =
Xa(Uy). Entonces podemos escribir a w como

Wo = (X1, ey T )dxy A oo A dy,

y definimos la integral de w sobre M como

/w:/ wa:/ o (1, ey Ty )dzy A oo A diy,
M a o

donde la integral de la derecha es una integral en IR™.

Si el soporte K estd contenido en otra vecindad coordenada, se muestra que la integral no
depende de la eleccién de la vecindad coordenada, ver [10] o [3].

En el caso donde el soporte K no estd contenido en una vecindad coordenada, tomamos en
cuenta una particién {f,} de la unidad subordinada a la cubierta {V,} (con {V,} compatible
con la orientacién). El soporte de cada forma f,w esta contenida en V,, y tiene sentido definir la

integral de w sobre M como
w= faw.
fm=2,

También se puede verificar que la integral no depende de la particién de la unidad elegida.

El Teorema fundamental del cdlculo toma en la teoria de integracién de variedades la
forma siguiente:

Teorema 2.1.1 (Teorema de Stokes) Sea M una variedad compacta orientada de dimension
n, con frontera OM y con la orientacion de OM inducida por M. Sea w una (n — 1)-forma sobre

M, entonces
/ dw:/ w. 'y
M oM

Tomemos p € M y una parametrizacién x : U C IR"™ — M compatible con la orientaciéon de

M. Consideremos una base ortonormal {ej, ...,e,} de T,M y escribamos X;(p) = 6%1_ en la base

{ei}: Xi(p) =>p afek(p); entonces
5(9) = (Ko X)) = <zz> S b ee) = Ykl
k l k,l k
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para i, j = 1,...,n. Por lo tanto, la matriz de la métrica se escribe como (g;;) = A’A con A = (aﬁ)

Usando el lema 2.1.2; el volumen dV (X1 (p), ..., X,,(p)) del paralepipedo formado por el con-
junto de vectores Xi(p), ..., Xy, (p) en T, M es igual a dV (eq, ..., e,) = 1 multiplicado por el deter-
minante de la matriz A. Podemos ver ademés que det(g;;) = det(A*A) = det® A y asi

AV (X1(p), ..., Xn(p)) = det (a?)dV (€1, ..., en) = 1/det(gi;) ().

La forma dV(Xi(p),..., X, (p)) se conoce como forma de volumen. Si R C M es una regién
(esto es, un subconjunto abierto y conexo de M), tal que R estd contenida en una vecindad
coordenada x(U) y la parametrizacién x : U — M es compatible con la orientacién, definimos el
volumen de R por una integral en IR™:

vol(R) = /1(R) \/det(gi;)dxy...dxy,.

2.2. Conexion afin y derivada covariante

El concepto de derivada covariante visto en el capitulo anterior, es un concepto intrinseco esto
hace que ideas bésicas como geodésicas y curvatura se puedan generalizar a variedades riema-
nnianas y para eso es necesario definir cémo se derivan los campos vectoriales, una operacién con
ciertas propiedades que permitan desarrollar geometria diferencial sobre la variedad.

Definicién 2.2.1 Una conexion afin V sobre una variedad diferenciable M es una aplicacion
Vi X(M) x X(M) — X(M) tal que a cualesquiera dos campos vectoriales X, Y les asocia otro
campo V(X,Y) =VxY de forma tal que, para todo X,Y,Z € X(M) y f,g € D, tenemos

1. vaJ’_gYZ = fVxZ+gVyZ
2. Vx(Y+2)=VxY+VxZ
5. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y

En un sistema de coordenadas alrededor de p, escribimos X =), 2; X; y Y =) ;4 X; donde
X, = a%i; por las propiedades de la definicién 2.2.1 tenemos

VxY =3 aiVx, (DX | =D wi VX + ) wiXa(y) X;.
i j oJ /

Generalizamos los simbolos de Christoffel escribiendo Vx, X; = >, T Z-Xk, donde I‘fj son fun-
ciones diferenciables; asi

VXY:Z leyjr + X () | X

Esto dice que VxY sé6lo depende de z;(p), yk(p) y las derivadas X (y)(p) de yi por X.

Si en una variedad riemanniana existe una conexién afin, podemos derivar campos vectoriales
a lo largo de una curva:
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Proposicion 2.2.1 Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin V. Entonces existe
una correspondencia unica la cual asocia a un campo V a lo largo de una curva c: I — M, el
campo vectorial % a lo largo de ¢, llamado la derivada covariante de V' a lo largo de ¢ tal
que:

D(V+W) _ DV | DW
1. dt — dt + dt

D(fV) _ df DV
2. —n=avV+trlau

3. Si el campo V' estd inducido por el campo vectorial Y € X(M), es decir, V(t) = Y (c(t)),

entonces % =VupY.

Demostracién: Supongamos que hay una correspondencia que satisface 1, 2 y 3. Tomemos
x : U C IR — M un sistema de coordenadas tal que ¢(I) Nx(U) # 0 y sea (z1(t), ..., zn(t))
la expresién local de la curva c(t) con ¢ € I. Si expresamos V = . v I X, donde v/ = vI(t) y
X; = Xj(c(t)), por 1y 2 tenemos

DV dzﬂ DX
= X j
> Z

Ahora, por la condicién 3 y utilizando 1 de la definicién 2.2.1 tenemos que

DX;

da:, )
7 VonX; = V( dog X; Z 1=1,..,n.

por lo que

Z d’U] Z dlEzv VXZ

Esta ecuacion nos muestra que existe una tnica Correspondenma que satisface las condiciones de
la proposicién. Para mostrar la existencia definimos % en x(U) mediante la férmula anterior.
Si y(W) es otra vecindad coordenada, tal que tenemos x(U) Ny (W) # (), definimos Ddy eny(W)
por la ecuacién anterior; por la unicidad, ambas definiciones coinciden en x(U) Ny(W). Se sigue

que esta definicion se puede extender a toda la variedad. '

Como antes, en una variedad diferenciable con una conexién afin V, se dice que un campo
vectorial V' a lo largo de una curva ¢ : I — M es paralelo a lo largo de ¢ cuando V.,V = 0.
Y una curva ¢: I — M es una geodésica si ¢/(t) es un campo paralelo a lo largo de c.

La siguiente proposicién nos dice que dado Vj € T,M y una curva c tal que c(tg) = p, existe
un tnico campo V de vectores paralelos a lo largo de ¢, tal que V (tg) = Vj. Ver demostracién en

[5].

Proposicion 2.2.2 Si M es una variedad diferenciable con una conexion afin V y tenemos un
curva ¢ : I — M tal que Vi es un vector tangente a M en c(tp), con ty € I, entonces hay un unico
campo paralelo de vectores V' a lo largo de ¢, tal que V(tg) = Vy. V(t) es llamado transporte
paralelo de V(ty) a lo largo de c. [ )
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Si en una variedad diferenciable se tiene la estructura de métrica riemanniana y de conexion
afin, es importante establecer qué se entiende por la compatibilidad de ambas estructuras.

Definicion 2.2.2 Sea M wuna variedad diferenciable con una conexion afin V y una métrica
riemanniana (—, —). La conexién se dice que es compatible con la métrica (—, —), cuando
para cualquier curva diferenciable ¢(t) y cualquier par de campos vectoriales P y P’ paralelos a
lo largo de c(t), tenemos que (P, P') = constante.

Proposicion 2.2.3 Sea M una variedad riemanniana. Una conexion V sobre M es compa-
tible con la métrica si y sélo si para cualesquiera campos vectoriales V- y W a lo largo de una
curva diferenciable ¢ : I — M tenemos

d DV DW
—(V,W)=( —, W V,— ), tel.
') < di > * < di >
Demostracién: Supongamos que V cumple esta ecuacion, entonces si V' es un campo para-

lelo a lo largo de ¢ tenemos

d DV
Vv = <dtv> =0

esto es, (V,V) es constante a lo largo de c. Reciprocamente, sea {P(tg),..., Pn(to)} una base
ortonormal de T} ;) M; por la proposicion 2.2.2, podemos extender los vectores Pi(tg),i=1,...,n,
a lo largo de ¢ con el transporte paralelo.

Como V es compatible con la métrica y {Pi(t), ..., P,(t)} es base de T4 M podemos escribir
V=Y o'P y W=) wP dij=1..n
( J
donde v y w’ son funciones diferenciables sobre I; por el paralelismo

DV v, DW _ ~dw
dt_idt“ dt 4~ dt "’

lo que implica
dv’ -
<Zd—tﬂ=zwj> <Z”“Z R
i j j

{va VW> )

i

fui}

Corolario 2.2.1 Una conexion V en una variedad riemanniana M es compatible con la métrica
sty solo si
XY, Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ), XY, Z € X(M). [

Definicion 2.2.3 Una conexion afin V sobre una variedad diferenciable M es simétrica cuando

VxY - VyX =[X,Y] para todo X, Y e X(M).
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El siguiente teorema es llamado el Teorema fundamental de la geometria riemanniana, pues
muestra que siempre hay una buena conexion, es decir, que sea compatible con la métrica rie-
manniana y simétrica. Ver demostracién en [5].

Teorema 2.2.1 (Levi-Civita) Dada una variedad riemanniana M, existe una tinica conexion
afin V sobre M tal que V es simétrica y compatible con la métrica riemanniana. [

2.3. Tensor de curvatura

En el capitulo uno vimos que la curvatura se expresa en forma intriseca, es decir, en términos
de la primera forma fundamental y sus derivadas como:

2 2 1 2 2 2 1 2
(FTa)u — (T31)y + Diplfy + ThI5, — TG, — T 1%, = —EK.
El lado izquierdo de esta ecuacién es muy importante y se le conoce como tensor de curvatura.

En hipersuperficies de codimensién uno se tiene una férmula analoga que es intrinseca y se

escribe como:
i'kl l k E : u u ;u)
J a T, Jj a T J

La expresion R;.kl estd bien definida para cualquier variedad riemanniana y es el fundamento
para encontrar informacién de la curvatura en las variedades; aunque su aspecto puede parecer
obscuro veremos que se sigue de la siguiente definicién.

Definicién 2.3.1 La curvatura R de una variedad riemanniana M es una correspondencia que
asocia a cada par de campos vectoriales X,Y € X(M) una aplicacion R(X,Y) : X(M) — X(M)
dada por

R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ —VxyZ, ZeXxX(M),

donde V es una conexion sobre una variedad riemanniana M.

La demostracién de la proposicién siguiente es solamente un célculo, ver [5]. Pero gracias a
ello sabemos que la curvatura es un tensor.

Proposicion 2.3.1 La curvatura R de una variedad M tiene las siguientes propiedades:

1. R es bilineal en X(M) x X(M), esto es,
R(fX1+9X2,Y1) = fR(X1,Y1) + gR(X3, Y1)
R(X1, fY1 4+ gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1,Y2)
con f,g € D(M), X1, X0, Y1,Y5 € X(M).
2. El operador R(X,Y) : X(M) — X(M) es lineal, esto es,
RX,Y)(Z+W)=R(X,Y)Z + R(X,Y)W
R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z
con f € D(M), Z,WeX(M). [ )
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Proposicién 2.3.2 Si ahora escribimos (R(X,Y)Z,T) = (X,Y,Z,T), entonces son vdlidas:

1. (X, Y, Z2,17)+(Y,Z,X,T)+ (Z,X,Y,T)=0 Identidad de Bianchi
2. X\, Z2,T)=-Y,X,Z,T)=-(X,Y\1,Z2) = (Z,T,X,Y). [ )

Es importante expresar la curvatura en un sistema de coordenadas (U,x) alrededor de un
punto p € M; teniendo en cuenta que X; = %, para los campos coordenados escribimos

R(Xp, X)) X; =Y RiyXi,

donde R; i Son las componentes de la curvatura R en (U,x). Ademads si tenemos en cuenta que
[Xk, X;] = 0, vemos que

R(Xy, X1)X; = Vx, Vx, X; = Vx, Vx, X;.

Podemos expresar R; 1 en términos de los stmbolos de Christoffel Ffj de una conexién riema-
nniana, donde I‘fj estan dados por Vx, X; = >, F%Xk;

R(Xy, X))X; = Vx, Vx,X; — Vx,Vx, X; = Vx, (Z r;;.Xu> ~Vx, (Z rngu> ;

R(Xk, X)) X; = Z (Z Pyl — Zrkj i e T o kj) X

Si ahora escribimos (R(Xy, X;)X;, X;) = >, gisR]S-kl = Rjjii, donde (gis) es la matriz de la
métrica. También podemos escribir las identidades de la proposicién 2.3.2 como

Rijki + Rigij + Rijr. = 0
Rijki = —Rijik, Rijri = — Rjiks Rijki = Rpgij-
Algo sorprendente es que basta conocer todas las curvaturas de subvariedades de dimensién

dos para determinar cualquier posible R;jy;.

Empecemos por considerar un punto p en una variedad riemanniana M y su espacio tangente
T,M; definimos la aplicacién exponencial exp,, mandando a cada vector distinto de cero
v € T,M al punto ¢ € M de la geodésica que comienza en p en direccién de v y que corresponde
a una longitud |v|.

Por ejemplo, en M = IR", la aplicacién exponencial no es méas que la identificacién canénica
del espacio tangente T,,IR" con IR", més precisamente exp,(tv) = p + tv.

En M = S?, expp(v) estd definida en S? para todo v € Tp52. Los puntos de los circulos de
radio (2n 4+ 1)7 son aplicados al punto antipoda de p. Y los puntos de los circulos de radio 2n7w
son mandados nuevamente a p.

Se muestra que la aplicacién exp,(v) siempre esta definida y es diferenciable en una vecindad
del punto p, ver mas detalles en [5] o [7].
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Figura 2.2: Aplicaciéon exponencial

Diremos que M es geodésicamente completa, si las geodésicas pueden definirse sobre todo
IR. También diremos que un conjunto U € M es geodésicamente convexo si para cualquier
par de puntos ¢q,q¢ € U hay una geodésica entre ellos de longitud minima contenida en U.

Sea p un punto en una variedad riemanniana M; dado un subespacio de dimension dos del
espacio tangente T,M: o < T,M, podemos considerar la aplicacién exponencial y tomar todas
las geodésicas que pasan por p y que son tangentes al plano o; resulta asi una subvariedad de
dimensién dos, S C M, la cual tiene una métrica inducida por la inclusiéon. Como la curvatura
de una superficie estd expresada en términos de la métrica, podemos hablar de la curvatura de
S en p, indicada como K (p, o) llamada la curvatura seccional de M en p con respecto a o.

Definicién 2.3.2 Dado un punto p € M en una variedad riemanniana y o < T, M un subespacio
de dimensidon dos, el nimero real K (o) dado por
(R(X,Y)Y, X)

K(o)=K(X,Y) = X _

donde X, Y es cualquier base de o, es llamada la curvatura seccional de o.

La curvatura seccional depende sélo de o y no de la base X, Y. Ver demostracién en [5].

2.4. Marcos moviles, formas de conexion
y formas de curvatura

Ahora, para facilitar los cdlculos conviene introducir la herramienta de marcos méviles debidos
a Elie Cartan.

Una base ordenada {V7,...,V,,} de un espacio vectorial V' es un marco de V. Si X; = 8?ni
son los vectores tangentes a las curvas coordenadas de un sistema coordenado (x,U), entonces el
conjunto {Xi(p), ..., Xn(p)} es una base ordenada de T,M y por lo tanto un marco. Los campos
de vectores {X;} determinan una funcién de p — {X1(p), ..., X,,(p)}, es decir, en cada punto p se
tiene un marco del espacio tangente, lo que da lugar a la siguiente definicion.

Definicién 2.4.1 Un marco mévil en M™ es una funcion F : M — X(M) x --- x X(M) de
clase C*, que a cada punto p € M le asocia un marco {X1(p), ..., Xn(p)} C T,M.
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Observamos que los marcos méviles no necesariamente provienen de una tinica parametrizacion:
por ejemplo en el toro T? es posible definir un marco mévil en toda su superficie, pero no existe
una sola parametrizacion que cubra el toro.

Sea {Xi,..., X,,} un marco mévil en a € IR™; entonces existen las formas duales 6 de X;
tal que 6'(X;) = 0;; y las llamamos el comarco asociado. Si X, es un vector tangente a
IR™ en un punto a, entonces 6'(Xy,),...,0"(X,) son las componentes de X, en el marco mévil

{Xi(a), ... Xn(a)}.

Por lo tanto .

Xo =) 0"(Xo)Xi(a).
i=1
Ahora, como cada X : IR" — IR" es una aplicacién diferenciable, la diferencial en un punto p es
una aplicacién lineal (dXj;), : IR" — IR™ cuyo valor en v € IR™ lo podemos escribir en el marco

{X1(p),..., Xn(p)} como:

(dX;)p(v) =D (wh)(v) - Xi(p)  para  veT,M.

i=1

En particular podemos expresar la diferencial de X; en términos del mismo marco y obtener que
(w)(Xa) es la X; componente de (dX;)(X,). Las n? formas w} se llaman formas de conexién

de IR™ en el marco {Xi(p), ..., Xn(p)} y satisfacen las siguientes ecuaciones:

Proposicién 2.4.1 Las 1-formas 0° y wé- para un marco movil {Xy,..., X, } de IR"™ satisfacen
las ecuaciones estructurales:

1. doP =3, 08 At = — 50, wi A O Primera ecuacion estructural
2. dw§ ==Y L wh A w;“ Segunda ecuacion estructural
Demostracién: Sea la aplicaciéon X; : IR™ — IR™ que a cada a € IR" le asocia X;(a) y

tomemos P : IR™ — IR™ la aplicacién identidad; entonces dP(X,) = X, por lo que se tiene
dP(X,) = >, 04(X,) - X;(a). Como d*w = 0y X; es una funcién, podemos escribir, tomando
X; como una 0-forma con valores en IR™ (veremos esto en la secién 3.6):

0:d2P:d<Zn:9i/\Xi> :Zn:dﬁi/\Xi—zn:Hk/\ka.
=1 k=1

1=1

Al introducir las formas de conexion tenemos
n n n
0=> d’' AX; =) 0FA) wiX;,
i=1 k=1 i=1

como {X1,..., X;;} es una base los coeficientes deben anularse. Esto implica la primera ecuacién
estructural: df’ = >k 0% A wf;. Para obtener la segunda, volvemos a utilizar las identidades del

caso anterior:
0=d’X;=d (Z w;lX,) = dwiX; = wh AdXy;
i=1 i=1 k=1
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n n n
0= Zdw}Xi - Zw;“ A ZwiXi,
i=1 k=1 i=1
y por lo tanto

n n
ZdwéXi = Z w;“ A wLXi;
i=1 ik=1

de aqui se sigue la segunda ecuacién estructural: dw;- =—->u wf,'C A w;?. [

Proposicién 2.4.2 Sea {X1,..., Xp} un marco mévil ortonormal de IR™; entonces las 1-formas

wj para este marco satisfacen wi = —w).
Demostracién: Como el marco es ortonormal entonces (X;, X;) = 6;;

0= dd;; = d(X;, X;) = (dX;, X;) + (X;,dX;) = <ngXj,Xj> + <Xi,Zw§-Xi>
j=1 i=1

Por lo tanto vemos que w; = —wZ]- . [

Si consideramos un marco mévil {X7i,..., X;;} en una variedad M, podemos definir las 1-
formas duales ¢° por §°(X;) = iy Xq = S 01(X,)Xi(q) para X, € My como antes, pero no
podemos utilizar dX; = ", w; X; para definir las 1-formas wj, ya que “dX;” no tiene sentido
para una variedad en general. Para este caso, dado un marco mévil {Xy,..., X,,} y su comarco
asociado en M las proposiciones 2.4.1 y 2.4.2 sugieren la manera de definir las formas de conexién
sobre la variedad.

Proposicién 2.4.3 Sea {X1,..., X} un marco movil sobre una variedad M y tomemos " sus

1-formas duales. Entonces existen 1-formas wj unicas que cumplen

1. w; ’

i
J. )
de las 1-formas, existen funciones tnicas a; By b; .. tales que

Demostracién: Supondremos que w% son 1-formas que satisfacen 1 y 2; como #* son base

k k
wj = Za;-,ﬁ y df* = 3 Zb;kej N6 donde bi = —bj;-
k gk
Como se cumple 1, vemos que a;'.k = —a{k, mientras que al cumplirse 2 tenemos que:
. . 1 o
i 7 i _ - i nJ k.
do' = 07 nwy =5 by A0
J J.k
si sustituimos w;- por su expresion inicial resulta

1 i nj ] i i pj
5 2 Uit NOF =D 0 Nl =Y g 6) A 6"
J:k J J:k
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. i i : . R .. . i J
Concluimos que ajy, — ay, e Si permutamos ciclicamente 7, j, k de las expresiones ajy = —ay,

i _
y aé-k — aaj = b;k obtenemos aék = %( ;k + bfﬂ. — bfj), lo que prueba la unicidad de las w;-.

Entonces definimos w;- = > a;'-kﬁk, donde aé-k estd definida por esta ultima relacidén; para
demostrar 2, valuamos df(X;, Xy) :

6" (X5, Xi) = >0 Awi(X5, Xp) =Y (6'(Xj)wi(X) — 0" (Xp)wi(X;))
l l

= Z 5ljwli(Xk) - 5lkwf(Xj) = w;(Xk) - wi(Xj) = b;k
l

por lo tanto obtenemos la segunda igualdad. [

Cuando tenemos un marco mévil ortonormal {Xj, ..., X, } sobre una variedad riemanniana
orientable M, las 1-formas wj dadas por la proposicién anterior se llaman formas de conexion
i
g =", 0% A wy,. Pero no existe razén para que se cumpla la segunda ecuacién estructural de
la proposicion 2.4.1; entonces definimos las 2-formas Q% que expresan la diferencia con el caso

euclidiano:

para el marco mévil {X7,..., X, } que satisfacen w’? = —w] y la primera ecuacién estructural

dwt = = " wj, Awh + Q.
k

A las 2-formas Q; se les llama formas de curvatura para un marco mévil {X3,..., X;,}. Para
justificar esto necesitaremos la siguiente proposicion, en la cual usaremos que en un marco movil
tenemos:

n n
Vi, Xj =Y TEXe,  R(X, X)) Xe =) RiyiXi
k=1 =1

donde V es la conexién de Levi-Civita, R es la forma de curvatura de M.

Proposicién 2.4.4 Sea {X1,..., X,,} un marco mdvil ortonormal sobre una variedad riemanni-
ana orientable M vy sean 6", w;- Y Q; las formas duales, formas de conezxion y formas de curvatura
respectivamente para este marco movil, entonces se cumplen las siguientes ecuaciones estruc-
turales:

2. dwj= =) wp ANwi+Q

donde
i i pk i_ i gk A pl
wi=Y"Ty,0F  y Q=) Ri0" A0
k k<l
Demostracion: Por la unicidad mostrada en la proposiciéon anterior, podemos mostrar la

primera ecuacién estructural definiendo w§ =>4 F}; ij y comprobando que satisfacen 1 y 2 de
tal proposicién. Por el corolario 2.2.1 y usando que el marco mévil es ortonormal, tenemos

0= Xp(Xi, Xj) = (Vx, Xi, Xj) + (Xi, Vx, Xj)

44



esto es,
0= <Z F?ginij> + <Xi,ZP§€jX,-> =T, + T},
=t i=1

Por lo tanto I‘ii = —F};j, es decir, w;- = —w{ que es la parte 1 de la proposicion 2.4.3. En la

prueba de esa misma proposiciéon obtuvimos:

>0 A wj(X;, Xp) = wh(Xe) — wh(X;).
l

Si usamos que Hi(Xj) = 0;; y la proposicién 2.1.5 tenemos que
0" (X, Xy) = X;(0'(Xy)) — Xe(0"(X;)) — 0°([ X, X]) = =0"(Vx, Xk — Vx, X))
;"k - kj = wy (Xk) (Xj) = b;k

Por lo tanto, resulta la parte 2 de la proposicién 2.4.3 que es la primera ecuacion estructural
dot =3, 6% A wz. Para la segunda ecuacion estructural, desarrollamos

Z X = R(Xp, X)X; = Vx, VX, Xj — Vx,Vx, Xj — Vix, x) X

aplicando 6 a ambos lados, obtenemos

Rl = (Th Tl — TLT) + Xk(Th) — Xu(Thy) — 601V ix, x) X5)-

u

Ahora desarrollamos dw;- +> wf€ A w;“ = Q; y luego comparamos las dos ecuaciones; usamos la
proposicién 2.1.5 para dw; y la definicién de producto cuna para ), wl A w]“-:

{dw) + 3w, AwlH(Xp, X7) = Xi(w' (X)) — X (w) (X)) — wh ([ X5, Xi])

+Z wi (X)) — wy, (Xp)w) (X))
y como w;'-(X k) =T% ; por la primera ecuacién estructural, resulta
O4(Xp, X)) = Rlyy. W

Corolario 2.4.1 Para una variedad riemanniana M de dimension dos y {X1, X2} un marco
mévil ortonormal, tenemos dw? = Q2 = —K0' A 62

Demostracion: K = (R(Xy,X2)X2,X1) = Ry212, ya que X3, Xy son ortonormales. Por la
proposicién anterior

dwf ==Y wirwf+0f, Q=) R}0"A67=R: 0007
1<2

i _ J s : i k_ -
como w;- = —w; implica — ), wj A wj = 0; por lo tanto

dw? = QF = R3,0'N0% = —RyL,00 N 0% = —KO' 762 &
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Veamos qué condiciones deben cumplir las ecuaciones estructurales si cambiamos el marco

ya o1 . ., R n 1 . R n 1 . .
movil. Podemos escribir la ecua(non'VXkX = > i wi(Xg)Xi, como VX; = Y70 wiX; y si
abreviamos X = {Xj,..,X,} y (w}) = w podemos escribirla como VX = X - w. Entonces
consideramos otro marco mévil X’ = X - a, donde a es una matriz de funciones a = (a}) para

obtener .
Y Wi X =VXj=VY dX; =Y da X, + Y ahvi,
1=1 l l l

que en notacién matricial es
X w=VX'"=VX-a)=X-da+VX-a=X -da+X-(w-a);
por lo tanto, tenemos la siguiente relacién para dos marcos méviles X y X
X' (aw')=(X-a) v =X"w' =X (da+ wa).
La 1ltima igualdad motiva la siguiente definicion.

Definicion 2.4.2 Una conexion de Cartan sobre una variedad M es una asociacion de una

matriz w = (w;) de 1-formas para cada marco mévil X tal que se cumple w' = a 'da + a  wa
1%

con respecto al cambio de marcos mdviles X' = X - a, donde w' = (w j

de X'.

) es la matriz de 1-formas

Proposicion 2.4.5 Sobre una variedad M existe una unica conexion de Cartan con las propie-
dades de la proposicion 2.4.8 para un marco movil ortonormal.

Demostracién: En la proposicién 2.4.3 se vio que dado un marco mévil ortonormal las
1-formas w; que satisfacen wi = —w] y di" =Y, 0% A wyj, son Unicas; entonces, si definimos

w' = a"'da + a 'wa para X’ = X - @ basta demostrar que w’z- = —w’g v que df'* = Yok 0% A w't.

Como X’ y X son ortonormales y X’ = X - a, entonces la matriz a es ortogonal; esto es,
a-a' = I o bien a' 1

=a .
Derivando 0 = da - a' + a - da', es decir, da* = —a™! - da - a' = —a' - da - a*, ahora vemos que

(a71da)t = (a'da)t = da' -a = —a' -da-a'-a = —a' - da = —a"da

y
(a " wa)! = (a'wa)! = a'w'a = —a'wa = —a " wa;
por lo tanto w’; = —w’g. Para demostrar d’’ = o 0% A w't., aplicamos 0" a X
06 =" (Tt ¥ = Tl i)
k k

esto es;

6" = (aie",

k
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que escribimos como ' = a~! - §. Derivando y sustituyendo da~! tenemos
d0' =da* NG +a'dh = (—a' -da-a” YA+ a " dh = —a" daAaT —aT w A,
Por otro lado, w' A 0" = —aldaa’ N+ a='df = —a"'daa™" A G + a'w A 0; asf tenemos
w A0 = (e da +a wa) NaTr0 = —db’
que es lo que queriamos demostrar. '

Proposicion 2.4.6 Si Q;»i es la forma de curvatura para el marco mévil X' = X - a, entonces
' =a"1Qa.

Demostracion: Usamos que w' = a 'da+a twa, dw = —wAw+Qy dw = —w' Aw' +
entonces, si diferenciamos la primera ecuacién resulta
dw' = da™* Ada + a”1d(da) + da™t Awa + a” dwa + a7 w A da.
Sustituimos las relaciones da™' = —a~'daa™!, d> = 0 en esta ecuacién para obtener
dw' = (—a " daa™') Ada + (—a"Ydaa™) Awa + a7 H(—w Aw + Q)a+ o w A da.

Por otro lado si sustituimos la primera ecuacién en la tercera llegamos a

dw' = —(a"'da + a wa) A (a  da + " twa) +

= —(a Yda A a"tda) — (a7 da Ao wa) — (a7 wa A a”Vda) — (a7 wa A e wa) + Q'

igualando las dos ecuaciones dw’ llegamos a € = a~'Qa. [

2.5. La Férmula de Gauss-Bonnet

En esta seccién nos restringiremos a variedades riemannianas de dimension dos. Sean { X1, Xo}
(. . . c 2
y {X], X4} dos marcos méviles ortonormales con la misma orientacién sobre M y w?, w'] las
formas de conexién correspondientes.

ar)

Figura 2.3: Angulo entre X; y X

Tenemos que la conexién de Cartan cumple w’ = a~'da+a~'wa donde a es la matriz ortogonal

~ [ cosB(p) —senf(p)
0= (o) i)

y donde 0(p) es una eleccién diferenciable del dngulo de X; a X{; asi obtenemos la siguiente
relacion:
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Proposicion 2.5.1 Sea M una variedad riemanniana de dimension dos. Sean dos marcos moviles
{X1,Xo} y{X}, X5} con la misma orientacion, wi, w'{ las formas de conexion correspondientes
a cada marco y 0 una eleccion del dngulo entre X1 y X| que varia diferenciablemente, entonces

w'i = w} + do.
Demostracidn: Utilizando que w’ = a~'da + a~'wa tenemos
0w} _ [(cost —senf —senfdf  cos6do n
—u/% 0 ) \senf cosé —cosfdf —senfdf
4 [ cos 6 —send 0 w? cos  senf )
senf)  cosf —w? 0 —senf cosf )’

0 wi\ (0 db 0wl
(g )= (0 9) e (B ) 8

Corolario 2.5.1 Sea M una variedad riemanniana de dimension dos y sea ¢ : [a,b] — M una
curva en una region de M sobre la cual hay un marco movil ortonormal orientado {X1, X2}. Sea
V' un campo vectorial unitario (C*°) a lo largo de ¢, tomemos ¢ una eleccion diferenciable del
dngulo entre X1 y V'; entonces V' es paralelo a lo largo de ¢ si y sélo si

por lo tanto

W (1) +¢/(t) = 0.

Demostracion: Localmente podemos encontrar un marco moévil ortonormal {Y7,Y2} cuya
orientacién sea compatible con la del marco { X7, X2} y tal que Y7 =V alo largo de ¢ y podemos
elegir diferenciablemente el dngulo 6(p) entre X; y Y7 como 6(c(t)) = ¢(t). Entonces V es paralelo
a lo largo de c si y sélo si VY1 = 0; por lo tanto

0= <Vc/(t)Yi,Yé> = ’LZ)%(C/(t)).

Por la proposicién anterior tenemos w?(c/(t)) = wi(c/(t)) + do(c'(t)). Por lo tanto podemos ver
que 0 = w?(c(t)) + do(c (t)) = w?(c/(t)) + (0 oc)(t). Asi nos queda 0 = w?(c/(t)) + ¢'(t). [ )

Si nosotros tenemos una curva ¢ parametrizada por longitud de arco s en una variedad rie-
manniana de dimensién dos, definimos la curvatura geodésica k, por en c¢(s) por

ky(s) = <%,u(s)>

donde u(s) € Ty M es un vector perpendicular unitario a ¢/(s) y donde la base {u(s),c'(s)} esta
orientada positivamente.

Corolario 2.5.2 Sea M wuna variedad riemanniana de dimension dos y sea ¢ : [a,b] — M
una curva parametrizada por longitud de arco en una region de M sobre la cual hay un marco
mdvil ortonormal orientado {X1,Xs}. Sea ¢ la eleccion diferenciable del dngulo entre X1 y ¢/ (s);
entonces la curvatura geodésica estd dada por

kg(s) = wi(c(s)) + do(s).
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Demostracion: Localmente podemos encontrar un marco mévil ortonormal {Y7, Y5} orien-
tado tal que Y1 = ¢ a lo largo de ¢ y podemos elegir diferenciablemente el dngulo 6(p) entre X
y Y7 a lo largo de ¢ como 0(c(s)) = ¢(s). Por la proposicién 2.5.1 tenemos

kg(s) = (Vv Y1, Y2) (c(5)) = wi(c/(5)) = wi(c/(s)) + (0 0 ¢)'(5)

Ll NV

por lo tanto, ky(s) = wi(c/(s)) + do(s). [ )

Estos corolarios tienen un gran efecto para obtener resultados importantes, el primero nos da
una descripcién cuantitativa del desplazamiento paralelo.

Teorema 2.5.1 Sea M una variedad riemanniana de dimension dos orientada, con curvatura
gaussiana K y elemento de volumen dV. Consideremos N C M wuna variedad compacta de
dimension dos con frontera, de tal manera ON sea conexa, tomemos c : [a,b] — ON, una curva
C°, cerrada y orientada positiva. Sea V un campo paralelo de vectores unitarios a lo largo de
c. Si {X1, X2} es un marco movil orientado positivamente definido sobre N y sea ¢ la eleccion
continua del angulo entre X1 y V', entonces

| K =60) - o(@.
N

Demostracién: Por el corolario 2.4.1 y usando el teorema de Stokes tenemos

b

y por el corolario 2.5.1 tenemos
b b
- [Cutndr = [ o0 =o0)-s.

En el siguiente teorema la regién N es més especial.

Un subconjunto N C M, es un poligono si existe una curva simple, cerrada, orientada
positivamente y regular por pedazos ¢ : [a,b] — M, tal que N = ¢([a,b]) como la definimos en
el capitulo uno.

Tomemos una particién a = tg < t1 < ... < t,, < tp41 = b de [a,b] tal que c es diferenciable
y regular en cada [t;,t;+1] con i = 0,1,...,n. Los puntos ¢(¢;) son llamados vértices de ¢ y las
trazas c([t;,t;+1]) con i = 1,...,n son llamados arcos regulares de c.

Para cada vértice ¢(t;) definimos su &ngulo interior ¢; € [0, 27] como el d4ngulo que forma el
vector tangente de salida en el punto ¢;, ¢/(t;)" y el negativo del vector, la tangente de llegada, es
decir, —c/(t;)~ en el mismo punto, definidas por la orientacién de la curva c. Si —c/(t;)™ = ¢/ (¢;)*
entonces ¢; = 0, si d(t;)” = —(t;)™, entonces ¢; = —.

)

Definimos el angulo exterior ¢; en t; como §; = m — ¢; € [—m,m]. Si ¢ es el dngulo entre
d(t;)” y algln vector X € Ty, )M, entonces ¢ + J; es el dngulo entre dt)Ty X.
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Figura 2.4: Angulos interiores y exteriores

Teorema 2.5.2 (La féormula de Gauss-Bonnet) Tomemos M una variedad riemanniana de
dimension dos orientada, con curvatura gaussiana K y elemento de volumen dV. Sea N C M
un poligono difeomorfo a un subconjunto de IR?, sea ds el elemento de volumen de ON vy kg su
curvatura geodésica. Supongamos que ON tiene vértices tg,...,tn, y dngulos exteriores dg, ..., 0n,
entonces

KdV+/ kqds + 0; =27 0 /KdV:—/ kgds + L+ (2 —n)m.
/N aN ZZ:; N on zZ:; ( )

Demostracién: Definimos un marco mévil ortonormal { X7, X5} de tal manera que X sea un
multiplo positivo de éz_y elegimos una curva c : [a,b] — N parametrizada por longitud de arco
s orientada positivamente; tomamos ¢; : [t;, t;+1] — IR como el dngulo que varia continuamente
entre X7 y (s) sobre (t;,ti11)-

Sea a = 59 < 81 < ... < S, < Sp+1 = b una particién del intervalo [a,b], en los cuales
c([s4, 8i+1]) es suave. Por el teorema del angulo de rotacién de las tangentes 1.4.1 y el teorema
fundamental del calculo tenemos

3 /Si“ doi(s)ds + 36 = o
i=0 v 5i i=0

Por el corolario 2.5.2 tenemos
n Sit1 n Sit1 n
Z/ ky(s)ds — Z/ w?(c (s))ds + Z 5 = 2m,
i=0 7 5 i=0 "5 i=0

por lo tanto

k‘ds—/ w? + 0; = 2m,
/BN I oN Zz:%

ahora, por el teorema de Stokes vemos que faN w% = f N dw% y por el corolario 2.4.1 tenemos
—dw? = KdV, en consecuencia

KdV+/ kyds +Y 6 =2m. &
Jyrear 3

1=0
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Por ejemplo, si consideramos a N como un octante de la esfera unitaria (K = 1), vemos que

" 47 3
KdV—I—/ kqods + 6 =—+0+— =2m.
/N oN ; 8 2

Corolario 2.5.3 Si los n lados de un poligono N son geodésicas e t; son los dngulos interiores
de N coni=1,...,n. entonces

/ Kdv=-34+@2-nr &
N i=1

2.6. Teorema de Gauss-Bonnet

Volvamos nuevamente a una variedad M de dimension n, para definir ahora qué se entiende
por una triangulacién.

Definicion 2.6.1 Un n-simplejo A, se define como el conjunto

n+1
Ap={zecR"0<z'<1 y Zg; =1}
=1

El subconjunto de /\,, que se obtiene haciendo n — k de las coordenadas iguales a cero es homeo-
morfo a A y es llamado k-cara de A\,. Una cara de dimension cero es un vértice. Por una
triangulacion de una variedad compacta M de dimension n, entenderemos una coleccion finita
{o} de imdgenes difeomorfas a 2\, cuya union cubre a M y que satisface la siguiente condicion:
siof Noj # (), entonces para alguna k la interseccion of* N o7 es una k-cara de o' y o7’

Sea {o!'} una triangulaciéon de M, llamaremos a cada o' un n-simplejo de la triangu-
lacién; cualquier k-cara de la triangulacion la llamaremos k-simplejo de la triangulacién y
denotaremos por «; el nimero de estos k-simplejos.

Teorema 2.6.1 (Gauss-Bonnet) Sea M una variedad riemanniana de dimension dos, com-
pacta y orientable, con curvatura K y elemento de volumen dV ; entonces

/ KdV = 2my(M).
M

Demostracién: Como hicimos en el capitulo uno, consideramos una triangulacién o1, ...,op
de M,y «j, 3;,7; denotan los 4ngulos interiores del tridngulo o;; entonces por el teorema anterior,
vemos que

F F
KdV = KdV = — /
/M ]Z:; oj ]Z:; O

(2 —3)m.
1

F
=

F
kgds + Z(aj + 06+ ) +
j=1

93
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Como antes, F' es el nimero de tridngulos (2-simplejos), E el nimero de aristas (1-simplejos),
Vel nimero de vértices (0-simplejos) de la triangulacién y el nimero V — E+ F = x(M) es la
caracteristica de Fuler de M.

La suma Zle faaj kyds = 0, porque cada lado del tridngulo aparece dos veces pero con
orientaciones opuestas.

La suma ) j:l(aj + B + ;) = 27V, porque la suma de los dangulos interiores que concurren
en un vértice es 2.

La suma — Zle 3m = =37nF y como 3F = 2F, por que 3F es el nimero total de lados

de todas las caras y cada lado es contado dos veces, entonces — Zle 37 = —2nFE. Por ultimo
Zle 2w = 27 F. Por lo tanto

/ KdV =21V —2nE +2rF =27(V — E+ F) =2nx(M). &
M

2.7. Teorema del indice de Hopf

Una de las consecuencias del Teorema de Gauss-Bonnet tiene que ver con el concepto de
indice de un campo vectorial. Si X es un campo vectorial suave en una variedad riemanniana
orientada M de dimensién dos, decimos que p € M es un punto singular si X(p) = 0 y es
aislado si existe una vecindad U de p en M tal que X no tiene puntos singulares en U distintos
de p.

Cuando el campo vectorial X sobre U tenga exactamente un punto singular p, es decir, cuando
g€ U—{p}y X(q) # 0, entonces hay un campo vectorial unitario
X

Xl

el cual determina un marco mévil ortonormal { X7, X5} con una orientacién consistente con la de

M en U — {p}.

X1

A cada punto singular aislado p le podemos asociar un nimero entero, el indice de X en p,
definido como sigue: supongamos que R es una region regular que contiene al punto p y a ninguna
otra singularidad, cuya frontera es una curva suave, simple y cerrada ¢ = OR, con la orientacion
inducida por M.

Supongamos también que ¢ estd parametrizada por longitud de arco s y 0 < s < L. Como
¢(0) = ¢(L), entonces ¢ es compacta y puede ser cubierta por una familia finita de vecindades en
la cual existe una variacién continua del dngulo 6, el dngulo de X; a X visto en la proposicién
2.5.1. En general, 6(a) # 6(b) y la diferencia entre dos valores de 6 es un multiplo de 27. Por el
teorema fundamental del cdlculo, tenemos

O(L) — 0(0) = /d@

[

Pero 6(L) —6(0) es el déngulo entre X7 y X en el mismo punto ¢(0), entonces el lado izquierdo
de esta ecuacién es un multiplo de 27 y es independiente de la eleccién de 6(s), esto es que no
depende de la eleccién del marco mévil {X7], X} }.
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Definicién 2.7.1 Sean X un campo de vectores tangentes con un punto singular aislado p y sea
U una vecindad coordenada de p tal que p es el unico punto singular de X en U, entonces el
numero entero

= 5 0 —00) = 5 [ ab

se conoce como el indice del campo vectorial X en p.

Ip

La definicién tampoco depende de la eleccion de la curva ¢, ya que si hay otra region Ry C R
simplemente conexa que contiene a p, tomamos ¢; = 0R1, entonces R — intR; es una regién con
frontera en M y la orientacién inducida de esta frontera es ¢ — c1. Por el Teorema de Stokes y la
proposicién 2.5.1 tenemos

/ d@z/ w'%—/ w%:/ w'?—/ dw%.
c—cq c—c1 c—cq c—cq R—R;
= / W'+ / KdV.
c—cy R—R;

Como el lado derecho de esta ecuacién es independiente de la eleccién del marco mévil {X7, X5}
sobre R — Ry, podemos suponer que X; = X/ para ¢ = 1,2, entonces § = 0, donde 6 es el angulo

de X; a X7. Por lo tanto
/ w’§+/ KdV:/ df =0,
c—cy R—intR1 c—cy

/ dd =0 por lo tanto /d@ = / do.
c—cC1 c C1

Teorema 2.7.1 (Teorema del indice de Hopf) Sea M una variedad riemanniana compacta
y orientable de dimension dos, con curvatura gaussiana K y elemento de volumen dV. Sea X un
campo vectorial sobre M con un nidmero finito de singularidades, entonces Y, I, = x(M) .

entonces

Demostracién: Tomemos pq, ..., p, los puntos singulares aislados de X, consideremos vecin-
dades cerradas D; en torno a cada p;, donde D; es difeomorfo a D = {x € IR?;|x| < 1}. Denotemos
Di(e) = {x € IR?%|x| < ¢}.

Sea N (€) = M —U,intD;(e), tomemos un marco ortonormal orientado positivamente {X1, Xo}

con X1 = ”ﬁ—”; entonces

KdV = — dw? = — / w?.
N(e) N(e) EZ: OD;(e)

Por un momento consideremos alguna i fija, tomemos {X{, X}} un marco mévil ortonormal
y orientado positivamente sobre D;. Sobre D; elegimos el dngulo 6 entre X; y X| que varfe
diferenciablemente. Por la proposicion 2.5.1 tenemos

—/ w? = / do — w/? =2nl,, — / w’%,
OD;(e) OD;(e) 0D (e) 0D, (e)
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) .
como w'] no depende de i tenemos que

— lim w? = 2rl, —0
=0 JaD; (e)

Ahora, usamos el teorema de Gauss-Bonnet para llegar a

/ KdV = lim KdV =2 I, =2rx(M). &
M =0/ N(e) -
Este teorema nos dice que la suma de los indices es independiente de un campo X. Por ejemplo,

se puede construir un campo vectorial en la esfera con dos ceros o con un sélo cero; también con
este teorema se puede ver que en el toro se puede construir un campo sin singularidades.

o - e
- B e
e, C AT ) )
e ) _— I
,
lnrh(_ € o = oS
p—
-
- | ) e
4’_'r‘ =
7 )
- / “"#A
==

Figura 2.5: Indices de campos vectoriales
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Capitulo 3

La herramienta necesaria

En este capitulo veremos algunos conceptos y resultados de topologia algebraica, haces y
otros temas que seran necesarios para extender el Teorema de Gauss-Bonnet a dimensiones pares.
Haremos pocas demostraciones de los resultados dados, pero en las casos sin demostracién pro-
porcionaremos la referencia.

3.1. Cohomologia de De Rham

La idea de la cohomologia de De Rham es explotar el uso de las formas diferenciales sobre
una variedad para construir invariantes topoldgicos.

Definicion 3.1.1 Una k-forma w sobre M es llamada cerrada si dw = 0 y exacta si existe una
(k —1)-forma n tal que w = dn. Para cada nimero entero k, definimos dos espacios vectoriales
sobre M

ZE(M) = Ker{d : Q*(M) — Q1 (M)} = {k-formas cerradas},

B¥(M) = Img{d : Q*"Y(M) — QF(M)} = {k-formas exactas}.

La condicion d> = 0 implica que BF(M) es un subespacio de Z*(M), por lo que podemos formar
el cociente de estos espacios vectoriales:

H*(M) = Z*(M)/B*(M),

llamado el k-ésimo grupo de cohomologia de De Rham sobre M.

Un elemento de H*(M) puede ser representado por una k-forma cerrada w y escribimos su
clase como [w]; entonces dos k-formas w; y wy son equivalentes si y sélo si wy — wy es exacta,
es decir, w; = wg + dn para alguna (k — 1)-forma 7. Asi el k-ésimo grupo de cohomologia mide
cudles k-formas cerradas son exactas.

Si tenemos M una variedad de dimensién n y tomamos cualquier k-forma sobre M tal que
k > n, entonces H*(M) = 0 ya que Q¥(M) = 0. Si M es una variedad conexa y f € C®(M), la
condicién df = 0 nos dice que H°(M) ~ IR, ya que B°(M) = 0y Z°(M) es el conjunto de las
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funciones constantes. En general para una variedad M no conexa, la dimensién de H°(M) es el
numero de componentes conexas de M.

Para calcular otros grupos de cohomologia usaremos el Lema de Poincaré, ver [8] o [2].

Primero decimos que una variedad M es suavemente contraible a un punto py € M si hay
una funcién H : M x [0,1] — M de clase C*° tal que para todo p € M tenemos que H(p,1) =p

y H(p,0) = po.

Por ejemplo, IR™ es contraible a 0 € IR™ con H(p,t) = pt. Un subconjunto U C IR™ con la
propiedad de que para todo punto p € U, pg+t(p — po) € U con t € [0, 1] es contraible a py € U;
estas regiones son llamadas regiones estrella.

Lema 3.1.1 (Lema de Poincaré) Sea M una variedad diferenciable suavemente contraible a
un punto y w una k-forma diferencial en M tal que dw = 0; entonces w es exacta, es decir, existe
una (k —1)-forma o en M tal que do = w. [ )

En términos del Lema de Poincaré tenemos que H*(IR") = 0 ya que IR" es contraible a un
punto (k > 0); en general, si una variedad M es suavemente contraible a un punto entonces
H*(M) = 0 para toda k > 0.

Otro ejemplo: si tenemos una variedad M simplemente conexa, es decir, M es conexa y
cualquier curva cerrada es suavemente contraible a un punto, entonces tenemos que H'(M) = 0
ya que toda 1-forma w cerrada sobre M es exacta.

Definimos el k-ésimo grupo de cohomologia de De Rham sobre M con soporte com-
pacto de manera andloga a como lo hicimos antes:

Hy (M) = Z}(M)/BE (M),

donde Z¥(M) es el espacio vectorial de k-formas cerradas con soporte compacto y B¥(M) es el
espacio vectorial de k-formas dn donde 7 es una (k — 1)-forma con soporte compacto. El soporte
de una k-forma w estd definido como la cerradura del conjunto {p € M;w(p) # 0} y cuando M
es compacta tenemos H¥(M) = H*(M).

Notemos que el conjunto B¥(M) no coincide con el conjunto de todas las k-formas exactas
con soporte compacto. Por ejemplo, en IR", si f > 0 es una funcién con soporte compactoy f > 0
para algin punto, entonces la forma w = fdzq A --- A dx, es una forma exacta (cualquier forma
cerrada en IR" es exacta ya que IR™ es contraible) y tiene soporte compacto. Pero w # dn para
7 con soporte compacto, porque si w = dn, donde 7 tiene soporte compacto, por el Teorema de

Stokes tendriamos
0< / w = / dn = / n=20.

De paso, lo anterior muestra que H'(IR"™) # 0. Utilizando un argumento similar se muestra
que si M es una variedad orientable H' (M) # 0.

lo cual es una contradiccién.

Para una variedad conexa orientable M de dimensién n se tiene que H(M) =~ IR. Esto
significa que si fijamos una forma w tal que [’ 1y W # 0, entonces para cualquier n-forma w’ con
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soporte compacto existe un nimero real a y una (n — 1)-forma 7 con soporte compacto de tal
manera que w’ — aw = dn. El niimero a lo podemos encontrar viendo que

[ o= o
o= [ e

Notemos que H}'(M) ~ IR es equivalente al hecho de que la aplicacién [w] — [,, w sea un
isomorfismo, es decir, que una forma cerrada w con soporte compacto sea la diferencial de otra
forma con soporte compacto si f MW= 0. Asi tenemos:

por lo que

Proposicion 3.1.1 Supongamos que M es una variedad de dimension n, conexa y orientable,
entonces H'(M) ~ IR. [ )

Para la demostracion, véase [2], donde aparece también la siguiente tabla: Para una variedad
M conexa de dimensién n, tenemos

H(M) = {IR si M es orientable H™(M) = H(M) si M es compacta
¢ 0 si M no es orientable 0 si M no es compacta.

Veamos cudl es la relacion de los grupos de cohomologia bajo una aplicacién f: M — N de
clase C™ entre variedades: si w es una k-forma cerrada en N entonces f*w es también cerrada,
ya que d(f*w) = f*(dw) = 0, por lo tanto f* manda Z*(N) en Z*(M).

Ademés f* manda B¥(N) en B¥(M), pues si w es una forma exacta, es decir, w = dn;
entonces f*(w) = f*(dn) = d(f*n).

Por lo tanto, f* induce una aplicacién entre los grupos de cohomologfa, f* : H¥(N) — H*(M)
que estd definida por f*([w]) = [f*(w)].

Y dada otra aplicaciéon C'*° entre variedades g : N — P, entonces se cumple la siguiente
relacién (go f)* = f*og* : H*(P) — H*(M).

Por otro lado, el concepto de grado de una aplicacién entre variedades compactas, orientadas
y de la misma dimensién es muy importante porque nos servira para definir el indice de un campo
vectorial en un variedad. Intuitivamente, lo definimos como el nimero de preiméagenes contadas,
cada una con el signo determinado por la orientaciéon del espacio tangente. Por ejemplo en la
figura 3.1, el nimero de preimagenes del punto yes 1 +1—-1+1=2.

Daremos la definicién formal: Sea f : M — N una aplicacién entre variedades diferenciables
de la misma dimensién. Un punto x € M en la preimagen es llamado regular si la diferencial de
Js 1 TuM — Ty N es no singular.

Por ejemplo, la figura muestra que el punto z es regular, pero el punto z’ no lo es.

El grado de una aplicacién f en un punto regular = es el nimero deg,(f) que es igual a
+1 0 —1 dependiendo si f;, lleva la orientaciéon dada de T M en la orientacién T, )N o en la
orientacién opuesta.
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Figura 3.1: Grado de una aplicacion

Los puntos y € N son llamados valores regulares de la aplicacion f si todos los puntos
f~1(y) son regulares. Otra vez en la figura, el punto y es valor regular de f pero el punto 3’ no
lo es.

Entonces, definimos el grado de una aplicacién f como la suma de los grados de f en todos
los puntos de las preimagenes de los valores regulares:

deg(f) = Z degs f.
)

zef~1(y

Ahora, sean M y N dos variedades conexas, compactas y orientables de la misma dimensién
n, consideramos la aplicacién inducida f* : H"(N) — H"™(M); por la proposicién 3.1.1 tenemos
que H"(M) =~ IR (similarmente para V), donde el isomorfismo se establece mediante la integral.
Entonces, para cualquier n-forma w € H"(N) se tiene necesariamente la relacién

freer o

El nimero ¢ es el gardo de f, denotado por deg(f), s6lo depende de f y siempre es un nimero
entero. Con esta definicién también se puede demostrar que deg(f) = > F1(y) deg. f, ver
demostracién en [2].

El céalculo de grupos de cohomologia de una variedad M, puede reducirse al calculo en otra
variedad IV si existe una relacion que establecemos a continuacion.

Decimos que dos funciones f,g: M — N entre dos variedades son homotépicas si hay una
aplicacién continua H : M x [0,1] — N tal que para todo p € M tenemos

H(p,0)=f(p) vy H(p,1)=g(p).

La aplicacién H es llamada una homotopia entre f y g.

Teorema 3.1.1 Si f,g : M — N son dos funciones homotdpicas, entonces las aplicaciones
f*: H¥(N) — HF(M) y g* : H*(N) — H*(M) son iguales, f* = g*. )
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Daremos una aplicacién de este teorema; consideremos A C X y r : X — A continua tal que
r(a) = a para toda a € A, entonces r es llamada una retraccién de X sobre A. Por ejemplo,
definimos la retraccién r : IR" — {0} — S™~! por r(p) = |%|.

Sea i : S""! — IR™ — {0} la inclusién, entonces r o4 : St — S"~! es la identidad en S™~!

eior : R"—{0} - R"—{0} es (ior)(p) = %, que no es la identidad, pero si definimos

H(p,t) =tp+ (1 —t)r(p) € R™ — {0}, resulta que (ior)(p) = |£| es homotdpica a la identidad.

~P (e£=1)

~
\-
(e=z0) '3 gy
,_3'_‘-\ i (£=0)
L

Figura 3.2: Retraccion por deformacién de S™

Una retraccion con esta propiedad es llamada retracto por deformaciéon. Cuando r es un
retracto por deformacién, las aplicaciones (ior)* y (r04)* son la identidad; esto es, para el caso
de S"~1 ¢ IR™ — {0} tenemos r* : H*(S"1) — HF(IR™ — {0}) y i* : HF(IR" — {0}) — HF(S™1)
por lo que

r*oi*=(ior)* e For*=(roi)*

son, respectivamente, la identidad en
HY(R"—{0}) y H"S").

Como 7* e i* son inversos entre si, llegamos a que H*(IR" — {0}) ~ H*(S"™1) para toda k. Por
la proposicién 3.1.1 tenemos que H"~1(S"~1) ~ IR, por lo tanto H"~}(IR" — {0}) ~ IR.

Como M x {0} € M x IR’ es un retracto por deformacién de M x IR' para toda variedad M,
entonces H*(M) ~ H*(M x IR!).

La cohomologia de la n-esfera sera de gran utilidad més adelante, por eso es importante tener
el siguiente resultado:

Teorema 3.1.2 510 < k <n — 1, entonces Hk(]R” —{0}) = Hk(S”_l) =0.

Demostracién: La demostracién usa induccién. Pero sélo lo haremos para n = 3; esto es,
demostraremos que H'(IR* — {0}) = H'(S?) = 0. Sea w una 1-forma cerrada en IR3, sean Ay B
los conjuntos abiertos

A=IR?—{(0,0) x (—00,0]}, B =IR>—-{(0,0) x[0,00)}

Ambos son conjuntos estrella con respecto a los puntos (0,0, 1) y (0,0, —1) respectivamente; por
el lema de Poincaré existen O-formas f4 y fp sobre Ay B tales que w = df4 sobre Ay w = dfp
sobre B. Ahora d(f4 — fg) = 0 sobre AN B = [IR? — (0,0)] x IR, entonces claramente f4 — fp
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es una constante ¢ sobre A N B. En consecuencia, w es exacta, ya que w = d(f4 — ¢) sobre A,
w =d(fp) sobre By fa—c= fp sobre AN B. [ )

Por la proposicién 3.1.1 y este tiltimo teorema obtenemos la cohomologfa de las esferas H*(S™)
para n > 0;
0 si0<k<n-—-1

k/ aony __
H(S)_{JR sik=0,n

Nosotros podemos sumar clases de cohomologia y multiplicarlas por escalares como elementos
de un espacio vectorial, pero también podemos definir una multiplicacion entre dos clases de
cohomologia.

Definicién 3.1.2 La aplicacion —: H*¥(M) x H(M) — H*Y(M), definida por la operacién
[w] — [n] = [w An] es llamada producto copa.

Comprobaremos a continuacién que este producto estd bien definido, es decir, si [w;] = [wq]

y [m] = [n2], entonces [wy A m] = [wa A n2]. Supongamos que wy = we + day m1 = 12 + df,
entonces

wy Am = (we +da) A (n2 + dB) = wy Ang + da Ang + wa AdB + da A dB;

por la propiedad 2 de la proposicién 2.1.4 y usando que la forma 79 es cerrada, obtenemos
d(a Amg) = da Amp + (1) La A dng = da A g; similarmente

d((=1)kwy A B) = (=1)*dwy A B+ (=1)*(=1)*wy A df = w A dp,

por lo tanto wy A = wa A ng + d(a A 1m2) + d((—=1)kwa A B) + da A dB. Y asf tenemos que
wy Amp = wa Ang + d(a Ang + ((=1)Fwe A B) + a A dB) lo que nos dice [wy A 1] = [wa A ).

Utilizando las propiedades de las formas diferenciales se puede mostrar que el producto copa
es asociativo, distributivo sobre la suma y satisface también que para w € H*¥(M) y n € H{(M),

w—n=(=)"n— w.

Otra propiedad importante del producto copa nos dice que dada una aplicacién C'* entre varie-
dades f: M — N y formas w € H¥(N) y n € H'(N), entonces

frw —mn) = fH(w) — ().

3.2. Sucesion de Mayer-Vietoris

La Sucesion de Mayer-Vietoris proporciona una técnica fundamental en cohomologia, por un
lado por la eficacia en el cdlculo de la cohomologia de variedades y por otro lado porque puede
ser usada para probar algunos resultados que nos seran utiles. Si M = U UV donde U y V
son abiertos de M, esta sucesién nos permite encontrar la cohomologia de M en términos de la
cohomologia de las subvariedades U, V y UNV.
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Tomemos M una variedad de dimensién n, tal que M = U UV donde U y V son abiertos de
M; denotamos C* (M) el espacio vectorial de las k-formas sobre M, y consideremos dos tipos de
inclusiones

ip:U—M iv:V—-o-M
ju:unv —-U jv:UnNnv =1V,

que dan lugar a las aplicaciones lineales o = if; © i3, y 8 = jir — jv
CR(M) 2 CRU) @ CF (V) L ek n ),
y estan dadas por

a(w) = (i (w), i (w)), B(A1, A2) = G (M) — 3 (A2),

donde i; es la restriccion de w en U, etc. Claramente Soa = 0, es decir, Img(a) C Ker(3). Mas
aun, Ker(8) C Img(a), pues si (A1, A2) = 0, entonces A\ = Ay sobre UNV, y se puede definir w
sobre M como A\ sobre U y Ay sobre V por lo que a(w) = (A1, A2). Entonces Ker(3) = Img(«)
lo que implica que la siguiente sucesién sea exacta.

Lema 3.2.1 Si M =U UV donde U y V son abiertos de M, la sucesion siguiente es exacta

0— CHM) S ck Uy @ cR (V) S ek nV) — o.

Demostracion: Solo falta ver que « es inyectiva y que 3 es sobre. Si a(w;) = a(ws) entonces
la restriccién de wq a U es igual a la restriccion de wy a U; andlogamente, las restricciones de w1
y wo a V son iguales, entonces como M = U UV tenemos que wy = we. Para probar que (§ es
sobre usamos que {U, V'} es una cubierta finita de M y si {¢y, ¢v} es una particion de la unidad
subordinada a {U, V}, entonces, dada w € C*(U NV), extendemos wy a U con ¢y para que se
anule en U — V| también extendemos wy a V con —¢y para que se anule en V — U y entonces

B(ovw, —puw) = jir(pvw) — ji (—drw) = pvw + dpw = w

paratodope UNYV. [

Utilizaremos la derivada exterior d para ampliar nuestra sucesiéon exacta.

0— CFM) % croyeckv) L ckunv) —o

d ddd d

0— CF+L(M) -2 CH1(U) @ CF 1 (V)L CF (U N V) — 0

Es facil verificar que este diagrama conmuta, esto es, las composiciones conmutan

(d&d)oa=aod; dof=po(d&d).
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El siguiente resultado depende sélo de la estructura algebraica de este diagrama, de aqui que
definimos un complejo C' como una sucesién de espacios vectoriales C*, k = 0,1, 2, ... junto con
una sucesién de aplicaciones lineales d* : C* — C*t1 que satisfacen d**1od* = 0. Una aplicacién
entre complejos o : C; — Cs es una sucesién de aplicaciones lineales o : C{“ — Cé“ tal que el
siguiente diagrama conmuta para toda k:

k
(0%
Cf = C%

a | s
k+1
C{H—la Céf-l—l
El ejemplo mas importante de complejo resulta cuando C* es Ck(M ), el conjunto de las k-formas

sobre M con d* la aplicacién d sobre las k-formas. Para cualquier complejo C' definimos los
espacios vectoriales de cohomologia de C por

_ Ker(d")
~ Img(dk=1)
Naturalmente si C = {C*(M)}, entonces H*(C) es H¥(M). Si tenemos que Cf = C*(M),

Ck = CF(N) y a : C¥(M) — C¥(N) es f* para f : N — M, entonces a es la aplicacién
f*: H¥(M) — H¥(N).

H*(C)

. ., . « B
Si tenemos la sucesién exacta de complejos 0 — C; — Cy = C3 — 0, entonces en general no
es cierto que tengamos la siguiente sucesién exacta:

0 — HF(Cy) S HRCy) 5 HF(C5) — 0.

Figura 3.3: Uy V

Por ejemplo, si S™ = UUV donde U es la n-esfera menos el polo sur y V es la n-esfera menos
el polo norte, entonces U NV puede retraerse al ecuador S™" !, y tenemos la exactitud de la
sucesién 0 — CF(S™) — CF(U) @ C*(V) — C*(U N V) — 0, pero no la exactitud de la sucesién

0— HY(S*) - HU)e H (V) - H(UNV) =0,
esto puesto que H'(S?) = 0, H'(U) ® HY (V) =0y H{(UNV) = IR. Sin embargo se tiene el

siguiente resultado, ver [2].

Teorema 3.2.1 5i 0 — C; = C LA Cs — 0 es una sucesion exacta de complejos, entonces hay
aplicaciones lineales 0% : H*(C3) — HFT1(CY), tales que la siguiente sucesion infinita sea exacta

0 — HY(Cy) % HO(Cy) 2 HO(Cs) 2 HY(CY) — -
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= HYCy) S HE ) B oHNCy) S HMYC) = .

ES

Figura 3.4: Cohomologia de T2

Usando el lema 3.2.1 y el teorema 3.2.1 tenemos un resultado muy 1util.

Teorema 3.2.2 (Sucesiéon de Mayer-Vietoris) Si M =U UV, donde U y V son abiertos de
M, entonces tenemos una sucesion exacta:

- — HYM) - HX(U)® H*Y(V) - HFUNV) - HFY (M) — - &

Por ejemplo, consideremos el toro 7% = S' x S', tomemos T2 = UUV tal que hay un retracto
de U y de V en S! y la deformacién de UNV a dos circulos, entonces la sucesién de Mayer-Vietoris
se reduce a

0— HYT?) — H(U)® H(V) - HY(UNV) - HY(T?) — H' (U)® H' (V) —
— H(UNV) - H*(T? — 0.

sabemos que HX (U NV) = R® R, H3(T?) = Ry H'(U) = HY(V) = IR, entonces como
HY(UNV) — H?*(T?) es exacta en H?(T?), el kernel es de dimensién 1. De esta manera, la
imagen de H*(U) @ HY(V) — HY(UNV) es de dimensién 1. Como el kernel de esta aplicacién
es de dimensién 1, entonces H(T?) — HY(U) ® H(V) tiene imagen de dimensién 1.

De manera analoga se muestra que el kernel de H'(T?) — HY(U) @ H'(V) tiene dimensién
1y por lo tanto dimH'(T?) = 2, es decir H(T?) = R @ IR.

3.3. Caracteristica de Euler

Usaremos la sucesién de Mayer-Vietoris para relacionar las dimensiones de H*(M) con la
cardinalidad de los simplejos de distintas dimensiones que surgen de la triangulacién de una
variedad.

Sea una triangulacién {o'} de M, donde «,, es el nimero de n-simplejos, a,—1 es el nimero
de (n—1)-simplejos, etc. Definamos U como la unién ajena de bolas abiertas, cada una contenida
en un n-simplejo o' y sea V,,_1 el complemento del conjunto que consiste en los centros de
esas bolas, asi V,,_1 es una vecindad de la unién de todos los (n — 1)-simplejos de M. Entonces
M =UUYV,_1 donde U NV, _; tiene la misma cohomologia que la unién disjunta de «,, copias
de S™~1. Consideremos la sucesién de Mayer-Vietoris para n > 2; que es posible considerar en
varios pedazos:
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Figura 3.5: M =U UV,

El primero
0— H'(M) - H'U)® H*(V,_1) - H'(UNV,_1) - H' (M) —
— HY(U)® H' (Voor) » H (U NV,2y)
donde HY(U) ® H'(V,,_1) =0y HY (U NV,_1) = 0.
Para 1 <k <n — 1 tenemos
H*YUNV,_1) —» H*(M) —» H*(U) @ H*(V,_1) — HX(UNV,_1)
donde todos los términos se anulan menos H*(M) y H*(V,,_1).

Finalmente,
H"2(UNV,_y) — H ' (M) - H"YU)® H" Y (V1) —

— H" Y UNV,_1) - HY (M) - HY(U) ® H"(V,,_1)
Aqui H"2(UNV,_1) y H"Y(U) se anulan al igual que H*(U) @ H"(V,,_1).

Tomamos en cuenta un resultado de algebra: Para0 — V; — Vo — .-+ — V;, — 0 una sucesion
exacta, tenemos que Zle(—l)’dimVi = 0.

Teniendo en cuenta que dimH" 1 (UNV,_1) = dimH" (5" ') = «, y al considerar las tres
sucesiones anteriores, tenemos

dimH*(V,,_1) = dimH*(M), 0<k<n-—2
dimH™" 1 (V,,_1) = dimH" (M) — dimH" (M) + a,.
Cuando n = 2, el resultado es el mismo.

En los capitulos anteriores, la caracteristica de Fuler fue definida como una suma de cardinal-
idades de simplejos de distintas dimensiones, V — E + F'; aqui la definiremos de distinta manera
y veremos que coincide con esta definicién.

Definicién 3.3.1 La caracteristica de Euler de x(M) de una variedad M estd dada por

n

X(M) = (=) FdimH"(M).
k=0
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Por ejemplo, la caracteristica de Euler del toro por la definicién es x(72) =1 —2+1 = 0.

Y la de esfera es x(S™) = 1+ (—1)"; en consecuencia, si n es par x(S™) = 2 y si n es impar
x(8") =0

La suma en la férmula tiene sentido si todas las H¥(M) son de dimensién finita, lo cual es

cierto si M es compacta. Ahora, si H*(M) tiene dimensién finita, entonces la caracterfstica de
Euler y de V,,_ es

n—1
X(Vao1) = ) (=1)*dimH* (V)
k=0
n—2
= (=D)*dimH*(M) 4+ (=1)" HdimH" Y (M) — dimH"(M) + an) = x(M) — (—=1)" .
k=0

Por lo tanto
xX(M) = (=1)"an + x(Va-1)-

La idea ahora es tomar a V;,_1 y definir un nuevo abierto Uy, que consiste en la unién de conjuntos
difeomorfos a IR" ajenos, que unen los centros de las bolas de U, uno por cada (n — 1)-cara.
También tomamos V,,_s como el complemento de los arcos en el nuevo U; que unen los centros
de las bolas de U, para asi utilizar el argumento anterior y llegar a

X(Vn—l) - X(Vn—2) + (_1)n_1an—1-

7 <o = e
i — 3 |
— Xz _1| 3 L )J ( R ™~ v \
O Ty ‘ .
L dPs '. N
‘"| /_f;? e N - | e
" e = e, ¢ Comik 4 io L4
A% . *m Covay M ko« ) n
5/-\;\ "\;_1 de Uy (=) 2 \-‘_ ;
s (_),(1 s - 0 >
//" e W1 = = .\I '
e \.____/ — \_—
"‘\J‘ C i L

Figura 3.6: componentes de V,,_1

Anélogamente introducimos V,,_gs, ..., Vg, donde V{ es la unién ajena de g conjuntos que son
suavemente contraibles a un punto. Entonces x (V) = oy, mientras que en todos los demés casos

X (Vi) = x(Vie1) + (—1)F ay.

Todas estas relaciones justifican el resultado siguiente:

Teorema 3.3.1 Para cualquier triangulacion de una variedad compacta M, tenemos

X(M)=ap—ar+az — ...+ (—1)"ay,. [ )
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3.4. Mayer-Vietoris para soporte compacto
y la sucesién exacta de una pareja

Procederemos a estudiar los grupos de cohomologia H¥(M) de formas diferenciables con

soporte compacto, que en general resulta ser es una situacién mucho muy diferente a la de

Si U es abierto de M, una forma w con el soporte compacto contenido en M no siempre puede
ser restringida a una forma con soporte compacto en U; es decir, la inclusién de U a M no es
propia, donde una aplicacién es propia si la imagen inversa de compactos es compacta. Por otro
lado, si w es una forma con soporte compacto contenido en U, entonces w se puede extender a
M definiéndola como 0 fuera de U; denotaremos esta forma extendida por if; (w).

Si C’f(M ) denota el espacio vectorial de las k-formas con soporte compacto sobre M, definimos
las aplicaciones:

o =jpe—jy vy B =iy+iy,
donde j! : CHUNV) — CKU) y o CHUNV) — CFV). Y poder demostrar el
siguiente lema, ver [2]:

Lema 3.4.1 La sucesion siguiente es exacta

0 CchUunv)S ety ckv) L k) 0. &

Ver demostracién en [2]. Si aplicamos el teorema 3.2.1 a la sucesién del lema anterior obten-
emos:

Teorema 3.4.1 (Mayer-Vietoris para espacios con soporte compacto) Sea M wuna va-
riedad, U y V abiertos de M tales que M = U U V; entonces tenemos una sucesion ezxacta
larga:

S HNUNV) - BN @ HYV) — HYOD S B UNY) - &
Corolario 3.4.1 Si M es una variedad tal gque M = U UV, donde U y V son abiertos de M.
Entonces hay una sucesion exacta larga dual:

o HEFUNV) = HE (M) — [HEU) © HE(V)) = HEUNV) = .

Para la sucesién exacta de una pareja, consideramos N C M una subvariedad compacta de
M ; entonces se tiene que M — N es también una variedad y por consiguiente tenemos la sucesién

CHM — N) S ch(m) & c*(N)
donde e es la extensién. Esta sucesién no es exacta en el término central, ya que el kernel de

i* contiene todas las formas w € C¥(M) que son 0 en N, mientras que la imagen de e contiene
todas las formas w € C¥(M) que son 0 en una vecindad de N.
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Para convertir la sucesién anterior en una sucesién exacta, se utiliza el concepto de germen:
consideramos una vecindad tubular compacta V' de N y la proyeccion w : V. — N; V es una
variedad con frontera y si j : N — V es la inclusién, entonces tenemos que 7 o j es la identidad
en N, mientras que j o w es homotdpica a la identidad de V; ver [2].

Ahora consideremos una sucesién de vecindades tubulares compactas de N tales que cumplan
V=V, 2V, D>V3D ... conla condicién N;V; = N.

Consideremos dos formas w; € C*(V;) y w; € C¥(V;); decimos que w; es equivalente a wj si
existe | > 4,7 tal que w;|y; = wj|y;; el conjunto de clases de equivalencia admite una estructura
de espacio vectorial y lo denotamos por g*(IN), los llamados gérmenes de formas de N.

Més atin, podemos definir d : g¥(N) — gF¥*(N) y asf obtenemos un complejo g. Definimos
también una aplicacion entre complejos

i*: CE(M) — g"(N)
de tal forma que manda una k-forma w en la clase de equivalencia de cualquier wly;.

Por lo que tenemos la siguiente sucesién exacta, asi como el isomorfismo H*(g) ~ H*(N),
ver demostracién en [2].

Lema 3.4.2 La sucesion siguiente es exacta
0— CEM —N) S M) L gF(N) 0. &

Lema 3.4.3 Los espacios vectoriales de cohomologia H*(g) del complejo {g*(N)} son isomorfos
a H*(N) para toda k. [ )

Aplicando el teorema 3.2.1 a la sucesién del lema 3.4.2 y usando el lema 3.4.3 obtenemos la
sucesion exacta de una pareja.

Teorema 3.4.2 (La sucesién exacta de una pareja) Si N C M es una subvariedad com-
pacta de M, entonces la sucesion siguiente es exacta:

. — HY(M — N) — HY (M) — HYN) S B\ (M = N) — - &

Si consideramos una variedad M con frontera OM y utilizamos el teorema anterior para la
pareja (M,9M) usando vecindades tubulares V; de OM en M, par obtener:

Teorema 3.4.3 Sea M una variedad con frontera, donde la frontera OM es compacta, entonces
la sucesion siguiente es exacta:

- — HN(M — M) — H¥(M) — H¥@M) S H Y (M - 0M) — - &
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Figura 3.7: Sucesion de vecindades en OM
3.5. Dualidad de Poincaré

En esta seccién veremos la razén de la restriccion de la generalizacién del teorema de Gauss-
Bonnet a variedades de dimensién par. Lo haremos mostrando que la caracteristica de Euler es
cero para variedades de dimensién impar utilizando la dualidad de Poincaré.

Sabemos que cuando U es una regién estrella en IR", por el lema de Poincaré H*(U) ~
H* (IR™); pero se puede mostrar algo un poco més general que es el siguiente lema, ver [2].

Lema 3.5.1 SiU es una region estrella en IR™, entonces H*(U) ~ H*(IR") y HE(U) ~ HF(IR")
para toda k. e

Usaremos el lema anterior para definir lo que se entiende por variedad de tipo finito: sea un
punto p en una variedad M compacta y con una métrica riemanniana, elegimos U C M una
vecindad geodésicamente convexa; entonces para cada p € U, la aplicacion exponencial exp,
aplica un subconjunto abierto de T, M de manera difeomorfa en U.

Tomemos Uy, ..., U, una cubierta finita de M por conjuntos abiertos geodésicamente convexos;
ahora, si V = U;N- - -NU, es diferente del vacio, entonces V es claramente geodésicamente convexo.
Si p € V, entonces la aplicaciéon exponencial establece un difeomorfismo de V' en una regién
estrella de T, M y por el lema anterior se sigue que V tiene los mismos grupos de cohomologia
Hfy H f que IR™.

En general, se dice que una variedad M es de tipo finito si hay una cubierta finita Uy, ..., U,
tal que cada interseccién distinta del vacio tenga la misma cohomologia H* y H¥ que IR"; a tal
cubierta la llamaremos buena.

Para construir una variedad que no es de tipo finito se considera a N = {(1,0), (2,0), (3,0), ...}
como subconjunto de IR?; veremos entonces que M = IR?> — N no es de tipo finito, usando la
sucesién de Mayer-Vietoris para IR?2 = M UV, donde V es la unién disjunta de bolas alrededor
de {(1,0),(2,0),(3,0),...} obtenemos

HYR*) — H'(M)® HY(V) - HY (M NV) — H*(IR?)

donde M NV tienen el mismo H' que la unién disjunta de infinitas copias de S'; esto muestra
que H'(M) es de dimensién infinita. Esto nos lleva enunciar el siguiente resultado, ver [2].

Proposicién 3.5.1 Si M es de tipo finito, entonces H¥(M) y H¥(M) son de dimension finita
para todo k. 'y
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Tomemos una variedad conexa y orientada M, con orientacién u; tenemos por la proposicién
3.1.1 que hay un tnico elemento de H(M) representado por una forma n € C'(M) que cumple

/ n=1.
(M, )

Denotaremos como p a dicho elemento de HJY(M), este elemento es conocido como la clase
fundamental de M. También denotaremos por p al isomorfismo H}'(M) — IR que manda al
elemento a1 € IR.

Ahora, notemos que cualquier « € H*(M) determina un elemento del espacio dual H?~*(M)*
dado por
B a—feHNM) S R;

denotamos a este elemento de H? *(M)* por PD(a), llamado el dual de Poincaré de «,
teniendo entonces la siguiente aplicacion:

PD: H¥(M) — H} ™" (M), PD()(8) = pla — —)(9).
Notemos que la definicién de producto copa vista anteriormente varia un poco, ahora definimos
—: HF(M) x H\(M) — HFY(M) por
[w] — [n] = [w An].

lo cual tiene sentido porque el soporte de w A 1 estd contenido en la interseccién de los soportes
de w y de n.

Nosotros queremos demostrar que H*(M) ~ H*(M )*, para ello necesitamos un importante
resultado puramente algebraico, ver [8].

Lema 3.5.2 (Lema de cinco) Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de espacios
vectoriales y aplicaciones lineales, donde los renglones son exactos y ¢1, ¢2, G4, P5 son isomorfis-
mos; entonces ¢z es también isomorfismo.

| T VN VA N VR 4

¢1l ¢2l ¢3l ¢4l ¢5l

w2 w2 2wy 2
»

Lema 3.5.3 Si M = U UV, donde U y V son abiertos de M, y PD es un isomorfismo para
toda k en U,V yUNYV, entonces PD es un isomorfismo en M para toda k.

Demostracion: Sea I = n — k. Consideremos el siguiente diagrama, cuyo renglén de arriba
es la sucesion de Mayer-Vietoris y el renglon de abajo es la sucesion dual de Mayer-Vietoris para
soporte compacto.

HY U)o H-Y(V) - HFY(UNV)— HYM)— H*U)® H*(V) - HYUNV)
PDEBPDl PDl PDl PDEBPDl PDl

[HANU) @ HE (V)] — HEY(U N V)= HU(M)*— [HL(U) & HY(V)[*— H(U NV)*
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Por hipétesis, todas las aplicaciones son isomorfismos excepto la intermedia; utilizando el Lema
de cinco, obtenemos el resultado. '

Teorema 3.5.1 (Dualidad de Poincaré) Si M es una variedad conexa, orientada y de tipo
finito, entonces la aplicacion PD : H*(M) — H" 5(M)* es un isomorfismo.

Demostracién: Por induccién sobre el nimero de abiertos de una cubierta buena de M.
El teorema es claramente valido para r = 1. Supongamos que es verdadero para un cierto r y
tomemos {U1, ..., U,, U} una buena cubierta de M. Sea V' = U; UUyU- - -UU,., entonces el teorema
es valido para U, V y U UV y por el lema anterior es verdad también para M. Y

Corolario 3.5.1 Si M es una variedad conexa, orientable y de tipo finito, entonces H¥(M) y
H k(M) tienen la misma dimension. [ )

Corolario 3.5.2 Si M es una variedad conexa, orientable y compacta, entonces H*(M) tiene la
misma dimension que H"*(M). )

Corolario 3.5.3 Si M es una variedad conezxa, orientable, compacta de dimension impar, en-
tonces x(M) = 0.

Demostracién: En la expresién de y(M), los términos (—1)*dimH"*(M) y los términos
(=) kdimH" k(M) = (=1)**1dimH"=*(M) se cancelan por pares. '

Lo anterior justifica trabajar inicamente con variedades de dimensién par, ya que para di-
mensiones impares x(M) = 0 y el teorema de Gauss-Bonnet no tiene por qué ser verdadero; por
ejemplo, en S3 con curvatura K = 1 tenemos que f53 dV =vol(S3) # 0y x(S3) = 0.

3.6. Grupos de Lie

Si un grupo G es también una variedad diferenciable C*° y la transformacién G x G — G
dada por (z,y) = 2y~! es diferenciable, entonces tenemos un grupo de Lie. Ejemplos clasicos
de grupos de Lie son: El grupo general lineal GL(n, IR) que es el conjunto de todas la matrices
de n x n con determinante distinto de cero, el grupo ortogonal O(n, IR) que consiste de todas las
matrices A € GL(n, IR) tales que A - A' = I, y el grupo SO(n, IR) de las matrices A € O(n, IR)
tales que su determinante es 1.

En un grupo de Lie G definimos la traslacién izquierda L, : G — G por L,(b) = ab y la
traslacion derecha R, : G — G por R,(b) = ba; que inducen las aplicaciones (Ly). : Gy — Ggp
y (Ra)s : Gp — Ghq-

Un campo vectorial X sobre G es un campo invariante izquierdo si (L,),X = X e
invariante derecho si (R;),X = X. La aplicacién (Lg), es tal que (Lg)Xp = Xgp. Si b = e,
donde e es el neutro de GG, tenemos que dado X, € G, podemos asociar un tnico campo vectorial
izquierdo sobre G definido por (L)« Xe = Xg.
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Usaremos X, Y, ... para denotar elementos de Ge y X.Y, ... para denotar los campos invariantes
izquierdos tales que X(e) = X, Y(e) =Y.

Definimos una operacién [—, —] en G, mediante el corchete de Lie [X,Y] = [X,Y](e). Se puede
mostrar que si X y Y son campos invariantes izquierdos, entonces el corchete [X,Y] es también
invariante izquierdo, ver [5] o [12]. Entonces el espacio vectorial G junto con la operacién [—, —|
constituye un algebra de Lie y la denotaremos por g.

Muchas propiedades de grupos de Lie se expresan en términos de formas diferenciales; una
forma w es invariante izquierda si (L,)*w = w para toda a € G, es decir, w(b) = (Ly)*[w(ab)].
Desde luego, una k-forma invariante izquierda estd determinada por w(e) € QF(G.). Si w es
invariante izquierda, entonces para a € G tenemos (L,)*(dw) = (d(Ly)*w) = dw y por lo tanto
dw también es invariante izquierda.

Teniendo en cuenta la proposicién 2.1.2 y consideremos campos invariantes izquierdos X.Y,
se tiene que o o o o o
dw(X,Y) = Xw(Y) = Yw(X) —w([X,Y]) = —w([X,Y]),
por lo tanto dw(e)(X,Y) = —w(e)([X,Y]).
Por otro lado, dada una base de 1-formas w', ..., w™ invariantes izquierdas podemos expresar

dw® en términos de w’ Aw?. Primero elegimos una base X1, ..., X,, de G, dual de w'(e), ..., w¥(e);
entonces hay constantes C’fj tales que [X;, X;] = 1, C’ijk.

También tenemos [X;, X;] = 327, ij)zk, los nimeros ij se llaman constantes de estruc-
tura del dlgebra de Lie g con respecto a la base Xi,...,X,, € g. De la anticonmutatividad de
[—, —] y la identidad de Jacobi obtenemos

ch=-ct v Y (0{;02,6 +ChCh+ C,Ql,.o,ﬁj) —0.
h=1

Y de dw(e)(X,Y) = —w(e)([X,Y]), llegamos a que

. . 1 . )
dw® = —Zijw’ ANw! = —520511)’ Aw?.
i<j 0,

Para terminar esta seccién, consideremos un espacio vectorial V' de dimensién d, definimos
una k-forma V-valuada sobre una variedad M como una aplicaciéon multilineal alternante

w(p) : My x -+ x M, = V.

1

Si v1,...,v4 es una base de V existen usuales k-formas w!',...,w? tales que para k vectores

X1, ..., X} € M, tenemos

_ d
que escribiremos como w =),
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Dada w una k-forma V-valuada, definimos una (k+1)-forma V-valuada como dw = Zle dw'®-
v;. También podemos definir un producto cufia entre dos formas con valores en un espacio vecto-
rial, para eso supongamos que tenemos U, V y W espacios vectoriales y una aplicaciéon bilineal

p:UXV =W,

donde U y V tienen como bases ui, ..., uc y 1, ..., Ug respectivamente. Si w =Y 7 w' - u; es una
d .
k-forma U-valuada y n = > j=1 1 - vj es una [-forma V-valuada, vemos que

plw An) = Zzw A - p(ui,v))

=1 j=1

es una (k + [)-forma W-valuada. Este concepto se puede utilizar en el caso de grupos de Lie.
Aunque no hay una manera natural de elegir una base de 1-formas invariantes izquierdas, hay
una 1-forma natural g-valuada sobre G dada por w(a)(X(a)) = X € g.

Usando la bilinealidad del corchete [—, —], cuando los espacios vectoriales U =V = W = g;
entonces para cualesquiera formas 7 una k-forma g-valuada y A una [-forma g-valuada, obtenemos
la (k + [)-forma g-valuada [n A \] sobre G.

Tomemos una base Xi,...,X,, € G. = g y la base dual de 1-formas invariantes izquierdas

w,...,w" definidas como antes, esto es, w(a)(X (a)) = X € g; escribimos w como >_7_, wF - X,

y en consecuencia
n
dw:Zdwk-Xk: ZZCkw /\w’ ZZCkw /\w’ - X,
k=1 k=1 i<j k 1 7
Por otro lado [X;, X;] =>"}_, ijXk y por la definicién de producto cufia, tenemos que
n n n
[w, w] = Z(Z ZC’fjw’ ANw! - Xg).
k=1 i=1 j=1

Comparando estas dos tltimas ecuaciones obtenemos las llamadas ecuaciones de estructura

de G: 1
dw = —i[w Aw).

3.7. Haces

El concepto de haz tangente ha dado lugar a diversas generalizaciones de gran utilidad.
Asi como una variedad es localmente IR™, un haz es localmente el producto de dos variedades;
en el caso de un haz vectorial tenemos:
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Definicién 3.7.1 Un haz vectorial de dimensién n (o haz n-plano), £ = (E,7,B,®,0)
consta de:

1. Los espacios topoldgicos, E (el espacio total de £) y B (el espacio base de ).
2. Una aplicacion continua 7 : E — B llamada proyeccion.

3. Aplicaciones ® y © tales que

@ZUTF_l(p)Xﬂ'_l(p)—)E, ©:IRxFE—FE,
pEB

con
e p)xm'p)crp) ¥y ©@Rx7 p)r(p),
lo que hace que cada fibra 7—1(p) = F,, sea un espacio vectorial de dimension n sobre IR.

Ademds, se satisface la condicion de trivializacién local, es decir, para cada p € B,
existe una vecindad U de p junto con un homeomorfismo t : 7= H({U) — U x IR™ el cual es
un isomorfismo lineal de cada m'(q) sobre q x IR".

Definicion 3.7.2 Dado un haz vectorial £ = 7 : E — B, una aplicacion continua s : B — E
que asigna a cada p € B un vector s(p) en la fibra 7= (p) y que satisface mos = Idp, es llamada
seccion de un haz.

Ejemplos:

s El haz trivial £ = M x IR"™ con w la proyeccién al primer factor.

» El haz tangente £ = T'M, tal que para cada v € T,M tenemos la proyeccién m(v) = p. Las
secciones de T'M son precisamente los campos vectoriales sobre M.

» Consideremos una variedad M de dimensién n tal que M C IR™*!, definimos el conjunto
MpL = {v € R""Y (v,w) = 0,Yw € M,}. Ahora, si E = Upens MpL y consideramos la
proyeccion w : E — M que manda al vector v € MpL en el punto p, tenemos el llamado haz
normal de M en IR™*!, denotado por NorM.

» Para el haz tangente ¢ = T'M, definimos un nuevo haz vectorial Q¥ (¢), reemplazando cada
fibra 7=1(p) por QF(7~1(p)). Una seccién w de QF(€) es una funcién tal que para cada
p € M tenemos w(p) € QF (7~ 1(p)).

Si 7 es una seccién de Q!(¢), podemos definir una nueva seccién w A n € QF(€) por
(wAn)(p) = w(p) An(p) € X+ (r=1(p)). Las secciones de QF(T'M) son llamadas k-formas
sobre M y satisfacen las propiedades vistas en el capitulo dos.

El conjunto de todas las secciones de un haz vectorial £ forman un espacio vectorial I'(£), el
neutro en I'(£) es la seccién cero la cual para todo p € B asigna el origen en la fibra 7= (p).

Sea U C B un conjunto abierto; podemos encontrar secciones locales s1, ..., s, de E sobre U,
tales que {s1(p), ..., sn(p)} es una base de la fibra 7—!(p) para cada p € U. Llamaremos a esto un
marco movil.
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Definicion 3."{.3 Una aplicagién entre haces & = m; : E; — B;, i =1,2, consta de un par
de funciones (f, f) continuas f : By — Ey y f : By — Ba, tales que f : 7 (p) — 75 ' (f(p)) es
una aplicacion lineal y el siguiente diagrama conmuta

Ey i>Ez
ml lm
BB,

Dos haces vectoriales § = m; : E; — B son equivalentes (&1 ~ &) si hay un homeomorfismo
h: E1 — E5 tal que la fibra 7T1_1(p) es isomorfa a la fibra 7T2_1(p). La aplicacion h es llamada una
equivalencia.

Por ejemplo, para cualquier aplicacién diferenciable f : IRF — IR' la pareja (f,, f) es una
aplicacién de haces entre TIRF y TIR'.

Dados £ = m : E — B, un haz vectorial de dimension n y n = 7’ : E/ — B, un haz de
dimension m; sea
E"CExE ={(e¢):m(e) =7'(e)}.

Tomemos la proyeccién 7’/(e,€’) = w(e) = 7’(e’), entonces el haz 7" : E” — B es un haz vectorial
de dimensién (n 4+ m) llamado la suma de Whitney & @ n de £ y n; la fibra de £ @ 7 sobre p es
la suma directa de 771 (p) @ 7'~ (p).

Otro haz muy importante en geometria diferencial surge cuando las fibras tienen estructura
de grupo.

Definicion 3.7.4 Sea M una variedad C*°, G un grupo de Lie. Un haz principal sobre M,
con grupo (G,-), es tal que (P, 7w, M,G,-) cumple:
1. P es una variedad C™ (el espacio total del haz principal).

2. La aplicacion - (la accién de G) es una aplicacion C* de P x G en P definida como
(u,a) = u-a, tal que para toda u € P y a,b € G se satisface: u - (ab) = (u-a) - b.

3. mw: P — M es una aplicacion C* (la proyeccién del haz) sobre M (el espacio base del
haz), que satisface m(u - a) = w(u) para todo w € P y a € G.

4. Y que sea localmente trivial: para cada p € M existe una vecindad U de p y un difeo-
morfismo t : 7~ Y(U) — U x G de tal forma que

t(u) = (m(u), p(u)); donde ) satisface o(u-a) = ¢(u)a.
Ejemplos:

= Tomemos el haz P = M x G, con la proyeccion al primer factor 7 : M x G — M y la accién
(p,a) - b= (p,ab); este haz es llamado el haz principal trivial con grupo G.
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» Si tenemos un haz vectorial £ = 7 : E — M definimos F(F) como el conjunto de todos
los marcos (u1,...,uy) del espacio vectorial 7—!(p), para todo p € M con la proyeccién
w : F(E) — M que manda un marco u de 7~ '(p) a w(u) = p, para todo p € M. Este
resulta ser un haz principal llamado el haz de marcos de E con grupo GL(n,R") y se
denota como F(§) = w : F(E) — M.

Como antes, una aplicacién entre haces principales & = m; : P, — X;, ¢ = 1,2 con el
mismo grupo G es un par (f, f),donde f: X; — Xoy f: Py — P, son tales que mpo f = fom
y ademas satisface f(u-a) = f(u) - a para todo u € Py a € G. Esta condicién implica que f
manda fibras en fibras.

En un haz vectorial siempre hay definida una seccién cero, pero en un haz principal no
siempre hay tal seccion. Esto es, si el haz £ = 7 : P — M con grupo G tiene una seccién
s : M — P, entonces el haz es trivial porque existe una aplicaciéon global de M x G en P dada

por (p,a) = s(p) - a.

Construiremos otro haz vectorial (o principal) como sigue: si { = 7 : F — Y es un haz
vectorial de dimensién ny f: X — Y es una aplicacién continua, consideramos

E' Cc X x E={(z,e): f(z) =7(e)}.

Definimos 7’ : £/ — X por '(z,e) =z y f(x, e) = e; entonces se puede dar una estructura de
espacio vectorial sobre la fibra 7/~1(z) = {(z,e) : e € 77!(f(z))} usando la estructura de espacio
vectorial de 7= 1(f(x)); es facil verificar que 7’ : E' — X es un haz vectorial y (f, f) es una
aplicaciéon de haces. El haz se denota por f*¢ y se llama el haz inducido por f.

Para el caso de un haz principal, usamos la accién de G sobre la fibra 7=1(f(z)) para definir
la accién en 7/~!(z). Ahora, si g : W — X es otra aplicacién continua, entonces tenemos que
G (f*€) ~(fog)*¢. Si&=m:E — M es un haz vectorial, entonces f*(F(§)) ~ F(f*¢).

Volvamos a los haces vectoriales; definimos una métrica riemanniana sobre un haz vectorial
¢ =m:E — M como una funcién (—, —) la cual asigna a cada p € M un producto punto definido
positivo (—, —), sobre cada fibra 77 1(p) y que es continua en el sentido de que para cualesquiera
dos secciones continuas s; : M — E, la siguiente funcién también es continua p — (s1(p), s2(p))p-

Sea £ = m : F — M un haz vectorial y (—, —) una métrica para &; consideremos el haz
principal de marcos ortonormales O(§) = w : O(F) — M con el grupo ortogonal O(n), en
el cual la fibra w~!(x) es el conjunto de todos los marcos que son ortonormales con respecto
a la métrica del haz. Si (—, —)" es otra métrica sobre &, entonces tenemos otro haz principal
0'(¢) =@ : O'(F) — M que consiste de los marcos que son ortonormales con la nueva métrica.
Un resultado natural pero de gran trascendencia es el siguiente, ver [2].

Teorema 3.7.1 Sea £ =7 : E — M un haz vectorial con dos métricas riemannianas (—,—) y

(—,—), entonces O(§) ~ O'(§). [ )

En el capitulo dos definimos la orientacion de un espacio vectorial, dividiendo todas las bases
ordenadas en dos clases segun el signo del determinante. Una de las clases es llamada una orien-
tacion de V' y se denotada por [vy,...,v,] = p, la otra orientacién serd denotada por —u. Esa
idea se aplica también a los haces vectoriales.
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Sea & =7 : E — M un haz vectorial. Una orientacion p para E esta definida por una coleccion
iy de orientaciones para las fibras 771(p) que satisfacen la condicién de compatibilidad para
cualquier conjunto abierto y conexo U C M, esto es:

Sit:m Y(U) — U x IR™ es una equivalencia y las fibras de U x IR" tienen dada la orientacién
estandar, es decir, tenemos la orientacién [(z,e1), ..., (x, e, )] sobre cada fibra {x} x IR™, entonces
t preserva orientacion o la invierte sobre todas las fibras.

Sit': 7 Y (U) — U x IR" es otra equivalencia entonces satisface la misma condicién ya que
t'ot™!: U x IR — U x IR™ es una equivalencia. Esto muestra que una orientacién p define una
orientacién sobre FE si la condicién de compatibilidad se satisface para una coleccion de abiertos
U que cubran M. Un haz E es llamado orientable si tiene una orientacién que es justamente el
par (&, i), y no orientable en el otro caso.

Dado £ = 7w : E — M un haz vectorial con una orientacién (£, i) y una aplicacién continua
f: N — M, hay una manera de definir una orientacién f*u para f*&; definimos f*(&, ) como
la orientacién del haz (f*&, f*u).

Dados dos espacios vectoriales orientados (V, i) y (W, v), nosotros orientamos V@W, tomando
V1, ey Un, W1, ..., Wy, COMO una base orientada positiva si vy, ...,v, y wi, ..., w,, estdn orientadas
positivamente con respecto a p y v respectivamente. Asi la orientacién de W@V es (—1)™" veces
la orientacion de V@ W.

Lo anterior permite dar una orientacién a la suma de Whitney &; @ & usando la orientacién
de las sumas directas de las fibras; esto es, (£ @ &2, 1 @ p2), donde (&1, p2) v (&1, 12) son dos
haces sobre el mismo espacio M.

3.8. Variedad grassmaniana

En esta seccion construiremos el haz universal y veremos que cualquier haz orientado se puede
expresar como el haz inducido por el haz universal a través de una aplicacién continua adecuada.

Definimos la variedad grassmaniana G, (IR") como el conjunto de todos los subespacios
de IRYN de dimensién n siempre que n < N; ésta es una variedad de dimensién n(N — n), ver [2].
Tenemos por ejemplo que P"(IR) = Gy (IR"!).

Sobre la variedad grassmaniana se puede construir un haz vectorial 4" (IR") de dimensién n,
llamado el haz universal, de la siguiente manera: El espacio total E(y"(IR")) lo definimos como
el subconjunto de G, (IR™Y) x IRN que consiste en todas las parejas (W, w) € G,,(IRY) x IR tales
que w € W, con la proyeccién 7 : E(y*(IRY)) — G,(IRY) dada por 7(W,w) = W.

Esto es, la fibra 7=1(W) en el punto W € G,(IRV) es el conjunto {(W,w);w € W}. La
estructura de espacio vectorial sobre la fibra esta definida usando la estructura de espacio vectorial
del subespacio W de R";

(Wwr) + (Wywg) = (Wwr +ws),  a- (Wyw) = (W, aw)
Para ver que 7" (IRY) es localmente trivial consideramos W € G,,(IR") y el complemento ortogo-

nal W+ dado por la descomposicién RN = W @& W, la proyeccién p : RN — W y los conjuntos
abiertos U C G,,(IRY) que consisten de todos los subespacios V tales que V N W+ = {0}.

76



Ahora definimos la siguiente aplicacién: 7=1(U) — U x W ~ U x IR" dada por (V,v) =
(V, p(v)). Esta aplicacién es un difeomorfismo y un isomorfismo sobre cada fibra, entonces v"(IR")
es un haz vectorial suave sobre G, (IRY).

Para N < M hay una aplicacién natural « : G,,(IRY) — G,,(IRM) ya que cualquier subespa-
cio de dimensién n de IRYN puede ser considerado como subespacio de IRM. También hay una
aplicacién a : E(y*(IRY)) — E(y"(IRM)) tal que (o, &) es una aplicacién de los haces v"(IR"N)
a Y (IRM), por lo que tenemos y*(IRY) ~ a*y"(IRM).

Figura 3.8: Aplicacion f

Sea M una variedad de dimensién n en IR™*! no necesariamente orientable; puede no ser
posible definir la aplicacién de Gauss, pero podemos definir la aplicacién f : M — Gy (IR"")
como sigue: a cada p € M le asociamos el subespacio 1-dimensional de IR"*! paralelo a la linea
MJ_ C Rn—i—l

P P

También definimos f : NorM — ~'(IR**!') mandando v, € M- a (f(p),v) por lo que tenemos

una aplicacién de haces (f, f) del haz normal de M en el haz v'(IR"T!) y en consecuencia
NorM ~ f*(v*(IR"1)).

Otro caso més interesante surge de considerar la aplicacion f : M — G, (IR™1) definida
por f(p) = subespacio de IR"! paralelo a M, y definir f : TM — E(y"(IR"!)) mandando a
vy, € M, a (f(p),v); con eso tenemos que el haz tangente TM es equivalente a f*(y*(IR"1)).

Esto nos lleva a generalizarlo. Sea M una variedad compacta de dimensién n de tal manera
que M C IRYN para alguna N suficientemente grande, podemos definir f : M — G (IRN) por
f(p) = subespacio de IRY paralelo a M. También definimos f : TM — E(y" (IRN)) mandando
a cada v, € M, a (f(p),v). Asi, (f,f) es una aplicacién del haz TM en y"(IRY), es decir,
TM = f*(y"(RY)).

En resumen “Un haz vectorial se puede expresar como el haz inducido por el haz universal a

través de una aplicacion continua adecuada’.

Anélogamente definimos la variedad grassmaniana orientada G, (IRN) como el conjunto
de todos los subespacios de dimensién n de RN orientados, siempre que n < N. Sobre én(]RN )
definimos el haz (3"(IRN), ), el espacio total E(7"(IRY)) que consiste en todas las parejas
(W, ), w) € Gp(IRN) x RN tal que w € W, junto con la proyeccién 7 : E(3*(IRY)) — G, (IRY)
dada por w((W, u), w) = W.

La estructura de espacio vectorial estd definida como antes y definimos la orientacién natural
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u sobre la fibra 7= (W, ) = {((W, u),w); w € W} usando la orientacion p de W,

Como antes, podemos hacer que cualquier haz orientado se pueda expresar como el haz
inducido por el haz universal a través de una aplicacién continua, (ver demostracién en [2] o

[13]).

Teorema 3.8.1 n Sea (&, 1) un haz suave orientado de dimension n sobre M una variedad
orientada, entonces para un mimero N suficientemente grande hay una aplicacidn continua
fiM — Go(RY) tal que (€, 1) = f*(3"(IRY), p).

» Sea o : Gp(IRN) — G, (IRM) la inclusion natural con M > 2N y si fo, fi - M — G, (IRYN)
son dos aplicaciones tales que cumplen f&(F*(IRN), n) =~ fr(3"(IRN), u), entonces la com-
posicion fo = ao fy y la composicion fi = ao f1 son homotdpicas. Si fo y fi son aplicaciones
suaves, entonces fo Y fl son suavemente homotopicas. '

3.9. Clase de Thom y clase de Euler

Usaremos la dualidad de Poincaré para poder decir mucho mas de la caracteristica de Euler
de una variedad conexa, compacta y orientada M de dimensién n.

Sea £ =7 : E — M un haz vectorial de dimensién k£ sobre M, con orientacién p para M y v
para &, que induce la orientacién p @ v para la variedad (n + k)-dimensional E. Si Uy, ..., U, es
una buena cubierta de M por conjuntos geodésicamente convexos tan pequenos que cada haz |y,
es trivial, entonces es posible demostrar que {7~*(Uy),..., 71 (U,)} es una buena cubierta de E;
asi, F es de tipo finito. Notemos que para las aplicaciones 7 : E — M y s : M — E (0-seccién)
tenemos que

mos=Idy y som~Idg

de modo que
™ H(M) — H\(E)

es un isomorfismo para todo [. Entonces, por el Teorema de dualidad de Poincaré existe una
tinica clase U € H¥(E) tal que

™u—U=pdve HHE).

La clase U es llamada la clase de Thom del haz £. Necesitamos una propiedad que caracterice a
U; sea F), = 771 (p) una fibra de ¢ sobre cualquier p € M, sea Jp + Fp — E la inclusién de la fibra
en E. Puesto que jj, es propia existe un elemento j;U € H f (F}). Por otro lado, la orientacién v de
¢ determina una orientacioén v, para F), y entonces da un elemento v, € H, f(Fp). Entonces, U(§)
es la tinica clase cuya restriccién a cada fibra m=1(p) es el generador de v, € HE(F},) determinado
por la orientacién. Ver demostracion en [2], [8].

Teorema 3.9.1 Dada (M, p) una variedad conexa, compacta y orientada, sea & = w: E — M
un haz vectorial sobre M de dimension k con una orientacion v. Entonces la clase de Thom U es
el dnico elemento de Hf(E) con la propiedad de que para cada p € M tenemos j;U = vy, donde
Jp : Fp — E es la inclusion de la fibra en E.
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La clase de Thom U € H f (E) de £ = 7 : E — M puede usarse para determinar un elemento
en H¥(M): sea s : M — E cualquier seccién del haz (por ejemplo la seccién cero); definimos la
clase de Euler x (&) € H*¥(M) por x(¢) = s*U.

En el capitulo dos demostramos que la suma de los indices de los ceros de un campo vectorial
sobre una variedad compacta y orientable de dimensién dos es la caracteristica de Euler. Para
generalizar este hecho, primero tenemos que ver cémo se mide el indice en dimensiones mayores
que dos.

Por ejemplo, en una variedad M C IR"™, tenemos que un campo vectorial X es una asignacién
de un vector tangente a M en cada punto p € M. Sabemos la informaciéon del comportamiento
del campo estd centrada en las singularidades X (p) = 0, ya que cuando X (p) # 0, el campo
es casi constante alrededor del punto p. En cambio cuando X (p) = 0, la direcién de X puede
cambiar drastricamente.

Para analizar la direccién del campo en torno de sus singularidades; supongamos que X (0) = 0
para 0 € IR", entonces la direccién de X en torno a p es precisamente

X(p)

X )II

Asi, la variacién de la direccién del campo alrededor del 0 se mide por medio de la aplicacion
p— % que lleva una esfera de radio € en torno a 0 a la esfera unitaria S?~!. El radio se puede
escoger tan pequeno del tal manera que S no contenga mas singularidades. Entonces, definimos

el indice del campo X en 0 como el grado de la transformacién S, — S™~1.

Por ejemplo, en el caso de dimensién dos, el indice de un campo X en una singularidad cuenta
el nimero de veces que el campo X gira completamente si recorremos la circunferencia en sentido
contrario a las de las manecillas del reloj; considerando que la rotacién de X en una direccién
suma +1, mientras que en la otra suma —1.

Para variedades no contenidas en algin IR", usaremos las parametrizaciones locales para
definir el indice.

Si X es un campo sobre M, con un punto singular p € M, elegimos un sistema de coordenadas
(x,U) de tal manera que 2(0) = p y definimos el indice de X en p como el indice de 271X en 0.
Se demuestra que no depende de la parametrizacién escogida, ver demostracion y mas detalles
sobre esto en [10].

La clase de Euler de T'M estéa relacionada con la clase fundamental de M mediante la suma
de los indices de un campo vectorial sobre la variedad y es nuestro siguiente resultado.

Teorema 3.9.2 Sea M una variedad conexa, compacta y con una orientacion u, la cual da una
orientacion para el haz tangente £ = : TM — M. Tomemos un campo vectorial X : M — T M
con sélo un numero finito de ceros, y sea o la suma de los indices de los ceros de X. Entonces

x(@§) =o-peH" (M) &

Enunciaremos la generalizacion del teorema del indice de Hopf cuya demostracién se encuentra
en [2].
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Teorema 3.9.3 (Poincaré-Hopf) La suma de los indices de cualquier campo vectorial sobre
M es igual a la caracteristica de Euler x(M), esto es, para & =7 : TM — M tenemos

De aqui obtenemos una primera propiedad de la clase de Euler, si la variedad es de dimension
impar, entonces x () = 0. Otras propiedades importantes son las siguientes:

Lema 3.9.1 Sea £ =7 : E — M un haz vectorial suave orientado sobre una variedad compacta
y orientada M y sea f : M' — M wuna aplicacion continua, donde M' también es una variedad
compacta y orientada. Si E' es el espacio total de f*¢ y f: E' — E es una aplicacion de haces,
entonces

FU©) =U(f¢) € HY(E').

Demostracién: Como f es continua, f es propia y entonces la imagen inversa de un com-
pacto es compacta, por lo tanto f* manda H['(E) en H[(E'). Sea f*¢ el haz 7' : E' — M'.
Ahora, sip' € M'y jy : 7'H(p') — E’ es la inclusién, entonces I I*(U€) = (f o g )*(U(§))-

Vemos que (f o j,,)*(U(€)) debe ser el generador de H? ('~ (p)), entonces j]’i(p,)(U(é)) es el
generador de H? (7' (f(p))). Esto muestra que f*(U(€)) debe ser U(f*€). [ )

Proposicion 3.9.1 Sea £ = 7 : E — M un haz vectorial suave orientado sobre una variedad
compacta y orientada M y sea f : M' — M una aplicacién continua, donde M’ tambien es una
variedad compacta y orientada. Entonces

(&) = x(f*¢) € H*(M).

Demostracion: Si elegimos la seccién cero s = 0 y 0’ denota la seccién cero del haz f*¢,
entonces f o0 = 0o f. Por la definicién de clase de Euler x(f*¢) = (0")*U(f*¢), entonces por el
lema 3.9.1 y propiedades del pull-back tenemos

(O U(f*€) = (0) f*(U(E)) = (fo0) (U () = (00f)*(U(€)) = (fo0")(U(E)) = f*x (). &
Lema 3.9.2 Sin € IN es par, entonces x(7(IR"™)) # 0 para toda n < N.

Demostracion: Sea S" C IRN para n < N, entonces tenemos una aplicacién entre haces
(f, f): TS™ — E(3*(IR"™)) como en la seccién 3.8, es decir, T'S™ ~ f*(3*(IRY)).

Por la proposicién 3.9.1 x(7'S™) = x(f*F*(IRN))) = f*x(3"(IRY)). Por el teorema de
Poincaré-Hopf x(7'S™) es el producto de x(S™) por la clase fundamental de S™ y x(S™) = 2 #
0. [

Esta clase cumple también que dados &; y & dos haces vectoriales orientados, suaves, sobre
una variedad M compacta y orientada: x(§1 @ &2) = x(&§1) — x(&2) (ver demostracién en [8] o

[2])-
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El siguiente lema es necesario para mostrar que la clase de Euler es un multiplo de una clase
que estd relacionada con la curvatura que veremos en el capitulo cuatro.

Sea £ =7 : E — M un haz vectorial suave, orientado, de dimension k sobre una variedad M
de dimensién n, conexa, compacta y orientada. Tomemos (—, —) una métrica riemanniana sobre
&, entonces definimos el haz de esferas asociado a £ como S(E) ={e € E: (e,e) =1} y el haz
de bolas asociado a & como D(E) = {e € E : (e,e) < 1}. Consideremos 7|s = my : S(E) — M
la restriccién de 7w a S.

Lema 3.9.3 Una clase o € H*(M) satisface nfj(a) = 0 si y sdlo si o en un mailtiplo de la clase
de Euler x(&).

Demostracion: Consideremos el siguiente diagrama dado por el Teorema 3.4.3 para la pareja
(D, S).

Las secciones nulas s : M — D — S y §: M — D son las mismas. Notemos que el diagrama
conmuta; esto es, m; = ¢* - (7|p)* pues my = (7|p) o i.

También s* = 5* - e, porque al extender una forma a D no afecta su valor sobre s(M). Y
8- (m|p)* = Idyk ), Porque (m|p) o 3 es suavemente homotdpica a la identidad.

Tomemos « € H¥(M) tal que 7f5(a) = 0, entonces i* - (7|p)*(a) = 0 por lo tanto (7|p)*a €
Imge. Tenemos que D — S es difeomorfo a E y cualquier elemento de H¥(D — S) es un multiplo
de la clase de Thom U de £. Entonces concluimos que (7|p)*a = ¢-e(U), para alguna ¢ € IR. Asi

a=5"-(rmlp)fa=c-5(U)) =c-s*(U) =c-x(&).

El reciporco es similar; si o = ¢- s*(U), entonces nja =c-n§ - s*(U) = c- (i* - e(U)) = 0. [ )

3.10. Conexion de Ehresmann y curvatura

Tenemos que un haz es localmente un producto, pero eso no es necesariamente cierto a nivel
global; uno puede medir qué tanto se aleja el haz del caso trivial con el concepto de conexién.

Sea £ = m: ' — M un haz vectorial; localmente E se puede ver como el producto U x IR",
donde U es un abierto de M y cualquier punto de E es de la forma u = (p,v). Entonces el
espacio tangente T, E' lo escribimos como la suma de dos subespacios T\, = T,,U ® T, IR"; uno
en direccion de la base y el otro en direccién de la fibra, de tal suerte que tenemos el espacio
vertical V,, = T,,F,, C T, E, donde p = 7(u) y F, = 7~ 1(p).

Ahora tomamos u € F y elegimos diferenciablemente un subespacio H,, C T, E de tal manera
que H, sea un espacio transversal a la fibra, es decir, T, F = H, ® V, y decimos que el haz
tiene dada una conexién.
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Para un haz principal £ = 7 : P — M con grupo G es natural relacionar la conexién con la
accién de G. Una conexién en un haz principal es una regla que asigna para cada v € P un
subespacio H, de T, P de manera tal que:

1. H, es transversal a la fibra, es decir, T,P = H, ® V,,.

2. H, esinvariante por la accién derecha de G, es decir, si R, : P — P es la traslacion derecha
dada por R,(u) = u - a, entonces Hy.q = (Rg)«Hy.

3. H, es diferenciable en u.
La conexién puede también ser definida como una cierta 1-forma g-valuada que satisface
ciertos axiomas, que veremos enseguida.

Sea g el dlgebra de Lie del grupo de Lie G del haz principal m : P — M que actia sobre P
por la derecha; para X € g tenemos la curva t — exp(tX) en G. Y para cada u € P, esto da
lugar a una curva en P

Cy (t) =Uu- e:Ep(tX) = Rewp(tX) (U)

y lo que obtenemos es un campo ¢,,(0) en P denotado por o(X)(u), llamado campo vectorial
fundamental correspondiente a X, por lo que tenemos la aplicacién o : g — X' (P). Podemos
describir a o(X) como sigue: sea v € Py o, : G — P dado por o,(a) = u - a, entonces
0(X)(u) = ous(X). Por lo tanto el conjunto o(X)(u) es precisamente el conjunto de vectores
verticales en wu.

Definimos ahora ad(a) : G — G por la conjugacién ad(a)(b) = aba™' para toda a € G, este
homomorfismo es llamado la representacién adjunta de G. Tomemos ad(a)s : G, — Ggpa—1;
vemos que, si b= e, ad(a)(e) = ey ad(a)s : Ge — Ge.

Si identificamos a G, con el dlgebra de Lie g, llamamos Ad(a) a la aplicacién adjunta,
dada por Ad(a) = ad(a)s : g — g. Consideremos las traslaciones izquierda y derecha L, y R,
respectivamente, notamos que ad(a)(b) = L, o R;1(b) = R; ' o La(b) y por lo tanto

Ad(a) = (Lg o Rctl)* = (Rz;l oLy)x:9— g
Si X es un campo invariante izquierdo sobre G con X (e) = X € g, entonces
Ad(a)X = (Ry)x(LaX)(e) = (R 1)+ X](e).

Asi, llevamos a cabo la introduccion de la 1-forma de conexién g-valuada.

Definicién 3.10.1 Una conexién de Ehresmann en un haz principal £ = © : P — M con
grupo G, es una 1-forma g-valuada w sobre P tal que:

1. w(o(X)) =X, para todo X € g.
2. wya((Re)yY) = Ad(a™Y)(wy(Y)), para todo a € G y todo Y € TP.

Si w es una conexién de Ehresmann, de la condiciéon 2 obsevamos que

Riwy.q = Wua((Ra):Y) = Ad(a™ ) (wy(Y)) = a 'w,(Y)a
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Y definimos H,, el subespacio horizontal en u, como el kernel de w
H,={Y € T,P;w(Y) =0}.

los vectores de H,, son llamados horizontales.

Si (—,—) es una métrica riemanniana para £, SO(F) es el haz de marcos ortonormales, que
es un haz principal con grupo SO(n). Entonces hay una conexién w sobre el haz de marcos
w : SO(FE) — M, donde w es una l-forma sobre SO(E) con valores en o(n). Para cualquier
punto de SO(F) definimos la parte vertical V' y la parte horizontal H de su espacio tangente.
Y para cualquier k-forma o de SO(FE) con valores en un espacio vectorial U, definimos una
(k + 1)-forma U-valuada Do como

Da(Yl, vouy Yk—l—l) = da(hYl, vouy hYk+1)

donde d es la derivada exterior y hY es la componente horizontal de Y.

En particular, tenemos la forma de curvatura Q = Dw, donde la matriz de 2-formas Q;
también toma sus valores en o(n).

Supongamos que 7 : P — M es un haz principal con grupo G y con 1-forma de conexién w.
Si P = M x G, tenfamos la ecuacién de estructura dw = —3[w A w], (seccién 3.6) que es valida
cuando nos restringimos a cada fibra, pero no es cierto cuando evaluamos en vectores horizontales
y por lo tanto definimos la ecuaciéon de estructura dw = —%[w A w] + Q, donde la 2-forma
) toma sus valores en g. Algunas propiedades de la forma de curvatura son las siguientes, ver
demostracion en [2].

Proposicién 3.10.1 Para todo a € G tenemos R:Q = Ad(a=')Q. En otras palabras, para
Y1,Ys € P, tenemos

1. R:Q(Y1,Y2) = Ad(a=1)Q(Y1, Ya).
2. Si XY € T,P, entonces UX,Y) = dw(Xp,Yp).

3. Dados dos campos vectoriales verticales X, Y sobre el espacio total P, entonces se cumple
la ecuacion Q(X,Y) = —tw([X,Y]). [
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Capitulo 4

Teorema de Gauss-Bonnet-Chern

En este dltimo capitulo obtendremos una férmula que expresa la curvatura de una variedad de
dimensién par contenida en IR™*!, por lo que uno puede preguntarse dénde estd lo intrinseco de
la generalizacion del teorema; lo importante es que la férmula no depende del espacio ambiente de
la variedad. Antes, obtendremos otros resultados necesarios para la demostracién. Concluiremos
con el Teorema de Gauss-Bonnet-Chern para variedades riemannianas con frontera.

4.1. Pffafiano y curvatura

Consideremos V' un espacio vectorial de dimensién par, f : V — V una transformacién lineal
y A = (a;;) la matriz asociada a la transformacién con respecto a la base vy, ..., v, de V. Nuestro
proposito es encontrar det f = det A en términos de todos los determinantes de las submatrices
de 2 x 2 de A. Definimos

D(i1,i2; 41, J2) = Qiyjy * Ginjo — Giyjy * Qigjy s

siiy <9y j1 < jo; entonces D(iy,i9;j1,j2) es el determinante de la submatriz de 2 x 2 cuyos
elementos pertenecen a los renglones i1 e is y a las columnas j; y j2 de A. Ahora, la transformacién
lineal f nos da la aplicacién f* : Q¥(V) — Q¥(V) definida por

(T (v1, o) =T(f(v1)yery f(VE)) con Te Qk(V);

en particular, si n = k tenemos la aplicacién f* : Q"(V) — Q*(V) y como dimQ™(V) =1, la
aplicacién debe ser la multiplicacién por una constante que es justo det f, ver [10]. Como f*
satisface

FA @1 A Agn) = (@1) A Af*(dn),  paratoda ¢ € QYV).

en particular, si ¢; es la base dual de la base v;, entonces f(v;) = Z;LZI

(o) = Z?:l a;j¢;. Usando que el producto cuiia es asociativo llegamos a

A1 A ANgn) =[5 (91) A FH(D2)] A[FF(d3) A fX ()l A+
= (D adj A andi) A (D asrde A aasds) A
=1 k=1 =1 s=1

a;;v; lo que implica
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= (Z[alja% — aipaz;ld; A dr) A (Z[a3ra4s — azsQar|pr N ) N -

i<k r<s
1 : 1
= (5 ;D(L?;%k‘)% A Qi) A (5 ;D(3,4;r, 8)Pr N ps) A -+

Asi podemos ver que

detf: 2n/2 ' E ‘ D(172;jl7j2)"'D(n_1777‘;]71—17,]71)6]1 ]na
.717“‘7.]71

donde
—1 siji,..., jn. €8 una permutacién impar de 1,....n.

0 en otro caso.
También podemos escribir det f como:

1 si ji, ..., Jn €s una permutacién par de 1,....,n.
(in

Por un momento consideremos a M como una subvariedad de M, es decir, M C M. V es
la conexién de M, entonces la descomponemos como VxV = (VxY)T + (VxY)L y definimos
la segunda forma fundamental de M por [I(X,Y) = (@ XY)l, que es una aplicacién que va de
X(M) x X(M) en NorM

Se puede demostrar que VxY = VxY +I1(X,Y) para X,Y € X(M), donde V es la conexién
sobre M. Esta férmula es conocida como la férmula de Gauss.

También se demuestra la ecuaciéon de Gauss: Para X,Y, Z, W € X(M) es:

R(X,Y,Z, W) =R(X,Y,Z W) — (II(X,W),II(Y, 2)) + (II(X, Z), [I(Y,W)),
donde R(X,Y,Z, W) es el tensor de curvatura de M, ver més detalles en [7].

En la seccién 1.2 definimos la curvatura de una superficie en un punto p como el determinante
de la diferencial de la transformacion de Gauss, esto es, K(p) = det (dNp); con un poco de més
de trabajo se puede mostrar que esta formula también vale para variedades de dimensién n
contenidas en IR"*1: en términos de una base {X, ..., X,,} de M, tenemos

1

B0 = et (3 ,))

- det (I[(XZ, Xj)),
donde (11(X;, X;)) es la matriz de la segunda forma fundamentale de M y ((X;, X)) es la matriz
de la métrica, con (X;, X;) la métrica inducida por la inclusién en R,

En nuestro caso M = IR"*! con la métrica usual, entonces R(X Y, Z, W) =0y por lo tanto

R(X,Y,Z,W) = (II(X,W),11(Y, 2)) — (II(X, Z), II(Y,W)).

Si aplicamos la ecuacién de Gauss a las submatrices de 2 x 2 de la matriz (I1(X;, X)), vemos
que
D(iy, ia; jr, J2) = (R(Xiy, X)) Xy, X5 ).
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Aplicando la férmula de det f a K(p) tenemos

Eil“‘in 6]1]n

1
Z <R(Xi27Xi1)Xj17Xj2> ’ <R(X7/7L7X7/n I)Xjn717Xj7L>'

Kp)=- L |
on/2p = V/det (gij) v/det (gi;)

Si tenemos un sistema de coordenadas X7, ...X,, sobre M tal que X; = 6%1_, sabemos que
<R(X12’X )X,Yl?X > = Rj2j1i2i1 = Ri1i2j1j2'
Asi expresamos a la curvatura en un punto p de una hipersuperficie como

Eil“‘in 6]1]n

1
K RZ 7 : Rin— in 'nf 'n : :
(p) 2"/2n' Z 192j172 1injn—1J \/th (gij) \/th (gz'j)

,,,,,

Por ejemplo, si tenemos una variedad de dimension n = 2 y X1, Xo es un sistema de coordenadas
ortonormal vemos que

1

K(p) =5

(Ri212 — Ri221 — Ra2112 + Ri212) = Rio12.

Lo importante de la expresiéon anterior es que involucra las 2-formas de curvatura Q; para un
marco mévil ortonormal positivo { X1, ..., X, } en M, esto es, escribimos la n-forma K,dV (donde
n indica que la variedad es de dimension par, es decir, n = 2m) como:

Qg A AT (X e X)) =

9 }
(‘; Z I (X, X ) (X i)
. .717 7]”
1 Jijn
:271/2 Z € (R(Xj,, X)Xy, Xiy) - (R(XG, 5 X5 ) X, Xy )
]17"'7j7l

1 o
_ Jtvinp. R
= on/2 E I Riviggugs - iy vingn—1jn-
De esta ecuacién y la férmula de la curvatura para hipersuperficies llegamos a

1 o , ,
K, = = Z in  on/2 QLA AL (X, X)),

Ulyeeeyin

por lo tanto

1 15 ()P In—1
KndV = — > I A A
U15eenyin

Esta es una expresién intrinseca ya que la n-forma K,dV involucra las 2-formas de curvatura
Q; que pertenecen a la geometria intrinseca de la variedad. Pero conviene demostrar que su
expresion no depende de la eleccién del marco mévil { Xy, ..., X, } y esto es un problema algebraico,
que expondremos a continuacion.
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Definicién 4.1.1 Para una matriz A = (a;;) de n X n con n = 2m par, se define el Pfaffiano
Pf(A) de A por

1 o
Pf(A) - o9mm| Z Ellmlnaillé Qi

Ulseensln

0 ) e
a) = a y para una matriz antisimétrica (a;;) de 4 x 4,

Tenemos por ejemplo que P f <—a 0

Pf(aij) = ai2a3s — a13024 + a14a23.

Proposicion 4.1.1 Sea n = 2m, entonces para cualesquiera matrices A y B de n X n se cumple
que Pf(B'AB) = (det B) - Pf(A).

Demostracion:

2"mIPf(B'AB) = > € " (bji @5 inbiain) - (B vin 1 @1 Djuin)

217 727L .717"'7jn

Z ( Z E21”'7””()]‘1@'1 e b,?nln) ' ajle T ajnfljn
JlseeeJn U1ynyin
= Y (¢ Indet B) - ajy5, - a5, 45, = 27m!- (det B)Pf(A). &
jl"“’jn
Este resultado sigue siendo vélido cuando las entradas de A y B son elementos de un &lgebra
conmutativa a sobre IR, como es el caso de la siguiente algebra conmutativa sobre IR, bajo el
producto cuna A:

a=R®Q(M,) Q' (M,) ©Q° (M) ® ---.

Asi, si Q(p) es la matriz (Q; (p)) de las 2-formas de curvatura en p € M podemos escribir P f(€2(p))
como:

1 i1,mesin (6 in—
Pf(Qp)) = S Z PLATIRY an; A A Qin '(p).
U15eenin

Si X’ = X - a es otro marco mdévil ortonormal orientado positivamente con a(p) € O(n),
entonces por la proposicion 2.4.6 y la proposiciéon anterior tenemos que

Pf(Q'(p)) = Pf(a" (p)Q(p)a(p)) = Pf(Qp));
por lo tanto, vemos que P f(€2) no depende del marco ortonormal elegido.

Consideremos el haz principal w : SO(FE) — M de marcos ortonormales orientados positivos,
con grupo SO(n) y con conexién de Ehresmann w. Recordemos que w es una 1-forma sobre
SO(E) con valores en el dlgebra de Lie o(n) y la forma de curvatura = Dw es una 2-forma
sobre SO(E) con valores en o(n). Entonces la n-forma 2™m!P f(Q2) estd definida en SO(E) y se
tiene el siguiente resultado.

Proposiciéon 4.1.2 Ezxiste una tunica n-forma A sobre M tal que

T A) =Y QI A AQPT = 2l PF(Q).
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Demostracion: Dados X1, ..., X,, € M,, elegimos un marco u en la fibra @~ !(p) y sean
Yi,....Y, € SO(E), vectores tangentes tales que w,Y; = X;. Vemos que A debe satisfacer

A(X1y oy X)) = 2™l P F(Q)(Y3, ..., Vi)

lo cual prueba la unicidad. La existencia quedarad probada una vez que demostremos que A
estd bien definida. Primero consideremos qué pasa cuando tomamos otros vectores tangentes
2,y Zn € SO(E), tales que w,Z; = X;; entonces wy(Y; — Z;) = 0 lo cual implica que Y; — Z;
son verticales. Pero Q(Y,Z) =01 Y o Z son verticales; entonces

PfQ)(Y1,....,Yn) = Pf(Q)(Z1,Y2, ... Yy)

= PF(Q)(Z1, Z2, Y3, .., Yy) = - =P F(Q)(Z1, Za, ... Z).

Asi, A no depende de la eleccién de Y;. Supongamos que elegimos otro marco o € @ (p), se
sigue que & = Ra(u) = u- A para alguna A € SO(n) y podemos tomar Y; € SO(E); tal que
Y; = (R4)+Y;; entonces

Pf()(Y1,....Yn) = PF(Q)((RA)Y1, ..., (RA)xYrn) = PF(REQ)(Y1, ..., Yn);
por el inciso 1 de la proposiciéon 3.10.1 y la proposicién 2.4.6 llegamos a

Proposicion 4.1.3 La unica n-forma A sobre M de la proposicién anterior es cerrada, dA = 0.

Demostracion: Dados X1, ..., Xp+1 € M, elegimos un marco u en la fibra @w=!(p) y sean
Y1, ..., Yoy1 € SO(E), vectores tangentes tales que w,Y; = X;. Sea hY; la componente horizontal
de Y;, entonces

dA(Xl, ceey Xn+1) == dA(w*Yl, ceny ’w*Yn+1) == dA(w*th, ceey w*hYnH)
= (w*dA)(th ceey hYn+1) = d(w*A)(th ceey hYn+1)

= 2mm!d{Pf(Q)}(hY1, veny hYn+1) = 2mm!D{Pf(Q)}(Y1, veny Yn+1).

Utilizando la segunda identidad de Bianchi: D2 = 0, que se obtiene aplicando el operador d
a la segunda ecuacion estructural dw = —w A w + Q, es decir, 0 = —(dw A w) + (w A dw) + dS.
Y usando que w(hA) = 0 para toda A € SO(n), para obtener

DQ(X,Y, Z) = dUhX,hY, hZ) = dw A w(hX,hY,hZ) — w A dw(hX,hY,hZ) = 0,

por tanto D{Pf(2)} = 0. [

Esta proposicién implica que la n-forma A determina una clase de cohomologia [A] € H™ (M)
y aunque en la definicién de A interviene la conexién y la métrica, su clase [A] € H" (M) resulta
ser independiente de ambas, ver demostracién en [2].

Proposicién 4.1.4 La clase de cohomologia [A] es independiente de la métrica (—,—) y de la
conexion w. 'Y
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Por lo tanto, cualquier haz suave orientado £ : E — M sobre M de fibra de dimensién par n
determina una clase de cohomologia C(§) = [A] € H"(M).

Teorema 4.1.1 Sea £ = 7 : E — M un haz vectorial suave orientado sobre una variedad M,
cuya fibra tiene dimension par n y sea f : M' — M wuna aplicacién suave, donde la dimensidén de
M y M’ es la misma; entonces

C(f76) = f*(C(8)) € H"(M').

Demostracién: Sea E' el espacio total de f*¢ y sea f: E' — FE la aplicacién de haces. Si
(—,—) es una métrica en F, entonces f*(—, —) es una métrica para el haz f*¢ en E’. Tenemos que
existe una equivalencia f : SO(E’) — SO(FE) de tal manera que el siguiente diagrama conmuta

SO(E"-L-50(E)
v L
Si w es una conexién para SO(FE), entonces f:‘( w) es una conexién para S O( ') y las correspon-
dientes formas de conexién satisfacen Q' = f*Q; por lo tanto Pf(QY) = Pf(f*Q) = f*Pf(Q).

Para la n-forma A sobre M dada por la proposicién 4.1.2 tenemos

@ FH(A) = Frr(A) = 2mml P F(Q) = 2mmIPf(Q)

Asi, f*A debe ser la tinica n-forma A’ sobre M’ mencionada en la proposicién 4.1.2. [
Esta clase cumple: C(& @ &) = % (&1) — C(&2), donde ny y ng son las dimensiones

de las fibras de los haces & y &9, respectivamente, y n; = 2m;. Para nq o ny impar tenemos que
C(& ® &) =0. Ver [2].

Lema 4.1.1 Si el haz orientado £ = 7w : E — M tiene una seccion s que nunca se anula, entonces

c() =o.

Demostracion: Sea By C E tal que By = [J,cp IR - s(p) y sea By C M su complemento
ortogonal (¢, (IR - 5(p))* con respecto a la métrica riemanniana de E.

Entonces & = m1|g, : E1 — M es un haz 1-dimensional orientado y como & = ma|g, : E2 —

M también es un haz orientado ya que £ era orientado, vemos que £ >~ & ® &y y por el comentario
anterior, C(§) = 0. [ )

Corolario 4.1.1 Si £ =7 : E — M es un haz vectorial suave orientado con fibra de dimension
par n sobre una variedad compacta orientada M, entonces la clase C(§) € H"(M) es un maltiplo
de la clase de Fuler.

Demostracion: Sea S el haz de esferas correspondiente a alguna métrica riemanniana en
E, sea mp : S — M la restriccién de 7 a S. El haz 73¢ tiene un seccién que no se anula: por
construccién para cada e € S la fibra de 75 sobre e es

{e} x 7™ (mo(e)) = {e} x 77! (n(e)).
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Definimos la seccién s de m3¢ como s(e) = (e,e) € {e} x 7~ 1(n(e)). Entonces s(e) # (e,0) =0
que es un elemento de la fibra 75¢ sobre e.

Por lo tanto, el haz 7§ tiene un seccién que no se anula, Entonces por el lema 4.1.1 y el
teorema 4.1.1 tenemos que 0 = C(n3€) = n5C(&). Por el lema 3.9.3 C(£) es un miltiplo de la
clase de Euler. 'y

Aplicando este resultado al haz tangente ¢ = w : TM — M de una variedad riemanniana,
compacta y orientada de dimensién par, encontramos que C(T'M) € H™(M) es algin multiplo
de la clase de Euler x(T'M).

Otro caso interesante es cuando aplicamos esto al haz universal 7 (IRY).

Corolario 4.1.2 Sea £ un haz vectorial de dimension n sobre una variedad compacta y orientada
M. Sin es un numero par, existe una “constante universal” A, tal que

Demostracién: Sea el haz ¥*(IRN), n < N. Por el lema 4.1.1 hay una constante A, v tal
que C(3"*(RY)) = Ann - X(FH(IRY)) € H"(Gn(RY)).
Si N < Mya:Gy(RN) — G,(IRM)) es la inclusién natural, entonces a*3"(IRM) ~
4™ (IRN); por la proposicién 3.9.1 y el teorema 4.1.1 vemos
XGFURY)) = " x(F"(RY)),  CHF"(RY)) = a*C(H(RM)).

Por lo tanto A, v - X(F*(IRY)) = Ay - x(FH(IRM)) y como x (5" (IRN)) # 0 por el lema 3.9.2
tenemos que A, y = A,y para toda n < N, M. Denotaremos por A,, al nimero en comun, es
decir, C(3"(IRY)) = Ay - x(3"(RY)).

Ahora por el teorema 3.8.1 cualquier haz § suave orientado de dimensién n sobre una var-
iedad M es equivalente a f*¥*(IR™) con f : M — G, (IR") una aplicacién continua adecuada.
Utilizando la proposicion 4.1.1, tenemos

C() = C(f*5"(R")) = f*C(3"(R"));
sustituyendo lo que vale C(3™(IRY)) y usando el teorema 3.9.1, obtenemos
FFCENIRY)) = A - fXGIRY)) = Ay - X(©)-
Por lo tanto C(§) = A, - x(§). [ )

4.2. Teorema de Gauss-Bonnet-Chern

Antes de enunciar el Teorema de Gauss-Bonnet-Chern daremos la férmula para calcular el
volumen V,, de la bola unitaria en IR":
ikl si n es par
V. = /2) p
n o(n+1)/2(n—1)/2

T3.n si n es impar

Si vol(S™!) denota el elemento de volumen de S"~!, entonces la relacién que guarda V, y
vol (S 1) es nV,, = vol (S 1).
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Teorema 4.2.1 (Teorema de Gauss-Bonnet-Chern) Para un nimero par, n = 2m, la cons-
tante universal A, es
n! n! 72 tim)
A,=—vl(S") = ——v— =7"2"ml;
2 2 n!
consecuentemente, si M es una variedad riemanniana, compacta, orientada y de dimension n,
entonces

1 monm)!
/ KpdV = ~vol(S™) - y(M) = ==\ (M).
Demostracién: Consideremos w*(A) = 2™m!Pf(Q), la n-forma dada en la proposicién

4.1.2. Para el haz SO(¢) = SO(TM), la n-forma es A = n!K,dV.

Entonces, si multiplicamos la clase fundamental p por la integral de K,,dV, recordando el
isomorfismo de la proposicién 3.1.1 y aplicando el corolario 4.1.1 tenemos

</MKndV> .u=%</MA> = %o(g) _ %An‘X(g)-

Por el Teorema de Poincaré-Hopf, llegamos a

1
</ KndV> p=—ARX(M) - p
M mn.
Por lo tanto,
1
/ KndV = — A, x(M).
M n:

De esta férmula, tomando M = S™, con curvatura K, = 1 y usando el hecho que x(S") = 2,
obtenemos

n 1 n 2A,,
vol(S™) = 7?Anx(S ) = o
entonces | e
| pmon !
A, = mre 7"ml2™.
2 n!
Por lo tanto ) —
/ KodV = Sv0l(S™) -y (M) = 2™ ). &

Por 1ltimo, demostraremos el Teorema de Gauss-Bonnet-Chern para variedades riemannianas
con frontera. Antes mensionaremos algunos preliminares.

S

Figura 4.1: doble de una variedad con frontera
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Definicion 4.2.1 Sea M wuna variedad con frontera, orientada, compacta y de dimension n; de-
finimos el doble de M, denotado por DM, tomando dos copias de M e identificando los puntos
de su frontera OM.

Proposicién 4.2.1 La caracteristica de Euler de DM estd dada por x(DM) = 2x(M)—x(0M).

Demostracién: Sean U y V vecindades abiertas de las dos copias de M en DM tales que
HY(U) =~ H*(V) =~ H*(M) y H¥(UNV) ~ H*(OM) para toda k, entonces por Mayer-Vietoris

- — HY(DM) —» H*U)® H*(V) - HY(UNV) - H*YDM) — ---

Usando que la suma alternada de la dimensiones de los grupos de cohomologia es cero, obtenemos
el resultado. [

De aqui que si la dimensién de la variedad es impar, x(DM) = 0, por lo que x (M) = %X((‘)M).
Para una variedad de dimensién par tenemos que x(0M) = 0; por lo tanto x(DM) = 2x(M).

Nuestro siguiente resultado nos dice cudl es la suma de los indices de un campo en DM, ver
demostracion en [2].

Corolario 4.2.1 Sea M una variedad compacta de dimension par con frontera. Sea X un campo
de vectores sobre M con un nidmero finito de ceros en M — M, tal que X apunta hacia afuera
en la frontera. Entonces la suma de los indices de X es x(M). [ )

Sea £ = m: E — M un haz vectorial en el que elegimos una métrica y 7|y = 79 : S — M
el haz de esferas asociado; como la clase [A] = C(&) es un multiplo de la clase de Euler, por el
corolario 4.1.1 tenemos que 75C(£) = 0 lo que implica que la n-forma 7{A es exacta sobre Sy
por lo tanto 7{A = d¢ para alguna (n — 1)-forma ¢ sobre S.

Cuando £ = TM y X es un campo vectorial unitario sobre M con un solo punto singular
p € M, tomemos B(e) una bola cerrada de radio € alrededor de p y consideramos el conjunto
M, = M — intB(e); en M, tenemos la seccién que nunca se anula X : M — {p} — S, se muestra
que X (M) C S es una variedad con frontera y entonces calculamos

/ A= / A = lim A = lim X*1*A = lim A
M M—{p} =0 =0/, =0/ x (M)
— lfm dé = lfm
=0 Jx (M) =0 Jax (M)

Como 0X (M) cubre a 7 !(p) tantas veces como el indice de X, llegamos a

)
/A:h'm qﬁz(l’ndicedeXenp)'/ qﬁzx(M)-/ 0]
Mo 70Jox (M o ' (p) o ' (p)

Para n = 2m el Teorema de Gauss-Bonnet-Chern nos dice que

/ A :/ n!K,dV = n"m!2"x (M)
M M

y por lo tanto

/ ¢ =m"m!2".
5 ' (p)

0
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Teorema 4.2.2 (Teorema de Gauss-Bonnet-Chern para variedades con frontera) Sea
M wuna variedad riemanniana de dimensidon n = 2m, compacta, orientada y con frontera OM.
Con haz tangente & = 7 : TM — M y haz de esferas asociado mg = w|s : S — M. Sea w una
conexion de de Ehresmann sobre el haz principal w : SO(TM) — M, con forma de curvatura €.
Sea A la inica n-forma sobre M tal que

THA) =D QI A AQT = 2MmIPf(9).

Finalmente, sean ¢ la (n —1)-forma sobre S tal que mjA = d¢ yv : M — S un campo vectorial
normal unitario que apunta hacia afuera a lo largo de OM . Entonces

1 mon| 1
/ KndV:/ A:MX(M)Jr/ V*o.
v n! Jur n! n! Jom

Demostracion: Extendemos v a un campo de vectores X sobre M con sélo un numero
finito de ceros py,...,pr € M — OM. Sean B;(€) bolas cerradas disjuntas de radio € y centro en
p;, tomemos M, = M — UleintB,-(e). Como acabamos de obtener la primera igualdad

A =lim ¢ = / o+ lim 1)
/M =0 Jax (M) V(M) ; =0 JaB;(e)

k
= / v o+ Zﬂmmm" - ( indice de X en p;),
oM i=1

1

usamos el corolario 4.2.1 y divimos entre —,

concluyendo que

/ A:/ v+ mmml2™ - x(M). [ )
M oM
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