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INTRODUCCION.

El estudio de los sistemas dindmicos tiene por objeto desarrollar un modelo que
represente a un determinado fenémeno en estudio. Dicha representacion permite
observar el comportamiento del modelo respecto a una entrada definida. EI resultado
anterior permite en consecuencia desarrollar un controlador aplicable al modelo con
objeto de obtener una respuesta predeterminada.

Los modelos para describir los sistemas fisicos pueden ser analiticos y fisicos. Los
primeros ofrecen la ventaja de ser entidades abstractas cuyo andlisis implica la utilizacién
de herramientas matemdticas y programas computacionales sin necesidad de
experimentacion fisica. En contraste los modelos fisicos implican el uso elementos
materiales que simulan el comportamiento del sistema en estudio. Idealmente los
resultados obtenidos mediante el andlisis tedrico de un modelo deben corresponder
exactamente a los obtenidos al utilizar una implementacion fisica del mismo modelo.
Usualmente, para un sistema especifico, se desconoce el grado de correspondencia entre
la respuesta obtenida mediante el uso de un modelo tedrico del sistema y la respuesta
obtenida mediante el uso de una implementacion fisica del mismo.

Existe vasta literatura referente al andlisis de los sistemas, el desarrollo de los modelos
correspondientes a los anteriores, la caracterizacion del comportamiento de dichos
modelos asi como para el disefio de los controladores aplicables. La informacion
bibliogréfica usualmente consultada por el individuo principiante en la teoria de control
presenta ejemplos aislados sin presentar un estudio de caso completo para el cual se
apliquen las técnicas correspondientes al disefio, estudio e implementacion fisica de un
modelo matemético, su respuesta y el controlador correspondiente. Es dentro del
contexto anterior que la presente propuesta de tesis pretende integrar las técnicas arriba
descritas y enfocarlas hacia un caso particular ademads de aspirar a convertirse en una guia
didéctica referente a los temas expuestos.

La presente tesis abordard el estudio, disefio e implementacion de una planta de segundo
orden asi como la descripcidn e interpretacion de la teoria basica de control necesaria
para desarrollar el controlador analégico respectivo.

El modelado de sistemas dindmicos, su estudio y el desarrollo de los controladores
asociados es aplicable a multitud de problemas de diversas disciplinas. En el dmbito de
los sistemas lineales generalmente se utilizan simplificaciones que arrojan modelos que
incluyen sistemas de primer orden, sistemas de segundo orden o una combinacién de
ambos. La presente propuesta aborda los sistemas de segundo orden dado su caricter de
bloque constitutivo de sistemas mas complejos.

Los problemas de ingenieria comtinmente implican el estudio del comportamiento de un
sistema dada la aplicacién de una entrada. Dicho estudio tiene por objeto conocer “a
priori” la forma en la cual un sistema particular responderd durante su operacién dentro
de un medio particular. Asi mismo es de interés aplicar las técnicas pertinentes para
forzar la respuesta del sistema hacia un comportamiento deseado. El procedimiento
anterior implica la aplicacién de la teoria de andlisis de sistemas dindmicos asi como la
teoria de control. En la presente propuesta de tesis se abordard el proceso anterior
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enfocdndose a los sistemas de segundo orden que forman un bloque esencial en el estudio
de los sistemas dindmicos lineales.

Se abordara tanto la descripcion de los conceptos tedricos necesarios para el estudio
analitico de los sistemas dindmicos como las técnicas aplicables para la implementacion
fisica de los modelos correspondientes a los sistemas en estudio. Consecuentemente se
intentard realizar una integracion entre los conocimientos tedricos y la experimentacion
fisica para un estudio de caso proporcionando una vision integral del proceso de anélisis,
disefio e implementacién del modelo correspondiente a un sistema dindmico particular.
Dicho procedimiento es a la vez extensivo a diferentes casos por lo cual se intentard
conformar una guia practica para la aplicaciéon de los conceptos correspondientes al
andlisis de sistemas dindmicos y al disefio del controlador analdgico respectivo.

El método a utilizar en la presente propuesta de tesis corresponderd a un método
deductivo, partiendo de lo general a lo particular, involucrando los siguientes pasos.

De manera inicial se presentardn los conceptos tedricos necesarios para abordar los temas
de andlisis de sistemas. Después se procederd con el estudio matemético general de la
dindmica de un sistema de segundo orden. Posteriormente se definirdn las caracteristicas
de un sistema especifico lo cual permitira la simulacién por computadora del sistema
seleccionado. Como paso siguiente se procederd a la implementacién del sistema de
segundo orden mediante un circuito electrénico. Paso siguiente se efectuard una
comparacion entre los resultados obtenidos tedrica y experimentalmente. Una vez
concluido el paso anterior se iniciard el estudio matematico del controlador PID a utilizar
asi como de un método para su implementacion electrénica. Finalmente se estudiard la
relacion entre las respuestas tanto tedricas como experimentales del sistema planta-
controlador para concluir respecto a los resultados obtenidos del andlisis, disefio e
implementacién aplicables a un sistema de segundo orden general.

Nota sobre el formato del documento:

Es importante resaltar que a lo largo del presente trabajo se encontrardn escritas multiples
ecuaciones de forma repetida en vez de hacer referencias unicas a las mismas. Dicha
situacion es intencional con miras a reforzar la familiarizacién con tales ecuaciones y
evitar la bochornosa actividad de recorrer paginas para consultar la informacion.



OBJETIVOS.

-Integrar una guia para la aplicacion, tanto analitica como préctica, de los conceptos
concernientes a la dindmica de los sistemas fisicos y la teoria de control para los sistemas
de segundo orden mediante el uso de un caso de estudio.

-Estudiar la correspondencia entre los resultados obtenidos mediante la utilizacién de un
modelo teérico y un modelo fisico experimental para un sistema de segundo orden y su
controlador PID paralelo correspondiente.



I. LAS SENALES Y LOS SISTEMAS.
I.1. LAS SENALES.

Recuérdese que el objetivo principal de este trabajo de tesis es presentar una metodologia
para el disefio de un controlador aplicable a una planta o sistema determinado. Acorde
con lo anterior, previo a cualquier estudio de un sistema o su control, es necesario
presentar el concepto de “sefial”.

Las sefiales contienen informacion acerca del comportamiento o la naturaleza de algitin
fenémeno.

Para los fines del presente trabajo nos interesardn exclusivamente las sefiales que
describen fendémenos fisicos. Aunque dichas sefiales pueden representarse de muchas
formas, en todos los casos la informacion en una sefial estd contenida en un patrén de
variaciones, usualmente respecto al tiempo, que presenta alguna forma determinada.
Como ejemplos de lo anterior se encuentran el voltaje, la corriente, la posicion, la
velocidad, la presion, la temperatura etc. sefiales todas con comportamientos observables
a través del tiempo.

Figura 1. Sefial a través del tiempo.

Pero ;cudl es la justificacion para estudiar las sefiales? La intencién de disefiar un
controlador para un sistema dado comienza con la definicion de las variables por
monitorear, en otras palabras se necesita encontrar cudles sefiales son las de interés. Si
por ejemplo la intencién fuese disefiar un sistema de orientacién para una aeronave es
necesario elegir la variable o “sefial” a utilizar pues se podria seleccionar la medicion ya
sea del campo magnético terrestre, de la direccion de los vientos, de la altura, de la
temperatura atmosférica, de la intensidad luminosa de una estrella, del dngulo de la
estructura del avidn respecto al horizonte y muchas otras posibilidades solo limitadas por
la imaginacion del disefiador. Asi pues si se prefiere por ejemplo la medicién de la
intensidad luminosa de una estrella se continua entonces con la caracterizacién de la
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sefial para definir sus rangos de variacion, su aproximaciéon matematica y demas
parametros que ayudardn a conocer el comportamiento del sistema al cual se aplicara la
misma si es el caso de que el sistema ya existe. Dicha caracterizacion auxiliard de igual
manera al disefio del sistema y su controlador en caso de no existir. Debe entenderse que
la seleccion de una variable no es forzosamente individual pues se pueden utilizar mas de
una sefales.

Las sefiales se representan matemdaticamente como funciones con una o mas variables
independientes. La utilizacién del equivalente matematico de la sefial es de mucha
utilidad préctica pues de ese modo no se necesita “experimentar” con la sefial real sino
que se la puede manipular sin necesidad de construir un modelo fisico. Para el ejemplo
anterior en donde se decidi6 medir la intensidad luminosa de una estrella después de
caracterizar dicha sefial tendremos un modelo matemético para simular su
comportamiento sin necesitar las mediciones ‘“reales” de la estrella a utilizar. La
representacion matematica de la sefial se vuelve atiin mds importante si se observa que los
sistemas y controladores tienen a su vez la correspondiente representacién matematica
facilitando enormemente el trabajo de andlisis y disefio del sistema completo pues es
posible trabajar con entidades matemadticas “en el papel” en vez de construir un simulador
del sistema que provocaria iteraciones y redisefios costosos e tardados.

Entendido el concepto de sefial y la importancia de su representacion matematica, durante
el remanente de esta seccién se presentaran algunas de las sefiales mds comuinmente
empleadas en el disefo, prueba y andlisis de los sistemas fisicos. El mismo formato
también se aplicard en la seccion siguiente que concierne a los “sistemas”.

I.1.1. TIPOS DE SENALES.

Existen multiples clasificaciones para las sefiales pero dada la naturaleza del trabajo de
tesis se presentan los siguientes tipos considerados de interés para la caracterizacion de
un sistema y el disefio de un controlador.

-Seiiales continuas y discretas.
Para las sefiales continuas la variable independiente se define para una sucesién continua
de valores.



*(f) o

Figura 2. Sefal continua.

Por otra parte, para las sefiales discretas la variable independiente toma solamente un
conjunto discreto de valores.

Figura 3. Sefial discreta.

-Senales periddicas y aperiddicas.
Una senal periddica continua x(t) tiene un valor positivo T para el cual

xt)=x(t+T)
para todos los valores de t. En otras palabras, una sefial periddica tiene la propiedad de
que no cambia para un corrimiento de tiempo T. Se dice entonces que x(t) es periddica
con periodo T. Una sefal x(t) que es no periddica se conoce como una sefial aperiddica.

l

L% st e

¥
™ w0

ol -

Figura 4. Senal periddica.
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Figura 5. Senal aperiddica.

-Sefiales exponenciales y senoidales.
Las sefiales exponenciales y senoidales no sélo se utilizan con frecuencia para describir
fendmenos fisicos sino que también sirven para construir muchas otras sefiales.
Una sefial continua exponencial compleja es de la forma

x(t) = Ce”,
donde C y a son, en general, nimeros complejos. Dependiendo de estos parametros, la
exponencial compleja puede adoptar varias caracteristicas diferentes.
-Sefales exponenciales reales. Si C y a son reales existen dos tipos de comportamiento.
Si a es positiva, entonces conforme t se incrementa x(t) es una exponencial creciente, una
forma que se utiliza para describir muchos procesos fisicos como reacciones quimicas, la
corriente de conducciéon en un diodo polarizado directamente y multitud de otros
fenémenos. Si a es negativa, entonces x(t) es una exponencial decreciente, una sefial que
también se utiliza para describir diversos fendémenos como la respuesta de circuitos RC y
sistemas mecdanicos amortiguados.
-Senales exponenciales complejas. Considérese el caso donde C es real eigual a1l y a es
igual a jw, en la ecuacion x(t) = Ce” .
Se tiene

x(t) = e
Una propiedad importante de esta sefal consiste en que es periddica con periodo T. De la
condicidén de periodicidad x(t) = x(t + T) tal propiedad se verificard entonces si
oI = I
El segundo término de la ecuacion puede ser expandido obteniéndose

ejWo(f"T) — eﬂfWo’ ejWOT .
Consecuentemente para que se cumpla la condicion de periodicidad se debe verificar que
e‘iWoT =1

Tal resultado se obtiene si @, = 0. Sustituyendo tal valor de @, en el lado derecho de la

ecuacion e = ™" ¢/ resulta
ejwot ejon — €0 eO — 1
Se observa asi mismo que la sustitucién de @, =0 en x(t) = ¢ arroja
x(t) = e’=1.
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De lo anterior se cumple la condicién de periodicidad para la sefial x(t) = e’ para
cualquier valor de T.
Si w, # 0, entonces el periodo fundamental T, es decir el valor positivo mas pequefio

de T, para cumplir con la periodicidad es
T,=2n/l w1

Jwo (t+T) Jwot eijT

tenemos:
Pt o121

Sustituyendo dicho valor en e =e

Jwot -, jwol

e e =e

Empleando la relacién de Euler e*"” =e*(cos(y)+ jsen(y)) al término e
derecha de la igualdad resulta:

e’ = ¢%(cos(271) + Jjsen(2m) =11+ jO) =1
Del resultado anterior se encuentra entonces que para @), # Oy T, =27/1 w,I:

ejwo(t+T) — ejwot

j@m a la

2

con lo cual se cumple la condicién de periodicidad.

-Sefial senoidal. Relacionada estrechamente con la sefial exponencial periddica, una
sefal senoidal se puede describir mediante la ecuacion

x(t) = Acos(wyt + @),
misma que se muestra en la siguiente figura. Noétese que a pesar de describir la sefial

anterior como senoidal se emplea un coseno para la representacion matemadtica. Es
comun en la literatura encontrar la palabra “senoidal” para describir las sefales con la

misma forma que la sefial generada a partir de la funcidén x(t) =Asen(wit+¢@). Lo

anterior se fundamenta sobre el hecho de que la sefial x(t) =Asen(w,+¢) puede

7l
expresarse también como x(t) = Asen(w,t + ¢) = Acos(w,t + @ — 5) .

AWAwAwAwA
VAVEVAVARY/

Figura 6. Senal senoidal.

Al igual que la sefial exponencial compleja, la sefal senoidal también es periddica con
periodo fundamental T .

Las sefiales senoidal y exponencial complejas también se usan para describir las
caracteristicas de fendmenos fisicos, en particular aquellos en los cuales se conserva la
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energia tales como el movimiento arménico simple de un sistema mecanico consistente
en una masa conectada mediante un resorte a un soporte estacionario o la respuesta
natural de un circuito LC. Las variaciones de presion actstica correspondientes a una
nota musical son también senoidales.

Utilizando la relacién de Euler, la exponencial compleja se puede escribir en términos de
sefales senoidales con el mismo periodo fundamental:

Jwot

e’ = cosw,t + jsenw,t .

De manera similar, la sefial senoidal puede escribirse en términos de exponenciales
complejas periddicas, una vez mas con el mismo periodo fundamental:

A j W, A —jQ _—jw
ACOS(WOI + ¢) = Eeﬂﬂej of 4 Ee 1Pp it

De la ecuacién T, =27/ | w,| se observa que el periodo fundamental T, de una sefial

senoidal continua o una exponencial compleja periddica es inversamente proporcional a |
w, | siendo @), conocida como la frecuencia fundamental. En la siguiente grafica se

presenta el efecto de modificar el término ).



Xy lt) = o5 gt

{a}

¥aft) = cos mgt

B)

¥alt] = cos st
% X

i
Figura 7. Efecto de la variacién del pardmetro w,. @,)w,)w;.

t

Si se disminuye la magnitud de «),, se reduce la velocidad de oscilacién y por tanto se

incrementa el periodo. Exactamente los efectos contrarios ocurren si se incrementa la
magnitud de ). Para el caso de @), =0, x(t) resulta constante y por tanto periédica con

periodo T para cualquier valor positivo de T. En consecuencia se tiene que el periodo
fundamental de una sefial constante es indefinido. En otras palabras, una sefial constante
tiene una velocidad de oscilacidn igual a cero.
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-Sefales exponenciales complejas generales. El caso mas general de una exponencial
compleja se puede expresar en términos de la exponencial real y la exponencial periddica
compleja. Considérese una exponencial compleja Ce”, donde C se expresa en forma
polar y a en forma rectangular, esto es

C=ICle”
y

a=r+jw,.
Se tiene entonces

Ce™ = Clele" M) = Cle e/
Empleando nuevamente la relacion de Euler se puede expandir la ecuacion anterior ain
mads de la siguiente forma:
Ce” = Cle" cos(wyt+0)+j1Cle"sen(w,t+86).

En consecuencia, para r = 0 las partes real e imaginaria de una exponencial compleja son
senoidales. Para r > 0 estas sefiales corresponden a senoidales multiplicadas por una
exponencial creciente, y para r < 0 corresponden a sefiales senoidales multiplicadas por
una exponencial decreciente. Los dltimos dos casos se muestran en la siguiente figura.

it &t

A

{a) Sefial senoidal crecienie x{# = Ce”cos {wot + G), r =0
i) senoidal decreciente xif = Ce™ cos (wof + &), r=0

ik

Figura 8. Senales senoidales amortiguadas.
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Las lineas punteadas corresponden a las funciones *|Cle”. De la ecuacién

Ce” = Cle?e" ™" = Cle"e’™"*? se puede observar que el términolCle” es la

magnitud de la exponencial compleja. De este modo, las curvas punteadas actian como
una envolvente de la curva oscilatoria de la figura en la que los picos de las oscilaciones
apenas tocan dichas curvas, y en consecuencia la envolvente proporciona una manera
conveniente de observar la tendencia de las oscilaciones.

Las sefales senoidales multiplicadas por las exponenciales decrecientes se conocen
comuinmente como senoides amortiguadas. Ejemplos de tales sefiales se presentan en
circuitos eléctricos RLC y en sistemas mecdnicos que contienen tanto fuerzas de
amortiguamiento como de restauracion.

Observando las gréficas sobre el comportamiento de las sefiales senoidales multiplicadas
por una exponencial creciente o decreciente ;tendrdn alguna relacién con el
comportamiento de un sistema? Efectivamente, muchos sistemas presentan respuestas
oscilatorias como las mostradas en las figuras anteriores como se mostrard mas adelante
durante el andlisis de los sistemas.

-Seinales escalon unitario e impulso unitario.
La funcién escalon unitario u(t) continua se define como
0,:<0

u(t) = .
® Lt>0

uetk

o ' t
Figura 9. Sefial escal6n unitario.

Obsérvese que la funcién escaldn unitario es discontinua en t = 0.

La funcidén impulso unitario O (t) continua estd relacionada con el escalén unitario
mediante la siguiente ecuacion:

u(t) = jd(r)dr.

O despejando O (t) tenemos:
Ou(t)
o(t)= :
® Py
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La ecuacién anterior presenta una dificultad formal como representacion de la funcién
impulso unitario, ya que u(t) es discontinua en t = 0 y, en consecuencia, formalmente no
es diferenciable. Sin embargo, tal diferenciacion puede interpretarse al utilizar una
aproximacion del escalén unitario u, () como se muestra en la siguiente figura.

Ll _ll{t_,'

y :

0 A t

Figura 10. Aproximacion a la sefial escalon unitario u, (¢).

Dicha aproximacion considera la transicién del valor de 0 al valor 1 en un corto intervalo
de tiempo de longitud A. La sefial u(t) es el limite de u,(f) conforme A - O.

Consecuentemente tenemos que la sefial J, (t) se encuentra mediante

Ou, (1)

or
De la figura anterior utilizada para mostrar la aproximaciéon de la funcion escalon
obsérvese que la transicion del valor de O al valor de 1 es mediante una recta con
pendiente constante. De la interpretacion geométrica de una derivada como el valor de la
pendiente de la recta tangente en un punto, tenemos que el valor de dicha pendiente es

y, =y _1-0

O, ()=

m-= = = l
x,—x, A-0 A
Consecuentemente
Ou,(®) 1
O,()= —2-—"=—
A (D Fy A

durante el intervalo de tiempo de 0 a A como se muestra en la siguiente figura.

84l

Qa4 t

Figura 11. Derivada de la sefial u, (¢).
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Se observa que 9, (t) es un pulso corto de duraciéon A y con un drea unitaria para
cualquier valor de A pues el drea se calcula como drea X (base)(altura) = (A)(1/A) =
1.
A medida que A - 0, J,(t) se vuelve mds angosto y mds alto, manteniendo su drea
unitaria. Su forma limite,

5(1) = AZTOé'At,
puede considerarse como una idealizacién del pulso corto 9, (t) conforme la duracion A

se vuelve insignificante. O (t) no tiene duracién sino &area representandose por la
siguiente figura.

Figura 12. Impulso unitario e impulso escalado.

La flecha en t = 0 indica que el area del pulso estd concentrada en t = 0 y la altura de la
flecha asi como el “1” a un lado de la misma se usan para representar el area del impulso.
En los pérrafos anteriores se ha trabajado con un impulso unitario con un drea igual a “1”.
Sin embargo comunmente es de utilidad emplear un impulso con un 4rea con valor
diferente de la unidad. De manera general un impulso escalado k O () tendra un area k, y
cumple con

ku(t) = jké_(r)dr .

En los parrafos anteriores se presentaron diversas sefales que pueden servir para
representar fendmenos fisicos. Su aplicaciéon a los sistemas permite el estudio de la
respuesta de los mismos; sin embargo generalmente los sistemas se someten a sefiales
diferentes a las presentadas en los parrafos anteriores. Por ejemplo un micr6fono no esti
hecho para captar un dnico tono cuyo comportamiento puede describirse mediante una
sefal senoidal; en la realidad el micr6fono estard sometido a cualquier sonido y/o a una
combinacion de éstos. (Es valido entonces utilizar una tnica sefial exponencial, senoidal,
escalon, impulso u otras en el andlisis o disefio de un sistema especifico? La respuesta es
afirmativa pues el disefiador deberd conocer todas las caracteristicas de la sefal real que
pretende manipular. Posteriormente seleccionard la o las sefiales mas adecuadas para
aplicarlas al sistema de interés. Las sefiales aqui presentadas se utilizan como patrones
de prueba para aplicarlas a los sistemas; por ello la importancia de su estudio. Su
utilizacién no implica que el sistema responda exclusivamente a dichas sefales; lo hara
con cualquier sefal aplicada en la entrada.

14



I.2. LOS SISTEMAS.

Recuérdese que el objetivo principal de este trabajo de tesis es presentar una metodologia
para el disefio de un controlador aplicable a una planta o sistema determinado. Descrito
el concepto de sefal y sus caracteristicas en la seccion anterior en los parrafos siguientes
se introducird el concepto de sistema.

Los sistemas fisicos, en su sentido mds amplio, son una interconexién de componentes,
dispositivos o subsistemas. En diversos contextos, un sistema puede considerarse como
un proceso en el cual las sefiales de entrada son transformadas por el sistema o provocan
que éste responda de alguna forma, lo que da como resultado otras sefiales como salidas.
Para el ejemplo presentado inicialmente sobre el disefio de un sistema de orientacion para
una aeronave pudiera elegirse como sefal de entrada la altura del vehiculo. Tal sefial sera
manipulada por un sistema tal que genere como sefial de salida la variacion del dngulo de
deflexion de las superficies de control de la aeronave, un incremento en la potencia de los
motores o inclusive el parpadeo de una indicacién en el tablero de controles. De nueva
cuenta la eleccion de la sefial de salida se limita exclusivamente a la imaginacién del
disefiador. Con objeto de presentar los tipos de sistemas y sus caracteristicas es
importante resaltar que, al igual que para las sefales, los sistemas fisicos tienen una
representacion matematica que facilita su manipulacion.

1.2.1. TTPOS DE SISTEMAS.

Existen diversas clasificaciones para los sistemas; sin embargo son de interés para este
trabajo los siguientes:

Un sistema continuo es aquel en el cual las sefiales continuas de entrada son
transformadas en sefales continuas de salida.

De manera semejante, un sistema discreto, es aquel que transforma entradas de tiempo
discreto en salidas de tiempo discreto.

Un sistema es deterministico si siempre presenta la misma respuesta para una entrada
determinada mientras que un sistema estocdstico es aquel que produce diferentes
respuestas para una entrada determinada.

Los sistemas también se pueden clasificar dado el nimero de entradas y salidas que
manejan. Usualmente se encontraran los siguientes:

-SISO. De las siglas en inglés (Single Input / Single Output) son aquellos sistemas con
una sola sefial de entrada que resulta en una sola sefial de salida.

-SIMO. De las siglas en inglés (Single Input / Multiple Output) son aquellos sistemas con
una sola sefial de entrada y multiples sefales de salida.

-MISO. De las siglas en inglés (Multiple Input / Single Output) son aquellos sistemas con
multiples sefiales de entrada y una sola sefial de salida.

-MIMO. De las siglas en inglés (Multiple Input / Multiple Output) son aquellos sistemas
con multiples sefiales de entrada y mdltiples sefiales de salida.
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Vale la pena resaltar que los sistemas de entradas y salidas multiples se pueden estudiar
considerandolos la interaccién de varios sistemas de una sefal de entrada y una sefial de
salida.

1.2.2. PROPIEDADES BASICAS DE LOS SISTEMAS.

Durante esta seccién se presentardn algunas propiedades bdsicas de los sistemas
continuos. Dichas propiedades poseen interpretaciones fisicas interesantes.

-Sistemas con o sin memoria.
Se dice que un sistema es sin memoria si su salida para cada valor de la sefhal de entrada
en un tiempo dado depende solamente de la entrada en ese mismo tiempo. Considérese
como ejemplo de un sistema sin memoria a un resistor pues con una entrada x(t) tomada
como la corriente y considerando al voltaje como la salida y(t), la relacién entrada-salida
estd dada por

y(t) = Rx(0),
donde R es la resistencia.
Contrariamente un sistema con memoria es aquel cuya salida en un tiempo dado estd en
funcién de la entrada en algiin otro tiempo y/o en un tiempo dado. Un capacitor es un
ejemplo de un sistema con memoria pues si la entrada x(t) se toma como la corriente y la
salida y(t) como el voltaje, entonces

_ 1
o = [, x(1)dr

donde C es la capacitancia. De forma general, el concepto de memoria en un sistema
corresponde a la presencia de un mecanismo en el sistema que mantiene o almacena
informacion sobre los valores de entrada en instantes diferentes del tempo actual. En
muchos sistemas fisicos, la memoria esti directamente asociada con el almacenamiento
de energia. En la ecuacién anterior el capacitor almacena energia mediante la
acumulacion de carga eléctrica, representada por la integral de la corriente.
Genéricamente la integral es una “acumulacién” de valores en un rango determinado, en
este caso un rango de tiempo desde - a t. Mientras que el concepto de memoria en un
sistema podria sugerir tipicamente el almacenamiento de los valores pasados de la
entrada y la salida, hay que notar que la definicion formal presentada al inicio de esta
seccion también clasifica a un sistema como con memoria si la salida actual depende de
valores futuros de la entrada y la salida.

-Invertibilidad y sistemas inversos.

Un sistema es invertible si existe un sistema tal que, cuando estd en cascada con el
sistema original, produce una salida igual a la entrada del primer sistema. Dicho sistema
en cascada recibe el nombre de sistema inverso.

Un ejemplo de un sistema continuo invertible es

y(t) =2 x(1),
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para el cual el sistema inverso es
w(t) ="2y()
como se muestra en la siguiente figura.

X(t)——p % Sistema | — - w[f] = x(t)

inverso

x(—p yO=2x0 XDl wi= 12)y0 —pwr] = x(0)

Figura 13. Sistema invertible.

El concepto de invertibilidad es importante en muchos contextos. Un ejemplo son los
sistemas de codificacién utilizados en las aplicaciones de comunicaciéon. En tales
sistemas, una sefial que se desea transmitir primero se aplica como entrada a un sistema
conocido como codificador. Para una codificacién sin pérdidas, la entrada al codificador
debe ser recuperable en forma precisa de la salida; es decir, el codificador debe ser
invertible.

-Causalidad.

Un sistema es causal si su salida en cualquier instante de tiempo depende sélo de los
valores de la entrada en el momento presente y en el pasado. A menudo, a dicho sistema
se le conoce como no anticipativo, ya que la salida del sistema no anticipa valores futuros
de la entrada. En consecuencia, si dos entradas a un sistema causal son idénticas hasta
algun punto en el tiempo 7y, las salidas correspondientes deben ser también iguales hasta
ese mismo tiempo. Todos los sistemas sin memoria son causales, ya que la salida
responde s6lo a valores presentes de la entrada. Vale la pena mencionar que a pesar de
no ser de interés para el presente trabajo de tesis existen sistemas no causales con
aplicaciones en el mercado de valores, demografia, meteorologia y muchos otros.

-Estabilidad.

La estabilidad es otra importante propiedad de los sistemas. Intuitivamente, un sistema
estable es aquel en el que entradas pequefias conducen a respuestas que no divergen.
Considérese el la figura siguiente.
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Caso a.

Caso b.

Figura 14. Sistema estable y sistema inestable.

Para el caso “a” al desplazar la pelota ligeramente hacia un lado las fuerzas existentes en
el sistema tienden a regresar la pelota a su estado original. En consecuencia, si se aplica
una pequefia fuerza x(t), la desviacion resultante de la posicion al centro de la cavidad es
también pequefia. Para el caso “b” la aplicacion de una pequefia fuerza tiende a
incrementar el desplazamiento de la pelota respecto del centro de la curva.

El sistema de la figura “a” es un ejemplo de un sistema estable, mientras que el caso “b”
es inestable en el cual la respuesta crece sin limite en respuesta a entradas pequefias. La
estabilidad de los sistemas fisicos por lo general resulta de la presencia de mecanismos
que disipan energia. En un circuito eléctrico los resistores que se oponen al paso de la
corriente “limitan” el crecimiento de la misma a los niveles deseados por el disefador.
Los ejemplos anteriores proporcionan una idea intuitiva del concepto de estabilidad. De
manera mas formal, si la entrada a un sistema estable es limitada en magnitud, entonces
la salida también debe ser limitada y por tanto, no puede divergir. Se estudiard en mds
detalle el concepto de estabilidad mds adelante.

-Invariancia en el tiempo.

Un sistema es invariante en el tiempo si el comportamiento y caracteristicas del mismo
estdn fijos en el tiempo. Formalmente un sistema es invariante en el tiempo si un
corrimiento de tiempo en la sefial de entrada ocasiona un corrimiento de tiempo en la
sefal de salida, es decir el sistema tendrd una salida y(t-ty) para una entrada x(t-tp). En
otras palabras, si para un sistema determinado se mantienen fijas sus caracteristicas y se
realiza un experimento con el sistema el dia de hoy se puede esperar la obtencién de los
mismos resultados si el experimento se lleva a cabo en forma idéntica el dia de mafiana.
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A su vez si las caracteristicas se modifican con el tiempo, entonces se puede esperar que
los resultados del experimento dependan del tiempo en que se lleva a cabo.

-Linealidad.

Un sistema lineal es aquel que posee la propiedad de superposiciéon. Dicha propiedad
establece que la respuesta producida por la aplicacién simultdnea de dos o mds funciones
de entradas diferentes es la suma de las respuestas individuales. Por tanto, para un
sistema lineal, la respuesta a varias entradas se calcula tratando una entrada a la vez y
sumando los resultados. Matematicamente, sea y;(t) la respuesta del sistema continuo a
una entrada x;(t), y sea y»(t) la salida correspondiente a la entrada x,(t). Entonces el
sistema es lineal si

- La respuesta a x;(t) + x2(t) es y;(t) + ya(t).
- Larespuesta a a x,(t) es a y;(t), donde “a” es una constante compleja cualquiera.

La primera de estas dos propiedades se conoce como la propiedad de aditividad; la
segunda se conoce como la propiedad de escalamiento u homogeneidad.

A los sistemas lineales e invariantes en el tiempo se les conoce como sistemas LTI de las
siglas en inglés Linear Time Invariant.

Un sistema es no lineal si no se aplica el principio de superposicién. Por tanto, para un
sistema no lineal la respuesta a dos entradas no puede calcularse tratando cada una a la
vez y sumando los resultados. Aunque muchas relaciones fisicas se representan a
menudo mediante sistemas lineales, en la mayor parte de los casos las relaciones reales
no son verdaderamente lineales. De hecho, debe tenerse presente que un estudio
cuidadoso de los sistemas fisicos revela que incluso los “sistemas lineales” s6lo lo son en
rangos de operacion limitados. En general, los procedimientos para encontrar las
soluciones a los problemas que involucran sistemas no lineales son muy complicados.
Debido a la dificultad matematica aunada a los sistemas no lineales, resulta necesario
introducir los sistemas lineales “equivalentes” en lugar de los no lineales. Tales sistemas
equivalentes s6lo son vélidos para un rango limitado de operaciéon. Una vez que se
aproxima un sistema no lineal mediante un modelo matematico lineal, pueden aplicarse
las herramientas lineales para su andlisis y disefio. Para un sistema no lineal, una
operacion normal del sistema puede ocurrir alrededor de un punto de equilibrio, y las
sefales pueden considerarse sefales pequefias alrededor del equilibrio. En dicho caso es
posible aproximar el sistema no lineal mediante un sistema lineal siendo dicha
aproximacion valida dentro de un rango de operacion limitado.

Durante las secciones subsecuentes del presente trabajo de tesis cuando se refiera a un
sistema se deberd entender una referencia a un sistema lineal invariante en el tiempo.
Todos los conceptos anteriores respecto a la clasificacion y caracteristicas de los sistemas
se presentaron a partir de sistemas ya existentes pero ;cémo se encuentra el modelo
matematico de un sistema de interés?
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II. MODELADO MATEMATICO DE SISTEMAS LTI

El modelo matematico de un sistema dindmico se define como un conjunto de ecuaciones
que representan la dindmica del mismo.

La dindmica de muchos sistemas, ya sean mecdanicos, eléctricos, térmicos, econdmicos,
bioldgicos y otros se describe en términos de ecuaciones diferenciales.

Dichas ecuaciones diferenciales se obtienen a partir de las leyes fisicas que gobiernan un
sistema determinado. Los modelos mateméticos pueden adoptar muchas formas distintas.
Dependiendo del sistema de que se trate y de las circunstancias especificas del disefio, un
modelo matematico puede ser mas conveniente que otros.

Se debe resaltar que un modelo matematico no es Unico para un sistema determinado. Un
sistema puede representarse de muchas formas diferentes. Acorde con lo anterior es
posible mejorar la precision de un modelo matemadtico para representar un fendmeno
especifico si se aumenta su complejidad. En algunos casos, se utilizan cientos de
ecuaciones para describir un sistema completo. Sin embargo, en la obtencién de un
modelo matemaético, se debe establecer un equilibrio entre la simplicidad del mismo y la
precision de los resultados del analisis. Si no se necesita una precision extrema, es
preferible obtener un modelo razonablemente simplificado. Al obtener dicho modelo
simplificado resulta necesario ignorar ciertas propiedades fisicas inherentes al sistema.
En general, cuando se soluciona un problema nuevo, es conveniente desarrollar un
modelo simplificado para obtener una idea general de la solucion. Posteriormente se
desarrolla un modelo matemético mas completo y se usa para un andlisis con més detalle.
Existe una extensa bibliografia respecto del modelado de sistemas fisicos. A manera de
breve recordatorio se presenta el siguiente ejemplo.

Considérese el circuito eléctrico de la siguiente figura.

R C
S VATA Vo | o

[
e L €o

o o)
Figura 15. Circuito RLC pasivo.

El circuito estd formado por una resistencia R (ohms), una capacitancia C (farad) y una
inductancia L (henry) una diferencia de potencial. Cada elemento se comporta acorde a
las siguientes ecuaciones.
Para la resistencia tenemos

e=R1i,
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para la capacitancia
y para la inductancia

Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff, la direccién de la corriente mostrada y las
expresiones anteriores obtenemos las ecuaciones siguientes:
di 1
L= +Ri+—[idt = ¢,
dt C

L.
— I idt = e,
C
Las dos ecuaciones anteriores definen un modelo matemaético del circuito.
Como se estableci6 al inicio de la discusion sobre el modelado de sistemas LTI se puede

observar la existencia de ecuaciones diferenciales obtenidas a partir de las leyes fisicas
que rigen a los dispositivos utilizados.

I1.1. INTERCONEXION DE SISTEMAS.

Considérese ahora que el sistema eléctrico utilizado como ejemplo es solo una parte de
un sistema mds grande. Tal circuito se considera un subsistema del sistema mayor. EIl
disefiador necesitard conocer la manera en la cual relacionard el circuito con el sistema
completo. Surge entonces el concepto de la interconexion entre sistemas. Muchos
sistemas reales estdn construidos como interconexiones de varios subsistemas. El estudio
individual de tales subsistemas permite conocer el comportamiento del sistema completo.
Existen dos interconexiones bdsicas entre sistemas.

Una interconexién en serie o en cascada de dos sistemas se presenta en la figura
siguiente.

Entrada I Sistema 1 I Sistema 2 » Salida

Figura 16. Sistemas en cascada.
De la figura se observa que la salida del sistema 1 es la entrada del sistema 2, y el sistema

completo transforma una entrada al procesarla primero por el sistema 1 y posteriormente
por el sistema 2.
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Una interconexion en paralelo de dos sistemas se muestra en la figura siguiente.

—p| Sistema 1

Entrada —() Salida

L Sistema 2

Figura 17. Sistema en paralelo.

En el sistema en paralelo la misma sefal de entrada se aplica a los sistemas 1 y 2. El
simbolo de adicion en la figura denota la manera en la cual las salidas de ambos sistemas
se combinan para construir la salida total.

Es importante resaltar que el nimero posible de sistemas a utilizar para realizar
interconexiones en cascada y en paralelo no se restringe a dos.

Existe otro tipo de interconexion denominada interconexion de realimentacion mostrada
en la siguiente figura.

Sistema 1 ~

Entrada » Salida

Sistema 2

Figura 18. Sistema con realimentacion.

En dicho sistema la salida del sistema 1 es la entrada del sistema 2, mientras que la salida
del sistema 2 se retroalimenta y se suma a la entrada externa para producir una entrada
real al sistema 1. Se abordardn con més detalle en secciones posteriores.

I1.2. EQUIVALENCIA ENTRE SISTEMAS FiSICOS.

Es importante destacar que las descripciones matemdticas de muchos sistemas fisicos ya
sea mecanicos, eléctricos, térmicos, etc. tienen muchas caracteristicas en comun. En
consecuencia existen equivalentes matemdticos para convertir un sistema fisico dado en
otro conservando el mismo comportamiento dindmico. Por ejemplo se pueden encontrar
equivalentes de un sistema mecdnico utilizando un sistema eléctrico o un sistema
térmico, etc.
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Lo anterior es de suma utilidad para la simulacién de diversos sistemas pues, dado lo
anterior, para el ejemplo del sistema para controlar la orientacién de una aeronave no es
necesario experimentar con un avion real pues existe la posibilidad de simular todo su
comportamiento dindimico mediante un circuito eléctrico si asi se eligiera.

Una vez descrita la manera en la cual se obtienen los modelos matemédticos para un
sistema determinado el diseflador debe preguntarse como solucionar el modelo
matematico.

I1.3. LA TRANSFORMADA DE LAPLACE.

-Variable compleja.
Un ndmero complejo tiene una parte real y una parte imaginaria, ambas son constantes.
Si la parte real y/o la imaginaria son variables, el nimero complejo se denomina variable
compleja. La variable compleja “s” se define como:
s=0+ja

donde O es la parte real y « es la parte imaginaria.
Funcién compleja.
Una funcién compleja F(s), es una funcién de s que tiene una parte real y una parte
imaginaria:

F(s) = F, + jF,,
donde F, y F, son cantidades reales. Los nimeros y funciones complejas se pueden
graficar en el plano complejo mostrado a continuacion.

1 Eje imaginario

Eje real

Figura 19. Plano complejo.
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El eje de las abscisas representa el eje de los nimeros reales o eje real mientras que el eje
de las ordenadas representa el eje de los nimeros imaginarios o eje imaginario.

Se dice que una funcién es analitica en una region si la funcién y todas sus derivadas
existen en tal region. Es de interés el saber si una funcién compleja es analitica pues al
ser analitica se garantiza que la derivada de la funcion respecto a la variable s es unica.
Una funcién compleja es analitica si cumple las condiciones de Cauchy-Riemann
mostradas a continuacion:

0G, 0G, 0G, 0G

v - _ 96,
00w ° 9o o’

La unicidad de la derivada respecto a la variable s es importante como se verd
posteriormente al analizar la respuesta de los sistemas a diversas entradas.

Los puntos en el plano s en los cuales la funciéon G(s) es analitica se denominan puntos
ordinarios, en tanto que los puntos en el plano s en los cuales la funcién no es analitica se
denominan puntos singulares. Los puntos singulares en los cuales la funcién compleja o
sus derivadas tienden a infinito se denominan polos. Los puntos en los cuales la funcién
compleja es igual a cero se denominan ceros. El concepto de polos y ceros es de extrema
utilidad en el andlisis de la respuesta de los sistemas fisicos a diferentes entradas como se
mostrard mas adelante.

Considérese la siguiente funciéon compleja:
G(s) = K(s—3)(s +50) .
s(s+4)(s—2)(s+38)
La funcién G(s) tiene ceros en s=3 y s=-50 y polos simples en s=0, s=-4, s=2 y un polo
doble (polo multiple de orden 2) en s=-8. Obsérvese que G(s) se vuelve cero en s=00.
Para valores grandes de s la funcién G(s) se puede aproximar mediante:
Ks® K

Gis)= —— =
s s
Para la ecuacion anterior G(s) posee un cero triple (cero multiple de orden 3) en s=00.
Consecuentemente se puede ver que si se incluyen puntos en el infinito, una funcién
compleja tiene la misma cantidad de polos que de ceros.
Habiendo recordado la teoria de la variable compleja recuérdese que el modelo
matematico de un sistema dindmico se define como un conjunto de ecuaciones
diferenciales que representan la dindmica o comportamiento del mismo.  Tal
comportamiento se encontrard entonces al dar solucién a los sistemas de ecuaciones
diferenciales que describen el fenémeno en estudio.
El método de la transformada de Laplace se utiliza para resolver ecuaciones diferenciales
lineales. Mediante el uso de la transformada de Laplace es posible convertir funciones
comunes, tales como las funciones senoidales, las funciones senoidales amortiguadas y
las funciones exponenciales en funciones algebraicas de una variable “s” compleja. Las
operaciones tales como la diferenciacion y la integraciéon se sustituyen mediante

operaciones algebraicas en el plano complejo.

3 .
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Como se presento en las secciones anteriores la dinamica de los sistemas generalmente se
puede describir mediante la utilizacién de las funciones senoidales y exponenciales. Tal
hecho permite que, mediante la transformada de Laplace, esencialmente se simplifique el
modelo matematico en estudio en términos de la variable “s”. El resolver las ecuaciones
algebraicas resultantes de aplicar la transformada de Laplace es equivalente a resolver las
ecuaciones diferenciales y en consecuencia obtener la solucién del modelo matematico de
interés.

Asi como se aplicé la transformada de Laplace para convertir el sistema de ecuaciones
diferenciales en ecuaciones algebraicas en términos de la variable compleja “s” se
necesita reconvertir el sistema a su dominio original, generalmente el tiempo. Para llevar
a cabo dicha conversion se aplica la transformada inversa de Laplace. El resultado de la
transformada inversa de Laplace corresponderd al comportamiento del sistema ya sin
términos diferenciales y en funcién del tiempo.

A manera de resumen la metodologia basicamente implica:

-Aplicar la transformada de Laplace al sistema de ecuaciones diferenciales.

-Resolver las ecuaciones algebraicas resultantes.

-Aplicar la transformada inversa de Laplace para “regresar’” las ecuaciones al dominio del
tiempo y encontrar el comportamiento del sistema.

La presentacion formal de la transformada de Laplace es como sigue.

Definase:

f(t) = funcion del tiempo “t” tal que f(t) =0 parat < 0

s = una variable compleja

L = Simbolo operativo que indica que la cantidad a la que antecede se va a transformar
mediante la integral de Laplace

F(s) = transformada de Laplace de f{t)

La transformada de Laplace se define como:

LIFW= Fis) = [ o™ deif) = [ fwed

El proceso inverso de encontrar la funcién del tiempo f{#) a partir de la transformada de
Laplace F(s) se denomina transformada inversa de Laplace y se define de la siguiente
manera.

LCF$)] = £) = —— ["F(s)e"ds . parat>0
27§ Jem e

en donde “c” es una constante real llamada abscisa de convergencia.
En la préctica la obtencién de la transformada de Laplace y la transformada inversa de
Laplace no se realiza efectuando las integrales mostradas arriba sino que se utilizan tablas
que contienen las funciones f{¢) y los polinomios f{'s) mas comunes.
Usualmente las transformadas inversas de Laplace de los polinomios en ““s” resultantes de
aplicar la transformada de Laplace a un sistema particular no se encontrardn exactamente
en las tablas correspondientes. Sin embargo tales polinomios pueden simplificarse
mediante una expansion en fracciones parciales. Tal expansion convertird al polinomio
en “s” en una suma de términos sencillos cuyas transformadas inversas generalmente
estan incluidas en las tablas.
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Existe extensa bibliografia sobre la teoria y propiedades de la transformacién de Laplace
asi como del método de expansién en fracciones parciales y no se repetird dentro de este
trabajo de tesis.
A manera de ejemplo se retomardn las ecuaciones para el circuito presentado
previamente. Recuérdese que el circuito y las ecuaciones que definen el modelo
matemadtico son:

e ' } L &

O O

Figura 20. Circuito RLC pasivo.

Lﬂ+Ri+ljidt=ei
dt c

lJ-idt =e,
C
Para efecto de encontrar la respuesta del sistema es necesario definir los conceptos de
entrada y salida del sistema. Dichos conceptos se abordardn con detalle posteriormente
en el presente trabajo.
Con base en el circuito de la figura definase entonces la entrada al mismo como e; y
supdéngase que la variable de interés o salida es eg. Al cociente ey/ e; se le llama funcion
de transferencia y es una representacion util para encontrar el comportamiento de un
sistema dado. La funcidn de transferencia se estudiard con detenimiento posteriormente.
Aplicando entonces la transformada de Laplace a cada término de las ecuaciones
anteriores resulta

LsI(s)+RI(s)+(1/Cs)I(s) = Ei(s)

(1/Cs)I(s) = Ey(s).

Para el caso en estudio se encuentra la funcién de transferencia como

Eofs) /Ex(s) = (1/Cs)I(s) .
LsI(s)+RI(s)+(1/Cs)I(s)
Simplificando resulta
Eo(s)/Efs) = ———

CLs> +CRs +1
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Al aplicar la férmula [ (b ++/b* —4ac)/ 2a ] para simplificar el polinomio de segundo
grado del denominador encontramos

Eo(s)/Ei(s) =
P -CR+-/(CR)? —4CL)][ +(—CR—«/(CR)2 -4CL
S

[s+(
2CL 2CL
Para facilitar los célculos se tomaran las siguientes consideraciones:

e (—CR+«/(CR)2—4CL)

1

)]

2CL
-CR--/(CR)* -4CL
2CL
La ecuacidn resulta en
1
Eo(s)/Ef(s)= —————
o(s)/Ei(s) (s + Al[s + B]

La expresion anterior se puede expandir en fracciones parciales para encontrar Ey(s)/Ei(s)
en términos de una sumatoria de términos sencillos a los cuales se les podrd aplicar la
transformada inversa de Laplace.

Eo(s)/Efs) = ! 4
O T s+ Alls+B] [s+A]  [s+B]
1 _ [s+Bla, +[s+Ala,

[s + A]l[s + B] [s+ A][s + B]
Igualando los numeradores se tiene

ais+ a;B+azs+aA =0s + 1.
Agrupando términos resulta

(a1+ ap)s + (a;B+aA) = 0s + 1.
Ahora se igualan los coeficientes. A partir de dichas igualaciones se encontrardn los
valores de a; y a,.

ai+a,=0
lo cual implica que
a; = - ap.
Del mismo modo
aiB+aA =1.
Sustituyendo a; = - a, en la ecuacién anterior se encuentran los valores de los
numeradores a; y ap.
1
a= -
(A-B)
1
a) =
(A-B)
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Con los valores de a;, ay, A y B definidos la expresion para Ey(s)/E;(s) resulta:
1 a, a

E /Ei(s) = = )
A ) = Al +B] ™ 15+ Al [s+B]

Se puede observar que la ecuacion presenta dos términos de la forma .
sta

Como paso siguiente es necesario encontrar la transformada inversa de Laplace de Ey(s)
/Ei(s). Como puede verificarse en las tablas correspondientes, la transformada inversa de

Laplace de los términos con forma es:

sta
. 1 -
1! ( J=e at '
sta
En consecuencia el comportamiento dindmico en el dominio del tiempo para el circuito
estudiado serd:

b A, U Bt

(A-B) (A-B)

El ejemplo anterior ilustra el procedimiento general utilizado para encontrar el modelo
matemadtico y el comportamiento de un sistema dado. Inicialmente dicho sistema se
describird con ecuaciones diferenciales. Posteriormente se decide cual es la variable de
salida y cual la de entrada y se obtiene asi la funcién de transferencia. A tal expresion se
le aplica la transformada de Laplace y se simplifica la ecuacion algebraica resultante. Al
obtener una expresion en forma de suma de términos de la variable compleja “s” se puede
aplicar entonces la transformada inversa de Laplace para ‘“regresar” el modelo
matematico al dominio del tiempo y encontrar su comportamiento dinidmico como
funcién del tiempo “t”.

Durante las secciones anteriores se presentaron los conceptos de sefales, sistemas,
modelos mateméticos y transformaciones de Laplace. Bdsicamente dichos conceptos nos
permitieron “convertir’” un sistema fisico a un equivalente matemético y manipularlo para
encontrar a su vez el equivalente matematico de su “comportamiento” en el tiempo. Una
vez que lo anterior se ha logrado es posible pensar no solamente en conocer el
comportamiento del sistema sino también controlarlo.

eo(t)/ eift) = —

III. TEORIA DE CONTROL.

II1.1. LOS SISTEMAS DE CONTROL.

Recuérdese que el objetivo principal de este trabajo de tesis es presentar una metodologia
para el disefio de un controlador aplicable a una planta o sistema determinado.

En la presente seccion se introducirdn los conceptos sobre control y su relacién con las
sefales y los sistemas.
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Con los valores de a;, ay, A y B definidos la expresion para Ey(s)/E;(s) resulta:
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E /Ei(s) = = )
A ) = Al +B] ™ 15+ Al [s+B]
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sta

Como paso siguiente es necesario encontrar la transformada inversa de Laplace de Ey(s)
/Ei(s). Como puede verificarse en las tablas correspondientes, la transformada inversa de

Laplace de los términos con forma es:

sta
. 1 -
1! ( J=e at '
sta
En consecuencia el comportamiento dindmico en el dominio del tiempo para el circuito
estudiado serd:

b A, U Bt

(A-B) (A-B)

El ejemplo anterior ilustra el procedimiento general utilizado para encontrar el modelo
matemadtico y el comportamiento de un sistema dado. Inicialmente dicho sistema se
describird con ecuaciones diferenciales. Posteriormente se decide cual es la variable de
salida y cual la de entrada y se obtiene asi la funcién de transferencia. A tal expresion se
le aplica la transformada de Laplace y se simplifica la ecuacion algebraica resultante. Al
obtener una expresion en forma de suma de términos de la variable compleja “s” se puede
aplicar entonces la transformada inversa de Laplace para ‘“regresar” el modelo
matematico al dominio del tiempo y encontrar su comportamiento dinidmico como
funcién del tiempo “t”.

Durante las secciones anteriores se presentaron los conceptos de sefales, sistemas,
modelos mateméticos y transformaciones de Laplace. Bdsicamente dichos conceptos nos
permitieron “convertir’” un sistema fisico a un equivalente matemético y manipularlo para
encontrar a su vez el equivalente matematico de su “comportamiento” en el tiempo. Una
vez que lo anterior se ha logrado es posible pensar no solamente en conocer el
comportamiento del sistema sino también controlarlo.

eo(t)/ eift) = —

III. TEORIA DE CONTROL.

II1.1. LOS SISTEMAS DE CONTROL.

Recuérdese que el objetivo principal de este trabajo de tesis es presentar una metodologia
para el disefio de un controlador aplicable a una planta o sistema determinado.

En la presente seccion se introducirdn los conceptos sobre control y su relacién con las
sefales y los sistemas.
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Para tal efecto deben definirse ciertos términos basicos.

-Variable controlada y variable manipulada. La variable controlada es la cantidad o
condicion que se mide y controla. Generalmente, la variable controlada es la salida o
resultado de un sistema dado. La variable manipulada es la cantidad o condicion que el
controlador modificara para afectar el valor de la variable controlada.

-Controlar. Definase como la continua modificacién del valor de la variable manipulada
y su aplicacion a un sistema determinado para corregir o limitar la desviacion del valor de
la variable controlada respecto de un valor deseado.

-Planta. Estrictamente la definicién de una planta comprende a cualquier sistema fisico
que se va a controlar. Durante el presente trabajo se utilizard el término “planta”
indistintamente para referirse al sistema fisico y/o a su modelo matematico.

-Perturbacion. Una perturbacion es una sefial que tiende a afectar el valor de la salida de
un sistema. Si la perturbacion se genera dentro del sistema se denomina interna, en tanto
que una perturbacién externa se produce afuera del sistema y se convierte en una sefial de
entrada adicional.

-Control realimentado. Un sistema que mantiene una relacion entre la salida y la entrada
de referencia, compardndolas y usando la diferencia como medio de control se denomina
sistema de control realimentado. El control realimentado se refiere a una operacién que,
en presencia de perturbaciones externas, tiende a reducir la diferencia entre la salida de
un sistema y alguna entrada de referencia y lo continda haciendo con base en esta
diferencia.

Sistema 1 ~

Entrada » Salida

Sistema 2

Figura 21. Sistema con realimentacion.

En la seccidn anterior se menciond el concepto de funcidon de transferencia mismo que se
estudia con mds detenimiento a continuacion.
Recuérdese que las funciones de transferencia se emplean para caracterizar las relaciones
de entrada-salida de componentes o de sistemas que se describen mediante ecuaciones
diferenciales lineales invariantes en el tiempo.

II1.2. FUNCION DE TRANSFERENCIA.

La funcion de transferencia de un sistema descrito mediante una ecuacion diferencial
lineal e invariante en el tiempo se define como el cociente entre la transformada de
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Laplace de la salida (funcién de respuesta) y la transformada de Laplace de la entrada
(funcién de excitacion) bajo la suposicion de que todas las condiciones iniciales son cero.

L(salida)
L(entrada)

A partir del concepto de funcién de transferencia, es posible representar la dindmica de
un sistema mediante ecuaciones algebraicas en *“s”

Si la potencia mds alta de s en el denominador de la funcién de transferencia resultante
para un sistema en particular es igual a n, el sistema se denomina sistema de n-ésimo
orden.

Para el caso del ejemplo del circuito eléctrico mostrado previamente se defini6 la funcién

de transferencia como

Funcioén de transferencia = G(s) =

condiciones _iniciales _cero

1

CLs> +CRs +1

Consecuentemente el sistema se denomina un sistema de segundo orden dado el término
€« 2 »
577

Eo(s)/E(s) =

La aplicacion del concepto de funcion de transferencia estd limitada a los sistemas
descritos mediante ecuaciones diferenciales lineales invariantes con el tiempo.

Se tienen las siguientes caracteristicas importantes de la funcion de transferencia:

-La funcién de transferencia de un sistema es un modelo matemadtico porque es un
método operacional para expresar la ecuacion diferencial que relaciona la variable de
salida con la variable de entrada.

-La funcién de transferencia es una propiedad de un sistema, independiente de la
magnitud y naturaleza de la entrada o funcién de excitacion.

-La funcién de transferencia incluye las unidades necesarias para relacionar la entrada
con la salida; sin embargo, no proporciona informacién acerca de la estructura fisica del
sistema. En otras palabras, las funciones de transferencia de muchos sistemas
fisicamente diferentes pueden ser idénticas. Lo anterior es de un gran valor practico pues
al encontrar el comportamiento de un sistema fisico particular, en esencia se pudiera estar
resolviendo un sistema fisico totalmente distinto con el mismo conjunto de ecuaciones.
Lo anterior también es de interés en la simulacién del comportamiento de sistemas fisicos
mediante la utilizacién de elementos de un sistema equivalente. En otras palabras se
podria, por ejemplo, estudiar un sistema térmico mediante un sistema mecédnico
equivalente. El presente trabajo utilizard dicha caracteristica como se mostrard mas
adelante.

-Si se desconoce la funcién de transferencia de un sistema fisico real, puede establecerse
experimentalmente introduciendo entradas conocidas y estudiando la salida del sistema.
Una vez establecida una funciéon de transferencia, esta proporciona una descripcion
completa de las caracteristicas dinamicas del sistema.
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IIL3. LA APLICACION DE LAS SENALES A LOS SISTEMAS.

En las secciones anteriores intuitivamente se analizé la aplicacién de una sefial a un
sistema especifico dada la definicién de la funcién de transferencia como

G(s) = L(salida) _ sefial _de _ salida

L(entrada) " sedal _de_entrada

Como paso siguiente el disenador deberd preguntarse cudl es el efecto en la respuesta al
aplicar las sefiales a los sistemas. Es decir; se estudiara el resultado de despejar o aislar el
término L(salida) de la ecuacién superior. La operacidon anterior resultard en una
ecuacion de la forma

G(s)L(entrada) = L(salida)
donde el término G(s)L(entrada) se interpreta como la “aplicacién” de la entrada al
sistema definido por la funcion de transferencia. Recuérdese que los términos anteriores
se encuentran en funcién de la variable compleja “s”. Es importante resaltar que en el
dominio de Laplace se “multiplican” los términos G(s) y L(entrada) pero dicha operaciéon
en el dominio del tiempo es equivalente a la convolucién entre la seial de entrada y la
funcién que define el comportamiento del sistema. Entiéndase por convolucion a la
operacion matemadtica que representa el grado de superposicion entre dos funciones. En
nuestro caso dicha “superposicion” involucra a la funcién de transferencia del sistema y a
la sefial de entrada. Como se puede entonces deducir, la aplicacion de la transformada de
Laplace tiene como objetivo el simplificar la manipulacion de las funciones implicadas
en el cdlculo de la respuesta.
De la explicacion anterior, si se conoce la funcion de transferencia de un sistema es de
interés estudiar la salida o respuesta para varias formas de la entrada.

I11.4. RESPUESTA IMPULSO.

Considere la salida o respuesta de un sistema para una entrada impulso unitario cuando
las condiciones iniciales son cero. Previamente se defini6 a la funcién impulso como:

Ou(t)
o(t) = .
(® Py
Dicha funcién se define también como:
A
11 —0<r<t
o(t)= M, -0 t o,
0,:<0,2, <t

A partir de las tablas de transformadas de Laplace se encuentra que la transformada de la

funcién Impulso Unitario (donde A=1 para el término lim, _, é) es:
0 to

L[o(1)]=1.
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Tomando la definicidn para la funcidn de transferencia tenemos:
G(s) = Y(s) / X(s),
donde,
G(s) = funcidn de transferencia
Y(s) = salida o respuesta del sistema
X(s) = entrada al sistema, en este caso la funcién O (t).
Debido a que la transformada de Laplace de la funcién impulso unitario es la unidad, la
transformada de Laplace del sistema es
G()=Y(s)/ 1 =Y(s).
La transformada inversa de Laplace de la salida Y(s) proporciona la respuesta-impulso.
Al aplicar la transformada inversa de Laplace a la ecuacién anterior resulta:
L[G(s)] = g(1).
La respuesta g(¢) también se denomina funcion de ponderacion del sistema.
Como se puede observar, la respuesta-impulso g(¢) es la respuesta de un sistema lineal a
una entrada impulso unitario cuando las condiciones iniciales son cero. Notese que la
transformada de Laplace de esta funcion proporciona la funcion de transferencia.
Por lo tanto, la funcién de transferencia y la respuesta-impulso de un sistema lineal e
invariante con el tiempo contienen la misma informacion acerca de la dindmica del
sistema.
De esta forma, si se excita el sistema con una entrada impulso y se mide la respuesta, es
posible obtener la informacién completa acerca de sus caracteristicas dindmicas.
Recuérdese que un impulso unitario es una entidad matemética cuyo equivalente fisico es
dificilmente realizable. En la prictica, una entrada pulso con una duracién muy corta
comparada con las constantes de tiempo significativas del sistema se considera un
impulso. Dichas constantes de tiempo se presentaran mas adelante.
La importancia de la respuesta-impulso radica en el hecho de que al obtenerla se obtiene
el comportamiento “inherente” del sistema pues se estd caracterizando la funcién de
transferencia.

I11.5. DIAGRAMA DE BLOQUES.

El diagrama de bloques de un sistema es una representacion grafica que permite mostrar
tanto las funciones que lleva a cabo un componente determinado como el flujo de sefiales
a lo largo del sistema. Tal diagrama muestra las relaciones existentes entre los diversos
componentes. A diferencia de una representaciéon matemadtica puramente abstracta, un
diagrama de bloques tiene la ventaja de indicar en forma mas realista el flujo de las
sefales del sistema real. En un diagrama de bloques se enlazan una con otra todas las
variables del sistema, mediante bloques funcionales. El bloque funcional o simplemente
blogue es un simbolo para representar la operaciéon matematica que sobre la sefial de
entrada hace el bloque para producir la salida. Las funciones de transferencia de los
componentes por lo general se introducen en los bloques correspondientes, que se
conectan mediante flechas para indicar la direccion del flujo de sehales. La sefial solo
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puede pasar en la direccion de las flechas. En la siguiente figura se presenta un diagrama
de bloques para una funcién de transferencia.

Funcién
- de transferencia L
G (s)

Figura 22. Funcion de transferencia.

La punta de flecha que sefiala el bloque indica la entrada, la punta de flecha que se aleja
del bloque representa la salida. Tales flechas representan las sefiales. Recuérdese que
para la construccion de los diagramas de bloques se trabaja con la premisa de que todas
las sefiales y los modelos matematicos a utilizar se encuentran en el dominio de Laplace
por lo cual la integracion del diagrama de bloques y las ecuaciones relacionadas
consistird meramente en la suma, sustracciéon y multiplicacién de los bloques funcionales.
Las ventajas de la representacion mediante diagramas de bloques de un sistema estriban
en la facilidad de formar el diagrama de bloques general de todo el sistema con sélo
conectar los bloques de los componentes de acuerdo con el flujo de sefiales ademds de
permitir la separacién de los componentes del sistema para su estudio particular.

I11.6. SISTEMAS EN LAZO CERRADO.

Los sistemas realimentados se denominan también sistemas en lazo cerrado. En la
practica, los términos de sistema realimentado y en lazo cerrado se utilizan
indistintamente. En un sistema en lazo cerrado, se alimenta a la planta con la sefal de
error de actuacién, que es la diferencia entre la sefial de entrada y la sefial de
realimentacion (que puede ser la sefial de salida misma o una funcién de la sefial de salida
y sus derivadas y/o integrales), a fin de reducir el error y llevar la salida del sistema a un
valor conveniente.

El término de sistema en lazo cerrado siempre implica el uso de una sefial realimentada
para reducir el error del sistema.

I11.7. SISTEMAS EN LAZO ABIERTO.

Los sistemas en los cuales la salida no se realimenta a la planta se denominan sistemas en
lazo abierto. En otras palabras, en un sistema en lazo abierto no se mide la salida ni se
realimenta a la planta. En consecuencia, a cada entrada al sistema le corresponde una
condicién de operacion fija; como resultado, la precision del sistema depende de la
calibracién. Ante la presencia de perturbaciones, un sistema en lazo abierto no realiza la
tarea deseada. En la préactica, los sistemas en lazo abierto sélo se usan si se conoce la
relacién entre la entrada y la salida y si no hay perturbaciones internas ni externas.
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Una ventaja del sistema en lazo cerrado es que el uso de la realimentacioén vuelve la
respuesta del sistema relativamente insensible a las perturbaciones externas y a las
variaciones internas en los pardmetros del sistema. Dado lo anterior es posible utilizar
componentes relativamente precisos y baratos para obtener el control de una planta.
Desde el punto de vista de la estabilidad, el sistema de control en lazo abierto es més fécil
de desarrollar, porque la estabilidad del sistema no es un problema importante. Por otra
parte, la estabilidad es una funcién principal en el sistema de control en lazo cerrado, lo
cual puede conducir a corregir en exceso errores que producen oscilaciones de amplitud
constante o cambiante.

-Diagrama de bloques de un sistema en lazo cerrado.
La siguiente figura muestra un diagrama de bloques para un sistema en lazo cerrado.

Punto Punto
suma de ramificacion
R (s) E (s) C(s)
G (s) M) >

Figura 23. Sistema en lazo cerrado con realimentacion unitaria.

La salida C(s) se realimenta a un punto suma, en donde se compara con la entrada de
referencia R(s). La salida del bloque, C(s) en este caso, se obtiene multiplicando la
funcién de transferencia G(s) por la entrada al bloque, E(s). Cualquier sistema lineal
puede representarse mediante un diagrama de bloques formado por puntos suma, bloques
y puntos de ramificaciéon. Cuando la salida se realimenta al punto suma para compararse
con la entrada, es necesario convertir la forma de la sefial de salida en la de la sefial de
entrada. Esta conversidon se consigue mediante el elemento de realimentacion, cuya
funcidén de transferencia es H(s) mostrado en la figura anterior. La funcién del elemento
de realimentacion es modificar la salida antes de compararla con la entrada. En la
practica el elemento de realimentacion es un sensor que mide la salida de la planta. La
salida del sensor se compara con la entrada y se genera la sefial de error.
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IIL.8. FUNCION DE TRANSFERENCIA EN LAZO ABIERTO Y FUNCION DE
TRANSFERENCIA DE LA TRAYECTORIA DIRECTA.

R (s) E(s) C (s)
G (s) >

B (s)

H(s) 4¢——

Figura 24. Sistema en lazo cerrado general.

Para la figura anterior se tiene el siguiente desarrollo:
C(s) = E(s)G(s).
De la misma forma tenemos la expresion adicional:
B(s) = C(s)H(s).
Sustituyendo C(s) en B(s) tenemos:
B(s) = E(s) G(s) H(s)
La expresion anterior se puede expresar como sigue:
BG) = Gsyms).
E(s)
El cociente de la sefial de realimentacién B(s) entre la sefal de error E(s) se denomina
funcion de transferencia en lazo abierto.
Supdéngase que no se conoce el diagrama de bloques para la ecuacién anterior
B(s)
E(s)
funcidn de transferencia como el cociente de la transformada de Laplace de la salida entre
la funcién de transferencia de la entrada se tiene en consecuencia como salida al término
B(s) mientras que el término E(s) es la entrada. Los términos G(s) y H(s) se encuentran
multiplicados lo cual significa que se encuentran interconectados en cascada.

=G(s)H(s) y se desea construir tal diagrama. Siguiendo la definicién de la
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De las condiciones anteriores resulta el siguiente diagrama de bloques.

R (s) E (s)

G (s)

<«—— H() |[¢—

Figura 25. Sistema en lazo abierto.

De la figura anterior se puede observar que la sefial de entrada se aplica a los bloques
G(s)H(s) en cascada quedando la trayectoria de las sefiales “en lazo abierto”. En otras
palabras el diagrama de bloques resultante se obtiene al “romper” la realimentacién y
analizar el flujo de las sefiales con el “lazo abierto”.

El cociente entre la salida C(s) y la sefial de error E(s) se denomina funcion de
transferencia de la trayectoria directa y se define como

€)= 6s).
E(s)
Se puede observar que tal funcién de transferencia de la trayectoria directa implica el

célculo de la salida C(s) en el punto “antes” de que dicha sefial sea realimentada como se
muestra en la siguiente figura.

R (s) E (s) C(s)
G (s) >

\
\

«— HE) ¢—

Figura 26. Diagrama de bloques para la trayectoria directa.

Se puede observar en las ecuaciones anteriores que si la funcién de transferencia de la
trayectoria de realimentacion H(s) es la unidad, la funcién de transferencia en lazo abierto
y la funcién de transferencia de la trayectoria directa son iguales.

36



II1.9. FUNCION DE TRANSFERENCIA EN LAZO CERRADO.

Considere de nueva cuenta la siguiente figura de un sistema en lazo cerrado.

R (s) E (s) C(s)
G (s) >

B (s)

H(s) 4+——

Figura 27. Sistema en lazo cerrado general.

Para dicho sistema se tienen las siguientes expresiones:
C(s) = G(s)E(s)
E(s) = R(s) - B(s)
B(s) = C(s)H(s)
Utilizando las expresiones anteriores y realizando sustituciones resulta:
C(s) = G(s)[R(s) — B(s)]
C(s) = G(s) [R(s) —=C(s)H(s)]
C(s) = G(s)R(s) — G(s)C(s)H(s)
C(s)[1+G(s)H(s)] = G(s)R(s)
A partir de la figura del sistema de lazo cerrado se puede ver que para la ecuacion
anterior se tiene como salida al término C(s) mientras que la entrada es R(s). Despejando
se encuentra que la funcién de transferencia para el sistema de la figura resulta en
C(s) G(s)

R(s) 1+G(s)H(s)

La funcién de transferencia anterior que relaciona C(s) con R(s) se denomina funcion de
transferencia en lazo cerrado. Esta funcién de transferencia relaciona la dindmica del
sistema en lazo cerrado con la dindmica de los elementos de las trayectorias directa y de
realimentacion.

A lo largo del presente documento se ha resaltado la importancia de conocer la salida
para una entrada particular. Tal salida se obtiene de la ecuacién anterior aislando al
término C(s) resultando

G(s)
1+ G(s)H(s)

En consecuencia, se puede ver que la salida del sistema en lazo cerrado depende
claramente de la funcién de transferencia y de la naturaleza de la entrada.

C(s)= { }R(s) .
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A continuacion se estudiard el efecto de una perturbacién sobre el sistema y se encontrard
la raz6n de la fortaleza de los sistemas en lazo cerrado ante tales perturbaciones.
Obsérvese la siguiente figura.

Perturbacién
D (s)

R (s) C(s)
Gl (S) Gz (S) >

H(s) |«

Figura 28. Sistema con perturbaciones.

Dicho sistema en lazo cerrado se encuentra sujeto a una perturbacién. Cuando se
presentan dos entradas (la entrada de referencia y la perturbacion) en un sistema lineal,
cada una de ellas puede tratarse en forma independiente; y las salidas correspondientes a
cada entrada pueden sumarse para obtener la salida completa.
Al examinar el efecto de la perturbacién D(s), se puede suponer que el sistema estda
inicialmente relajado, con un error cero; después se puede calcular la respuesta Cp(s) s6lo
para la perturbacién. Dicha respuesta se encuentra a partir de

Cy(s) _ G, (s)

D(s) 1+G,(5)G,(s)H((s)
Por otra parte, si se considera la respuesta a la entrada de referencia R(s), se puede
suponer que la perturbacién es cero. En consecuencia, la respuesta Cg(s) a la entrada de
referencia R(s) se obtiene a partir de

Cr(s) _ G,(5)G,(s)

R(s) 1+G,()G,(s)H(s)
La respuesta a la aplicacion simultdnea de la entrada de referencia y la perturbacion se
obtiene sumando las dos respuestas individuales. En otras palabras, la respuesta C(s)
producida por la aplicacién simultanea de la entrada de referencia R(s) y la perturbacion
D(s) se obtiene mediante

C(s) = Cr(s) + Cp(s)
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lo cual resulta a su vez en

G, (s

C(s) = 2(5)
1+G,(5)G,(s)H ()

A continuacién se presenta un analisis de los posibles valores de los términos de la

ecuacion anterior con el objeto de caracterizar el comportamiento del sistema resultante

al incluir los efectos de la perturbacion.
Considere el caso en el que ‘GI(S)H(S)‘ >>1y ‘GI(S)GZ(S)H(S)‘ >>1. Al aplicar tales

[Gi(s)R(s) + D(s)].

consideraciones se puede aproximar el denominador como sigue:

1+ G,(5)G,(s)H(s) = G,(5)G, (s)H(s) .
Co(s)
D(s)

Al aplicar al aproximacién anterior a la ecuacién donde se define el cociente

resulta:
C,() G, 1
D(s) G,(5)G,()H(s) G,()H(s)
Se observa que al tener valores grandes de Gj(s) y H(s) la funcién de transferencia
Cp(s)

decrece su valor y en consecuencia se suprime el efecto de la perturbacion.

D(s)
Al aplicar de nueva cuenta la aproximacion 1 + G, (s)G, (s)H(s) = G,(s)G, (s)H(s) a
la funcién de transferencia Cls) se tiene que
R(s)
Cr(s) _ G,(5)G,(s) _ 1
R(s)  G,(5)G,(s)H(s) H(s)
En consecuencia se tiene que la funcién de transferencia en lazo cerrado CRR((? se
s

aproxima a I / H(s) conforme aumenta la ganancia de G;(s)Gy(s)H(s). Lo anterior
significa que si ‘GI(S)GZ(S)H (s)‘ >>1, entonces la funcién de transferencia en lazo
Cals)
R(s)
proporcional a H(s), por lo que las variaciones de G(s) y Gz(s) no afectan la funcién de
Cr(s)

R(s)

Del mismo modo se puede observar que, para la respuesta sin perturbaciones, cualquier
sistema en lazo cerrado con una realimentacién unitaria, H(s) = 1 y
‘G1(S)Gz(s) H (s)\ >>1, tiende a hacer iguales la entrada y la salida dado que:

Culs) _ 1 _1_

cerrado se vuelve independiente de Gy(s) y Gz(s) y se hace inversamente

transferencia en lazo cerrado de

R(s) H(s) 1

2
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lo cual implica la condicion:
Cr(s)=R(s).

II1.10. REALIMENTACION POSITIVA Y NEGATIVA.

Hasta el momento deberd notarse que se ha empleado un signo negativo para la sefial
retroalimentada en el punto suma de los diagramas de bloques. Lo anterior es
equivalente a “restar” dicha sefial de la entrada de referencia con objeto de calcular el
error o desviacion de la salida respecto de la entrada.

Para el caso anterior el tipo de realimentacién que se ha empleado recibe el nombre de
realimentacion negativa.

Sin embargo, el disefiador debe preguntarse que ocurre cuando el signo utilizado no es
negativo sino positivo. Cuando se presenta dicha condicién se presenta un sistema con
realimentacion positiva. En otras palabras el valor de la salida se “suma” al valor de
referencia de la entrada.

Al presentarse dicho incremento en la ganancia, es probable que se obtenga una respuesta
mads rdpida pero acompaifiada de inestabilidades en el sistema.

La realimentacion negativa se conoce también como degenerativa mientras que a la
realimentacion positiva también se le llama regenerativa. La realimentacién positiva
puede ser util pues los efectos de la desestabilizacion de tal arreglo pueden usarse para
generar sefales oscilatorias.

Durante las secciones anteriores se han presentado las herramientas necesarias para
definir y manipular un sistema fisico de interés. Se presentaron los métodos usualmente
empleados para modelar los sistemas fisicos y las sefiales aplicables a ellos con el
objetivo de integrar una expresion matemdtica que describe el comportamiento del
sistema resultando en el concepto de la funcién de transferencia. Dicha funcién de
transferencia nos permite relacionar la salida del sistema con su entrada y
consecuentemente permitir la “reconversién” del sistema al dominio del tiempo para
observar su comportamiento dindmico. En la seccion siguiente se presentard el analisis
de dicho comportamiento dindmico y las herramientas empleadas para su estudio.

IIL.11. ANALISIS DE LA RESPUESTA TRANSITORIA.

Recuérdese que el objetivo principal de este trabajo de tesis es presentar una metodologia
para el disefio de un controlador aplicable a una planta o sistema determinado.

En la prictica, la sefal de entrada para un sistema no se conoce con anticipacion, es de
naturaleza aleatoria, y la entrada instantinea no puede expresarse en forma analitica.
Sélo e algunos casos especiales se conoce con anticipacion la sefial de entrada y se puede
expresar en forma analitica o0 mediante curvas.

Para diferenciar el comportamiento de un sistema respecto a otro el método que se usa es
el de aplicar un conjunto de sefiales previamente definidas a dichos sistemas para
observar sus respuestas particulares a tales entradas.
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El anterior procedimiento es en realidad una “simulaciéon” de lo que el sistema
experimentard en la vida real. El uso de sefiales de prueba se justifica pues existe una
correlacion entre las caracteristicas de la respuesta de un sistema para un sefial de entrada
de prueba comin y la capacidad del sistema de manejar las sefiales de entrada reales.
Adicionalmente, como se menciond en la seccion concerniente a las sefiales, muchas de
las entradas reales a un sistema se pueden modelar con las definiciones de sefales
exponencial, senoidal, impulso, etc. asi como sus combinaciones.

Las sefiales de prueba que se usan regularmente son las funciones escalén, rampa,
pardbola, impulso, senoidales y otras. Con dichas sefales es posible realizar anélisis
matematicos y experimentales del comportamiento de sistemas fisicos.

A pesar de lo anterior el disefiador deberd tener nociones sobre la naturaleza de las
sefales reales a las cuales un sistema particular estard expuesto. Con dicho
conocimiento, la forma de la entrada a la que el sistema estard sujeto con mayor
frecuencia bajo una operacién normal determinara cudl de las sefiales de entrada tipicas
se debe utilizar para analizar las caracteristicas del sistema. Si las entradas para un
sistema son funciones del tiempo que cambien gradualmente, una funcién rampa seria
una buena sefial de prueba. Asimismo, si un sistema estd sujeto a perturbaciones
repentinas, una funcién escalén seria una buena sefial de prueba; y para un sistema sujeto
a entradas de choque, una funcién impulso es la més conveniente.

Una vez disefiado el sistema completo con base en las sefiales de prueba, por lo general el
desempefio del mismo en respuesta a las entradas reales es satisfactorio.

I11.12. RESPUESTA TRANSITORIA Y RESPUESTA EN ESTADO ESTABLE.

La respuesta en el tiempo de un sistema de control consta de dos partes: la respuesta
transitoria y la respuesta en estado estable. Es importante sefialar que cuando se aplica
el método de la transformada de Laplace para resolver la ecuacién diferencial que
describe al sistema es posible obtener simultineamente tanto el componente transitorio
como el componente de estado estable de la solucién. Por respuesta transitoria
entiéndase a aquella presente desde el inicio de un estimulo hasta un estado final estable
del sistema en estudio. A manera de explicacion obsérvese la siguiente figura.

Figura 29. Ejemplo de una respuesta transitoria.
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Para la figura debe entenderse que la grafica corresponde al valor de la sefial de salida.
El estado inicial del valor de la salida es “cero”; lo cual no implica que no exista salida
para tal punto en el tiempo. Por ejemplo la gréifica pudiera interpretarse como un nivel de
temperatura en el cual el valor cero significa que la temperatura se encuentra “ni mas
caliente, ni més fria” que lo deseado por un operador. Témese ahora la condicién en que
una nueva entrada se presenta; sea esta un abrupto decrecimiento de la temperatura. EI
sistema reaccionard a tal sefial de entrada y se obtendrd un nuevo nivel de temperatura
con el cual el sistema tenderd a estabilizarse. Para el caso de la figura después de la
aplicacion de la sefal de entrada el sistema oscila y vuelve a estabilizarse en el valor
inicial. Consecuentemente con la definicién se observa que la respuesta transitoria
comprende entonces desde la aplicacion de una excitacion que “modifica” el nivel de la
sefal de salida original para después regresar al valor original. Es asi que el sistema
responde a dicha sefial de entrada y el valor de la salida es llevado de un “estado inicial”
a un nuevo valor o “estado final” que puede o no tener el mismo valor.

Debe entenderse por respuesta en estado estable a la manera en la cual se comporta la
salida del sistema conforme ¢ tiende a infinito.

Obsérvense las siguientes figuras.

Figura 30. Sistema subamortiguado.

w AT

Figura 31. Sistema con factor de amortiguamiento = 0.
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Al retomar la descripcion de la respuesta en estado estable para las figuras anteriores se
puede ver que para la grafica de la respuesta del primer sistema la respuesta en estado
estable “tiende” a un valor a lo largo del tiempo. Por el contrario para el sistema cuya
respuesta se muestra en la segunda figura el comportamiento de la respuesta en estado
estable es oscilatorio.

I1I1.13. ESTABILIDAD ABSOLUTA, ESTABILIDAD RELATIVA Y ERROR EN
ESTADO ESTABLE.

El estudio de la dindmica de un sistema fisico tiene como objetivo el poder predecir su
comportamiento dindmico a partir del conocimiento de sus componentes. La
caracteristica mds importante del comportamiento dindmico de un sistema es la
estabilidad absoluta, es decir, si el sistema es estable o inestable. Un sistema de control
estd en equilibrio si, en ausencia de cualquier perturbacion o entrada, la salida permanece
en el mismo estado. Un sistema lineal e invariante en el tiempo es estable si la salida
termina por regresar a su estado de equilibrio cuando el sistema estd sujeto a una
condicidn inicial. Un sistema lineal e invariante en el tiempo es criticamente estable si
las oscilaciones de la salida contindan para siempre. Serd, a su vez, inestable si la salida
diverge sin limite a partir de su estado de equilibrio cuando el sistema estd sujeto a una
condicibn inicial. En la realidad, la salida de un sistema fisico puede aumentar hasta un
cierto grado, pero puede estar limitada por “detenciones” fisicas. Por ejemplo, a pesar de
que la respuesta de un sistema mecdnico resulte en oscilaciones cada vez de mayor
amplitud es muy probable que tal respuesta matemadtica resulte primero en la fractura de
algin componente en vez de continuar creciendo sin limite. Ante tales respuestas el
sistema puede entonces colapsarse o volverse no lineal después de que la salida excede
cierta magnitud, por lo cual ya no se aplican las ecuaciones diferenciales lineales.

Entre los comportamientos importantes del sistema, aparte de la estabilidad absoluta, se
encuentra el error en estado estable. Si la salida de un sistema en estado estable no
coincide exactamente con la entrada, se dice que el sistema tiene un error en estado
estable. Este error indica la precision del sistema.

Al analizar un sistema, se debe examinar el comportamiento de la respuesta transitoria y
el comportamiento en estado estable.

I11.14. SISTEMAS DE PRIMER ORDEN Y SISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN.

Recuérdese que para comenzar el estudio del comportamiento de un sistema fisico se
cuenta ya con la funcién de transferencia del sistema y la sefial de entrada; ambas en el
dominio de Laplace y listas para su manipulacion. Asi mismo, como se presentd en las
secciones anteriores, si la potencia mds alta de s en el denominador de la funcién de
transferencia resultante para un sistema en particular es igual a n, el sistema se denomina
sistema de n-ésimo orden.
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En la seccién siguiente se presenta el estudio del comportamiento de los sistemas de
primero y de segundo orden con entradas escaldén unitario, rampa unitaria e impulso
unitario. Se supone que las condiciones iniciales son cero.

I11.14.1. SISTEMAS DE PRIMER ORDEN.

Considere la siguiente funcion de transferencia.
C(s) _ 1
R(s) Ts+1

Se puede observar que la potencia del término “s” es 1; en consecuencia el sistema es de
primer orden.

-Respuesta escalén unitario de sistemas de primer orden.

Témese como entrada al sistema una funcién escalén unitario. La transformada de
Laplace de la funcion escalon unitario es L/R(s)]=(1/s). Al despejar el término C(s) y
sustituir el valor de R(s) = (1/s) resulta:

o]

Al expandir la expresion anterior en fracciones parciales se tiene:

C(s)= 1T CON .
s Ts+1 s s+1/7)
Al aplicar la transformada inversa de Laplace a los términos anteriores se tiene:
c(t)=1-e"", parat>0.
De la expresion anterior se observa que la salida es inicialmente cero y al final se vuelve
unitaria. Obsérvese que, conforme mds pequeia es la constante de tiempo 7, mds rapida

es la respuesta del sistema. La curva correspondiente a la salida c(t) se presenta a

continuacion.
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Figura 32. Respuesta de un sistema de primer orden a entrada escalon.

Es de interés conocer el valor de la respuesta después de un periodo 7. Tal valor se
encuentra al sustituir =7 en la ecuacién que define a c(z). Consecuentemente se
encuentra que:
oT)=1-¢'=0632

Se puede observar entonces que al transcurrir de un tiempo 7 la salida alcanz6 un valor
de 0.632 0 63.2% de su cambio total pues recuérdese que su valor final tiende a la unidad.
Del mismo modo al sustituir un valor de ¢ = 4T la respuesta alcanza un valor de 98.2%
del valor final. En consecuencia para valores de r mayores a 47, la respuesta permanece
dentro del 2% del valor final. De la ecuacién para c(z), el estado estable se alcanza
matematicamente sélo después de un tiempo infinito. Sin embargo, en la practica, una
estimacion razonable del tiempo de respuesta es la longitud de tiempo que necesita la
curva de respuesta para alcanzar la linea de 2% del valor final, o cuatro constantes de
tiempo.

-Respuesta rampa unitaria de sistemas de primer orden.

Toémese como entrada al sistema una funcién rampa unitaria. La transformada de
Laplace de la funcién rampa unitaria es L/R(s)]=( /5 ). Al despejar el término C(s) y
sustituir el valor de R(s) = ( 1/5° ) resulta:

=[] ]
- Ts +1 s2 .

Al expandir la expresion anterior en fracciones parciales se tiene:
1 17, 1
2T :
s© s Ts+l
Al aplicar la transformada inversa de Laplace a los términos anteriores se tiene:
o(t) =t—T + Te™, parat>0.
Considere la siguiente figura.

C(s) =

1 (1) . 0]
—> Sistema —p

Figura 33. Diagrama de bloques de un sistema general.

Para el caso en estudio la funcién rampa unitaria se define como:
rit)=t.
De la definicién del error como la diferencia entre la salida y una entrada de referencia
del diagrama de bloques anterior se tiene:
e(t) = r(t) —c(t).
Sustituyendo el valor de r(¢) =t ylaecuacion c(t) =t—T + Te” enla expresion anterior
resulta:
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e(t)=t—[t—T+Te"]
e(t)=T(I-e").
Se observa que conforme ¢ tiende a infinito el término exponencial se aproxima a cero y
por tanto la sefial de error se aproxima a 7. Lo anterior se formaliza como sigue:
e(o )=T.

El error después de la entrada rampa unitaria es igual a T para una ¢ suficientemente
grande. También de la ecuacién anterior se deduce que mientras mas pequefia es la
constante de tiempo 7, mds pequefio el error en estado estable después de aplicar la
entrada. La entrada rampa unitaria y el error en estado estable se muestran en la siguiente
figura.

Figura 34. Entrada rampa y salida para un sistema de primer orden.

-Respuesta impulso unitario de sistemas de primer orden.

Toémese como entrada al sistema una funcién impulso unitario. La transformada de
Laplace de la funcién impulso unitario es L/R(s)]=1. Al despejar el término C(s) y
sustituir el valor de R(s) = I resulta:

C(s) = .
() {Ts + J

Aplicando la transformada inversa de Laplace a la expresion anterior resulta:

L ur
c(t)= —e .
(1) T
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La respuesta a entrada impulso unitario se presenta en la siguiente figura.

Figura 35. Salida a entrada impulso para sistemas de primer orden.

Debe resaltarse que comparando las respuestas c(t) para cada una de las tres entradas
utilizadas se encuentra que, para la rampa unitaria, la salida es:

o(t) =t—T + Te™, parat>0.
Para la entrada escalon unitario, la salida c(z), se encuentra como la derivada respecto al
tiempo de la respuesta para la entrada rampa unitaria resultando en:

c(t)=1—e"", parat>0.

Finalmente, para la entrada impulso unitario, la respuesta se encuentra al derivar respecto
al tiempo la respuesta obtenida con la entrada escalon unitario para ser:

| e
c(t) = —e .
(1) T

Se observa que al definirse la respuesta para cualquiera de las 3 entradas utilizadas es
posible obtener la respuesta del sistema al otro par de sefiales sin necesidad de someter el
sistema a tales entradas simplemente mediante derivaciones o integraciones de la sefial de
salida actual. En el caso para obtener la respuesta de interés mediante la integracion las
constantes que resultan de integrar la funcién de respuesta se determinan a partir de la
condicibn inicial de salida cero. La propiedad anterior solo es aplicable a los sistemas
lineales e invariantes en el tiempo; los sistemas lineales variantes con el tiempo y los
sistemas no lineales no poseen la propiedad anterior.

111.14.2. SISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN.

La funciéon de transferencia general para un sistema de segundo orden presenta la

siguiente estructura:
C(s) _ w’ w’

R(s) s’ +2m+w’ s +28ws+w’’
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donde:

o=¢w,.
Al término Ose le denomina amortiguamiento, a ¢ se le nombra factor de
amortiguamiento 'y a @), se le nombra frecuencia natural no amortiguada.
El comportamiento dindmico del sistema de segundo orden se describe en términos de los
pardmetros ¢ y @,. Si0 < & < I, los polos en lazo cerrado son complejos conjugados y
se encuentran en el semiplano izquierdo del plano s. El sistema, entonces se denomina
subamortiguado y la respuesta transitoria es oscilatoria. Si ¢ = 1, el sistema se
denomina criticamente amortiguado. Los sistemas sobreamortiguados corresponden a ¢
> 1. La respuesta transitoria de los sistemas criticamente amortiguados vy
sobreamortiguados no oscila. Si £=0, la respuesta transitoria no se amortigua y se
obtiene una oscilacién sostenida.
Asi mismo se define la siguiente expresion:

w, =w, J1-& .

A la variable w, se le denomina frecuencia natural amortiguada.

-Respuesta escalon unitario de sistemas de segundo orden.
-Para un sistema subamortiguado (0 < ¢ < I). Al sustituir R(s)=(1/s) en la funcién de

transferencia de C(s)/R(s) se tiene:

.
s’ +28ws+w,” s

Al expandir la expresion anterior por el método de fracciones parciales y utilizar la
expresion para la frecuencia natural amortiguada se obtiene:

1 (s+éw,) éa,
C(s)=—- S~ S
s (s+éw) +w, (s+éw)’ +w,

De las tablas para transformadas de Laplace se tiene que:

s+éw _
7! " = e cosw,t

2 2
(s+éw,)” +w,” |

w -
I - = | = e " senct
(s+éw,) +w," |

Al aplicar las expresiones anteriores para la obtencion de la transformada inversa de
Laplace de la funcién C(s) se obtiene:

c(t) = 1-e™%| cosaw,t +

Lsena) t|,parat>0.
Ji-g
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- {w” t 1 — E 2
-1
c(t)=1—-———sen| w,t + tan
J1-&°
A partir de la ecuacion anterior se observa que la frecuencia de oscilacion transitoria es la
frecuencia natural amortiguada @, , misma que es funcién del amortiguamiento relativo
La sefal de error para este sistema es la diferencia entre la entrada y la salida, y es:

e(t) = r(t) —c(t).

&
J1-€&7
Dicha sefial de error presenta una oscilacion senoidal amortiguada durante el lapso
transitorio mientras que para el estado estable 6 t = o0 no existe error ente la entrada y la
salida pues el factor exponencial decae.

-Para un caso criticamente amortiguado (& = 1). En este caso los dos polos de C(s)/R(s)
son casi iguales. Al sustituir el valor de ¢ = 1 en la expresiéon de la funcién de

transferencia general para un sistema de segundo orden resulta:

,parat>0.

e(t) = e | coswt + senct |, parat> 0.

2
n — n

2 27 2 2"
R(s) s +2fws+w” s +2(Dws+w,
El denominador de la expresion anterior se puede factorizar para obtener una nueva
expresion para la funcién de transferencia como se muestra a continuacion.

C(s) _ w,’ W’

R(s) s +2Dws+w’ (s+@)

Sustituyendo la entrada escalén unitaria R(s)=1/s en la expresion anterior resulta:
2

v . @ @

w 1
C =-_  n =
(s) +aw) s

Aplicando la expansion en fracciones parciales para la ecuacion anterior se encuentra la
siguiente ecuacion:

1 1 w,
C(s)=- - - :
s (stw) (stw)’

Aplicando la transformada inversa de Laplace a la expresion para C(s) se encuentra que:
c(t)=1—e®" =@ te™™'

c(t)=1-e " (1+wr), parat> 0.
-Para un caso sobreamortiguado (¢ > 1). En este caso los dos polos de C(s)/R(s) son
reales negativos y diferentes.
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Considérese de nueva cuenta la funcién de transferencia C(s)/R(s).
C(s) _ w’

R(s) s2+2fa)ns+a),f
Las raices del polinomio en el denominador se encuentran al aplicar la férmula

(=b ++/b* —4ac)/ 2a resultando en:

~2%w, +.|2éw,)’ ~4w,’ B
raices = 5 = -¢w, * \/ ’w,” —w,

raices = — éw, + w,-/& 1.

En consecuencia el polinomio del denominador se puede también expresar como el
producto de sus raices de la siguiente manera:

sTH28ws+w = (s+éw, +w\E —1)(s +éw, —w,|EX 1)
Sustituyendo lo anterior en la funcién de transferencia C(s)/R(s) se tiene:
C(s) _ w,’

n

R(s) B (s + w, +a)njﬁ)(s +é&w, —w, E 1)

Para la entrada escalén unitario R(s)=1/s la ecuacién para C(s) resulta en:
2

w, 1
(s+éw, +w, | —1)(s+éw, —w,|E* —1) s

Se puede observar que la expresion consiste en tres términos de primer orden en el
denominador. Tal ecuacién puede expandirse en fracciones parciales y al aplicar la
transformada inversa de Laplace resultara:

c(t)=1+ 1 . e—(c‘#ﬁ)wnr _ R . e—(f—ﬁ)wnr
2 /e -lg+ e -1) 2 e -ile-Je )
Para la expresion anterior apliquense las siguientes sustituciones.

=l e -1k,
n=le-le i

Al aplicar dichas equivalencias a la expresion para c(¢) se encuentra que:

w =St =Syt
c(t)=1+ -n (e _¢ ]
2./ -1 5, Sy

De la ecuacién anterior se observa que la respuesta incluye dos términos exponenciales
que decaen. Cuando ¢ es mucho mayor que la unidad uno de los exponenciales que
decaen disminuye mucho més rapido que el otro, por lo que el término exponencial que
decae mas rapido puede pasarse por alto. Lo anterior se permite debido a que el efecto de
-s; en la respuesta es mas pequefio que el de —s,, dado que el término que incluye s; en la
ecuacion de c(t) se descompone mas rapido que el término que tiene a s,. Una vez
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desaparecido el término exponencial que decae mads rapido, la respuesta es similar a la de
un sistema de primer orden y la funcién de transferencia C(s)/R(s) se aproxima mediante:

C(s) _ éw-w-E-1 _ s,
RG$)  (s+&w,~wq[E=1) s+,
Con la funcién de transferencia aproximada anterior la respuesta escalon unitario es:

CGs) _ éw-w-&-1 1
R(s) (s+&w, - [E-1)s
y la respuesta en el tiempo se define mediante:

o(t) = 1—e_(‘(_ﬁ)“’”r, para t > 0.

La respuesta aproximada al escalon unitario definida en la ecuacién anterior es aplicable
cuando uno de los polos de la funcidn de transferencia puede ignorarse. La aplicacion de
dicha consideraciéon depende del lapso de tiempo por analizar pues si es de interés
estudiar la respuesta transitoria durante los primeros instantes en que la planta
experimenta una entrada no se pueden omitir los efectos de la exponencial que decrece
mas rdpidamente.

La siguiente figura presenta una descripcion grafica del comportamiento de la salida de
un sistema de segundo orden al variar el valor del factor de amortiguamiento ¢.

Figura 36. Salida al variar el factor de amortiguamiento.

De la figura anterior se observa que un sistema subamortiguado con ¢ entre 0.5 y 0.8 se
acerca al valor final con mayor rapidez que un sistema criticamente amortiguado o
sobreamortiguado.  Entre los sistemas que responden sin oscilacién, un sistema
criticamente amortiguado presenta la respuesta mds répida. Un sistema
sobreamortiguado siempre es lento para responder a las entradas.
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Se debe resaltar que, para los sistemas de segundo orden, cuyas funciones de

transferencia en lazo cerrado son diferentes a la forma

C(s) _ w’ w’

n —_— n
- 2 = 2
R(s) s’ +205+w,~ s> +28ws+w,
las curvas de respuesta escalén son distintas a las presentadas en la figura anterior y
deberén de construirse a partir de las ecuaciones resultantes para el sistema en estudio.

II1.15. LA RESPUESTA TRANSITORIA.

I11.15.1. DEFINICIONES DE LAS ESPECIFICACIONES DE RESPUESTA
TRANSITORIA.

En las secciones anteriores se analiz6 el comportamiento matematico de los sistemas ante
diferentes entradas. En el siguiente apartado se presentardn los pardmetros que se miden
en la sefial de respuesta. Tales parametros permiten comparar sistemas diferentes para
una entrada similar ademds de proporcionar un conjunto de valores que facilitan la
comprension de la dindmica del sistema en estudio.

En muchos casos préacticos, las caracteristicas de desempefio de un sistema se especifican
en términos de cantidades en el dominio del tiempo. Los sistemas que pueden almacenar
energia no responden instantdneamente a una entrada y exhiben una respuesta transitoria.
Obsérvese que la gran mayoria de los sistemas fisicos almacenan energia por lo cual es
dificil encontrar sistemas cuya respuesta no oscile.

Generalmente las caracteristicas de desempefio se especifican en términos de la respuesta
transitoria para una entrada escalén unitario, dado que ésta sefial de entrada es facil de
generar ademds de representar un cambio usualmente experimentado por los sistemas.
Recuérdese que a partir de la respuesta escalén es posible obtener mateméaticamente la
respuesta a otras entradas.

La respuesta transitoria de un sistema para una entrada escalén unitario depende de las
condiciones iniciales. Usualmente, para comparar las respuestas transitorias de varios
sistemas, se asume que el sistema estd inicialmente reposo por lo cual la salida y todas las
derivadas con respecto al tiempo son cero.

La respuesta transitoria de un sistema practico exhibe con frecuencia oscilaciones
amortiguadas antes de alcanzar el estado estable.

Las caracteristicas de la respuesta transitoria comunmente empleadas para caracterizar
una entrada escalon unitario son:

-Tiempo de retardo, t,. Se define como el tiempo requerido para que la respuesta alcance
por primera vez la mitad del valor final.

-Tiempo de levantamiento, .. Se define como el tiempo requerido para que la respuesta
pase del 10% al 90% de su valor final. También puede definirse un rango diferente
como del 5% al 95% ¢ del 0% al 100%. Para sistemas subamortiguados de segundo
orden usualmente se emplea el rango de 0% a 100%. Para sistemas sobreamortiguados
suele utilizarse el rango de 10% a 90%.
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-Tiempo pico, t,. Se define como el tiempo requerido para que la respuesta alcance el
primer pico del sobrepaso.
-Sobrepaso méximo, M,. Se define como el valor pico mdximo de la curva de respuesta,
medido a partir de la unidad. Si el valor final en estado estable de la respuesta es
diferente de la unidad, es comin usar el porcentaje de sobrepaso maximo que se define
como:
c(t,) = c(e)
% M,=| —— | X 100%.
()
La cantidad de sobrepaso méaximo (en porcentaje) indica de manera directa la estabilidad
relativa del sistema. Lo anterior se entiende al analizar la diferencia entre el valor de la
respuesta para t = ¢, y el valor de la respuesta en el infinito o en estado estable. Cuando
tal diferencia es pequeiia el valor del pico mds “alto” de la respuesta no se aleja del valor
de la respuesta final implicando que el sistema es relativamente estable en vez de variar
desde un valor grande para dicha diferencia hasta llegar al valor final.
-Tiempo de asentamiento, #,. Se define como el tiempo requerido para que la curva de
respuesta permanezca dentro de un rango alrededor del valor final. Dicho rango se
calcula como un porcentaje absoluto del valor final, generalmente de 2% a 5%. El
tiempo de asentamiento se relaciona con la mayor constante de tiempo del sistema. En
otras palabras se relaciona con la tasa de decaimiento de los términos exponenciales
presentes en la respuesta.
La mayoria de los sistemas se encuentran en el dominio del tiempo. En consecuencia las
caracteristicas de la respuesta transitoria son muy importantes y es la intencién del
disefiador modificar la dindmica del sistema para que presente una respuesta transitoria
satisfactoria.
Es importante resaltar que las caracteristicas anteriores no necesariamente se aplican en
todos los casos. Por ejemplo, para un sistema sobreamortiguado no se utilizan los
conceptos de tiempo pico y sobrepaso maximo pues no se presentan en la respuesta para
este tipo de sistemas ya que el nuevo valor de la respuesta nunca se ve rebasado.
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Las caracteristicas de la respuesta transitoria se muestran en la figura siguiente:

Figura 37. Caracteristicas de la respuesta transitoria.

Es conveniente que la respuesta transitoria sea suficientemente rdpida y amortiguada.
Para obtener una respuesta transitoria conveniente de un sistema de segundo orden, el
factor de amortiguamiento relativo usualmente se selecciona con un valor entre 0.4 y 0.8.
Valores menores a 0.4 producen un valor de sobrepaso excesivo en la respuesta
transitoria, y un sistema con un valor mayor a 0.8 responde con lentitud.

I11.15.2. ESPECIFICACIONES DE LA RESPUESTA TRANSITORIA.

Para los calculos considérese un sistema de segundo orden subamortiguado con funcién
de transferencia y ecuacion de respuesta en el dominio del tiempo dadas por:

Ce) _ w,’ w,’

n —_— n

2 27 2 2
R(s) s +2o3+w~ s +2ws+w,

Lsena)t ,parat>0.
Ji-g&

- Tiempo de levantamiento, #.. De la definicién del tiempo de levantamiento para un
sistema subamortiguado se observa que dicho valor serd tal que la respuesta adquiera el
100% de su valor. Al considerar una entrada escalén unitario el valor de la salida
transcurrido el tiempo de levantamiento debe tener un valor igual a la unidad. Tal
sustitucidn se aplica en la ecuacion de la respuesta en el dominio del tiempo resultando
en:

c(t) = 1—e*“| cosaw,t +

54



c(t)=1=1-e"| cosayt, +

Ls.ena.)dtr
J1-&
Lsena)dtr
J1=&°

1-1= 7" cosat, +

0/ e =| cosawt, +Lsena)dtr
\J1-¢&°
cosa,t, + < senaw,t. =0

J1-&2
=&
7

Recordando que w, = w, /1-&* y sustituyendo en la ecuacién anterior se encuentra:

o bien,

tan @, t, =

a‘d
tanat, = ——=—.
w,s
Del denominador de la funcién de transferencia para un sistema de segundo orden se
observa que:

og=¢w .

n

. . . @,
Al sustituir la expresion anterior en tant, = — resulta:
n
@y
tan @,t, = ——<.
g
Al resolver el tiempo de levantamiento a partir de la ecuacion anterior se encuentra que:

w —
l, :Ltan_l(—dj = A

w, -0 w,
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Donde [ se define en la siguiente figura:

Figura 38. Angulo Beta.

- Tiempo pico, t,. Para el cédlculo del tiempo pico se utiliza la interpretacion geométrica
de la derivada. La ecuacion de la respuesta del sistema c(t) proporciona el valor de la
salida a través del tiempo. En los puntos donde ocurren picos una recta tangente a la
curva deberd tener un valor igual a cero, es decir deberd ser horizontal.
Consecuentemente al derivar la ecuacion de la respuesta con respecto al tiempo e igualar
el resultado a cero es posible encontrar el valor de tiempo para el cual la respuesta
presenta el valor pico. Tal desarrollo se muestra a continuacion:

Lsena)t ,parat>0.
Ji-g&

dc . - w
—=0+&uw,e | cosw,t + ¢ sen,t | —e | - w,sencw,t + 4

dt 1-&2 1-&2
., _ 2 . . L .
Empleando la expresion w, = w,+/1— & para sustituir @, por @, en el segundo término
de la ecuacidn anterior resulta:

de _ $w, _ - {w,
=227 cosw,t+ ¢ senw,t |—e | —w, senw,t + ——"— cos w,t

E_ /1_{2 1_52 1_52

c(t) = 1—e*“| cosaw,t +

cos w,t

de _ _ w ‘w } w
— = Lcosa)dt+hsena)dt —e ! —a)dsena)dt+#coswdt
dt _& 1-& _z

1-¢ 1-¢
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Se observa que los términos coseno se cancelan uno al otro y la funcién dc/dt evaluada en
t,, se simplifica a:

2
(sena)dtp )e_fw’”" ( < wdz + a)dj =0,
1-¢
senat, =0
1w, = arcsen(0) =0, m,2T37m,...
Dado que el tiempo pico corresponde al primer pico sobrepaso méaximo, @t,=71. Por

tanto,

El tiempo pico t, corresponde a medio ciclo de la frecuencia de oscilacién amortiguada.
Lo anterior se explica al utilizar la expresion w, =27f, y operar los términos como se

muestra a continuacion:

d
- Sobrepaso méximo, M,. El sobrepaso méaximo se presenta en el tiempo pico t=t,. Al
considerar una entrada escalén unitario se entiende que el valor en estado estable de la
respuesta tenderd a la unidad. En consecuencia para la obtencion del valor del sobrepaso

. . . . n
mdéximo es necesario restar la unidad del valor de la salida en t=t,=—:

wd
M, =c(t,)-1
e[
M,=1-e [wd] coswd(ij+Lsenwd(ij -1
W, J1-&2 d
N
M,=—e (w’] cos(lT)+Lsen(ﬂ)
1-&°

—Ewn(wl]
M,=—e ’ [_ 1]
Sustituyendo la expresién @, = @4/l =& en la ecuacién anterior resulta:
M, = efrtaie LN
Como se mencioné previamente, el sobrepaso maximo se puede expresar como un

{&/\1-¢)

porcentaje dado por e " x100.
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- Tiempo de asentamiento, ¢, Recuérdese que la respuesta de un sistema de segundo
orden se puede expresar como:
—éw, 1 1- 52
c(t)=1-————sen| w,t +tan”'

J1=é7

Las curvas 1 + (e“‘(“’"t / e 2) son las curvas envolventes de la respuesta transitoria para

,parat>0.

una entrada escalén unitario. La curva de respuesta ¢(¢) siempre permanece dentro de un
par de curves envolventes como se muestra en la siguiente figura.

Figura 39. Curvas envolventes para la respuesta de un sistema de segundo orden.

La constante de tiempo de estas curvas envolventes es 1/éw,. La velocidad de
decaimiento de la respuesta transitoria depende del valor de la constante de tiempo
1/ w, . Para un valor de @, determinado, el tiempo de asentamiento f,, es una funcién
del factor de amortiguamiento relativo &. De la figura anterior se puede observar que
para un valor de w, y para un rango de ¢ entre O y 1, el tiempo de asentamiento z,, para

un sistema ligeramente amortiguado es mads grande que para un sistema amortiguado de
manera moderada. Para un sistema sobreamortiguado, el tiempo de asentamiento 7, se
vuelve mds grande dado el lento inicio de la respuesta.

El tiempo de asentamiento correspondiente a una tolerancia de +2 6 +5 % se mide en

términos de la constante de tiempo T = I/éw), .
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Utilizando el criterio del 2% el tiempo de asentamiento ¢, se define como:

t,=4T =4/ éw,
mientras que con el criterio del 5% se determina por:
t,=3T=3/ ¢w, .

Del par de ecuaciones anteriores se puede observar que el tiempo de asentamiento es
inversamente proporcional al producto del factor de amortiguamiento relativo y la
frecuencia natural no amortiguada del sistema. Dado que el valor de ¢ se determina, por
lo general, a partir de los requerimientos del sobrepaso maximo permisible, el tiempo de
asentamiento se determina principalmente mediante la frecuencia natural no amortiguada
w,. Lo anterior implica que la duracién del transitorio en la respuesta del sistema se
puede variar, sin modificar el sobrepaso méximo, ajustando la frecuencia natural no
amortiguada «),. Consecuentemente si se desea una respuesta rapida, @, debe ser
grande. Para limitar el sobrepaso méximo M, y para reducir el tiempo de asentamiento,
el factor de amortiguamiento relativo ¢ no debe ser demasiado pequefio. La relacién
entre el sobrepaso en porcentaje del sobrepaso méaximo M, y el factor de
amortiguamiento relativo & se presenta en la siguiente figura. Dicha gréfica se encuentra

()

al graficar la ecuacion M, = e

Figura 40. Sobrepaso en funcion del amortiguamiento.

Se puede observar que si el factor de amortiguamiento relativo tiene un valor entre 0.4 y
0.8, el porcentaje de sobrepaso maximo para la respuesta escalén se encuentra entre un 25
yun 2.5 %.

Una vez definidas las especificaciones de la respuesta transitoria vale la pena recordar
que todo el andlisis para los sistemas de segundo orden se ha presentado considerando
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una seflal escalon unitario como la entrada. A continuacién se presenta el
comportamiento de un sistema de segundo orden para una entrada impulso unitario.

-Respuesta impulso unitario de sistemas de segundo orden.
Para una entrada impulso unitario r(z), la respectiva transformada de Laplace R(s) tiene

como valor la unidad; es decir R(s) = /. En consecuencia:
2

w
C(s) = " R(s)
( s +28w s+ w,” (
a)Z
C(s) = -

s 428w s+’ .
Empleando las tablas para la transformada inversa de Laplace para la ecuacion anterior se
determina la respuesta en el tiempo c(¢) del sistema como se muestra enseguida:

Para0< é< 1,
c(t) = %e“{“’"’sen(@wll - Ezt), parat>0
1-¢
para ¢ =1,
c(t) = w’te™ , parat>0
y para & > 1,

c(t) = Le_‘t"’"’sen(a)n V1= Ezt), parat > 0.
J1-&°
Recuérdese que también es posible obtener la ecuacidn para la respuesta ¢(#) sin tomar la
transformada inversa de Laplace de C(s) al diferenciar la respuesta escalén unitario
correspondiente, dado que la funcién impulso unitario es la derivada con respecto al
tiempo de la funcién de escaldn unitario. En la siguiente figura se presenta una familia
de curvas de la respuesta impulso unitario obtenidas al utilizar las ecuaciones de la
respuesta anteriores para 0 < { < [ y para ¢ =1 con diversos valores de ¢&.
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Figura 41. Respuestas en funcion del amortiguamiento.

Las curvas c(t)/w, se grafican contra la variable adimensional @), ¢ y, por tanto, s6lo son
funciones de &. Para los casos criticamente amortiguado y sobreamortiguado, la

respuesta impulso unitario siempre es positiva o cero; es decir, ¢(z) > 0. Para el caso
subamortiguado, la respuesta impulso unitario c(z) oscila alrededor de cero y toma
valores tanto positivos como negativos. A partir del andlisis anterior se puede concluir
que si la respuesta impulso c¢(¢#) no cambia de signo, el sistema es criticamente
amortiguado o sobreamortiguado, en cuyo caso la respuesta escaloén correspondiente no
se sobrepasa pero aumenta o disminuye en forma monoténica y tiende a un valor
constante. Entiéndase que una funcién decrece de manera monoténica cuando una
funcién g(x), para valores de la variable independiente x > y, resulta en g(x) < g(y). Lo
anterior se interpreta graficamente para la funcién g(x) como un decrecimiento paulatino
en el valor de la variable dependiente en el eje de las ordenadas para valores cada vez
mas grandes de la variable independiente en el eje de las abscisas.

El sobrepaso maximo para la respuesta impulso unitario del sistema subamortiguado

ocurre €n:
-1 '\'1 - 52
3

tan

,donde 0 < < 1

~
1

w1-¢
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y el sobrepaso maximo es:

¢ =&

c(t) o = W, exp| —————— tan
J1-¢&°

Dado que la respuesta impulso unitario es la derivada con respecto al tiempo de la
funcién de respuesta escalon unitario, el sobrepaso méximo M, para la respuesta escalon
unitario se encuentra a partir de la respuesta impulso unitario correspondiente. Es decir,
el 4rea bajo la curva de respuesta impulso unitario desde ¢ = 0 hasta el tiempo del primer
cero es I + M, en donde M, es el sobrepaso médximo (para la respuesta escalon unitario).
El tiempo pico ?, (para la respuesta escalon unitario) corresponde al tiempo en que la
respuesta impulso unitario cruza primero el eje del tiempo tal y como se muestra en la
siguiente figura.

,donde 0 < é< 1.

Figura 42. Curva de respuesta impulso unitario.

En las secciones anteriores se presentaron los sistemas de primero y segundo orden. Es
importante resaltar que un sistema puede ser de orden mayor que 2. Tales sistemas se
denominan sistemas de orden superior y se presentan comunmente al describir los
fendmenos fisicos. Mientras mas complejo es un sistema, el orden del denominador de la
funcién de transferencia correspondiente se incrementa lo cual se traduce en una mayor
cantidad de términos senoidales o exponenciales en la ecuacion de la respuesta pues
recuérdese que al realizar la expansion en fracciones parciales del denominador de la
funcién de transferencia y al aplicar la transformada inversa de Laplace resultan los
términos arriba mencionados.

La aplicacion de las técnicas expuestas en las secciones anteriores de este trabajo es
valida para los sistemas de orden superior pues dichos sistemas se pueden estudiar
considerdndolos una combinacién de sistemas de primero y segundo orden.

Témese como ejemplo un sistema de quinto orden. Dicho modelo se integra como una
combinacion de sistemas de primero y segundo orden; por ejemplo sean dos sistemas de
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segundo orden y un sistema de primer orden o un sistema de segundo orden y tres
sistemas de primer orden, etc. Como se verd mds adelante existen términos en la
respuesta de un sistema que tienen mayor influencia, lo cual permite que el andlisis de
dichos términos y la omision de los restantes presente una aproximacion aceptable del
sistema. La consideracion anterior es, sin embargo, regida por el detalle requerido en el
estudio del fenémeno.

A su vez, en parrafos anteriores, se presentaron las especificaciones de la respuesta
transitoria de los sistemas; mismas que permiten comparar el desempefio de sistemas
diferentes respecto a un conjunto de entradas predeterminadas que fungen como
“simulaciones” de las entradas reales que el sistema experimentard durante su operacion
normal.

Con los métodos y herramientas anteriores el disefiador tiene la capacidad de analizar la
respuesta de un sistema dado. Consecuentemente, a partir de la funcién de transferencia
de un sistema determinado, es posible aplicar “mateméticamente” las técnicas anteriores
para conocer de manera “analitica” el comportamiento de la respuesta de un sistema; es
decir, se pueden realizar los cdlculos pertinentes sin necesidad de utilizar elementos
fisicos.

Lo anterior proporciona un alto grado de versatilidad y ahorro de recursos en el estudio
de los modelos matematicos y sus respuestas.

Sin embargo considérese la situacion en la cual se requieren datos “reales” sobre el
comportamiento de un sistema dado. En dicho caso es necesario observar
experimentalmente tal comportamiento mediante la implementacién fisica del modelo
matemadtico correspondiente. Para efectos de la anterior implementacion del modelo
matematico, usualmente el disefiador se ve en la necesidad de desarrollar un sistema
equivalente dada la aparicién de limitaciones tanto econdémicas como pricticas en la
construccion del sistema fisico real. Tomando como ejemplo el andlisis de la orientacién
de una aeronave, es econdmica y pricticamente complicada la construcciéon de un avién
de prueba con el tnico objetivo de conocer su comportamiento y después desechar el
objeto fisico. En consecuencia, el disefiador debe recurrir a la construccién de un sistema
fisico equivalente que pudiese ser hidrdulico, mecanico, eléctrico o de cualquier otra
naturaleza. En la actualidad, una gran parte de los disenos de sistemas practicos se
efectian mediante “simulaciones” de dichos sistemas utilizando sistemas de prueba de
naturaleza diferente al original. Dada la relativa facilidad con la cual se implementan los
circuitos eléctricos es comuin su utilizacién como sistemas equivalentes para simular
sistemas mecanicos, hidraulicos y térmicos por citar algunos.

Generalmente los textos que detallan los procesos para llevar a cabo la implementacion
anterior no son tan accesibles para el disefiador comun. Tal implementacion inicia
cuando el disefiador recibe o calcula un modelo matemético y procede con su
implementacion fisica mediante un sistema eléctrico equivalente para posteriormente
analizar la respuesta correspondiente como se presentd en las secciones anteriores.
Durante el presente trabajo de tesis se estudiaran analiticamente tanto un modelo
matematico de interés como su respuesta asociada pero dicho andlisis “tedrico” se vera
complementado con la parte de la implementacién fisica del modelo matemédtico
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utilizando un modelo eléctrico equivalente acompafiado del anélisis experimental de su
respuesta. Tal desarrollo se presentard en las secciones siguientes.

IV. ESTUDIO DE LA PLANTA DE SEGUNDO ORDEN.
IV.1. SELECCION DEL MODELO MATEMATICO A ESTUDIAR.

Recuérdese que el objetivo principal de este trabajo de tesis es presentar una metodologia
para el disefio de un controlador aplicable a una planta o sistema determinado. Hasta el
momento se han mostrado las herramientas necesarias para entender los conceptos de
sefales, sistemas y para estudiar las respuestas de los ultimos al aplicar entradas
conocidas. Asi mismo, como se expuso en parrafos anteriores, durante esta seccion se
presentard el sistema dindmico por estudiar a lo largo del presente trabajo para
posteriormente introducir una técnica para encontrar un sistema eléctrico equivalente y
poder asi obtener el comportamiento experimental del sistema.

Recuérdese que el modelo matematico correspondiente a un fenémeno fisico puede
describirse como una funcién en el dominio de Laplace; la funcién de transferencia.
Dicha funcién representa entonces un sistema de grado “n” donde “n” es el mayor
exponente del polinomio denominador en dicha funcion de transferencia. Se encontraran
en consecuencia sistemas de primer orden cuando n=1/; sistemas de segundo orden
cuando n=2 y sistemas de orden superior cuando n=3. A lo largo de la presente tesis se
estudiard un sistema de segundo orden. En secciones previas se presenté el andlisis de
los sistemas de primer y segundo orden a la vez que se especific que los sistemas de
orden superior se pueden estudiar como una combinacién de los dos tipos de sistemas
anteriores. El modelo matemdtico de muchos sistemas fisicos puede simplificarse para
resultar en un sistema de segundo orden. En consecuencia al seleccionarse, para el
presente trabajo, un sistema de segundo orden se estd cubriendo una amplia gama de
fendmenos asi como un bloque constitutivo importante de los sistemas de orden superior.
El anélisis de un sistema particular comienza con la definicién de ciertos pardmetros que
la planta debe cumplir. En el mundo real el disefiador deberd estudiar el sistema por
controlar y obtener dichos pardmetros a partir del disefio o de la operacion real del
sistema de interés.

Como se describi6 previamente, la intencion durante esta seccidn es encontrar un sistema
eléctrico equivalente con el cual poder simular la respuesta de una planta determinada.
Para tal efecto es necesario introducir el concepto de “filtro eléctrico”. El sistema
eléctrico equivalente para un sistema sea mecanico, hidrdulico, térmico, etc. es un “filtro
eléctrico”.

En las secciones anteriores se presentd la forma general de la funcién de transferencia de
un sistema de segundo orden como se recuerda a continuacion:

2

C(s) _ w

n

R(s) s’ +28w,s+w,
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2

C(s) _ w

n

R(s) s’ +28w,s+w,
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Un filtro eléctrico de segundo orden paso bajas tiene una funcion de transferencia con la
siguiente forma:

AO
A(s) = —5———.
(as” +bs +1)

Al observar las dos ecuaciones anteriores resulta evidente la similitud en la estructura de
ambas funciones de transferencia. Es por dicha similitud que para encontrar el sistema
eléctrico equivalente para la funcién de transferencia general de segundo orden, se
recurre al filtro paso bajas seleccionado. Como se verd posteriormente, mediante
manipulaciones matematicas, es posible igualar los coeficientes de las dos ecuaciones
anteriores. Los coeficientes de la expresion para el filtro paso bajas se convierten en
valores de resistores y capacitores que se utilizardn para la construccion del circuito
eléctrico equivalente. Es importante resaltar que la estructura de la funcién de
transferencia puede variar dependiendo del modelo matematico. El caso presentado de
un sistema de segundo orden es general pero el disefiador debe siempre considerar que no
es unico y pudiese encontrar una funcién de transferencia diferente. En tal situacién el
disefiador deberd buscar un sistema equivalente cuya funcién de transferencia sea similar
a la correspondiente al fendmeno de interés.

A manera de introduccién a la teoria de los filtros eléctricos se debe entender un filtro
eléctrico como un dispositivo que permite el paso de sefiales eléctricas a ciertas
frecuencias o rangos de frecuencia a la vez que obstruye el paso de otras.

Los circuitos de filtrado se utilizan en multitud de aplicaciones y existe literatura extensa
referente a su andlisis. De interés para los objetivos del presente trabajo de tesis son las
funciones de transferencia que los describen. Tales funciones pueden ser utilizadas para
simular el comportamiento de fendémenos fisicos pues es posible encontrar semejanzas
entre las funciones de transferencia tal y como se resaltd previamente. Los filtros
eléctricos construidos con elementos pasivos tales como resistencias, capacitores e
inductores reciben el nombre de “filtros pasivos” mientras que los “filtros activos” son
circuitos que emplean amplificadores operacionales en combinacién con resistores y
capacitores para desempefar la misma funcién. Durante esta seccion se utilizard un filtro
activo para simular una planta. Como se presentard mds adelante, el producto de los
valores de los resistores y capacitores utilizados en la construccién del filtro activo
resulta en la obtencién de una frecuencia de corte del filtro y un valor para el factor de
amortiguamiento que son los coeficientes de la funciéon de transferencia. En
consecuencia es posible, mediante la seleccion de los componentes adecuados, obtener un
circuito eléctrico con una funcién de transferencia y comportamiento equivalente a los
correspondientes a un sistema determinado.
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IV.2. EL FACTOR DE CALIDAD Q.

Como se vio en secciones anteriores todos los modelos matemadticos experimentaran un
comportamiento especifico ante una entrada determinada. Dicho comportamiento se vera
afectado por el amortiguamiento presente en el sistema. Dependiendo del valor del
amortiguamiento el sistema presentara o no una oscilacién y consecuentemente se tendra
un sistema subamortiguado, criticamente amortiguado o sobreamortiguado. Asociada
también a la oscilacidn del sistema se tiene una cantidad denominada factor de calidad Q.
El factor de calidad Q es una medida de la “calidad” de un sistema resonante.
Recuérdese que en la funcién de transferencia general para un sistema de segundo orden
se encuentra un factor llamado frecuencia natural de oscilacion w,. Los sistemas

resonantes responden sensiblemente a frecuencias cercanas a dicha frecuencia natural de
oscilacion. El factor Q indica la cantidad de “resistencia” de un sistema para resonar.
Los sistemas con factores de calidad Q grandes presentan resonancia con gran amplitud
en comparacién con los sistemas con un factor de calidad Q bajo.

El factor de calidad Q es de interés para el disefio de los modelos matematicos pues
mediante su manipulacién es posible alterar la manera en que una planta determinada va
a oscilar y en consecuencia representar el comportamiento de un sistema de interés. Si
valor del factor de calidad Q es grande el comportamiento del filtro tiende hacia la
inestabilidad u oscilacién no amortiguada. En consecuencia el factor Q se deberd
calcular de acuerdo al comportamiento deseado para la planta en estudio.

Recuérdese que la funcion de transferencia para un filtro eléctrico paso bajas estd dada
por:

AO
A(s) = —5———.
(as” +bs +1)

Para los filtros paso-bajas y paso-altas el factor Q estd determinado por:

Ja
0="%.
b
Recuérdese que la funcidn de transferencia general para un sistema de segundo orden estd
dada por:

2

C(s) _ @,
R(s) s*+28ws+w,
Con objeto de comparar e igualar coeficientes entre las funciones de transferencia del
filtro eléctrico paso-bajas y la funcién de transferencia general para un sistema de
segundo orden se procede mediante las siguientes manipulaciones matemaéticas:
CGs) _ ®’/w’

R(s) (s> + 28w, + @)@
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C(s) _ 1
R(S) LSZ‘FE
w’ w

n n

s+1

En consecuencia se tiene:
a= 1/ a)n2
b=2¢w,.
Sustituyendo en la ecuacién para determinar el factor de calidad:

Vw,” VY 1

n

26w, 2w, 28

De la expresion anterior se observa claramente una relacién inversamente proporcional
entre el factor de calidad y el amortiguamiento presente en el sistema tal y como se
menciond anteriormente. Entre mds pequefio el factor de amortiguamiento méas grande el
factor Q y en consecuencia una oscilacién més pronunciada y viceversa.

Asi mismo se clarifica la equivalencia entre el establecimiento, ya sea del factor de
calidad Q o del factor de amortiguamiento ¢, como un parametro de disefio de la planta

que simulard un modelo matemadtico de interés. En otras palabras; mediante la
manipulacién del factor de calidad Q se afecta el amortiguamiento y viceversa dando
como resultado un comportamiento oscilatorio que deberd emular al comportamiento
propio de un modelo matematico de interés.

Q:

IV.3. CARACTERISTICAS DE UN FILTRO PASO-BAJAS.

Durante esta seccion se presentardn los conceptos necesarios para encontrar la funcién de
transferencia de los filtros paso-bajas aplicables al caso particular que se estudiard en la
presente tesis. Como importante recordatorio el disefiador debe estar conciente de la
existencia de otros filtros eléctricos y consecuentemente de la existencia de otras
funciones de transferencia diferentes a la correspondiente al filtro paso-bajas. Dichas
funciones de transferencia, que no se estudiardn en este trabajo, son ttiles para describir
los fendmenos fisicos con funciones de transferencia similares.

Recuérdese que se utilizara un filtro activo para desarrollar el circuito de interés. Para la
implementacion de los filtros electronicos es frecuente el empleo de una arquitectura de
circuito conocida como configuracién Sallen-Key. Un filtro tipo Sallen-Key produce una
respuesta de dos polos utilizando dos resistencias, dos capacitores y un amplificador
operacional.

67



La configuracién Sallen-Key para un filtro paso-bajas se muestra en la siguiente figura:

Figura 43. Circuito Sallen-Key general.

La operacion del circuito se puede describir cualitativamente de la siguiente manera:

A bajas frecuencias, donde C; y C, se comportan como circuitos abiertos, la salida est4
formada por la sefial original afectada por una ganancia dada por las resistencias R3 y Ry.
A altas frecuencias, donde C; y C, se comportan como circuitos cortos, la sefal es
llevada a tierra a la entrada no inversora del amplificador y en consecuencia no aparece
sefal en la salida tal y como se esperaria de un filtro paso-bajas; es decir, el filtro bloquea
el paso de sefiales por encima de la frecuencia de corte.

En la region cercana a la frecuencia de corte del filtro, donde la impedancia de C; y C; es
del mismo orden que la de R; y R, se obtiene un circuito con realimentacion positiva a
través del capacitor C,. Dicha realimentacion positiva presenta caracteristicas de interés
como se verd mds adelante.

IV.3.1. FUNCION DE TRANSFERENCIA PARA UN FILTRO PASO-BAJAS
TIPO SALLEN-KEY.

A continuacién se presenta la deduccién matematica de la funcién de transferencia del
arreglo Sallen-Key paso-bajas.
Utilizando la figura anterior del circuito Sallen-Key paso bajas se aplica la ley de
corrientes de Kirchhoff en el nodo V; resultando la siguiente ecuacion:
I,=1,+1,
Representando la impedancia de cada capacitor por Z, =1/ jawC, =1/sC, al sustituir en
la ecuacion anterior se puede expresar alternativamente como:
VoVi_ Vi V-V,
Rl R2 + Zl ZZ
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El voltaje en la entrada no inversora del amplificador operacional V, se puede determinar
en funcién de V; a partir de un divisor de voltaje como se muestra a continuacion:

V4
vV, =V, i S
R, +Z,

La salida del amplificador operacional estd conectada a la terminal V. por el divisor de
voltaje formado por las resistencias R; y R;. En consecuencia se tiene la siguiente
expresion:
—_ R3
V.=———V,

R, +R, ~
La conexién anterior forma un seguidor de voltaje entre los puntos V., V. y V.. Es decir
V, =V_. Utilizando la consideracion anterior al igualar las expresiones para V. y V. se
puede observar que el voltaje de salida V; es una combinacién del voltaje V. afectado por
el divisor de voltaje en la terminal V. como se presenta a continuacion:

Zl — R3
'R,+Z, R, *R, '

Despejando el voltaje de salida V; se tiene:

V:V R3 R2+Zl
OUILR AR N 7

Si en la ecuacién anterior se sustituye el divisor de voltaje en la terminal V. por una literal

b=R,/(R, + R,) se tiene:
R, +Z
Z

1

Como se mostrara durante el desarrollo matematico a continuacidén, es conveniente
utilizar el inverso de la literal b para llegar a la expresion para la funcion de transferencia.
Se define entonces arbitrariamente la variable K como sigue:
1 _R,+R,
b R,
Sustituyendo K en la ecuacidn anterior para V; resulta:
_ iV R, +Z
kL oz )
Recuérdese que la ecuacion alternativa para la suma de corrientes es:
V,-Vi_ Vi ViV,
Rl R2 + Zl ZZ .
Sustituyendo el valor de V; en la ecuacion anterior se obtiene:

1% R,+Z R,+Z
- 2 1n:]'n+1 2 lveivn
R, KR\ Z, KZ, KZ,\ z,
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Agrupando términos resulta:
v, Lara 1 K2, =ive.
\KZ, KZZ, Z, KRZ, R,
Se calcula un denominador comun:
(2ot R, +2) - KZ, +[Z, (R, +Z,)/R))) _1,
’ KZ Z, R, ¢
A continuacion se busca la estructura de una funcién de transferencia de segundo orden
general resultando:

=

_ 1 KZ 7,
V, R, ZZ(R1+R2+ZI

j+(R2 +Z,)-KZ,
1
introduciendo el término R en el paréntesis resulta:

‘/s — KZlZZ
Vv, _(ZZ(RI +R, +Zl)+Rl(R2 +Z,)- KR/ Z, j’
factorizando el término R;Z; en el denominador:

1% _( KZ,Z,

Zz(R1 +R, +Z1)+R1R2 +(1_K)R1Z1j,

Vv

e

desarrollando términos:
\%

-

KZ.Z,
v. \z,z,+Z,(R,+R,)+R R, +(1-K)RZ, )

e

dividiendo numerador y denominador entre Z;Z;:

V., _ K
Ve 1+(R1+R2)+R1R2 +(1_K)R1
Zl lez Zz

Recordando que Z, =1/jawC, =1/sC, 'y sustituyendo dicha expresion en la ecuacién
anterior resulta:

v, K
V.| SRR, RR A=KOR L[

1/5C, 1/s°C,C, 1/sC,

70



simplificando:

Ve _ K
1% (1+SC1 (R, +R,)+5R,R,C,C, +5R,C, (1—K)J’

e

finalmente al reordenar términos resulta:

V. _ K

V. | s’RR,C,C,+s[C/(R +R)+RC,(1-K)|+1)
Se puede observar que la expresion anterior se asemeja a la funciéon de transferencia
general para un sistema de segundo orden.
Del resultado anterior es claro que a partir de la seleccion de los valores de R;, R,, C;, C>
y de K es posible encontrar una funcién de transferencia que se acople a una necesidad
especifica. Tal serd el método que se utilizard para encontrar la funcién de transferencia
por utilizar en el presente trabajo a partir de algunos pardmetros que se definirdn
posteriormente.
La funcién de transferencia anterior se puede utilizar directamente para calcular una
funcién de transferencia de interés. Sin embargo existen diversas simplificaciones
aplicables a la funcién de transferencia V /V, todas ellas enfocadas a facilitar el empleo

de componentes con valores comerciales. Comunmente se emplean cuatro
aproximaciones que consisten en:

1. Establecer los valores de los componentes como proporciones:

R;=mR, R;=R, C;=Cy C,=nC, donde m y n son nimeros reales positivos.

2. Establecer los valores de los componentes como proporciones y la ganancia K=1:
R;=mR, R;=R, C;=C, C,=nCy K=1, donde m y n son nimeros reales positivos.

3. Establecer los valores de los resistores como proporciones y los correspondientes a los
capacitores iguales:

R;=mR, R,=R 'y C;= C,=C, donde m es un nimero real positivo.

4. Establecer los valores tanto de los resistores como de los capacitores iguales:
R]:R2:R y C]:C2:C.

En el presente trabajo de tesis se utilizard la segunda aproximacién como se verd mas
adelante.

IV.4. CARACTERIZACION DE LA PLANTA POR UTILIZAR.

Es importante resaltar que las herramientas y la metodologia que se utilizardn en las
secciones siguientes son aplicables a cualquier modelo matematico que cumpla con las
caracteristicas del citado en este trabajo. Es decir; se podria cambiar la funcién de
transferencia acorde a alguna aplicacion de interés para el diseflador y también seria
valida la utilizaciéon del proceso presentado a continuacién para encontrar el
comportamiento de la respuesta del sistema a una entrada determinada asi como para la
construccion de un circuito eléctrico equivalente para la corroboracién experimental de
los hallazgos analiticos.
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Recuérdese que la funcién de transferencia es el equivalente en el dominio de Laplace de
las ecuaciones diferenciales que describen un fenémeno de interés. Es importante
destacar que una vez obtenida la funcién de transferencia el disefiador cuenta con una
“abstraccion matemadtica” del fendmeno en estudio y se encuentra en posibilidad de
manipular al sistema matematicamente y efectuar un estudio analitico del mismo.

Debe entenderse que los parametros utilizados en el calculo de la funcién de transferencia
por emplearse en el presente trabajo se definieron de manera arbitraria por el autor de
esta tesis y sirven para presentar un ejemplo para efectos del estudio analitico y
experimental por realizarse. En un caso general el disefiador deberd ajustar dichos
parametros a la aplicacion que sea de su interés. En el caso de la funcién utilizada como
muestra en esta tesis no es necesario saber “cual fendmeno” es el que resulta en la
funcidn de transferencia anterior pues pudiese ser cualquiera.

La funcién de transferencia por utilizar durante el presente trabajo corresponde a un
sistema de segundo orden, continuo, deterministico, SISO, con memoria, invertible,
causal, estable, lineal e invariante en el tiempo. Las caracteristicas anteriores permiten la
utilizacién de las herramientas hasta el momento presentadas para encontrar la respuesta
del sistema a una entrada especifica.

IV.5. PARAMETROS DE DISENO DEL SISTEMA EN ESTUDIO.

Como paso inicial se obtendrd la caracterizacion del sistema dindmico por estudiar.
Recuérdese que para la construccion del sistema eléctrico equivalente a un modelo
matematico especifico es necesaria la obtencién previa de ciertos parametros que
describen el comportamiento del sistema original que se desea simular eléctricamente.
Supodngase que el sistema original presenta las siguientes caracteristicas.
-Amortiguamiento con valor de 0.2.

-Frecuencia natural de oscilacién con valor de 3500 Hz.

El conocimiento de los valores anteriores determina por completo el comportamiento de
una planta con comportamiento correspondiente a un filtro paso-bajas en configuracién
Sallen-Key y dicho conocimiento constituye el primer paso del disefiador para la
construccidn del circuito eléctrico equivalente a un sistema dado.

Recuérdese que durante el presente trabajo se utilizard la segunda simplificacion
aplicable a la funcién de transferencia de un filtro paso-bajas en configuracion Sallen-
Key. Recuérdese que la funcién de transferencia para un filtro paso-bajas tipo Sallen-
Key esta dada por:

14 K
% (sleRZCICZ +5[C,(R +R,) + RC,(1- K)| + 1} '

e

Las consideraciones para aplicar el segundo método de simplificacién consisten en
establecer los valores de los componentes como proporciones, es decir R;=mR, R,=R,
C;=C, C,=nC, donde m y n son nimeros reales positivos y adicionalmente definir la
ganancia K unitaria 6 K=1.
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Aplicando dichas consideraciones a la funcién de transferencia resulta:

Vv, _ 1
V,  s’[mnR’C*1+s[CR(m +1) + mnRC(1-1)]+1’
vV, _ 1
V. $(mnRC?)+ S[CR(m+1)]+1’
1
v, _ (mnR°C?)
vV, s Ml 1

mnRC  (mnR*C?)
La definicion del valor K=1 en la simplificacién anterior implica que la entrada inversora
V_ del amplificador operacional se conecta directamente a la salida V; y no se utilizan los
resistores R3 y Ry. La funcidn de transferencia anterior se utilizard durante el presente
trabajo para simular la planta que se desea controlar. La configuracion resultante se
muestra en la siguiente figura.

1l""III'C?'LJT

Figura 44. Circuito Sallen-Key con retroalimentacion unitaria.

Con objeto de igualar los coeficientes de la funcién de transferencia resultante con los
correspondientes a la funcion de transferencia general de un sistema de segundo orden se
comparan ambas ecuaciones. Recuérdese que la funcién de transferencia general para un
sistema de segundo orden se define como:

Cs) _ 28
R(s) s*+2fws+w’
De la igualacion de coeficientes para el primer término a la derecha en el denominador de
la funcién de transferencia resulta:

, 1
(mnR*C?*)’



Recuérdese sin embargo que:
w, =271,
donde f; es la frecuencia de corte del filtro paso-bajas.
Despejando f, se tiene:
_ 1
© 2mRCmn
En lo concerniente al segundo coeficiente de la funcion de transferencia se encuentra que:

m+1
28w, = :
mnRC
De la dltima expresion nos interesa conocer el valor del factor de amortiguamiento por lo

cual se despeja para encontrar:

m+1

EZzJ%Z'

Recuérdese que el factor de calidad Q se define como:
1

:2—5,

de lo cual resulta, al sustituir el valor de &:

_ mn
m+1

Se debe observar que las expresiones anteriores, para la frecuencia natural de oscilacion,
para la frecuencia de corte del filtro, para el factor de amortiguamiento y para el factor de
calidad, se encuentran en funcién de las literales m, n y los valores R y C. Lo anterior
permite manipular tales cantidades para calcular la frecuencia natural de oscilacion, la
frecuencia de corte, el factor de amortiguamiento y el factor de calidad necesarios para
implementar una planta determinada. Como se menciond en secciones anteriores el
disefiador deberd conocer a priori los pardmetros de disefio de la planta que desea
controlar y dichos pardmetros se sustituirdn en alguna combinacién de las ecuaciones
anteriores para obtener la funcién de transferencia deseada. Asi mismo es importante
resaltar que los valores de m y n se reflejardn en valores de los resistores y capacitores
que forman el filtro paso-bajas Sallen-Key permitiendo ademads la obtencion de valores
comerciales para los componentes electrénicos del filtro.
Conociendo el disefador las expresiones anteriores se encuentra en posibilidad de
sustituir los pardmetros de interés para el cdlculo de los componentes electrénicos
necesarios para simular el comportamiento de una planta determinada.
Recuérdese la propuesta de simulaciéon de una planta con los siguientes parametros de
disefio:

f.=3.5kHz,
&=02.
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Consecuentemente se tiene:

w, =2m3500) = 21991.1485@,

s
__
2(0.2)
Recuérdese asi mismo la expresion para la frecuencia natural amortiguada como:
d

w, =w \1- & =21546.8370 2% |

s

El objetivo a partir de la obtencion de los pardmetros anteriores es encontrar los valores
de las variables m, n, R y C. Para tal efecto se deben escoger los valores de m y n 6 los
valores de R y C pues de esta forma se definird un sistema de ecuaciones simultdneas que
permitird conocer el valor del par complementario de valores.
Para el caso en estudio se seleccionan los valores R y C como sigue:

R=1kQ,

C = 10nF.
Sustituyendo todos los valores conocidos en las expresiones para f. y para el factor de
calidad Q se tiene:

T
‘ ZIRC\/mn’

mn
Q= ,
m+1

1

27(1kQ)(10nF Wmn
Jmn

m+1

El par de ecuaciones anteriores constituye un sistema de ecuaciones simultdneas a partir
del cual se pueden obtener los valores de m y de n y en consecuencia los valores de R;,
R, C; y C; necesarios para la construccion del circuito que se comportard de acuerdo con
los parametros iniciales.
A partir de la ecuacion para la frecuencia de corte se obtiene:

mn = 20.6778.
Sustituyendo la expresion anterior en la ecuacion para el factor de calidad resulta:

+20.6778

k‘

3500 =

25=

25=
m+1
El valor de m se define entonces como:
m=0.8191
n=25.2445.
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Empleando tales valores y recordando las consideraciones para el segundo método de
simplificacion de la funcion de transferencia, R;=mR, R,=R, C;=C, C,=nC se determinan
los valores de los componentes electronicos como sigue:
R;=(0.8191)(1kQ)=819.1Q
R, =1kQ
C;=10nF
C, = (10nF)(25.2445) = 252.445nF.

Los valores anteriores se pueden aproximar a los valores comerciales mds cercanos
resultando en:

R; =820Q
R, =1kQ
C;=10nF
C, =220nF.

El circuito resultante se muestra en la siguiente figura.

Figura 45. Circuito Sallen-Key préctico.

Es importante resaltar que los valores empleados para llegar al sistema de ecuaciones
simultdneas no siempre arroja valores utiles y el procedimiento se convierte en una serie
de iteraciones para llegar a valores satisfactorios para las necesidades del disefiador. Para
reducir las labores tediosas de cdlculos repetidos es recomendable introducir, en algin
programa de hoja de cdlculo para computadora, las expresiones para los factores que se
necesiten calcular. De esta manera el disefiador puede analizar infinidad de valores y
seleccionar los mds convenientes de acuerdo a sus necesidades reduciendo el excesivo
tiempo necesario en calcular de nueva cuenta un sistema una vez que se determina que no
es util.

Con los valores de m, n, R 'y C obtenidos en la seccidon anterior es necesario regresar a la
expresion para la funcion de transferencia correspondiente al filtro paso-bajas para de
esta manera poder analizar la respuesta del sistema a una entrada determinada.

La funcién de transferencia a utilizar en el presente trabajo tiene la forma:

V 1

S

V. s*(mnR*C*)+s[CR(m+D]+1

e

76



Al sustituir los valores de m, n, R y C resulta:
\% 1

S —

V, s*(2.0677E-09)+s(1.8189E -05) +1

Recuérdese que el objetivo principal de este trabajo de tesis es presentar una metodologia
para el disefio de un controlador aplicable a una planta o sistema determinado. En la
seccion anterior se mostré el método para determinar un circuito que simule el
comportamiento de un sistema de interés resultando ademds en una funcién de
transferencia acorde a los parametros de disefio preestablecidos. De esta forma se tienen
dos entidades, una experimental (circuito electrénico) y una matemdtica (funcién de
transferencia), que servirdn para estudiar el comportamiento del modelo matematico
seleccionado.

Como paso siguiente se encuentra el estudio matematico de la respuesta transitoria de la
funcién de transferencia anterior para posteriormente compararse con la respuesta
experimental del circuito.

IV.6. ANALISIS MATEMATICO DE LA RESPUESTA DEL SISTEMA EN
ESTUDIO.

Acorde con lo expuesto en secciones anteriores, al contar el disefiador con la funcién de
transferencia acorde al sistema de interés, es necesario seleccionar una entrada para
aplicarla al sistema. En el presente desarrollo se utilizard la entrada escalén unitario.
Recuérdese que la funcion de transferencia anterior se encuentra en el dominio de
Laplace por lo cual la entrada correspondientemente serd V, = 1/s. La respuesta entonces
se encuentra al aplicar la transformada inversa de Laplace a la funcion de transferencia
con la sefial de entrada aplicada.

Es importante recordar que en secciones anteriores del presente trabajo de tesis se
present6 el desarrollo de la transformada inversa de Laplace para los sistemas de segundo
orden subamortiguados, es decir con (0 < & < I). Dicho desarrollo es aplicable pues

para el caso en estudio se tiene que ¢ = 0.2. Las expresiones correspondientes al caso
subamortiguado se recuerdan a continuacion:

C(s) :{ % 2}[1}.
s +28ws+w,” s

Al expandir la expresion anterior por el método de fracciones parciales y utilizar la
expresion para la frecuencia natural amortiguada se obtiene:

1 (s+éa,) éa,
C(s)=—- ;= S
s (s+éw) +w,” (s+éw)’ +w,

De las tablas para transformadas de Laplace se tiene que:

s+éw _
7! . = e cosw,t

2 2
(s +éw,)” +w,
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w -
1! - | = e senaut
(s +éw,)" +w,

Al aplicar las expresiones anteriores para la obtencion de la transformada inversa de
Laplace de la funcién C(s) se obtiene:

c(t)=1-e=% cosa)dt+%sena)dt , parat> 0.
1-¢

O de otra forma:

—éw, 1 1- Ez
c(t)=1—————sen w,t + tan '
1= &2
Como paso siguiente se deben sustituir los valores del modelo matemético en estudio en
cualquiera de las dos ultimas expresiones para obtener el comportamiento de la respuesta
del sistema en el dominio del tiempo.
Al emplear la primera expresion y sustituir valores resulta:

Vi(t) = 1= e ™27 [c0s(21546.8370¢) + 0.2041sen(21546.8370¢)], para t > 0.

Es importante resaltar que los factores de las funciones coseno y seno en la funcién
anterior se encuentran en radianes y deberdn interpretarse adecuadamente.

La funcién anterior permite observar el comportamiento de la respuesta del sistema a una
entrada escalon unitario a través del tiempo. Nuevamente es recomendable que el
disefiador introduzca la funcién anterior a un programa de hoja de célculo para
computadora para poder graficar el comportamiento del sistema. A continuacién se
presenta una imagen de la respuesta al introducir la dicha funcién al programa Microsoft
Excel. El incremento de tiempo es de 0.00001 segundos y se calcularon 150 puntos.

,parat>0.
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Figura 46. Gréfica de la respuesta del sistema utilizando Excel.

Como se presentard posteriormente, la utilizacioén del programa para computadora Matlab
facilita todas las etapas de disefio y andlisis para las plantas y sistemas de control.

IV.7. ESPECIFICACIONES DE LA RESPUESTA TRANSITORIA PARA EL
SISTEMA EN ESTUDIO.

Una vez obtenida la respuesta del sistema para una entrada escalén unitario es posible
obtener las especificaciones de la respuesta transitoria. Tales cantidades permiten al
disefiador caracterizar el comportamiento del sistema. Para el caso en estudio dichas
caracteristicas de la respuesta se calculan como sigue.

Recuérdese que para el modelo matematico utilizado se encontraron los siguientes
pardmetros:

@, =21991.148679%
S
w, = 21546.83707%4

A

¢ =020
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-Tiempo de levantamiento, #,. Previamente se defini6 el tiempo de levantamiento como:
t, =L tan_l(&] = 'B,
w, -g w,
donde 0 =~¢w, = (0.20)(21991.1486) = 4398.2297. Sustituyendo en la ecuacién anterior
resulta:
- 1 tan_l( w, j _ 1 tan_l( 21546.8370) _ 1 (78.4677} _ 136943
" w, -0) 21546.8370 —4398.2297 21546.8370\ 180 21546.8371

t, =63.55Us

Lo anterior significa que la salida del sistema llegard al 90% de su valor final en
aproximadamente 60 microsegundos posterior a la aplicacion de la sefal de entrada.
Notese la conversion de grados sexagesimales a radianes al multiplicar por pi y dividir
entre 180 antes de interpretar los resultados en la férmula para encontrar el tiempo de
levantamiento. Dicha conversién se debe llevar a cabo pues la funcién fan™ arroja el
resultado en grados sexagesimales y no tiene sentido la aplicacion de dicho valor en
grados con los demds coeficientes de la formula.

-Tiempo pico, #,.

t
" w, 21546.873
Consecuentemente la respuesta alcanzara el valor maximo en lapso de tiempo anterior.

-Sobrepaso maximo, M,
Previamente se defini6 la férmula para el calculo del sobrepaso maximo como:

M, = ofarfai-e _ =)

Sustituyendo valores se encuentra:

(=)
%M , =0.5266 x 100 = 52.66% .

El resultado anterior implica que el valor del sobrepaso maximo serd 52.66% mds grande
que el valor estable de la salida. Para el caso en estudio recuérdese la aplicacion de una
entrada escalén unitario. Dicha sefial de entrada implica que el valor estable de la
respuesta es cercano a la unidad. En consecuencia el valor del sobrepaso para este caso
serd cercano al valor de 1.5266.

M, = e_ :e—(o.z/M)n — ¢ 0%12 = () 5066
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-Tiempo de asentamiento, Z.
La expresion para el célculo del tiempo de asentamiento utilizando el criterio del 2% se
defini6 previamente como:
t,=4T =4/ éw,
Sustituyendo valores se encuentra:
ty=4/ éw, =4/(0.2%21991.1486) =909.45 115 .

El valor anterior implica la estabilizacién de la respuesta alrededor de su valor final con
un 2% de variacién aproximadamente a los 900 microsegundos después de la aplicacion
de la entrada.

Todas las caracteristicas de la respuesta transitoria mostradas hasta el momento para el
sistema en estudio podréan ser corroboradas mediante el empleo del programa Matlab asi
como comparadas contra el comportamiento fisico del circuito eléctrico que simula a la
planta de interés.

IV.8. ANALISIS DEL SISTEMA MEDIANTE MATLAB.

Matlab es un programa computacional cuyo uso es frecuente en la ingenieria de control.
Su empleo en algunas secciones del presente trabajo facilitara las labores de calculo de la
respuesta del sistema en estudio asi como para el calculo de los pardmetros de control en
la seccién correspondiente.
Se utiliza la funcidn de transferencia de la planta en estudio definida previamente por:

V 1

S -

V, s*(2.0677E-09)+s(1.8189E-05) +1 '
En Matlab la nomenclatura para estudiar el sistema anterior se introduce como:
numl=[1];
den1=[0.0000000020677 0.000018189 1];
N=tf(num1,denl);
step (N);
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El resultado arrojado por Matlab se muestra en la siguiente figura.

Figura 47. Respuesta del sistema en Matlab.

A partir de la figura se puede observar que Matlab proporciona los valores de las
especificaciones de la respuesta transitoria directamente. Dichos valores se resumen en

la siguiente tabla.

Pardmetro Valor
Tiempo de levantamiento ¢, 55.1 Us
Tiempo pico 1, 146 Us
Sobrepaso maximo M, 52.7 %
Tiempo de asentamiento 7, 891 Us

IV.9. RESPUESTA EXPERIMENTAL DE LA PLANTA FiSICA.

Como se menciond previamente las especificaciones de la respuesta transitoria obtenidas
matematicamente deberdn verse reflejadas en el comportamiento fisico del circuito
eléctrico ante la entrada correspondiente. Dicho circuito se debe construir utilizando
componentes con los valores encontrados en las secciones anteriores en conjuncién con
un amplificador operacional. Se seleccioné el amplificador de uso general LM741 para
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implementar el circuito que simulard el comportamiento del modelo matemadtico. El
circuito resulta en:

Figura 48. Circuito préactico de la planta en estudio.

Debe entenderse que el estudio matemdtico de la respuesta de la planta se efectud
considerando como entrada la funcién escalén unitario. En la realidad el estudio del
comportamiento de la planta fisica se efectiia al aplicar una sefial de entrada continua
proveniente de un generador de funciones. Dado que la observacién del comportamiento
del sistema es dindmica, o en otras palabras, es de interés analizar la respuesta ante
cambios continuos de la sefial de entrada, usualmente se aplica una sefial cuadrada como
se muestra en la siguiente figura.

Figura 49. Sefial cuadrada.

La ecuacion matematica, en el dominio del tiempo, para la respuesta del sistema a entrada
escalon describe tinicamente el comportamiento de la planta considerando que en t=0 se
aplico la sefial de entrada y después se deja estabilizar el sistema mientras ¢ tiende a
infinito. En el caso prictico la sefal cuadrada deberd entenderse, en el contexto de la
aplicacion como sefial de entrada al sistema, como una sucesion de funciones escalén
positivo y escalén negativo. En consecuencia el sistema responderd alternando el signo
de la funcién de respuesta obtenida analiticamente.
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No se debe olvidar que el circuito empleado para simular la planta de interés es en
realidad un filtro eléctrico paso-bajas. Acorde con lo anterior el circuito permitird el paso
de senales por debajo de la frecuencia de corte utilizada como pardmetro de disefio del
filtro. El disefiador debe entonces seleccionar una sefial cuadrada de entrada dentro del
rango de frecuencias de operacion del filtro. Las sefiales con frecuencias por encima de
la frecuencia de corte serdn atenuadas por el circuito.

A continuacidn se presenta un diagrama esquematico del arreglo eléctrico utilizado para
observar la respuesta del sistema.

Figura 50. Diagrama del circuito de prueba, generador de funciones y osciloscopio.

Para el presente estudio se selecciona como entrada una sefial cuadrada con frecuencia de
330Hz y amplitud de 2 volts pico y se conecta a la entrada del circuito en R1.
La respuesta del sistema se muestra en la siguiente imagen.

Figura 51. Salida del circuito equivalente a la planta en estudio.
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En la pantalla del osciloscopio se muestran la sefial de entrada y la sefial de salida del
sistema. Obsérvese el comportamiento del sistema ante la aplicacion de la entrada. Se
aprecia claramente el sobrepaso y la oscilacion de la respuesta tal y como se predijo en el
andlisis matematico y la simulacién en Matlab.

A continuacién se muestran un acercamiento de la zona de oscilacion de la respuesta.

Figura 52. Acercamiento de la respuesta de la planta.

Mediante el uso de las funciones del osciloscopio es posible evaluar las caracteristicas de
la respuesta transitoria reales del sistema. De tal forma se encuentra que:

-Tiempo de levantamiento, ¢,.
t, =60Us .
-Tiempo pico, #,.
t, =152us.
-Sobrepaso maximo, M,,.
%M , =73.33% .

-Tiempo de asentamiento, .
ty= 920Us .
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A continuaciéon se pueden comparar los valores encontrados utilizando el método
analitico, Matlab y el circuito equivalente a la planta en estudio.

Pardmetro Andlisis tedrico Matlab Circuito
Tiempo de levantamiento ¢, 63.55 Us 55.1 Us 60 Us
Tiempo pico ¢, 145.8 Us 146 Us 152 Us
Sobrepaso maximo M, (%) 52.66% 52.7 % 50%
Tiempo de asentamiento #, 909.45 Us 891 Us 920 Us

Se puede observar una aproximacion aceptable entre todos los valores para las
caracteristicas de la respuesta transitoria.

V. ESTUDIO DEL CONTROLADOR PID.

V.1. DESARROLLO DEL CONTROLADOR CORRESPONDIENTE A LA
PLANTA SELECCIONADA.

En las secciones anteriores se presentaron las herramientas y métodos necesarios para el
estudio de las caracteristicas de un modelo matemaético asi como para su implementacion
electronica.

En las secciones subsecuentes se describirdn asi mismo las herramientas y métodos
necesarios para el andlisis, simulacién e implementacién de un controlador acorde a la
planta en estudio.

Para tal efecto de manera inicial se presentard la teoria relacionada a los controladores.
En seguida se abordaré el tema de los amplificadores operacionales, sus caracteristicas de
operacion y las diferentes configuraciones en las cuales se pueden utilizar para construir
los bloques necesarios para implementar un controlador PID analégico. Posteriormente
se obtendran analiticamente los valores de los componentes electrénicos necesarios para
la construccién del controlador. Una vez obtenidos tales pardmetros se estudiard la
respuesta del conjunto controlador-planta mediante la utilizacién de herramientas de
simulaciéon con objeto de realizar los ajustes necesarios antes de proceder a la
corroboracion de los resultados de forma experimental mediante la implementacién del
circuito correspondiente al controlador PID calculado.

V.2. INTRODUCCION A LOS CONTROLADORES.

Recuérdese que el objetivo principal de este trabajo de tesis es presentar una metodologia
para el disefio de un controlador aplicable a una planta o sistema determinado. Durante la
presente seccion se introducirdn los conceptos de controlador y accién de control asi
como una técnica para el disefio del controlador electrénico analdgico correspondiente a
la planta objeto de estudio en el presente trabajo de tesis.

Un controlador automatico compara el valor real de la salida de una planta con la entrada
de referencia, determina el error y produce una sefial de control que reduciré el error a
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A continuaciéon se pueden comparar los valores encontrados utilizando el método
analitico, Matlab y el circuito equivalente a la planta en estudio.

Pardmetro Andlisis tedrico Matlab Circuito
Tiempo de levantamiento ¢, 63.55 Us 55.1 Us 60 Us
Tiempo pico ¢, 145.8 Us 146 Us 152 Us
Sobrepaso maximo M, (%) 52.66% 52.7 % 50%
Tiempo de asentamiento #, 909.45 Us 891 Us 920 Us

Se puede observar una aproximacion aceptable entre todos los valores para las
caracteristicas de la respuesta transitoria.

V. ESTUDIO DEL CONTROLADOR PID.

V.1. DESARROLLO DEL CONTROLADOR CORRESPONDIENTE A LA
PLANTA SELECCIONADA.

En las secciones anteriores se presentaron las herramientas y métodos necesarios para el
estudio de las caracteristicas de un modelo matemaético asi como para su implementacion
electronica.

En las secciones subsecuentes se describirdn asi mismo las herramientas y métodos
necesarios para el andlisis, simulacién e implementacién de un controlador acorde a la
planta en estudio.

Para tal efecto de manera inicial se presentard la teoria relacionada a los controladores.
En seguida se abordaré el tema de los amplificadores operacionales, sus caracteristicas de
operacion y las diferentes configuraciones en las cuales se pueden utilizar para construir
los bloques necesarios para implementar un controlador PID analégico. Posteriormente
se obtendran analiticamente los valores de los componentes electrénicos necesarios para
la construccién del controlador. Una vez obtenidos tales pardmetros se estudiard la
respuesta del conjunto controlador-planta mediante la utilizacién de herramientas de
simulaciéon con objeto de realizar los ajustes necesarios antes de proceder a la
corroboracion de los resultados de forma experimental mediante la implementacién del
circuito correspondiente al controlador PID calculado.

V.2. INTRODUCCION A LOS CONTROLADORES.

Recuérdese que el objetivo principal de este trabajo de tesis es presentar una metodologia
para el disefio de un controlador aplicable a una planta o sistema determinado. Durante la
presente seccion se introducirdn los conceptos de controlador y accién de control asi
como una técnica para el disefio del controlador electrénico analdgico correspondiente a
la planta objeto de estudio en el presente trabajo de tesis.

Un controlador automatico compara el valor real de la salida de una planta con la entrada
de referencia, determina el error y produce una sefial de control que reduciré el error a
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cero o a un valor pequefio. El resultado del proceso anterior recibe el nombre de accion
de control.

Los controladores usualmente se clasifican en:

- De encendido y apagado (on/off)

- Proporcionales

- Integrales

- Proporcionales-integrales

- Proporcionales-derivativos

- Proporcionales-integrales-derivativos

En el presente trabajo de tesis se desarrollard un controlador tipo proporcional-integral-
derivativo.

Para tal efecto se presentan en las secciones subsecuentes los bloques que integran un
controlador proporcional-integral-derivativo cominmente conocido como un controlador
PID.

Como se defini6 en secciones anteriores un diagrama de bloques describe las
interconexiones entre los elementos de un modelo matematico determinado. El diagrama
de bloques siguiente corresponde a una planta con realimentacion negativa.

Entrada Salida
Planta >

Figura 53. Sistema con realimentacién negativa.

De la figura se entiende que para los sistemas realimentados negativamente la planta
recibe como entrada la diferencia entre el nivel deseado y el valor actual de la salida de la
planta. A tal sefal se le denomina sefial de error.
Como se menciond anteriormente un controlador utiliza como entrada la senal de error y
genera como salida la sefial de control que se alimenta directamente a la planta como se
observa en el diagrama de bloques a continuacion.

Entrada Salida
Controlador ¥ Planta >

Figura 54. Sistema controlador-planta.

Un controlador PID es una conjuncién de tres clases de acciones de control y el estudio
de sus bloques constitutivos se presenta a continuacion.
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V.3. ACCIONES DE CONTROL DE UN CONTROLADOR PID.

-Accion proporcional.
Para un controlador proporcional la relacion entre la salida del controlador u(?) y la sefial
de error e(t) es:

u(t) = K e(1),
o mediante el uso de la transformada de Laplace resulta:

UG _ g
E¢s) 7

en donde K, se considera la ganancia proporcional.
Es entonces que al observar la expresion en Laplace se puede concluir que un controlador
proporcional es un amplificador con ganancia ajustable. Recuérdese que u(?) es la salida
del controlador, no de la planta. Dicha sefal u(t) es la que se le aplicard a la planta para
obtener la salida deseada. Al observar la expresion para la salida del controlador se
observa que ésta se encuentra en funcion del valor de la ganancia proporcional K, y del
valor de la sefial de error. En otras palabras un valor grande de la sefial de error tenderd a
incrementar el valor de la salida del controlador proporcional; sin embargo dicho
incremento se verd afectado por el valor de la ganancia proporcional. Asi mismo, si el
valor de la sefal de error disminuye el valor de la salida del controlador proporcional se
reducira siendo afectado nuevamente por el valor de la ganancia proporcional.
Como se verd mds adelante cada accién de control tiene un efecto directo sobre la
velocidad de respuesta y el valor del error en estado estable.

-Accion integral.
Para un controlador con accién integral la tasa de cambio del valor de la salida del
controlador u(t) estd en funcién de una constante integral y la sefial de error como se
muestra en la siguiente expresion:

du(t)

dt

Recuérdese que u(t) es la salida del controlador, no de la planta. Dicha sefial u(t) es la
que se le aplicard a la planta para obtener la salida deseada. De la expresion anterior se
observa que la tasa de cambio de la salida del controlador u(?) es funcidén de la ganancia
integral K; y de la sefial de error. En consecuencia si el valor de la sefial de error es
grande significa que la tasa de cambio del valor de la salida serda grande. En otras
palabras el controlador “cambiard” su salida més rapido si el valor de la sefial de error es
grande y mads lento si el valor de la sefial de error es pequefio. De ahi que la accién
integral se utilice para darle capacidad de procesamiento temporal al controlador pues
continuamente se encuentra “‘cambiando” su salida de acuerdo a la magnitud presente de
la sefal de error. Importante es resaltar también que si la sefial de error se mantiene
constante la tasa de variacion de la salida del controlador es también constante y crecerd
de forma permanente.

=K.e(1).

88



Al integrar la expresion inicial resulta:
u(t) = K, [ eyt
0

en donde K; es una constante ajustable.
De la misma manera usualmente se conoce a la accién integral como una accién de
control “con memoria”. Lo anterior se basa en la naturaleza de la expresion anterior para
la accién integral. Geométricamente la integral representa el valor del drea bajo la curva
de la sefial de error en un periodo de tiempo. Para el cdlculo de dicha drea es necesario
utilizar los valores de la sefial de error en el periodo de tiempo de 0 a ¢ para la expresion
anterior. Lo anterior puede entenderse entonces como una accién “con memoria” por
parte de la accion integral. En otras palabras la accién integral constantemente utiliza el
error acumulado durante un lapso de tiempo para calcular el valor de la respuesta de la
accion integral.
Al aplicar la transformada de Laplace a la expresion anterior resulta:

U(s) _ K 1

E(s) fs'

-Accion derivativa.
La accién de control derivativa se define como:
u() = K, 40
dt

Recuérdese que u(t) es la salida del controlador, no de la planta. Dicha sefial u(t) es la
que se le aplicard a la planta para obtener la salida deseada. De la expresion anterior se
observa que el valor de la salida del controlador se encuentra en funcién de una ganancia
derivativa K, y de la tasa de cambio de la sefial de error. Lo anterior implica que si el
valor de la sefial de error varia grandemente, la magnitud de la salida del controlador sera
también de magnitud grande.
Aplicando la transformada de Laplace resulta:

U(s) _

E(s)
Mediante las expresiones anteriores es posible observar el comportamiento general de un
controlador PID. La accién proporcional opera directamente utilizando el valor de la
sefal de error en un momento determinado tratando de corregir dicha variacion. A su vez
la accion integral regird la tasa de cambio de la sefial de control utilizando también la
magnitud de la sefial de error. Finalmente la accién derivativa contribuird al valor de la
accion de control al “monitorear” la tasa de cambio de la sefial de error fungiendo como
un control “predictivo” de la sefial de error. Usualmente se considera que la accién
derivativa “conoce” el valor de la sefal de error a priori; sin embargo en la realidad
sucede que la accion derivativa proporciona un prondstico de la sefal de error basado en
la tasa de cambio del error. En otras palabras tdmese por ejemplo una sefial de error con
forma de onda tipo rampa. El error crecerd continuamente y la accién derivativa al
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conocer, en un instante determinado, la tasa de cambio para la rampa “predice” que la
sefal de error seguird creciendo y arroja un valor para la sefial de control acorde a dicha
tasa de variacion.

Como se mencioné anteriormente, en el presente trabajo se presentara el desarrollo de un
controlador proporcional-integral-derivativo o controlador PID.

V.4. EL CONTROLADOR PID.

Un controlador PID se construye mediante la combinacién de las tres acciones de control
descritas en la seccién anterior. Consecuentemente el controlador PID presenta
simultdneamente el comportamiento de las tres acciones de control que lo integran.

La ecuacién de un controlador con accién PID se obtiene mediante:

y de(t)
u(t) = K e(t) + K, [e(ddt + K, ——.
. dt

Con objeto de facilitar el uso de la ecuacion anterior las constantes de cada término a la
derecha se dejan en funcién de la ganancia proporcional K, definiendo las cantidades
siguientes:

K=K, 1

K,=K,T,.
A la cantidad T; se le denomina tiempo integral mientras que al valor 7, se le denomina
tiempo derivativo. Al inverso del tiempo integral se le denomina velocidad de reajuste.

Aplicando las expresiones anteriores la ecuacién para definir la salida de un controlador
PID resulta en:

K, de(t)
— p
u(t) =K o) + = ! e(dt + K, T, ==

Factorizando el valor de la ganancia proporcional se obtiene:
_ 1 de(t)
u(@) =K, {e(t) + Fje(z)azz +T, = } :

i 0

Utilizando la transformada de Laplace la ecuacion anterior se transforma en:

U(S) :Kp[l-"i"'Tdsj-

E(s) Ts

Asi pues el paso siguiente es la utilizacion de la expresion anterior para encontrar una
sefal de control aplicable a la planta en estudio. Del mismo modo que para la planta se
empleardn tanto un método analitico como la experimentacion con un circuito electrénico
para observar el comportamiento del controlador resultante. Previo a la presentacion de
los métodos para implementar el controlador es necesario estudiar las capacidades del
controlador elegido. Tal desempefio se puede visualizar al estudiar el error en estado
estable para los sistemas de control como se muestra en la seccién siguiente.
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V.5. ERRORES EN ESTADO ESTABLE PARA LOS SISTEMAS DE CONTROL
CON REALIMENTACION UNITARIA.

Son muchos los factores responsables de la existencia del error en los sistemas de control.
En esta seccidn se presentard el error en estado estable provocado por la incapacidad del
sistema de control para seguir ciertos tipos de entradas. Los sistemas de control se
clasifican de acuerdo a la capacidad para seguir entradas escalon, rampa, pardbola y otras.
Como se menciond con anterioridad las sefiales reales se pueden modelar utilizando las
sefales arriba listadas.

Toémese la siguiente expresion como la correspondiente a un sistema de control con
realimentacién unitaria:

KT, s+1)(T,s+1)..(T, s+1)

sY (Tys +D(Tys +1)..(T,s+1)

El término s" es un polo de multiplicidad N en el origen.

La clasificacion del tipo de controlador se da en base a la cantidad de integradores en la
funcién de transferencia en lazo abierto. En consecuencia un sistema sera tipo 0 si N=0,
tipo / si N=1y asi respectivamente.

Es importante resaltar que se estd clasificando el tipo de controlador, no se esta
definiendo el orden de la planta como se describié en secciones anteriores. En otras
palabras se podria tener una planta de 5 orden y utilizar un controlador tipo 2.

Entre mayor sea el nimero de integradores mayor serd la precision del controlador sin
embargo dicho incremento se encuentra asociado con problemas de inestabilidad por lo
cual se debera realizar un balance entre el tipo de controlador y su estabilidad.
Considérese la siguiente figura:

G(s)=

R (s) E (s) C(s)
G (s) —O—>»

Figura 55. Sistema de control.

La funcién de transferencia en lazo cerrado estd dada por:
Cis) _ G()
R(s) 1+G(s)’
Asi mismo la sefial de error se define como:

91



E(s) _ 1
R(s) 1+G(s)
El teorema del valor final se calcula como:

lim f(g(0)) = f(g(0)

Aplicando el teorema del valor final a la expresion para el error resulta el error en estado
estable ey por sus siglas en inglés “steady-state”:

e =Tlime(r) = lim sE(s) = lim—~&)_
P 50 -0 1+ G(s)
Para facilitar la manipulacién de los resultados, mostrados en la siguiente seccién, al
aplicar los diferentes tipos de entradas se definen los términos de sefial de posicion
correspondiente a una entrada escaldn, sefial de velocidad correspondiente a una entrada
rampa y sefial de aceleracion para una entrada parabola. Lo anterior se fundamenta en
las formas de sefial resultantes de aplicar la transformada inversa de Laplace a las
expresiones en el dominio de s para los tres tipos de entradas listados.

-Aplicacion de una entrada escalén.
Considérese el caso en el cual se aplica una entrada escalén y se desea conocer el valor
del error en estado estable. Para tal caso R(s)=(1/s) y resulta:

. K 1
e, = lim —
s=-01+G(s) s
_ 1
1+G(0)

Recuérdese que la funcién G(s) representa la funcién de transferencia de un controlador.
Se define entonces la constante de error de posicion estdtica K, mediante:
K, = lir% G(s) = G(0).
Regresando a la expresion para el error en estado estable se tiene:
s
e, = .
1+K,

Para un sistema tipo 0, es decir con N=0,
. KTs+D)T,s+1..(T s+1
K, = lig KT+ DT+ D Ts ¥ ) _
520 (Tis +D)(Tys +1)..(T,s +1)
Para un sistema tipo 1 o mayor, es decir con N> 1,
. KT s+1)T,s+1)..(T, s+1)
K » = lim S =0
=0T (Ts +D)(Tys +1)..(T s +1)
El par de valores de K, calculados se sustituyen entonces en la expresion para el error en
estado estable resultando en:

1 . .
e,, = ——, para sistemas tipo N=0.
1+ K
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e, =0, para sistemas tipo N=1.

De los resultados anteriores se puede concluir que la no existencia de un integrador (1/s)
en la trayectoria directa del controlador presenta un error en estado estable que se puede
minimizar aumentando el valor de la ganancia K. Sin embargo se pudiera pensar que se
debe incrementar considerablemente el valor de la constante K para reducir el error en
estado estable pero tal accidén va acompaiiada de problemas de inestabilidad.

-Aplicacion de una entrada rampa.
Para tal efecto la sefial de entrada R(s )=]/s2 .
Al aplicar dicho valor a la expresion para el error en estado estable resulta:

. S 1
e, = hm——2
s=01+G(s) s
=lim ! .
5-0 sG(s)

Se define entonces la constante de error de velocidad estdtica K, como:
K, = lirrolsG(s).

Al sustituir la expresion anterior en la ecuacion para el error en estado estable se tiene:

_ 1
e, =—.
T K

Para un sistema tipo 0, es decir con N=0,
K, =lim sK(T,s+1)T,s+1)..(T, s +1) 0o
=0 (s +D)(Tys +1)...(T,s +1)
Para un sistema tipo 1, es decir con N=1,
. sKT,s+1)T,s+1)..(T, s+1)
KV =1lim =
=0 s(Tys +D)(Tys +1)..(T, s +1)
Para un sistema tipo 2 o mayor, es decir con N=2,
. SK(T, s+1)T,s+1)..(T, s+1)
K, =lim—; =0
=0 s (Ts +D(Tys +1)..(T s +1)

Los valores de K, calculados se sustituyen entonces en la expresion para el error en
estado estable resultando en:

e, = oo, para sistemas tipo N=0.

A

1 . .
= X’ para sistemas tipo N=1.

Ss

e, =0, para sistemas tipo N=2.

De los resultados anteriores se observa que un sistema sin un integrador (1/s) en la
trayectoria directa es incapaz de seguir una entrada rampa mientras que la existencia de
un integrador presenta un error en estado estable constante. Asi mismo la presencia de
dos o mas integradores cancela el error en estado estable.
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-Aplicacion de una entrada parabola.
Para tal efecto la sefial de entrada R(s ):]/s3.
Al aplicar dicho valor a la expresion para el error en estado estable resulta:

. s 1
e, =lim—————
s=01+G(s) s

. 1
=lim— .
s=0 5°G(s)
Se define entonces la constante de error de aceleracion estdtica K, como:
K, =1lims*G(s).
s—0

Al sustituir la expresion anterior en la ecuacion para el error en estado estable se tiene:
1

eXS K

a

Para un sistema tipo 0, es decir con N=0,
K :hmszK(Tas +1)(T,s +1)...(T, s +1) “o
=0 (Tys +1)(Tys +1)...(T s +1)
Para un sistema tipo 1, es decir con N=1,
K. =lim s*K(T,s +1)(T,s +1)...(T, s +1) ~0
20 s(Tys +D(Tys +1)..(T,s +1)
Para un sistema tipo 2, es decir con N=2,
KT, s+1)(T,s+1)..(T, s+1
K, =lim K@D+ Ty 4D)
=0 s (T +D(Tys +1)..(T s +1)
Para un sistema tipo 3 o mayor, es decir con N> 3,
. SPK(T,s+1)(T,s+1)..(T, s +1)
Ka =1lim 3 = 00
=0 s (Ts+D(Tys +1)..(T, s +1)

Los valores de K, calculados se sustituyen entonces en la expresion para el error en
estado estable resultando en:
e, =00, para sistemas tipo N=0y N=1.

AR

1 . .
e, =—, para sistemas tipo N=2.

Ss

e, =0, para sistemas tipo N=3.

De los resultados anteriores se observa que los sistemas tipo 0 y 1 son incapaces de seguir
una entrada pardbola mientras que un sistema tipo 2 presenta un error en estado estable
constante siendo los sistemas de tipo 3 o superiores los Unicos que pueden seguir una
entrada pardbola.

Una vez presentada la manera en la cual se clasifican los controladores en funcién de su
habilidad para responder a entradas predefinidas recuérdese que el objetivo principal de
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este trabajo de tesis es presentar una metodologia para el disefio de un controlador
aplicable a una planta o sistema determinado. En las secciones anteriores se definié la
manera mediante la cual es posible la implementacion de un modelo matematico
utilizando un circuito electrénico. Se presenté asi mismo el estudio de la respuesta
transitoria de la planta correspondiente mediante el uso de matlab y de Ia
experimentacion fisica con el circuito electrénico. En la secciéon inmediata anterior se
presentd la teoria basica de un controlador PID y la clasificacién de los controladores
respecto a su desempefio. Respecto al controlador tipo PID se presentaron los bloques
que lo integran siendo éstos las acciones proporcional, integral y derivativa. Tales
bloques se pueden implementar electronicamente mediante el uso de amplificadores
operacionales en las configuraciones de amplificador, integrador, derivador y sumador
como se mostrard mds adelante.

V.6. EL AMPLIFICADOR OPERACIONAL COMO BLOQUE CONSTITUTIVO
DE UN CONTROLADOR ANALOGICO.

Un amplificador operacional, u op-amp, es un amplificador diferencial con una ganancia
muy alta, con una elevada impedancia de entrada y una impedancia de salida baja. Su
uso tipico es proporcionar cambios de amplitud de voltaje, osciladores, filtros eléctricos y
en circuitos de instrumentacién. Un amplificador operacional contiene varias etapas de
amplificador diferencial para lograr una ganancia de voltaje alta.

A continuacién se presentard la implementacion electrénica mediante amplificadores
operacionales de los bloques constitutivos de un controlador PID. No se abordard con
detalle la deduccién de las ecuaciones correspondientes, mismas que pueden ser
consultadas en la abundante literatura existente al respecto.

-Amplificador diferencial.

La siguiente figura muestra un amplificador operacional bdsico con dos entradas y una
salida.

Figura 56. Amplificador operacional.
Los amplificadores operacionales pueden utilizarse con entrada en una sola terminal con

la otra terminal conectada a tierra asi como con entradas independientes en cada terminal
de entrada también conocida como entrada diferencial.
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Cuando se aplica la misma sefial de entrada a ambas terminales de entrada, se obtiene
como resultado la operacion en modo comiin. Resulta ideal cuando las dos entradas son
amplificadas de manera igual, y dado que a la salida se presenta como resultado senales
de polaridad opuesta dichas sefiales se cancelan. Es importante sefialar que en la realidad
la sefial de salida de un amplificador operacional funcionando en modo diferencial
presentard una sefial pequefia a la salida.

Como se verd mds adelante en el presente trabajo, una caracteristica importante de una
conexidn diferencial es la gran amplificaciéon que sufren las sefiales que son opuestas en
las entradas, mientras que las que son comunes a las dos entradas son s6lo ligeramente
amplificadas; la operacion global amplifica la sefial diferencial, mientras que rechaza la
seflal comun en las dos entradas. Debido a que el ruido (cualquier senal de entrada no
deseada) es por lo general comin a ambas entradas, la conexién diferencial tiende a
proporcionar atenuacion de esta entrada no deseada, mientras proporciona una salida
amplificada de la sefal diferencial aplicada a las entradas. Esta caracteristica de
operacion se conoce como rechazo en modo comun. Lo anterior es de suma importancia
al recordar los diagramas de bloques asociados tanto al modelo electrénico de la planta
como del controlador pues los puntos suma son esencialmente amplificadores
operacionales funcionando en modo diferencial. Recuérdese que para un sistema con
retroalimentacion negativa la sefial de error se obtiene al restar la sefial retroalimentada
de la senal de entrada con el objetivo de conocer “la desviacién” de la seial de salida de
la planta respecto a la entrada al sistema. Es asi entonces que el amplificador en
configuracién diferencial permite el calculo de dicha “diferencia” que efectivamente es la
sefial de error.

-Amplificador inversor.

Figura 57. Amplificador inversor.

Para un amplificador operacional en configuracion de amplificador inversor la salida se
obtiene multiplicando la entrada por una ganancia determinada por la resistencia de
entrada R; y la resistencia de retroalimentacion Ry, con la salida invertida respecto a la
entrada. Es asi que la ecuacidn para la salida se define como:

R
v=-"Av.

1
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-Amplificador no inversor.

Figura 58. Amplificador no inversor.

La expresion para encontrar el voltaje de salida respecto a la entrada se encuentra dada
por:

R
& =1+ _f .
V. R
-Amplificador sumador.
b
° Ra Ry
W &
5 -
Riq

Yo

Figura 59. Amplificador sumador.

La configuracion anterior proporciona un medio para sumar algebraicamente los voltajes
a la entrada del amplificador operacional. La figura se muestra para una configuracién de
3 entradas sin embargo dicho nimero podria modificarse de acuerdo a la aplicacién. La

sefal de salida para la configuracién de tres entradas mostrada en el diagrama superior se
calcula mediante:

1 1 1
V,=-R,| —V, +—V, +—V, |.
0 f[R 1 R 2 R 3]

1 2 3
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-Amplificador integrador.

Yo

Figura 60. Amplificador integrador.

La expresion para el voltaje de salida del amplificador operacional en configuracion de
integrador de la figura es:

_ 1
v, = _R—CJ-VI(t)dt .

Al aplicar la transformada de Laplace a la ecuacion anterior resulta:
1
SRC

La expresion en el dominio del tiempo para el integrador indica que la salida es la
integral de la entrada, con inversién en la polaridad y una ganancia dada por 1/(RC).
Dicho comportamiento que involucra la integracién de una sefial proporciona al bloque
integrador la habilidad de resolver ecuaciones diferenciales y en consecuencia solucionar
eléctricamente la operacion de los sistemas fisicos. De la teoria matematica de la integral
si se considera como entrada un valor constante el resultado de la integracion serd una
sefal tipo rampa. Como se vio en las secciones anteriores, usualmente las caracteristicas
de la respuesta transitoria de los sistemas se encuentran mediante la aplicacién de una
sefal escalon unitario. Si dicha sefial se aplica a un circuito integrador con amplificador
operacional se encontrard que la salida del circuito deberd ser una rampa concordando
con la integracién de un valor constante de voltaje representado por la sefial escaléon a la
entrada. Lo anterior se deberd corroborar al implementar electronicamente el
controlador.

La expresion matemdtica para el amplificador integrador anterior es limitada pues la ruta
de retroalimentacién se encuentra dada exclusivamente por un capacitor. A bajas
frecuencias donde dicho elemento actia como un circuito abierto no existe ruta de
retroalimentacién y se puede considerar que el amplificador se encuentra en lazo abierto.
En tal condicién de operacion las corrientes y voltajes de desvio, explicadas en breve,
provocan que el amplificador no se comporte deseablemente. Es por ello que en la
configuracion del amplificador integrador a utilizar en el presente trabajo se introduce
una resistencia de realimentacion para evitar tales efectos indeseables.

Vo _
Vi
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En consecuencia la configuracién del amplificador operacional integrador resulta en la
siguiente figura:

Figura 61. Integrador compensado para bajas frecuencias.

El cédlculo de la funcién de transferencia correspondiente al circuito anterior se realiza
como sigue.
La impedancia del capacitor se puede expresar como:
X. = 1/sC
La resistencia equivalente de retroalimentacién se define como:
75) o
Requivalente =t i —
R, X, (R,Cs +1)

Utilizando la expresion para un amplificador inversor resulta:
R, .
equivalente
V,=———7-—YV,
Rl
Finalmente al sustituir valores el circuito para el integrador tiene una funcién de

transferencia dada por:
V. _ R, 1
1% R \R,Cs+1/

-Amplificador diferenciador.

F
C
H%
W]
Yo

Figura 62. Amplificador diferenciador.
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La expresion para el cdlculo de la salida de un amplificador diferenciador se define
mediante:
dv, (1)
dt
Al aplicar la transformada de Laplace a la funcién anterior resulta:

v, (1) = —RC

Y =-sRC.
1

La expresion en el dominio del tiempo para el diferenciador indica que la salida es la
derivada de la entrada, con inversion en la polaridad y una ganancia dada por RC.
Al igual que para el caso del integrador la expresion matemadtica para el amplificador
diferenciador anterior presenta problemas pues a altas frecuencias el capacitor actia
como un circuito corto provocando que la ganancia del amplificador sea excesiva. Es por
ello que en la configuracién del amplificador diferenciador a utilizar en el presente
trabajo se introduce una resistencia en la ruta de entrada de la sefal para limitar la
ganancia a altas frecuencias. En consecuencia la configuracion del amplificador
operacional integrador resulta en la siguiente figura:

Figura 63. Diferenciador compensado para altas frecuencias.

El cédlculo de la funcién de transferencia correspondiente al circuito anterior se realiza

como sigue.
La impedancia del capacitor se puede expresar como:
X. = 1/sC
La resistencia equivalente se define como:
I RCs+l1
equivalente = RZ + Xc = RZ t—= ZCS :
sC sC
Utilizando la expresion para un amplificador inversor resulta:
R
V,=-——V

e
equivalente

Finalmente al sustituir valores el circuito para el diferenciador tiene una funcién de
transferencia dada por:
V. __ RCs
V., RCs+1
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Consideraciones importantes sobre amplificadores operacionales.

Antes de proceder a la implementacion electronica de los bloques anteriormente
expuestos con objeto de construir el controlador PID analégico es necesario describir
ciertas caracteristicas de desempefio de los amplificadores operacionales pues dichas
propiedades limitardn el uso de tales dispositivos en la implementacién del controlador
PID.

-Corrientes y voltajes de desvio.

La operacion ideal de un amplificador operacional implica considerar las etapas de
amplificacion correspondientes a ambas entradas como completamente idénticas. En la
realidad lo anterior no es factible. Existen diferencias inherentes entre dichas etapas. En
el caso real al conectar ambas terminales a un potencial cero la salida presenta un valor.
Asi mismo un amplificador operacional ideal considera que la impedancia de entrada es
infinita resultando en corrientes nulas en las terminales de entrada. Lo anterior tampoco
ocurre en la realidad. Existen valores muy pequefios de corriente entrando a las
terminales y de nuevo dichos valores no son exactamente iguales. El efecto anterior
debido a las corrientes se denomina cominmente como los efectos de la corriente de bias
que tendran impacto sobre la sefal de salida.

-Parametros de frecuencia.

Los amplificadores operacionales estidn disefiados para tener altos valores de ganancia y
gran ancho de banda. Las caracteristicas anteriores generalmente tienden a convertir al
dispositivo en inestable. Para asegurar la operacion estable, los amplificadores
operacionales se construyen con circuitos de compensacion internos que provocan que la
ganancia muy alta de lazo abierto disminuya con el incremento de la frecuencia. A esta
reduccién de ganancia se el conoce como atenuacion progresiva. En la mayoria de los
amplificadores, la atenuacion progresiva se presenta con un porcentaje de 20dB por
década.

-Ganancia-ancho de banda.

Debido a los circuitos de compensacion interna de los amplificadores operacionales la
ganancia de voltaje cae conforme se incrementa la frecuencia. Las especificaciones del
op-amp proporcionan una descripcién de la ganancia en funcién del ancho de banda. La
siguiente figura proporciona una grafica de la ganancia en funcién de la frecuencia para
un amplificador operacional tipico.
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Figura 64. Gréfica de la ganancia en funcion de la frecuencia para un op-amp general.

Si se decrece la frecuencia hasta DC, la ganancia se convierte en el valor listado por la
especificaciéon como ganancia diferencial de voltaje Ayp. Conforme aumenta la
frecuencia de la sefal de entrada, la ganancia en lazo abierto cae hasta que finalmente
llega al valor de 1. La frecuencia en este valor de ganancia la especifica el fabricante
como el ancho de banda de ganancia unitaria, B;. Dicho valor se considera un ancho de
banda puesto que representa un rango de frecuencia desde 0 Hz hasta el valor de
frecuencia en donde la ganancia es unitaria. Otra frecuencia de interés es aquella para la
cual la ganancia cae 3dB. Dicha frecuencia es la frecuencia de corte del amplificador
operacional f.. La frecuencia de ganancia unitaria y la frecuencia de corte se encuentran
relacionadas por la siguiente expresion:

fi=Anf.

Dado lo anterior a la frecuencia f; también se le conoce como producto ganancia — ancho
de banda del amplificador operacional.

-Rapidez de respuesta SR (Slew Rate).

Otro pardmetro que refleja la habilidad del amplificador operacional para manejar
diversas sefales es la rapidez de respuesta, definida como la tasa maxima a la cual la
salida del amplificador puede cambiar en volts por microsegundo (V/ i s).

AV
SR =—2.
JAV
Lo anterior implica que si se intenta llevar a la salida a una tasa de cambio de voltaje

mayor que la rapidez de respuesta, la salida no serd capaz de cambiar lo suficientemente
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répido, por lo que no variard a lo largo del intervalo completo esperado, y se obtendra
como resultado el recorte o distorsion de la sefial.

-Frecuencia maxima de seiial.

La frecuencia médxima a la que puede operar un amplificador operacional depende tanto
de los pardmetros de ancho de banda (BW) como de la rapidez de respuesta (SR) del
mismo. Para una sefial senoidal definida por:

v, = Ksen(21ft),
la tasa de cambio de voltaje mdxima es 2 71/K.
Para evitar la distorsion en la salida la tasa de cambio tiene que ser menor también a la

velocidad de respuesta por lo que:

SR
<—.
/ 27K

V.7. IMPLEMENTACION ELECTRONICA DE UN CONTROLADOR PID.

A lo largo de la seccidon anterior se presentd brevemente la teoria necesaria para la
utilizacién de los amplificadores operacionales en la implementacién de los bloques
constitutivos de un controlador PID analégico.

En los parrafos siguientes se presentard un método para calcular los diferentes valores de
los componentes electrénicos necesarios para construir el controlador PID.

Recuérdese la funcién de transferencia de un controlador PID como sigue:

U(s) 1
=Kp[1+—+Tds].
E(s) Ts

Estudiando la expresién anterior se observa que la implementacion electrénica de tal
controlador implica la utilizacién de un amplificador con ganancia unitaria para obtener
el primer término dentro del paréntesis; la utilizacion de un amplificador en
configuracion de integrador para obtener el segundo término dentro del paréntesis asi
como un amplificador diferenciador para obtener el tercer término dentro del paréntesis.
Los tres elementos anteriores se suman resultando en la necesidad de utilizar un
amplificador sumador. Finalmente se requiere un amplificador con ganancia K, que
afecte al conjunto de bloques dentro del paréntesis.
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Tal implementacion resulta en un circuito para el controlador PID con la siguiente
configuracion:

Figura 65. Circuito del controlador PID.

De la figura anterior se observa el uso de configuraciones de amplificador operacional
que provocan un cambio en la polaridad de la sefial de salida. Como se verd mas adelante
tales cambios de polaridad no tienen efecto en la salida final de la planta pues en la
configuracién final el cambio de polaridad a través de las etapas del circuito completo
resulta en la obtencion de una sefial con la polaridad correcta.

El circuito final propuesto es de la forma:
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Figura 66. Circuito completo para el sistema controlador-planta.
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Utilizando las expresiones analiticas para las acciones de control y las expresiones que
definen la salida de los amplificadores operacionales en sus diferentes configuraciones es
posible comparar los coeficientes con el objetivo de encontrar los valores de los
componentes electronicos (resistores y capacitores) necesarios para construir el circuito
que fungird como controlador PID.

-Amplificador con ganancia unitaria.
La funcién matematica que describe la salida de un amplificador inversor estd dada por:

R
v =-—Lvy,.
Rl
Para el caso en estudio la expresion correspondiente es:
R9
vV, =-—V,
10
Si se selecciona Rg = R; resulta:
v, ==V,

y se obtiene la ganancia unitaria requerida en el primer término de la expresion para el
controlador PID.
De la figura para el circuito del controlador y la planta observe que siguen en cascada al
amplificador de ganancia unitaria un amplificador sumador inversor y un amplificador de
ganancia inversor. Si se desea conocer el valor total de la ganancia al seguir la
trayectoria de la sefial a partir del bloque con ganancia unitaria hasta la entrada a la planta
se tiene:
GTotal de ruta ganancia 1 = Ix % x % = % .

6 4 674

Recordando la expresion correspondiente al controlador PID se tiene:

U(s) :Kp(l-l-L-*-Tdsj'
E(s) Ts

Se observa que el primer término dentro del paréntesis corresponde al amplificador con
ganancia unitaria. Sin embargo tal factor se ve multiplicado por el término K,. A partir
de la funcién de transferencia para el controlador PID el resultado de aplicar todas las
ganancias en cascada a lo largo de la trayectoria del amplificador con ganancia unitaria
desde el punto de la sefial de entrada hasta el punto de entrada a la planta debe igualar al
valor de K,,. Se tiene entonces que:

R R,

K, = .
" R.R,
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-Amplificador integrador.
Recuérdese que el término correspondiente al bloque integrador en la funcién de
transferencia del controlador PID es:
U(s) 1
E(s) "Ts
De manera similar al caso del amplificador con ganancia unitaria para el caso del
amplificador integrador se calcula también la ganancia total a lo largo de la trayectoria de
integracion desde el punto de la sefial de entrada hasta el punto de entrada a la planta. La
ganancia total, en valor absoluto, a lo largo de la trayectoria de integracion se calcula
como:

=K

int egrador

& x& x& = —R13R5R3
R, Ry R, R,RR,
Se puede observar, a partir de la funcion de transferencia para el controlador PID, que el
numerador del coeficiente del término integral es K.
Sin embargo solo se conoce el valor total de la ganancia a lo largo de la ruta de
integracién con valor definido por el término Grosi de ruta integracion- S€ puede considerar
que la ganancia total a lo largo de la ruta de integracién “contiene” de alguna manera al
valor K,. Lo anterior se plantea con objeto de manipular los valores de ganancia de
forma que resulten con la estructura requerida por la funcién de transferencia del
controlador PID. Para lograr lo anterior es necesario plantear la siguiente ecuacion:
GTotal de ruta integracion = AXx Kp'
Donde A es un coeficiente necesario para que el resultado final de la aplicacién de K,
resulte en la ganancia total del circuito al utilizar la ruta de integracion.
Al despejar el término A se encuentra su valor dado por:
R13R5R3 = Ax R5R3
R, R¢R, R¢R,
- R6R13
R8R14
A vpartir de la ecuacidn Growi de ruta integracion = AX K, se puede despejar el valor de K,
resultando:

GTotal de ruta integracion =

A

Kp = ( GTotal de ruta integracion ) / A.
Recordando el término integral, obtenido a partir de la funcién de transferencia para el
controlador PID, se tiene entonces que al aplicar el valor de la ganancia proporcional K,

4 (. 1
recién calculada al término K, T resulta:
S

1
U(S ) _ 1 _ GTomlderuta int egracion 1
=K,—= -
E(s) T.s A T.s
Se observa la existencia de un nuevo valor en el denominador resultado de la
multiplicacion de A con 7;. Se definird dicho término como 7;’.

int egrador
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Consecuentemente el término correspondiente a la accion integral resulta en:

U(S) — GTotaldermainl egracion l
' .
E(S) int egrador 7"1 s
Adicionalmente a partir de las dos ecuaciones anteriores se encuentra que:
T.'=AT,.

La importancia de la variable 7;” se verd a continuacion.
Utilizando la funcién matematica con resistencia de retroalimentacion, que describe la
salida de un amplificador operacional en configuracién de integrador se encuentra que

para el caso en estudio:
LY
V. R,\RCs+1)

A diferencia de la expresion ideal para un amplificador integrador la ecuacidn anterior se
ve afectada por una ganancia dada por R;3/R;, ademds de contar con un polo desplazado
en lugar de un polo en el origen. La expresion anterior se puede generalizar mediante la
siguiente funcidn de transferencia:

E e _Gi (#J ,

V, T's+1

Donde 7;’ es un tiempo integral diferente de 7; resultado de la utilizacion de la resistencia
de retroalimentacidn.
Para el caso en estudio 7;’ = R;3C4.
El valor G; es un valor de ganancia parcial a través del amplificador operacional
integrador inversor y su valor se absorbe dentro del t€rmino Groui de ruta integracion Calculado
previamente.
Al haber obtenido los valores de A y de T;’ es posible entonces calcular el tiempo integral
T; mediante la ecuacién 7;'= AT,. Resulta entonces:

= T_l' - R13C4 /1 - R8R14R13C4

A R6Rl3 /R8R14 R6Rl3
T - R8R14C4
l R6

Mediante la seleccion de valores para las resistencias y el capacitor en la ecuacidn
anterior es posible definir el tiempo integral 7; y consecuentemente definir el bloque
integrador del controlador PID.
Como se mostrard posteriormente existen reglas para la definicién del tiempo integral 7;

asi como restricciones de operacion de los amplificadores operacionales que limitan la
seleccién de los valores para las resistencias y el capacitor involucrados.

b

-Amplificador diferenciador.
Recuérdese que el término correspondiente al bloque diferenciador en la funcién de
transferencia del controlador PID es:
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U(s)

E(s) diferenciador
De manera similar a los casos del amplificador con ganancia unitaria y el amplificador
integrador para el caso del amplificador diferenciador se calcula también la ganancia total
a lo largo de la trayectoria de diferenciacion desde el punto de la sefial de entrada hasta el
punto de entrada a la planta. La ganancia total, en valor absoluto, a lo largo de la
trayectoria de diferenciacion se calcula como:
Ry x& X Ry = RuRRy
R12 R7 R4 R12R7R4
Se puede observar, a partir de la funcion de transferencia para el controlador PID, que el
numerador del coeficiente del término diferenciador es K, 7.
Sin embargo solo se conoce el valor total de la ganancia a lo largo de la ruta de
diferenciacion con valor definido por el término Growi de ruta diferenciacion- NUEVamente se
puede considerar que la ganancia total a lo largo de la ruta de diferenciacion “contiene”
de alguna manera al valor K,,. Lo anterior se plantea con objeto de manipular los valores
de ganancia de forma que resulten con la estructura requerida por la funcién de
transferencia del controlador PID. Para lograr lo anterior es necesario plantear la
siguiente ecuacion:

=K,(T,s).

GTotal de ruta diferenciacion =

GTotal de ruta diferenciacion = Kp X B.
Donde B es un coeficiente necesario para que el resultado final de la aplicacion de K,

resulte en la ganancia total del circuito al utilizar la ruta de diferenciacion.
Al despejar el término B se encuentra su valor dado por:
Ry RsR; - R;R; x
R12R7R4 R6R4
B - R6R11
R7R12
A partir de la ecuacion Growl de ruta diferenciacion = Kp % B, se puede despejar el valor de K,
resultando:

B

Kp = ( GTotal de ruta diferenciacion ) / B.
Recordando el término diferenciador, obtenido a partir de la funcién de transferencia para
el controlador PID, se tiene entonces que al aplicar el valor de la ganancia proporcional

K, recién calculada al término K ,(7,s) resulta:

U(S) GTotalderutadi 1aciol
—_ — iferenciacion
=K, TI;s= I,s.
B
Se observa la existencia de un nuevo valor en el numerador resultado del cociente 7,/ B.
Se definira dicho término como 7 .
Consecuentemente el término correspondiente a la accidn derivativa resulta en:
U(s)

E(S) diferenciador

E(S) diferenciador

T,'s.

Totalderutadiferenciacion
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Adicionalmente a partir de las dos ecuaciones anteriores se encuentra que:

T
Td':E".
La importancia de la variable 7" se vera a continuacion.
Utilizando la funcién matemadtica con resistencia para regular la ganancia a altas
frecuencias que describe la salida de un amplificador operacional en configuracién de
diferenciador inversor se encuentra que para el caso en estudio:

V. _ R Css

V, R,Cis +1
A diferencia de la expresion ideal para un amplificador diferenciador la ecuacién anterior
se ve afectada por una ganancia dada por R;;C; ademds de contar con un cero en el
origen. La expresion anterior se puede generalizar mediante la siguiente funcién de
transferencia:

s
¢ T,)s+1)
Donde T, es un tiempo derivativo diferente de 7, resultado de la utilizaciéon de la
resistencia de limitacion de ganancia a altas frecuencias.
Para el caso en estudio 7;" = R;>Cs.
El valor G; es un valor de ganancia parcial a través del amplificador operacional
diferenciador inversor y su valor se absorbe dentro del término Grosal de ruta diferenciacion
calculado previamente.
Al haber obtenido los valores de B y de T,  es posible entonces calcular el tiempo

Vi -
Ve

T
derivativo T, mediante la ecuacién T, '= -4
Resulta entonces:
T - B xTv: R6R11 R12C3
! l R7R12 1 ,
T - R6R11C3
d R7

Mediante la seleccion de valores para las resistencias y el capacitor en la ecuacién
anterior es posible definir el tiempo derivativo T, y consecuentemente definir el bloque
diferenciador del controlador PID.

Al igual que con el bloque de ganancia unitaria y el bloque integrador existen reglas para
la definicion del tiempo derivativo T, asi como restricciones de operacién de los
amplificadores operacionales que limitan la seleccion de los valores para las resistencias
y el capacitor involucrados.

A manera de resumen se presentan a continuacion las ecuaciones correspondientes a la
ganancia proporcional, al tiempo integral y al tiempo derivativo para el circuito del
controlador PID desarrollado.
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Ry R;

K, =
" R.R,
T = RsR,,C,
R6
T, = RR,,Cy .
R7

El desarrollo anterior proporciona las ecuaciones a utilizar para el cdlculo de los
parametros de operacion del controlador PID. Sin embargo, al estudiar el circuito
completo del controlador electrénico, se observa que se emplea también un amplificador
operacional para restar la sefial de entrada de la sefal de retroalimentacién ademas de un
amplificador operacional en configuraciéon de sumador para integrar las 3 acciones de
control.

-Amplificadores sumadores.

-Amplificador diferencial a la entrada.

Se observa que a la entrada del circuito se presenta un amplificador cuya funcién es la de
restar la sefial de entrada de la sefial de retroalimentacion. Dicho amplificador tiene la
siguiente configuracion:

Figura 67. Amplificador operacional diferencial.

Tal funcién se puede implementar con un amplificador operacional en configuracién
diferencial. La expresion para el comportamiento del amplificador diferencial de la
figura anterior se define como:

_ (Rh + Ri )R/ Rh
Vsalida - VZ (W _Vl F :

Para el caso en el cual R, = R; y R; = Ry la expresion anterior se simplifica a:
Vowiaza =V2 = V.

salida
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-Amplificador sumador a la salida de los bloques PID.

Asi mismo se emplea un amplificador operacional a la salida de las 3 acciones de control
para sumarlas. La configuracién del sumador anterior es como se muestra en la siguiente
figura.

Figura 68. Amplificador sumador.

La expresion para el amplificador sumador resulta entonces en:

v, = —RS(V" s Y j
R, R, R,
Los desarrollos anteriores proporcionan las ecuaciones necesarias para calcular los
pardmetros de sintonizacién del controlador PID asi como para la configuracion de los
bloques sumadores necesarios para la implementacion del controlador. En la siguiente
seccion se presentard la metodologia necesaria para encontrar los valores adecuados de la
ganancia proporcional K, del tiempo integral 7; y del tiempo derivativo 7.

V.8. SINTONIZA CION DEL CONTROLADOR PID.

La eleccion de los valores mds adecuados para la ganancia proporcional K,, para el

tiempo integral 7; y para el tiempo derivativo T, recibe el nombre de sintonizacion del

controlador PID.

Existen diversos métodos de sintonizacién para los controladores. En el presente trabajo

se abordard exclusivamente la metodologia Ziegler-Nichols.

Ziegler y Nichols sugirieron dos reglas para sintonizar los controladores PID.

La primera regla se basa en las respuestas escaléon experimentales mientras que la

segunda se sustenta en el valor de la ganancia proporcional K, cuando sélo se utiliza la

accion proporcional para el control de la planta y se presenta una condicion de estabilidad

marginal. Entiéndase la estabilidad marginal como aquella condicién en la cual el

sistema comienza a oscilar.

Usualmente la eleccion de los valores de sintonizacion se realiza mediante

experimentacion directa con la planta en estudio. Es decir se presenta un ejercicio de

prueba y error hasta encontrar la respuesta deseada.

En el presente trabajo de tesis se empleard el primer método dado que la condicién de

estabilidad marginal, tal y como la requiere el segundo método de Ziegler-Nichols, no se

presenta para la planta en estudio. Para conocer si un sistema es susceptible de sintonizar
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utilizando el segundo método de Ziegler-Nichols se utiliza alguno de los criterios de
estabilidad existentes en la literatura para valorar el comportamiento del sistema y
encontrar si existe la estabilidad marginal para algin de la ganancia. Para el caso en
estudio el sistema no presenta oscilacién sostenida para ningin valor de la ganancia
proporcional. Consecuentemente se aplica el primer método de sintonizacidn.

-Primer método de sintonizacion de Ziegler-Nichols.

Para la aplicacion del primer método de sintonizacion se obtiene de manera experimental
la respuesta de la planta a una entrada escalon unitario como se muestra en la siguiente
figura.

Figura 69. Curva de respuesta y pardmetros Ly 7.

Si la planta no contiene integradores (polos en el origen) ni polos dominantes complejos
conjugados, la curva de respuesta escalon unitario puede tener forma de S mostrada en la
figura anterior.

Como se encontrén en las secciones anteriores, la respuesta a entrada escalon del sistema
en estudio en el presente trabajo no tiene exactamente forma de S. Lo anterior implica
que la aplicacién del primer método de sintonizaciéon de Ziegler-Nichols no arrojard los
valores exactos para la ganancia proporcional y el tiempo integral y el tiempo derivativo.
Sin embargo el método se utilizard para obtener una aproximacion analitica de los valores
de sintonizacion.

A partir de dicha aproximacion se realizard una sintonizacion adicional para encontrar los
valores mds adecuados para la aplicacién. Posteriormente se efectuard una comparaciéon
con la respuesta experimental del circuito equivalente a la planta en estudio.

A partir de la figura anterior para una respuesta con forma de S se observan dos
parametros. El tiempo de retardo L y la constante de tiempo 7. El tiempo de retardo y la
constante de tiempo se determinan dibujando una recta tangente en el punto de inflexion
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de la curva de respuesta y determinando las intersecciones de esta tangente con el eje del
tiempo y la linea correspondiente al valor de error en estado estable K.
Ziegler y Nichols sugirieron los valores de K, T; y T, de acuerdo con la siguiente tabla.

Tipo de controlador | K, T; T,

P T/L ) 0

PI 0.9(T/L) | L/0.3 | 0
PID 1.2(T/L) | 2L 0.5L

El presente estudio desarrollard un controlador PID. En consecuencia las ecuaciones en
la dltima fila son aplicables al caso de estudio.

Recuérdese que usualmente los métodos de sintonizacién de Ziegler-Nichols se emplean
de manera experimental; sin embargo el método también se puede utilizar analiticamente
para encontrar los valores de sintonizacién como se mostrard en breve.

En los pérrafos anteriores se mostr6 que el primer método de sintonizacion implica el
célculo de los pardametros L y T a partir de una recta tangente a la curva de respuesta en el
punto de inflexion.

En las secciones referentes al andlisis de la respuesta transitoria se encontré una
expresion matemadtica que define la curva de respuesta a entrada escalén para la planta en
estudio.

Para la aplicacion del primer método de sintonizacidn es necesario encontrar la recta
tangente al punto de inflexiéon de la curva de respuesta de la planta. La definicién
matemadtica de dicha recta es posible al conocer el valor de su pendiente y el de un punto
cualquiera.

Lo anterior se obtiene a partir de la expresion matemadtica para la respuesta a entrada
escalon de la planta.

Matemdticamente el punto de inflexion de una curva se encuentra mediante la igualacion
a cero de la segunda derivada de la expresion para la respuesta del sistema. De tal
igualacion a cero resultardn los valores de ¢ para los cuales la curva presenta puntos de
inflexién. Para la definicion de la recta tangente de interés es necesario calcular el valor
de ¢ del primer punto de inflexion.

Una vez obtenido el punto de inflexion es posible valuar la funcién de la respuesta en el
valor t y de esta manera obtener el punto que serd comtn tanto a la recta tangente como a
la curva de la respuesta del sistema.

Paso restante es encontrar el valor de la pendiente de la recta para entonces definir la
ecuacion de la recta tangente y como resultado poder calcular los pardmetros L'y 7.

La primera derivada de una funcién se interpreta geométricamente como la pendiente de
la recta tangente a la curva en un punto determinado. De ésta manera, la sustitucién del
valor de ¢ correspondiente al primer punto de inflexioén en la ecuacién para la primera
derivada de la funcion de respuesta resulta en el valor de la pendiente de la recta tangente
a la curva en el punto de inflexion.
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Una vez obtenida la ecuacion de la recta correspondiente es posible calcular los valores
de L y T mediante el estudio de la interseccion de tal recta con el eje del tiempo y con el
eje del valor de la salida en estado estable.

Es asi que utilizando las ecuaciones y valores obtenidos en las secciones previas el primer
método de Ziegler-Nichols se aplica como sigue.

Recuérdese que la ecuacion para la curva de respuesta a entrada escalén para el sistema
en estudio se defini6 como:

1-&°
O equivalentemente al sustituir valores como:

Vi(t) = 1—e 7" [c0s(21546.8370t) + 0.20415en(21546.8370¢)], para t > 0.

Siguiendo los pasos necesarios para la aplicacién del primer método es necesario

encontrar la primera y segunda derivadas de la expresion anterior.

-Primera derivada.
d
—cC
dt

c(f)=1- e_‘t"””(cos Wt + sena)dt] ,parat>0.

d d
H=—1-—
(®) 7

e | cos w,t +
dt

3
sen,t
Ji-a& ]

=0 - e ' (=senwyt)(w,) - (cos w,t)e ' (-éw,)

=éw,t
! f =éw,t
(e™")(=¢w,)"
J1I-&

- (cosayt)(w,;) — (senawyt)
J1-&

Realizando simplificaciones resulta:

B} ‘w w
%C(t)Ze et sena)dt[a)d +£—J + cos a)dt{fwn 4@ J .

J1=&2
Analizando independientemente los términos dentro de los paréntesis y recordando que

W, = w,\/1- & se obtiene:

o, o 1-8 + Ew, _wn(1—52)+52wn_ w,

J1-&2 ) J1-¢&? J1-&2
{w, $wA1-¢%)
w, - =éw, ————=0.
el e

Sustituyendo los coeficientes anteriores en la expresion para la primera derivada resulta:

sena), t[%} .

Se tiene entonces que la segunda derivada se define como:

Wyt

d -&
—c(t)=e "
I ®
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d? d| _e, w,
—c)=—|e " senwt| —— ||.
dt dt J1-&2

Operando acorde con la expresion anterior se encuentra:

d’ w, _ _

——ot) = ——2—=|e "% cos(w,1)(w,) + (senw,t)e ' (~éw,)

eyl )
G

= \/7 e~ [(cos w,1)(w,) - (senw,1)(éw,)] .
1-¢&2

Recordando nuevamente que @, = @,~/1—&" se obtiene:

d : -éw,t 2 E

—c(t)=(e "), | cos(wt) ————(senwjt) | .

d’ O e

Sustituyendo los valores correspondientes al modelo matematico de la planta en estudio
las expresiones para la primera y segunda derivadas resultan en:

% c(t) = e P 21[22444.621955en(21546.8371)]

2
%C(t) = 483610612.3(¢ %" )[c0s(21546.8371) —0.2041(sen21546.8371))] .

t
Al igualar la segunda derivada con cero se despeja la variable ¢ para encontrar el tiempo
en el cual se presenta el punto de inflexion en la curva de respuesta del sistema resultando

en:
0=cos(21546.837t) —0.2041(sen21546.837¢)

0=1-0.2041(tan 21546.837¢)

4.89956 = tan 21546.837¢
arctan(4.89956) = 21546.837t

78.46° = 21546.8371 .
Es importante resaltar que es erréneo despejar directamente la variable ¢ a partir de la
expresion anterior ya que el valor al lado izquierdo de la ecuacién es una cantidad en
grados sexagesimales. Es necesario convertir tal dngulo a radianes para poder asi
despejar la variable .

78.461

=21546.837t,

t =63.5574Lus .
El resultado anterior implica que el punto de inflexién de la curva de respuesta del
sistema en estudio a una entrada escalén ocurre transcurridos 63.5574 microsegundos.
El valor de tiempo anterior se sustituye en la expresion de la respuesta del sistema para
encontrar el punto comun a la recta tangente y a la curva de la respuesta del sistema.

116



Consecuentemente el valor de la salida del sistema para 63.5574 microsegundos es:
Vi(t) =0.6975 para t = 63.5574 s .

Con objeto de calcular el valor de la pendiente de la recta tangente en el punto de
inflexion se sustituye el valor de r = 63.5574 s en la primera derivada. Es importante

resaltar nuevamente que para el cdlculo del valor de la pendiente anterior es necesario
notar que el término dentro de la funcién seno en la ecuacion de la primera derivada se
encuentra en radianes y generalmente el cédlculo de la funcidén seno utilizando una
calculadora asume el uso de una cantidad en grados sexagesimales. Se deberd entonces
considerar lo anterior y efectuar la conversion para el calculo del valor de la pendiente
resultando en:

iC(t) =16627.0288.
dt

Utilizando el valor de la pendiente y el punto (0.6975, 63.5574 s ) es posible calcular la
ordenada al origen para la recta de interés y en consecuencia definir la expresion

matematica de la misma resultando:
y = (16627.0288)x —0.35927 .

Nuevamente es muy util la utilizaciéon de una hoja de calculo por computadora para
obtener resultados inmediatos respecto al cdlculo de la recta tangente a la curva de
respuesta en el punto de inflexion. Una grafica de ambas curvas se presenta a
continuacion.

Figura 70. Gréfica en Excel de la respuesta y la recta tangente en el punto de inflexion.
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La utilizaciéon de una hoja de cdlculo proporciona una valoracién ripida sobre las
consideraciones del primer método de sintonizacion Sallen-Key permitiendo corroborar
si la recta calculada es satisfactoria afectando asi mismo los valoresde Ly T .

Calculo de los parametros Ly T.
Durante los cdlculos analiticos de la planta en estudio se consideré como entrada una
sefal escalon unitario. Tal consideracion resulta en un valor de la salida en estado estable
cercano a la unidad. Se puede asumir que para un valor de tiempo suficientemente
grande el valor de la salida es 1.
Lo anterior se utilizard para calcular las intersecciones de la recta tangente a la respuesta
en el punto de inflexion con el eje del tiempo y con la linea horizontal correspondiente al
valor de la salida en estado estable.
Consecuentemente se sustituye el valor de 1 en la ecuacion de la recta tangente para
obtener la constante de tiempo 7.

1=016627.0288)T —0.35927,

T =81.7506us .

De la misma manera se sustituye un valor de 0 para encontrar el valor L que representa el

tiempo en el cual la recta intersecta con el eje del tiempo.
0 = (16627.0288)L —0.35927,
L =21.6075us .
Una vez calculados los dos pardmetros anteriores el disefiador se encuentra en posibilidad
de obtener los valores de sintonizacién para la ganancia proporcional K, para el tiempo
integral 7; y para el tiempo derivativo 7 utilizando las reglas propuestas por el primer
método de sintonizacién de Ziegler-Nichols.
Consecuentemente se tiene para la ganancia proporcional:
K,=12(T/L) = 1.2 (81.7506/21.6075) = 4.5401.
Para el tiempo integral:
T;=2L=2(21.6075us )= 43.215us .
Para el tiempo derivativo:
T,=05L=0.5(21.6075us ) = 10.8037 s .

Los calculos anteriores se resumen en la siguiente tabla:

Controlador | K, T; T,
PID 1.2(T/L) 2L 0.5L
PID K,=4.5401 | T; = 43.215us | T, = 10.8037 us

Antes de calcular los valores para la seleccion de los componentes electronicos
necesarios en la configuracion analdgica del controlador PID se debe estudiar la respuesta
del sistema utilizando los valores de K, T; y T, recién calculados. Como se menciond
anteriormente dichos valores resultan directamente aplicables para un sistema que
presente una respuesta a entrada escalén en forma de S. Al no ser el caso para el sistema
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en estudio se necesita observar anticipadamente el comportamiento de la planta al utilizar
dichos valores para evitar la selecciéon de componentes electrénicos para el controlador
que no presenten la respuesta deseada.

Con objeto de encontrar el comportamiento de la salida para el nuevo sistema
controlador-planta se pude aplicar el método analitico presentado con anterioridad en el
cual se debe calcular la funcién de transferencia y posteriormente aplicar la transformada
inversa de Laplace para obtener la expresion matemdtica en funcién del tiempo ¢ que
describe la curva de respuesta a una entrada escaldon y observar si es satisfactoria. La
funcién de transferencia del nuevo sistema se encuentra al multiplicar la funcién de
transferencia del controlador PID y la funcién de transferencia de la planta.

Durante la presente etapa del trabajo de tesis no se seguird la metodologia anterior y se
utilizard alternativamente la utileria Simulink de Matlab. Dicha utileria permite la
simulacion de sistemas dindmicos al interconectar bloques predefinidos existentes en el
programa. Recuérdese que la aplicacion de un controlador PID en serie con la planta no
hace mas que convertir al sistema original y al controlador en una nueva “planta” con un
comportamiento diferente. De esta manera es posible simular el sistema final
completamente en Simulink.

A continuacién se presenta una imagen de la ventana de Simulink incluyendo el modelo
de la planta asi como del controlador utilizando los pardmetros K, T; y T, encontrados.

Figura 71. Ventana de Simulink.

A continuacién se muestra la salida de la planta sin tener un controlador conectado asi
como el tren de pulsos utilizado como sefial de entrada.
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Figura 72. Salida en Simulink de la planta sin controlador.

A partir de la figura anterior se observa la correspondencia entre la curva de la respuesta
obtenida mediante el uso de la hoja de célculo obtenida previamente y los resultados de la
simulacion empleando Simulink.

La figura siguiente presenta la respuesta del sistema empleando el controlador PID con
los parametros resultado del primer método de sintonizacioén de Ziegler-Nichols.

Figura 73. Salida del sistema controlador-planta (rojo) y de la planta original (verde) con
los pardmetros calculados para el controlador PID.
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Se observa que la salida es nuevamente oscilatoria con un sobrepaso semejante al de la
respuesta original.

Asi mismo, se puede observar que la nueva sefial de salida (en rojo) responde mads
rapidamente que la original y adicionalmente presenta un asentamiento mas rapido que la
sefial original.

La existencia de la oscilacién en la sefial resultante al aplicar el controlador se explica en
la forma de la senal de salida de la planta original pues dicha funcién no tiene la forma de
S requerida para la aplicaciéon directa del primer método de sintonizacién Ziegler-
Nichols.

Sin embargo se tienen ya los valores iniciales de los pardmetros K,, T; y T, cuya
manipulacién permite la sintonizacion fina del controlador.

La manipulacién anterior se lleva a cabo utilizando los efectos de las acciones
proporcional, integral y derivativa y recordando sus efectos sobre la salida de la planta.

V.9. SINTONIZA CION FINA DEL CONTROLADOR PID.

De las figuras anteriores para la respuesta del sistema completo se observa que la salida
del sistema presenta un sobrepaso excesivo. Por definicién, el primer método de
sintonizacion de Ziegler-Nichols calcula la ganancia necesaria para obtener una respuesta
con un sobrepaso méaximo de aproximadamente el 25% de la sefial original. Es
importante resaltar nuevamente que dicho método implica la consideraciéon de una sefial
de salida con forma de S. En otras palabras, la salida del sistema utilizado en la
definicion del primer método Ziegler-Nichols no rebasa la linea horizontal con valor
igual al valor del error en estado estable. Lo anterior no es el caso para la planta en
estudio. Consecuentemente es que se obtiene una respuesta con un sobrepaso cercano al
50% para la planta analizada.
A partir de la curva de respuesta obtenida utilizando Simulink se puede notar que el
sistema se encuentra mejor amortiguado que el original. Dado lo anterior como una
primera acciéon de sintonizacion fina del controlador se incrementard el valor de la
ganancia proporcional K, aprovechando las caracteristicas de amortiguamiento
proporcionadas por la accién derivativa. Asi mismo, a partir de la misma gréfica de la
respuesta del sistema, se considera que la velocidad de respuesta es satisfactoria.
De manera arbitraria se incrementa el valor de la ganancia por un factor de 10 para
observar el nuevo comportamiento de la planta, se tendra entonces que la nueva ganancia
a utilizar serd de 10x K, =45.401; misma que se redondeara al valor de 45.
Recuérdese que la expresion que describe a la accién proporcional es:

u(t) = K, e(t).
Dado que en el caso en estudio la respuesta del sistema al utilizar el controlador presenta
un sobrepaso excesivo el efecto de incrementar el valor de la ganancia proporcional se
traduce en una accién de control ain mds pronunciada ya que el valor del error es grande.
El producto a la derecha de la ecuacién anterior se incrementard y la sefial u(#) producida
por el controlador aumentara correspondientemente.
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A continuacion se presenta la curva de la respuesta en Simulink para el nuevo sistema
utilizando el nuevo valor de ganancia de 45.

Figura 74. Salida en Simulink del sistema controlador-planta con ganancia = 45.

Se puede observar que el nuevo valor de ganancia efectivamente reduce el valor del
sobrepaso maximo ademds de cancelar la oscilacién de la respuesta gracias a la
interaccion con la accién derivativa. Asi mismo se puede observar que se mejord la
velocidad de respuesta del sistema como se muestra a continuacion.

Figura 75. Salida de la planta sin controlador y respuesta del sistema controlador-planta
con ganancia = 45.

122



Para los efectos del presente estudio el resultado obtenido es satisfactorio y se procedera
a la implementacion electronica del controlador.

Sin embargo, el disefiador debe tener presente que la curva de respuesta del sistema
podria necesitar responder a requerimientos especificos de la aplicacion. Por ejemplo
podria requerirse que no existiera sobrepaso. En tal caso el diseiador debera realizar una
valoracién de cuales pardmetros de la respuesta transitoria es necesario sacrificar con
objeto de cumplir otros.

Una vez obtenida una respuesta satisfactoria se presentan a continuacién los valores de la
ganancia proporcional Kj,, del tiempo integral 7; y del tiempo derivativo 7, que se
utilizardn en el disefio electronico del controlador.

Controlador | K, T; T,
PID K,=45|T;=43.215us | T, = 10.8037 s

V.10. CONSIDERA CIONES DE FRECUENCIA EN LA OPERACION DEL
CONTROLADOR PID.

Como un paso previo al célculo de los valores para los componentes electronicos del
circuito para el controlador es importante realizar un estudio de las frecuencias de
operacion de todos los bloques que integrardn al controlador PID.

Como se menciond previamente existen restricciones de operacion de los amplificadores
operacionales que limitan la selecciéon de los valores para las resistencias y los
capacitores involucrados.

Dado que la configuracion de los bloques del controlador PID es en cascada, el disefiador
se debe asegurar que el ancho de banda de la dltima etapa contenga al ancho de banda de
los bloques anteriores.

Para verificar lo anterior se presentard el comportamiento en frecuencia de los bloques
del controlador iniciando a la entrada de las sefiales y continuando hacia la derecha
rumbo al circuito de la planta como se presenta a continuacion.

-Limitaciones en frecuencia del bloque de ganancia unitaria.
Recordando la funcién de transferencia para el bloque de ganancia unitaria se tiene:

La ecuaci6on anterior no presenta ninguna limitaciébn de operacion respecto a la
frecuencia. Sin embargo debe recordarse que dicho bloque se implementa mediante un
amplificador operacional y las caracteristicas de operacidn respecto a la frecuencia son
aquellas dadas por la hoja de especificacion del fabricante.

Durante el presente trabajo de tesis se utilizardn amplificadores operacionales tipo
LM741.
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A partir de la hoja de especificaciones del amplificador LM741 se extraen las siguientes
caracteristicas.
Modo de rechazo comin (CMRR) = 95 dB
Ancho de banda (BW) = 1.5 MHz
Slew Rate = 0.7 V/ s

-Limitaciones en frecuencia del bloque integrador.
Recordando la funcién de transferencia para el integrador se tiene:

Voo Ryl 1
V., Ry (R Cys+1)

La expresion anterior se puede modelar de forma general como:

Salida _ P 1
Entrada i ’

donde P; = 1/w, .
A partir de la expresion anterior es de interés calcular la frecuencia w, pues a partir de
dicho valor es posible determinar la frecuencia de corte del bloque integrador.
Consecuentemente al igualar coeficientes entre la expresion para el circuito y la
expresion general resulta:
1
w

n

Al despejar @), y recordando que @), = 27f, se encuentra la frecuencia de corte como:
1
Py e
2”(R 13 C4 )
Un circuito integrador funciona como un filtro paso bajas; de lo anterior se tiene que el

bloque integrador funcionard como tal solamente para frecuencias superiores a la
frecuencia de corte f. del integrador.

= R,C,.

-Limitaciones en frecuencia del bloque derivador.
Recordando la funcién de transferencia para el derivador se tiene:

Vi R, Cys

V. R,Cis+1

e
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La expresion anterior se puede modelar de forma general como:

Salida s
Entrada B s +1
w

n

donde Q; = /@, . A pesar de la existencia del cero en el origen en la expresién anterior,
es de interés encontrar la frecuencia @, pues a partir de dicho valor es posible

determinar la frecuencia de corte del bloque derivador.
Consecuentemente al igualar coeficientes entre la expresion para el circuito y la
expresion general resulta:

1
— =R,C,.
w 1243

n

Al despejar @), y recordando que @), = 27F, se encuentra la frecuencia de corte como:
1
I ey s
277(R12C3)
Un circuito derivador funciona como un filtro paso altas; de lo anterior se tiene que el

bloque derivador funcionard como tal solamente para frecuencias inferiores a la
frecuencia de corte f,. del derivador.

-Limitaciones en frecuencia del bloque sumador.
Para el cdlculo de la frecuencia de corte correspondiente al bloque sumador se debe
recordar la informacién de ganancia-ancho de banda introducida en la seccion referente
a los pardmetros de frecuencia de los amplificadores operacionales.
De tal seccion recuérdese que la frecuencia de ganancia unitaria y la frecuencia de corte
se encuentran relacionadas por la siguiente expresion:

Si=Anf.
Donde la frecuencia f; es el producto ganancia — ancho de banda y Ayp es la ganancia
diferencial de voltaje.

A partir de la hoja de especificaciones del amplificador LM741 se encuentra que el ancho
de banda f; tiene un valor de 1.5 MHz.
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Para el célculo de la ganancia diferencial de voltaje Ayp primero recuérdese la
configuracién para el amplificador diferencial dada por:

Figura 76. Amplificador operacional diferencial.

Asi mismo la ecuacion que define la salida en funcién de la entrada se definié como:

v oy [WRirRIR ) (R,
salida — V2 m 1 R .

1

Sin embargo obsérvese que en el circuito en estudio la terminal V; se encuentra conectada
a tierra y consecuentemente V> = 0.
Al sustituir lo anterior en la ecuacién anterior resulta:

R
Viaiaa = _Vl(??j

Dado el resultado anterior la ganancia diferencial de voltaje Ayp resulta:

A=

Al sustituir los nombres de las resistencias utilizadas en el circuito se tiene:

Ry
R

1

R
|AVD| = R_S

eq

Donde R, es el paralelo de las resistencias Rs, R7 y Rg dado por:

R :(L+L+ij_l :( R6R7R8 ]
“ (R, R, R, R,R; +R,R, +R.R,
Dado el resultado anterior la ganancia diferencial resulta:
AVD - RS (R7R8 + R6R8 + R6R7) .
R6R7R8
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Al obtenerse el valor del ancho de banda f; y de la ganancia diferencial de voltaje Ayp el
disefiador se encuentra en posibilidad de calcular la frecuencia de corte f. del sumador
mediante la siguiente expresion.

fi _  (1.5%x10°)R.R,R,

f; AVD RS (R7R8 + R6R8 + R6R7)

A partir de la expresion anterior se debe notar que todas las etapas anteriores al bloque
sumador deben operar a una frecuencia inferior a la frecuencia de corte del bloque
sumador.

Utilizando las expresiones anteriores para encontrar las frecuencias de corte de los
bloques integrador, derivador y sumador ademds de considerar las caracteristicas de
disefio del amplificador operacional seleccionado para el circuito, el disefiador se
encuentra en posibilidad de definir los valores de las resistencias y capacitores del
circuito del controlador PID.

V.11. ASIGNACION DE LOS VALORES DE RESISTENCIAS Y CAPACITORES
NECESARIOS PARA LA OBTENCION DE LOS PARAMETROS Kp, T; Y Tp
DEL CONTROLADOR PID.

Recuérdese que los valores de los pardmetros de sintonizacion K,, T; y Ty ya se
encuentran definidos. Ahora resta asignar los valores de las resistencias y capacitores
necesarios.
Para el cdlculo de la ganancia proporcional K, se tiene:
R5R3
" R,R,’
De la seccion de sintonizacién del controlador PID se obtuvo:
K, =45.
SiR;=12kQ,Rs=22kQ y Rs=3.3kQ resulta:
R,=1.777kQ.
Para el célculo del tiempo integral 7; se tiene:
7 = RaRiCy
l R6
De la seccién de sintonizacién del controlador PID se obtuvo:
T;=43.215us .
SiCy=47nF,Rs=33kQ yRs=1.2kQ resulta:
R;4=2528kQ.
Para el célculo del tiempo derivativo 7} se tiene:
- RR,,Cy .
R7

K,

T,

127



De 1a seccion de sintonizacion del controlador PID se obtuvo:

T,=10.8037 s .
SiC;=4.7nF,Rs=33kQ yR;;=10kQ resulta:
R,=14.356kQ.

V.12. ASIGNACION DE LOS VALORES DE RESISTENCIAS Y CAPACITORES
NECESARIOS PARA LA OBTENCION DE LAS FRECUENCIAS DE CORTE DE
LOS BLOQUES DEL CONTROLADOR PID.

Recuérdese que la planta fue disefiada para tener una frecuencia de corte de 3.5 kHz.
Dado lo anterior es necesario asignar los valores de las resistencias y capacitores para los
bloques integral, derivativo y sumador tomando en cuenta dicha restriccion.

-Bloque integral.
Para la etapa integral es necesario recordar que el bloque integrador funcionard como tal
solamente para frecuencias superiores a la frecuencia de corte f,. del integrador. Por tanto
no es deseable tener una frecuencia de corte cercana a los 3.5 kHz de la planta. Por el
contrario, para el bloque integral es conveniente establecer una frecuencia de corte baja.
Para el bloque integrador de interés se asignard una frecuencia de corte de /30 Hz.
La expresion para la frecuencia de corte del integrador se definié como:

1

fec g
2n(R13C4)
Si C; =47 nF se tiene:
R;3=26.048kQ.

-Bloque derivativo.
Para la etapa derivativa es necesario recordar que el bloque derivador funcionard como
tal solamente para frecuencias inferiores a la frecuencia de corte f. del derivador. Dado lo
anterior no es favorable tener una frecuencia de corte cercana a los 3.5 kHz de la planta.
Para el bloque derivativo es util establecer una frecuencia de corte mucho mas alta que la
frecuencia natural de la planta.
Para el bloque derivativo de interés se asignara una frecuencia de corte de 33 kHz.
La expresion para la frecuencia de corte del derivador se definié como:

1

f.=—F.
2’]7-(1312613)
Si C; =4.7 nF se tiene:
R;>=1.026kQ.

-Bloque sumador.
Para la etapa del sumador es necesario recordar que el ancho de banda del mismo debera
contener a las frecuencias de corte de los demds bloques para garantizar el
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funcionamiento del circuito. De lo contrario se presentaria distorsion de la sefial. El
ancho de banda del sumador se debe considerar desde f = 0 hasta la frecuencia de corte
del sumador.
La expresion para la frecuencia de corte se definié como:

f= fi _  (1.5%x10°)RR,R,
‘ AVD RS (R7R8 + R6R8 + R6R7)
Se puede observar que algunos los valores de las resistencias en la ecuacion ya fueron
calculados cuando se obtuvieron las frecuencias de corte de los bloques integral y
derivativo. De ahi la importancia de utilizar una hoja de cdlculo por computadora o algin
otro método de cdlculo rdpido para observar de inmediato el impacto de las dichas
frecuencias sobre la frecuencia de corte del sumador.
De lo anterior se nota que no es posible definir de forma independiente las frecuencias de
corte del integrador, derivador y el sumador pues se encuentran relacionadas.

Sustituyendo los valores de las resistencias resulta:
fe=56.048 kHz.

-Comparacion de los valores de las frecuencias de corte para los bloques del
controlador PID.

Los valores de las frecuencias de corte para los diferentes bloques del controlador PID se
listan a continuacién:

Para el bloque integral:

f- =130 Hz.
Para el bloque derivativo:
f-=33kHz.
Para el bloque sumador:
f- =56 kHz.
Ancho de banda del amplificador operacional (hoja de datos):
f-=1.5MHz.

A partir del listado anterior se observa que las etapas en cascada se encuentran habilitadas
para manejar las frecuencias de la etapa anterior a ellas.

La asignacion de valores para las resistencias y los capacitores se puede convertir en un
proceso iterativo que consume mucho tiempo. En otras palabras, se pueden asignar
inicialmente valores de resistencias y capacitores que resulten en valores de frecuencias
de corte que no cumplan con los requerimientos del comportamiento en frecuencia de los
bloques del controlador. Es por ello que se recomienda nuevamente la utilizacién de una
hoja de cdlculo por computadora que facilite la sustitucién rdpida de valores para las
resistencias y capacitores. Lo anterior permite la obtencion inmediata de los valores de
frecuencias de corte para los diferentes bloques y consecuentemente una revision
inmediata del cumplimiento de las restricciones planteadas en la seccion anterior.

129



V.13. IMPLEMENTACION ELECTRONICA DEL CONTROLADOR.

A lo largo de los calculos para los parametros del controlador PID asi como durante la
obtencion de las frecuencias de corte de los bloques se definieron todos los valores de las
resistencias y capacitores del circuito.

Dicha asignacion se resume en la siguiente tabla.

R; =805Q R, = 1kQ R; = 12kQ Ry =1.777kQ
Rs = 22kQ R = 3.3kQ R; = 14.356kQ | Rg=1.2kQ
Ry = 10kQ R19=10kQ R = 10kQ R = 1.026kQ
R;3=26.048kQ | R;4=2.528kQ | R;s = 10kQ Ris = 10kQ
R;7=10kQ Ris = 10kQ

C;=220nF C, =10nF C;=4.7nF Cy =47 nF

-Comportamiento del circuito electrénico.

Una vez calculados todos los parametros de sintonizacion y los valores de las resistencias
y capacitores necesarios para el circuito el disefador se encuentra en posibilidad de
verificar mediante la experimentacion el comportamiento del conjunto controlador-
planta.

A continuacién se presenta una imagen del circuito y los instrumentos utilizados.

Figura 77. Foto del circuito e instrumentos utilizados.
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Con objeto de utilizar los valores de resistencias resultado del analisis del circuito se debe
notar que a pesar de la asignacién de valores comerciales para la mayoria de las
resistencias fue necesaria la utilizacién de resistencias variables dados los valores
requeridos por los cdlculos matematicos. Con los valores de resistencias y capacitores
implementados es posible estudiar el comportamiento del circuito como se muestra a
continuacion. En la siguiente seccion se presentard la operacion de cada etapa utilizando
una sefial cuadrada como entrada como demostracién del funcionamiento individual del
bloque. Inmediatamente después se mostrard la operacién del bloque en el circuito del
controlador con la planta.

Para tal efecto se incluyen a continuacién las imagenes de la sefial cuadrada utilizada
como referencia y la sefial de entrada al circuito real al emplear el circuito completo
(controlador-planta), siendo ésta dltima la sefial de error.

Figura 78. Sefial cuadrada.
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Figura 79. Sefial de error (sefal similar a tren de impulsos).

Dadas las caracteristicas de operacion de los bloques constitutivos del controlador PID
respecto a la frecuencia y considerando los valores de alimentacién del circuito es que la
sefal cuadrada utilizada como entrada tiene las siguientes caracteristicas.

Amplitud =2 V pico.

Frecuencia = 330 Hz.
-Etapa de ganancia unitaria.
La forma de onda a la salida del bloque con ganancia unitaria, utilizando un tren de
pulsos como sefial de entrada, se muestra a continuacion.

Figura 80. Salida del bloque de ganancia unitaria con sefial cuadrada como entrada.
Foto del op-amp con ganancia unitaria, sefial cuadrada.
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Como es de esperarse la salida del bloque presenta la misma sefial con la misma
magnitud pero con inversion de signo.

En la siguiente imagen se muestra la operacion del bloque de ganancia unitaria dentro del
circuito final.

Figura 81. Salida del bloque de ganancia unitaria utilizando la sefial de error.

Correspondientemente se observa que la salida del bloque de ganancia unitaria es la sefial
de entrada real con misma magnitud e inversion de signo.

-Etapa integradora.
La forma de onda a la salida del bloque integrador, utilizando un tren de pulsos como
seflal de entrada, se muestra a continuacion.

Figura 82. Salida del integrador utilizando una sefial cuadrada como entrada.

133



La integracion de una sefial cuadrada es una sefial triangular tal y como se muestra en la
figura superior.

En la siguiente imagen se muestra la operacion del bloque integrador dentro del circuito
final.

Figura 83. Salida del integrador utilizando la sefial de error como entrada.

Se puede observar que la salida del bloque integrador se constituye de dos rectas con
diferente pendiente. Lo anterior es congruente con la operaciéon del circuito pues
recuérdese la forma de onda de la sefial real que el integrador tiene como entrada es la
sefal de error. A partir de su forma de onda tal sefial se puede considerar como una
secuencia de dos pulsos; el primero con un periodo muy corto y el segundo con un
periodo mas extenso. Lo anterior se traduce en una recta con pendiente pronunciada para
el primer pulso y una recta con una pendiente de menor magnitud durante el lapso de
tiempo restante tal y como muestra la figura anterior.
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-Etapa derivadora.
La forma de onda a la salida del bloque derivador, utilizando un tren de pulsos como
seflal de entrada, se muestra a continuacion.

Figura 84. Salida del derivador utilizando una sefial cuadrada como entrada.

La derivada de una sefial cuadrada es un tren de impulsos tal y como se muestra en la
figura anterior.

En la siguiente imagen se muestra la operacion del bloque derivador dentro del circuito
final.

Figura 85. Salida del derivador utilizando la sefial de error como entrada.
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A partir de la figura anterior se puede observar que la sefial producida por el bloque
derivador consiste en una serie de impulsos que corresponden a los cambios de la sefial
de error. Lo anterior concuerda con el comportamiento del bloque derivador pues
recuérdese que la accion derivativa actiia en funcion de la tasa de cambio de la sefial de
error. Lo anterior se entiende al observar la curva de la sefial de error, misma que se
puede aproximar a un pulso con periodo corto. Dado lo anterior la etapa derivadora
produce impulsos en los puntos en los cuales la aproximacion a sefal cuadrada de la
sefal de error cambia de polaridad.

-Etapa sumadora.

El amplificador operacional en configuracion de sumador simplemente proporciona una
ganancia a la suma de las sefales a su entrada.

En la siguiente imagen se muestra la operacion del bloque sumador dentro del circuito
final.

Figura 86. Salida del sumador.

Como es de suponerse la sefial a la salida del sumador debe ser muy semejante a la sefial
de entrada de referencia; es decir la salida del bloque sumador debe ser muy parecida al
tren de pulsos utilizado como entrada del sistema dado que dicha sefial solamente serd
modificada por una etapa final de ganancia antes de aplicarse a la planta.

-Etapa de ganancia final.

Como paso previo a la aplicacion de la sefnal de control a la planta es necesario cumplir
con la aplicacién de la ganancia proporcional del controlador a la sefial producida por el
sumador.

136



La forma de onda a la salida del bloque final de ganancia se muestra a continuacion.

Figura 87. Salida del controlador.

Asi como se detalld6 para la etapa del sumador, la sefial a la salida del bloque
correspondiente a la aplicacion de la ganancia proporcional debe ser semejante al tren de
pulsos utilizado como entrada del sistema completo. Dicha curva solo serd modificada
por el factor de ganancia proporcional asociado al circuito.

-Etapa de entrada diferencial.

Es necesario resaltar que, a lo largo de toda la trayectoria que experimenta la sefial de
entrada a través de los diferentes bloques del controlador y la planta, la sefial se ve
afectada por los valores de ganancia independientes de cada médulo. En consecuencia la
sefal total de salida presenta una ganancia global que ocasiona que dicha sefial de salida
no se encuentre en el mismo rango de magnitud que la sefial de entrada original. Por
ejemplo considérese una sefial de tren de pulsos de referencia a la entrada del
amplificador diferencial con un valor de pico definido. Sea la sefial de salida total del
sistema afectada por una ganancia global mayor a 1. En consecuencia la sefial
realimentada tendrd un valor con magnitud mayor a la sefial de entrada original. Si el
amplificador diferencial proporciona los mismos valores de ganancia a las dos sefiales la
diferencia efectuada por el amplificador introducird un offset. Durante el presente trabajo
se intenta operar tanto la sefal de entrada de referencia como la sefial de
retroalimentacién dentro de un mismo nivel de voltaje para efectuar la resta
exclusivamente de la diferencia entre ambas sefiales siendo ésta ultima sefial la sefial de
error.

Para obtener el resultado anterior es necesario compensar la diferencia en ganancia entre
la sefnal de referencia y la sefial de retroalimentacién mediante la manipulacién de las
resistencias utilizadas en las entradas del amplificador diferencial.
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Lo anterior se efectué de manera experimental directamente a partir de la manipulacion
de las resistencias variables ubicadas a la entrada del amplificador diferencial.
Los valores obtenidos fueron:

R;s = 10kQ Ri6 =3.279%kQ

Ri7=1716kQ | Ris=9.98kQ

De esta manera se obtiene la sefial de error mostrada en la siguiente figura.

Figura 88. Salida del bloque diferencial. (Sefial de error).

Se puede observar que la sefial de error tiene una magnitud alta al inicio de ciclo de la
sefal. Lo anterior es razonable pues recuérdese que el comportamiento del sistema sin el
controlador es subamortiguado con un sobrepaso maximo. La forma de onda de la sefial
de error concuerda con la diferencia entre la sefial de entrada de referencia y la sefial de
salida del sistema sin controlador.

-Salida del sistema completo.

A continuacién se presenta una figura con la sefial de entrada original, la sefial de salida
del controlador y la salida del sistema controlado.
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Figura 89. Gréfica de la entrada, la salida del controlador y la salida del sistema
controlado.

Las tres sefiales se encuentran en diferentes escalas por motivos de claridad. La sefial con
amplitud mas grande es la sefial de entrada. La sefial con la cresta es la salida del
controlador y la sefial de amplitud mas baja es la salida del sistema controlado. Se puede
observar que efectivamente se mejor6 el comportamiento oscilatorio original de la sefial
de salida de la planta. Asi mismo se redujo significativamente el valor del sobrepaso
maximo experimentado por el sistema original. A pesar de mostrarse de forma diferente
en la grafica (diferente escala en el osciloscopio), la magnitud de la salida es més grande
que la sefial de entrada de referencia. Lo anterior se explica dado el efecto de las
ganancias en cascada presentes a lo largo del circuito del controlador.
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A continuacion se presenta una figura con la sefial de salida del circuito controlado
comparandola con la sefial de salida de la planta sin controlar.

Figura 90. Salida de la planta controlada y de la planta original.

Para los objetivos del presente trabajo el comportamiento del conjunto planta-controlador
se considera satisfactorio y se puede corroborar la efectividad del primer método de
sintonizacion analitico Ziegler-Nichols como herramienta para la aproximacion inicial de
los pardmetros de sintonizacién ya que se respetaron los valores del tiempo integral y del
tiempo derivativo calculados previamente. El tunico valor que se modificé fue la
ganancia proporcional dadas las diferencias en ganancia de la entrada de referencia y la
salida del sistema completo. Es importante resaltar que usualmente la sintonizacion
practica de un controlador PID se efectia repetidamente hasta encontrar los valores més
adecuados para la aplicacién en estudio.

En las secciones anteriores se presentd el comportamiento del circuito equivalente al
sistema controlador-planta.

Es importante sin embargo resaltar las caracteristicas de los componentes electrénicos
utilizados para la construccion del circuito.

El amplificador operacional utilizado es el LM741. Tal amplificador es de propdsito
general y tiene prestaciones acordes con dicho objetivo. Para los objetivos del presente
trabajo tales caracteristicas son satisfactorias; sin embargo para aplicaciones con
requerimientos mds exigentes es indispensable considerar dispositivos con un desempefio
acorde con los requerimientos.
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Adicionalmente todas las resistencias utilizadas no fueron de precision sino generales con
tolerancia de + 5%.

Los factores anteriores afectan directamente el desempefio del circuito final por lo que el
disefiador debe considerar dicha situacion.

Importante es resaltar la importancia de verificar la continuidad entre los componentes
electronicos ya que durante el presente trabajo se observd que la utilizacion de los
protoboards para la experimentacion préctica presentd muchas dificultades ya que los
componentes visualmente se encontraban conectados y en la realidad existia un falso
contacto entre los componentes y las pistas del protoboard.
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RESULTADOS.

A lo largo de presente trabajo se desarrollaron dos lineas de estudio de una planta de
segundo orden siendo la primera analitica y la segunda experimental.

-Planta.

Se estudi6 una planta de segundo orden disefiada a partir de los parametros de frecuencia
de corte f. = 3.5 kHz y amortiguamiento ¢ = 0.2. La funcién de transferencia resultante
fue de la forma:

V. 1

S

V, s*(2.0677E-09)+s(1.8189E-05)+1
Asi mismo la solucién en el dominio del tiempo resulto en:
Vi(t) = 1= %7 [c0s(21546.8370¢) + 0.204 15en(21546.8370¢)], para t > 0.
Dicha funcién de transferencia se implementé electronicamente mediante un filtro paso-
bajas Sallen-Key.

A continuacién se presenta una tabla con los valores analiticos y experimentales para las
especificaciones de la respuesta transitoria para la planta.

Pardmetro Andlisis tedrico Matlab Circuito
Tiempo de levantamiento #, 63.55 Us 55.1 Us 60 Us
Tiempo pico 1, 145.8 Us 146 Us 152 Us
Sobrepaso maximo M, (%) 52.66% 52.7 % 50%
Tiempo de asentamiento #, 909.45 Us 891 Us 920 Us

A partir de la tabla anterior se observa concordancia entre los valores calculados y la
respuesta experimental para el comportamiento de la planta.

-Controlador.

Se estudié un controlador PID paralelo disefiado a partir de los pardmetros de
sintonizacion resultado de la utilizacién del primer método de sintonizacion de Ziegler-
Nichols. La funciéon de transferencia para el controlador resultado de los cdlculos
matemadticos fue de la forma:

Uls) _ 4.5401[1 + ;

E(s) 43.215%107°
El controlador anterior se implementd electronicamente utilizando los parametros de
sintonizacion resultados del método de Ziegler-Nichols. Sin embargo se encontré que,
dadas las limitaciones de dicho método para su uso con plantas con respuestas sin
sobrepaso, se present6 una sefial de salida de la planta oscilatoria y con sobrepaso.
Utilizando la consideracién anterior y conociendo los efectos de cada una de las acciones
de control presentes en el controlador PID se aument6 el valor de la ganancia

b (10.8037 x10‘6)s].
S
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proporcional por un factor de 10 resultando una nueva funcién de transferencia definida
como:

UG - gef 1+ L +(108037x10°)s |.
E(s) (43.215x107)s
El controlador PID definido por la ecuacién anterior efectivamente suprimié el sobrepaso
y la oscilacién presentes en la respuesta original y permitié la obtencién de una respuesta
satisfactoria.
Asi mismo se comprobd la utilidad del primer método de sintonizacién de Ziegler-
Nichols como ayuda para establecer una aproximacion inicial de los parametros de
sintonizacién para la ganancia proporcional, el tiempo integral y el tiempo derivativo de
un controlador PID para una planta de segundo orden. Asi mismo se comprobd cierto
grado de robustez de los valores para el tiempo integral y el tiempo derivativo del
controlador pues dichos valores no cambiaron y permitieron el incremento de la ganancia
proporcional resultando en una respuesta aceptable.
A continuacién se presenta una tabla con los pardmetros de sintonizacién analiticos y
experimentales para el controlador PID desarrollado.

, Andlisis Respuesta
Parametro . .
matematico experimental
Ganancia
4.5401 45

proporcional K,

Tiempo integral ; | 43.215%107° | 43.215x107°
Tiempo derivativo 7, | 10.8037x107° | 10.8037x107°

Los valores presentes en las dos tablas anteriores permiten la correlacién entre los
comportamientos tedrico y experimental correspondientes a una planta de segundo orden
y su controlador PID observdandose un nivel aceptable de equivalencia entre ambos tipos
sistemas, el abstracto y su contraparte fisica.
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CONCLUSIONES.

Acorde con lo expuesto en la seccién introductoria, se abordé de manera didéctica el
andlisis tedrico y practico de una planta de segundo orden y su controlador asociado.

La etapa tedrica condensé la informacion bdésica necesaria para abordar los temas
relacionados con el andlisis e implementacion electrénica de una planta de segundo orden
y un controlador PID.

Correspondientemente se presentd un caso de estudio completo referente al disefio y
andlisis de una planta de segundo orden subamortiguada y el controlador PID asociado.
Se dio especial énfasis a la presentacion de todos los célculos importantes asi como a la
inclusiéon de explicaciones sobre pasos especificos para facilitar la comprension de los
procedimientos presentados. De esta manera es que se cumplié con el objetivo didactico
establecido al inicio del trabajo.

Adicionalmente a lo largo del presente documento se presenté una metodologia para, de
manera secuencial, definir teéricamente una planta de segundo orden y estudiar el
comportamiento de su respuesta a una entrada determinada resultando en la construccion
de un circuito paso-bajas Sallen-Key. A partir del andlisis tedrico y la implementacion
electrénica de la planta se obtuvieron resultados satisfactorios para la caracterizacion del
sistema de segundo orden por controlar en las secciones siguientes.

Una vez completado el paso anterior se siguieron los pasos necesarios para analizar
tedricamente un controlador PID y obtener los pardmetros necesarios para su correcta
operacion. Dicha respuesta fue verificada utilizando Simulink como herramienta para la
verificacion tedrica del comportamiento del conjunto planta-controlador encontrdndose
resultados aceptables. Acto seguido se presenté en detalle una técnica para la
implementacion electronica del controlador PID paralelo correspondiente. El método de
sintonizacién Ziegler-Nichols utilizado para el controlador exhibié una limitacién
respecto a su aplicacion para las plantas de segundo orden subamortiguadas con
sobrepaso pues la respuesta experimental utilizando los valores tedricos arrojé una
respuesta con caracteristicas inaceptables. Sin embargo el método anterior se utilizd
Unicamente para obtener una primera aproximacion en el cdlculo de los parametros de las
acciones de control asociadas al conjunto PID. Dichas aproximaciones se probaron ttiles
al inicamente necesitarse una modificacién en una de ellas, la ganancia proporcional K,
encontrandose finalmente un desempeino aceptable por parte del circuito del controlador.
Finalmente la comparacion del desempefio teérico y el correspondiente a la
implementacion electrénica del sistema presentd una correlacién aceptable. Dado lo
anterior se cumpli6 el objetivo practico del presente trabajo.
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