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Introduccion

Los fluidos, al igual que muchos otros sistemas de interés para la mecanica estadistica, consis-
ten de un gran numero de particulas idénticas o similares, las cuales se mueven en una forma
extremadamente complicada, tanto, que su descripcién microscépica detallada esta mucho mas
alld de cualquier posibilidad de calculo analitico. Aun asi, en las escalas macroscépicas espa-
ciales y temporales, es decir, en el llamado limite hidrodindmico, el comportamiento dindmico
de estos sistemas esta muy bien descrito en términos de unas cuantas variables macroscopicas,
¢i, que obedecen un conjunto de ecuaciones o leyes de la forma

dg;
_q :E<q17q27"'>7 (]-)

dt
las cuales se deducen a nivel macroscopico a partir de principios generales, como las leyes de
conservacion, y de suposiciones fenomenolégicas especificas, por ejemplo, las leyes de Fick o
Fourier [1].

Las Ecs. (1) son deterministas, porque predicen los valores futuros de las variables macroscé-
picas a partir de los valores iniciales. Sin embargo, este esquema de descripciéon macroscépico
es incompleto y las leyes macroscépicas (1) son sélo una aproximacion, valida cuando las fluc-
tuaciones en ¢; son despreciables. Asi, por ejemplo, para estados de equilibrio termodinamico,
estas fluctuaciones siempre son pequenas, pero en estados fuera de equilibrio, como pueden ser
los estados estacionarios inducidos por gradientes externos, lejos o en la vecindad de un punto
critico, las fluctuaciones no son necesariamente pequenas. De hecho, cerca de un punto critico
o de un estado inestable, las fluctuaciones son enormes y constituyen el factor esencial que
determina el comportamiento dindmico del sistema [2].

Para estudiar las correcciones a (1) causadas por la naturaleza discreta de la materia, es
necesario considerar los fendmenos macroscopicos como el resultado del comportamiento colec-
tivo de las particulas. Aunque, en principio, toda la informacién fisica de un sistema esta
contenida en las ecuaciones microscopicas de movimiento, en muy pocos casos puede obtenerse
una solucién exacta de ellas. Por esta razén, en la mecanica estadistica se ha adoptado un punto
de vista que permite ir més alld de la descripcion macroscopica en el sentido de que también se
incluye a las fluctuaciones, pero sin analizar en detalle todo el movimiento microscépico de las
particulas. En la literatura a este nivel de descripcién se le denomina “mesoscépico” [3], [4].

Entre los diversos enfoques mesoscépicos, uno muy utilizado en la literatura consiste en



sumar a (1) un término fluctuante, f;(),

W grogn ) + 10) )
haciendo hipdtesis razonables sobre sus propiedades estadisticas. Esta suposiciéon cambia la
naturaleza de las cantidades g; y las convierte en variables estocasticas; en este caso, los valores
medios de ¢; se identifican con los valores macroscépicos.

Este enfoque fue utilizado por Langevin en su tratamiento clasico del movimiento browniano
y su éxito ha llevado a muchos investigadores a la idea errénea de que todas las fluctuaciones
se pueden tratar de la misma manera. El método se ha generalizado a diversos sistemas,
por ejemplo, fluidos, semiconductores, reacciones quimicas, plasmas, etc.; sin embargo, en
muchos casos estas generalizaciones conducen a resultados incorrectos, especialmente cuando
Fi(q1, 42, -..) es una funcién no lineal de ¢;. En el caso particular de fluidos y cuando F;(q1, ¢a, -..)
es una funcion lineal, Landau pudo generalizar este método mesoscopico para fluidos simples y
desarroll$ asi la “hidrodindmica fluctuante” (HF).

El método de la HF fue introducido en 1957 por Landau y Lifshitz para describir las fluc-
tuaciones en las variables hidrodindmicas de un fluido simple en un estado de equilibrio ter-
modindmico [5], [6]. Las variables de estado, por ejemplo, las densidades de masa, impetu y
energia, son variables conservadas, obedecen las ecuaciones no lineales de la hidrodindmica y
tienen valores bien definidos en cualquier punto del espacio y para todo tiempo. Pero en un
nivel mesoscépico, el cardcter aproximado de las ecuaciones hidrodinamicas se manifiesta en que
las variables hidrodindmicas fluctian alrededor de su valor determinista. Estas fluctuaciones
aparecen incluso en la escala hidrodindmica como fenémenos colectivos, los cuales involucran
el movimiento coherente de un enorme nimero de particulas.

Siguiendo a Landau y Lifshitz, las ecuaciones hidrodinamicas, al ser consecuencia de las
leyes de conservacién, deben ser validas para describir las fluctuaciones térmicas. Ademas,
como lejos de un punto critico las fluctuaciones son pequenas, las ecuaciones que las describen
pueden linearizarse con respecto a ellas.

Finalmente, se suman corrientes fluctuantes a estas ecuaciones de movimiento, lo que las
convierte en ecuaciones estocasticas con la forma (2), donde Fj(qi, ¢z, ...) es una funcién lineal.

Las corrientes estocésticas representan a la enorme cantidad de grados de libertad mi-
croscopicos que cambian con extrema rapidez en la escala hidrodindmica. En consecuencia,
las expresiones asociadas a sus funciones de correlacion estan determinadas, esencialmente, por
una funcién delta. Estas expresiones son, de hecho, un caso particular de relaciones muy ge-
nerales de la mecanica estadistica fuera de equilibrio conocidas como teoremas de fluctuacion
disipacién (TFD) [7]-]9].

El formalismo de la HF se ha extendido para considerar las fluctuaciones hidrodinamicas
de un fluido simple alrededor de estados de no equilibrio estacionarios.

En la HF, las propiedades estocésticas de las variables hidrodinamicas estan implicitas en
las de las fuerzas fluctuantes. Para establecer estas ultimas en los estados fuera de equilibrio,
se supone que los TFD permanecen validos localmente. Esta suposicion estd basada en la



propiedad markoviana de las fuerzas fluctuantes, es decir, debido a que su longitud de co-
rrelacion es de orden microscopico, las fuerzas fluctuantes no sienten los gradientes aplicados y
se comportan localmente como en equilibrio [10]-[12].

Esta extensién, ha permitido predecir el efecto que algunos gradientes externos tendrian
sobre propiedades fisicas medibles del fluido, como su espectro de dispersién de luz [13]. Para el
caso de un gradiente de temperatura, estas predicciones han sido verificadas experimentalmente
[14]-[18], lo que se ha considerado como un logro fundamental en la mecanica estadistica de los
procesos irreversibles y ha renovado en décadas recientes el interés en este tépico.

La descripcion tedrica de estas propiedades fuera de equilibrio, también ha sido estudiada
en algunos sistemas complejos, como soluciones poliméricas [19]. No obstante, las aplicaciones
de la HF a fluidos complejos fuera de equilibrio son més bien escasas y en el caso de los cristales
liquidos existen solamente algunos estudios aislados y disconexos, a pesar del enorme interés
que estos materiales han adquirido en décadas recientes, tanto por las aplicaciones encontradas
para ellos, como por la investigacién en fisica fundamental.

El objetivo principal de esta tesis es desarrollar de manera sistematica y unificada la HF
para cristales liquidos de bajo peso molecular (termotrépicos). En particular, estudiaremos la
dinamica de las fluctuaciones de las variables hidrodinamicas de un cristal liquido nemaético
cuando éste se encuentra en estados macroscopicos bien definidos, tanto de equilibrio ter-
modinamico, como estados estacionarios fuera de equilibrio.

Para describir el comportamiento espacial y temporal de las fluctuaciones, usualmente se
recurre al calculo de sus funciones de correlacion, las cuales permiten describir de manera
concisa la forma en la que dos variables dindmicas se relacionan en el tiempo y de un punto a
otro.

Desde mediados de los anos 60, el formalismo de las funciones de correlacion se ha desarro-
llado como una de las areas mas activas y fructiferas de la mecanica estadisticas de los procesos
irreversibles. Esto se debe, principalmente, a que muchos coeficientes fenomenoldgicos que des-
criben procesos de transporte, como la difusién o la conductividad eléctrica, pueden escribirse
en general, como integrales que involucran funciones de correlacién [8], [20], [21].

Este tipo de expresiones, conocidas comunmente como relaciones de Green-Kubo, son pe-
culiarmente interesantes desde el punto de vista fisico, pues permiten calcular propiedades
de transporte, es decir, propiedades que caracterizan a los procesos irreversibles, utilizando
promedios sobre ensambles en equlibrio [20].

Las funciones de correlacién juegan un papel central en la mecédnica estadistica fuera de
equilibrio porque, ademas, pueden medirse experimentalmente, a través de diversas técnicas
espectroscopicas y, en particular, en los experimentos de dispersion de luz. Esto se debe a que
la dispersién de luz es el resultado de las fluctuaciones locales de las propiedades épticas de un
material, es decir, de las fluctuaciones locales del tensor dieléctrico.

En un experimento de dispersién de luz, se cuantifica el cambio de energia e impetu que
sufren las ondas electromagnéticas debido a su interaccion con las constantes fluctuaciones
térmicas en un material. Para ello, se hace incidir sobre la muestra bajo estudio un haz luminoso
en la direccion k;, con frecuencia w; y polarizado en la direccion del vector unitario p;, y se mide



la intensidad de la luz que se dispersa en la direccién k¢, con frecuencia wy y polarizacion py.
La intensidad de la luz dispersada esta determinada por la integral de la funcién de correlacién
de las fluctuaciones en el tensor dieléctrico a lo largo de los vectores de polarizacion, dej (k, ),
esto es, es proporcional a [22]

oo

I(k,w)= / dte™™" (e (k, 0) deyr (K, 1)) (3)

—00

en donde k=k; — k; y w = w; — wp. La expresién (3) tiene la forma de una relacién de
Green-Kubo.

Los experimentos de dispersién de luz constituyen una herramienta muy eficaz en el estudio
de la estructura y propiedades de equilibrio y de transporte de la materia. Su aplicacién a
cristales liquidos resulta ser particularmente interesante debido a que estos materiales dispersan
la luz mucho mas intensamente que los liquidos isotrépicos. Esto se debe a que en un cristal
liquido las fluctuaciones térmicas en la orientacion de las moléculas dominan sobre el resto de
las fluctuaciones en la escala hidrodinamica.

Recientemente, otra faceta de las funciones de correlacién ha generado interés. Esta se en-
cuentra relacionada con la descripcién del decaimiento espacial y temporal de las correlaciones.

Durante décadas recientes, un topico fundamental de la mecanica estadistica de los procesos
irreversibles, ha consistido en establecer las condiciones bajo las cuales los fluidos que consisten
de moléculas con interacciones de corto alcance, pueden exhibir correlaciones de largo alcance,
es decir, correlaciones con un decaimiento algebraico en vez de exponencial.

En este sentido, dos problemas han llamado poderosamente la atencién. Uno es el de las
llamadas colas largas en el tiempo [23]-[29]. El otro, tiene que ver con el decaimiento espacial
de las correlaciones en sistemas que se encuentran en estados fuera de equilibrio estacionarios.

Hasta los anos 1980, se suponia que las funciones de correlaciéon en estos fluidos siempre eran
de corto alcance espacial, excepto en la vecindad de un punto critico o de una inestabilidad
hidrodinamica. Por ejemplo, cerca del punto critico de una transicién liquido-vapor, carac-
terizado por valores especificos de la presién, la temperatura y la densidad [30], o cerca de la
inestabilidad hidrodindamica que produce rollos de conveccion en una celda de Rayleigh-Bénard,
cuando la diferencia de temperaturas entre las placas se ajusta a un valor critico AT, [31].

En este contexto, se ha logrado un avance importante en la mecanica estadistica fuera de
equilibrio, al descubrir que pueden existir correlaciones de largo alcance de manera genérica,
es decir, que las correlaciones de largo alcance pueden producirse incluso cuando el sistema se
encuentra lejos de un punto critico o de una inestabilidad hidrodinamica y sin necesidad de
ajustar los valores de los parametros que caracterizan el estado del sistema a un valor especifico.

Concretamente, después de un niimero creciente de predicciones tedricas y evidencias expe-
rimentales se ha sugerido en la literatura que, en los estados estacionarios fuera de equilibrio,
las funciones de correlacion deben ser, genéricamente, de largo alcance tanto espacial como
temporal [32]-[46].



Hasta la fecha, se han formulado varios modelos de sistemas fuera de equilibrio que exhiben
largo alcance espacial en sus funciones de correlacién. Por ejemplo, en la Ref. [44] se considera
un sistema de particulas que ocupan los puntos de una malla y que aleatoriamente brincan de
un punto a un sitio vecino. El sistema se mantiene en un estado estacionario imponiendo un
gradiente en la concentracion de las particulas. Utilizando el formalismo de la HF, Sphon ha
demostrado que la funcién de correlacién de la densidad de las particulas entre dos puntos, r
y 1, exhibe largo alcance espacial y decae como |r —r’ |_d/ ?_donde d es la dimensionalidad del
sistema.

Sin embargo, las funciones de correlacién de largo alcance han sido observadas experimental-
mente en muy pocos sistemas. El caso mas estudiado es el de un fluido simple confinado entre
un par de placas horizontales que se mantienen a dos temperaturas diferentes. Este arreglo
permite crear un estado estacionario fuera de equilibrio con un gradiente de temperaturas en
la direccién vertical y en el sentido opuesto al campo gravitacional, con el propésito de evitar
la inestabilidad convectiva.

De hecho, este fue uno de los primeros sistemas en los que se predijo tedéricamente, que las
correlciones de largo alcance deben existir.

Por otra parte, estas correlaciones pueden detectarse experimentalmente mediante técnicas
de dispersién de luz [14]-[18].

La cantidad relevante medida en un experimento de dispersién de luz es el llamado factor de
estructura dindmico. Para un fluido simple en el estado estacionario inducido por el gradiente
térmico, esta cantidad ha sido evaluada utilizando tres formalismos diferentes: la teoria cinética,
la teoria de acoplamiento de modos y la HF. La conexién entre estos formalismos ha sido un
topico que se ha discutido ampliamente en la literatura y se ha podido concluir que en el limite
hidrodidamico, que involucra tiempos y longitudes de onda grandes, los tres son equivalentes y
predicen que el factor de estructura dinamico tendra la forma

S (k,t) =S, {[1 + Ap (B)] e PR — A, (k) e—ﬁkzt} (4)

donde S, mide la intensidad de las fluctuaciones cuando el sistema esta en un estado de equi-
librio, es decir, en ausencia del gradiente térmico; D’ y ¥ son, respectivamente, la difusividad
térmica y la viscosidad cinematica del fluido; Ay y A; dependen de diversos parametros ma-
teriales del fluido y son proporcionales al cuadrado de la magnitud del gradiente térmico e
inversamente proporcionales a la cuarta potencia del nimero de onda k.

Ambas amplitudes, Ar (k) y A (k), divergen a infinito cuando £ — 0. Este comportamiento
singular es el responsable de la aparicion de correlaciones de largo alcance en el espacio de
coordenadas en el estado estacionario.

Las fluctuaciones en este sistema fuera de equilibrio, han sido estudiadas experiemental-
mente mediante mediciones de dispersiéon de Rayleigh en tolueno liquido y n—hexano, sujetos
a gradientes térmicos uniformes. Los experimentos confirman la presencia de las fluctuaciones
fuera de equilibrio que decaen en la forma e~ Drk* y et en total concordancia con la expresion
(4) y permiten, ademads, evaluar experimentalmente los coeficientes Ay y A,,.



Utilizando el formalismo de la HF, Schmitz y Cohen [12], [41]-[43] calcularon explicitamente
el comportamiento espacial de las correlaciones asociadas con (4). Sus principales resultados
pueden resumirse en los siguientes puntos:

e Las funciones de correlacion a tiempos iguales exhiben una contribuciéon de largo alcance
que se anula en el estado de equilibrio.

e La contribucion de largo alcance en las funciones de correlacion, se origina de una version
local de los TFD y del acoplamiento de las variables fluctuantes.

e La contribucién del acoplamiento de los modos en las funciones de correlacién a tiempos
iguales, (67 (r,t) 6T (r',t)) y (dv; (r,t) ov, (x',t)), donde 6T y dv; son las fluctuaciones en
la temperatura y en la i—ésima componente de la velocidad, respectivamente, entre dos
puntos alejados de las fronteras del sistema, se incrementa con la distancia, obedeciendo
una ley de potencias.

e Las funciones de correlacién a tiempos iguales (§7 (r, ) dv; (r', 1)), para j = 1,2, 3, decre-
cen como |r —r’ |_1, cuando los puntos estdn muy alejados de las fronteras del sistema.

e La contribucién del mecanismo de acoplamiento de modos al pico central del espectro
de dispersién de luz no se ve afectada por las condiciones de frontera impuestas sobre el
sistema y tiene la forma dada por la expresién (4).

Otros sistemas similares que han sido objeto de analisis tanto tedrico como experimental
son las mezclas de fluidos en un estado estacionario inducido por un gradiente térmico y fluidos
simples en estados estacionarios inducidos por un flujo de corte. No obstante, debemos senalar
que la aplicacién a otros fluidos complejos es practicamente inexistente.

Recientemente, muchos grupos de investigacion han enfocado sus esfuerzos en determinar
las condiciones bajo las cuales los sistemas disipativos, fuera de equilibrio y expuestos a ruido,
pueden exhibir invariancia de escala genérica. Al parecer, las caracteristicas fundamentales que
debe tener el sistema para que ello ocurra, deben ser:

1. Contar con cantidades conservadas localmente.
2. Estar en un estado tal que no se satisfaga la condicién de balance detallado.

3. Ser espacialmente anisotrépicos.

Aunque, generalmente, no es necesario que las tres condiciones se satisfagan simultaneamente
[45]-[46].

Por otro lado, en la rama de los sistemas dindmicos, se han construido muchos modelos
simplificados de sistemas disipativos fuera de equilibrio, los cuales exhiben funciones de co-
rrelacion espaciales que obedecen leyes de potencias bien definidas [47]-[51]. A pesar de que la
dinamica en estos sistemas parece estar por demas simplificada, su estudio sugiere que algunos
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principios generales son viables, por ejemplo, que los sistemas fuera de equilibrio efectivamente
poseen correlaciones de largo alcance, por lo que se dice que operan en estados criticos, y que
la energia que es suministrada a los sistemas de manera homogénea se disipa en estructuras
fractales generadas justamente por el decaimiento algebraico de las correlaciones.

La existencia de decaimientos en forma de leyes de potencia de las funciones de correlacion
en los sistemas fuera de equilibrio, puede interpretarse como la manifestacion de una invariacia
de escala espacial y temporal genérica. En la literatura, muchos autores coinciden en que el
comportamiento genérico de largo alcance, da lugar a lo que ha sido denominado como criti-
cidad auto-organizada, a partir de la observacién hecha por Bak et al., [47], [48], de que muchos
sistemas dinamicos disipativos evolucionan de manera natural a un estado critico, definido
por la ausencia de escalas espaciales y temporales caracteristicas. De acuerdo con Bak et al.,
evolucion hacia estos estados criticos ocurre sin el designio de un agente externo, es decir,
se debe solamente a las interacciones entre los componentes individuales del sistema. se dice
entonces que el estado critico es auto-organizado.

Originalmente, la teoria de la criticidad auto-organizada fue introducida por Bak, Tang y
Wiesenfeld con el propédsito de explicar la existencia de dos fenémenos, aparentemente inde-
pendientes, observados de manera abundante en los sistemas complejos. Uno es el fenémeno
conocido usualmente como ruido 1/f y el otro es la formacién de estructuras espaciales auto
similares o fractales [51].

Basados en los resultados numéricos de modelos dindmicos sencillos, se ha sugerido que entre
las invariancias de escalas espaciales y temporales, debe haber una relacién directa. De manera
precisa, se ha propuesto que este comportamiento complejo observado en la naturaleza, refleja
una tendencia general de los sistemas fuera de equilibrio, disipativos y de muchos componentes
a evolucionar hacia los estado criticos auto-organizados [50].

Sin embargo, la conexién entre la conjetura de la criticidad auto-organizada y la existencia
de correlaciones de largo alcance en los sitemas fisicos complejos, ain no ha sido claramente
establecida.

En andlisis teéricos recientes [52], [53], Sengers y Ortiz de Zarate han estudiado el compor-
tamiento espacial de la funcién de correlacién de temperaturas de un fluido simple confinado
entre un par de placas paralelas y en un estado estacionario de no equilibrio inducido por
la presencia de un gradiente de temperatura. Estos autores han identificado dos mecanismos
fisicos diferentes a través de los cuales el gradiente térmico genera correlaciones de largo al-
cance: uno es la existencia de acoplamientos entre los campos fluctuantes; el otro es la variacién
espacial de la magnitud de las fuerzas estocasticas, la cual resulta, en ultima instancia, de la
inhomogeneidad del sistema en presencia del gradiente térmico. Utilizando la aproximacién de
Bousinessq y el formalismo de la HF, se ha evaluado la contribucion de ambos mecanismos im-
poniendo condiciones de frontera sobre las fluctuaciones, tales que éstas se anulan en las placas
que confinan al fluido y se ha encontrado que si bien las correlaciones de largo alcance debidas a
la inhomogeneidad del sistema existen, son totalmente despreciables frente a las correlaciones
de largo alcance que resultan del acoplamiento de los campos fluctuantes, que las superan en
magnitud por un factor de 103, si se toman valores tipicos de los pardmetros involucrados.



Un problema de interés consiste en investigar la posible generalidad de este resultado con-
cerniente a los mecanismos fisicos que generan el largo alcance en las funciones de correlacién.
Por ejemplo, una pregunta abierta es si estos resultados, véalidos para fluidos isotrépicos, puede
generalizarse a fluidos complejos y en particular, a un cristal liquido nematico. Ademas,
podriamos preguntarnos si el tamano finito del sistema juega un papel fundamental o no,
en el predominio del mecanismo de acoplamiento de modos, sobre el de la inhomogeneidad del
sistema en la generacién de funciones de correlacién de largo alcance.

El objetivo general de esta tesis consiste en estudiar, tedricamente, la dindmica de las
fluctuaciones hidrodinamicas en un cristal liquido nemaético alrededor de estados de equilibrio y
de estados estacionarios fuera de equilibrio. Con este propdsito, extenderemos el formalismo de
la HF para analizar el comportamiento espacial y temporal de las funciones de correlacion en
un nematico en equilibrio termodinamico y en dos modelos especificos fuera de equilibrio: el de
un nematico sujeto a un flujo de calor estacionario y el de una supension diluida de particulas
en un solvente nematico sujeta a un gradiente estacionario en la concentracién de las particulas.

Especificamente, los objetivos de este trabajo de investigacién son:

1. Desarrollar sistematicamente la HF de cristales liquidos nematicos termotropicos en equi-
librio.

2. Calcular el espectro de dispersion de luz de una suspension diluida fuera de equilibrio en
un solvente liquido cristalino. Concretamente, determinar el efecto producido en el factor
de estructura por un gradiente en la concentracién del soluto.

3. Estudiar la dindmica de las fluctuaciones en un cristal liquido nematico en un estado
estacionario fuera de equilibrio inducido por un gradiente de temperatura. Esta apli-
cacion es de interés especial porque ha sido este sistema el que ha permitido establecer
muchas de las propiedades conocidas de los estados estacionarios para fluidos simples. La
generalizacion a un cristal liquido es practicamente inexistente en la literatura.

4. Estudiar el decaimiento espacial de diversas funciones de correlacién de un nematico, tanto
en equilibrio como en el estado estacionario fuera de equilibrio descrito previamente. De
manera concreta, investigar la existencia de largo alcance espacial y los mecanismos fisicos
que le dan origen.

Esta tesis se ha organizado en tres partes. La Parte I comprende los Capitulos 1 y 2 y estéd
dedicada al estudio de la fluctuaciones hidrodinamicas alrededor de un estado de equilibrio en
un nematico termotropico.

En el Capitulo 1, se presenta una descripciéon fenomenolégica de los cristales liquidos
nematicos de bajo peso molecular. Se senalan las propiedades macroscépicas de estos ma-
teriales que resultaran relevantes en el contexto de nuestra investigacién. En particular, se
presenta el sistema completo de ecuaciones hidrodinamicas de un nematico. Posteriormente, se
construye de manera sistematica y unificada la HF de un cristal liquido nematico termotrépico.

10



Esto permite escribir las ecuaciones nematodinamicas fluctuantes en una forma muy compacta,
semejante a la de otros sistemas en mecanica estadistica fuera de equilibrio (movimiento brow-
niano, ecuacién de Langevin generalizada, etc.), y calcular los TFD asociados con la fuerzas
estocasticas que perturban la dinamica de las fluctuaciones en el nematico. Finalmente, se
calculan los modos hidrodinamicos del nematico termotrépico en equilibrio.

En el Capitulo 2, se demuestra que las fluctuaciones hidrodindamicas del cristal liquido
evolucionan en tres escalas temporales muy separadas entre si y se desarrolla una teoria de
perturbaciones que permite clasificarlas en tres tipos: lentas, semilentas y rapidas. Poste-
riormente, se describe la evolucion de cada grupo de variables en su escala temporal asociada.
Finalmente, se utiliza esta teoria de perturbaciones para calcular las funciones de correlacion
del nematico en equilibrio termodinamico y se discuten algunas de las ventajas y limitaciones
del formalismo.

En la segunda Parte de la tesis, comprendida en los Capitulos 3 y 4, construimos un modelo
original y de posible interés experimental, en el cual se aplica la teoria desarrollada en la Parte
I. Especificamente, se analizan las propiedades de dispersién de luz de impurezas disueltas en
un solvente liquido cristalino. Suponemos que la suspension se encuentra fuera de equilibrio
debido a la presencia de un gradiente en la densidad de impurezas y se calculan explicitamente
los efectos fuera de equilibrio. Se identifican dos mecanismos fisicos mediante los cuales el
gradiente de concentracion puede inducir cambios en el factor de estructura de las impurezas,
a saber: la inhomogeneidad espacial del TFD y el acoplamiento de las fluctuaciones en la
densidad de las impurezas con las fluctuaciones hidrodinamicas del solvente. Estos mecanismos
se estudian por separado en los Capitulos 3 y 4, respectivamente. Concluimos que los cambios
en el factor de estructura podrian ser significativos y que el segundo mecanismo domina sobre
el primero.

En la Parte IIT (Capitulos 5 y 6), se estudian las fluctuaciones de un nemético alrededor de
un estado estacionario inducido por un gradiente de temperatura.

En el Capitulo 5, se establece las forma de las ecuaciones linearizadas que describen la
dinamica de las fluctuaciones en el estado estacionario y se demuestra que, ain en este caso,
las variables fluctuantes evolucionan en tres escalas temporales enormemente distanciadas. Se
aplica nuevamente la teoria de perturbaciones sobre las escalas temporales para desacoplar la
dindmica de las fluctuaciones en el nematico. Esto permite calcular el espectro de dispersién
de luz del nemético fuera de equilibrio.

En el Capitulo 6, se calculan las funciones de correlacion a tiempos iguales del nematico
tanto en equilibrio como en el estado estacionario inducido por el gradiente térmico. Se demues-
tra que en equilibrio, las funciones de correlacién son de corto alcance, excepto las correlaciones
asociadas con las fluctuaciones del director, las cuales exhiben un decaimiento espacial lento.
Finalmente, se exhibe que en el estado estacionario, las funciones de correlacién pueden adquirir
largo alcance debido a dos mecanismos fisicos. Nuevamente, el primero de estos es la inhomo-
geneidad de los TFD y el segundo es el acoplamiento de modos hidrodindamicos. La contribucién
de ambos mecanismos se estudia en detalle y se verifica cuantitativamente, en el caso especifico
de la autocorrelacién de temperaturas, que el mecanismo dominante es el de acoplamiento de
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modos.

En las Conclusiones se discuten de manera breve los principales resultados obtenidos en este
trabajo.

Finalmente, para los lectores que pudieran estar interesados, nos gustaria senalar que puede
encontrarse informacién complementaria y especifica sobre este trabajo de investigacién en las
referencias siguientes:

1. H. Hijar y R. F. Rodriguez, Anisotropy and nonequilibrium effects on the light scattered
from a suspension in a nematic solvent, Physical Review E, 69 (2004) 051701.

2. J. F. Camacho, H. Hijar y R. F. Rodriguez, Hydrodynamic correlation functions for a
nematic liquid crystal in a stationary state, Physica A, 348 (2005) 252.

3. R. F. Rodriguez y H. Hijar, Long-range order and dynamic structure factor of a nematic
under a thermal gradient, Furopean Physical Journal B, (2006) (en prensa).

4. H. Hijar y R. F. Rodriguez, Correlation functions and long-range order for a nematic in
nonequilibrium stationary states, Revista Mezicana de Fisica, (2006) (en prensa).

5. H. Hijar y R. F. Rodriguez, Compressibility and mode-coupling effects on the dynamic
structure factor of a non-equilibrium suspension in a nematic solvent, Journal of Physics,
(2006) (enviado).
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Parte 1

Funciones de Correlacion en un
Nématico en Equilibrio
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Capitulo 1

Dinamica de las Fluctuaciones en un
Nématico en Equilibrio

1.1 Descripcion Fenomenolégica de los Cristales Liquidos
Nématicos

El término cristales liquidos se ha adoptado para designar un conjunto de fases de la materia
intermedias entre los sélidos cristalinos y los fluidos simples [54]-[57]. Estas mesofases suelen
poseer propiedades comtinmente asociadas tanto con los cristales sélidos como con los liquidos
isotrépicos.

Los compuestos que exhiben fases liquido cristalinas consisten de moléculas organicas, cuya
estructura es usualmente elongada o en forma de disco.

Las transiciones de fase que conducen a un cristal liquido pueden inducirse de dos maneras:
mediante cambios en la temperatura o mediante cambios en las concentraciones de ciertos
compuestos. Esto divide a los cristales liquidos en dos grandes familias: la de los termotrépicos
y la de los liotrépicos, respectivamente.

El tipo méas comin de moléculas que dan lugar a fases liquido cristalinas termotrépicas,
son moléculas orgéanicas de bajo peso molecular (~ 100 u. a.), cuya forma puede describirse
burdamente como la de una barra o un elipsoide, pues uno de sus ejes es mucho mas largo que
los otros dos. Las dimensiones tipicas de este tipo de moléculas son 5 x 10~ cm de ancho por
20 x 1078 c¢m de largo [58], [59].

Los cristales liquidos termotrépicos més comunes son los neméaticos, los colestéricos y la
familia de cristales liquidos esmécticos. En esta tesis nos restrigiremos a estudiar el com-
portamiento dindmico de las fluctuaciones térmicas en los cristales liquidos nematicos ter-
motropicos, los cuales constituyen la fase liquido cristalina mas sencilla.

La mesofase nemadtica se caracteriza porque en ella las moléculas no tienen orden en la
posicién, pero si orden en la orientacién. Esto significa que los centros de masa de las moléculas
se mueven como en un liquido isotrépico, sin embargo, mientras lo hacen, permanecen orien-
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tadas, en promedio, alrededor de una direccién comun, representada por un vector unitario, 1,
llamado director.

Lo anterior se ilustra esquematicamente en la Figura 1.1. A temperaturas suficientemente
bajas, T' < Ts_p, la muestra se encuentra en la fase cristalina, en la cual las moléculas poseen
tanto orden posicional como orientacional. Al aumentar la temperatura, Ts_y < T < Tn_j,
el orden posicional se pierde y unicamente persiste el orden orientacional caracteristico de la
fase nematica. Finalmente, cuando T" > Ty_;, se alcanza la fase isotrépica y las moléculas no
exhiben ni orden posicional ni orientacional.

1000000 gugd gty P72 D
010000 0030 gy SIS
0000000 gt halaly IS
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Sélido cristalino Nematico Liquido isotrépico

Figura 1.1: Representacién esquemadtica de un cristal liquido nemético termotrépico.

Alrededor del director el nemético es completamente simétrico. Ademads, en un nemaético
las direccidnes i y —i son equivalentes. Esta simetria implica, por ejemplo, que todas las ecua-
ciones que describan algin comportamiento fisico de la fase nematica, deberan ser invariantes
ante la sustitucién de i por —n.

Un fluido isotrépico es invariante ante una rotacién arbitraria, pero una rotacién en la fase
nematica alrededor de un eje distinto a 0, lleva al sistema a un estado claramente distinguible
del original. Por lo tanto, la transicién de la fase isotrépica a la fase nematica implica la ruptura
de la simetria rotacional de la primera.

El orden orientacional de largo alcance en un nematico define una direccion preferencial y
como consecuencia un nematico es siempre anisotropico, esto es, sus propiedades fisicas, por
ejemplo, las susceptibiladades eléctrica y magnética, las conductividades eléctrica y térmica,
el indice de refraccién, la viscosidad, etc., dependen fuertemente de la direccién en la que se
miden. De manera precisa, un nematico es un medio uniaxial.

El director, 1, es una cantidad macroscépica, que se obtiene al promediar sobre un gran
nimero de moléculas la direccion en la que apuntan sus ejes. Bajo condiciones apropiadas, es
posible producir una deformacion en el alineamiento de las moléculas y en consecuencia una
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variacion espacial de . Ahora bien, se ha observado experimentalmente mediante técnicas
espectroscopicas, que las distancias para las cuales son notables los cambios en el director,
resultan ser mayores, al menos en dos érdenes de magnitud, que las dimensiones moleculares.
Esto es, las variaciones espaciales del director son muy modestas a nivel microscopico y entonces
es posible describirlas mediante una teoria del continuo, en términos de un campo vectorial
A(r), que pone de manifiesto los cambios espaciales del director, pero cuyas variaciones a
nivel molecular son suaves, lo cual implica que localmente las propiedades fisicas del nematico
seguiran siendo las de un medio uniaxial.

En ausencia de agentes externos el director tiende a ser constante a través de toda la
muestra, de hecho, los nematicos son medios elasticos que se oponen a las variaciones espaciales
del director y la distorsion del director tendra una energia asociada. La energia por unidad de
volumen necesaria para producir una distorsion del director, esta dada por la famosa expresion
de Frank para la energfa libre eldstica [60],

1 1 1
Fy=SKi(V - 0)? + S Ko(h - (V X 0))? + S K5 x (V x @), (1.1)

donde K7, K5 y K3 son constantes con unidades de fuerza que miden la resistencia del nematico
a sufrir distorsiones en el alineamiento de las moléculas. K;, Ky y K3 se llaman usualmente
constantes elasticas pues guardan cierta similitud con la constante eldstica de un resorte que
aparece en la ley de Hooke. En efecto, en el caso del resorte, la energia potencial depende del
cuadrado de la deformacién sufrida por éste, mientras que en el caso de un nématico la energia
es proporcional al cuadrado de las distorsiones espaciales en el director.

Las constantes eldsticas tienen valores tipicos del orden de 107 dyn y cada una est4 asociada
a un tipo béasico de deformacién. En efecto, todas las deformaciones en un cristal liquido
nematico pueden obtenerse como una combinacién de las tres deformaciones béasicas que se
muestran en la Figura 1.2, y que se denominan en inglés como splay, twist y bend. En una
deformacién splay V - i # 0; en una deformacién twist fi - (V x fi) # 0; mientras que en una
deformacién bend i x (V x @) # 0.

La energia elastica almacenada en un volumen V' sera

Ed:/FddI‘. (12)
\%4

Las condiciones de equilibrio para la muestra se obtienen minimizando Fy, para todas las
posibles variaciones de n, bajo la condiciéon de que ni - i = 1, la cual, puede reescribirse en
la forma n;on; = 0, donde dn;, representa la variacion en n;. Siguiendo el método de los
multiplicadores de Lagrange, puede mostrarse que la condicién de equilibrio estara dada por la

ecuacion [61] oF oF
__2d Y
—in; = an, +V; <8ani) , (1.3)

donde ¥ = 9 (r) es el multiplicador de Lagrange.
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Figura 1.2: Deformaciones elasticas basicas en un nematico.

El lado derecho de la ecuacién (1.3) representa la i-ésima componente de un vector h tal
que, en equilibrio es paralelo al director. De hecho, puede decirse que h influye sobre 1, de tal
manera que este ultimo busca siempre ser paralelo al primero. h recibe el nombre de campo
molecular y, segin lo anterior, esta definido como

_ 0F, OF,
h; = -+ V; (8%%) . (1.4)

En general, la energia libre en un nematico, ademas de la contribucion eldstica, puede
contener contribuciones de campos externos, por ejemplo, campos eléctricos y magnéticos. En
estos casos, al buscar aplicaciones tecnolégicas para los nematicos, el equivalente de la ecuacion
(1.1) representa una expresiéon fundamental, pues es la que permite describir la configuracién
espacial que adopta el director en presencia de los campos. Sin embargo, debido a que un
nematico es un medio suave, la reorientacion del director estd acompanada siempre de otros
procesos, como el flujo y la disipacién de energia. La dinamica involucrada en estos procesos no
estd descrita por la ecuacién (1.1), sino por una teoria general del continuo de los nematicos en
la que el campo director esté acoplado con otros campos macroscépicos (hidrodindmicos), como
el campo de velocidades y el de temperatura. Esta teoria resulta entonces fundamental para
completar el esquema del comportamiento fisico del nematico en la aproximacion del continuo
o hidrodindmica.

1.2 Hidrodinamica de los Cristales Liquidos Nematicos

1.2.1 Variables Nematodinamicas

En esta seccién presentaremos el conjunto de ecuaciones hidrodindmicas que describen el
acoplamiento del campo director con el flujo en un cristal liquido neméatico. Este conjunto
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consiste de una generalizacién de las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido uniaxial, mas
una ecuacién dinamica para el director. No discutiremos aqui, la forma detallada en la que
estas ecuaciones pueden obtenerse, sino que daremos una explicacion de su significado fisico.

La descripcion hidrodinamica de un cristal liquido nematico o nematodindmica, se desarrolld
a partir de los trabajos de Ericksen [62], [63] y Leslie [64], [65], quienes obtuvieron un conjunto
completo de ecuaciones para la velocidad del fluido, a partir de la ley de conservacién del
impetu, y una ecuacion para el director, la cual asociaron con la conservaciéon del momento
angular.

Una descripcién alternativa, basada en las ideas rigurosas del método hidrodindmico [66]-
[69], fue desarrollada por el grupo de Harvard [70].

En forma linearizada, las ecuaciones de Ericksen-Leslie y las ecuaciones del grupo de Harvard
son equivalentes. Sin embargo, la descripcién del grupo de Harvard, es mas general y esta
basada tnicamente en las propiedades de simetria del nemético y argumentos termodindmicos
fundamentales. Por esta razén, en esta tesis utilizaremos esta descripcion como se presenta,
por ejemplo, en la Ref. [71], para desarrollar la HF de los neméticos termotrdpicos.

En los sistemas condensados, la mayoria de los procesos tienen tiempos de vida carac-
teristicos muy cortos, y cuando se activan, decaen rédpidamente al equilibrio. Sin embargo,
existe un numero reducido de variables que tienen garantizada una variacion temporal lenta
a distancias grandes [57], [68], [69]. Estas son las variables hidrodindmicas y el punto crucial
consiste en que pueden identificarse utilizando las leyes generales de conservacién de la masa,
del impetu, de la energia, de la carga eléctrica, etc., y, en el caso de los sistemas complejos, la
ruptura de simetrias.

Entonces, las primeras variables hidrodindmicas de un nematico termotrépico son aquellas
asociadas a las leyes generales de conservacién de la masa, del impetu y de la energia. Para
un nemético, al igual que para un fluido isotrépico, la densidad de masa, p(r,t), la densidad
de fmpetu, g (r,t) = p(r,t) v (r,t), donde v (r,t) es el campo de velocidades, y la densidad de
energia, € (r,t), son variables hidrodindmicas.

Debido a que los grados de libertad microscopicos alcanzan su estado de equilibrio ter-
modinamico en la escala de tiempos de la hidrodinamica, se puede utilizar la termodinamica,
localmente, para describir el comportamiento de las variables hidrodinamicas. Esto permite,
entre otras cosas, describir el estado hidrodinamico en términos de la densidad de entropia,
o (r,t), en vez de la densidad de energia.

La descripcion hidrodindmica de un cristal liquido nemaético es al mismo tiempo mas com-
pleja y més rica que la de un fluido isotrépico, debido a que en la fase nematica se cuenta también
con una variable que representa la ruptura de una simetria. En efecto, en la fase isotrépica
el sistema es invariante ante una rotacion arbitraria, mientras que en la fase nematica existe
una direccion preferencial representada por el vector director n. El director es entonces la
variable asociada con la ruptura de la simetria rotacional y debe incluirse en la descripciéon
hidrodindmica de un nematico [57], [71].

De hecho, se ha observado experimentalmente que el flujo hidrodindmico en la fase nematica
puede perturbar el alineamiento de las moléculas, e inversamente, que un cambio en el ali-
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neamineto puede inducir un flujo. Ademads, estrictamente hablando, la reorientaciéon de las
moléculas siempre estd acompanada de procesos disipativos en los cuales se libera energia del
sistema en forma de calor y, por lo tanto, la reorientacién del director podria estar acoplada
con la dindmica de otros campos hidrodinamicos, como el de temperautra.

En conclusién, el estado hidrodindmico de un nematico puede especificarse a través de los
campos de densidad de masa, p (r,t) y densidad de entropia, o (r,t), del campo de velocidades,
v (r,t), y del campo director @i (r, ).

1.2.2 Ecuaciones Nematodinamicas

Las variables hidrodindmicas asociadas a las leyes de conservacién obedecen una ecuacién de
la forma

) .
apa + szz = 0, (15)

donde p* = p*(r,t), representa la densidad de la cantidad conservada y j* = j*(r,t), es la
densidad de corriente de la misma. La ecuacién (1.5) refleja justamente el hecho de que estas
cantidades sélo pueden transportarse y no crearse ni destruirse.

Si identificamos p® con p, la densidad de masa, y j* con pv, la densidad de corriente de
masa, se obtiene la ecuacion de continuidad,

0
50+ Vi pvi) = 0. (1.6)

También podemos identificar p* con una de las componentes de la densidad de impetu, g;,
y escribir la ecuacion de conservacion del impetu, o ecuacién de movimiento, como

0
p (a + Ujvj) vi + Vo =0, (1.7)

en donde o;; es el tensor de esfuerzos del nematico.
En presencia de fuerzas externas, la ecuacién anterior adquiere la forma

0
P (a + UjVj) v; + VjO'ij = fi, (18)
donde f es la fuerza por unidad de volumen que actia sobre el fluido.

Por otro lado, en el caso mas general, la entropia no se conserva y su dinamica estara
gobernada por una ecuacién de la forma

0 R

—U—{—VZ ov; +VZ '{7:_, 1.9

o Vi(ou) + Vi = o (19)
donde j7 representa la densidad de corriente de entropia independiente del flujo, y el cociente
R/T representa la razén temporal de entropia creada en el punto r al tiempo ¢. T es la tempe-
ratura local y R una funcién llamada funcién de disipacién, la cual debe ser cero para procesos
reversibles y positiva para procesos irreversibles, segin la segunda ley de la termodindmica.
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Finalmente, la dindmica del director estard gobernada por una ecuacién de relajacion, con
la forma general
donde Y; suele llamarse la cuasicorriente del director debido a que no representa una corriente
propiamente, es decir, su integral sobre una superficie no es un flujo. Fisicamente, Y representa
a las torcas que pueden inducir la reorientacion del vector director.

Para que las ecuaciones anteriores resulten de utilidad, es necesario proporcionar las ex-
presiones fenomenoldgicas que relacionan al tensor de esfuerzos, la cuasicorriente, etc., con los
gradientes de las variables hidrodindmicas. Estas expresiones se construyen de manera muy
general haciendo uso de la termodinamica irreversible lineal y de las siguientes propiedades de
simetria [71]:

1. Invariancia de las ecuaciones ante transformaciones de Galileo.

2. Invariancia de las ecuaciones ante translaciones espaciales.

3. Invariancia de las ecuaciones ante la transformacién n — —i.

Las corrientes y cuasicorrientes que aparecen en las ecuaciones nematodinamicas pueden
escribirse como la suma de un término reversible (al que denotaremos por un superindice R),
mé&s un término irreversible (denotado por un superindice D), de la siguiente manera

Oij :0‘5—}—0‘5’ (111)
Y =Y +Y7", (1.12)
N (1.13)

Como se verd en detalle mas adelante, los términos reversibles e irreversibles se distinguen
porque los primeros no contribuyen a la produccién de entropia en los nematicos termotropicos,
mientras los utimos si lo hacen y entonces, representan los procesos disipativos asociados con
la dindmica de estos sistemas.

La parte reversible del tensor de esfuersos, o/

i, esta dada por
1

05} = poi; + ®;;Ving — 5

Akjilvies (1.14)

donde p = p(r,t) es la presién local, mientras que los dos tltimos términos en el lado derecho de
esta ecuacion representan una contribucion estatica anisotrépica al tensor de esfuerzos, debida
a las distorsiones elasticas del campo director.

El tensor de rango dos, ®;;, tiene la forma explicita

@, = Kiji Ving,
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donde el tensor de cuarto rango, Kjju, estd dado por
Kiji = K15$5;§1 + Kanpepijngeqn + Ksnymdy, (1.15)

con K, Ky y K3 las constantes elasticas splay, twist y bend, respectivamente, introducidas en
la Seccién 1.1 y g, el tensor de Levi-Civita o tensor de permutacion de rango tres. Se observa
entonces que el tensor K j; define las configuraciones espaciales del director permitidas por la
simetria nematica.

El tensor de rango tres, \;j, estda dado por

donde el operador de proyeccién, 5+

7> €s

y A es un parametro adimensional, que determina el alineamiento del director en presencia del
flujo hidrodinamico.

El vector h que aparece en las definiciones anteriores es justamente el campo molecular
definido en la Seccién 1.1, y, en ausencia de campos electromagnéticos externos, tiene la forma
explicita

hi == —Kijklvjvmk + (Si} (82[;I;Zjl - 853;“) (Vﬂlk) (anp) . (118)

Por otro lado, 0']13 representa la parte viscosa del tensor de esfuerzos y tiene la forma general

D
Uji = —I/ijklvlvk, (119)
donde el tensor de rango cuatro vy, es justamente el tensor viscoso de un nemético.

En un fluido simple crﬁ es la suma de dos términos: uno proporcional a la divergencia de v y
el otro a la parte simétrica del tensor V;v; [6], [72]. En un nematico, la simetria uniaxial permite
contribuciones al tensor de viscosidades que dependen del campo director, explicitamente, v;j;

contiene cinco viscosidades independientes, v, ..., vs, y su forma explicita es

Vijki = V2 <5jl5ik + 5il6jk) + 2 (Vl + vy — 2V3) NN Ny
+ (1/3 — 1/2) (njnléik + njnkéﬂ + nmkéjl + nmléjk)
+ (1/4 — 1/2) 5ij5kl + (V5 — V4 + VQ) ((5ijnknl + 5kmz~n]~) . (1.20)

Los coeficientes 11, v5 y 3, representan tres viscosidades cortantes, mientras que vy — v y
s, son viscosidades volumétricas. Nétese que la forma isotrépica de v, se recupera haciendo
VN =Vy =V3y Vs = Vg — 2.

Por otro lado, la parte reversible de la cuasicorriente Y, cuantifica las torcas sobre el campo
director ejercidas por el flujo. Y% est4 dada por

1
Y;R = —5)\¢jkvj"l}k;. (121)
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Mientras tanto, la parte disipativa, Y;?, describe el proceso viscoso debido a la rotacién de
dos elementos de volumen adyacentes con velocidades angulares diferentes. Esta contibucién
tiene la forma )

VP = —6h;, (1.22)
2!
donde el coeficiente 77, con unidades de viscosidad, determina la evolucién espontanea de las
configuraciones nematicas distorsionadas, hacia configuraciones homogéneas, en ausencia de
torcas que tiendan a mantener dicha distorsién [68], [73].
La parte reversible de la corriente de entropia se anula al imponer la condiciéon de simetria

ante la inversiéon temporal,
jTt =0, (1.23)

mientras que los elementos de la parte disipativa tienen la forma
Ji "~ =~k VT, (1.24)

donde se observa que k;; = T'k;;, describe la conduccién de calor en un nematico, es decir, x;; es
el tensor de conductividades térmicas y tiene la forma general apropiada a un medio uniaxial,

Rij = /ﬁlj_éij + RaTT 5, (125)

donde k, = K| —k_, es la anisotropia en la conductividad térmica, siendo | y £ los valores de la
conductividad térmica en las direcciones paralela y perpendicular al director, respectivamente.

Finalmente, la funcion de disipacion R, es, como cabria esperar, la suma de los productos
de los flujos disipativos por sus fuerzas generalizadas asociadas,

1
R = 7h25$hj -+ Vijkl (Vjvl-) (vl’l}k) + l_'il'j (VZT) (VJT) . (126)
1

Sustituyendo las ecuaciones (1.14)-(1.23) y (1.19)-(1.24) en las expresiones (1.11)-(1.13) se
obtiene finalmente

1
1 1
jg = —/?{/l]VJT (129)

La ecuaciones nematodindmicas (1.6), (1.8) , (1.9) y (1.10) junto con las ecuaciones ante-
riores y dos ecuaciones de estado, por ejemplo 0 = o (p,T) y p = p(p,T), forman un sistema
cerrado que permite describir la dindmica macroscépica de un cristal liquido nemaético.
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1.3 Fluctuaciones Térmicas en un Nematico

En un cristal liquido, como en un fluido simple, las fluctuaciones térmicas se producen espontanea
y continuamente. Las perturbaciones locales producidas por las fluctuaciones, alteran el estado

de equilibrio del sistema y, como resultado, se generan procesos de relajacién, los cuales involu-

cran una enorme cantidad de particulas y representan modos colectivos lentos.

En todo nuestro andlisis subsecuente estaremos interesados en estudiar la dinamica de las
fluctuaciones térmicas en un cristal liquido nematico, cuando éste se encuentra en equilibrio o en
un estado estacionario fuera de equilibrio, pero lejos de un punto critico o de una inestabilidad
hidrodinamica. En estos casos, es de esperarse que la intensidad de las fluctuaciones sea pequena
y, por lo tanto, que una descripcién linearizada sea suficiente para describir su dinamica.

El estado hidrodinamico del nematico puede especificarse mediante el campo de velocidad,
v (r,t), el campo director, i (r,t), y los campos de densidad y temperatura, p(r,t) y T (r,1).
Cuando el nemético se encuentra en equilibrio termodinamico, estos campos adquieren valores
uniformes p,, T,, v, y 0,.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el fluido nemético se encuentra en reposo,
es decir, que v, = 0, y que n, apunta en la direccién del eje z de un sistema de coordenadas
cartesianas.

Las fluctuaciones, son las desviaciones locales espontaneas de los campos con respecto a sus
valores promedio, es decir,

50 () = p(,) = o (1.30)

0T (r,t) =T (r,1) — (1.31)
dv; (r,t) = v; (r, t) (1.32)

on; (r,t) =n; (r,t) — ne,. (1.33)

En el caso general, cuando los sistemas se encuentran en equilibrio termodindmico, las
ecuaciones fluctuantes linearizadas suelen construirse mediante el formalismo fenomenolégico
de la HF de Landau y Lifshitz [5], quienes lo idearon para calcular las funciones de correlacién
de las fluctuaciones hidrodindmicas en un fluido simple.

Desde el punto de vista de la teoria de los procesos estocasticos, Fox y Uhlenbeck pusieron
en una base firme la HF, al establecer que en dicho formalismo las fluctuaciones hidrodindmicas
son descritas como procesos estocésticos estacionarios, gaussianos y markovianos [74]-[76].

Por otra parte, la teoria de Fox y Uhlenbeck permite estudiar rigurosamente, las fluctua-
ciones en las variables que no tienen una paridad definida con respecto a la inversién temporal
[74], [75]. Entonces, esta formulacién general resulta necesaria para describir las fluctuaciones
hidrodindmicas.

De hecho, el analisis general de este tipo de procesos estocasticos, permitio a Fox y Uhlenbeck
describir las fluctuaciones tanto en un fluido simple, como en mezclas binarias de fluidos simples
[76]. No obstante, no existen muchas aplicaciones de esta teorfa al estudio de las fluctuaciones
en fluidos complejos y, hasta donde sabemos, dicha teoria no se habia aplicado antes para
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describir las propiedades estadisticas de las fluctuaciones hidrodinamicas de un cristal liquido
nematico termotrépico. El analisis sistematico de la nematodinamica fluctuante fue realizado
por primera vez por nosotros en [77] y en las secciones siguientes lo describiremos brevemente.

Asi pues, el principal objetivo de esta parte de nuestra investigacion, es extender el forma-
lismo de Fox y Uhlenbeck para describir las fluctuaciones térmicas de un nematico termotrépico.
Con este propésito, describiremos de manera breve los aspectos principales de la teoria general
de los procesos gaussianos estacionarios aplicada a la descripcion de sistemas fisicos.

1.3.1 Fluctuaciones y Procesos Estocasticos Estacionarios Gaussianos

En la teoria general de los procesos gaussianos estacionarios, se consideran N variables exten-
sivas Ay, As, ... , Ay, las cuales determinan el estado termodinamico de un sistema a través
de la ecuacion fundamental

S =8 (A, As, ..., Ay), (1.34)

en donde S es la entropia del sistema.
El dominio de aplicabilidad del formalismo de Fox y Uhlenbeck, es el régimen lineal cerca
de equilibrio, en donde son validas las ecuaciones de regresion lineales,

d
77 () = —Aija; (t) = Sya; () + Fi (1), (1.35)
donde a; (t) = A; (t) — Ao, son las desviaciones en las variables A; al tiempo ¢, con respecto a
su valor de equilibrio A, ;.

En (1.35), A;; y S;; son los elementos de una matriz antisimétrica y simétrica, respectiva-
mente, es decir, satisfacen

Aij = _Aji y Sij = sz’, (1-36)

mientras que Fj (t) es una fuerza fluctuante.

La fuerza fluctuante se origina por la interaccion del sistema bajo estudio con las moléculas
del medio que lo rodea. En la teoria se supone que las componentes F;(t) obedecen una
distribucién gaussiana, la cual se especifica mediante su primer y segundo momentos,

(Fi(t)) =0 (1.37)

(Fi (t) Fy (') = 2Qi0 (t = 1), (1.38)

respectivamente, donde la matriz de correlacién, @);;, es simétrica y no negativa.

La presencia de la funcién 0 (t — t’) en (1.38), implica que la interaccién entre el sistema y
las moléculas de los alrededores cambia con rapidez extrema, tanto, que no existe correlacién
entre esta interaccion a dos tiempos distintos ¢ y ¢'.
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En equilibrio, la entropia adquiere su valor maximo, S,, entonces, en el régimen cercano al
equilibrio, S tiene una representacién cuadrética en términos de las desviaciones a;,

1
S (a1> ) aN) = SO - §kBaiEijaj7 (139)

donde L 52
E.=— (1.40)

)
]CB 8ai8aj at,an=0

son los elementos de una matriz simétrica y no negativa.
La probabilidad de que se realice una desviacién de los valores mas probables, A, ;, hacia
los valores A;, es proporcional a [78]

exp {k5' [S (A1, ..., Ax) = S (Ao, -, Aon)] } - (1.41)

Entonces, cuando las desviaciones son pequenas, la funciéon de distribucién para dichas
desviaciones es una gaussiana

det E
(2m)™

/
1
W1 (CLl, ...,CZN) = |: 1 exp {—ikBaiEZ-jaj] s (142)

donde detE representa el determinante de E. El primer factor en el lado derecho de (1.42)
normailza apropiadamente a la funciéon de distribucién W;j.
A partir de la solucién formal de (1.35),

a; (t) = [exp {—tG}],; )+ / [exp {— (t — s) G}],; Fj (s) ds, (1.43)

donde G = A + S es la matriz de coeficientes fenomenolégicos. De las propiedades (1.37) y
(1.38) es posible demostrar que las funciones de correlacién entre los tiempos ¢ y ¢/, definidas
por

Xij (£,17) = {aq (t) a; (1)) | (1.44)
las cuales determinan todas las propiedades estadisticas del sistema, son estacionarias, si y sélo
si, B, G y Q estan relacionadas mediante

GE™' +E7'G" = 2Q, (1.45)

donde G denota la matriz transpuesta de G.

La expresién (1.45), conocida como teorema de fluctuacién disipacién (TFD), relaciona la
intensidad de la fuerza estocéstica, ();;, con los parametros disipativos del sistema, Gj;, que
provocan el decaimiento en las perturbaciones a;.
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Finalmente, debe senalarse que la presencia de la funcién 6 (t —¢') en la correlacion de las
fuerzas estocésticas (1.38), provoca que el proceso sea markoviano, es decir, que la funcién de
distribucién condicional para las desviaciones a (t) a m tiempos diferentes,

P (ar, ti;ag,ta; .5 @, t)
se reduzca a la distribucién condicional a dos tiempos, mediante [76]
P, (ar, ti;ag, o 5 an, tn) = P (an_1,tn1; 80, t0) - (1.46)

Las Ecs. (1.35), (1.37), (1.38), (1.42) y (1.45) definen entonces un proceso estacionario,
gaussiano 'y markoviano.

Esta teoria puede extenderse directamente al caso en el que las variables a; son funciones
de la posicién y el tiempo, a; = a; (r,t), y obedecen la ecuacién

0

50 (r,t) =— / dr'A;; (v,x")a; (v, t) — /dr’Sij (r,x")a; (r',t) + F; (r, 1), (1.47)

donde las matrices A (r',r) y S(r/,r) son, respectivamente, antisimétrica y simétrica con res-
pecto al intercambio de los indices discretos y de los indices continuos r y r’, es decir,

Ajj (r,r') = —A;; (1), (1.48)
Sij (r,r') = S (v',r), (1.49)
y F; (r,t) es una fuerza fluctuante que obedece una distribucién gaussiana con promedio nulo,
(Fi(r,t)) =0, (1.50)

y correlacion
(B (0,0) Fy (¢, ¢)) = 20y (r.7) 3 (= 1) (L51)

En (1.47), la presencia de las integrales espaciales se debe a que A;; (r,r’) y S;; (r,r’) son
operadores diferenciales.

Al imponer la condicién de que el proceso sea estacionario, se obtiene la siguiente expresién
para el TFD, andloga a (1.45),

2Q;; (r,r') = /dr” (G (x, ") B (2" 0) + B (x,x") Gy (2, 1)] (1.52)

Un punto fundamental de nuestra investigacién, el cual abordaremos a continuacion, serd
demostrar que las fluctuaciones en un cristal liquido nemético termotrépico en equilibrio, (1.30)-
(1.33), obedecen una ecuacion de la forma (1.47), a partir de lo cual puede construirse una teoria
de procesos estocasticos para las mismas.
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1.3.2 Ecuaciones Nematodinamicas Fluctuantes

El objetivo principal de esta seccion, consiste en demostrar que las ecuaciones que describen la
dinamica de las fluctuaciones del nemético termotropico pueden escribirse en la forma candnica
(1.47). Con este propdsito, linearizaremos las ecuaciones nematodindmicas generales, Ecs.
(1.6)-(1.10) y (1.26)-(1.29), presentadas en la Seccién 1.2.2.

Notemos que en presencia de las fluctuaciones, los tensores materiales que aparecen en estas
ecuaciones, ®;;, A\iji, hi, Viji, Kijii y Kij, los cuales dependen de los valores locales de los
campos hidrodinamicos, también tendran una parte fluctuante y entonces, pueden escribirse en
la forma

Rij (r,t) = Ro4j + 0Rij (v, 1), Vi (T, 1) = Voijin + 0Vijr (1, 1) , etc., (1.53)
donde los términos con subindice o representan la contribucion de equilibrio de los tensores,
mientras que los términos con una o enfrente representan la parte fluctuante, escrita hasta
orden lineal en la fluctuaciones de las variables nematodinamicas. Por ejemplo, de la definicién
del campo molecular h;, ecuacién (1.18), se sigue que h,; =0y

5h$ (I‘, t) = —Ko,ijklvjvlénk (I‘, t) (154)

donde K, ;i se obtiene de evaluar la expresiéon (1.15) en 0 (r,t) = 1.

Utilizando las ecuaciones (1.30)-(1.33) y (1.53), puede mostrarse directamente que, hasta
orden lineal en las fluctuaciones, las ecuaciones nematodindmicas (1.6) y (1.8)-(1.10) adquieren
la forma:

0
=9 oVidv; =0, 1.55
5707+ poVidv (1.55)
0 1

poaévi + Vzép + EAo,kjiKo,klmanVanénm — V07ijkIVjvl5Uk = 0, (156)

0 _
E(SU + O'ovi(S’Ui - Ho,ijviVj(ST =0 (157)

y

d 1 1

aénz - §Ao7ijkv]'5?]k - %6o’ikKovkjmanVn5nm =0. (158)

En términos de las fluctuaciones en la entropia por unidad de masa, s = op~!, tenemos
do = pods + s,0p. Utilizando este resultado y la ecuacién de continuidad fluctuante, (1.55),
obtenemos también 5 .

s — —FR 0T = 0. 1.
8t58 pOHO,UVZV]c? 0 (1.59)

Las ecuaciones (1.55), (1.56), (1.58) y (1.59) no forman un conjunto cerrado. Las expresiones
que cierran este sistema, al igual que en el caso macroscopico, son las ecuaciones de estado
s=s(T,p)yp=p(T,p), apartir de las cuales podemos escribir las relaciones termodindmicas
validas para desviaciones pequenas en 17"y p,

Cy ey 1 —7
0s = =0T + — 0 1.
s T + T, ap, 0, (1.60)
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Cy

PoCy
op = —1)oT + — 1) dp, 1.61
P=oT (v—=1) Toag(v )op (1.61)
donde v = ¢,/c,, es el cociente de las capacidades calorificas especificas a volumen y presién
constantes ¢, y ¢,, respectivamente, y o = —p,* (9p/0T ), el coeficiente de expansién térmica.

Utilizando (1.60) y (1.61) podemos escribir un conjunto completo de ecuaciones en la re-
presentacién {dp, dv;, 0T, 0n;}, en la cual (1.56) y (1.59) adquieren la forma

0 —1)e, oCo 1
poaévi + w042—Y)VZ5p + Z_T (’Y - 1) VZ(ST—F §Ao7kjiKo7klmanVan6nm — uo,ijleleévk =0
(1.62)
0 1 —1
EéT — p_cﬁo’ijVivjéT + ,YTVZ&UZ = 0, (163)

las cuales, junto con (1.55) y (1.58), forman el conjunto completo deseado.

Con el proposito de llevar este sistema a la forma canénica (1.47), introduciremos un con-
junto de variables fluctuantes normalizadas de tal manera que todas ellas posean las mismas
dimensiones. Dichas variables estaran definidas por

ay (v,t) = p, ' %ép (x, 1), (1.64)

1/2
ao(rt) = 22 5 ey (1.65)

Cs
1/2
PoCp 1

t)=|— —0T (r,t 1.66
w0 = (%) 20T ), (166)
ag (v,t) = py/on; (v, 1), (1.67)
donde los subindices griegos «, 3, ... tomaran de ahora en adelante tunicamente los valores
@, B,... = 2,3,4, mientras que los subindices griegos con barra estaran restringidos a los va-
lores &, 3,... = 6,7,8. Por otro lado, los subindices latinos i, j,... podran tomar los valores

i =1,2,3 8.
En (1.65) y (1.66), cs es la velocidad adiabatica del sonido del nemético, definida por
c; = (0p/0p)s-

En términos de las variables normalizadas, a;, la ecuacién de continuidad adquiere la forma

%al (r,t) = —AY?V,a, (r,1), (1.68)

donde, por definicién A'/? = ¢,/~'/?; las ecuaciones de movimiento pueden escribirse como

9 1
570 (r,t) = —AY2V,a, (r,t) + p_Vo,aﬁnx\vaAan (r,t) — (v — 1)Y? AY?V a5 (x, 1)
1
- 2p, AL/ AompolSomriyVsVaVyaz (r,t) ; (1.69)
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la ecuacién de conducccién del calor se transforma en

1
%ag, (r,t) = — (v — 1)V? AV ,a, (r, 1) + e KoagVaVaVaas (r,1); (1.70)

mientras que las ecuaciones para la relajacion del director se reducen a

0 1 1
aaﬁ (r, t) = §A1/2/\07ﬂBQVBCLa (I', t) + %5L Komapﬂv()[VBCLp (I‘, t) . (171)

07/]77
Para llegar a la forma final de estas expresiones hemos utilizado la relacién termodinamica

s o (¥—1D¢
C,ov” = Tp. (172)
Ahora se escribiran (1.69) y (1.71) en una forma equivalente, que refleje la simetria existente
entre los operadores diferenciales que acoplan a las fluctuaciones en el campo de velocidades,
aq (r,t), con las fluctuaciones orientacionales, aj (r, 1),

%aa (r,t) = _AY2Y q, (r,t) + iVo,aﬁn)\VBv,\an (r,t) — (y— 1)1/2 A2V as (r, 1)
_leoizl/g)\o,nﬁaf(o,n,\gyvﬂv,\vyaﬂ (r,t) + iAl/Q)‘O,ﬁBavﬁaﬁ (r,4)
_Llpo—illﬂ)‘OvﬂﬁoéKOﬂM/wvﬁvAvyau (r,t) — iAl/QAo,uﬁavﬁ% (r,t), (L.73)

0 1

57 (r,t) = z‘so,meomaﬂﬁvaVﬁ% (r,1)
_m)\omﬁa[(omwvﬁV,\VU% (r,t) + iAlﬂ)‘o,uBavﬁaa (r,t)
+mA"’"ﬁQKowvakvvaa (r,1) + iA” PN ioaV 5a (1) . (1.74)

Todo este procedimiento formal, ha servido para llevar a las ecuaciones fluctuantes li-
nearizadas a una forma simétrica en la que pueden identificarse los elementos de las matrices
A(r,r') y S(r,r’) que aparecen en la ecuacién canénica (1.47).

Definiremos las matrices de 8 renglones por 8 columnas,

0 0 0 0
n_ | 0 Sup(r,r) 0 Sap (r,17)
S(r,x') = 0 0 Ses (r,1) 0 (1.75)
0 Sia(r,r’) 0 Szo (v, 1)
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0 Ajq (r, 1) 0 0
n | A (r,r) 0 Ags (r,1') Ay (r, 1)
A(I‘,I‘ ) - 0 A5a (I‘,I‘l) 0 0 ) (176)
0 Ay (r,1') 0 0
donde los elementos de las submatrices S,s (r,1'), Saz (r,1'), ete., estan dados por
Sup (01) = Ly =5 (r— 1) (1.77)
ap \1, — o o0,anBA 8137)81’3\ 5 .
/ ]' 82 /
555 (I',I') = @/ﬁoﬂﬂma (I'—I'), (178)
1 1 03 1 0

B A e /2y -

Sop (1,7) = 4 | p,AL/? AongalKonm 0250101, + A Ao g 0z O(r —1)
= —Su (r,r), (1.79)

1 s
Sup (r,1) = —5(”"7 onarB g a3%5(r—r), (1.80)
A (r,r') = Al/Zaié (r—1')= Ay (r,1), (1.81)
Lo
Ags (r, 1) = (v — 1)/ A1/28i5 (r—r1') = As, (r,1), (1.82)
Lo

/ 1 1 83 1/2 8 /

Aap (r,1) = 7 [p Al/g/\onBaKonAuum - AY )\"”w"a—xﬁ 6 (r—r')
= A (r,r'). (1.83)

De estas definiciones se sigue directamente que, en efecto, las ecuaciones (1.68), (1.70),
(1.73) y (1.74) pueden escribirse en la forma

0

pr (r,t) = — / dr'Ajj (v,r') a; (v, 1) — /dr’Sij (r,x)a; (r',t). (1.84)

También puede demostrarse de manera directa a partir de (1.77)-(1.83) que los elementos
A;j (r,r) y Si; (r,r’) satisfacen

Ay (r,r') = —=A; (1), (1.85)

Sy (r,1) = S (1), (1.86)
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es decir, que las matrices A (r',r) y S (r/, r) son, respectivamente, antisimétrica y simétrica con
respecto al intercambio de los indices discretos y de los indices continuos r y r’, tal como lo
pide el formalismo de Fox y Uhlenbeck.

Si tomamos en cuenta que en la escala de las fluctuaciones hidrodinamicas pueden actuar
fuerzas estocasticas, F; (r,t), sobre las variables a; (r, ), la ecuacién (1.84) tendra la forma

et == [ a0 - s, @) (04 R, (18)

Por lo tanto, las ecuaciones nematodinamicas para las fluctuaciones se pueden llevar a la
forma canénica (1.47).

Las ecuaciones (1.87), junto con (1.85) y (1.86) constituyen el resultado mas importante del
analisis presentado en esta seccion, pues muestran que el formalismo de Fox y Uhlenbeck puede
aplicarse para describir las fluctuaciones en un cristal liquido nemético termotroépico.

1.3.3 Teoremas de Fluctuacion Disipacion

La introduccién de las fuerzas fluctuantes F; (r,t) en (1.87), convierte a las ecuaciones li-
nearizadas en un conjunto de ecuaciones estocasticas acopladas. Las propiedades estocasticas
de las fluctuaciones estan fuertemente determinadas por las correspondientes propiedades de las
fuerzas fluctuantes. Por lo tanto, establecer estas tltimas resulta fundamental para completar
el esquema de descripcién fisico que determina la dindmica de las fluctuaciones en un nemaético
termotropico. lo anterior se realizara en esta subseccién.

Las fuerzas Fj (r,t) en (1.87) constituyen una representacion fenomenoldgica del efecto de
la enorme cantidad de procesos microscépicos, debidos a la agitacién térmica, que perturban
la dinamica de las fluctuaciones en el nematico. Entonces, es natural suponer que estas com-
ponentes obedecen una distribucién gaussiana con primer y segundo momentos

(Fi(r,t)) =0 (1.88)

(B (x,0) F (/1)) = 2Qu, (r,2) 5 (¢ — 1), (1.89)

respectivamente.

La presencia de la funcién 0 (¢t — t’) en (1.89) representa la conclusién fenomenoldgica de que
el tiempo de correlacion de las fuerzas estocasticas es despreciablemente corto, en comparacion
con los tiempos caracteristicos del decaimiento de las fluctuaciones hidrodinamicas, pues estos
ultimos procesos involucran el comportamiento colectivo de una enorme cantidad de moléculas.

Para calcular la forma explicita de los elementos @Q;; (r,r’), a través de (1.52), atn hace
falta calcular la matriz E~! (r,r). Esto puede realizarse para un nemaético, al igual que para
un fluido simple, gracias a que contamos con una expresion para la produccion de entropia y a
que hemos supuesto que los procesos estocéasticos involucrados son gaussianos.
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Por un lado, integrando la ecuacién (1.9) sobre todo el espacio y utilizando el teorema de
la divergencia y la definicién (1.26) de la funcién de disipacién, puede obtenerse la siguiente
expresion para la produccién de entropia cerca de equilibrio

d 1
ES ) = Tom

1
+T /dI‘VO,aB,Q)\VB(SUa (1‘, t) Vv, (I‘, t)

/ A K o 7005 Ko,8p0r VAV00, (rv,1) V,V 60, (x, 1)

1
+im [ drroasVadT (5,8) Vo (r.1). (1.90)

Se puede demostrar de manera directa que, en términos de las variables normalizadas y de
los elementos de la matriz S (r, '), la ecuacién anterior se reduce a

%S(t) _ % / / drdr [a (v, ) S (1,1) as (v, ) + as (r, £) Sss (r,1') as (¢', 1)
+i50L K} & ag (r,t) Sgo (r,1v') ay (v, t)] (1.91)
20 \ B gy 7 ) an (x:8) o (v, ) a5 (0, )] -

Por otro lado, la entropia misma tiene una representaciéon cuadratica en términos de las
variables normalizadas

S=5,— %kB // drdr'a; (r,t) Ey; (r,1") a; (v',t), (1.92)

de la cual se sigue que

1
%su) = ks / / / drdr’dr"a; (r,1) [Sye (5 1) Exy (2", 1) + Esp (r,17) Sy (17, 1)

— A (r,7") By (2, 1) + B (r,7") Ag; (2, 1)] a5 (v, 1), (1.93)

en donde hemos utilizado (1.87).
Las ecuaciones (1.90) y (1.93) coinciden, si y sélo si,

1 0 O 0
B = | ¢ s ’ 5(r — ') (1.94)
’ _kBTo 0 0 1 0 ’ :
00 0 pA (KoopsogZier

y la inversa de esta matriz, la cual se determina por la condicién

/dr”Eﬁgl (r,1") Ey; (x",x') = 6,0 (r —1'), (1.95)
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resulta ser

1 0 0 0
. kT, | 0 0as O 0
Eijl (r,x") = ]il 0 0 1 0 6 (r —r')dij. (1.96)
-1
00 0 pA(Koppwgg )

Utilizando G, (r — ') = S;; (r — ') + A;; (r —1/), con S;; (r —r') y A;; (r — ') dados por
las definiciones (1.77)-(1.83), y la expresion (1.96) en (1.52), se obtiene finalmente

0 0 0 0
1 o2
kgT, 0 75 Vo,0nBA 5z, 5T 0 0
Q I‘,r’ — o nOTy ) S(r—1). 197
( ) A 0 O polc'u H;O,Ocﬁ 81362:’5 O ( ) ( )
1 ¢l
0 0 0 PoALG L

Debido a que @11 = 0, se observa que no puede introducirse una fuerza fluctuante en la
ecuacién de continuidad (1.68). Nétese ademds que los elementos restantes de la matriz de
correlacion Q (r,r’) contienen derivadas parciales de la funcién § (r —r’), excepto Qzz. Para
interpretar apro-piadamente la ecuacién (1.97), serd conveniente introducir las cantidades fluc-
tuantes X5 (r,t), Qo (r,t) y T, (r,t), definidas en términos de las fuerzas fluctuantes F; (r,t)
mediante

1\ o
F, (r,t) = (poA> 8—1’62&6 (r,t), (1.98)
1\ o
F5(r,t) = (poCUATo) O%Qa (r,t), (1.99)
Fy(r,t) = pl/?7Y; (r,1). (1.100)

De hecho, a partir de estas definiciones, podemos identificar a ¥, (r, t) con una contribucién
fluctuante del tensor de esfuerzos, a @, (r,t) con un flujo de calor estocéstico y a Y (r,t) con
una contribucién estocastica a la cuasicorriente que determina la relajacion del director. De
acuerdo con (1.98) se tiene

1 —82 !4l
A Tr o, en (1) Zaa () (1.101)
o n by

(Fao (r, 1) Fy(r',t')) =

Por otro lado, segun (1.97), tenemos

(Fy (r,t) Fa(x',t")) = 2Qup (r,x)d(t—1")

 2kpT, 2 , ,
= o ey 50 (=T (E—1). (1.102)
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Comparando (1.101) y (1.102) se tiene
(Yap (r,0) Za(r', 1) = 2kpTovoapend (r — ') 0 (t — 1), (1.103)

y de manera analoga se obtienen las expresiones

(Qa (r,1) Qa(r', 1)) = 2kpT ko apd (r —1') S (t — 1) (1.104)

Y 1
(Y (r,t) Yo', ) = 2kBT07—5j7W5 r—1)ot—-1t). (1.105)

1
Regresando a la notacién usual, donde los indices i, j, k, ..., toman los valores 7, j, k, ... =

x,Y, z, tenemos

<Eij (I‘, t) Zkl(r’, t/)> = 2kBToVo,ijk15 (I‘ — I‘,> ) (t — t/) s (1106)
Qi (1,8) Qs 1)) = 2k T2 136 (x — ') 5 (t — ). (1.107)

1
(Y (r,t) ¥, (r',t)) = 2kBT07—5o%ij5 r—1)o(t—-1t). (1.108)

1

Esta es la forma final de los teoremas de fluctuacion disipacién que obedecen las fuerzas
estocdsticas en un nematico termotrépico. Claramente, (1.106)-(1.108) relacionan a las can-
tidades estocasticas ¥;; (r,t), @Q; (r,t), T, (r,t) con los pardmetros materiales disipativos del
nematico i, vi,..., Vs, K| y £1. A partir de la Ec. (1.97), también se sigue que

<Eij (I‘, t) Qk(rlv t,)> = <2ij (I‘, t) Tk(r/> t,)> = <Qz (I‘, t) Tj(r/7 t/)> = 0. (1'109)

Las expresiones (1.106)-(1.109) serdn utilizadas exhaustivamente en nuestros desarrollos
posteriores.

En resumen, hemos supuesto, como es usual, que las fluctuaciones hidrodinamicas del
nematico obedecen una distribucién gaussiana. Bajo esta condicién, el formalismo de Fox
y Uhlenbeck puede extenderse para describirlas y esto nos ha permitido encontrar los TFD que
relacionan la intensidad de las fuerzas estocésticas con los parametros disipativos de nuestro
sistema.

La estructura formal que hemos desarrollado hasta el momento describe a las fluctuaciones
hidrodinamicas del neméatico como procesos estacionarios, gaussianos y markovianos.

1.4 Dinamica de las Fluctuaciones Alrededor de Equi-
librio

Las ecuaciones fluctuantes linearizadas (1.87), determinan la dindmica de las fluctuaciones
térmicas en un nematico termotrdpico en equilibrio. Una de las principales dificultades que en-
contraremos al tratar con estas ecuaciones, consiste en que su forma explicita es muy engorrosa,
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como exhibiremos a continuacién, debido al fuerte acoplamiento que existe entre los diversos
campos fluctuantes y a la naturaleza intrinsecamente anisotrépica del nemaético.

En esta seccién nos interesa, por un lado, exhibir explicitamente la complejidad matematica
involucrada en la dinamica de las fluctuaciones nematodindmicas y, por otro lado, motivar la
idea de que esta complejidad puede disminuirse analizando la dindmica sobre las diferentes
escalas temporales en las cuales evolucionan las fluctuaciones.

La forma explicita de las ecuaciones (1.87), puede obtenerse a partir de las definiciones de
las variables normalizadas, de las fuerzas estocéasticas y de los tensores materiales 5%, Kij, Vijkl,
tomando en cuenta que n, apunta en la direccion del eje z. Este procedimiento conduce al
siguiente sistema de ecuaciones estocdsticas en la represntacion {dp, 6T, dv;, on;}.

Para las fluctuaciones en la presion y la temperatura se obtienen las ecuaciones

0 ary T2 T2 i
—0p = Dy V5 4+ D\V])éT — —V,;ov; — V., Q; 1.110
ot P XT ( | + L) XT X1TCvPo Q ( )
Yy
éész(DTVQ—FDTVQ)cST— 1= 196u - L v (1.111)
8t H z 1 V1 o 1Yl Cypo A4S

respectivamente. En las Ecs. (1.110) y (1.111), xr denota la compresibilidad isotérmica del
nemdtico, xr = p, ' (Op/0p)y ; mientras que D = k| /poc, y DI = K1 /pocy, representan las
difusividades térmicas a lo largo del vector director y en la direccion perpendicular, respectiva-
mente.

Para las fluctuaciones en la velocidad obtenemos

25% = [(v2+ 1) Vi 4+ 10V, + 15V 60, + (v3 + 15) Vo V.00,

e
14+ A
+V4VzV 5Uy \V4 5p — T (Kl KQ) vayvzény

1
; A (K\V3 4+ Ko Vo + K3V?2) V.dn, — V5, (1.112)

0
—ov, = [1nVi+ (o +w4) Vi + 13V vy + (v3 + v5) V, V.00,

Po5t
1+ A
+14 V.V, 00, — V,0 —T(K1 Ky) V.V, V.on,

1
;L A (K2Vi 4+ K1\ V3 + K3V?2) V.on, — V5, (1.113)
9 2 2

poa&fz = [(2y1 + v+ 2u5 — 1) V5 + 1/3VJ ov,
+ (3 +v5) (V4 V.0v, + V, V., 00,) — V.0p

A—1
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Finalmente, para las componentes x y y de las fluctuaciones en el director se encuentran las
expresiones

0 1 14+ A
o0n = - (K\V2+ Ko Vo + K3V2) dng + —5— Vo,
1—A 1
1
y
0 1 14+ A
aény = % (KQV?E + Klvz + ngz) 5ny + Tvzévy
1—A 1
—Tvy61}z + % (Kl — KQ) VxVyénx — Ty. (1116)
respectivemente.

Nétese que unicamente es necesario especificar la dindmica de las componentes x y y de las
fluctuaciones en la orientacién porque debido a la condicién fi - i = 1, o bien dn -0 = 0, la
componente z es nula.

El comportamiento dindmico de las fluctuaciones, descrito por las ecuaciones (1.110)-(1.116),
puede escribirse en la forma compacta

0 (cq)
pr (r,t) = =M;;"a; (r,t) — Fi (r,t), (1.117)

donde a es el vector de estado fluctuante *

op
oT
OV,
a=| dvu,
ov,
ony
ony

: (1.118)

F contiene a todas las fuerzas estocasticas que perturban la dindmica de las fluctuaciones,

2
ac
o Vil
1
PssC V’LQZ
Sf v
Pss

Pss

xT

T,

INé6tese que los vectores a y F introducidos en esta seccién, Ecs. (1.118) y (1.119), son diferentes a los
vectores normalizados a y F estudiados en la seccién anterior.
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y M(“9 es el operador hidrodindmico linearizado, cuya forma explicita es

0o - O;iz R P2V, pc2V, pc2V, 0 0
0 b Ev, =y, 2w 0
ZVe 0 —gh SHVY, MYV, SRRV, SRRV
e 12 ~ V34U, AT AT
M) p_}vy 0 BV, :p—louy —J—i,j;lvyvz :2;10 K. %;olfgyvz
= __barvs __Y3rls — 27 - Al
Ly, 0 tny, v, —mbay,y Lo, MRV, £RV,
0 0 —12V, 0 -3V, —iK, 1K
1y A1y ip e
0 0 0 — 5V —5 Ve — - Ky
(1.120)

En esta expresion, hemos utilizado las siguientes definiciones para los operadores &, D, etc.,
k=K V2+k.Vi, D=DV?+ DV, (1.121)

Uy = (1 + 1) V2 + l/gvz + 13V, 0y, =1, V2 + (Vg + 1) Vz + 13V2,
D, = (2uy + v + 205 — 1) V2 4+ 13V7,
K, = Ki\V2 + K V2 + K3V2, K, = KoV2 + K\ V2 + K3 V2,
K. =K\V? + K3V? K = (K, — Ky) V.V,

donde V3 = V2 + V3.
Notese que, tal como cabria esperar debido a la simetria del sistema alrededor del eje z, la
forma de las ecuaciones (1.117)-(1.125) no se modifica si se intercambian las direcciones = y y.
La solucién a la ecuacién (1.117) es més accesible en el espacio de Fourier. En este trabajo,
la transformada de Fourier de un campo arbitrario f (r,?) estard definida por

fkw)= //dtdrei(k'r“’t)f (r,t), (1.126)

cuya transformada inversa es

Ft) = (Qi)4 / / duodlee =0 F (k. ) (1.127)

También sera util definir la transformada de Fourier espacial de f (r,t) mediante

f(kt) = / dre ™ T f (r,1), (1.128)
con la transformada inversa
Jlet) = —— / dlee™ f (k. 1) (1.129)
(2m)
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En lo siguiente, el simbolo f ( f ), representard la transformada la transformada de Fourier
(la transformada espacial), del campo f, aunque por simplicidad su dependencia en las variables
k y w (k y t), no se hard explicita siempre.

Nétese que de acuerdo con (1.126), las transformadas de Fourier de los TFD (1.106), (1.107)
y (1.108), son

(T (k,w) Ty (K, ")) =2 (2m)* kpTovijud (k +K) 6 (w+ ) (1.130)

<Q7, (k, Cd) Qj (k,, w')> =2 (277')4 kBTOQIii]‘5 (k + k,> ) (w + (,d,> s (1131)
' kgT,

(1; (k,w) T; (K, ) = 2(27)* %5;5 (k+K)d(w+u), (1.132)

respectivamente. Evidentemente, la expresién (1.109) implica
(Zij (k,w) Qi (K, w)) = (i (k,w) Ty (K, w)) = (Qi (k,w) T; (K, ') = 0. (1.133)
La transformada de Fourier espacial de (1.117) es

%di (k,t) = —H,; (k) a; (k,t) — F; (k,t), (1.134)
donde H;; (k) es la matriz hidrodindmica en el espacio k.

Tal como puede observarse en las expresiones (1.117)-(1.120), las componentes cartesianas de
las fluctuaciones en la velocidad y el director se encuentran fuertemente acopladas. Entonces,
resultaria conveniente describir la dindmica de las fluctuaciones en un marco de referencia
donde este acoplamiento fuera minimo. Siguiendo a Forster [68], debido a la simetria de la
fase nematica, las componentes de los campos en la direccién perpendicular al plano i, — k
estaran desacopladas de las componentes que se encuentren en dicho plano. Las primeras
componentes reciben el nombre de componentes transversales mientras que las ultimas son
llamadas componentes longitudinales.

En nuestro caso, la componente transversal de un campo arbitrario f; (k), i = z,y, z, estara
definida por

1 1
filk)=—f-(h, xk)=—1n, (kxf), (1.135)
ki k)
mientras que las componentes longitudinales estaran dadas por
fg(k):if-kx [ﬁoxk]:ikx [k x 1) - f, (1.136)
1
fa(k) = Ek-f. (1.137)
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Por ejemplo, las componentes transversales de los campos fluctuantes de velocidad y o-
rientacién, d01 (k,t) y 0ny (k,t), estardn definidas mediante

5o (k. t) = kin [k x 6v (K, 1) (1.138)
1
Y 1
S (k1) = 71, - [k m (k1) (1.139)
1

respectivamente. Andlogamente, las componentes longitudinales de estos campos, d0, (k, 1),
ovs (k,t) y ons (k,t), tendran la forma

5ty (K, £) = ——k x [k x i) - v (K, ) (1.140)
e

5t (K, 1) — %k v (k1) (1.141)

Siis (K, 1) — %k on (k1) (1.142)

Aunque estas definiciones difieren ligeramente de las utilizadas en otras referencias [79],
[68], tienen la ventaja de que no cambian la dependencia de las variables con respecto a la
magnitud del vector de onda como sucede en otros casos. Ademas, la transformacion que
lleva de las componentes cartesianas de f a las componentes fi, fo y f3 asi definidas, es una
transformacién unitaria [80], lo cual implica que ésta puede interpretarse como una rotacién
del sistema cartesiano hacia otro sistema ortonormal, con vectores unitarios & = k' (fi, x k),
&3 = k 'k y &, = &3 x &;, tal como se ilustra en la Figura 1.3.

Utilizando, las definiciones expresiones (1.138)-(1.142) puede comprobarse que, efectiva-
mente, las componentes transversales y longitudinales no estan acopladas. De hecho, el vector
de estado a puede descomponerse en dos contribuciones independientes,

0ng

5 00,
alt) = ( 5@1 > yal = | o7 |, (1.143)

! 503

op

que obedecen las ecuaciones

%ag” (k,t) = —H (k) ol — FY (k,1), (1.144)
0l (1) = —H ()~ B (1), (1.145)
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é3= l/& y

élzkz-}_ﬁox k

Figura 1.3: Las transformaciones (1.135)-(1.137), representan una rotacién del sistema carte-
siano xyz, hacia el sistema ortonormal definido por los vectores unitarios &;, é; y €3. Las
componentes longitudinales, son aquellas que se encuentran en el plano i, — k (direcciones &, y
é3). Las componentes transversales se encuentra a lo largo de la perpendicular a éste (direccién

&),

donde Hi(;) (k) y Hi(;) (k) representan los elementos de matrices hidrodindamicas reducidas dadas
por

was (k) ik ) (K) 0 —iNSE 0
. 2 Y _
z Zkljpo 1A (k) was (k) wee (k) 0 @, (k) 0
HY (k) = 0 0 & (k) =k 0 (1.146)
—Z.p—i’ylwdg (k) k’z Wy (k) 0 Wy3 (k) Zp—ko
0 0 yacpoior (k) ipecsws (k) 0
Y (k) '1+)\k
HO (k)= 0" AR 1.147
(k) < —z%'ylwdl (k) k., wu (k) ( )
Aqui, hemos introducido las abreviaturas siguientes:
1
was (k) = o (K] + Ksk2) (1.148)
1
_ ]_ ksz 2 2
@, (k) = e [(2vs + v —va — o) kT + (201 + 1o + 15 — 2u3 — 1) K2 (1.149)
1
Wy2 (k) = m [I/gl{jl_ + 2 (l/l + vy — 1/3) k}i/{}z -+ ngﬂ y (1150)

40



1

wr (k) = v (kK2 + k1KY, (1.151)

g (K) — p01k2 (v + va) K £2 20+ vs) K22 4 (20 - vm+ 205 — i) K], (1152)
war (k) = % (Kak? + K3k?2) (1.153)

wyr (k) = = (vak? + v3k2), (1.154)

Wy (lo<) = ¢k, (1.155)

todas las cuales tienen unidades de frecuencia, mientras que

Ao = LN+ 0N

(1.156)

es un parametro adimensional.

Por otro lado, F) y F®) son las fuerzas estocasticas asociadas a las variables longitudinales
y transversales. Ambas, F) y F®  consisten de una combinacién lineal de las componentes
estocésticas originales, f]z-j, QZ y T, y tienen la forma explicita

L (mm + kyry>
i - k. S
. L (ks - @kjklzﬂ)
FO(k, t) = o) : (1.157)
ki
o R

PoCuXT

= <kxTy - k:ny>
— (kxkjiyj - kykjimj>

k1 pss

FO(k,t) = (1.158)

Después de realizar este procedimiento més bien formal para obtener las ecuaciones (1.143)-
(1.158), podemos discutir sus caracteristicas fisicas relevantes. Primeramente, nétese que las
frecuencias definidas por la ecuaciones (1.148)-(1.154) estan formadas tnicamente por tres
combinaciones de parametros materiales y el numero onda, k, estas son

K
was (k) ~ way (k) ~ —k?, (1.159)
B!
w1 () ~ w2 (k) ~ wys (k) ~ @, (k) ~ %ks (1.160)
- g2
or (k) mk : (1.161)



ws (k) ~ ¢k, (1.162)

donde K es una constante elastica, v un coeficiente viscoso y x una conductividad térmica del
nematico.

Experimentalmente, estd bien establecido que los érdenes de magnitud tipicos de los parame-
tros materiales K, v, k, etc., para un nemadtico termotrépico son [54]-[57], [81]-[88]

K 1

~103em?*s™, p~1gem™3, ¢, ~ 10%cm s~

(1.163)

Lo anterior se ejemplifica para el caso especifico del nemético termotropico a temperatura

ambiente MBBA en la Tabla 1.1, donde se muestran también los valores reportados en la
literatura para otros parametros materiales que seran 1tiles en analisis posteriores.

K ~ 10 "dyn, 71 ~ v ~ 10 'poise,

(%

Tabla 1.1. Pardmetros materiales del cristal liquido nemético MBBA (7" ~ 25°C) [54]-[57],
[81]-[88].

P) 1.03 g cm ™3
K| 9.0x10 7 dyn
K, | 22x10 7 dyn
Ks | 75x10 7 dyn
i 5.01x10~2 poise
Vo 4.16x10~2 poise
s 2.83x1072 poise
" 7.63x10~2 poise

A 1.03
cp | 3.8x107 erg K~! g™t
¥ 1.94

DI'| 1.51x1073 cm? s~ !
DT | 0.89x107% cm? s7!
Cs 1.54%x10° cm s !

Utilizando (1.163) es fécil observar que

K K
2 b2 (1.164)
MmooV pep
de hecho, Kp/v? ~ 1075, y por lo tanto,
was (k) , war (k) < @r (k) wer (K) , wee (K) , wes (k) , @0, (k) , (1.165)

para todos los valores del nimero de onda k. En las expresiones anteriores, hemos tomado
en cuenta explicitamente, que la viscosidad orientacional, v;, es del mismo orden de magnitud
que las viscosidades v, 15, etc. Esta observacion se utilizara también en muchos de nuestros
desarrollos siguientes.
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Por otro lado, las longitudes I, asociadas con niimeros de onda tales que csk ~ vk?/p,
resultan ser del orden de [ ~ 107% cm y, en consecuencia, son demasiado pequefias como para
describirse hidrodinamicamente. Entonces, estaremos restringidos a niimeros de onda tales que

ek > 2, (1.166)
p

lo cual implica
(IJT (k) , Wyt (k) , Wy2 (k) , Wy3 (k) ,(Dv (k) <K Csk. (1167)

Este analisis sugiere que en la dindmica de las fluctuaciones en un nematico existen tres
escalas temporales claramente separadas, definidas por los tiempos caracteristicos 1/c .k, p/vk?
y v/Kk?. Esta idea se desarrollard en detalle en la siguiente subseccién, calculando los modos
hidrodinamicos de un cristal liquido neméatico en equilibrio. Posteriormente, analizaremos en
detalle la dinamica de las fluctuaciones transversales, lo cual nos permitira desarrollar una idea
intuitiva acerca de los resultados que cabria esperar en el caso més complejo de las variables
longitudinales.

1.4.1 Modos Hidrodinamicos

Con el proposito de estudiar la evolucién temporal de los procesos hidrodinamicos contenidos en
las ecuaciones (1.144) y (1.147), consideraremos la dindmica de las fluctuaciones longitudinales
y transversales en ausencia de fuerzas estocasticas, en cuyo caso las ecuaciones hidrodinamicas
reducidas adquieren la forma general

0

[ longitudinal
—a
ot

t transversal

@ (k,t) = —H (k) (1), a= { (1.168)

En el espacio k — w estas expresiones tienen la forma de una ecuacion de valores propios,
H® (k) -a® (k,w) = iwal® (k,w). (1.169)

Las frecuencias propias asociadas con la Ec. (1.169), w (k), estdn determinadas por la

condicién
det [—iwl + H® (k)] = 0, (1.170)
la cual puede interpretarse como una ecuacion de dispersion.

Debido a la forma explicita de la dependencia de las matrices H® con respecto al vector de
onda, podemos afirmar que las diferentes w (k), describen movimientos colectivos caracteristicos
del sistema, tales que w(k) — 0 cuando k — 0, es decir, que tienen un tiempo de vida
infinito cuando k& — 0. En otras palabras, las soluciones de (1.170) determinan los modos
hidrodinamicos de nuestro sistema.

A continuacién calcularemos por separado los modos hidrodinamicos transversales y longi-
tudinales del nematico.

43



Modos transversales

El caso transversal es el més sencillo debido a que sélo involucra la dindmica de dos variables,
dny y 00;. Para la dindmica transversal, la condicién (1.170) tiene la forma explicita

1+ N mk?
4 powy (k)

(—iw)® — iw [wer (K) 4+ war (K)] 4+ war (K) wer (k) |1+ =0, (1.171)

cuyas soluciones pueden encontrarse directamente. De hecho, utilizando la condicién (1.165)
se demuestra que las raices de (1.171) pueden escribirse en la forma

1
s4= —iwy (k) = —i— (k] + v3k?) (1.172)
y
: (1+A)° nk?
= — k) |1 =
S del( ) [ + 4 ool (k)
1 Ly (14 A) k2
= —i— (Kok® + Ksk?) |1+ -——2—= 1.1
271( ok + K3 Z) —|—4 l/gki—i—ugkg ( 73)
En lo siguiente, serd conveniente introdcir la notacién
(14+A)° k2 Ly (14 A)* k2
k)=1 F =14+ -——"= 1.174
R Y (S R AN ()
y
wn1 (k) = a1 (k) war (k) (1.175)
con lo cual se tiene s,; = —iwy, (k).

Entonces, un nematico posee dos modos difusivos puros asociados con la dinamica de las
componentes transversales de dn y Jv.
Modos longitudinales

En el caso de las variables longitudinales, es posible encontrar las frecuencias propias me-
diante un procedimiento perturbativo compatible con la descripcién hidrodindmica, utilizado
la, desigualdades (1.165) y (1.167). Proponemos que las soluciones de la ecuacién

det [—iwl + HY (k)] = 0, (1.176)

pueden escribirse en la forma
w:w0+w1+~-, (1177)
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donde w,, representa un término de m-ésimo orden en las frecuencias pequenias, w ~ Kk?/v,
wn~vk?/p, w~ kk%/c,.

Ahora puede utilizarse el desarrollo (1.177) para escribir la forma explicita de (1.176) a
diferentes érdenes en las frecuencias pequenas. De hecho, es posible demostrar que, a orden
cero en las frecuencias pequenas, la ecuacién de dispersién (1.176) se reduce a

il k?ws —iwf = 0, (1.178)
la cual tiene dos raices diferentes de cero
S10=cky sy0 = —ck (1.179)
y tres raices nulas sz = s59 = s70 = 0.
Hasta primer orden en las frecuencias pequenas, la ecuacién (1.176) adquiere la forma

explicita

wp {iwr (3¢2k* — Bwg) + wr (k) (wg — 7' 2k?)
Fwiwes (k) + (wg — k%) [—iwy + was (k) + wee (k)] } = 0. (1.180)

Sustituyendo wy = s19 = ck y wp = sa0 = —ck en (1.180) y resolviendo para w, se
encuentran las correcciones a primer orden

S11 = 821 = —I (k) s (1181)

donde hemos introducido la notacién

1
(k) = 5 [wos (k) + (v = Dwr (k)] (1.182)
con 1 1
wr (k) = ;@T (k) = e (kyk? + KLkT) = Difk2 + DTk (1.183)
oCp

Por lo tanto, (1.179) y (1.181) determinan los modos de propagacién del sonido en el
nematico

s1 = csk — il (k) , (1.184)

sy = —csk — il (k). (1.185)

I" (k) representa, entonces, el coeficiente de atenuacién del sonido en el nemadtico y tiene la
forma explicita

1
Fk) = 5{(v—1 (D[ +DIk1)
+p, k2 [(ve + va) kL 42 (2us + vs) KTEZ + (201 + 1o + 205 — va) k2] } (1.186)

45



la cual es claramente anisotropica.

Por otro lado, la ecuacién (1.180) no brinda informacién acerca de las correciones a primer
orden en los casos en los que wy = 0. Dicha informacién se encuentra contenida en la ecuacién
de dispersion no trivial de orden mas bajo en las frecuencias pequenas, la cual resulta ser

nA? (k) If?] }

{<—m>2 = it i (1) - s (1) + s (k) e (K) {1 i ()

1
xc2k? (—iwl + —or (k)) =0, (1.187)
gl

Las raices de la ecuacién anterior definen tres modos difusivos, a saber,

s3 = —iwr (k) = —i (D[ kZ + DTkY) | (1.188)
55 = —iwyy (k) = _ﬁ [vskl + 2 (1 + 12 — 1) KT 2 + 15k7] (1.189)
y
. ’71/_\2 (k) k2
= — k) |1+ ———F—
St W43 ( ) |: -+ Doz (k)
1 1 [+ NE+1—-NE)
= —i— (Kik? + K3k2) |14 = = - 1.1
2’71 ( 1L + 3 Z) + 4 1/3]{531_ + 2 (l/l + Vo — 1/3) kik? + ng;l ( 90)
En lo siguiente resultara conveniente definir
1 1+ A k2 + (1= A2
Oég (k) — _ 471 [( ) ( 5 )2 J_] 7 (1'191)
4V3]€J_—|—2<V1 + vy — Vg)k?J_kZZ —|—V3]€Z
y
wns (k) = ag (k) wys (k) (1.192)
con lo cual se tiene s; = —iwps (k).

Antes de discutir las caracteristicas fisicas de los modos hidrodinamicos de un nematico
termotropico, resultara conveniente recordar el significado fisico de los modos hidrodindmicos
de un fluido isotrépico.

El procedimiento que hemos presentado aqui, nos permite recuperar el caso isotrépico ha-
ciendo v, = 1, = 13 = Myisos Vs = V4 — V2 = 1)2,is0, Dﬁ = Dzi = Dz;oa en donde M,isos T2is05 Dij;m
Cs.iso Tepresentan la primera y segunda viscosidades [89], la difusividad térmica y la velocidad
adiabatica del sonido del fluido isotrépico, respectivamente.

Entonces, los modos hidrodinamicos s; y so adquieren la forma

S1,iso = Cs,isok - iFiso (k) s (1193)
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S2is0 = _Cs,isok — il (k) ) (1194)
con A
1 3Miso T 150
Liso (k) == 5 (y—1)DL, + 3lliso T Wivo | 2. (1.195)
Po

en donde hemos utilizado la relacion entre las viscosidades, 71is0 ¥ 72,50, ¥ las viscosidades
cortante, 7;s,, y volumétrica, 1pg iso, [72], [89]

4
2771,iso + 12,is0 = gniso + 7B,iso- (1196)
La parte real en las expresiones (1.193) y (1.194), refleja la existencia de modos de propa-
gacion en el fluido. Estos modos surgen de las fluctuaciones en la presion a entropia constante,
las cuales estdn acopladas con las fluctuaciones longitudinales de la velocidad [22], [89]. Los
modos Si s ¥ S2,is0 S€ propagan a la velocidad del sonido, ¢, ;s,, pero su amplitud dismuye en
el tiempo debido a la presencia del coeficiente de atenuacion T4, (k). El tiempo caracteristico
del decaimiento de los modos actsticos es justamente I';,! (k).
Por otra parte, en el limite isotrépico, el modo s3 resulta ser
83450 = —iDL K*. (1.197)
Este modo resulta de las fluctuaciones en la entropia a presién constante [89]. La forma de
la, expresién (1.197), indica que estas fluctuaciones no se propagan, sino que dan lugar a un
efecto puramente difusivo.
Finalmente, los modos s4 y s5 se reducen a

—i@kz.

S4is0o = S5,is0 — P
o

Estos modos puramente difusivos, representan fluctuaciones en el campo de velocidades que
ocurren en el plano perpendicular al vector de onda [89]. En su dindmica, unicamente estd
involucrada la viscosidad cortante.

En el fluido isotrépico, los modos difusivos viscosos S4ise ¥ S5.is0, S€ €ncuentran desacoplados
del resto de los modos hidrodinamicos.

Si comparamos el espectro de frecuencias obtenido para un nematico con respecto al de
un fluido isotrépico, observamos que los cinco modos correspondientes a este iltimo, también
estdn presentes en el primero: s; y se son los modos sonoros, s3 es el modo difusivo térmico,
mientras que s4 y S5 son los modos difusivos viscosos. La diferencia fundamental consiste en
que en el caso del nematico la atenuacion es siempre anisotropica, como cabria esperar.

Ademas, un nematico posee dos modos difusivos adicionales, sg y s7, inducidos por la
relajacion del director. Tal como se observa en las Ecs. (1.173) y (1.190), estos modos dependen
principalmente de las constantes K7, Ky y K3, y de la viscosidad orientacional ;. Esto significa
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que una fluctuacion en el campo director decae en un tiempo caracteristico determinado por
las propiedades elasticas del material y del parametro disipativo involucrado en su dinamica.

Un punto fundamental que debemos subrayar, es que debido a las desigualdades (1.164), los
modos asociados a la relajacion del director tienen tiempos caracteristicos mucho més grandes
que los correspondientes a los modos térmico-viscosos, de hecho, s;/s¢ ~ 10°. Esto significa
que la reorientacion del director constituye el proceso hidrodindmico mas lento en un nemético
termotrépico.

1.4.2 Analisis Detallado de las Variables Transversales

La relacion entre las fluctuaciones en la orientacion y el flujo puede estudiarse en detalle en el
caso de las variables transversales. Este analisis nos permite entender el comportamiento de
cada variable y de la influencia que ejercen una sobre la otra en diferentes escalas temporales.

La dindmica en equilibrio de las componentes transversales, descrita por las ecuaciones
(1.145), (1.147) y (1.158), es relativamente sencilla de analizar debido a que tnicamente hay
dos variables involucradas. En el espacio k —w la expresién (1.145) puede escribirse en la forma

( Jﬁ%ﬂ?(%)@ i :%fz(k) ) ' ( (ZE 825; ) == ( ?"i 825; ) . (1.198)

donde Fy (k) = ki (ke Ty = by To) y Bt (k,w) = ik gt (okySys = kykiSey ). Resolvien-
do para las variables dn; y dv; obtenemos

[—iw + wyr (K)] Foy + 152k, Fy

[—iw + wor (K)] [—iw + wn (K)] (1.199)

6ﬁ1:—

[—iw + wa (k)] Ey+ i%%k&w(ﬁ (k) Fin
[—iw + w1 (k)] [—iw + wny (k)]

con wy; (k) dado por la ecuacién (1.175). En estas expresiones hemos utilizado la condicién
(1.165) para escribir

50y = — , (1.200)

gvua®) iR Y| |
det < _Z.%Vlwdl (k) k., —iw+wy (k) | [—iw + w1 (k)] [—iw + wnr (k)] . (1.201)

Las expresiones (1.199) y (1.200), junto con los TFD asociados a las fuerzas fluctuantes F
y Fu1, pueden utilizarse para calcular las funciones de correlacion de las fluctuaciones dn; y
0v1. Noétese que los TFD para F),; y F,1, pueden obtenerse a su vez de los TFD para T; y ¥;.
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Debido a que T; y Xj; no estdn correlacionados entre sf, a partir de la expresién (1.199) y
de las definiciones de F,,; y F,1, se obtiene

1

(67 (k,w) 07y (K, W) = 2(2n)" kgT,0 (k+ k)0 (w4 ') Y
LRy

1
i + o (K)] i + ot (K]

1 1 2
x {— (ko + eyh!) — ( JM) bk,
gl

20,
k’xkzklxkfgl/yzy] — kxklk;kfgl/ymj — lfylfikf/xk;l/m'yj + k/’yk’llf;lfél/mxj
[—iw 4+ w1 (K)] [—iw" 4+ wyr (k)]

1 1
M w? + W?ﬂ (k)

1+A\° k,ngl (k)
+ ( 2 ) o [w? + w2, (k)] [w? + w2, (k)]} (1.202)

donde también hemos utilizado los TFD (1.130) y (1.132), las definicones del proyector &;; y
del tensor viscoso vk, Ecs. (1.17) y (1.20), y la propiedad

— 2020 kT (k4 K) 8w+ o) {

f@)o(x—2a)=f(x)d(x—2a). (1.203)

Finalmente, expandiendo en fracciones parciales el segundo término entre llaves en la Ec.
(1.202) y tomando en cuenta la relacién (1.164) se obtiene
(671 (k,w) ony (K, ")) = =2 (2m)* kpT, iOél—<k)5 (k+Kk)d(w+ ) (1.204)
’ ’ " w? +wriy (k) ’ '
donde a4 (k) estéd definido por (1.174).

De manera completamente analoga, puede mostrarse que la autocorrelacion en la compo-
nente transversal de la velocidad es

2(2m)* 0 (k + k') 6 (w + ') kpT, { walk) ok }
Po w? twy (k) wtwl (k) f’
(1.205)

(601 (k,w) 00y (K, 0)) = —

donde hemos introducido la notacién

(ng}i + ngz) Wn1t (k) 1 + )\ 2 k‘2
powyy (k) 2 -

para esta funcién con dimensiones de frecuencia. Nétese que @y (k) es del orden de K2pk?/v3.

w (k) =

(1.206)
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Sin tomar en cuenta la presencia de la funciones 6 (k + k') y § (w + '), la funcién de co-
rrelacion en las fluctuaciones transversales de la velocidad decae con la magnitud del vector de

onda como 1

k2’
lo cual coincide con la dependencia en k£ de la mismas correlaciones en el caso de un fluido
isotrépico [76]. Esto permite pensar que la estructura espacial de las fluctuaciones en la ve-
locidad en un liquido nemético y en uno isotrépico sera similar. De hecho, tomando el limite
cuando vy = 3 = vy Ky = K3 = 0 en la ecuaciones (1.205) y (1.206), se reproduce la expresién
para la autocorrelacién de §v; en el caso isotropico,

(671 (k,w) 05, (K,')) ~ (1.207)

i o 2(2n)" kpT, Uk , ,
(001 (k,w) 0ty (K, w')),,, = — po w2+ﬂk45(k+k)6(w+w)’ (1.208)

tal como cabria esperar. En (1.208) © es la viscosidad cinematica del fluido, 7 = v/p,.
Por otro lado, la funcién de correlacion de dn; depende de k en la forma
~ ~ / !/ ]'
(011 (k,w) dny (k',w')) ~ - (1.209)
Esta dependencia contrasta con la encontrada para la fluctuaciones en la velocidad y exhibe
que el comportamiento espacial de las fluctuaciones del director es diferente que el de las
fluctuaciones en la velocidad, como se demostrara en detalle en el Capitulo 6.

Ahora bien, comparando la estructura de las ecuaciones (1.205) y (1.208), notamos que el
segundo término entre llaves en el lado derecho de (1.205) representa una contribucién exclusiva
de un fluido en la fase nemdtica. Nobtese que para frecuencias grandes, w ~ w, (k), dicho
término es del orden de @; (k) /w? (k), y por lo tanto, es despreciable en comparacién con el
primer término que es de orden 1/w,; (k). Sin embargo, para frecuencias pequenas, w ~ w1 (k),
el segundo término es del orden de @ (k) /w?, (k) ~ p/vk?* ~ 1/w,; (k) y entonces se vuelve
comparable con el primero, haciendo que la correlaciéon decaiga y que exhiba una depresién.
Este comportamiento se exhibe esqueméaticamente en la Figura 1.4.

Fisicamente, esto significa que para tiempos cortos (frecuencias grandes), la dindmica de
las fluctuaciones en la velocidad no se ve afectada por las propiedades elasticas del nemaético,
pero para tiempos suficientemente grandes (frecuencias pequenas), las fluctuaciones en la o-
rientacion promedio de las moléculas han podido evolucionar y perturban a las fluctuaciones
en la velocidad.

Lo anterior sugiere, al igual que el calculo de los modos hidrodinamicos del nematico, que
el comportamiento dinamico de las fluctuaciones térmicas depende fuertemente de la escala
temporal sobre la cual se analiza su evolucién y que, en escalas temporales bien definidas, es
posible eliminar el acoplamiento entre las fluctuaciones. La manera apropiada de implementar
el procedimiento de eliminacién de variables se discutira en detalle en el Capitulo 2.

Para finalizar este capitulo resumiremos brevemente nuestros resultados. Aqui hemos exten-
dido el formalismo de la HF para describir la dindmica de las fluctuaciones térmicas alrededor
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Figura 1.4: Representacién esquemética del comportamiento de la autocorrelacion de dv; (k, w)
como funcién de la frecuencia. A frecuencias grandes, w ~ w1, la correlacion es una lorentziana,
similar a la correspondiente en un fluido isotrépico. Sin embargo, para frecuencias pequenas,
w ~ Wy1, la correlacion exhibe una depresion, la cual se muestra amplificada en el recuadro.

de equilibrio en un nematico termotrépico. Hemos construido las ecuaciones fluctuantes li-
nearizadas y calculado los TFD asociados con las fuerzas fluctuantes presentes en este sistema,
bajo la suposiciéon de que estas corresponden con procesos estocasticos estacionarios, gaussianos
y markovianos. Hemos calculado los modos hidrodindmicos involucrados en la dindmica de las
fluctuaciones y hemos exhibido que para un nematico termotrépico tipico, la evolucion de las
fluctuaciones se realiza sobre escalas temporales ampliamente separadas.
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Capitulo 2

Separacion de Escalas Temporales y
Funciones de Correlacion

2.1 Eliminacion sistematica de variables rapidas en sis-
temas lineales

En el capitulo anterior hemos discutido como las fluctuaciones hidrodinamicas en un cristal
liquido nematico evolucionan en escalas temporales muy separadas entre si. De hecho, una
situacion similar ocurre frecuentemente en la descripcion de diversos sistemas fisicos, en donde
distintas variables poseen tiempos de evolucién caracteristicos muy diferentes.

La existencia de escalas temporales bien definidas, puede utilizarse para eliminar las va-
riables rapidas, es decir, aquellas que evolucionan en tiempos cortos, de las ecuaciones de
movimiento y extraer una descripcién reducida en términos inicamente de las variables lentas,
esto es, de las variables que sobreviven a tiempos largos. Un ejemplo notable de lo anterior,
consiste en la derivacién de las ecuaciones de la hidrodindmica a partir de la ecuaciéon de
Boltzmann [21], [90].

En el caso ideal, este procedimiento de eliminacién deberia tener la forma de una expansion
en términos de la razén de los tiempos de decaimiento de las diferentes variables. Este esquema
de expansién sistematica ha sido desarrollado en el caso general de sistemas lineales con un
ndmero finito de variables por Geigenmiiller, Titulaer y Felderhof [91]-[93]. Esta descripcién
incluye, como un caso particular, a los sistemas descritos por la termodinamica irreversible
lineal.

En la practica, puede reconocerse por inspeccién o por conocimiento previo del sistema
fisico, cuales variables evolucionan en tiempos cortos y cudles lo hacen en tiempos largos. Pero
frecuentemente, la matriz dindmica asociada con las ecuaciones de movimiento exhibe fuertes
acoplamientos entre dichas variables. Dichos acoplaminetos, pueden disminuirse a través de
una transformacién relativamente sencilla, después de la cual, las variables lentas y rapidas
sélo se acoplan débilmente [94]. Como se demostrard en las siguientes secciones este resulta ser
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el caso de la hidrodinamica linearizada de los cristales liquidos nemaéticos.

El mérito fundamental del formalismo de Geigenmiiller et al., radica en que permite encon-
trar en la escala de tiempos grandes, una descripcion dinamica reducida, en términos inicamente
de las variables lentas y de una matriz dinamica , la cual se construye mediante una teoria de
perturbaciones, en donde el parametro perturbativo es la razén de los tiempos caracteristicos
de los procesos rapidos y lentos. En forma complementaria, este formalismo también permite
encontrar una ecuacion dinamica reducida, valida en la escala de tiempos cortos, en términos
unicamente de las variables rapidas y de una matriz reducida que también tiene un desarrollo
perturbativo.

En esta seccién, discutiremos brevemente los principios en los que esta basado el formalismo
de separacion de escalas temporales de Geigenmiiller et al., asi como sus principales resultados.
Posteriormente, en la siguiente seccién, aplicaremos dicho formalismo para reducir el fuerte
acoplamiento que existe entre las fluctuaciones hidrodinamicas de un nematico termotrépico.

En las referencias [91]-[94], se consideran sistemas suficientemente cercanos al equilibrio
termodindmico, de tal forma que los procesos dinamicos estan descritos por ecuaciones lineales.
El vector de n componentes a = (ay,as, ..., an)T, caracteriza las desviaciones con respecto al
equilibrio. En promedio, estas variables satisfacen la ecuaciéon fenomenoldgica lineal

S as(t) = —Myay (1), @.1)
donde M es la matriz de coeficientes fenomenolégicos. Para simplificar la discusion, las variables
a; se definen de tal forma que todas ellas tienen las mismas dimensiones. Entonces, los elementos
M;; tienen unidades de frecuencia.

Se supone que las variables pueden clasificarse en dos grupos, correspondientes con la
evolucién en dos escalas temporales muy diferentes, de tal forma que

a:<§>, (2.2)

donde x denota un conjunto de s variables lentas y y un conjunto de n — s variables rapidas.
En esta representacién, (2.1) se descompone en

d
X = M, - X — M, -y, (2.3)
d
% = —Mym X — Myy 'y, (24)

Sean 7, y 7y los tiempos tipicos que describen la evolucién de las variables lentas y répidas,
respectivamente. Se supone entonces que el cociente € = 77/7; es un pardmetro pequeno, es
decir, ¢ < 1.

Si se escoje una unidad de tiempo del orden de 7¢, entonces M, serd de orden 1, mientras
que M, seré del orden de . La eleccién de las variables rapidas y lentas estd basada en esta
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distincién y en la suposicién de que alguna de las matrices de acoplamiento, M, 6 M,,, es
pequena, es decir, de orden . En la practica, frecuentemente se encuentra un acoplamiento
fuerte entre las variables x y y, debido a que alguna de las matrices M, o M, es de orden 1.!

Debido a que la situacién que encontraremos en el caso especifico de la nematodinamica
fluctuante es que M, es pequena, restringiremos nuestra discusién a este caso.

Entonces, se sigue de las ecuaciones (2.3) y (2.4) que el movimiento de las variables lentas
practicamente no afecta a las variables rapidas, porque M,, ~ . Sin embargo, las variables
lentas son forzadas a participar en el movimiento rapido debido a que M, ~ 1.

Cuando esto sucede, es deseable encontrar nuevas variables para las cuales el acoplamiento
sea pequeno. Esto se logra introduciendo una transformacién a’ = T - a, tal que la nueva matriz
dindmica, M, tenga la forma

M’:TMT‘1:<8 I(;)Jra(ég), (2.5)

en donde las matrices F, A, ..., D, son todas de orden 1.

Una vez que dicha transformacién se realiza, las variables lentas y rapidas estaran débilmente
acopladas y su influencia mutua puede tratarse mediante una teoria de perturbaciones.

La eleccién de la matriz T es relativamente arbitraria. En el caso en el que M, es de orden
ey M, es de orden 1, se propone que T tiene la forma general

L C,
T < .o > (2.6)

donde I,,, denota la matriz identidad de m x m. En consecuencia

_ I, —C,
T = ( 0 L. ) (2.7)

La matriz C, puede encontrase por inspeccién al calcular M/ = TMT ' y pedir que el
resultado tenga la forma (2.5). Esto conduce a la condicién
~1
Co = —M,, M. (2.8)

Resulta claro que la trasformacién T definida por (2.6), renormaliza las variables lentas de
tal forma que x’ = x + C, - y, pero no afecta a las variables lentas. Entonces, después de la
transformacion, la ecuacién dindmica (2.1) adquiere la forma

ily)=lGe) (e )] (3) 2

El procedimiento perturbativo de Geigenmiiller et al., estd basado en la teoria general
perturbaciones para operadores lineales de Kato [95]. Para nuestros propdsitos, los resultados
fundamentales de dicho procedimiento son los siguientes:

!Si ambas matrices M, y M, son de orden 1, entonces el acoplamiento es tan fuerte que la distincién entre
variables lentas y rapidas pierde sentido.
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1. En la escala de tiempos grandes, la dindmica de las variables lentas, x’, puede ser descrita
por un sistema de ecuaciones reducido con la forma
d

%XI = —Mg:d) . X/, (210)

donde la matriz dindmica reducida, M:(,ffd), esta dada por

MU = eA — °BF'D+¢* (BF'DF'C - BF °CA) + O (). (2.11)

T

2. En la escala de tiempos cortos, la dindmica de las variables rapidas, y, estd descrita por

una ecuacion de la forma p
—y =-MI“) .y, (2.12)

dt
donde la matriz dindmica reducida, M{r®?, est4 dada por

M) = F + e + e°CBF " + &* (CABF > — CBF 'DF ') + O (%) . (2.13)

En la siguiente seccién se estudiara como puede aplicarse este formalismo para describir la
dinamica de las fluctuaciones en un nemaético termotropico.
2.2 Separacion de Escalas Temporales en un Nematico

En el primer capitulo hemos demostrado que la HF de un nemaético termotrépico esta descrita
por dos sistemas de ecuaciones independientes

0 .
aan (k) = —H (0 a) — F (k. 1), (2.14)
00l (1) = —HY (k) alf — Y k1), (2.15)

donde los vectores de estado transversal y longitudinal estan definidos por a® (k, t) = (671, 61)"

. T
yal) (k,t) = <(5ﬁ3, 0Ua, 0T, 003, (5]5) , respectivamente, mientras que las matrices hidrodinamicas

HO (k) y H® (k) estdn dadas por las ecuaciones (1.146)-(1.156) y las fuerzas fluctuantes ¥
y FO por las ecuaciones (1.157) y (1.158), respectivamente.

Para implementar el formalismo de la teoria de perturbaciones sobre las escalas temporales
descrito en la seccion anterior, debemos comparar la magnitud relativa de los elementos de las
matrices hidrodindmicas. Con este propdsito introduciremos variables de estado normalizadas

que tengan las mismas dimensiones. Siguiendo el mismo procedimiento que se emplea en el caso
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de un fluido isotrépico [41], [93], definiremos las componentes normalizadas de la velocidad, la
presion y la temperatura mediante

1/2
5MKU=CE> 5p, (2.16)
v
_ e Y2
5T (k,t) = (p%”) 5T, (2.17)
60, (k,t) = pY/?60,, con p=1,2,3, (2.18)

en donde xr = p,' (9p/dp), es la compresibilidad isotérmica; mientras que las componentes
normalizadas del director estaran definidas como

57, (k,t) = D 5i =13, (2.19)

1/2
Po/
En las subsecciones siguientes se demostrara que, debido a la estructura de las ecuaciones

dindmicas que obedecen estas variables y a las desigualdades (1.164) y (1.166), es posible
implementar la teoria de perturbaciones sobre las escalas temporales de manera directa.

2.2.1 Variables Transversales

La dindmica de las variables transversales normalizadas dn1, 007 esta descrita por la ecuacion

estocastica lineal
o (on\ (A mEY (o (R 1)
at\ ovn )\ g AY o ) ’

donde FIZ-(;) y Fi(t) representan la matriz hidrodinamica y la fuerza estocastica transversales
normalizadas. De las ecuaciones (1.147), (1.153) y (1.154) se sigue que

oo _ w (k) _i%@
—zl%wdl (k) Wol (k)
[ AR R iy (2.21)
I (R 4 KGR) L (nah? k) |

La forma explicita de las fuerzas fluctuantes Fl(t) y FQ(t), no es indispensable en esta etapa
de la discusion.

Ahora clasificaremos a las variables transversales como lentas o rapidas, estimando el orden
de magnitud de los elementos de la matriz E(t), siguiendo las ideas introducidas en la seccion
anterior.
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Para ello, notemos que A\ ~ HY ~ Kk2/v, mientras que HY ~ HY) ~ vk?/p,. Debido
a que para un neméatico termotrépico tipico se satisface la desigualdad K/v < v/p,, tal como
se discutié en el Capitulo 1, entonces H ﬁ) y _2(? son pequefias comparadas con H Y; y ]:IQ(t).

Esto significa que si seguimos la dindmica de dn; y 09, por un tiempo del orden de 715 =
1/ ﬁé?, la contribucién del elemento ﬁz@ ser4 de orden 1, mientras que la de H 1(? sera del orden
de 1, con g1 < 1.

De manera mas precisa, €1 es la mayor de las razones de las cantidades Hﬁ), ﬁé’? con
respecto a FI;Q, es decir, e; ~ Kp,/v?. Esta observacién nos permite identificar 6n; como una
variable lenta y d0; como una variable rapida, porque para tiempos suficientemente cortos la
primera no afecta significativamente la dindmica de la segunda.

Sin embargo, persiste un fuerte acoplamiento entre estas variables debido a que H ]%) también
es de orden 1. Esto significa, tal como se discutio en el caso general, que dn; se ve forzada a
participar en el movimiento rapido, a pesar de que practicamente no perturba la dinamica de
5@1.

Este acoplamiento puede disminuirse utilizando una transformacion,

5771/3 _ (t) 57_11 Fl(t)/ o (t) Fl(t)
( 5171 ) =T (5@1 ; F,2(t)l =T F,2(t) ) (222)

J— / —_— —
tal que la nueva matriz dindmica [H(t)] — TOFR? [T®)] ! tenga la forma

—)71 0 0 A®  B®
donde las cantidades F®, A® B® C® y D® sean todas de orden vk?/p,.
De acuerdo con (2.6) y (2.8), la matriz T® tiene la forma

=(t) ;7 (t 14 1k2
0 1 0 1

Como consecuencia, las fluctauciones en la velocidad y las fuerzas asociadas a su dinamica
. _ Ay Bt _ (L)
no se modifican, 60 = 00y y FQ( Y = Fz( ), pero & y Fl( Y| se transforman en

1+ A k2
57, = 67y + i BELZ

0v 2.2
2 l/gki + 1/3]{?2 i ( 5)

— — 1 + A ’Yle —(t
[0 0 =0}
! ! e 2 ngi + 1/3]?3 2

(2.26)

Entonces, después de aplicar la transformacién T® a la ecuacién (2.20), se obtiene

a ( on 0 0 A BO 5t ()
S50 ) (@ BN () () em
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la cual, tiene la estructura de la ecuacién dindmica general (2.9).

La Ec. (2.27) puede escribirse como un conjunto de dos ecuaciones independientes para
las variables dn} y dv; aplicando la teoria de perturbaciones en las escalas temporales de
Geigenmiiller et al., Ecs. (2.10)-(2.13). En este caso, la dindmica de dn}y 6u; estara descrita

por dos frecuencias reducidas w"? (k) y w7*? (k), respectivamente, tales que
J ., (red) o aty
' 0
57001 = —D (k) vy, — FY, (2.29)
donde w$? (k) y wr$? (k) pueden expresarse como una serie de potencias del pardmetro pequefio
£1. Concretamente,
Wi (k) = 2,49 + 0 (€3), (2.30)
Wi (k) = FO 4 6,D® 1+ 0 (£3) . (2.31)

A partir de (2.21) y (2.24), se sigue que las expresiones explicitas para estas cantidades,
hasta primer orden en £, son

212
(red) o 1 1 2! (1 + )\) kz
wy (k) = — (KQki + K?’kz) [1 + 4 Vzki + 13k2

T

] = w1 (k) | (2.32)

2 2 2) 1.2
1 1+ )\) po (Kak? + K3k?) k] | (2,39

(red) _ 2 2
i () = ) ekl + k) [1 (5 (2l3 + ok

Es importante enfatizar que la ecuaciones (2.28) y (2.29) son vélidas en dos escalas de
tiempo diferentes.

Por un lado, la ecuacién (2.28) describe la dindmica de 67} en la escala de tiempos grandes,
es decir, para tiempos mucho mayores que 71;. El comportamiento de esta variable a tiempos
menores se aproxima con los sucesivas potencias de £1. Por otro lado, (2.29) describe la evolucién
de vy para tiempos del orden de 714, es decir, en la escala de tiempos cortos.

2.2.2 Variables Longitudinales

Consideremos ahora el caso de las variables longitudinales normalizadas dns, 602, 07T, 003 y
0p. Para desacoplar la dinamica de estas variables, utilizaremos el mismo procedimiento que
en el caso de las componentes transversales. Sin embargo, es importante notar que en el caso
longitudinal el método de separacién de escalas temporales puede implementarse dos veces,
debido a que la ecuacién (1.145) contiene informacién acerca de los modos de relajacién del
director, de los modos viscosos y de los modos que describen la propagaciéon del sonido en el
nematico, todos los cuales evolucionan en escalas de tiempo muy diferentes entre si. Entonces,
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es natural pensar en aplicar el procedimiento de separacion de escalas temporales en dos etapas
con el proposito de eliminar sucesivamente a las variables rapidas involucradas.

Comenzaremos por agrupar, convenientemente, a las variables longitudinales normalizadas
en dos vectores definidos por

Sha
wk,t)= | 00 (2.34)
5T
y .
z(k,t) = < 511}53 > . (2.35)

De las definiciones (1.146), (1.157) y (2.16)-(2.19), se sigue entonces que la ecuacién es-
tocastica (1.145) puede escribirse en la forma

s () ()-(8) .

donde las submatrices normalizadas Hy,,, Hyz, He,., y H,, estén dadas por

=l =

was (k) ERAK) 0
How = | i A (K)was (k) wia (K) 0 : (2.37)
0 0 wr (k)
A 1 kikz
_ om0
H,. = wy (k) 0|, (2.38)
(=) ek 0
7 (T) Cg
_ —idwgs (k) @, (k) 0
H.., = 1/2 y 2.39
0 0 ( 71) wr (k (2:39)
= [ we(k) icsk
H,, = ( ok 0 ) (2.40)

Las cantidades con unidades de frecuencia, wys (k), wye (k), was (k), wr (k), asi como el
parametro adimiensional A (k), han sido definidos en el capitulo anterior por la ecuaciones
(1.148)-(1.156).

En esta parte de nuestra discusién, la forma explicita de las fuerzas estocasticas norma-
lizadas, F,, v F., no es relevante.

Como en el caso de las variables transversales, w y z pueden clasificarse como variables
lentas o rapidas estimando la magnitud de los elementos Eww, sz, H,, y H,.. En este caso,
de acuerdo con las desigualdades (1.164)-(1.167) podemos esperar que la escala de tiempos
cortos tenga un valor caracteristico del orden de mop = 1/c¢;k.
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Si elegimos a 75y como unidad de tiempo, de la ecuacién (2.36) se sigue que la contribucién
de H,, es de orden 1, mientras que la de H,,, es pequeiia, es decir de orden €5 < 1, donde ¢,
es la mayor de la razones de los elementos en H,,, v H.,, con respecto a c;k. Especificamente
g9 ~ vCsk [ po.

Como hemos visto anteriormente, esto nos permite clasificar a las variables z como variables
rapidas y a las variables w como lentas con respecto a ellas.

Nuevamente, existe un acoplamiento fuerte entre las variables lentas y rapidas debido a que
la matriz H,,, es de orden 1. Para disminuir este acoplamiento, introducimos una nueva matriz
de transformacion T, con la cual

(¥)-(2) (&)= (i)

y que se escoge de tal manera que la matriz dindmica tenga la forma (2.5), es decir,

H,, H, 0 0 A B
(E, ﬁ, >_(OF>+€2(C ]D)) (242)

donde F, A, B, C y D son todas de orden c,k. En este caso, la matiz de transformacién es

_ H3 (Co
(b ) e
con
0 0
C,=-|0 0 : (2.44)

segun se sigue de las ecuaciones (2.6) y (2.8).
Las matrices F, A, B, C y D pueden calcularse directamente utilizando (2.43), (2.44) y
(2.37)-(2.40). Por otro lado, las variables lentas se transforman en

ons
w = ovy |, (2.45)
0T’
donde
B B _\ V2
5T = 0T — <L> 55, (2.46)
8
mientras que la fuerza estocastica asociada con ellas es
Jal 2
_ _ (1
o= Y | = Y . (2.47)
)\ R ()
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Como se ha discutido previamente, esta transformacion permite escribir dos ecuaciones que
describen la dinamica de las variables lentas y rapidas independientemente, éstas son

%w' = —Egzd) -w —F! (2.48)

' 0
52— —Eized) z—F,, (2.49)
donde la matrices reducidas Ef;jd) y Ei’:d), pueden calculares a partir de los desarrollos (2.11)

y (2.13), respectivamente. Hasta orden lineal en el parametro pequerio e9, estas matrices tienen
la siguiente forma explicita

» was (K) BN (K) 0

—(red . - °

Hyw = | i A (K)was (k) wie (K) 0 , (2.50)
0 0 wr (k)

2z icsk (v —1Dwr (k)

La ecuacién (2.49) es vélida para tiempos cortos, 7o7; mientras que la ecuacién (2.48) es
valida en la escala temporal lenta.

De esta forma, hemos eliminado de la descripcion para la variables lentas, w’, el acoplamiento
con las variables rapidas. Sin embargo, en este punto del desarrollo resulta importante hacer

lred) _ ( wys () icsk ) | (2.51)

notar que si los elementos de la matriz hidrodinamica reducida Efj;d) que aparece en la ecuacién
(2.48), son estimados utilizando valores tipicos de los pardmetros materiales involucrados, re-
sulta, nuevamente, que algunos de ellos son mucho mayores que otros.

En efecto, al comparar las ecuaciones (2.21) y (2.50), se observa que la estructura de esta
matriz es muy similar a la de la matriz transversal normalizada . En ambos casos las cantidades
pequenas son del orden de Kk?/p, y estdn contenidas tinicamente en los elementos de matriz
que involucran las fluctuaciones en la orientacion.

Esto sugiere que algunos de los elementos de w’ evolucionaran més rapido que otros y, en
consecuencia, que el procedimiento perturbativo sobre las escalas temporales puede aplicarse
nuevamente. Es decir, tal como se esperaba, la evolucion de las fluctuaciones en un nemaético
ocurrirad en tres escalas temporales claramente separadas.

Siguiendo la misma linea de razonamiento utilizada hasta el momento, agrupamos las com-

ponentes de w’ en la forma
w = ( 03 ) : (2.52)
y

y = ( o ) . (2.53)
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De acuerdo a nuestra discusion previa, podemos decir que y, al igual que dv;, son variables
semilentas pues evolucionan més rapido que dn3 y 711, pero lo hacen en un tiempo caracteristico
mucho més grande que el asociado con las variables contenidas en z.

También introducimos la matriz

kzk L [(14N)E2H(1-NE? |

1 4
2 3]€ +2(1/1+l/2 l/3)k2 k2+U3]€4
= . o | (2.54)
0 0 1

la cual transforma a la ecuacién (2.48) en la forma apropiada para el desarrollo perturbativo
en términos del pardmetro pequetio, e; ~ Kp/v%.
Finalmente, las expresiones generales (2.10)-(2.13), conducen a las ecuaciones reducidas que
describen la dinamica de
i ok [(T4+N) k2 4+ (1 — N\) K]

Ong = dng + = 00 2.
"3 ms + 2 1/3]{7 + 2 (Vl + vy — 1/3) k’ik’g + ng'g‘ v2 ( 55)

en la escala lenta y de y en una escala intermedia de tiempos. Dichas ecuaciones, expresadas
hasta primer orden en el pardmetro perturbativo €1, son

gt ity = —wi™? (k) ol + FV' (2.56)

donde

wémd)(k):i(Klk“ngg){H1 4N R+ (1= A) k2T }_wng(k),

" duskt +2 (v +va — v3) K2 k2 + v3k?
2.57)
Y 0 —(red)
=y =0y +F, (2.59)
donde
A=) _ ( sl = GG (9 " ) , 2.60)
T

7O
F, = ( FEZ)' ) : (2.61)
Resumiendo, estimando los valores de los elementos de las matrices hidrodindmicas (1.146)

y (1.147) para valores tipicos de un nematico termotrépico, hemos podido clasificar las variables
nematodinamicas en tres tipos: lentas, semilentas y réapidas.
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Las variables lentas, dn} y o0nj, estan relacionadas con la reorientacién del director, decaen
en un tiempo caracteristico del orden de 7 ~ v/Kk?. En esta escala de tiempos, su dindmica
esta gobernada por las ecuaciones (2.28) y (2.56).

Las variables semilentas, 00;, 605 v 07", decaen en un tiempo caracteristico del orden de
T ~ po/vk® ~ 1/DTE? y en esta escala de tiempos, su dindmica estd gobernada por las
ecuaciones (2.29) y (2.59).

Finalmente, las variables rapidas, dvs3 y 6p, evolucionan en la escala de tiempos carac-
teristicos mas cortos, 7 ~ 1/csk. En esta escala temporal, las variables rédpidas obedecen la
ecuacion (2.49).

2.3 Modos hidrodinamicos

En esta seccion calcularemos nuevamente los modos hidrodindmicos de un cristal liquido neméti-
co en equilibrio, pero esta vez utilizando las ecuaciones reducidas (2.28), (2.56), (2.29), (2.59)
y (2.49). En el espacio k — w y en ausencia de las fuerzas estocésticas, estas ecuaciones se
transforman, respectivamente, en las siguientes ecuaciones de eigenvalores

wn1 (k) o) (k,w) = iwon) (k,w), (2.62)

wps (k) 0ng (k, w) = iwdng (k,w), (2.63)

w1 (k) 07 (k,w) = iwdty (k,w), (2.64)

( oz (k) WTO<k) ) y (ko w) = iwy (k). (2.65)

( w;’zs(l? (y - ilc)s(,]zT (k) ) -z (k,w) =iwz (k,w), (2.66)

a partir de los cuales pueden calcularse los modos hidrodindmicos. Nétese que en (2.64) y (2.65)
han sido despreciados los términos de orden Kk?/v con respecto a los de orden vk?/p,,.
Trivialmente, (2.62) y (2.63) producen los modos difusivos asociados a la relajacién del

director
Sg — —iwnl (k) . (267)

S7 = —’iwng (k) (268)

La ecuacién (2.64) produce el modo difusivo viscoso
sq = —iwy (k), (2.69)
mientras que a partir de (2.65) se pueden identificar los modos difusivos

s3 = —iwr (k) (2.70)
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S5 = —iwys (k) . (2.71)

Finalmente, tomando en cuenta que ¢k > w3 (k) ,wr (k), los eigenvalores asociados con
(2.66) pueden escribirse como
s1 = csk — il (k) (2.72)

y

Sg = —csk — il (k) , (2.73)
donde I' (k) = [wys (k) + (v — 1)wr (k)] /2, es el coeficiente de atenuacion del sonido en el
nematico, introducido en la Seccién 1.4.1.

Por lo tanto, los modos hidrodinamicos obtenidos mediante el formalismo de separacion de
escalas temporales coinciden, en el mismo orden de aproximacién, con los obtenidos directa-
mente. La razon que origina este resultado es, claramente, que hemos utilizado las desigualdades
(1.164) y (1.166) tanto para motivar la separacion de las escalas temporales, como para expandir
la ecuacion de dispersién (1.170), y encontrar sus raices.

2.4 Funciones de Correlacion

Para finalizar nuestra discusion sobre la dindmica de las fluctuaciones hidrodindmicas en un
nematico termotrépico en equilibrio, calcularemos las funciones de correlaciéon de dichas fluc-
tuaciones utilizando las descripciones reducidas para los diferentes tipos de variables lentas,
semilentas y rapidas.

2.4.1 Funciones de Correlacion Orientacionales

En la escala de tiempos grandes, las fluctuaciones en las variables semilentas y rapidas han
evolucionado y promedian cero, de tal forma que podemos aproximar

_ i 14+ A 1 k?
(5 / — (5 4
" 1t 2 l/gki + 1/3]{?3
' kol [((L+XN) K2+ (1= Nk
Sty = o7y 4 L kLA TN T A= NR] 5 55 (2.75)
21/3]€J_+2(V1 +V2—U3)k}Lkg+V3k§
Utilizando estas aproximaciones en las ecuaciones (2.28) y (2.56), y regresando a las variables
originales, dn; y dns, se obtienen las ecuaciones estocasticas lineales que describen la dindmica
de las componentes transversales y longitudinales del director,

0 . . .
aénu (k,t) = —wn, (k) on, (k,t) — 6, k1), p= {

O =~ 0N, (2.74)

1 transversal

3 longitudinal ’ (2.76)

en donde el indice repetido u en el lado derecho no implica sumatoria, w,; (k) y wps (k) estdn
definidas por las ecuaciones (2.32) y (2.57), o bien (1.175) y (1.192), mientras que 6, (k,t) y
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on3 (k,t) representan fuerzas fluctuantes que, en términos de los componentes estocésticas del
tensor de esfuerzos y de la cuasicorriente del director, tienen la forma explicita

1 S . I 1+ XNk, ~ -
51 = — |k Ty — ey Ty + o 2 (ka c—k kZ) , 2.77
On1 kL [ Y Y +2V2ki+V3k§ Y Y } ( )
. 1 s A 1 1+ AN E2+(1—N)E R .
w3 =+ |k Ty 4 k) Ty + 2 : (K2hsSes — hokik; ) |
On3 kl + v y+2V3kjl_+2(V1+V2—V3)]€i]€§+l/3k§ I I
(2.78)
En el espacio k — w las ecuaciones (2.76) adquieren la forma
. Fnp (K, w)
Sn. (k = LUEE 2.79
n#( 7w) _iw"‘wnu (k)’ ( )

a partir de las cuales pueden calcularse las funciones de correlacién de las fluctuaciones en la
orientacion,

(O (K, w) Oy (K, )
[—iw + wny (K)] [—iw + wpy (K')]
donde los indices p y v toman los valores pu,v =1, 3.

Utilizando las definiciones (2.77) y (2.78) y los TFD (1.130) y (1.132), pueden obtenerse
las expresiones explicitas para estas correlaciones, de hecho, este procedimiento es analogo al
realizado detalladamente en la seccién 1.4.2. De esta manera encontramos

kaTO (03] (k)

(671, (k, w) 672, (K, w')) = , (2.80)

(671 (k,w) 0y (K',w')) = —2(27)" 0 (k + K') 6 (w + o) T ) (2.81)
(6711 (k, w) 671 (K, o)) = (6715 (k, w) 671y (K',w')) =0, (2.82)
(37 (k) By (o)) = —2(2)1 0 (ke 4 K 6 (w0 + o) R T2 KL 02 () (2.83)

Mk w? +wpg (k)
donde las funciones adimensionales oy (k) y a3 (k) estdan definidas por las Ecs. (1.174) y (1.191),
respectivamente.

La ecuacion (2.81) coincide con la expresién (1.204) encontrada en el capitulo anterior. Ve-
mos entonces que la separacion de escalas temporales nos ha permitido recuperar la expresion
para la autocorrelacion de las componentes trasversales dn; y encontrar, de manera relativa-
mente sencilla, la expresion para la autocorrelacion de las componentes longitudinales dngz. El
célculo directo de esta tltima correlacion, a partir de la solucién completa de la ecuacién (1.145),
es un problema considerablemente mas laborioso. Esta es la razon por la cual la separacion de
escalas temporales resulta tan conveniente.
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2.4.2 Funciones de Correlacion de las Variables Semilentas

Consideraremos ahora el caso de las variables semilentas 091, 605 y 07". A partir de (2.59)
y (2.61) resulta claro que, en el caso de equilibrio, estas variables obedecen las ecuaciones
independientes

%5111 (k,t) = —wy (k) 00y (k, t) + L7, (2.84)
%5@2 (k,t) = —wys (k) 602 (k, t) + FY, (2.85)
%ﬁ’ (k,t) = —wr (k) 6T (k, t) + F'. (2.86)

En la escala de tiempos en la que estas ecuaciones son validas, las variables rapidas han
evolucionado y promedian cero, entonces, podemos hacer la aproximacion

_ _ v — 1 1/2 _
0T = 6T — (T) 5p ~ oT. (2.87)

Regresando a las variables no normalizadas en el espacio k —w, 097, 805 v 6T, las ecuaciones
(2.84)-(2.86) adquieren la forma

. _ ou(kw) B 1 transversal
00 (ke w) = —iw + Wy, (k) B= { 2 longitudinal (2.88)
y
~ 5'T (k, CU)
0T (k = 2.
(k,w) = —— +or (&)’ (2.89)

donde las fuerzas estocasticas, 7,1 (k,w), .0 (k,w) v o7 (k,w), estdn definidas como una com-
binacién lineal de las fluctuaciones en del tensor de esfuerzos y del flujo de calor, mediante

Oyl = po—lﬁ_ (kkaEyZ — k‘yklZM) s (290)

. 1 ~ k., ~
Oy = pok‘J_ kklZm — ?kﬁkau s (291)
or = —— k0. (2.92)

PoCp

Siguiendo el mismo procedimiento utilizado anteriormente, obtenemos a partir de los TFD
(1.130) y (1.131),

4 kBTo Wyl (k)
po w4 w? (k)

(671 (k, w) 67, (K, w')) = —2 (27) S(k+K)6(w+u), (2.93)

66



(001 (k,w) 07, (K, ")) = (605 (k,w) 6971 (k,w)) =0, (2.94)
4 kBTo Wy2 (k)

Po W2+ wi (k)

4 k BT02 wr (k)
potp W? +wi (k)

Notese que (2.93) no coincide con la expresion (1.205) obtenida en el primer capitulo al hacer
un analisis detallado de la dindmica de las variables transversales. La causa de esta diferencia
radica en que, para obtener la expresién (2.93), hemos partido de (2.84) la cual inicamente es
vélida en la escala de tiempos del orden de w;* (k).

En efecto, (2.93) y (1.205) coinciden para frecuencias w ~ wy, (k), pero a frecuencias
menores, es decir, tiempos mayores, la dindmica del director se vuelve relevante y el segundo
término en el lado derecho de (1.205) es significativo. Sin embargo, esta informacién no estd
contenida en (2.93) pues ha sido eliminada mediante la separacién sistemética de las escalas
temporales.

Para recuperar el resultado (1.205), se procede como sigue: se resuelve la ecuacién (2.76)
para d71, con lo cual se obtiene

(65 (k, w) §5n (K, o)) = 2 (27) S(k+K)S(w+d),  (2.95)

<5T (k, w) 6T (k’,w’)> —2(27) S(k+K)s(w+u).  (2.96)

~ 5-711 (k, W)
ony (k,w) = —m——. 2.
i (kow) = == (k) (2:97)
Posteriormente, este resultado se sustituye en
14+ A
—iwéf;l =1 + Y1Wd1 (k) kzéﬁl — Wyt (k) (5171 — 51,1, (298)

o

que es la expresion linearizada general que describe la dinamica de 69, y, por lo tanto, es valida
en todas las escalas temporales. Al resolver la ecuaciéon resultante para dv; y calcular la funcién
de autocorrelacién de esta variable, recuperamos la ecuacién (1.205).

Debido a la similitud que existe entre las ecuaciones dinamicas para 00, y 079, en particu-
lar, debido a que ambas variables se acoplan de manera similar con las fluctuaciones dn; y dng,
respectivamente, podriamos esperar que la expresién (2.95) también deberia modificarse en las
escalas de tiempos grandes, concretamente, para frecuencias del orden de w ~ wy3 (k). De he-
cho, siguiendo el procedimiento analogo al descrito en los parrafos anteriores puede demostrarse
que

. . kT, w2 (k) ws (k)

o0 (k, w) 672 (—k, —w)) = 2 (2m)" - s(k+k)o /
<U2< 7(")) v2( ) w)> (ﬂ-) 0o {(,UQ—{—(,U%Q(I{) w2+w72l3(k) ( + ) <w+w)7
(2.99)

donde la cantidad con unidades de frecuencia, ws (k), ha sido definida mediante
_ (K1k2 + Ksk2) wns (K) [(1+A) k2 4+ (1= A k2 ]?

k)= = = . 2.100
s o (k) % (2100

Las ecuaciones (2.99) y (2.100) son el andlogo longitudinal de las expresiones (1.205) y
(1.206).
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2.4.3 Funciones de Correlacion de las Variables Rapidas

Calcularemos ahora las funciones de correlacion de las variables rédpidas évs y op. Para ello,
seguiremos el mismo procedimiento de las secciones anteriores. Regresando a las variables no
normalizadas en el espacio k — w, d73 y p, la solucién de la ecuacién (2.49) tiene la forma

Fiw+ (v =1) )] Gvs (k,w) —ip, kG, (k,w)

673 (k,w) = wr (K : 2.101
% (ko) =i (W — cok) + T (K)] [<i (@ + k) + T (K)] (2.101
3 [—iw + w3 (k)] 6, (K, w) — ip,2kays (K, w)
op(k,w) = , 2.102
) = TG ek + T (0 [ (o + ) + D (k) 2102
en donde las fuerzas estocésticas 7,3 (k,w) y 7, (k,w) estdn definidas por
~ { =
Oy3 = ﬂkiijzj, (2.103)
act
Gy = i—21,0;. (2.104)
p
Utilizando las ecuacién (2.101), los TFD (1.130) y (1.131) y
csk > (v — 1) wr (k) , w3 (k) (2.105)
se obtiene
2 2.2 (o _
(525 k) 5, (€, o)) = 2oyt ReTe W) LAR O =D
Po [(w—csk)* +T2 (k)] [(w+ csk)” + T2 (k)]
x0(k+k)o(w+w). (2.106)

Expandiendo en fracciones parciales y utilizando nuevamente (2.105), la expresién anterior
adquiere la forma

~ ~ / / _ - 4 kBTo / W w/ F(k)
(075 (k,w) dv3 (K, ")) = —(2m) P 6(k+k)d(w+ ){(w—csk)2+F2(k)
I (k) bk [ w + cok
(w + csk)? + T2 (k) (W + csk)? + T2 (k)

S Wl (2107

en donde
(v = Dwr (k) — wis (k)
2¢sk '
En la ecuacién (2.107), los dos primeros términos entre llaves son dos lorentzianas simétricas
centradas en w = +c.k, similares al doblete de Brillouin en el espectro de dispersién de luz de

b(k) = (2.108)

68



un fluido isotrépico. Los dos tltimos términos representan una correccion, debido a la cual la
posicion de las lorentzianas se desplaza ligeramente, al tiempo que cada una se vuelve un poco
asimétrica. No obstante, la expresién (2.107) completa, sigue siendo simétrica con respecto a
w=0.

Debido a que b (k) < 1, para los valores de k compatibles con la descripcién hidrodindmica,
la, asimetria de las lorentzianas es muy pequefia y puede despreciarse. En este caso, (2.107) se
reduce a

~ ~ ;o — — (o1 4 kBTo r (k) I (k)
(605 (k,w) 673 (K, w')) = —(2n) py l(w TR AT (k) + @ k) 12 (k)}
X0 (k+k)o(w+w). (2.109)
De manera completamente andloga se obtiene
= ~ /! _ 4 2 r (k) r (k)
(k) €.) = @) RoTop | s
x0(k+k)o(w+w). (2.110)

Dejaremos en este punto el analisis de la dinamica de las fluctuaciones hidrodindmicas alrede-
dor de un estado de equilibrio en un nematico termotrépico. Para finalizar nuestra discusion,
cabe mencionar que las funciones de correlacién orientacionales (2.81) y (2.83), determinan,
como es bien sabido, el pico central del espectro de dispersién de luz de un nemético [96]. La
dependencia en k de estas funciones ha sido verificada experimentalmente y las expresiones
(2.81) y (2.83) son ttiles para determinar los coeficientes viscoeldsticos del nematico, como se
describira en detalle en el Capitulo 5.

Por otra parte, las funciones de correlacién de las variables rdpidas (2.109) y (2.110), son
las responsables de la aparicién de los picos de Brillouin en un nematico [96]-[98], los cuales,
guardan una similitud muy estracha con los correspondientes a un fluido isotrépico, excepto por
el hecho de que en un nematico la atenuacién del sonido es anisotrépica, como se ha senalado
previamente.

Hasta donde sabemos, no se habia aplicado previamente una teoria de perturbaciones sobre
las escalas temporales para simplificar el andlisis de las fluctuaciones hidrodindmicas en un
nematico termotrépico y obtener propiedades fisicas de interés como sus modos hidrodindmicos
y sus funciones de correlacién. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que el formalismo imple-
mentado posee la desventaja de restringir la validez de los resultados obtenidos a la escala de
tiempos en las que se construyen las diferentes ecuaciones reducidas.

En los Capitulos 3 y 4 estudiaremos un sistema fisico no trivial y de posible interés expe-
rimental, en el cual algunas de las funciones de correlacion que hemos calculado aqui jugaran
un papel relevante.
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Parte 11

Suspension Fuera de Equilibrio en un
Solvente Nematico
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Capitulo 3

Mecanismo de Inhomogeneidad del
Teorema de Fluctuacion Disipacion

A pesar de que la teoria hidrodinamica que describe el espectro de dispersién generado por las
fluctuaciones en equilibrio estd bien establecida, la teoria correspondiente a las fluctuaciones
fuera de equilibrio en medios simples y complejos, ain estd en desarrollo. En particular, el
comportamiento de las fluctuaciones en sistemas en estados estacionarios fuera de equilibrio
ha sido motivo de numerosos estudios tanto tedricos como experimentales en las dos ultimas
décadas.

Las fluctuaciones térmicas en un fluido simple sujeto a un gradiente de temperatura o
de presién, por ejemplo, han sido investigadas tedricamente en [99]-[102], y algunas de las
predicciones propuestas en estas referencias han sido confirmadas experimentalmente [103],
[104].

Estudios tedricos similares han sido desarrollados para algunos fluidos complejos, por ejem-
plo, una mezcla binaria de fluidos simples sujeta a un gradiente de temperatura estacionario
[105], una suspensién coloidal en presencia de un gradiente de concentracién [106], un fluido
viscoeldstico sujeto a un gradiente de temperatura [107], o cristales liquidos nemaéticos en esta-
dos estacionarios inducidos por un gradiente térmico [108]-[110], un flujo de corte [111], o un
gradiente de presién [112], [113].

Otro ejemplo consiste en el estudio del factor de estructura dinamico de una suspension de
particulas inmersas en un solvente viscoeléstico, la cual se encuentra fuera de equilibrio debido
a la presencia de un gradiente en la concentracién de las particulas [114]. En este caso, se
encuentra que fuera de equilibrio el espectro de Rayleigh de las particulas suspendidas deja de
ser simétrico y sufre un corrimiento en la frecuencia con respecto a su posicion de equilibrio.
Ambos efectos estan determinados por la magnitud del gradiente en la concentracion de las
impuresas.

En [114], sin embargo, el anélisis se restringe a considerar unicamente las contribuciones
lineales en el gradiente de concentracion al factor de estructura y un solvente incompresible.
Como se demostrard mas adelante, esto elimina de la descripcion, el acoplamiento de las fluc-
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tuaciones en la densidad de particulas con las fluctuaciones hidrodindmicas del solvente y, en
consecuencia, el efecto del gradiente de densidad es relativamente pequeno.

El objetivo central de esta parte del trabajo de tesis consiste en determinar el factor de es-
tructura de una suspensién de particulas fuera de equilibrio en un solvente neméatico [115]. Con
este propodsito, utilizaremos el formalismo de la HF, el cual ha sido utilizado ampliamente para
estudiar el comportamiento de las fluctuaciones cerca de equilibrio en los sistemas mencionados
anteriormente.

Como un caso limite, obtendremos los resultados de [114] (en ausencia de viscoelasticidad).
Sin embargo, a diferencia de [114], consideraremos la contribucién de la compresibilidad del
solvente y del acoplamiento de las fluctuaciones hidrodinamicas y se demostrara explicitamente
que al hacer esto ltimo, los efectos fuera de equilibrio en el factor de estructura dinamico de
las impurezas podrian ser significativos, aun para gradientes de concentracién cuatro érdenes
de magnitud més pequenos que los utilizados en el caso en el que se desprecia el acoplamiento
de modos.

Para llevar a cabo este programa, es necesario conocer en detalle la dinamica de las fluc-
tuaciones del solvente nematico. En efecto, cuando la concentracién de impurezas es pequena,
la dindmica de las mismas no afecta al solvente, sin embargo, las fluctuaciones hidrodindmicas
de este ultimo siempre perturban a las primeras. Por esta razén, los siguientes dos capitulos
podrian considerarse como una aplicacién de la HF en equilibrio de un nematico termotrépico
desarrollada en los Capitulos 1 y 2. En las siguientes secciones se estudiard de manera precisa
el papel que juegan las funciones de correlacion calculadas en los Capitulos anteriores.

La caracteristica mas valiosa de este andlisis es que permite estimar, es decir, hacer predic-
ciones, acerca de los efectos de la dinamica del nematico en una propiedad medible de un
sistema fisico concreto.

Como se demostrara mas adelante, la presencia del gradiente de concentracién promueve la
aparicion de dos mecanismos fisicos que podrian perturbar la dindmica de las impurezas con
respecto al caso de equilibrio. El primer mecanismo esté relacionado con la variacién espacial
en la intensidad de la corriente estocastica de impurezas, es decir, con una inhomogeneidad
del TFD asociado. El segundo mecanismo consiste en la generacién de acoplamientos entre las
fluctuaciones en la densidad de impurezas y las fluctuaciones en el director y la velocidad del
solvente. FEn este Capitulo estudiaremos tinicamente el primer mecanismo. El mecanismo de
acoplamiento de modos sera estudiado en el Capitulo 4.

3.1 Modelo y Ecuaciones Basicas

Consideraremos una suspension de impurezas en un solvente nemético. En lo siguiente, ¢ (r, t)
denotara la densidad numérica de impurezas, es decir, el nimero de impurezas por unidad
de volumen!. Supondremos que la suspensién es lo suficientemente diluida para que pueda

'En la literatura, [6], [22], el sfmbolo ¢ se utiliza para denotar la concentracién de una de las especies que
forman una mezcla binaria, es decir, la razén de la masa de una componente a la masa total del fluido en un
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despreciarse la interacciéon entre las impurezas y para que la difusiéon de éstas no altere la
dinamica del solvente nematico, el cual, supondremos que se encuentra en un estado de equilibrio
definido por una temperatura 7T,, una presion p,, un campo de velocidades nulo v, = 0 y
un campo de orientaciones uniforme, con el director dirigido a lo largo del eje z, es decir,
n, = (0,0,1).

Si no ocurren reacciones quimicas en este sistema, el niimero total de impurezas debe con-
servarse y ¢ (r,t) debe obedecer la ecuacién de continuidad

0 .
donde j = j(r,t) representa la densidad de corriente de impurezas. En el caso més general, j
esta dada por

jl‘ = —DijVjC + cv;. (32)

En esta ecuacion, el primer término en la lado derecho corresponde con la ley de Fick, que
es la relacién lineal usual entre j y Ve, siendo D;; el tensor de difusién de las impurezas en el
cristal liquido nemdtico. Debido a que un nemédtico es un medio uniaxial, D;; tiene la forma

Dij = D16y + (Dy — Dy) niny, (3.3)

donde Dy y D, son los coeficientes de difusién de las impurezas en las direcciones paralela y
perpendicular a 1, respectivamente. En lo siguiente, D, = D — D, representara la anisotropia
en el coeficiente de difusion.

Usualmente, la difusion de particulas pequenas disueltas en un solvente nematico ocurre en
forma mas rapida en la direccién paralela a fi que en la direccion perpendicular. Experimental-
mente, la razén de los coeficientes de difusién parece ser independiente de la forma especifica de
las impurezas [116]-[118]. En particular, los valores de Dy y D, para la difusién de dos tintas
diferentes, methylred y nitrozo di-methyl aniline, en el neméatico termotrépico a temperatura
ambiente MBBA, se han medido experimentalmente [116]. Los resultados obtenidos se resumen
en la Tabla 2.1.

Tabla 2.1. Coeficientes de difusion para dos tintas en el nematico termotréopico MBBA

(T = 25°C) [116].
Tinta Dy (x107"em? s | D, (x107" em®* s7!) | Dy/D.y
methylred 26403 1.6 £0.3 1.6 +£0.1
nitrozo di-methyl aniline 11.7£0.5 6.9+0.5 1.7+0.1

El segundo término en el lado derecho de (3.2) representa la difusién convectiva de las
impurezas, que ocurre cuando el solvente se encuentra en movimiento con una velocidad v =
v (r,1).

elemento de volumen dado. En nuestro caso, debido a la enorme cantidad de simbolos requiridos para especificar
el estado del sistema, recurriremos el simbolo ¢, para denotar la densidad ntimerica de las particulas suspendidas
y no la concentracion.
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En nuestro modelo, supondremos que la suspension ha alcanzado un estado estacionario
en un solvente en reposo, descrito por una densidad, c;s = ¢4 (r), independiente del tiempo.
También supondremos que D;; no depende apreciablemente de la concentraciéon local de im-
purezas. Entonces, de acuerdo con las ecuaciones (3.1) y (3.2), ¢ss (r) debe satisfacer

DijViVjcss = O, (34)

sujeta a las condiciones de frontera apropiadas. Por lo tanto, la forma ma&s general para la
densidad estacionaria de impurezas es

Css (r) = o + 1 - Vg, (3.5)

en donde ¢, es la densidad media de impurezas y Vg, el gradiente en la densidad, representa la
variacion espacial en ¢, (r)%. Vegs un vector uniforme y para simplificar el andlisis subsecuente
sera conveniente introducir la notacién a = Ve, y reescribir (3.5) en la forma

Cas (1) = 0+ lim, w, (3.6)
donde q es un vector auxiliar paralelo a a, pero de magnitud variable.

Nuestro interés consiste en estudiar la dindmica de las fluctuaciones térmicas que ocurren
espontanemente en este sistema. Por un lado, ocurren fluctuaciones en la densidad de im-
purezas, las cuales, respresentan las desviaciones locales en la densidad con respecto a su valor
promedio, correspondiente al estado estacionario definido previamente: dc(r,t) = c(r, t)—cgs (r).
Por otro lado, también ocurren fluctuaciones hidrodinamicas en el solvente nematico, estas
estdan definidas, como se discutié en el Capitulo 1, con respecto a su estado de equilibrio:
on;(r,t) = n;(r, t) —noy, ovi(r,t) = v;(r,t) — Vo4, 01 (r,t) = T(r,t) — Ty, op(r,t) = 0p(r,t) — po.

Intuitivamente, cabria esperar que las fluctuaciones hidrodindmicas del solvente influyan
en la dindmica de las fluctuaciones en la concentracién de las impurezas. Esta influencia se
hara explicita y se analizarda en detalle mas adelante. Por otro lado, si la suspensién es lo
suficientemente diluida, es posible analizar la dinamica de las fluctuaciones en el solvente de
forma independiente, es decir, sin tomar en cuenta la dindmica de las impurezas.

Con el propésito de describir el comportamiento de las fluctuaciones se implementard el
formalismo de la HF de Landau y Lifshitz. La ecuacién (3.1), es consecuencia de la ley de
conservacion de la masa y por lo tanto debe ser vélida cualquiera que sea la dinamica de las
impurezas. En particular, (3.1) debe ser vélida ain en presencia de las fluctuaciones térmicas.
Ademas, en el nivel de descripcion de las fluctuaciones, debe tomarse en cuenta que pueden
existir flujos de impurezas espontaneos y aleatorios, J(r,t), en el sentido de que no se deben a
los gradientes de concentracién ni a flujo convectivo.

2A lo largo de esta tesis, también nos referiremos a Vec,, como gradiente de concentracién, aunque debe
entenderse siempre que esta cantidad representa la variacién espacial en el nimero de particulas disueltas por
unidad de volumen.
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Supondremos que la funcion de distribucién de probabilidad de la corriente estocastica es
una gaussiana, entonces, para especificarla basta proporcionar su dos primeros momentos. Por
un lado, J es una corriente estocastica de particulas con promedio nulo, (J(r,¢)) = 0. Ademas,
en una suspension en equilibrio J(r,t) obedece el TFD [114]

(J; (r,8) J; (¢, 1)) = 2D, (f — 1) 6 (t — 1) . (3.7)

En nuestro caso, supondremos que en el estado estacionario fuera de equilibrio descrito por
(3.5), J(r,t) obedece el TFD (3.7) localmente. La versién local de (3.7) se obtiene remplazando
en esta expresion, la densidad de equilibrio ¢, por la densidad estacionaria ¢, (r). Es decir, en
presencia del gradiente Vg, supondremos que J(r,¢) obedece la relacién

(J; (r,t) J; (', 1)) = 2D;jce5 (x) 0 (' — 1) O (E — 1) (3.8)

Debe senalarse que la validez de esta suposicion sélo podria demostrarse a partir de la
teoria cinética, o bien, a posteriori, comparando las predicciones que resulten de ella con el
experimento.

Sustituyendo ¢(r,t) = cgs (r) + dc(r, t), ni(r,t) = ny; + dIni(r, t), vi(r,t) = v,; + dvi(r,t) y
remplazando j por j+J en las ecuaciones (3.1)-(3.3), linearizando con respecto a las fluctuaciones
y tomando en cuenta las expresiones (3.4) y (3.5), se obtiene la siguiente ecuacién que describe
la dindmica de dc(r,t) en términos de la corriente estocéstica, J;, de las fluctuaciones en el
director, dn;, y de las fluctuaciones en la velocidad del solvente nemaético, dv;,

250 = (DLVQL + D‘,Vﬁ) dc + a;0v; — cq (r) V;00;

ot
—|—Da (azvz(mz + CLZVZ(STLz) - szz (39)

Para finalizar esta seccion, reescribiremos las ecuaciones (3.9) y (3.8) en una forma con-
veniente. Primero, resultard ttil buscar la solucién de (3.9) en el espacio de Fourier. Si-

guiendo la definicién (1.126) es posible demostrar que si f (k,w) denota la transformada de
Fourier de un campo arbitrario f (r,¢), entonces, la transformada de Fourier de la funcién

g(r,t) =sen(r-q) f(r,t) es

o f(k—q,W)—f(k—l—q,W)

gk w) = 5 (3.10)

Utilizando este resultado, el hecho de que la transformada de Fourier de la la funcién
S(r' —r)d(t—1) es (2m)" 6 (k' + k)& (w +w) y la expresion (3.6), se obtiene que la transfor-
mada de Fourier (3.8) tiene la forma

<J$ (k,W) Jj (k’,w')) = 2 (271')4 DU(; (W, + w)

S(K+k+q)—6(K +k—q)
2q

X [c0 (K + k) +ia qh—n>1o (3.11)
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Ahora bien,
lim S(k+k+q)—d(k'+k—q)

—0 2q

= Dy (K +K), (3.12)

es la derivada direccional de la funcién § (k' + k) en el espacio k, en la direccién de q, es decir,
a lo largo del gradiente de concentracion. Entonces, el TFD (3.11) también puede escribirse en
la forma
(J; (k,w) J; (K, W) = 2(21)* Dy (co +ia- Vi) 6 (K + k) (o +w), (3.13)
donde hemos utilizado que Dyé (k' + k) = §- Vi (k' + k), siendo Vi = (0/0k,, 0/0k,, 0/0k.).
De manera similar, puede demostrarse que la transformada de Fourier de la ecuacién (3.9)
es

oc = G (k, CU) [—ZCOI{?Z(%}Z +a- Vk (/{315771) - CLz(gf)Z
+iDa (k:zaléﬁl -+ azk,‘léﬁl) - Zl{ljl] s (314)

donde el propagador G (k,w) esta dado por

1

k = )
G( 7w) _iW+DJ_ki+DHk§

(3.15)

Finalmente, la expresién (3.14) puede escribirse en términos de las componentes longitudi-
nales y transversales de on, dv, J y a, definidas por las ecuaciones (1.135)-(1.137), como

ie = Gk w) {—ikjg — e,k +a - Vi (kdts) — a, (k) 67,
+iD, { [2k.a3 (k) + (1 — (k/k1)?) kraz (k)] 6its + koa167 )} (3.16)

Nétese que debido a que a es un vector uniforme, las componentes a, (k) dependen de k
Unicamente a través de la orientacién de este vector y no de su magnitud.

Es importante senalar que (3.16) muestra explicitamente que las fluctuaciones en la densidad
de impurezas se ven afectadas por las fluctuaciones en la orientacién y la velocidad del solvente
nematico. Las Ecs. (3.16) y (3.13) no contienen toda la informacién necesaria para determinar
la dindmica de las fluctuaciones en la densidad de impurezas en el estado estacionario descrito
por (3.5), sino que ademas es preciso conocer la dindmica de las variables 7, y d9,, alrededor
de un estado de equilibrio. Afortunadamente, dicha dindmica fue analizada en detalle en el
capitulo anterior y el estudio detallado de la influencia de 67, y 00, sobre d¢ se realizard en el
Capitulo 4.

También es muy importante notar que en este modelo, el gradiente de concentraciéon modifica
la dindmica de dc con respecto al caso de equilibrio a través de dos mecanismos fisicos diferentes.
Por un lado, en la ecuacién (3.16) se encuentra implicito el hecho de que la correlacién de la
corriente estocastica J es espacialmente inhomogénea y depende linealmente de a. Por otro
lado, el gradiente de concentracién produce el acoplamiento de dc con o7, y 00, a través de
diferentes términos que se muestran explicitamente en (3.16).
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Uno de los propésitos principales de esta tesis consiste en estimar y comparar el efecto
producido por cada uno de estos mecanismos. Para ello, resulta conveniente reducir el problema
general de resolver la ecuacién, bajo las condiciones fisicas apropiadas.

3.2 Factor de Estructura Dinamico y Dispersién de Luz

La exploracién mas detallada acerca de la dinamica de las fluctuaciones hidrodinamicas se
consigue a través de los experimentos de dispersiéon de luz. Lo que se mide en estos experimentos,
son funciones de correlacién del tipo

[e.9]

E. (kw) = / d(t—1) /d (r — 1) emile =)=t p (r 10 1) (3.17)
Fu (r,850, 1) = ([Ay (r,) = (A (0, )] [Ay () = (A, (', 1))]) (3.18)

donde A, (r,t) representa algiin campo dindmico del sistema. En particular, en un experimento
de dispersiéon de luz, se miden las correlaciones de las fluctuaciones en el tensor dieléctrico,
gij (r,1).

Como, en general, la longitud de onda de la luz es grande en comparacion con las distancias
microscopicas [, kl < 1 y si los desplazamientos en la frecuencia que sufre la luz dispersada
son pequenios en comparacion al inverso de los tiempos microscépicos 771, wr™! < 1, se puede
utilizar el formalismo de la HF para calcular las funciones espectrales F w (kw).

En un experimento de dispersién de luz, un haz monocromatico con frecuencia w;, vector
de onda k; y polarizado en la direcciéon p; incide sobre la muestra bajo estudio y se dispersa.
La intensidad de la luz dispersada con frecuencia wy, en la direccién del vector de onda kj y
con polarizacién P, es proporcional al factor de estructura dindmico definido por [22]

ts/2 ts/2
Sw) = — [dr [ar [ [ et ety (p oy 3.19
( ? Vt ) Y
o Vi Vs —ts/2  —ts/2

donde V; y t, representan el volumen y el tiempo de dispersion, respectivamente, k = k; — k¢
es el vector de dispersion, w = w; — wy es el corrimiento en la frecuencia y

M (v, t;x' t") = (deir (v, t) dege (7, 1)) (3.20)
es la funcién de correlacion de las fluctuaciones en el tensor dieléctrico. Aqui,
deir = (ﬁl)k 55kj (f)f)j )

representa la proyeccién del tensor de;; en las direcciones de polarizacién incidente y dispersada.
Noétese que en (3.20) no existe una suma implicita sobre el subindice if.
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En nuestro caso, estamos interesados en la dispersién de luz producida por las impurezas
en el solvente nematico. El tensor dieléctrico depende de la densidad de impurezas €;; = ¢;; (¢)

de tal forma que sus fluctuaciones pueden escribirse en la forma3
deij (r,t) = ayj0c (r,t) (3.21)
donde
o — <%> (3.22)

y la proyeccién dey serd simplemente
deie (r,t) = aypoc (r, t) (3.23)

con ajr = (Pi),, v, (pf)j'
Utilizando las ecuaciones anteriores se obtiene la siguiente expresion para el factor de es-
tructura dindmico en términos de dc (r, t)

t)2  ts)2

2
S (k,w)z“}f / dr / dr’ / dt / dt’ e~ =)= (57 (r ¢) 52 (¢, 1)) (3.24)
Vs Vs

—ts/2 —ts/2

Cuando el volumen y el tiempo de correlacién son grandes podemos tomar el limite Vi, t, —
oo y utilizar las siguientes relaciones formales apropiadas en dicho limite

1 1
t, 2m0,(0)’ (8.25)

1 1
—_ = 3.26
Vs (277)3 dk (0) (3:20)
donde 0k (0) denota la funcién Delta de Dirac en el espacio k, 0 (k), evaluada en k = 0, y
analogamente, d,, (0) respresenta J (w) evaluada en w = 0.
De acuerdo con estas expresiones y con la definicién de la transformada de Fourier (1.126),
el factor de esctructura puede escribirse como

(2775 (0) 6, (0)

3En este modelo asumiremos que dependencia de las fluctuaciones del tensor dieléctrico con respecto a
las fluctuaciones del vector director puede omitirse. Esto es, en efecto, posible si se consideran direcciones
apropiadas de los vectores de polarizacién incidente y dispersado. Por otra parte, en el espectro de dispersién
de una suspensién diluida, la contribucion de las fluctuaciones en la densidad de impurezas domina al resto de
las contribuciones, por ejemplo, a las provenientes de las fluctuaciones en la temperatura [22].

S(k,w) = (0¢ (k,w)oc(—k,—w)) . (3.27)
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3.3 Factor de Estructura en Equilibrio

El problema que implica calcular el factor de estructura de las impurezas en el solvente nematico
puede simplificarse si se considera un nematico incompresible. La condiciéon de incompresibi-
lidad, div v = 0, en el caso fluctuante y en el espacio de Fourier, implica k;00; = 0, o bien,
03 = 0, de acuerdo con la definicién (1.141). En este capitulo supondremos que el nematico
es, en efecto, incompresible. Los efectos de la compresibilidad seran analizados en detalle en el
Capitulo 4.

Entonces, de acuerdo con la expresién (3.16), para un nemético incompresible tenemos

e (k,w) = G (kw) {—ik:jg — ay (K) 651 — as (k) 55
+iDq [k.a1 (k) 07y + (2k.as (k) + (1 — (k2/k7)) kLas (k)) 67g] } . (3.28)
En ausencia del gradiente de concentracién la ecuacién (3.28) se reduce a
o (k,w) = —iG (k,w) ki J; (k,w) (3.29)
y el TFD para J; adquiere la forma usual
<L (k,w) J; (K, w')> = 2(21) ¢oDy6 (k + k') 6 (w + ). (3.30)

De las ecuaciénes (3.29) y (3.30) se sigue que la autocorrelacién en las fluctuaciones de la
densidad de impurezas esta dada por

(8¢ (k,w) o¢ (K, ) = =2 (2m)* G (k,w) G (K, ') coDijkik}d (k + k') 6 (w+w'), (3.31)

la cual se anula para todos los valores de k' y w’ excepto k' = —k y ' = —w. Evaluando la
expresion anterior en estos valores y sustituyendo el resultado en (3.27), se obtiene la siguiente
expresion para el factor de estructura dindmico cuando la suspensién estd en un estado de
equilibrio en un solvente incompresible

Sz(zg) (k7 w) = 20512fCoDijkikj |G (k,w)|2
wp (k)

Q02— 32
alfCOWQ ¥+ wQD (k) (3 3 )
donde hemos definido
wp (k) = Dijkik; = D kT + D k2 (3.33)
y utilizado
G (k,w) G (—k,—w) = G (k,w) G* (k,w) = [w® +w? (k)] (3.34)

Por lo tanto, en equilibrio, el factor de estructura de las impurezas es una lorentziana
centrada en el origen con altura 2a%c,/wp (k) y ancho a la altura media 2wp (k).
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3.4 Factor de Estructura Fuera de Equilibrio

Consideremos ahora el caso fuera de equilibrio, a # 0. En un nematico incompresible, la
dindmica de las fluctuaciones en la densidad de impurezas esta descrita por la ecuacién (3.28),
mientras que el TFD para J; adquiere la forma local (3.11) o (3.13). Tomando en cuenta que J;
no esta correlacionada con dn; y év;, de la ecuacién (3.28) se observa que (0¢ (k,w) o¢ (k/, w'))
podré escribirse como la suma de cuatro términos con origenes diferentes,

(06 (k,w) 02 (K, w')) = (3¢ (k,w) 0& (K, w')) ,, + (6¢ (k, w) 62 (K ,w')),
+ (62 (k,w) 02 (K, o))+ (62 (k,w) 6¢ (K., o)), ,  (3.35)

donde el primer término en el lado derecho proviene de la correlacion entre las componentes
estocasticas de la corriente de particulas

(0¢ (k,w)éc (k' w')),, = =G (k,w) G (K, ') kik; (J; (k,w) J; (K, ) ; (3.36)

mientras que los términos con subindice nn, nv y vv, se originan por el acoplamiento de ¢
con la dinamica del solvente. Especificamente, los términos nn, nv y vv contienen correlaciones
de la forma (67, (k,w) én, (k',w")), (00, (k,w) 09, (K',w")) y (60, (k,w) 07, (k', ")), respectiva-
mente. Debido a que las componentes transversales y longitudinales de los campos fluctuantes
de orientacion y velocidad no estan correlacionadas, se obtiene que las contribuciones nn, nv y
vv son, explictamente,

(62 (k,w) 62 (K, o)), = —D2G (k,w)G (K,w') {k.K.a1 (k) ay (K') (6571 (k,w) 67y (K, "))
+ <(5ﬁ3 (k, (JJ) (Sﬁg (k,, w')> [kaag (k) + (lﬁ_ - Z—i) (05} (k)]
[2/« as (') + (zﬁ - %) as (k’)} } : (3.37)
(d¢ (k,w)oc (K, w"), = —iD,G (k,w)G (K, ') {ka1 (k)a; (K) (07 (k,w) 601 (K, "))

+k.ay (k) ay (K) (071 (k,w) 60; (K, w'))

2

+as (k') [kaag (k) + (l@ - :—L) 2 (k )1 (013 (k,w) 00, (K, W)

tap (k) [%;ag (k) + (k; - z—j) 0 (k’)]
X (65 (K, w) s (K, ')} (3.38)

(66 (k,w) 62 (K, ') = G (k,w)G (K,o) {—ar (k) a1 (K) (651 (k,w) 67, (K, o))
tas (k) as (K') (67 (k, w) 652 (K, w'))} | (3.39)
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repectivamente.

Apartir de las ecuaciones (3.37)-(3.39) resulta claro que si bien el gradiente de densidad
induce un acoplamiento entre dc y las fluctuaciones del solvente, dn; y dv;, la contribucién de
dicho acoplamiento al factor de estructura dindmico resulta ser de segundo orden en a = |Ve| y
para gradientes suficientemente pequenos, esta contribucion puede despreciarse en comparacion
con la contribucién lineal en Ve contenida implicitamente en el término J.J, Ec. (3.36), a través
del TFD (3.11). Es decir, para gradientes de concentracién suficientemente pequenos podemos
escribir simplemente

(0c (k,w)oc(kK',w)) = =G (k,w) G (K, ') ki) (J; (k,w) J; (K, ') . (3.40)
Sustutyendo en esta expresién la ecuacion (3.13) se tiene
(0¢ (k,w) ¢ (K,w')) = —2(2m)"' G (k,w)G (K, W) kik,Di; (c, +ia- Vi)
x0(k+Kk)d(w+w, (3.41)

de tal forma que (0¢ (k,w)dé (k',w’)) podra escribirse como la suma de una contribucién en
equilibrio, la cual ha sido estudiada en la seccién anterior, y una contribucién de no equilibrio
lineal en Ve, que surge de la hipétesis de la versiéon local del TFD para J y que sera denotada
por el superindice (fd),

(62 (k,w) 6¢ (K, w')) = (6¢ (k,w) 0¢ (K, ")) + (52 (k, w) 6¢ (K, w')) ) (3.42)
La contribucién de no equilibrio esta dada por
(67 (k,w) 6¢ (K, WYY = —22m) ik Dy G (k,w) G (K, o) 6 (w + ')
xalim6<k+k —q)—.(k—i—k -q)
q—0 2q1
= 21 (27)* k:k! Dy G (k,w) G (K, ') 6 (w + ')
1
li —ef(k+k — 4
xa lim Ezl 2qe<5( + €q) (3.43)

Con el propésito de simplificar el argumento de la funcién Delta en el espacio k, aplicamos
la transformacién

k — k+ %q, (3.44)

K — Kk + %q, (3.45)

con la cual se obtiene

(62 (k,w) 02 (K, NV = 2i(2m)" 6 (w+ ') 6 (k +K)aDy;

e (1L €
% lim Z E(k% + 2q@) (kj + 2%)
q—>0<-::j:1 2q

G (k + %q, w) G (k’ n gq, w’) (3.46)
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La contribucién de este término al factor de estructura dinamico es, de acuerdo con la
expresion (3.27),

2

Qg

(2m)* 6k (0) 4, (0)

Evaluando (3.46) en k' = —k y w’ = —w y sustituyendo el resultado en (3.47) obtenemos

SUD (k, w) = (0¢ (k,w) 8¢ (—k, —w))U?D . (3.47)

kit 5a;) (=Fs + 595)
29

) — 2iaZaDy i (
SYUY (k,w) 2iogaD;; qlE}O _Zi:l €

xG (k n %q, w) G (—k + %q, —w) (3.48)

Expandiendo la sumatoria sobre € y utilizando las propiedades D;; = Dj; y G (=k, —w) =
G* (k,w), resulta

.1 1 1
S ) = 2fady fim o (ki + 50 (4 + 50

1 1
x Im {G (k + §q,w> G (—k + 2% —w) } . (3.49)
Por otro lado, de la definicién del propagador G, ecuacién (3.15), puede demostrarse que
1 1 1
Im {G (k + §q, CU) G (—k + §q, —CU) } = _Q(JJqZ‘Dijkj G (k + §q,w)
1 2
G (—k + §q, —w)

Sustituyendo este resultado en (3.49), tomando el limite cuando ¢ — 0 y utilizando que, por
construccion,

2

x (3.50)

a = a;, 3.51
. (3.51)

se obtiene finalmente
wwp (k)

[w? + w} (k)]
Asi pues, en presencia del gradiente de concentracién, el factor de estructura de las impurezas
adquiere la forma

S(fd) (k,CU) = QQ?faiDijk’j (352)

Sime (k,w) = 5D (k,w) + SUD (k, w)

2 wp (k) 2 w

2 Wl 1y 2 pk— .
‘fcﬂ—l—w%(k) coa w2+ w (k) (3.53)

= cox
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De esta expresiéon se observa claramente que, fuera de equilibrio, el factor de estructura ya
no es una lorentziana sino que adquiere una contribucién impar como funcién de la frecuencia.
También se aprecia que la geometria de dispersion de luz modula en gran medida el efecto
del gradiente externo a. De manera precisa, la intensidad del efecto fuera de equilibrio esta
determinada por la proyeccién del tensor de difusién sobre el gradiente de densidad a y el vector
de onda k.

La interpretacion de este resultado se vuelve muy obvia en el caso isotrépico, donde D;; =
Dis00i5 y, por lo tanto, a;D;jk; = Disa;k;. Entonces, la contribucién fuera de equilibrio es
proporcional a la componente del gradiente externo a lo largo del vector de dispersion que es,
justamente, el agente fisico que sondea el comportamiento espacial de las fluctuaciones.

3.5 Analisis

En esta seccién se estudiaran de manera detallada las caracteristicas fisicas del factor de es-
tructura dinamico tanto en equilibrio como en estado estacionario fuera de equilibrio.

Primeramente, en el caso de equilibrio, debido a que el factor de estructura S©? (k,w),
descrito por la ecuacién (3.32), es intrinsecamente anisotrépico, resulta interesante estudiar su
comportamiento comparando dos situaciones fisicas, a saber, cuando el solvente se encuentra
en la fase nematica y cuando el solvente se encuentra en la fase isotropica.

Posteriormente, se cuantificara el efecto del gradiente de concentracion, a través del meca-
nismo de la inhomogeneidad del TFD, en el espectro de dispersion de luz de las impurezas en
el solvente nemético. Con este propésito, se comparard SY% (k,w) con respecto a S (k,w),
para diferentes valores del gradiente de concentraciéon debidamente normalizado y para una
geometria de dispersion de luz especifica.

Concretamente, consideraremos la geometria de dispersién que se muestra en la Figura
3.1, donde el vector de onda incidente se encuentra dirigido a lo largo del eje z y el plano de
dispersion es el plano x — z. 6 denota el angulo de dispersion.

Por otro lado, para simplificar el analisis de los efectos del gradiente de concentracion sobre
el espectro de dispersion de luz, considerademos por el momento que Ve también se encuentra
en el plano x — z. La orientaciéon de este vector esta descrita por el angulo v medido con
respecto al eje z.

3.5.1 Dispersion de Luz en Equilibrio

El factor de estructura dinamico de las impurezas en equilibrio encontrado en la Seccién 2.2
es intrinsecamente anisotrépico, no sélo porque la fecuencia wp (k) estéd definida en términos
de dos coeficientes de difusién, D y D,, sino porque, ademds, el proceso de dispersion de
luz ocurre en un medio también con dos indices de refraccién, n) y n, los cuales describen
la propagacién de una onda electromagnética linealmente polarizada en la direccion de i, y
en la direccion perpendicular, respectivamente. Los indices n, y n), son llamados indice de
refraccién ordinario y extraordinario.
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Figura 3.1: Geometria de dispersién de luz propuesta para estudiar el efecto del gradiente de
concentracion sobre el espectro de la suspension diluida.

El efecto de la anisotropia en el espectro de disperién de luz de las impurezas puede estimarse
si se compara el comportamiento de S (k,w) con su contraparte isotrépica, Si(fg) (k,w).

El factor de estructura dinamico en un fluido isotrépico y en ausencia del gradiente de
concentracién, puede obtenerse directamente de la expresiones (3.32) y (3.33), haciendo las
sustituciones D) = D | = D, y k = k4, donde D, representa el coeficiente de difusién de las
impurezas cuando el solvente se encuentra en la fase isotrépica y k;,, es el vector de dispersién
asociado con un proceso que ocurre en el solvente isotrépico, cuyo indice de refraccion sera
denotado por ns,.

Usualmente, las propiedades materiales en la fase isotrépica pueden aproximarse muy bien,
tomando un promedio de las correspondientes propiedades en la fase nemadtica [54]-[56]. En
nuestro caso, podemos aproximar

Dy +2D
Dyyp = L 271 (3.54)
3
' +2
n n
Niso = —H = . (355)
3
Nétese que (3.54) implica D) > Djso > D .
En el limite isotrépico, el factor de estructura en equilibrio adquiere la forma
€ Disokz
5D (k, w) = 2a2c, (3.56)

w? + (Dygok?, )

Con el propésito de comparar S'? (k;y0, w) con S0 (k,w), definiremos el factor de esctruc-
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tura normalizado, S°? (k,w), como

(e Se (k,w
Gea) (k,w) = T e 0) (i{' 2)). (3.57)

De las ecuaciones (3.32), (3.33) y (3.56) se obtiene

S(e ap
S0 () = T (3.58)
D*o

donde hemos escrito el resultado en funcién de la frecuencia normalizada

Wy = 5 (3.59)
y del coeficiente adimensional
Disokzzso
(3.60)

DR+ DR

el cual depende de la geometria de dispersion y del valor de los coeficientes de difusiéon de las
impurezas tanto en la fase nematica como en la isotrépica. En este sentido, ap es un parametro
que mide el efecto del ordenamiento molecular de la fase nematica sobre el espectro de luz de
las impurezas. En el limite isotrépico, D = D = D;s v k = kiso, tenemos ap =1y Stea) (w')

se reduce a ]
SED (W) = (3.61)

180 o 1 + w([)Q N

Este resultado coincide con el reportado en la Ref. [114] para la dispersién de luz por las
impurezas en un fluido isotrépico incompresible.
El factor de estructura dindmico (3.58) es una lorentziana con altura ap y ancho medio a la

altura media 1/op. Entonces, para ap > 1, §€9 (w) es mas alto y més angosto que 59 (w!),
mientras que si ap < 1 el factor de estructura dindmico en la fase nematica se vuelve mas
pequeno y mas ancho que el de las impurezas en un solvente isotropico. Para ilustrar este
efecto cuantitativamente, consideraremos la geometria mostrada en la Figura 3.1.

Cuando el solvente se encuentra en la fase isotropica, tanto el haz incidente como el disper-
sado se propagan en un medio con indice de refraccién n;,. Entonces, de la teoria usual de la

dispersion de luz [22], tenemos
.0
kiso = QkOniso Sin 5, (362)
donde k£, es la magnitud del vector de onda incidente en el vacio.
Por otro lado, cuando el solvente se encuentra en la fase nemaética, los efectos anisotropicos
aparecen y la propagacion de la luz dentro de la muestra dependerd fuertemente de la pola-

rizacién de los haces. De acuerdo con la Figura 3.1, el haz incidente se propagara como en un
medio isotréopico con indice de refraccién n, y

k; = kon.6.. (3.63)
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Para el haz dispersado, el indice de refraccién depende de la orientacién del vector de
polarizaciéon con respecto al eje éptico, n,. Supondremos que este vector se encuentra en el
plano de dispersién. Entonces, el haz dispersado se propagara con un indice de refraccién
efectivo, n.ss (#), dado por

n)n
nefy (0) = H - (3.64)
(nﬁ cos?f + n? sin® 0)
En consecuencia,
ko = konesr (0) (€, cos6 + €, sinf) (3.65)
y debido a que k = k; — ko, de las ecuaciones (3.63) y (3.64) obtenemos
k= ko(ni —nepyp (0) cost), (3.66)
y
/{TJ_ = —k‘oneff (Q) sin 6. (367)
Como resultado, el pardmetro ap puede escribirse en la forma
2 2 (1 —cosf)(1+2
CVD —— nZSO( COS ) ( + O-D) (368)

3 (ny — ness (0) cos ) + opnZ;s, () sin? 0’

donde op = D /D), es el cociente de los coeficientes de difusién de las impurezas en el nematico.
Para angulos de dispersién pequetios, 6 < 1, tenemos n.ss (0) ~n, y

ap = (1+20p) (niso)2‘ (3.60)

30’D n

Ademas, los valores tipicos de op para un nematico termotrépico son tales que op ~ 0.5 <1y
usualmente n;5, > n . Lo anterior implica que en el limite de angulos de dispersién pequenos
se tiene ap > 1. Por ejemplo, los datos experimentales para la difusiéon de tintas en el nematico
termotropico MBBA presentados en la Tabla 2.1 indican que op ~ 0.6, por otro lado, los
indices de refraccién ordinario y extraordinario para el MBBA son, respectivamente, n, = 1.56
y ny = 1.81 [119] y de la ecuacién (3.55) tenemos n;y, ~ 1.64. En consecuencia ap ~ 1.36 para
0=1°.

El cambio relativo en la altura del factor de estructura dindmico con respecto al caso
isotrépico, Ay, estd dado por

51 (0) — 521 (0)

150

Sieo (0)

180

eq
Ah

= p — 1. (370)

De forma similar, el cambio relativo en el ancho del espectro, A4, es

12 _ ,,(1/2) 1

w w;

Al = — 20— = — — 1, 3.71
w(l/Q) ap ( )

S0
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donde w(/? y wg{fz) denotan, respectivamenete, las frecuencias para las cuales los espectros
en equilibrio en los casos nematico e isotrépico tienen la mitad de su altura maxima. Para la
situacién experimental considerada anteriormente se obtiene A7? ~ 0.36, es decir, un incremento
en la altura del 36 por ciento y Af? ~ —0.26, esto es, un decremento en el ancho del espectro
del 26 por ciento. Estos resultados se muestran en la Figura 3.2.

Figura 3.2: Espectro de dispersién en equilibrio normalizado como funciéon de la frecuencia
adimensional w!, para § = 1°. La linea continua corresponde a la difusién de impurezas en un
solvente nemaético, la linea discontinua al caso isotrépico.

Nétese que cuando el dangulo de dispersion aumenta, ap decrece monétonamente y final-
mente toma valores menores que 1. Por jemplo, para los mismos valores de los parametros
materiales discutidos anteriormente pero con ¢ = 85°, se tiene ap = 0.92, Ay ~ —0.076 y
AZ1 ~ (.082. Este comportamiento se ilustra en la Figura 3.3.

En este analisis, hemos utilizado valores de los coeficientes de difusion D, y D, reportados
en la literatura [116] para el caso especifico de una suspensién en el nematico MBBA y hemos
aproximado el valor de D;,, medienate la férmula (3.54). En el caso general D, D)y Diso
deben ser funciones de la temperatura y la concentracion de particulas.

Un problema interesante, que evidentemente no estamos en posibilidades de abordar con
las herramientas de la mecéanica estadistica utilizadas en esta tesis, es el de determinar la
dependencia de D, D y Djs con respecto a Tj, y ¢,. Esto podria hacerse, por ejemplo,
utilizando teoria cinética [120] o simulaciones de dindmica molecular [121], [122]. Sin embargo,
si los cambios inducidos en el espectro de dispersion por la anisotropia nematica son observables,
como parece sugerirlo nuestro analisis, seria posible determinar experimentalmente el valor del
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Figura 3.3: Espectro de dispersién en equilibrio normalizado como funcién de la frecuencia
adimensional w!, para 6 = 85°. La linea continua corresponde a la difusién de impurezas en un
solvente nematico, a linea discontinua al caso isotrépico.

parametro ap y, en consecuencia, los coeficientes de difusién para diferentes valores de T}, y ¢,
Esto representa un resultado importante, debido al interés que ha generado en décadas
recientes la determinacién de los coeficientes de difusion en las fases liquido cristalinas [118].

3.5.2 Dispersion de Luz Fuera de Equilibrio

Una vez que se ha analizado el efecto de la anisotropia nemética sobre el factor de estructura
dinamico de las impurezas, se estudira el efecto que produce el gradiente en la densidad de
impurezas. En este caso, nos restringiremos a discutir la situacién de un solvente nematico.

Para la geometria mostrada en la Figura 3.1, el factor de estructura dindmico fuera de
equilibrio dado por la ecuacién (3.53), puede escribirse en la forma

(3.72)

5 (k) = 59 (ko) {1 - 22 DT Dot ]

Co w? + w?, (k)

Siguiendo un procedimiento similar al utilizado previamente, definimos el factor de estruc-
tura normalizado, S, (w)), en la forma

S (k,w) a k,cos + opk,siny  apw) } (3.73)

S(wl) = -2 glea) () 11422
(w") S@Q) (k, w) (wo> { + Co k‘g + O'Dkg 1+ OéQDw(?

180
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La ecuacion (3.73) puede escribirse como
/

1y = 80 () + SUD () = Sl (o 63— D%
S (wy) =S (W) + SYY (wy) = S (W) {1 +2afp T b } : (3.74)

donde a denota la magnitud del gradiente de concentracién normalizado, el cual estd definido
por

a; k“é , (3.75)
mientras que
B = Bp (0,4 o) — (ni —negp (0) cosB) cosp — opnery (0) sm@smdj’ (3.76)

(n1 — ness (A) cos ) + opnZss (0)sin® 0

es una funciéon adimensional que cuantifica el efecto de la orientacién relativa del gradiente de
concentracion con respecto al vector de dispersién.
Para angulos de dispersién pequenos (sinf ~ 6, cos ~ 1), se tiene

sin v

in’

Bp =~ 0 <1, (3.77)
donde hemos utilizado n.ss (6) ~ n, para < 1. Entonces, la contribucién fuera de equilibrio al
factor de estructura dindmico podria ser importante debido a la presencia del factor 6~ en S3p.
En lo siguiente, nos restringiremos a considerar tinicamente ¢ < 1, por ejemplo, # ~ 1°, aunque
la orientacién del gradiente de concentracion, definida por el angulo 1, no sera restringida.

La ecuacién (3.77) también muestra que en el limite de dngulos de dispersién pequenos, el
efecto de no equilibrio es méximo cuando ¢ = 7/2, es decir, cuando el haz de luz incidente y
el gradiente externo son perpendiculares, o equivalentemente, cuando el vector de dispersion
y el gradiente en la densidad de impurezas son paralelos, tal como cabria esperar segin la
interpretacién geométrica de la contribucion fuera de equilibrio presentada al final de la Seccién
3.4.

Este hecho es cualitativamente similar a las observaciones experimentales de los efectos
inducidos por un gradiente térmico en el espectro de dispersion de luz del agua realizadas por
Beysens et al., [14].

A partir de la ecuacién (3.74) es claro que el gradiente en la concentracién genera una
asimetria en el espectro, debido a que la contribucién de no equilibrio es una funcién impar en
w!. En presencia del gradiente, la altura del espectro se incrementa y la posicién del maximo
se desplaza hacia valores positivos o negativos de w/, dependiendo del valor del dngulo .

El desplazamiento en la frecuencia, @,, como funciéon de a, puede calcularse imponiendo la
condicién

ds,
dw!

[ w’o:[[)()

=0, (3.78)
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la cual implica, de acuerdo con (3.74),
ah@? + 3aBpah@? + api, — afp = 0. (3.79)

Debido a que el gradiente de concentracién normalizado, a, inicamente puede tomar valores
pequenos a < 1, podemos expresar @, como una serie de potencias en a con la forma

@, = av\V +a*o® + .- . (3.80)

Sustituyendo (3.80) en (3.79) y considerando tinicamente los términos de orden a, obtenemos

ot = fp/ap y entonces

~ 5D _ _92
Qo = aDa—l—O(a ). (3.81)
Por lo tanto, para valores pequenos de a, el méaximo del espectro se desplaza de manera
proporcional al gradiente de concentracion. Notese, ademas, que para un angulo de dispersion
fijo, el corrimiento en la frecuencia puede cambiar de signo si Sp lo hace.
La diferencia relativa entre el factor de estructura en el estado estacionario, (3.74), y el
factor de estructura en equilibrio, (3.58), como funcién de la frecuencia w!, puede cuantificarse
introduciendo la funcién

() — 5 (u)
neq Iy — o o
A1 (UJO) - ‘ geq (w,o) 9 (382)
la cual tiene la forma explicita siguiente:
ne — aDw(/;
A (W) = |2aPpT 3 2| (3.83)

Esta funcién se maximiza para las frecuencias @, = :I:o@l. En otras palabras, la diferencia
relativa méxima entre S (w!) y S (w’) debida a @, ocurre en @, y resulta ser

AT (@,) = laBp| . (3.84)

Estos efectos, producidos por la presencia del gradiente de concentracion en las impurezas,
se pueden cuantificar considerando nuevamente los valores de los parametros materiales del
nematico termotrépico MBBA.

En la Figura 3.4 comparamos S, (w,) con respecto a S5 (w,) utilizando un valor de a =
1.5 x 1072 para el gradiente de concentracién normalizado, op ~ 0.6, n = 1.81, njso ~ 1.64 y
la geometria de dispersién de la Figura 3.1 con 6 = 1°, ¢ = 7 /2. Para estos valores, obtenemos
un desplazamiento en la frecuencia @, = —0.40 y cambio relativo méximo en el espectro de
AT ~0.55 (55%) en w, = +0.73.

Para finalizar este capitulo debemos senalar nuevamente, que los efectos fuera de equilibrio
en el espectro de dispersion de luz de las impurezas estudiados aqui, se originan inicamente de
la hipétesis de la validez local del TFD (3.7).
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Figura 3.4: Espectro de dispersién normalizado de las impurezas como funcién de la frecuencia
adimensional w!, para la geometria mostrada en la figura 3.1 con § = 1° y ¢» = 7/2. La linea
continua corresponde al caso fuera de equilibrio con un gradiente de densidad normalizado
a = 1.5 x 1072. La linea continua representa el espectro normalizado en equilibrio.

A manera de resumen, podemos decir que a través de este mecanismo, se originan cambios
significativos en el espectro, ~ 10%, para valores del gradiente de concentracién normalizado

del orden de a ~ 1072,
En el siguiente capitulo consideraremos los efectos fuera equilibrio provocados por el acopla-

miento de los modos hidrodinamicos de la suspension.
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Capitulo 4

Efectos de la Compresibilidad y del
Acoplamiento de Modos

Hasta este punto de nuestro andlisis, al calcular el factor de estructura de las impurezas,
hemos despreciado el efecto de la compresibilidad del solvente nemético, asi como el efecto
del acoplamiento de las fluctuaciones en la densidad de impurezas con las fluctuaciones del
solvente. Estos dos efectos han sido analizados en detalle por nosotros en [123]. Los princi-
pales resultados de este andlisis seran resumidos en este capitulo. Consideraremos primero, la
contribucion de la compresibilidad del solvente al factor de estructura en equilibrio.

4.1 Factor de Estructura en Equilibrio

De la Ec. (3.16) se sigue que en equilibrio, a = 0, la dindmica de las fluctuaciones en un solvente
compresible esta descrita por la expresion

6¢ (k,w) = —iG (k,w) |kJs (k,w) + c,kots (k,w)] . (4.1)

En este caso, las componentes cartesianas de J obedecen el TFD (3.30). Tomando en cuenta
que J; y dv; no estan correlacionadas, de la ecuacién anterior se sigue que (6¢ (k,w) ¢ (—k, —w))
y, en consecuencia, el factor de estructura dindmico, S°? (k, w), consisten de dos contribuciones,

S0 (i, w) = il (k,w) + {7 (k). (42)

inc

donde S}ng) (k, w) es la contribucién de equilibrio en el caso incompresible estudiada en detalle en

el capitulo anterior, Ec. (3.32); mientras que Slea) (k,w) representa la contribucion en equilibrio

debida al acoplamiento de d¢ con 073, el cual surge de remover la condicion de incompresibilidad
qE (eq) i

para el solvente nematico. Formalmente, Sy, (k,w) puede escribirse como

2.2
Q5¢Cy

Ses (k,w) = — (2m)" 6., (0) 6k (0)

|G (k,w)|” k2 (653 (k, w) 603 (—k, —w)) . (4.3)
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Esta ecuacién ilustra el punto discutido previamente, acerca de que la forma detallada del
factor de estructura de la suspensién sélo puede determinarse si se conocen algunas de las
funciones de correlacién del nematico.

En el caso incompresible, el factor de estructura es una lorentziana, andloga al pico central,
o de Rayleigh, que se encuentra en la dispersién de luz en un fluido isotrépico. Por otro lado,
al tomar en cuenta la compresibilidad del solvente, se introduce el término Sea) (k,w) que
contiene informacion acerca de los modos de propagacién del sonido en el nemaético, a través de
la autocorrelacion de la componente 73, la cual da origen a dos picos simétricos semejantes a
los picos de Brillouin de un fluido, véase la Ec. (2.109). Entonces, S? (k,w) tendra también
parte de dicha informacién y cabe esperar que el espectro de dispersion de luz de las impurezas
exhiba, ademas del pico central, dos picos laterales simétricos, similares a los picos de Brillouin,
localizados en las frecuencias w ~ *+c.k.

Entonces, el andlisis de la estructura del factor de estructura dinamico puede simplificarse si
se estudia unicamente su comportamiento cerca de las frecuencias que contienen la informacién
fisica relavante, a saber, frecuencias pequenas, w ~ wp (k), y frecuencias del orden de w ~ +¢;k,
las cuales determinan, respectivamente, las componentes de Rayleigh y Brillouin del espectro.

Lo anterior puede ejemplificarse de manera directa en el caso de equilibrio, donde la ecuacion
(2.109), que especifica la forma de la autocorrelacién de 603, puede utilizarse para estimar
la contribucién de la compresibilidad del solvente en el espectro de dispersién de luz de las
impurezas.

Evaluando la expresién (2.109) en k' = —k y w’ = —w se obtiene

1) ksT,
_— W

(55 (o) 075 (—k, —w)) = — (2m)14, (0) 5 (0) 2 - ()

o

L) I (k)
{ (w+ csk)* + T2 (k) + (@ — k) + T2 (K) } . (44)

Sustituyendo la ecuacién anterior y (3.34) en (4.3) resulta
ok (y—1)c2kgT, kwr (k)
Po w? +wp (k)
I'(k 'k
x { LI — (k) } | (45)
(wHck)"+T2%2(k)  (w—csk)”+T12(k)
Expandiendo este resultado en fracciones parciales se sigue que
20%c2kpT, {(fy —Dwr(k) 1 { I (k)
PoC? w2 +wh (k) 2 | (w4 ek)’ +T2 (k)
I (k) } 3l (k) — wr (k)
(w — cok)® + T2 (k) 2¢5k

" l@u T wf;jr k) (- wk;jF <k>] } | (4.6)

S5 (k) =

St (k,w)
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Ahora bien, como se discutié en detalle en el Capitulo 1, para nimeros de onda apropiados
para la descripcion hidrodindmica y la dispersién de luz, se satisfacen las desigualdades

csk > wys (k) , wr (k) (4.7)

mientras que, al considerar el orden de magnitud de los parametros materiales p, v, DT y D,
es directo demostrar que también se satisface

W3 (k) , Wr (k) > Wwp (k) . (48)
Entonces, (4.6) puede aproximarse por
20%c2kpT, {(’y ~Dwr(k) 1 { I (k)
PoC2 w2 +wh (k) 2 | (w4 k) +T2 (k)

(w - csz)(2k)+ I? (k)} } (4.9)

569 ) =

Insertando (3.32) y (4.9) en (4.3) se llega a la siguiente expresion para el factor de estructura
dinamico en equilibrio de una suspension en un nematico compresible,

k) (v — 1) cokpT, wr (k)
Slea) (k — 9202 OL 1
(k) G2 w * PoC? wp (k)

L (k) + L' (k) } (4.10)

PoCs l(w + k) +T2(k)  (w—c.k)* +T2 (k)
Esta ecuaciéon implica que en el caso compresible el factor de estructura dindmico consta

de tres lorentzianas. El primer término en el lado derecho de (4.10) representa la componente
central de este espectro

qu) (k.w) = 202 wp (k) l cokpT, (7 — 1) wr (k)] |

—————————— 4.11
a @ | T e wn® (4.11)

mientras que el segundo término contiene dos picos simétricos centrados en +csk y representa
la componente de Brillouin del espectro

e 2kpT, I (k I (k
S](Bq) (k, CU) — ai2fco B2 [ (2 ) + (2 ) ]
PoCs | (w+csk)” +12(k)  (w—csk)” +1?(k)
2
— agfcokBZO 3 2 (1;) . (4.12)
poCs =, (w+mesk)” +12 (k)

Comparando la expresién (4.10) con su contraparte en el caso compresible, Ec. (3.32), se
observa que al tomar en cuenta la compresibilidad del solvente, se modifica el pico central del
espectro y al mismo tiempo se genera la componente de Brillouin. A continuacién analizaremos
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de manera cuantitativa la importancia de estos cambios. Para ello, serd conveniente definir
un espectro de dispersiéon normalizado tomando como referencia la amplitud del factor de
estructura dinamico en el caso incompresible estudiado en detalle en el Capitulo 3. Asi pues,
definiremos

- S (k,w)
S(k = 4.13
) = 5 oy 1
como el espectro normalizado.
4.1.1 Pico Central
La componente central del factor de estructura normalizado puede escribirse como
_ 1 ksT, (v — 1) wp (k
558 (wo) = | 4 SbeTo(y = Dowr (k) (4.14)

14w} poci  wp(k) |’

donde w, es una frecuencia normalizada definida por w, = w/wp (k). El segundo término entre
corchetes en el lado derecho de la expresién (4.14), representa la contribucién al pico central
debida a la compresibilidad del nematico. Lo anterior puede observase de manera mas clara si
dicho término se escribe en funcién de la compresibilidad isentrépica del solvente, dada por la
relacién termodindmica y, = 1/p,c2, de tal forma que

1+ e b, e

qQeq —
S (@) = 1370 wp (K)

(4.15)
De esta expresion, resulta claro que el efecto de la compresibilidad sobre la componente

central del espectro consiste en aumentar su altura y su ancho. El incremento relativo en la

altura esta determinado por la funcién

_SE0) = 551.(0)  cokpT, (v — 1) wr (k)

mc

S0 pocz wp(k)

mc

v (k)

(4.16)

cuyo orden de magnitud puede estimarse considerando valores tipicos de los pardmetros mate-
riales involucrados: ¢, ~ 10° ecm™!, p, ~ 1 g cm ™3, Dﬁ ~Dl ~103 cm?*s™, Dy~ D, ~ 1077
cm? s7!. En el caso concreto de una suspensién diluida de methylred en el nemadtico ter-
motrépico MBBA, para una concentracién de 1% tenemos ¢, = 2 x 10 em™3 y v ~ 1072,
mientras que para una concentracién de 5% se tiene ¢, = 1 x 102 cm™2 y v ~ 107!, que
representa un incremento de alrededor del 10% en la altura.

Para ilustrar este efecto, consideraremos un vector de onda fijo, k = k; —ks, correspondiente
con la geometria de dispersién de luz de la Figura 3.1, con k; = ks = 10° cm™! y un dngulo de
dispersién @ = 1°. En la Figura 4.1, graficamos S% para los casos compresible (linea continua)
e incompresible (linea discontinua), como funcién de la frecuencia adimensional w,. Notese
que el factor de estructura en el caso compresible es, efectivamenete, mas alto y ancho que el
correspondiente al caso incompresible. Para una suspensién diluida de methylred en MBBA con
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una concentracién de 1%, las diferencias relativas en la altura y el ancho del espectro resultan
ser del 5% y 2.5%, respectivamente. Cuando la concentracién es del 5%, estos cambios son del
25% y 11% , y podrian ser significativos.

Figura 4.1: Factor de estructura dindmico en equilibrio S? (w,). La linea discontinua co-
rresponde al solvente nematico incompresible. La linea continua contiene la contribucion de la
compresibilidad del solvente. En ambos casos hemos considerado la geometria de dispersion de
la Fig. 3.1 con k; = ko = 10° ecm™! y un 4ngulo de dispersién 6 = 1°.

4.1.2 Picos de Brillouin

La expresion normalizada para los picos de Brillouin de la suspensién, en términos de la fre-
cuencia normalizada w,, tiene la forma

_ 1kgT,c, L,
Sefl (wo) = 5222 " — (4.17)
2 poc? cok
m=%1 | W, + mE + Fg

donde I', =T, (k) = I' (k) /wp (k).
Notese que la razon de las alturas de los picos de Brillouin y del pico central es del orden de

¢ () = Lo

~ pocl, (k) 1)

Si, como se ha procedido anteriormente, consideramos el orden de magnitud de los parametros
involucrados en el caso de la difusiéon de tintas en un nematico termotrépico, se obtiene
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¢ ~ 10719 Esto demuestra que la componente de Brillouin del factor de estructura dindmico
de las impurezas es despreciable en comparacion con la componente central.
Este hecho se ilustra en la Figura 4.2 donde se grafica S3' como funcién de w, para ¢, =

1 x 10%° em~3, y la geometria de dispersién de luz de la Figura 3.1, con k; = ko = 105 cm ™! y
0=1°.

tof -———— — ~ /7

0.8

(®,) (x10%)

o (€q)
S

(=)

~

-1.64 -1.62 -1.60 -1.58 0 1.58 1.60 1.62 1.64

Figura 4.2: Componente de Brillouin del factor de estructura dindmico de las impurezas en el
solvente nemético S% como funcién de w,, para ¢, = 1 x 10%° cm™3, y la geometria de dispersion
de luz de la Figura 3.1, con k; = ky = 10° cm™! y 6 = 1°.

4.2 Factor de Estructura Dinamico Fuera de Equilibrio

Ahora consideraremos los cambios en el espectro producidos por la presencia del gradiente de
densidad de impurezas a = Vc. En el caso mas general, §¢ (k,w), en términos de J,, 9, y o7,
estd descrito por la ecuacién (3.16), que por comodidad escribiremos nuevamente aqui

5e = Gk w) {—ikjg — e,k + a - Vi (kdbs) — a, (k) 67,
+iD, { [2k.a3 (k) + (1 — (k. /k0)?) kras (k)] 6ig + k.a107is } } - (4.19)

Debido a que J; no esta correlacionada con dv; y dn;, a partir de esta expresiéon resulta
claro, tal como se discutio en la Seccién 3.3, que la parte de no equilibrio de la autocorrelacién

(0¢ (k,w)o¢ (—k,—w)) y, en consecuencia, del factor de estructura dindmico, tendra dos con-
tribuciones:

G(neq) (k, CU) — g(fd) (k)w) + g(me) (k,w) ) (420)

Por un lado, SU9 (k,w) es la contribucién de no equilibrio que se origina en la inhomegenei-
dad del TFD de la corriente estocastica J. SU?9 (k,w) fue estudiada en detalle en el Capitulo
anterior, su forma explicita estd dada por la Ec. (3.52).
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Por otro lado, la contribucién S (k,w) proviene del acoplamiento de §¢ con las fluc-
tuaciones del solvente, 00, y 07, a través del gradiente de concentracién. A su vez, esta
contribucion de no equilibrio puede expresarse de manera formal como

Sme) (k,w) = 8D (k,w) + S (k, w) + S (k, w). (4.21)

donde S? contiene autocorrelaciones de las fluctuaciones del director, On, S8ed) contiene

autocorrelaciones de las fluctuaciones de la velocidad, 67, y Sed) contiene correlaciones entre
las fluctuaciones év,, y dn,.

La forma explicita de los términos que contribuyen a S (k, w) puede obtenerse direc-
tamente de la expresién (4.19). Para calcular la contribucién S\ (k,w) notemos que la

parte de no equilibrio de la autocorrelacién de ¢ (k,w) que involucra correlaciones de la forma
(00, (k,w) dn, (K',w')) es

(62 (k,w) 62 (K, o)), = —D2G (k,w)G (K,w') {k-K.a1 (k) as (K') (571 (k,w) 67y (K, "))
+ <57~13 (k, w) (57ng (k,, w’)> |:2]{TZCL3 (k) (l@_ — Z—L) (k):|

< (2 (1) + (K - ‘;_) ()]} (122)

donde hemos utilizado el hecho de que las componentes transversales y longitudinales de los
campos fluctuantes no estan correlacionadas. Evaluando esta expresion en k' = -k y ' = —w
y utilizando las propiedades (3.34),

ai (=k) = —a; (k), (4.23)
Q9 (—k) = Q9 (k) s (424)
y
as (—k) = —as (k) (4.25)
obtenemos
(0¢ (k,w) 0¢ (~k, —w)) = —D?|G (k,w)|? {k2a3 (k) (6711 (k,w) 67 (—k, —w))
+ [2k.a3 (k) + (1 - (lfz/lﬁ)) kias (k)]
x (dng (k,w) ong (=k, —w))} . (4.26)

Finalmente, la definicién (3.27) para el factor de estructura implica

7 ) = e HO R (1202 00 (5 () B (K, )
+ [2k.as (k) + (1 — (K2/K2)) kias (k)]
% (8715 (K, w) 6ty (—k, —w)) ). (4.27)
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El procedimiento equivalente necesario para encontrar las contribuciones Snea) (k,w) y
55e?) (k,w) resulta ser més laborioso debido a la presencia del término a - Vi (k673) en la
ecuacion (4.19). Sin embargo, utilizando la propiedad [11]

d(r—q)=d(r+q)

lim £ (z) ; =2f"(x)0 (x), (4.28)
y las ecuaciones
(011 (k,w) 071 (—k, —w)) = (601 (k,w) o7y (—k, —w))™, (4.29)
(603 (k,w) 00y (—k, —w)) = — (00, (k,w) o713 (—k, —w))™, (4.30)
(0n3 (k,w) 003 (—k, —w)) = (603 (k,w) o713 (=k, —w))™, (4.31)
<5172 (k, CU) (5173 (—k, —W)> = — <5Q~13 (k, W) 5@2 (—k, —LU))* N (432)

puede demostrarse que

D02 |G (k,w)[?
(2m)" i (0) 4., (0)

2k, a; (k) + (1 - (:—)2> ki as (k)]

xRe {(0n3 (k,w) 003 (—k, —w)) }

+2as (k) [2k az (k) + (1 ( ) kias( )]

S (k,w) =

{ —2k.a} (k) Im { (6711 (k,w) 601 (—k, —w))}

+2¢c,k

xIm { (009 (k,w) 073 (—k, —w)) } }, (4.33)
e L ORGP
va (kv ) (27T)4 6k (0) 6w (0) { 1 (k> <5 1 (k’ )5 1 ( ka )>
+a3 (k) (675 (k,w) 00 (—k, —w))
—2¢,kay (k) Im { (602 (k,w) 603 (—k, —w))}} . (4.34)

Finalmente, la forma explicita de las contribuciones Six? (k,w), S5? (k,w) y S5 (k, w)
puede obtenerse insertando en (4.27), (4.33) y (4.34), las expresiones para las correlaciones de
las fluctuaciones 67, y 09,, encontradas en el Capitulo 1. Sin embargo, este procedimiento es
muy laborioso y conduce a expresiones muy complicadas y dificiles de analizar.

Una mejor estrategia consiste en identificar primero la importancia relativa de cada con-
tribucién sobre las componentes de Rayleigh y de Brillouin del factor de estructura, estimando
su orden de magnitud para valores tipicos de los pardmetros materiales y frecuencias del orden
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de w ~ wp (k) y w ~ +csk. De esta forma podran considerarse unicamente las contribuciones
dominantes correspondientes y no sera necesario calcularlas todas en detalle.

Con este proposito consideraremos tinicamente el orden de magnitud de las cantidades in-
volucradas en las ecuaciones (4.27), (4.33) y (4.34), asi, v denotard cualquiera de las viscosidades
del solvente nematico, K cualquiera de sus constantes eldsticas, DT cualquiera de sus difusivi-
dades térmicas y D cualquiera de los coeficientes de difusién de las impurezas en el nemaético.
Ademas, utilizaremos las relaciones siguientes,

K
ek > Zi? ~ DTR? > 242, (4.35)
p v

cuya validez para valores de k£ compatibles con la descripciéon hidrodindmica ha sido discutida
en detalle en el Capitulo 1. También utilizaremos la desigualdad
K2
—k* > Dk, (4.36)
v
la cual se satisface para valores tipicos de K, v y D, de hecho, K2/v2D? ~ 102
Para frecuencias pequenas, w ~ wp (k) ~ DE?, las ecuaciones (2.81), (2.83) y (4.36) mues-
tran que las autocorrelaciones de las fluctuaciones en el director, 7, satisfacen

(671, (k, w) 07, (—k, —w)) ~ b (0) 6., (0) kBToﬁ; cuando w ~ Dk (4.37)

y en consecuencia, de acuerdo con (4.27),

kgT,
ST (k,w) ~ Oéi2fa2BTké/; cuando w ~ Dk? (4.38)

Para simplificar el andlisis resulta conveniente introducir un gradiente de concentracion
normalizado, a, en la forma

i= C“k. (4.39)
Entonces 2
Smea) (k, w) ~ aﬁ%d% cuando w ~ Dk?. (4.40)

Por otro lado, para frecuencias pequenias, w ~ wp (k) ~ Dk? tenemos, de acuerdo con las
ecuaciones (1.205), (2.99) y (4.35)-(4.36),

(575 (k, ) 67 (—K, —w)) ~ (57 (K, w) 67 (—k, —)) ~ b (0) 6 (0) kpTyms si w ~ DIZ,
Y (4.41)
Tm { (57 (k, w) 675 (—k, —w)) } ~ dx (0) 6., (0) kBT,,pﬂ- §i w ~ DI, (4.42)

27
CS
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Entonces, de la ecuacién (4.34), se concluye que

ne CngTo ~ - Dv
Sie? (k,w) ~ af; D2kt ( >+ awkz) ; cuando w ~ Dk?. (4.43)

Nétese que el factor Dvk?/pc? que multiplica al término lineal en el gradiente es tal que
D
2R~ 10798 em?®. (4.44)
pe:

Para valores de k tipicos para la dispersion de luz eléstica,

k = 2k sin (g) ,

con k; ~ 10° em™! y dngulos pequenos, § ~ 1°, tenemos, k ~ 10* cm™! y entonces
—k* ~ 107" (4.45)

Esto implica que para valores del gradiente de concentraciéon normalizado tales que a =
10711, puede despreciarse la contribucién lineal en @ en la expresion (4.43), obteniéndose

21T,
(neq) ~ 2 CoRB 0~2,
va a (kaw) Qip D2Vk4a )

Comparando las expresiones (4.40) y (4.46), se observa que

para w ~ Dk?. (4.46)

Sed (k,w) K2
Sinea (k,w) D2

~ 10? > 1 cuando w ~ Dk?, (4.47)

en otras palabras, para el andlisis del pico central fuera de equilibrio podemos despreciar la
contribucién S (k,w) con respecto a So? (k,w).

Andlogamente, puede demostrarse que para frecuencias del orden de Dk?, la contribucién
Sped es del orden de
9 Cgk’BToDTVZ .

S (ke w) ~ P s w~ DR, (4.48)
pe2
y entonces, para k ~ 10% cm™!,
5 (1 2 2
) | _PGK G107 cuando w ~ DI, (4.49)

§nea) (k, @) ~ 2T 2z

Lo anterior implica que en la descripcién del pico central, la contribucién S5 (k,w)

también puede despreciarse en comparacién con Sz(,ﬁeq) (k,w), cuando el gradiente de concen-
tracién normalizado a = 1076,
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En conclusién, para la descripcion de la componente central del espectro de dispersion
de luz de las impurezas fuera de equilibrio, con angulos de dispersion pequenos, una buena
aproximacion consiste en tomar

S (K, w) = S (k, W), (4.50)

la cual es correcta para valores del gradiente normalizado, @ = a/c,k, mayores o iguales que
@ = 1075, Ademés, de acuerdo con lo discutido en parrafos anteriores, los términos de orden
lineal en el gradiente de concentracién contenidos en S'ne? (k,w), ecuacién (4.34), pueden
despreciarse y por lo tanto,

(me) ai2f |G (k7 w>|2 —CL2 By W) s (=k. —w
Sp 7 (k,w) (27) e (0) 0, (0){ 1 (k) (001 (k,w) 091 (=k, —w))
+a3 (k) (675 (k,w) 60 (—k, —w)) } . (4.51)

De manera completamente andloga, puede demostrarse que en el caso |w| ~ ¢k, es decir,
en la componente de Brillouin del espectro, la contribucién dominante esta determinada por

(me) __ald k)’ (=N
SE (k,w) = ) o (0] (O)QDacok l%zag (k) + (1 ( m) )ln z(k)]
x Re { (6713 (k,w) 095 (—k, —w))}, (4.52)

la cual es valida para valores del gradiente normalizado, @ = a/c,k, mayores o iguales que
a=1075.

Finalmente, la forma explicita de S}(%mc) (k,w) y ngc) (k,w) puede obtenerse insertando
en (4.51) y (4.52) las expresiones obtenidas en el Capitulo 1 para las correlaciones entre las
fluctuaciones en el neméatico necesarias .

En el caso particular de ngc) (k,w) se requiere la forma explicita de la parte real de la
correlacion (03 (k, w) 603 (—k, —w)). Esta puede obtenerse a partir de las Ecs. (2.77) y (2.101),
siguiendo un procedimiento similar al que se utiliza en la Seccién 2.4, para calcular las funciones
de correlacion de las fluctuaciones del nematico termotrépico. De esta forma se obtiene

Re { (0735 (k, o) 075 (—k, —w))} = — 227 (O)p‘zk@)kBTOkﬂ(k)w

X{(v—l)wT(ku}{ I' (k)
w2 +wis (k) 2 [(w+ ck)? + T2 (k)

e EEl) (4:39)

en donde la funcién adimensional \ (k) estd dada por la Ec. (1.156).

Debe senalarse que para obtener la expresién anterior, hemos supuesto que la Ec. (2.101),
la cual es valida en la escala de tiempos cortos, 7 ~ 1/c.k, puede extrapolarse a la escala de
tiempos lentos en donde (2.77) es valida.
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4.2.1 Pico Central

Para determinar la forma final de la contribucién al pico central debida al acoplamiento de
modos, Sl(%mc) (k,w), necesitamos las expresiones

y )y — 2 (2m) 0 (0) 6, (0) kT, [ wa(k) @i (k)
o flew)on (e~ 3 (W m )
(4.54)
. . C2(2m)" 0k (0) 6, (0) kBT, [ wya (k) w3 (k)
(075 (k,w) 602 (=k, —w)) = py {w2 0 Ttk (B } , (4.55)

las cuales se obtienen al evaluar (1.205) y (2.99) en k' = —k y ' = —w. Por comodidad,
escribiremos aqui nuevamente las definiciones de las frecuencias que aparecen en (4.54) y (4.55),
wy1 (k), w2 (k), etc. Estas son

1
Wyt (k) = — (1/2/{?3_ + ngg) s (456)
1
wye (k) = NE [vs (k2 + k1) +2 (1 + 10 — v3) K2KT] (4.57)
w1 (k) = O‘lv(k) (Kok? + K3k?), (4.58)
1
k
wns (k) = 0‘37( ) (Kik? + K3k2), (4.59)
1
donde (11202
_ 7+ z
o (k) =1+ o T k) (4.60)
71 [(1+ VR + (1= VA2
k) =1 4.61
) = T ) + 20+ s — ) R (4.61)
o (kKGR wa (k) (1A,
o (k) = PR o) K (4.62)
Y 2 2 2 272
_ (K1E? + Ksk?)wns (K) [(14+ AN E24 (1= \) k2
k) = z z . 4.
@ (k) Pow1212 (k) 2k (4.63)

Insertando (4.54) y (4.55) en (4.51), expandiendo el resultado en fracciones parciales y
utilizando las relaciones
1/2 K2 .
? > el > D7, (4.64)
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se obtiene

= - k — k —
9= 11 (- w) o (- 2w
(4.65)
Con el propésito de cuantificar la importancia relativa de S}(%mc) (k,w), resultara conveniente
normalizar la expresion anterior de acuerdo con (4.13) e introducir un gradiente de concen-

tracion normalizado con magnitud
a

a= , 4.66

e (4.66)
la cual es idéntica a la definicién del gradiente normalizado utilizado en el capitulo anterior
para estudiar el efecto del gradiente de concentracién a través de la inhomogeneidad del TFD.

Asi obtenemos, en términos de la frecuencia normalizada w,,

*(mc) w _ CokBTokg ]_ 52 1 _ (Dl (k) (_LZ 1 _ (Dg (k)
S o) = ) T+t l 1K) (wm W o <k>) k) (wvz W o2, (k)

(4.67)

Sin tomar en cuenta el término de no equilibrio S”I({d) (w,), estudiado en detalle en el capitulo

anterior, la componente central normalizada del factor de estructura dinamico adquiere entonces
la forma

Srl(wo) = S5 (wo) + 55" (w,)
. 1 1 CokBTo (")/ — 1) wr (k) CO]CBTOICE
1+ w2 P wp (k) pop (K)

<ot (- w) 50 (@) )] 4

nl

De esta expresion resulta claro que el mecanismo de acoplamiento de modos provoca que
tanto la altura como el ancho a la altura media del espectro se incrementen.

A diferencia del mecanismo asociado con la inhomogeneidad del TFD, el acoplamiento de
las fluctuaciones en la densidad de impurezas con las fluctuaciones del solvente, no introduce
ninguna asimetria en el espectro de dispersion.

Cuantitativamente, la contribucién relativa del término de no equilibrio en (4.68), puede
estimarse a través de la funcion

(k) =
55" (0)
n 1 @1(1{) — 1 @ (k)
ek |90 (5 — ) + 800 (S - 25) | (4.69)
powD(k) 1+ cokpT, (Y=Dwr (k) ) .

poc? wp (k)
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la cual mide el cambio relativo en la altura del espectro como funcién de a; y as. & es del orden

de
COI{?BTOIC(% _92

poDVEA

siempre y cuando ¢, ~ 102 ecm™3, T, ~ 300 K, D ~ 107" cm? s7!, v ~ 107! poise, p, ~ 1
g em ™3, k, ~ 10° cm™! y el dngulo de dispersién sea pequeno, 6 ~ 1°. Esto sugiere que
la contribucién de no equilibrio podria ser significativa, del orden de 10%, para gradientes
normalizados pequefios, @ ~ 107%, los cuales son cuatro érdenos de magnitud menores que los
gradientes utilizados en el Capitulo 3 para ilustrar los efectos de no equilibrio debidos a la
version inhomogénea del TFD asociado con la corriente estocéstica de impurezas.

Lo anterior puede ilustrarse utilizando una geometria especifica para la dispersion de luz y la
direccién del flujo estacionario de impurezas. Con este propdsito, consideraremos la geometria
de dispersién que se muestra en la Figura 3.1, con k, ~ k; = 10° cm™! y § = 1°. Por otro lado,
para las componentes del gradiente de concentracién normalizado consideraremos los valores
ay =a, =0y a, =1x107% es decir, tomaremos un gradiente de concentracién paralelo al
director promedio 1.

En la Figura 4.3 se compara el factor de estructura en el caso fuera de equilibrio, Sg (w,),

13 10'%a?, (4.70)

con la contribuciéon qu) (w,), para la geometria descrita previamente. Como se anticipaba, la
altura y el ancho a la altura media del espectro se incrementan en presencia del gradiente de
concentracion. Para los valores utilizados de los parametros materiales, el incremento relativo
en la altura del espectro es del 24%, mientras que el cambio en el ancho a la altura media es del
11%. Es decir, los cambios en el espectro podrian ser significativos para valores del gradiente
normalizado tan pequiios como a = 1075,

Este analisis permite concluir que el mecanismo de acoplamiento de las fluctuaciones genera
efectos mayores que el mecanismo asociado con la versién de equilibrio local del TFD.

4.2.2 Componente de Brillouin

Siguiendo un procedimiento similar al utilizado en la seccién anterior, es posible demostrar que
la componente de Brillouin normalizada del factor de estructura dindmico fuera de equilibrio
tiene la forma

~(me cokpTyD, _ NG,
S(B )(Wo) — _Wkok‘ikz [2]{52&3 (k) + (1 - (H) ) k/’J_ag (k)]

(v —Dwrk) w,
W?ﬁ (k) 1+ Wg’

x A (k) (4.71)

donde

2V3+V5_VQ_V4)]€3_+<2V1+V2_2V3_V4+V5)k3
vs (K1 + k) 4+ 2 (1 + va — v3) k2 k2

A (k) =2) (k) k2( : (4.72)
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Figura 4.3: Componente central del factor de estructura normalizado, Sy (w,), en equilibrio
(linea discontinua) y fuera de equilibrio (linea continua) para un gradiente normalizado con
componentes G, = a, =0y a, =1 x 1076, Sk (w,) se calcula para la geometria de dispersién
de la Figura 3.1, con k, ~ k; = 10° cm~! y 0 = 1°.

es una funcién adimensional.

Nétese que esta contribuciéon es una funcién impar en la frecuencia. Entonces, la presencia
del gradiente de concentracion induce una asimetria en la componente de Brilloiun del espectro,
de tal forma que uno de los picos incrementa su altura con respecto al caso de equilibrio,
mientras que el otro la disminuye en la misma proporcién. Este efecto es proporcional al
gradiente de concentracion.

La expresion (4.71) es vélida para frecuencias tales que |w| ~ ¢sk > wp (k) o equivalente-
mente w, > 1. Entonces, la funcién 57" (w,) esencialmente decae en la forma w;!. Debido a
esto, la funciéon 5*](3"%) (w,) no cambia considerablemente en un rango de frecuencias del orden
de I' (k) alrededor =£csk, en el cual ocurren las variaciones apreciables en la contribucién de

equilibrio, S’J(BEQ) (w,). Asi pues, en este rango de frecuencias, ngc) puede aproximarse por

a(mec) o Cokqu’o .
Sp 7 (w,) = T e(k;Ve), (4.73)
donde
2D, kok? k2 o\ ko A(K) (v — 1) wr (k) wp (k)
k;Ve) = —22+72 19q,4 (k 11— (= —a, (k
5( ,VC) Cs o4 [ai’)( )+< (kj_) > kza2( ) w%g(k)
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y el signo superior le corresponde al pico localizado en +csk y el inferior al pico alrededor de
—cgk.

Utilizando este resultado y la expresién (4.17), se concluye que el espectro de Brillouin de
la suspension en presencia del gradiente de concentracion adquiere la forma

Sp = S5V 4 55

1 kgTye, r,
= BN —— +me (k; Vo) | . (4.75)
2 poCQ csk 2
m=—1,1 <wo -+ mg> + Fo

Cuantitativamente, el efecto del gradiente de concentracion puede estimarse calculando el
cambio relativo que produce el término ¢ (k; Ve) en la altura de los picos de Brillouin. Dicho
cambio estd dado por la funcién

Y (k) =T (k;Ve). (4.76)

Tomando en cuenta el orden de magnitud de los parametros materiales involucrados se

obtiene
¥ ~ 10a. (4.77)

Esto implica que la contribucién de no equilibrio a la componente de Brillouin podria ser
significativa uinicamente para gradientes normalizados del orden de @ ~ 1072, los cuales son
mucho mayores que los considerados en el caso de la componente central. Ademas, cuando la
dependencia angular de ¢ se toma en cuenta de manera detallada, resulta que esta contribucion
es en realidad un orden de magnitud menor.

Con el propésito de completar nuestro analisis, comparamos la componente normalizada,
Sp (k,w), con Sf;") (k,w), utilizando los mismos valores de los parametros materiales que en los
casos anteriores y una geometria que permita que los efectos del gradiente de concentracién sean
significativos, por ejemplo, para un gradiente de concentracién normalizado con componentes
d; = a, =1x107" y @, = 0 y un proceso de dispersién como el mostrando en la Figura 3.1 con
ki =105 ecm™! y 6 = 80°, la altura del pico de Brillouin localizado en w = —cyk se incrementa,
en un 7%, mientras que el pico localizado en w = ¢,k decrece en la misma proporcién, tal como
se muestra en la Figura 4.4.

En conclusion, los cambios producidos en los picos de Brillouin por el gradiente de con-
centracién, son varios 6rdenes de magnitud menores que los correspondientes a la componente
central. Ademas, si tomamos en cuenta que la componente de Brillouin es por si misma pequena
con respecto al pico central, como mostramos en detalle en la secciéon anterior, concluimos que
la posible confirmacién experimental de los efectos discutidos en este trabajo podria ser mas
accesible en el caso de la componente central, Sg (k,w).

4.3 Limite Isotrépico

Nuestro analisis anterior posee la ventaja de contener en un caso limite la descripcién del
espectro de dispersion de luz de las impurezas en un solvente isotropico. De esta forma, el
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(@,) (x16"7)

5,

1.64 -1.62 -1.60 -1.58

Figura 4.4: Picos de Brillouin normalizados en equilibrio (lineas discontinuas) y en presencia
del gradiente de concentracion (lineas continuas), con @, = @, = 1 x 107! y @, = 0 y un proceso
de dispersién como el mostrando en la figura 3.1 con k; = 10° ecm™! y § = 80°.

efecto del mecanismo de acoplamiento de modos sobre esta propiedad fisica puede estimarse de
manera directa apartir de los resultados de las secciones anteriores.

Debido a que el orden de magnitud de los pardametros materiales involucrados en la des-
cripcion previa no difiere significativamente en los casos de un solvente nematico y uno isotrépico,
sigue siendo vélido que tinicamente la componente central del espectro y los efectos del meca-
nismo de acoplamiento de modos sobre ésta son relevantes.

La contraparte isotrépica de la expresién para el espectro de dispersion normalizado de las
impurezas fuera de equilibrio, Ec. (4.68), se obtiene tomando el limite cuando K, Ky K3 = 0,

V1, Vo, V3 = Viso, D‘F{, DY — DI v Dy,D, = D;,. Bajo estas condiciones,

wp (k) = Disok2> (478)
wr (k) = DL k? (4.79)
Wyl (k) = Wy2 (k) = ﬂz‘sok2 (480)
donde 7;5, = Viso/po €s la viscosidad cinemética del solvente isotrépico, y
Se sigue entonces que
_ CokBToDij;o COkBTokg _92 _9
SR.iso (wy,) = 1+ w2 1+ (y—1) poCimDiso + Dyotiaak? [al(k) + a2<k)] 5 (4.82)

donde W’ = w/D;,,k? y Cs,iso Tepresenta la velocidad isentrdpica del sonido en el fluido isotrépico.
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Finalmente, esta expresion puede escribirse en la forma

= 1 CokBTng;o ]CBTO
SR,iso (Wé) = —1 T w’Q ]. + (’)/ - 1) m —+ |VC|2 msenzﬁo y (483)

donde 6, es el angulo entre Ve y k.

De las expresion anteriores, puede observarse que los efectos del gradiente de concentracion
en el espectro de dispersion de luz de una suspension en un fluido isotrépico, son similares a los
correspondientes a una suspension en un solvente nematico. El anélisis detallado de los efectos
del gradiente de concentracién en el caso isotrépico serd presentado en otro lugar [124].

Dejaremos en este punto nuestro estudio sobre el factor de estructura producido por la
suspensién diluida fuera de equilibrio. Nuestros resultados principales podrian resumirse de la
siguiente manera: los cambios inducidos por el gradiente de concentracion en el espectro de
dispersién de luz de la suspensién, podrian ser significativos, del orden de 10%, para valores
pequenos del gradiente normalizado, definido por la Ec. (4.66), @ ~ 107%. Estos cambios se
originan por el acoplamiento que induce el gradiente, entre las fluctuaciones en la densidad
numérica de particulas y las fluctuaciones en la velocidad del solvente.

En este sentido, el modelo que hemos presentado aqui, representa un sistema novedoso en
el cual podria explorarse experimentalmente la validez del las herramientas de la mecanica
estadistica fuera de equilibrio que nos han permitido hacer nuestras predicciones.

En los siguientes capitulos, consideraremos en detalle otro sistema en un estado estacionario
fuera de equilibrio en donde las fluctuaciones térmicas también tienen un comportamiento fisico
interesante. Este sistema es, a saber: un nemdtico termotropico en presencia de un gradiente
de temperatura.
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Parte 111

Funciones de Correlacion en un
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Capitulo 5

Dispersion de Luz en un Nematico
Fuera de Equilibrio

En este capitulo, nuestro principal objetivo consiste en desarrollar la HF de un nemaético ter-
motropico que se encuentre en un estado estacionario fuera de equilibrio inducido por un flujo
de calor uniforme. Esto nos permitira, de manera analoga al caso de equilibrio, calcular los mo-
dos hidrodinamicos y las funciones de correlacién de este sistema fuera de equilibrio. Esto nos
permitira también, estudiar el efecto fuera de equilibrio sobre el espectro de dispersion de luz
del nematico y el comportamiento espacial de las funciones de correlacion fuera de equilibrio.
Esto tultimo se presentara en el capitulo siguiente.

5.1 Modelo y Ecuaciones Basicas

En el modelo especifico que consideraremos, un cristal liquido nemético se encuentra confinado
entre un par de placas planas, paralelas entre si y perpendiculares al eje z de un sistema de
coordenadas cartesianas, tal como se muestra en la Figura 5.1. Las placas se encuentran en las
posiciones z = —d/2 y z = d/2 y se mantienen a las temperaturas T) y 75, respectivamente.
Las dimensiones de las placas en las direcciones x y y son mucho mayores que d, de tal forma
que una buena aproximacién consiste en suponer que el sistema se extiende infinitamente en
estas direcciones.

La orientacién de la celda es tal que el campo gravitacional, g, se encuentra dirigido en la
direccién del eje z, esto es, g = —gé,.

Como se ha discutido previamente, el estado hidrodindmico del fluido nematico esta definido
por los campos de velocidad, v (r,t), de orientacién o campo director, fi (r, t), de presién, p (r,t)
y de temperatura T (r,t). Supondremos que el nematico ha alcanzado un estado estacionario
donde estas variables de estado toman los valores T, pss, Vss ¥ Ngs. En nuestro analisis, nos
restringiremos a considerar diferencias de temperaturas pequenas, de tal forma que en el estado
estacionario no hay conveccion, es decir, vy, = 0. También supondremos que la orientacion
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promedio de las moléculas corresponde con una configuracién homeotrépica de la celda, es
decir, que la orientacion del eje largo de las moléculas es perpendicular a las placas, fizs = €,.

. L -
20 | | | | | | r
| | A | | | |
| | | | AT | |
| | | | s | |
g | VT | P | l | Ly
X
| | | | | |
| | | | | |
_d_ | | | | l L
2

Figura 5.1: Representacién esquematica de una celda nematica homeotrépica en presencia de
un gradiente de temperatura estacionario, V1, y del campo gravitacional g.

Por simetria, pss y T, Unicamente pueden depender de la coordenada z. Entonces, de
acuerdo con las ecuaciones nematodinamicas generales discutidas en el Capitulo 1, el estado
estacionario esta definido por la solucién de las ecuaciones

dpss
ss :07 5.1
T T 9pss (2) (5.1)
d?T,,
= .2

donde ps; (#) representa la densidad en el estado estacionario. Para obtener la ecuaciones (5.1)
y (5.2) hemos supuesto que las conductividades térmicas del nemdtico, x| y 1, no cambian
apreciablemente dentro de la celda debido a las variaciones en la temperatura y la presion.
También supondremos que la densidad dentro de la muestra no cambia significativamente de-
bido a los cambios de la temperatura y la presién y consideraremos pss (2) = p como una
constante.

Las ecuaciones (5.1) y (5.2) estan sujetas a las condiciones de frontera

p(d/2) = p2, T(=d/2) =Ty, T(d/2) = T3, (5-3)

donde ps es la presion en el exterior de la celda.
De acuerdo con la ecuaciones (5.2) y (5.3), el nematico alcanza un estado estacionario en el
que la temperatura depende linealmente de la componente z, asi que podemos escribir

T, () =T,(1+ Bz), (5.4)

112



donde
T+ T,

T,= , 5.5
5 (5.5)
es la temperatura promedio de la muestra y B = 3/d con
d dTgs
= —— 5.6
b T, dz '’ (5.6)

el cual es un parametro adimensional que mide la desviacion respecto al equilibrio térmico.
Noétese que en la Ec. (5.6), dTss/dz es una constante.

Nuevamente, nuestro interés se centrard en estudiar las fluctuaciones térmicas de los campos,
las cuales estan definidas como las desviaciones espéntaneas de las variables en el punto r al
tiempo ¢, con respecto a su valor macroscépico promedio, es decir,

op =p(r,t) — pss (2), (5.7)
0T =T (r,t) — Tss (2), (5.8)
ov=v(r,t) (5.9)
y
on =1 (r,t) — Ag. (5.10)

Tal como se discutio en el Capitulo 1, debido a que el director es un campo unitario,
solamente posee dos componentes fluctuantes independientes.

Para estudiar la dinamica de las fluctuaciones alrededor del estado estacionario originado
por el gradiente térmico, extenderemos el formalismo de la HF de Landau y Lifshitz, el cual
fue concebido originalmente para estudiar las fluctuaciones hidrodindmicas en un fluido simple
en equilibrio.

Entonces, las ecuaciones que describen la dinamica de las fluctuaciones se obtienen susti-
tuyendo las expresiones (5.7)-(5.10) en las ecuaciones nematodinamicas generales presentadas en
el Capitulo 1. Para gradientes de temperatura suficientemente pequenos, el sistema se mantiene
lejos de una inestabilidad hidrodinamica y es de esperarse que las fluctuaciones térmicas sigan
siendo pequenas aun en el estado estacionario. Por lo tanto, las ecuaciones resultantes pueden
linearizarse con respecto a las fluctuaciones.

Ademas, siguiendo el formalismo, deben introducirse componentes estocasticas para el flujo
de calor, g;, el tensor de esfuerzos, o;;, y la cuasi-corriente que describe la relajacién del director,
Y;, mediante las transformaciones

¢ — ¢+ Qi (5.11)
Y, — Y, + 71, (5.13)
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Tal como se demostré en el Capitulo 1, en equilibrio, estas componentes estocasticas satis-
facen los siguientes TFD (1.106)-(1.108):

(Q; (r, )Qj (r t’)> = ZkBT%O ij0 (r — r/) d(t— t’) , (5.14)
<EZ ( )Zkl (I‘ t)> = 2]€BT Vowkl(s (I‘—I‘)(S(t—t/) y (515)
(T4 (0,6) T () = ’“BT 5hd(r—1)6(t— 1), (5.16)

donde T' y =1 son, respectivamente, la temperatura y la viscosidad orientacional correspon-
dientes al estado de equilibrio del sistema. Igualmente, los tensores 6. ijs Vojijkl Y Kojij contienen
propiedades materiales cuyos valores corresponden al estado de equilibrio del nematico.

Por otro lado, en el estado estacionario, cuando el gradiente de temperatura es suficien-
temente pequeno, las variaciones espaciales de la temperatura podrian despreciarse, al menos
en una regién del sistema suficientemente pequena y cabria esperar que las componentes es-
tocasticas );, Xi; y T; obedezcan los teoremas anteriores en esa regiéon. De hecho, este razo-
namiento motiva una aproximaciéon usual en el estudio de los sitemas en estados estacionarios
fuera de equilibrio, la cual consiste en suponer que en el estado estacionario, las componentes
estocasticas obedecen localmente los TFD correspondientes al estado de equilibrio [10]-[12].

En este trabajo, supondremos que en el estado estacionario descrito por la ecuaciones (5.4)-
(5.6), las componentes estocésticas del flujo de calor, del tensor de esfuerzos y de la cuasi-
corriente que describe la relajacién del director, obedecen una version local de (5.14)-(5.16), la
cual se obtiene reemplazando en estas ecuaciones las propiedades de equilibrio que aparecen en
ellas por sus valores en el estado estacionario. Esto es, supondremos que

(Qi (r,1) Q; (x', 1)) = 2kpT2, (2) ki (r — 1) 6 (¢t —1'). (5.17)
(Si; (1,8) Sy (0, 8)) = 2kpThs (2) vigud (r — 1) 5 (t — ¢, (5.18)
kBTss (Z)

(T (r,t) Y, (x',t)) =2 > 56 (r—r)s(t—1t). (5.19)
1

Es importante senalar que, de manera estricta, los tensores materiales v;;1; y ;5 al igual que
la viscosidad reorientacional ~;, también deberian ser funcién de z, sin embargo, es de esperarse
que la variacion espacial de los parametros materiales debida a la presencia del gradiente térmico
sea pequena de tal forma que estas cantidades se considerardn constantes.

El mismo procedimiento que hemos utilizado en la primera parte de esta tesis para obtener
las ecuaciones fluctuantes linearizadas alrededor de equilibrio tambien puede implementarse
para obtener el siguiente sistema de ecuaciones estocésticas que describe la dinamica de las
fluctuaciones en el estado estacionario. Para las fluctuaciones en la presién y la temperatura

se obtienen las ecuaciones

0 ay y
op = — DTV2 DIV2) 6T — LV, v, OV,
9P XT( 2+ DiV?) o v; + gpov
dT,
+ DT Ly 5, — V,Q:, (5.20)
Xr dz XTCup
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T.
D51 = 4 (DIV? 4 DIV ) 67 — 11 50, — P,
ot dz
dT“ DIV;0n; — V,-QZ-, (5.21)
d Cop
respectivamente. Para las fluctuaciones en la velocidad obtenemos
0
padvz = [(l+w)Vi+ ngz + 13V2] vy + (v3 4 v5) V, V.00,
1+ A
VLV, 80, — Vaop — % (K, — K5) V.V, V.0n,
1+
2 (K V2 + GV + G V) Vidn, — V5, (5.22)
9 2 2 2
pac?vy = [ngm + (2 +v4) V,, + 15V } dvy + (v3 + v5) V, V. 0v,
A
VUV, V80, — V,0p — % (Ky — K5) V.V, V.6n,
142
; (KaV2 + KyV2 + K3V2) V.o, — V;5,, (5.23)

0
paévz = [(21/1 + vy + 2u5 — 1y) Vz + V3Vi] ov,
+ (3 +1v5) (V. V.6v, + V, V., 0v,) — V. ip
A—1
—gpxTOp — —5— (K1V2L + K?»VZ) V.ion;
+gpadT — V;32.;. (5.24)

Finalmente, para las componentes x y y de las fluctuaciones en el director se encuentran las
expresiones

Dy = 2 (V2 4 KoV 4 Ko V2) by + Av v,
ot " Y
1—A 1
—TV 5'UZ + 7— (Kl Kg) vaydny — TI, (525)
1
y
0 I+ A
Gom = L (V2 4+ KV 4 1V2) 6y + — V.0,
1—A 1
——V (S’UZ ~ (Kl - Kg) vayén:p - Ty. (526)
1
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respectivemente.

Para obtener las expresiones anteriores es necesario hacer uso de las ecuaciones (5.1) y (5.2).

Nétese que las ecuaciones (5.20)-(5.26) se reducen a sus contrapartes de equilibrio al hacer
g = (dTss/dz) = 0.

Estrictamente, en las ecuaciones (5.20)-(5.26), tanto la densidad p como los pardmetros
materiales o, v, xr, D”T’L, ”,.5 M, K123y A deben ser funciones de la posicién dentro de
la muestra, concretamente, de la altura z. Sin embargo, tomando en cuenta que el gradiente
térmico es pequeno, supondremos que estas propiedades no cambian apreciablemente del punto
z al punto 2’ dentro de la celda.!

Al igual que en caso de equilibrio, el comportamiento dindmico de las fluctuaciones descrito
por las ecuaciones (5.20)-(5.26) puede escribirse en la forma compacta

0

ot
en donde, nuevamente, las cantidades a; (r,t) y F; (r,t) representan los i—ésimos elementos del
vector de estado fluctuante y de la fuerza estocastica, respectivamente, definidos por

a; (r,t) = —M;ja; (r,t) — F; (r,t), (5.27)

op %?Vi@i
oT pTUVz‘Qz‘
a=| oy, | yF= %vizyi : (5.28)
0v, 1V%.i
(STLI P T
(S’I”Ly Tx

Y

Por otro lado, las cantidades M,; son los elementos del operador hidrodindmico fuera de
equilibrio, M = M(¢9 + M9 en donde

0 0 00 —gp —DTi&Vx _DTi&Vy
0 0 0 0 9T B%ﬁTiZV ;)%CQT;?V
dz CTadz VT T Ha T dz y
0 0 00 O 0 0
M(med) — 0O 0 00 0 0 0 7 (5.29)
gxr gao 0 0 O 0 0
0 0 00 O 0 0
0 0 00 O 0 0

'En el caso més general, cuando los elementos del operador M pueden ser funcién de z debido a las variaciones
en la temperatura dentro de la celda, el andlisis que llevaremos a cabo en este trabajo sigue siendo vélido,
siempre y cuando se considere unicamente la dindmica de las fluctuaciones que ocurren dentro de una capa
horizontal en la celda nematica cuyo espesor, [,, sea tal que, dentro de dicha capa, puedan despreciarse las
variaciones espaciales de los pardmetros materiales y los elementos M;; puedan considerarse constantes, por
ejemplo pss (2) = pss (2) = p. Las funciones de correlacién obtenidas de esta forma serdn aproximadamente
correctas si los puntos r y r’, se encuentran dentro de una capa de espesor [,, es decir, si |z — 2/| < ,.
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mientras que M(? est4 dado por las ecuaciones (1.120)-(1.125), siempre y cuando se sustituyan
en éstas, los parametros materiales en equilibrio, por los correspondientes al estado estacionario,
por ejemplo, p, por p.

En la ecuacién (5.27), el vector de fuerzas estocésticas, F, es formalmente el mismo que el
correspondiente al estado de equilibrio, Eq. (1.118), sin embargo, debe tenerse en cuenta que
las componentes estocasticas obedecen ahora un TFD que cambia con la posicién dentro de la
celda.

Como en el caso de equilibrio, resultara conveniente describir la dindmica de las fluctuaciones
en el espacio de Fourier y en términos de los conjuntos independientes de variables transversales
y longitudinales normalizadas, {071,001} y {57%,, 80y, 6T, 603, 5]5}, definidas por las ecuaciones
(2.16)-(2.19).

También debemos senalar, que nuestro modelo es una primera aproximacion de un estudio
mas detallado de las fluctuaciones hidrodindmicas de un nematico en el cual las condiciones
de frontera sobre el sistema deberian tomarse en cuenta. Aun asi, podemos esperar que las
funciones de correlacién para los puntos r y r’/, que se obtendran a partir de las ecuaciones
dindmicas (5.27), se aproximaran muy bien a las que se obtengan en un anédlisis mas riguroso,
siempre y cuando r y r’ se encuentren lejos de las fronteras del sistema, es decir, cuando
|z — | <dy |z + 7] < d.

Bajo estas condiciones, se sigue que las variables transversales, 0n; y 0v;, obedecen la
ecuacion estocastica

d [ om g% gb 57y FY
7\ 5o )= | 70 70 e N E (5.30)
ot \ 6v H,)  Hy, 00 F,

donde la matriz hidrédinamica transversal R y la fuerza estocastica F® tienen la forma
explicita

g (UK pR it a1
—Zﬂ (ngl + K3k’2) % (ngi + 1/3]63)
y
. ks (k T, -k T)
FO — PR, Y (5.32)

(k kS, — kykjimj>

k pl/z

Nétese que (5.30)-(5.31) son formalmente idénticas a las ecuaciones que definen la dindmica
de las variables transversales en equilibrio, Ecs. (2.20)-(2.21), siempre y cuando se sustituya la
densidad en equilibrio, p,, que aparece en estas tltimas, por la densidad en el estado estacionario
p.

Por otro lado, las variables longitudinales normalizadas, convenientemente agrupadas en los
vectores

0n3
w(k,t) = 009 (5.33)
6T
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2 (k1) = ( f;;’ ) | (5.34)

obedecen la ecuacion estocéstica

() (5 =) (0)-(8), o

donde las fuerzas estocasticas normalizadas, F,, y F,, estan dadas por

ks (kx”fx + ky”fy)

AN e )
F, = F%l; = | - (ﬁkﬁxzz - ﬁkikaij) : (5.36)
Ia ! ) 1/2 .
’ v <To§)cv> kZQz
_ (1) +/2kzkji)z]
F. - ( ?&) ) _( e o] (5.37)
5 e <7X_T> Qi

Por otro lado, las submatrices hidrodinamicas Em’ tienen la forma explicita

waz (k) R (k) 0
i < 1/2
How () = | i (0w (k) wal) - ()" 2b | (539)
it fwer Hfwor wr (k)
)\Zl k%fz 0
— SN2 0k
sz (k) = Wy2 (k) - (WT) ZTJ', , (539)
1/2
7 <L1> csk + Fwer 0
1/2
— _Z)\de (k) Wy2 k — <'7__1 'stgk‘_z
H.., (k) = Y2 pr o, k( ) 7: i ‘ ; (5.40)
_2( vy ) p’Yla rwer —E (%) wr (k)
— Wy3 (k icsk + 9k
H.. (k) = ( ik — i)k_ L (5.41)
S cs k

donde las cantidades wy,3 (k), A (K), wye (K), @7 (k) v w3 (k), tienen la misma estructura que
en el caso de equilibrio, Ecs. (1.148)-(1.156), siempre y cuando se identifiquen los pardmetros
materiales que aparecen en estas ecuaciones con las cantidades correspondientes al estado esta-
cionario, por ejemplo, p, con p.
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Ademas, en las definiciones anteriores hemos introducido la notacién

Wy = <C—Tv)1/2 (dcjl;ss) : (5.42)

para denotar una cantidad con dimensiones de frecuencia asociada con la presencia del gradiente
térmico en el sistema.

La magnitud de esta frecuencia es proporcional al gradiente térmico. Desafortunadamente,
hasta donde sabemos, no se han reportado en la literatura valores del gradiente térmico, dTss/dz,
para un nematico termotropico correspondientes con el modelo descrito al inicio de esta seccién.
Por otro lado, para un fluido isotrépico la situacién experimental ha sido ampliamente estudiada
y los valores tipicos del gradiente térmico utilizados son del orden de dTy,/dz ~ 50 K cm ™.

Supondremos que el orden de magnitud de dTy,/dz que puede alcanzerse experimentalmente

es similar en los casos nematico e isotrépico, en ese caso tenemos

wyr ~ 10* 571 (5.43)
y DT
;p wyr ~ 102 571, (5.44)
Se sigue entonces que
DIp
%WVT,WVT < CSkT, (545)

para valores de k£ compatibles con la descripcion hidrodinamica. Esta conclusién es importante
porque permite apreciar que, en cuanto a las escalas temporales se refiere, la estructura general
de la matriz hidrodindmica longitudinal que aparece en (5.35) no se modifica. De manera
precisa, tanto en el caso de equilibrio como en el estado estacionario, inicamente las submatrices
H,. (k) y H.. (k) contienen informacién relevante en la escala de tiempos cortos, debido a la
presencia de la frecuencia c k.

Entonces, es de esperarse que la teoria de perturbaciones en las escalas temporales desarro-
llada en el Capitulo 2, pueda implementarse de manera muy similar en el caso fuera de equilibrio.
De hecho, en la siguiente seccién se demostrara que esto es posible.

Notese también que, para los niimeros de onda considerados en la descripcién hidrodinamica,
se tiene ¢,k > g/c,, entonces, los términos que involucran al campo gravitacional en H,, (k)
pueden despreciarse de tal forma que (5.41) se reduce a

m - (% ). o

Un punto fundamental que debemos senalar antes de concluir esta secciéon es que al com-
parar las expresiones (5.38)-(5.41) con sus contrapartes de equilibrio (2.37)-(2.40), observamos
que, a diferencia del caso transversal, el gradiente térmico y el campo gravitacional modifican
explicitamente la dindmica de las componentes longitudinales creando nuevos acoplamientos
entre ellas.
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5.2 Separacion de Escalas Temporales

En esta seccion extenderemos la teoria de perturbaciones sobre las escalas temporales intro-
ducida en el Capitulo 2 para el caso de equilibrio, con el proposito de describir la dindamica
de las fluctuaciones en presencia del gradiente térmico. Esto nos permitira calcular los modos
hidrodindmicos del cristal liquido en el estado estacionario definido por (5.4) y obtener expre-
siones para las funciones de correlacion fuera de equlibrio, que sean validas en las diferentes
escalas temporales involucradas en (5.27).

5.2.1 Variables transversales

Tal como se ha sefialado en la seccién anterior, el vector de estado transversal (67, 00;) fuera
de equilibrio, obedece una ecuacién que es formalmente idéntica a la del caso de equilibrio,
siempre y cuando los pardmetros materiales en equilibrio se identifiquen con las propiedades
en el estado estacionario. Para gradientes térmicos lo suficientemente pequenos es de esperarse
que el orden de magnitud de estos parametros en equilibrio y en el estado estacionario no se
modique y, por lo tanto, en el caso estacionario, la dinamica de dn; y 0v; también involucra
dos escalas temporales claramente separadas entre si.

Por analogia directa con el caso de equilibrio, podemos establecer las siguientes conclusiones
para el estado estacionario: en la escala de tiempos grandes (7 ~ v/Kk?), las fluctuaciones en
la velocidad han decaido y las fluctuaciones en la componente transversal del director obedecen
la ecuacién estocastica

%(sﬁl = —Wn1 (k) 5ﬁ1 - &nl, (547)

donde la frecuencia reducida, wy,; (k), y la fuerza estocastica, 6, (k,t), estan dadas por

1 1y (142 k2
o (k) = — (Kok? + Kah?) |14 -0 TN 5.48
W1<) ’}/1( 2J_+ 3z) +4 V2k3_+V3k§ ( )
' 1 1 1+ Nk
. " " + ) ks . .
i (1) = 7= | BTy = by Vo 5o (kxk;jzyj - kykayjﬂ , (5.49)

repectivamente; en la escala de tiempos cortos (7 ~ p/vk?), las fluctuaciones en la orientacién
no han evolucionado y no perturban significativamente a las fluctuaciones en la componente
transversal de la velocidad, las cuales obedecen la ecuacién de Langevin

25’01 = —Wy1 (k) (5171 — 61,1, (550)
ot

donde ]
Wyl (k) = ; (VQki + ngg) (551)
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pk1
Las ecuaciones (5.47)-(5.52) son vélidas en la escala de tiempos especificada salvo por co-
rrecciones del orden del pardmetro perturbativo e; ~ Kp/v? ~ 107°.

b1 (k, 1) = (kmkjiyj — kykjimj> . (5.52)

5.2.2 Variables Longitudinales

Consideremos ahora el caso de las variables longitudinales normalizadas dns, 602, 0T, 003 y
dp, cuya dindmica en el caso estacionario estd descrita por (5.35)-(5.41). De acuerdo con la
relacién (5.45), se observa que en el caso estacionario, la frecuencia c¢;k sigue dominando el
comportamiento de las fluctuaciones a tiempos cortos. Ademas, la estructura de la matriz
longitudinal normalizada H, sugiere que el método perturbativo sobre las escalas temporales
puede aplicarse también en el estado estacionario para desacoplar sistematicamente las variables
correspondientes a las diferentes escales temporales.

El procedimiento seguido en el caso de equilibrio para identificar y desacoplar sistemética-
mente las fluctuaciones rapidas, puede extenderse directamente para describir las fluctuaciones
alrededor del estado estacionario. De hecho, es posible demostrar de manera directa que, con
este fin, pueden utilizarse las mismas transformaciones que en el caso de equilibrio.

Concretamente, si en la ecuacién (5.35) introducimos la transformacién

_ H3 (Co
T = < o L > (5.53)

con

0 0
C,=—| 9 0 : (5.54)
0

(:Ll) 1/2
5
las cuales son idénticas a las utilizadas en el caso de equilibrio, se obtiene una ecuacion con la
estructura
g ([ w 00 A B w' F/,
w(%) G e) (e n)] (V) () e

donde €5 ~ vk /cyp, mientras que todos los elementos de las matrices F, A, ..., D, son del orden
de csk. Entonces, de acuerdo con el formalismo de Geigenmiiller et al., [91]-[93], en la escala
de tiempos cortos, 7 ~ 1/cgk, las variables répidas, z, obedecen la ecuacién

%z (k,t) = A" (k)-z(k t) - F. (k,t), (5.56)
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donde, hasta primer orden en el parametro perturbativo e, y utilizando nuevamente c;k > g/cs,
se tiene

A — F4e,D

. (“gis(;‘) (V_QC)SL’ZT (k>). (5.57)

Mientras tanto, debido a la forma de la transformacién (5.53), las variables w se convierten
en

Siig
w = o5 |, (5.58)
6T’
donde
B B 1\ /2
5T = §T — <VT> 5p. (5.59)

En la escala de tiempos mucho mayores que 1/csk, las variables w’ obedecen la ecuacién
reducida

a —(re —
5w (k. 0) =~ (1) ' (k,0) = F, (k. 1), (5.60)
donde, salvo por términos del orden de €32,
was (k R ) (k) 0
o, - 12
Egid) (k) _ Zkflﬁ_ A (k) Wd3 (k) Wy2 (k) - (%) Z_f% , (5.61)
DT 1\ 1/2
—Zpﬁ‘j k_szVT % [WVT + (771) C—gg} wr (k)
Y ()
A it
o= FY | = B . (5.62)
)\ R (=) R
Y
Ahora bien, para los valores wyr discutidos anteriormente, tenemos
pDT k
— w2 (K) 5.63
771/€zww<<w2<) (5:63)

y, nuevamente, podemos identificar en (5.60) la presencia de dos tipos de variables que evolu-
cionan en dos escalas temporales muy separadas entre si. Como en el caso de equilibrio, esto
se observa de manera mds clara agrupando los elementos de w' (k, ) en



Al hacer esto, se sigue directamente que las variables y evolucionan en una escala de tiempos
cortos, en comparaciéon con la unidad de tiempo caracteristica de dng, aunque y evoluciona
muy lentamente en comparacion con z y, por lo tanto, puede considerarse como una variable
semilenta. El acoplamiento entre las variables dn3 y y puede disminuirse introduciendo la

transformacién
o mkak L [(HNE2H(1-NE |

1 2 0
2 V3k:4 +2(V1+V2—V3)k‘2 k:g-}—l/;ﬂe‘z1
T = O + 1 + O 3 (5-64)
0 0 1

mediante la cual, la Ec. (5.60) puede llevarse a una forma en la que la teoria de perturbaciones
sobre las escalas temporales puede aplicarse directamente. De esta manera concluimos que en
la escala de tiempos del orden de 7 ~ p/vk? las variables semilentas satisfacen la ecuacién
reducida

0 red) =
—y = —H F .
ot + Yo (5 65)
en donde
1/2
_(Ted) Wol (k) o pss“Jv’lhk2 (k> N (Tl) Z_sg%
H,, = A)DTk ) 1/2 5 (5.66)
kL [1+ ()]w T+<%> wr (k)

_ FO
F, = ( FEZ)' ) . (5.67)

Como en equilibrio, la Ec. (5.65) es valida en la escala de tiempos del orden de 7 ~ p/vk?,
hasta términos lineales en el pardmetro pequeno &; ~ pK/v? ~ 1075.
Por otro lado, en la escala de tiempos mucho mayores que p/vk?, la variable lenta, d7j,

definida por

: 2 (1 - \) &2
57l — 53_‘_3 ykk [T+ A) kS 4+ (1 —N) k7]

3]{,‘4 + 2 (Vl + vy — Vg) ]C k’2 3]{3;1 61}2’ (568)

obedece la ecuacién

a re —/ (L)
atang —w{ D (k) ony + FY (5.69)

en donde la frecuencia reducida wng red) (k) resulta ser

1 A+ NE+1-NE)
4V3]€ +2<V1+V2—V3)]€2]€2+V3]€4

re 1
Wi (k) = - (Kik? + K3k2) {1 + =

} = wys (k) (5.70)

y la fuerza estocastica normalizada

_ _ o omkk (AN K2+ (=N K] g
PO _ 5O . NRRL 2 L g0 5.71
! ! +2y3ki+2(u1+u2—y3)kjkg+u3kg 2 (5.71)
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La ecuacién (5.68) es correcta en la escala de tiempos del orden de 7 ~ v/Kk? salvo
correcciones del orden de €7 para la frecuencia reducida.

Finalmente, podemos escribir las ecuaciones reducidas (5.56), (5.65) y (5.69), explicitamen-
te en términos de las variables no normalizadas &3, 60y, 61", 603 y 0p.

En la escala de tiempos grandes, 7 ~ v/ Kk?, las fluctuaciones longitudinales del director,
dns, obedecen la ecuacion

%mg — 1 (K) 5 — 63, (5.72)
en donde
R S P S S ¢ S 1 ¢ SV L - )
n3 — 7. a;T:c T — z .Zz. — kK, Ez ‘
Gus k[k +k, y+21/3]@“2(”1”2_Vg)kik%mé(kk:j j = kokiki S5 )

(5.73)
En la escala de tiempos intermedios, 7 ~ p/vk?, las variables semilentas, d9y y 07", obedecen

O (0t _ [ wek) —Eag 00y \ ([ Gu (5.74)
ot\ o ) EL(dlss)  wp (k) 5T o1 '

en donde las fuerzas estocasticas estan dadas por

. 1 ~ k. -
Op2 = pTL (kaZm — Eklkaw> y (575)
or = —k,0;. (5.76)
PCp

Nétese que estas fluctuaciones se encuentran acopladas debido a la presencia del gradiente
térmico y del campo gravitacional. Para poder escribir la dinamica de las variables en la forma
(5.74) hemos utilizado la aproximacién

X (k) DT k2 — 1\
[1 + ()—“] wyr + <L> KN wyr, (5.77)
Wy2 (k) Y Cs

la cual es valida porque para valores tipicos de los parametros materiales de un nemaético
termotropico tenemos

A(k)DTE?2 Dp s
/e ~ — N~ 1 ]_ .
o () » 07° < (5.78)

J 1078 57 < wyp ~ 102 57 (5.79)
Cs
Finalmente, en la escala de tiempos cortos, 7 ~ 1/csk, las variables rapidas, do3 y 0p,

obedecen la ecuacion reducida

25 o ) (5)-(5) o
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en donde las fuerzas estocasticas estan definidas por

Oy3 = %k’ikazj, (581)
2

Gy = i k0. (5.82)
Cp

5.2.3 Modos Hidrodinamicos Fuera de Equilibrio

A partir de la ecuaciones reducidas (5.47), (5.50), (5.72), (5.74) y (5.80), se pueden obtener
directamente los modos hidrodindmicos del nematico en el estado estacionario inducido por el
gradiente térmico. Estos resultan ser: dos modos difusivos asociados con la reorientacién del
director

s¢ = —iwn (k) , (5.83)

s7 = —iwps (k) ; (5.84)
el modo difusivo viscoso asociado con las fluctuaciones transversales de la velocidad

s4 = —iwy (k) ; (5.85)

dos modos difusivos asociados con la relajacion de las fluctuaciones de 6oy y 07,

k K k) — wr (k 4k2 aug (dT. 12
Sg = _ZwT< ) + UJU?( ) + Z'wUQ( ) (JJT( ) {1 _ kLOég (d SS/dZQ) } (586)
2 2 [wz (k) — wr (k)] &2
Y 1/2
o — wr (k) +we (k) e (k) — wr (k) {1 B 4k% ag (des/d22> } ; (5.87)
2 2 [wye (k) — wr (k)] k2
y dos modos de propagacién
s1 = csk — il (k) (5.88)
y
S = —csk — il (k). (5.89)

donde T' (k) = [wys (k) + (v — 1)wr (k)] /2, es el coeficiente de atenuacién del sonido en el
nematico, introducido en la Seccion 1.4.1.

Excepto por s3 y ss, los modos hidrodinamicos del nemético en presencia del gradiente de
temperatura son formalmente los mismos que en el caso de equilibrio, siempre y cuando los
valores de los pardmetros materiales en equilibrio se reemplacen por sus valores en el estado
estacionario.

Por otro lado, de acuerdo con (5.86) y (5.87), fuera de equilibrio existe un fuerte acoplamiento
entre los modos difusivos s3 y ss, el cual, debido a las relaciones de dispersién para wys (k) oc k2
y wr (k) oc k2, resulta ser particularmente importante cuando k& — 0. Este acoplamiento mo-
dificara drasticamente el comportamiento espacial de las funciones de correlacién asociadas con
las variables semilentas como se demostrara en detalle en el Capitulo 6.
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5.3 Espectro de Dispersion de Luz

5.3.1 Introduccion

Una propiedad caracteristica de los cristales liquidos en general y en particular de los nemaéticos,
es su capacidad de dispersar la luz intensamente. Una muestra de cristal liquido luce turbia a
simple vista, a diferencia de una muestra de fluido isotrépico que parece transparente, porque
los cristales liquidos dispersan la luz hasta seis 6rdenes de magnitud ma&s intensamente que
los fluidos isotropicos. Como veremos més adelante, esto se debe a que en un cristal liquido
son las fluctuaciones en el alineamiento de las moléculas las que originan una dispersion de luz
altamente depolarizada [54], [96].

Histéricamente, la dispersién de luz en los cristales liquidos se ha utilizado para medir
algunos de sus parametros fisicos fundamentales, como la viscosidad reorientacional, v, y
las constantes elasticas K, Ky y K3. Los primeros estudios de dispersiéon de luz en los
cristales liquidos se deben de Chatelain [125]-[127], quien analiz6 la dispersiéon depolarizada
en los cristales liquidos nematicos.

Chatelain analiz6 sus datos imaginando al nemético como un sistema de cimulos de flui-
do ordenado con ~ 0.2 um de diametro, separados por fluido isotrépico e introduciendo una
expresion para el parametro de orden que describe la orientacion relativa de los cimulos. Clara-
mente, esta teoria tenia serios problemas de principio.

Posteriormente, de Gennes [128] reanalizé los datos de Chatelain utilizando la descripcién
continua del nematico y en términos de las constantes elasticas, que para ese entonces ya habian
sido definidas por Frank [60] y Oseen [129)].

De Gennes demostré que, analizando la seccién transversal de dispersion de un nematico,
era posible determinar la razén de sus constantes eldsticas K1/Ks y K3/Ks, y con ello, pusé6
en una base firme la teoria del continuo de los cristales liquidos.

El estudio de la dispersion de luz dindmica de los cristales liquidos neméaticos se desarrolld
poco tiempo después por el grupo de cristales liquidos de Orsay [130], mediante un modelo para
los modos asociados con las fluctuaciones del director, basado en la descripcion hidrodinamica
de un nematico de Ericksen y Leslie. Esto permitié medir las razones entre las constantes
elasticas y diferentes coeficientes viscosos, o razones viscoeldsticas, de un nematico a partir del
analisis de su espectro de dispersion de luz.

En estos casos, la geometria del experimento de dispersién de luz es muy importante para
determinar cual constante viscoelastica estd siendo explorada. Un andlisis detallado de las
posibles geometrias de dispersion de luz en un nematico, en donde se toma en cuenta la posible
presencia de un campo eléctrico externo, ha sido llevado a cabo en [131].

El trabajo pionero del grupo de Orsay en el area de la dispersién de luz dindmica, condujo
a muchas mediciones muy precisas de las constantes elasticas y de los coeficientes viscosos
de muchos materiales, entre otros, el nemético termotropico a temperatura ambiente MBBA
[132]-[134].

Sin embargo, un aspecto fundamental que ain no ha sido estudiado, consiste en realizar
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pruebas de dispersion de luz en cristales liquidos fuera de equilibrio, a pesar de que este tipo
de experimentos han sido de mucho interés en décadas recientes en fluidos isotrépicos.

En efecto, la capacidad de los experimentos de dispersién de luz para explorar la dinamica
de las fluctuaciones térmicas, ha permitido analizar el comportamiento de las fluctuaciones
en fluidos simples en estados estacionarios fuera de equilibrio, por ejemplo, en fluidos simples
sujetos a un flujo de corte o a un flujo de calor estacionario [14], [104].

Aunque el comportamiento de las fluctuaciones en estados estacionarios fuera de equilibrio
se ha investigado principalmente en fluidos simples, también existen algunos estudios correspon-
dientes a fluidos complejos. Por ejemplo, las fluctuaciones en la concentracién de una solucién
polimérica bajo la accién de campos hidrodindmicos y eléctricos externos [135], o sujeta a un
gradiente de temperatura estacionario en ausencia de flujo [136], han sido analizadas.

Por otro lado, en los primeros estudios tedricos sobre las fluctuaciones alrededor de estados
estacionarios fuera de equilibrio en cristales liquidos nematicos termotropicos, se consideraron
los efectos sobre el factor de estructura de nemdtico debidos a un gradiente térmico [108] y
a un flujo de corte [111]. En ambos casos, los autores han senalado que los efectos fuera de
equilibrio sobre el factor de estructura resultan ser pequefios, aunque en [108] y [111] hace
falta un analisis cuantitativo detallado de dichos efectos. Posteriormente, se analizé el caso de
un nemético sujeto a un gradiente de presién uniforme que induce un flujo de Poiseulle [112],
[113]. En este caso, los efectos fuera de equilibrio sobre el factor de estructura pueden ser
significativos.

Nuestro propoésito en este punto del trabajo de tesis, consiste en utilizar la teoria desarrollada
hasta el momento para calcular el factor de estructura dindmico de un nematico termotrépico
en el estado estacionario inducido por el gradiente térmico. En una geometria de dispersion
particular puede hacerse contacto con el modelo planteado originalmente en [71]. Sin embargo,
en nuestro caso se realizard una prediccion cuantitativa especifica acerca de la magnitud del
efecto inducido por el gradiente externo.

5.3.2 Factor de Estructura Dinamico

Como una aplicacion de la teoria desarrollada en las secciones 5.1 y 5.2, calcularemos el esprectro
de dispersion de luz de una muestra nematica en presencia de un gradiente térmico para la
geometria mostrada en la Figura 5.2.

Las fluctuaciones térmicas en el alineamiento del director en un cristal liquido, dan origen
a una dispersion de luz fuertemente depolarizada. Esto se debe a la dependencia local directa
del tensor dieléctrico con respecto al director. En efecto, debido a que un nematico es un medio
uniaxial, las componentes del tensor dieléctrico estan dadas por

eij = €10i5 + (g — 1) many, (5.90)

donde g y £, denotan, respectivamente, las constantes dieléctricas en las direcciones paralela
I ) )

y perpendicular a nn. En lo siguiente, se utilizara el simbolo ¢, para representar la anisotropia

dieléctrica, €, = g — €.
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Figura 5.2: Geometria propuesta para estudiar los efectos del gradiente de temperatura en
el espectro de dispersién del nematico. Aqui, q;, p; ¥ qr, Pr denotan los vectores de onda y
polarizacion incidentes y dispersados, respectivamente.

A partir de (5.90) puede observarse que las fluctuaciones del tensor dieléctrico, de;; (r, 1),
las cuales determinan la forma del espectro de dispersién de luz del material, estan fuertemente
acopladas con las fluctuaciones del director, dn; (r,t), de hecho, hasta orden lineal se tiene

56@‘ (I', t) = E&qa [n07i5nj (I‘, t) + n07j5ni (I', t)] . (591)

En un nematico, la influencia de las fluctuaciones en la densidad y en la temperatura sobre
dei; es despreciable [138].

De esta forma, la dependencia temporal de la luz dispersada puede relacionarse con las
fluctuaciones del director y las desviaciones locales del tensor dieléctrico permitidas por la
geometria de dispersion.

Como hemos visto en detalle en secciones anteriores, los modos asociados con las fluctua-
ciones del director son dos modos puramente difusivos. En general, la funciéon de autocorrelacion
que determina el espectro de dispersion involucra una combinacién de estos modos, pero una
eleccién apropiada de la geometria permite desacoplar sus contribuciones.

Por ejemplo, para la geometria mostrada en la Figura 5.2, en donde 6 y q = q; —q> denotan
el angulo y el vector de dispersién, respectivamente, la proyeccion del tensor dieléctrico sobre
los vectores de polarizacién incidente y dispersado resulta ser

deif (r,t) = —g4 cosBon,, (r, 1), (5.92)

segun se sigue de (5.91). Tomando en cuenta que para esta geometria g, = 0, la trasformada
de Fourier de (5.92) adquiere la forma

deie (q,w) = —e4 co800M (q,w) . (5.93)

128



Sustituyendo (5.93) en la definicién del factor de estructura dindamico, Ecs. (3.19) y (3.20),
obtenemos Sy
ST E—

(2)" 6k (0) 0., (0)
es decir, en esta geometria, inicamente las fluctuaciones transversales del director contribuyen
al espectro de dispersién de luz.

Con el propésito de calcular la autocorrelacién de las fluctuaciones d7q (k,w) en el estado
estacionario, utilizaremos la ecuacién reducida (5.47), obtenida mediante la teoria de pertur-
baciones sobre las escalas temporales. En el espacio k — w, esta ecuacion adquiere la forma

a-nl (k,CU)
—w + Wn1 (k) .

<5ﬁ1 (q7 w) 57:51 (_q7 _w)> ) (594)

Sy (k,w) = — (5.95)

En esta ecuacién, el efecto del gradiente térmico se encuentra implicito en el TFD asociado
con la fuerza fluctuante &, (k,w), la cual estd dada por

1 1 (14 M)k

1 = — |k Ty — Ky Ty + =
o ]ﬁ_[ v +2y2ki+u3k§

(kmkjiyj - kykjimjﬂ . (5.96)
En el espacio k — w, la versién local de los TFD (5.18)-(5.19) puede escribirse en la forma

(i (kyw) X (K, o) = 2 (2%)4 kpTovijrd (w+ w')
S(k+k+p) -0k +k—p)

x l(s (k+K)+iB lim } (5.97)
p—>

2p
(i) T, () = 2020 22545 (w+)
X {5(k+k’)+z’B 1im0‘5(k +k+p)2_p§<k +k_p)] ,(5.98)
p—)

en donde p es un vector auxiliar paralelo al gradiente de temperatura, es decir, p = pé,. Para
obtener las expresiones (5.97) y (5.98) hemos utilizado el mismo procedimiento que conduce a
la expresién (3.11) en el caso de la suspensién de impurezas fuera de equilibrio.

A partir de las ecuaciones (5.94)-(5.98) se observa que el factor de estructura dindmico
constara de dos contribuciones,

S (qw) = 5 (q,w) + SY) (q.w). (5.99)

Por un lado, S? (q,w) representa el espectro de dispersién del nemético en ausencia del
gradiente térmico, es decir, cuando B = 0. Entonces, resulta claro que S? (q,w) puede
obtenerse directamente evaluando la expresiéon (1.204) en k = q y k' = —q y sustituyendo el
resultado en (5.94), esto conduce a

 2e2kpT,cos’

S€a) (g, w) = “l@ 5.100
() no wHwn(a) (o100
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en donde la funcién «; estd definida por (1.174) y para la geometria considerada en la Figura
5.2 adquiere la forma explicita

1+ A\ 2
il ) REVE (5.101)

2 v2q2 4 v3q?

a1<q>:1+(

Notese que a; no depende de la magnitud del vector q, sino que esta determinado inicamente
por el valor del angulo de dispersién.

Tal como se habfa discutido previamente, S©? (q,w) se incrementa a nimeros de onda
pequenios como ¢~*. Esta dependencia, se debe al decaimiento espacial lento, en la forma de
una ley de potencias, de la funcion de correlacion de las fluctuaciones del director, como se
demostrara en detalle en el siguiente capitulo.

Por otro lado, S¥% (q,w) es la contribucién al espectro debida al gradiente de temperatura.
Esta contribucion se origina de la dependencia de la intensidad de los TFD con respecto a la
posicion en la celda, es decir, de los términos proporcionales a B en las ecuaciones (5.97) y (5.98).
La forma explicita de SU% (q,w) puede obtenerse siguiendo el procedimiento introducido en la
Seccion 2.2, para calcular la contribucién de no equilibrio al factor de estructura dinamico de
la suspension de impurezas en el solvente nemaético, aunque en el caso presente el problema es
un poco mas laborioso debido a la forma méas bien complicada en la que la frecuencia w,; y los
TFD (5.97) y (5.98) dependen de las componentes del vector de onda.

Dicho procedimiento conduce a la siguiente expresién para SU4 (q,w),

2 2
SUd) (g ) = —2akBTocos6 1 (des> a1 ()€ (a) “a: (5.102)
M To \ dz ] [w? +wpy (q)]
donde la funcién € (q) esta definida por
1 K@ + Ksq? }
= — | Kz, (q) + Mg —2—2 | . 5.103
¢(a) - { son (@) + Mg o 1 1d2)? (5.103)

Al igual que aq, £ no depende de ¢ y estd determinado tnicamente por €. La contribucién
SU9 (q,w) es una funcién impar en la frecuencia y como funcién de ¢ decae como ¢ .

Entonces, en el estado fuera de equilibrio definido por la presencia de un flujo de calor
estacionario paralelo al director y para la geometria de dispersién representada en la Figura
5.2, el espectro de dispersion de luz del nemaético es

B 253/{BTO cos’ o (q) {1 1 (dTSS> 2wg:€ (q) } . (5.104)

1,

S (q,w) =
(@) noo wtwn(a) dz ) w? +wi(q)

Por lo tanto, cerca de equilibrio, el gradiente de temperatura introduce una asimetria en
el espectro, debido a la cual la altura de éste se incrementa y la posicién de su maximo se
recorre de manera proporcional al gradiente. Este efecto es, de hecho, formalmente el mismo
que el encontrado para la contribucién de la inhomogeneidad del TED, en el caso del factor de
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estructura dinamico de la suspension fuera de equilibrio en el solvente nematico, estudiado en
el Capitulo 3. )
Para un vector de onda fijo, definimos el factor de estructura normalizado, S (w,), mediante

_ _ S(quw) 1 2Aw,
5 (wo) = S (q,0) 1+ w? {1 —H +wg}’ (5.105)

en donde A = ¢.£(q) /w1 (q) d, y hemos introducido una frecuencia normalizada, w,, definida
por

Wy = —o (5.106)

B Wn1 (q),

mientras que 3 es el gradiente de temperatura normalizado dado por la Ec. (5.6).
En equilibrio, (5.105) se reduce a

1
14w

S (w,) (5.107)

En la Figura 5.3 se comparan S (w,) y S? (w,), utilizando valores para el gradiente nor-
malizado 3 = 0.5, el vector de onda incidente ¢; ~ 10° cm™! y el 4ngulo de dispersién 6 ~ 0.1°,
asi como valores tipicos para los parametros materiales involucrados.

Figura 5.3: Espectro de dispersién de luz del nemadtico en equilibrio (linea discontinua) y en
presencia del gradiente de temperatura (linea continua). La geometria de dispersién asociada
corresponde a la de la Fig. 5.2, con § = 0.1°.

El incremento en la altura del espectro es aproximadamente de 7%, mientras que el cambio
en el ancho a la altura media es de —4%, aproximadamente. Como hemos senalado en detalle en
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[109], la posible deteccién de este efecto, dependerd de los valores del gradiente de temperatura
que puedan alcanzarse experimentalmente.

Para finalizar, resumiremos los principales resultados obtenidos en este capitulo. Primera-
mente, hemos mostrado que la teoria de perturbaciones en las escalas temporales puede exten-
derse para simplificar el andlisis de las fluctuaciones en un nemético termotrépico en un estado
estacionario fuera de equilibrio inducido por un gradiente térmico. Esto nos ha permitido cal-
cular los modos hidrodindmicos del nematico fuera de equilibrio y los efectos que el gradiente
térmico produce sobre su espectro de dispersion de luz.

En el capitulo siguiente, utilizaremos la teoria desarrollada en las Secciones 5.1 y 5.2, con el
objetivo de describir el comportamiento espacial de las funciones de correlaciéon hidrodinamicas
del nemético termotrdpico alrededor del estado estacionario fuera de equilibrio inducido por el
gradiente de temperatura.
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Capitulo 6

Funciones de Correlaciéon de Largo
Alcance

En los fluidos simples en estados de equilibrio termodinamico, las funciones de correlacién
estaticas, es decir, las funciones de correlacion a tiempos iguales, siempre son de corto alcance
espacial; excepto en la vecindad de un punto critico o de una inestabilidad hidrodinamica. Por
otro lado, en un estado estacionario fuera de equilibrio, éstas funciones de correlacion adquieren
largo alcance espacial de manera genérica, es decir, para cualquier valor de los parametros que
caracterizan el estado del sistema [12], [19], [41]-[43].

Como hemos discutido en detalle en la Introduccién, después de un ntmero creciente de
predicciones tedricas y evidencias experimientales, se ha planteado en la literatura la conjetura
de que este comportamiento debe observarse también en cualquier sistema fuera de equilibrio
[45], [46]. Sin embargo, hasta la fecha, se han formulado muy pocos modelos de sistemas fisicos
especificos fuera de equilibrio cuyas correlaciones exhiben largo alcance espacial.

Een este contexo, el sistema fisico mas estudiado es el de un fluido simple sujeto a un
gradiente térmico estacionario. Recientemente, Ortiz de Zarate y Sengers [52], han identificado
dos mecanismos fisicos diferentes, a través de los cuales el gradiente genera correlaciones de largo
alcance en este sistema: uno es la existencia de acoplamientos entre los campos fluctuantes;
el otro es la variacién espacial de la magnitud de las fuerzas estocasticas, la cual resulta, en
ultima instancia, de la inhomogeneidad del sistema en presencia del gradiente térmico.

En la Ref. [52], los autores han utilizado la aproximacién de Bousinessq [137], y el formal-
ismo de la HF, para evaluar la contribuciéon de ambos mecanismos, imponiendo condiciones de
frontera sobre las fluctuaciones, tales que estas se anulan en las placas que confinan al fluido.

Los resultados de este andlisis permiten concluir que, si bien existen correlaciones de largo
alcance debidas a la inhomogeneidad del sistema, éstas son despreciables frente a las correla-
ciones de largo alcance que resultan del acoplamiento de los campos fluctuantes, las cuales
superan en magnitud a las primeras por un factor de 10'3, si se toman valores tipicos de los
parametros involucrados.

Un problema abierto consiste en investigar la posible generalidad de este resultado con-
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cerniente a los mecanismos fisicos que generan el largo alcance en las funciones de correlacién.
Por ejemplo, una pregunta de interés fisico es si estos resultados, validos para fluidos isotrépicos,
pueden generalizarse a fluidos complejos y en particular, a un cristal liquido neméatico. Ademas,
podriamos preguntarnos si el tamano finito del sistema juega un papel fundamental o no, en
el predominio del mecanismo de acoplamiento de modos sobre el de la inhomogeneidad del
sistema.

Este capitulo constituye, hasta donde sabemos, el primer intento de estudiar teéricamente,
el comportamiento espacial de las funciones de correlacion de un cristal liquido nematico en el
estado estacionario inducido por el gradiente térmico descrito en detalle en el capitulo anterior.

Especificamente, utilizando el formalismo de la HF para un nematico fuera de equilibrio,
estudiaremos la dependencia espacial de las correlaciones de las fluctuaciones orientacionales y
de las variables semilentas.

En el caso orientacional, se demostrara que las correlaciones exhiben largo alcance tanto en
equilibrio como en el estado estacionario.

En el caso de las variables semilentas, se demostrara que inicamente exhiben largo alcance
en el estado estacionario, se identificaran los mecanismos fisicos responsables de generar el largo
alcance y se comparard su importancia relativa.

6.1 Alcance Espacial de las Funciones de Correlacién en
Equilibrio

En esta seccién utilizaremos las ecuaciones dindmicas reducidas (5.47), (5.50), (5.72) y (5.74)
encontradas en el Capitulo anterior, para estudiar el comportamiento espacial de las funciones
de correlacion de las fluctuaciones térmicas en el nematico termotrépico en equilibrio.

6.1.1 Funciones de Correlacion Orientacionales

De acuerdo con las ecuaciones reducidas (5.47) y (5.50), las funciones de correlacién de las
fluctuaciones en el director pueden escribirse formalmente como

(O (K, w) Gy (K, w')) { 1 transversal

<5nu (k,w) 0T (k' w')) = [—iw + Wyt (k)] [—iw’ + Wy k)]’ H= 3 longitudinal

(6.1)

en donde la presencia del indice repetido p no implica una suma.

Las correlaciones (G, (k,w) 6y, (k',w’)), es decir, los TFD asociados con las fuerzas es-
tocésticas 6,1 y 0,3, puden obtener a partir de las definiciones (5.49) y (5.73) y de los TFD
que, a su vez, obedecen los ruidos originales Y;; y 1.

El comportamiento espacial de las funciones de correlacién orientacionales se obtiene a
través de la doble transformada de Fourier inversa

1 N ! ! 14l
(On,, (r,t) oy, (v, ) = —— / dkdk' dwdw' e’ TR T == (5 (K w) o7, (K W')),  (6.2)

27)
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tomando el limite cuando ¢’ — t.

Debido a que el célculo de la integral involucrada en (6.2) es completamente andlogo en los
casos transversal y longitudinal, aqui describiremos tinicamente el procedimiento que se sigue
para evaluar (0n; (r,t)ony (r',t')).

En la seccién 1.4.2 hemos demostrado que en equilibrio, en el caso transversal, © = 1, la
ecuacién (6.1) se reduce a (1.204), la cual, por comodidad, sera escrita nuevamente aqui,

(571 (k. ) 57y (K, o)) = —2 (20) kT — 1 (k)

- mé (k+K)d(w+u). (6.3)

Insertando este resultado en (6.2) e integrando sobre las coordenadas k' y ', se obtiene

2%k5T, / oy a1 (K)
ony (r,t) ong (2, 1)) = — dkdwe* =)=t 1) 6.4
(onq (r,t) ony (x', 1)) (2ﬂ)4 ” we'l w? + w2, (K) (6.4)

Utilizando el resultado general

/dw < = ze_“m, (6.5)

vélido para una constante a real y positiva, la expresién (6.4) adquiere la forma

(0nq (r,t) ony (¢', 1)) = —

kT, ik (r—1") —con1 (K) |~ |
b / c (6.6)

(2m)? Kok? + K3k?

Ahora bien, el comportamiento espacial de las fluctuaciones se obtiene evaluando la co-
rrelacién entre dos puntos distintos, r y r’, en dos tiempos, ¢’ y ¢, muy cercanos entre si, es
decir, en el limite cuando ¢ = ¢t. En general, basta considerar dos puntos muy separados, en
comparacion con la distancia caracteristica en la que decaen las fluctuaciones. Este limite se
se expresa mediante la desigualdad

%u < -1, (6.7)
en donde, como es usual,
r—vP =@ -2+ y—y)+(—2), (6.8)
En este caso, (6.6) se reduce a
kBT

<5n1 ( ) 5711 (I' t

/ K2k2 n K3k2‘ (6.9)
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Finalmente, mediante un simple cambio de variables y utilizando

e’L’q'(st/) 272
/dq 7 = s—s| (6.10)
obtenemos
kgT, 1
(0ng (r,t) dng (', 1)) = e k) | T3 (6.11)

2 2
r,— v [+ 2 (2 =) ]
donde hemos introducido la notacién

vt P = (=) 4 (g — o). (6.12)

De manera completamente analoga puede obtenerse la funcién de correlacién estatica entre
las componentes longitudinales de las fluctuaciones del director,

kpTss (2) 1 (K3/Kp)"?

_ _ . (6.13)
Ar (K, — K — 7z (
e L o (2 Z’)Q]

((5n3 (I', t) (5’)’L3 (I‘l, t>> =

Por lo tanto, en equilibrio, las funciones de correlacion de las fluctuaciones del director son
de largo alcance, es decir, exhiben un decaimiento espacial algebraico, especificamente, en la
forma de una ley de potencias |r — 1’ ]71, pero anisotrépica, tal como cabria esperar debido la
simetria uniaxial del nematico.

Este decaimiento lento de las correlaciones en la orientacién es el responsable de la intensa
dispersién de luz producida por los cristales liquidos, la cual guarda una similitud en muchos
aspectos con la opalescencia critica, es decir, con la dispersion de luz en un fluido simple cerca
de un punto critico, en donde las fluctuaciones en la densidad exhiben correlaciones de largo
alcance que decaen como [138], [139],

(5p (x,8)6p (', 1)) ~ ﬁ con ¢ = 0.04. (6.14)

Desde el punto de vista intuitivo, el orden de largo alcance exhibido por las fluctuaciones
en la orientacién, es compatible con la imagen pictérica de la estructura microscépica de los
nematicos termotropicos, en donde es de esperarse que las fluctuaciones en la orientacion que
ocurren en un punto r, puedan afectar la orientacién en un punto distinto r’. El largo alcance
de las correlaciones orientacionales contrasta fuertemente con el comportamiento del resto de
las correlaciones hidrodindmicas, las cuales, tienen tinicamente un alcance microscopico, como
se demostrara a continuacion.

El signo negativo que aparece en el lado derecho de las ecuaciones (6.11) y (6.13) se origina
de nuestras definiciones para las componentes transversales y longitudinales (1.135)-(1.137).
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Consideremos, por ejemplo, el caso particular de la componente longitudinal dn3, cuya definicién
(1.142), escribiremos nuevamente aqui de la siguiente manera:

ikong (k,w) = ik - on (k,w) . (6.15)

En el espacio r — t, la funcién que aparece en el lado derecho de la expresién anterior es
justamente V - dn (r,¢). Entonces, dado que la divergencia de dn(r,¢) es una cantidad con
significado fisico, se justifica la aparicién del signo negativo en la correlacién de ong (r,t), pues

(V-on(r,t)V-on(r',t)) ~ — (0ns (r,t) ons (r', 1)) . (6.16)

Un argumento similar puede utilizarse en el caso de la componente transversal don,, la cual
puede relacionarse con la componente z del rotacional de dn (r,t), mediante

([V xén(r,t)], [V xdn(r',t')],) ~—(dny (r,t) dny (', 1)) .

6.1.2 Funciones de Correlacion de las Variables Semilentas

Como hemos visto en datalle en secciones anteriores, la dindmica de las variables semilentas
0y, 00y y 0T, la cual estd descrita por las ecuaciones (5.72) y (5.74) se reduce, en el caso de
equilibrio, a

N _ ou(kw) B 1 transversal
00 (k) =~ o @ 1 { 2 longitudinal (6.17)
y
T- 5T <k7 w)
oT (k = 6.18

donde las fuerzas estocdsticas, 7,1 (k,w), 7,2 (k,w) y o7 (k,w), estdn definidas como una com-
binacion lineal de las fluctuaciones en el tensor de esfuerzos y el flujo de calor, mediante las
ecuaciones (2.90)-(2.92).

Las funciones de correlacién asociadas con (6.17) y (6.18), son las ecuaciones (2.93), (2.95)
y (2.96), las cuales serdn escritas nuevamente aqui,

4 kBTo Wy1 (k)
po w?+ ng (k)
4 kT,  wy (k)

(671 (k, w) 67 (K, w')) = —2 (27) §(k+K)6(w+w), (6.19)

(00 (1) 58 (K, ) = 2 2m)! 22 2B (k4 W) () (6:20)
2 ‘alla A _ 4 kBTo2 wr (k> / /
<5T(k,w) 0T (K, w )> =200 e g K ke (62)

Consideremos primero el caso de las componentes transversales de la velocidad, dv;,. En el
espacio r — t, la autocorrelacién de esta variable esta dada por

]_ . ! ! 14!
(0vy (r,t) ovy (1, 1)) = e / dkdK' dwdw e KT =wt=") (55, (kW) 65y (K, o)), (6.22)
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la cual, utilizando (6.19) e integrando sobre k' y ', se reduce a

2 kBTo / ilk-(r—1")—w(t—t' Wyl (k)
dvq (r,t) oy (2, 1)) = ——— dkdwelk =) —w(t=t)]
(o ) = B i
= _<21)3 kiTo /dkei[kl(rrl)w”l(k)ttl}’ (623)
™ o

en donde también hemos utilizado (6.5).

Ahora bien, la correlacion estatica o a tiempos iguales se obtiene en el limite de tiempos
|t — | pequenos, o bien, de distancias grandes |r — r’|. Dicho limite se expresa en este caso por
la condicion

% it —t] < |r—r'|?, (6.24)
bajo la cual, (6.23) adquiere la forma
(Gvn (x,1) dvn () = — k’zT"(S (r—1). (6.25)
Anélogamente, puede mostrarse que
(5us (r,£) 605 () — ’“;Toa(r ey (6.26)
' kgT,
(0T (r,t) 6T (x', 1)) = e d(r—r). (6.27)

La presencia de § (r —r’) en las Ecs. (6.25)-(6.27), implica que las funciones de correlaciéon
de las variables semilentas son de alcance microscépico, es decir, que una fluctuacién que ocurre
en el punto r, no guarda ninguna correspondencia con el valor de la fluctuaciéon en un punto
distinto r’.

Las correlaciones tienen la misma forma que las correspondientes a un fluido isotrépico,
lo cual muestra que el comportamiento espacial de las fluctuaciones en la velocidad y la
temperatura es muy similar en un cristal liquido nematico y en un fluido isotrépico. Como
se demostrara en detalle mas adelante, este comportamiento de corto alcance se modifica
drasticamente debido a la presencia del gradiente de temperatura externo.

6.2 Alcance Espacial de las Funciones de Correlacion
Fuera de Equilibrio

En el estado estacionario fuera de equilibrio, tanto las correlaciones orientacionales como las
asociadas con las variables semilentas se modifican. Esto se demostrara en detalle en las sub-
secciones siguientes.

138



6.2.1 Funciones de Correlacion Orientacionales

Como en el caso de equilibrio, discutiremos en detalle inicamente el caso de las componentes
transversales, pues el longitudinal es completamente analogo.

De acuerdo con nuestro modelo, la estructura formal de las ecuaciones dinamicas asociadas
a las fluctuaciones en las componentes transversales del director es formalmente la misma
tanto en equilibrio como en el caso estacionario. Sin embargo, en el ultimo caso se encuentra
implicto el hecho de que los TFD que obedecen los esfuerzos y cuasicorrientes fluctuantes son
espacialmente inhomogéneos, es decir, su intensidad cambia como funcién de la altura en la
celda. Nuestro interés consiste en estudiar las consecuencias que este hecho tiene sobre el
alcance de las funciones de correlacion orientacionales.

Con este proposito resultard conveniente escribir estos TFD en la forma

(25 (k,w) B (K, ")) = 2(21)* kpT,vijmd (w + ') <1 + iBai > §(k+k'), (6.28)
(T; (k,w) T; (K, o)) =2 (2m)* kiTo(5$(5 (w4 ') (1 + iBa(Z ) d(k+k), (6.29)
1 z

la cual se obtiene directamente de (5.97) y (5.98).

En el caso general, el comportamiento espacio-temporal de las correlaciones orientacionales
pueden, en principio, obtenerse mediante (6.2), siempre y cuando se conozca la forma de la
correlacién en el espacio de Fourier. En nuestro caso, esta expresion estd dada por

<5-n1 (k, W) 5-711 (k/, w/))
[—iw 4 wp1 (K)] [—iw + wpy (K)]

(001 (k,w) ony (K, w')) = (6.30)
_ Utilizando la forma explicita de la fuerza fluctuante 7, (k,w), Ec. (5.96), en términos de
Yi; vy T, y los TDF (6.28)-(6.29), resulta que la correlacién (6.30) puede escribirse en la forma
compacta

(671 (k, w) 07y (K, ')y = 2 (2m) ki Ty f1 (k, wi K, w') & (w + ') (1 +ip2 ) S(k+K),

Ok,
(6.31)
en donde la funcién f; (k,w; k', w’) estd definida como

fl (ka ws kl? w,> =

1 1 kxk;+kyk’y+(1+)\)2kk/

kfj_kﬁ_ [—Zw + Wni (k)] [—iw’ + Wni (k,)] Y1 2 =z

(k?xkik';k’;-yyiyj — k’xkzk;kéyym] — kykik?;k’}l/myj + k?yk?zk;kigl/xm])
(ngi + ng,‘g) (I/gk’f + ngff)

X

] (6.32)

Debe senalarse que f; (k,w; k', ') satisface

1 (03] (k)

k,w; —k, —w) = ————
frlow ol ) == G

(6.33)
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Sustituyendo (6.31) en (6.2) e integrando por partes el término que contiene la derivada de
la funcién 6 (k + k'), se obtiene

2k5T, e (e —wi—ry] a1 (k)
ony (r,t) ong (', ¢ = — 1+ B /dkd ifk-(r—r")—w(t—t)]
(0nq (r,t) dny (r', ")) @, ( z) we P
+)K11 (r,t;r',t/), (634)

en donde también hemos utilizado (6.33) y, con el propdsito de simplificar la discusién posterior,
hemos definido

% BlyT, e
X (v 57 ) = - 2010 / ko)1) l 0wk —w)| . (63)
(2m) Ok, K'=—k

Al comparar (6.34) con (6.4), observamos que el primer término en el lado derecho de
(6.34), representa una contribucién andloga a la correlacién en equilibrio, pero en la cual,
la temperatura T, debe sustituirse por la temperatura en el estado estacionario a la altura
z, Tys (2) = T, (1 + Bz). En otras palabras, el primer término en el lado derecho de (6.34)
constituye la version local de la funcién de autocorrelacién en equilibrio de ony (r,t). Se sigue
entonces que

. kBTss (Z> 1
ar (Ko Ks)'? [

(0ny (v, t) dng (', 1)) = + Xq1 (v, 65107, t) . (6.36)

1/2
A s

Calculando explicitamente el integrando involucrado en (6.35) y utilizando el resultado

e—in T b
se obtiene
ksT. B K - , /
Xy (v, ;0 t) = — ikp = / dkk, | — NS ot —#|by (k)| ettt lemlo,
(27)"m (Kok? + K3k2)
(6.38)
en donde hemos considerado ¢’ > t e introducido la definicién
1+ A\? k2 K. Typ (14 22 k2
b (k) = [~ SELE AR 1 —% . (6.39)
2 (y2]gi + ]/3]§g) KQkJ_ + K3]€g 4 VQkL + V3]€§

A partir de la Ec. (6.38) puede encontrarse el comportamiento asintético de Xy (r,¢;1/,t')
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en el limite cuando ¢’ — t. correspondiente a la correlacién a tiempos iguales. Especificamente
) )

X (r,t;0't) = ikBTOi%B / Hak 2€ik.(r7r/)
_ _ikBToB /dki ; eik~(r7r/)
2 (2m)° Ok, | Kok? + K3k?
kgT,B z—2

- _ 6.40)
1/2 1727 (
81 (K2 Kj3) [’I‘L _ rU2 + % (2 — Z/)ﬂ

donde hemos utilizado la propiedad usual de la transformada de Fourier de la derivada de un
campo.

Por lo tanto, insertando (6.40) en (6.36), se llega a la expresion final para la funcién de
correlaciéon estatica de las componentes transversales de la velocidad, la cual puede escribirse
en la forma

kBTss (Z’) 1

<5TL1 (I‘,t) 5711 (r,>t)> - _47'(' (K K. )1/2 |:|

172
r; —rl|2+%(2—z’)2

X [1+ (d;”) 2';_(2/)} . (6.41)

De manera completamente analoga puede obtenerse la autocorrelacion de las fluctuaciones
longitudinales del director,

B kgTis (z) 1 B (Kg/Kl)l/Q
47'(' (Kl — Kg) |I' — I'/| |:|1'J_ _ I_,J_|2 + % (Z _ Z/)Q]
3

dT,s\ z— 2
ARCAREER) 6
Noétese que en ambos casos se recupera la correlacién en equilibrio haciendo (dTy,/dz) = 0,
con lo cual Ty, (2) = T,.
En el estado estacionario fuera de equilibrio, el comportamiento de las correlaciones en
las fluctuaciones de director se ve modificado por la presencia de un término proporcional al
gradiente de temperatura. Para estudiar la naturaleza de dicho término, consideraremos la

correlacion entre una fluctuacién transversal del director que se produce en el origen, r =0, y
otra producida a lo largo del eje z, v’ = 2’&,. En este caso, (6.41) se reduce a

I A _ kBTO ]- des Z/
<(5TL1 (O,t) (5711 (Z ez,t)> = —Mm |:]_ — ( dz ) 271;| . (643)

(ons (r,t) dns (', 1))

1/2
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Figura 6.1: Funcién de correlacién normalizada Ry, para r = 0, ' = 2’'é,, en funcién de la
distancia normalizada, 2z’'/d. La linea discontinua corresponde al caso de equilibrio. La linea
continua corresponde al caso fuera de equilibrio con un valor del gradiente térmico normalizado

B =0.5.

A partir de esta ecuacion, resulta claro que el segundo término entre corchetes no decrece
con la distancia, sin embargo, provoca que la correlacion disminuya en la direccion en la que la
temperatura aumenta y viceversa.

Entonces, podemos concluir que en el estado estacionario, las funciones de correlacién o-
rientacionales poseen un término que se comporta como |r — 1’ ]0, es decir, que no decrece, en
la direccién del gradiente [109].

En la Figura 6.1 se ilustra este efecto, utilizando la correlacién estatica normalizada

o And (KyKs)Y? ,
R (r,r) == <k32T ) |Gy (e ) 6 (1, ) (6.44)

conr =0, r = 2/é&, y en términos de la distancia normalizada, z'/d, y del gradiente térmico
normalizado, 8 = dT; ! (dTys/dz), para 3 = 0.5. Se observa que en el estado estacionario la
funcion de correlacion es espacialmente asimétrica y, comparada con su valor en equilibrio,
decrece en la direccion en la que la temperatura aumenta y crece en la direcciéon opuesta.

Las funciones de correlacién del director son las que més representan la naturaleza anisotrépi-
ca y con orden orientacional de la fase nematica. Si bien, cabria esperar desde un principio que
éstas exhiban largo alcance espacial, no es trivial obtener la forma explicita de su decaimiento
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a partir de las ecuaciones linearizadas fluctuantes (5.20)-(5.26), como se ha ilustrado a lo largo
de la ultima parte de esta tesis.

El analisis que hemos realizado en esta seccién, acerca de como afecta un gradiente de
temperatura externo al orden orientacional de largo alcance en un nematico fue presentado por
primera vez por nosotros en la Ref. [109].

Para concluir con el andlsis del comportamiento espacial de las funciones de correlacion
orientacionales, se graficard la autocorrelacién normalizada R (r,r’), para el caso en el que
ocurre una fluctuacion en el centro de la celda nematica, r = 0, y se observa el comportamiento
en un punto arbitrario dentro de la misma, r’. La Figura 6.2.a) muestra el deacaimiento
algebraico y anisotrépico de R; (0,r’/d) cuando el nematico esta en equilibrio (VT = 0), como
funcién de las coordenadas normalizadas |r', | /d y 2’/d. En la Figura 6.2.b) se muestra el
efecto de un gradiente térmico que apunta en la direccién positiva del eje z. Claramente, la
correlacién aumenta en la direccién de la temperatura disminuye y decrece en la direccién en
la que la tempratura aumenta. Con el propdsito de resaltar el efecto del gradiente térmico, en
esta grafica hemos considerado 5 = 1.5.

6.2.2 Funciones de Correlacion de las Variables Semilentas

En equilibrio, las correlaciones de las variables semilentas son de corto alcance. En esta seccion
demostraremos que en el estado estacionario fuera de equilibrio, estas correlaciones exhiben
largo alcance. Ademds, se estudiardan los mecanismos fisicos mediante los cuales se produce el
largo alcance en estas correlaciones.

En el estado estacionario, las variables semilentas longitudinales, 00y y 5T, obedecen las

ecuacion 5 5 ) i 5
9 f}g _ wWya (k —Zag @g _ 02
3o )= () o) () - (%) e

en donde las fuerzas estocasticas estan dadas por

o7 = —k,0;. (6.47)
PCp

La ecuacién (6.45) es valida en la escala de tiempos intermedios v/Kk* < 7 < 1/csk.

Con el propésito de hacer contacto mas adelante con el caso isotrépico estudiado por Schmitz
y Cohen en [41]-[43], introduciremos la siguiente aproximacién que serd apropiada en la escala
de tiempos en donde (6.45) es valida. De las definiciones para las componentes transversales y
longitudinales de los campos (1.135)-(1.137), se sigue que

Sity = — (kG — hudis) | (6.48)
L
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Figura 6.2: Autocorrelacién normalizada Ry (0,r’/d) como funcién de las coordenadas norma-
lizadas |r' | /d y 2’/d. a) Corresponde al caso de equilibrio (V1" = 0). b) Corresponde al caso
estacionario inducido por un gradiente térmico que apunta en la direcciéon positiva del eje z.
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pero en la escala intermedia, la variable rapida 003 promedia cero y puede despreciarse, en
consecuencia k:

ki

En términos de 60,, la Ec. (6.45) adquiere la forma
A 2 ~ ~
O (00 _ WﬂjfT(k) — (%) g 00 \ _ Toz ) | (6.50)
ot oT (d_;s) wr (k) oT or

P k

De hecho, la Ec. (6.50) es la misma que la que se obtendria al aplicar directamente el
formalismo de la HF en las ecuaciones nematodindmicas en la aproximacién de Bousinessq [80],
[140], y se reduce apropiadamente al caso isotrépico estudiado en las Refs. [41] y [42], al hacer
wya (k) = vk?/p y wr (k) = DTE2

Desde el punto de vista fisico, (6.50) sugiere que el gradiente de temperatura podria afectar
el comportamiento de las funciones de correlacién de 00, y 6T mediante dos mecanismos. El
primer mecanismo se encuentra explicito en (6.50) y consiste en el acoplamiento entre 00, y
8T generado por (dT,,/dz). El segundo mecanismo se encuentra implicito en los TFD que
satisfacen las fuerzas fluctuantes ,, y o7, los cuales hemos supuesto que son espacialmente
inhomogéneos debido a la presencia del gradiente.

Esta situacion es similar a la que se encuentra al estudiar las funciones de correlacion
asociadas con las mismas variables en un fluido simple sujeto a un gradiente de temperatura [52].
En ese caso, es posible escribir la funciones de correlacion como la suma de dos contribuciones,
una proveniente del mecanismo asociado con la inhomogeneidad de los TFD y otra proveniente
del mecanismo de acoplamiento de modos.

La primera contribucién se obtiene despreciando los elementos fuera de la diagonal de la
matriz hidrodindmica que aparece en (6.50). La segunda contribucién puede identificarse al
tomar en cuenta el acoplamiento introducido por el gradiente térmico.

En nuestro caso, seguiremos un procedimiento similar para cuantificar los efectos del gra-
diente de temperatura sobre las funciones de correlacién de 69, y 7. La contribucién del
mecanismo asociado con la inhomogeneidad de los TFD serd denotada por el superindice (fd),
mientras que la contribuciéon del mecanismo de acoplamiento se denotara por el superindice
(mc). Entonces, escribiremos las funciones de correlacion asociadas con la variables semilentas
en el estado estacionario en la forma

(60, (k,w) 65, (K, ")) = (63, (k,w) 00, (K, ")) + (65, (k,w) 00, (K, )™, (6.52)
(fd)

en donde

(5T (k) 6T () ) = (57 (k) T (K, ') +<5T(k,w)5T(k’,w’)>(mC), (6.53)

(me)

(55 (k,0) 67 () ) = {6 () 0T (6. + (50, (o) o7 (W)™ (6.50)

145



La forma en la que pueden identificarse las contribuciones (fd) y (mc), se ilustrard a con-
tinuacién el caso de las fluctuaciones en la componente z de la velocidad.

Primeramente, cuando se desprecian los términos de acoplamiento entre las variables 00, y
6T en la ecuacién (6.50), se obtiene, en el espacio k — w,

Fo- (k,w)

—iw + Wy (k) (659

00, (k,w) = —

a partir de la cual puede escribirse la siguiente expresién formal para la funciéon de correlacion

(G, (k,w) Gy, (K, W)
[—iw + wya (K)] [—iw’ + wye (k)]

(57 (k,w) 67 (K, ) = (6.56)
donde hemos hecho explicito que estamos calculando la contribucién a la correlacién debida a
la versién de equilibrio local de los TFD.

Ahora bien, resolviendo exactamente la Ec. (6.50) para d9, y calculando su autocorrelacién,
obtenemos la siguiente expresién formal

¢! (k,w) ¢! (K, w')
[+ wop (K] [’ + s (k)]
: {<6”Z (k,w) 70 (K, ) + a’g? %Zé
(o7 (kw)or (K w))
[—iw + wr (K)] [—iw’ + wr (K)] } ) (6.57)

(00, (k,w) 00, (K, w')) =

donde hemos introducido la funcién auxiliar

il

6 (k,w) = 1+ Loy (dTSS) ! | (6.58)

k2 dz ) [—iw + wr (k)] [—iw 4+ wya (k)]

Ahora se considerardn algunas aproximaciones. Primero, nétese que el factor ag (d7Tss/dz)
constituye una cantidad pequena, en comparaciéon con las cantidades que son del orden del
producto wr (k) wyo (k). Entonces

3 e (dT, ki
¢~ (kw)o (K o) =~ 1 O‘g(dz)[k2[—iw+wT(k)] [—iw + wy (K)]

+ kf
k2 [—iw" + wr (K)] [—iw’ 4+ wye (K]

(6.59)

Por otro lado, para valores tipicos de los parametros involucrados y frecuencias w ~ wy;s, se

tiene
<(}T(k(,liu)%([?T(klw»(k )]
—tw+twr —iw’+wr (k! —20
— — ~ 1077 < 1. 6.60
- (k) 30 (K, ) 660

04292[
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Es decir, el segundo término entre llaves en el lado derecho de (6.57) puede despreciarse en
comparacion con el primero y esta ecuacion se reduce a

(60, (k,w) 60, (K, ') = ¢ (k,w) ¢~ (K, )

Gleolonlal) (o

[—iw + wyo (K)] [—iw" 4+ wyo (k)]

Ademas, nos restringiremos a considerar inicamente la potencias mas pequenas en el gra-
diente. Para ello, debe tenerse en cuenta que (G, (k,w) &,. (k’,w’)) contiene términos de orden
cero y de primer orden en (d7ss/dz), debido a la suposicién de la validez local de los TFD.
Entonces, de (6.59) y (6.61) se sigue que, hasta orden lineal en el gradiente,

(6o, (k,w) 7y, (K, W)
[—iw + wyo (k)] [—iw’ + wye (K')]

g (%S) (G0 (K, w) 5os (K, ),

(00, (k,w) 00, (K, u")) =

Kkt
: [’f? [—iw + wr (k)] [—iw + wye (k)]
K?
W+ o W] [ F 2 (0] (6.62)
en donde
(Guz (&, w) Gz (K, 0))g = (Goz (K, w) Gz (K, w)) sy - (6.63)

Comparando (6.62) y (6.56) observamos que el primer término en en lado derecho de (6.62)
es justamente la contribucién que hemos denotado como (fd). El segundo término en (6.62) es
la contribucién debida al acoplamiento de modos. Por lo tanto, tenemos

(57, (k,w) 65, (&, )™ = _ag (ﬁ) (s (K, ) Gs (K, ),
k3
|ik’2 [—iw + wT (k)] [—iw + Wy2 (k)]

+ k2 [—iw' + wr (K] [—iw’ + wee (k)] (6.64)

De manera completamente analoga, puede demostrarse que las contribuciones y al resto de
las funciones de correlacion semilentas, pueden escribirse formalmente como

<5T (k, w) 0T (K, w’)>(fd) = fiik(lj)ﬁ [U_ng‘fuz; o (6.65)
- o\ (mo) AT \? (5o (kW) 6, (K, 0)),
<5T (k,w) T (K', )> - < dz ) [—iw + wye (k)] [—iw + wr (k)]

1
“TEi 1wz (K)] [—ie’ + wor (K]

(6.66)
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<5@Z (k, w) 0T (K, w/)>(fd) —0, (6.67)

dT,, (002 (k,w) 7y, (K, '),
dz ) [—iw + wya (k)] [—iw’ + wye (K)] [—iw’ + wr (k)]
(6.68)
A continuacion estudiaremos la contribucion de cada mecanismo sobre la estructura espacial
de las funciones de correlacién.

(50 (k) oT (k',w')>(mc’ _ (

Inhomogeneidad de los TFD

Con el propésito de obtener la contribucién de la version de equilibrio local de los TFD a
las funciones de correlacién fuera de equilibrio, Ecs. (6.56) y (6.65), es necesario conocer las
correlaciones de las fuerzas fluctuantes ., (k,w) y 67 (k,w). Estas tiltimas pueden obtenerse a
partir de las definiciones de las cantidades &,, y 67, en términos de las componentes fluctuantes
del tensor de esfuerzos, X;;, y del flujo de calor, @);, los cuales satisfacen a su vez los TFD
espacialmente inhomogéneos

<2ij (k, w) Ekl (k/, w’)) =2 (27’(’)4 kBToVijkl5 (w + u/) (1 + 1B ai ) ) (k + k/) (669)
y
2
Qs () Q; (K, 0)) = 2 (27) kT2 (1w + ) (1 +iB aiz _ B ;kg) Sk+K). (6.70)

Las Ecs. (6.69) y (6.70) se obtienen directamente de las expresiones (5.17) y (5.18), aplicando
el procedimiento que hemos descrito en detalle en casos anteriores.

Notese que este procedimiento es similar al utilizado en la secciéon anterior para calcular las
funciones de correlacién a tiempos iguales en las fluctuaciones del director. De hecho, de (6.69)
y (6.70) se sigue que (6.56) y (6.65) pueden escribirse en la forma compacta, analoga a (6.31),

(60, (k,w) 60, (K, N = 2@2n) ksT,6 (w+ ') gu (k,w; K, o)

0 ,
X (1+zBakz>5(k+k), (6.71)

- ~ (fd)
<6T (k,w) 6T (k’,w’)> = 2021) kpT26 (w+ o) gr (k,w; K, o)
0 0?
1+iB—— — B?

X < M T T
donde las funciones auxiliares, g, (k,w; kK’ ,w’) y gr (k,w; K, w'), estdn definidas por
_k2kikl2k}VZiZj — k2kik;k}klll/zijl — kzkikjkl2kzyijzl + kzk;kzk]kllk;nymlm

PPKk2E? [—iw + wys (K)] [—iw’ + wye (K]

) §(k+k), (6.72)

g (k,wi K W) =
(6.73)
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.1/ N ]‘ klk‘;DZ;
gr (e K ) = = O] i + w7 (] (6.74)
La doble transformada de Fourier inversa de las expresiones (6.71) y (6.72) puede obtenerse
siguiendo un procedimiento similar al utilizado en la Seccién 6.1 para calcular las correlaciones
orientacionales estaticas. Notese que la diferencia fundamental que guardan las expresiones
(6.71) y (6.72) con respecto a (6.31), consiste en la dependencia en la magnitud de k y k’, de
las funciones auxiliares g, gr v fi.
Al igual que en el caso orientacional, estamos interesados unicamente en las correlaciones
a tiempos iguales, es decir, en estudiar el comportamiento espacial de las fluctuaciones dv, y
0T. Con este propésito consideraremos la correlacion entre los puntos r y r’ tales que (6.24) se
satisface. En este limite, la forma explicita de las funciones g, y gr, genera en el espacio r — t,
las contribuciones

o \e—vP P

(8. (x,1) dv. (', ) = kpTys (2) (3(2—2’)2_ 1 )

kpT,Bz —z [3(z—2) 1
) (w—wf“w—wﬁ’ o

4drp 2
OT (e )oT (!, 400 = FBTs g
pCy
1/2
T 2 DT/DT

4mpc, DT 1/2°
s x4 3 (o =

Noétese que en equilibrio (B =0, Ty (2) = T,, p = p,), estas correlaciones se reducen a

(v, (x,8) dv. (1)) — B Lo (3(2_” N ) | (6.77)

Cdmpe \ =1 r—r/?
(6T (r,4) 6T (v', 1)) = ’;Bfoa (r—1). (6.78)
oCp

Por un lado, la autocorrelacion de temperaturas se reduce apropiadamente a la expresion
de corto alcance (6.27), obtenida previamente. Al comparar (6.76) con (6.78) observamos que
el el primer término en el lado derecho de (6.76), representa una versién local de la correlacién
de temperaturas en equilibrio. Ademas, podemos concluir que debido al mecanismo de la
inhomogeneidad de los TFD, esta correlacion adquiere una contribucion de largo alcance, la
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cual decae, anisotrépicamente, como una ley de potencias |r — 1’ \71 y cuya intensidad depende
del cuadrado del gradiente térmico externo.

Por otro lado, de acuerdo con (6.77), la correlacién en la componente z de la velocidad
aparentemente no es de corto alcance en equilibrio, sino que decae algebraicamente como
r —r |73, en contraste con el comportamiento exhibido por las fluctuaciones dv; y dvs. Esto se
debe a que al calcular (6.75), hemos extrapolado la expresién (6.55) para considerar tiempos
tales que t' —t = 0, y al hacer esto, hemos ignorado los efectos de la variable rapida dvs. Este
es, de hecho, el significado fisico de la aproximacién (6.49).

Sin embargo, siguiendo el mismo procedimiento, es posible demostrar que si la variable dvs

es tomada en cuenta, la autocorrelacién en equilibrio (6.77) adquiere la forma

kgT,
(0v, (r,t) v, (', 1)) = 226 (r — ). (6.79)
Po
Andlogamente, es posible obtener las contribuciones (fd) a las correlaciones de las compo-
nentes fluctuantes de la velocidad dv; (r,t) y dvs (r,t) en el estado estacionario. Estas resultan

ser simplemente una version local de las autocorrelaciones en equilibrio,

<5v1(r,t)5v1(rgt)%fd>::-—53i1%1§325<r«—-r0, (6.80)
(Bvs (x, 1) dvy (r, 1))V = ’“BT%;(% (r—r'). (6.81)

En otras palabras, la inhomogeneidad en los TFD no genera largo alcance en las correlaciones
de las fluctuaciones en la velocidad.

Mecanismo de Acoplamiento de Modos

Ahora calcularemos la contribucién a las funciones de correlacién debidas al mecanismo de
acoplamiento de modos. Consideraremos en detalle, el caso de las fluctuaciones en la tempe-
ratura.

Utilizando las expresiones (6.47) y (6.70), la contribucién (6.66) se reduce a

. L\ o) 2 kgT, (dT,\* k2 1 1
(o7 (o (es) ™ = 200 2 () 5 | o~ ren )
‘= w2 (k)
2, () — i (K)
Nétese, que en el limite isotrépico, wys (k) = 7k? v wr (k) = DTE? (en donde 7 = v/p es la
viscosidad cinematica del fluido), esta expresién se reduce a

S(k+K)5(w+d). (6.82)

T ralla AN (me) _ 4 kT, (dTs 2 ki 1 1
<5T (k,w) 0T <k’w)>iso = 20m)' =2 ( = ) ¥ oo e
Ij / /

150



la cual coincide con la expresién encontrada en las Refs. [12], [41]. Esta contribucién a la
funciéon de autocorrelacion en la temperatura modifica el pico de Rayleigh del espectro de
dispersién del fluido isotrdpico y ha sido detectada experimentalmente [15]-[18].

En el caso isotrépico, el gradiente térmico produce, en el espacio de configuracion, una
correlacién de largo alcance a través de (6.83). De manera precisa, en el limite cuando ¢t — ¢,
se obtiene [41]

2 2
/ (me) kpT, dTs 1 / k_J_ ik-(r—r’)
<(5T (I‘, t) orT (I' 7t)>iso - (27T)3 P ( dz DT (p + DT) dk L6 e

2 /2
_ el (des> ! (—3 + u) Ir —r'[ (6.84)
2mp \ dz DT (v + DT) v — r/|2
es decir, la autocorrelacion de temperaturas crece, en la forma de una ley de potencias, lineal-
mente con la distacia.
La expresién (6.84) es valida para distancias |r — r/| suficientemente pequenas, tales que
puedan ser examinadas en los experimentos usuales de dispersion de luz. De manera precisa,

para obtener esta expresion, es necesario suponer que |r — r’| es mucho més pequenio que la
longitud caracteristica, A, definida por

ag [(dlgs

vDT \ dz

la cual es a su vez mucho més pequena que la separacion entre las placas d, para valores tipicos
los parametros involucrados.?

La condicién |r —r'| < A < d, garantiza que las correlaciones analizadas se producen en
el bulto del sistema y en una regién en donde los cambios en las propiedades materiales del
fluido, debidos al gradiente térmico, no son significativos.

Siguiendo el mismo procedimiento, es posible demostrar que en el caso nematico se obtiene
un comportamiento similar. Calculando la doble transformada de Fourier invesa de la expresién
(6.82) e integrando sobre las variables k/, w’ y w, se obtiene

/ (me) kT, dT s 2 ﬁ etk (r—1)
(0T (r,t) 0T (', 1)) = 2n? ( - ) / dk 5 - CIPNCET (6.85)

Esta expresion es mucho més dificil de evaluar que su contraparte isotrépica, Ec. (6.84),
debido a la forma complicada en la que w,» depende de las componentes de k, Ec. (1.150). Sin
embargo, introduciendo los siguientes parametros adimensionales, que dependen tinicamente de

~1/4

Y

IPara tener una idea acerca de las cantidades involucradas en este punto de la discusién consideraremos los
valores reportados en el caso isotrépico. Para un gradiente térmico (dTss/dz) = 50 K cm ™1, se tiene A ~ 0.03
cm, mientras que, tipicamente, d ~ 0.1 cm, por lo tanto A < d.
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las constantes materiales del nematico,

1
a = ————{2(n+m—)+ D] +Df
2 (ﬁg + Dﬁ“)
+ [(2(n + 1y — 53) + DT + D[')* — 4 (D + 3) (DT + 15)]"/?}, (6.86)
1
g —= —F {2(171 + Uy — 53) + DI + Dﬁw (687)
2 <173 + Df)

— [(2(n + 1 — 13) + DT + D> — 4 (D[ + 3) (DT + 3)]"/*}

DI
= D—"Z‘—'7

donde las cantidades 7; = v;/p, denotan las viscosidades cinematicas del nematico, el denomi-
nador en el integrado de (6.85) puede factorizarse y esta expresién adquiere la forma

(6.88)

as

(6T (r,t) 6T (x', 1)) = kgT, (des 1

2

(27)° p dz) Df (53+D"—"“>
2 ik (r—r’)

x/dk 2 2 /ﬁ; 2\ (12 2\’

(k2 + a1k?) (k2 + a2k?) (k2 + ask?)

(6.89)

la cual se reduce apropiadamente a (6.84) en el limite isotrépico (D] = D[ = D, i = 1, =
vy =, es decir, a; = as = ag = 1).

Para |r — r'| < A, tinicamente los nimeros de onda grandes, k > A~!, contribuyen signi-
ficativamente a la integral de Fourier, (6.89), y en este régimen se obtiene

dTys ) ’ kg1, [ I, (r,1")
dz 27rpr (ﬂg + Dﬁ) (a1 — az) (a1 — a)

(0T (x,) 6T (', 1)) = (

I, (r,1") I, (r,1") 1
+ 2 + 2 , 6.90
(o2 = an) (4 —a3) " (a3 —ar) (a5 — a2 (690
donde I, (r,r’) denota la funcién
1 1/2
Lrr)=—|rL—v | +a(z—2)°] . (6.91)

Ja

para cualquier constante a real y positiva.
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Por lo tanto, al igual que en el caso isotrépico, la autocorrelacién de las fluctuaciones en la
temperatura, crece linealmente con la distancia. Sin embargo, en el caso nematico la correlacién
es altamente anisotrépica, segin se aprecia en (6.90), (6.91) y en la definicién de los pardmetros
a1, A2 'y Aas.

Notese que, al igual que la contribucion de largo alcance debida a la version local de los
TFD, Ec. (6.76), la intensidad de (6.90) depende del cuadrado del gradiente de temperatura
externo.

De manera andloga, se obtiene la contribuciéon de acoplamiento de modos a la autoco-
rrelacion de la componente z de la velocidad

(o () 1)) = I ()
A7 pig (173 + Dﬁ) dz ) (by — b1) (a1 — az)
X Iy, (1‘,1‘,) N Iy, (I‘,I‘l) 4 Iy, (I‘, I'/) . Iy, (I‘, I‘,)
al—bg CLQ—bQ CLg—bl a1—61
]az (I‘, I'/) ]az (I‘, I'/) Ia1 (I‘, I'/> Ia1 (I‘, I'/>
— — 92
+[(L2—b2 a2_b1 + al—bl al—b2 (69)

donde las cantidades b, y by estan definidas en términos de los coeficientes viscosos 7y, V5 v U3
del nemaético, mediante
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(6.93)

(6.94)

Finalmente, en el espacio de configuracién, la correlacién cruzada (6.68) a tiempos iguales

adquiere la forma

(dv, (r,t) 6T (v, t)>(mc)

la cual, decae anisotrépicamente como |r —
Concluimos entonces que, debido al gradiente de temperatura externo, todas las correla-

ciones de las variables semilentas dv, y 67", adquieren largo alcance.
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(6.95)

Desde el punto de vista fisico, el caso mas interesante es el de la autocorrelacién de 07T,
debido a que en él, tanto el mecanismo de inhomogeniedad de los TFD como el de acoplamiento
de modos, inducen largo alcance.
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Como hemos discutido previamente, una situacion similar ocurre en un fluido isotrépico
sujeto a un gradiente térmico y, hasta donde sabemos, ese es el tinico sistema en el que se han
comparado los efectos de ambos mecanismos [52]. En la Ref. [52], se consideran las condiciones
de frontera sobre las fluctuaciones y se obtiene que el mecanismo de acoplamiento de modos
domina al de la versién local de los TFD.

En nuestro caso, hemos ignorado las condiciones de frontera y las expresiones (6.76) y (6.90)
son validas unicamente en el bulto del sistema, es decir, para dos puntos, r y r’, alejados de
las placas que confinan al nematico. En esta aproximacién, compararemos la contibucién de
ambos mecanismos.

Con este proposito, consideraremos las contribuciones de largo alcance a la funcién de
correlacién de las fluctuaciones en la temperatura. La contribuciéon normalizada debida a la
inhomogeneidad de los TFD, puede identificarse de (6.76) y sera definida como

d

FU® (r,r') = 32 1/2°
|rL—r’|2—|—D—{(z—z’)2 /
1 DI

(6.96)

donde (5 es el gradiente térmico normalizado dado por (5.6). Correspondientemente, la con-
tribucién normalizada debida al acoplamiento de modos sera

F(me) (I‘ I‘,) _ 62 2dTOCp { Ial (r7r,>
’ T (- T a1 — as) (a; —a
D <u3+DH> (a1 — a2) (a1 — a3)
I, (r,r) I, (r,r)

+

(ag —ay) (ag —as)  (as — a1) (a3 — ay) (6.97)

En la Figura 6.3 se grafican ambas contribuciones como funcién de la distancia normalizada
z' = 7' /d, considerando una fluctuacién en la temperatura que se produce en el origen, r = 0,
y otra fluctuaciéon producida sobre el eje z, a la altura 2/, es decir, v’ = 2’é,.

La Figura 6.3 muestra que para valores de 7’ tales que 2’ ~ 107% < A/d, se tiene, en efecto,
Fme) > p(d) | es decir, el mecanismo de acoplamiento de modos domina al asociado con la
versién local de los TFD, en la regién donde las expresiones (6.76) y (6.90) son validas.

Para finalizar este andlisis, haremos algunos senalamientos que consideramos importantes.

En nuestro andlisis, hemos ignorado las condiciones de frontera sobre las fluctuaciones,
de tal forma que el comportamiento de las funciones de correlacién obtenido aqui, es vélido
unicamente en el bulto del sistema, esto es, para elementos de volumen alejados de las placas. En
esta aproximacién, hemos comparado la contribucién de ambos mecanismos y hemos mostrado
que el mecanismo de acoplamiento de modos domina al asociado con la versién local de los
TFD.

Como hemos discutido previamente, una situacién similar ocurre en un fluido isotrépico
sujeto a un gradiente térmico. En la Ref. [52], se consideran las condiciones de frontera sobre
las fluctuaciones y se obtiene también que el mecanismo de acoplamiento de modos domina al
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Figura 6.3: Comparacion entre las contribuciones de largo alcance debidas al mecanismo de
acoplamiento de modos (linea continua) y al mecanismo de inhomogeneidad de los TFD (linea
discontinua).

de la versién local de los TFD. Sin embargo, nuestro estudio sugiere que la misma conclusién
puede obtenerse sin necesidad de considerar las condiciones de frontera sobre las fluctuaciones,
lo cual complica de manera considerable el calculo de las funciones de correlacion.

El principal mérito de nuestro analisis radica en que hemos demostrado de manera rigurosa,
que las funciones de correlaciéon de un sistema fisico no trivial, como lo es un cristal liquido
nematico, exhiben largo alcance espacial en un estado estacionario fuera de equilibrio.

155



Conclusiones
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En este trabajo hemos utilizado algunos métodos de la mecanica estadistica fuera de equi-
librio para estudiar la dindmica de las fluctuaciones térmicas en un cristal liquido nemaético
termotrdpico.

Primeramente, hemos desarrollado de manera sistematica la HF de un nematico termotrépico
en equilibrio termodindmico. En este proceso, hemos demostrado que las ecuaciones fluctuantes
linearizadas que describen la dindmica de las fluctuaciones nematodinamicas pueden escribirse
en la forma candnica de Fox y Uhlenbeck [76]

%ai (r,t) =— / dr'A;; (v,r')a; (v',t) — /dr’ (') a; (v t) + Fi(r,t),

en donde las variables a; (r,t) representan las fluctuaciones térmicas apropiadamente norma-
lizadas, incluyendo a las fluctuaciones del vector director, las cantidades F; (r,t) son fuerzas es-
tocdsticas y los elementos de las matrices de coeficientes fenomenoldgicos, A4;; (r,r’) y S;; (r, 1),
contienen informacion fisica caracteristica de un fluido nematico, por ejemplo, su elasticidad,
su anisotropia, la disipacién asociada al proceso de reorientacion del director, la influencia del
flujo sobre la orientacién promedio de las moléculas, etc., tal como se describe en la Seccién
1.3.2.

Hemos supuesto que los procesos estocasticos que describen las fluctuaciones térmicas en
un nematico son procesos estacionarios, gaussianos y markovianos. Esto nos ha permitido
establecer la forma explicita de la matriz de correlaciones de las fuerzas estocasticas F; (r,t) y
traducirla en los TFD asociados con las componentes fluctuantes del tensor de esfuerzos, del
flujo de calor y de la cuasicorriente del director. Los parametros disipativos involucrados en
dichos teoremas son, como cabria esperar, los coeficientes viscosos, las conductividades térmicas
y la viscosidad reorientacional, respectivamente.

Este desarrollo constituye el punto de partida para describir la dindamica de las fluctuaciones
en un cristal liquido nemaético y resulta fundamental para entender la naturaleza fisica de
los procesos involucrados en dicha dinamica. Por ejemplo, este formalismo nos ha permitido
calcular los modos hidrodinamicos de un nematico en equilibrio partiendo de la forma explicita
de las ecuaciones linearizadas en ausencia de ruido.

Hemos mostrado que un neméatico termotrépico posee los dos modos de propagacion y los
tres modos difusivos de un fluido simple, aunque en el nematico los procesos de atenuacion
siempre son anisotropicos. Ademas, un nematico posee dos modos asociados con la relajacién
de las fluctuaciones del director. Estos tultimos dependen, fundamentalmente, de las constantes
elasticas y de la viscosidad reorientacional del nematico.

Al tomar en cuenta valores tipicos de los parametros materiales involucrados, se muestra que
la reorientacion del director constituye el proceso colectivo que evoluciona mas lentamente en
un nematico. Como consecuencia, las fluctuaciones en la orientacién promedio de las moléculas
no perturban la dindamica de las fluctuaciones en la temperatura y la velocidad, sino hasta
tiempos relativamente grandes.

Ademas, el analisis del orden de magnitud de los modos hidrodinamicos, nos ha permitido
identificar tres escalas temporales muy separadas entre si, sobre las cuales evolucionan las
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fluctuaciones del nematico termotrépico.

La existencia de estas escalas temporales ha sido explotada en este trabajo de tesis, para
desacoplar la dindmica de las fluctuaciones nematodinamicas. De manera precisa, hemos iden-
tificado tres tipos diferentes de variables, que hemos denominado como rapidas, semilentas y
lentas. Los tiempos caracteristicos para la evolucién de estas variables son, respectivamente,
del orden de 1/c,k < p/vk?* < v/ Kk

Utilizando la teoria de perturbaciones sobre las escalas temporales, introducida en la li-
teratura por Geigenmiiller et al., [91]-[93], hemos obtenido ecuaciones dindmicas reducidas e
independientes para cada conjunto de variables, las cuales son validas en sus escalas temporales
correspondientes.

A partir de esta descripcion reducida, también es posible calcular los modos hidrodindmicos
del nematico termotrépico y hemos demostrado explicitamente que el resultado coincide, en
el mismo orden de aproximacion, con el obtenido directamente de las ecuaciones fluctuantes
linearizadas generales.

Como parte final de nuestro analisis de las fluctuaciones térmicas en un nematico ter-
motrépico en equilibrio, hemos calculado las funciones de correlacién de las variables lentas,
semilentas y répidas, en el espacio de Fourier (k — w). Hemos mostrado que la dependencia
en el nimero de onda de las correlaciones orientacionales, difiere de la correspondiente a las
correlaciones hidrodindmicas usuales. Mientras éstas tltimas se comportan como k2, las co-
rrelaciones orientacionales divergen como k~* cuando k — 0. En el tltimo capitulo de esta tesis
hemos demostrado que este comportamiento se traduce en que, mientras las correlaciones de las
fluctuaciones en la temperatura y la velocidad son de alcance microscépico, las correlaciones
orientacionales en equilibrio decaen algebraicamente, como una ley de potencias |r — r’|_1 y
de manera anisotrépica. Este decaimiento espacial algebraico de las funciones de correlacién
orientacionales es el responsable de la dispersion de luz tan intensa exhibida por los nematicos
termotrépicos.

Desde nuestro punto de vista, el mérito de esta etapa de nuestro proceso de investigacion ra-
dica en que esta es la primera vez en la que métodos bien establecidos de la mecanica estadistica
fuera de equilibrio se utilizan de manera unificada y sistematica para describir la dinamica de
las fluctuaciones en los cristales liquidos nematicos termotropicos, los cuales constituyen, por
si mismos, un sistema fisico altamente no trivial y de enorme interés actual.

Adicionalmente, este andlisis puede contribuir al estudio de otros problemas de interés.
Por ejemplo, de manera paralela, hemos estudiado el decaimiento temporal de las funciones
de correlacion hidrodinamicas de los nematicos. Las correlaciones de las fluctuaciones en la
velocidad y en la temperatura exhiben la cola larga en tiempo usual, [t — ¢’ |_3/ ?_ mientras
que las correlaciones orientacionales decaen de manera més lenta como |t — ¢/|~*/? [141]. Otro
problema tedrico aun no resuelto y de enorme interés actual que hemos abordado en forma
paralela a este trabajo de tesis, teniendo como punto de partida la version linearizada de las
ecuaciones nematodinamicas, es el de la descripcién del movimiento brawniano de una particula
macroscopica en un nemdtico [142]. Sin embargo, estos anélisis no forman parte de los objetivos
centrales de este trabajo y por esta razén no han sido presentados en esta tesis.
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En la segunda etapa de nuestro trabajo de investigacion, hemos aplicado el desarrollo previo
para estudiar, de manera detallada, el factor de estructura dindmico de una suspensién diluida
de impurezas, fuera de equilibrio, en un solvente nematico. La suspension se encuentra en un
estado estacionario fuera de equilibrio, debido a la presencia de un gradiente en la densidad de
las impurezas.

Hemos supuesto que la suspension es diluida, lo cual permite que la dindmica de las
impurezas no afecte al solvente, aunque las fluctuaciones hidrodinamicas de este tultimo siempre
perturban a las fluctuaciones en la densidad de las primeras.

En un caso limite, nuestro modelo se reduce a uno reportado previamente en la literatura,
para la suspensién de impurezas en un fluido isotrépico incompresible [114], en el cual se han
tomado en cuenta tunicamente los términos de primer orden en el gradiente de concentracion y
con ello, se han ignorado los efectos que tiene la dindmica del solvente sobre las fluctuaciones
en la densidad de las impurezas.

En este sentido, nuestro analisis es mas general, porque toma en cuenta el acoplamiento
entre las fluctuaciones en la densidad de impurezas con las fluctuaciones térmicas del solvente,
ademas de que la compresibilidad del nematico también ha sido considerada.

Hemos estudiado detalladamente cada una de las contribuciones al factor de estructura
dinamico. Nuestras contribuciones principales prodrian resumirse de la siguiente manera.

En equilibrio, hemos analizado los efectos de la anisotropia intrinseca de la fase nematica
sobre el factor de estructura de la suspension, comparandolo en dos casos especificos: cuando
el solvente se encuentra en la fase nemética y cuando éste se encuentra en la fase isotrépica.
Como cabria esperar, los efectos de la anisotropia, estdn determinados por la geometria de
dispersion, los indices de refraccién y los coeficientes de difusién de las impurezas tanto en el
fluido nematico como en el isotrépico.

De manera precisa, hemos demostrado que el factor de estructura de la suspensiéon en
equilibrio es una lorentziana. Para éngulos de dispersién pequenos (6 ~ 1°), la lorentziana en
el caso nemaético, es mas alta y mas angosta que la correspondiente al caso isotrépico, mientras
que para angulos de dispersion suficientemente grandes, el factor de estructura dindmico en
la fase nematica se vuelve més pequeno y mas ancho que el de las impurezas en un solvente
isotrépico.

También han sido analizados los efectos de la compresibilidad del solvente sobre el factor
de estructura en equilibrio. Hemos mostrado que la compresibilidad del solvente modifica el
pico central del espectro de las impurezas y, ademaés, provoca la aparicion de dos picos laterales
simétricos centrados en las frecuencias +c.k, aunque esta contribucién a la componente de
Brillouin resulta ser despreciable en comparacién con la componente central. Especificamente,
hemos mostrado que la altura del pico central es, aproximadamente, 10 6rdenes de magnitud
mayor que la contribucién a los picos de Brillouin.

La compresibilidad del sistema provoca que se incrementen tanto la altura como al ancho
a la altura media del pico central. Una estimacién basada en valores experimentales de los
parametros materiales involucrados, muestra que estos efectos podrian ser del orden de 10%
para un nemaético termotrépico tipico.
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Por otra parte, en el estado estacionario inducido por el gradiente de concentracion de las
impurezas, se generan dos mecanismos fisicos que modifican la forma del factor de estructura
dindmico con respecto al caso de equilibrio.

El primero de estos mecanismos, (fd), se origina al suponer queen presencia del gradiente el
TFD asociado con la corriente estocastica de impurezas, se vuelve espacialmente inhomogéneo,
es decir, dependiente de la posicién.

El segundo mecanismo, (mc), consiste en la generacién de acoplamientos, a través del gra-
diente, entre las fluctuaciones en la densidad de impurezas y las fluctuaciones en el director y
la velocidad del solvente.

Entonces, en el estado estacionario fuera de equlibrio, el factor de estructura dinamico puede
escribirse como

S (k,w) = S (k,w) + SUD (k,w) + 5™ (k,w).

La contribucién de ambos mecanismos ha sido cuantificada en detalle. SU® depende li-
nealmente del gradiente en la densidad de impurezas, ademaés de ser una funcién impar en la
frecuencia. Como consecuencia, debido al mecanismo fd el factor de estructura de las impurezas
se vuelve asimétrico, su forma deja se ser la de una loretziana, su altura maxima se incrementa,
su ancho disminuye y la posiciéon de su maximo se recorre.

La importancia relativa de estos efectos puede estimarse considerando valores tipicos de los
parametros materiales de un nemaético termotrépico. Para un valor del gradiente de concen-
tracién normalizado @ = 1.5 x 1072, dngulos de dispersién pequeiios, § = 1°, y un vector de
dispersion paralelo al gradiente de concentracion, el cambio relativo maximo en el espectro es
del orden de 50% [115].

Por otro lado, la contribucién del mecanismo mc depende del cuadrado de la magnitud del
gradiente de concentracion y contiene de manera implicita, informacién acerca de las funciones
de correlacién de las fluctuaciones en la velocidad del solvente nemético. Este mecanismo
provoca que tanto la altura como el ancho a la altura media del espectro se incrementen.
A diferencia del mecanismo asociado con la inhomogeneidad del TFD, el acoplamiento de
las fluctuaciones en la densidad de impurezas con las fluctuaciones del solvente no introduce
ninguna asimetrfa en el espectro de dispersién. S("°) (k,w) diverge como k=% y esto provoca que
la contribuciéon del mecanismo de acoplamiento de modos domine en el limite hidrodinamico
(k — 0), a pesar de que, como se ha senalado previamente, esta contribucién depende del
cuadrado de la magnitud del gradiente de concentracién [123]. De hecho, hemos mostrado que
la contribucién S (k,w) al espectro podria ser significativa, del orden de 10%, para gradientes
normalizados pequefios, @ ~ 1079, los cuales son cuatro érdenes de magnitud menores que los
utilizados para ilustrar los efectos de no equilibrio debidos al mecanismo de la inhomogeneidad
espacial de los TFD. Por lo tanto, el mecanismo de acoplamiento de modos domina a este
ultimo.

Nuestro analisis del factor de estructura dindmico de la suspensién fuera de equilibrio,
sugiere que los efectos estudiados podrian ser observados experiementalmente. Esto permitiria
confirmar las predicciones tedricas expuestas en esta tesis. Un punto interesante es que, como
consecuencia, seria posible estudiar la dindamica de las fluctuaciones de la velocidad de los
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nematicos termotropicos de manera indirecta, a través del analisis del espectro de dispersion
de la suspensién fuera de equilibrio.

No obstante, debemos senalar que en todo nuestro andlisis hemos utilizado valores para
los coeficientes de difusién de las impurezas en el solvente obtenidos experimentalmente, al
estudiar la difusion de tintas en el nematico termotrépico MBBA. Los resultados que hemos
discutido aqui, podrian modificarse si se considera la difusiéon de otro tipo de particulas, por
ejemplo, macromoléculas. Sin embargo, en estos casos la difusién también esta descrita por dos
coeficientes de difusién D y D) [142] y la teorfa general presentada en esta tesis sigue siendo
valida, siempre y cuando la densidad de impurezas no sea muy grande.

Por otro lado, como un caso limite de nuestro anélisis, hemos obtenido el factor de estruc-
tura de la suspensién fuera de equilibrio en un solvente isotréopico. Un andlisis similar al del
caso nematico, sugiere que los efectos del gradiente de concentrancién también podrian ser
significativos en el caso isotrépico, lo cual constituye también un resultado importante porque,
desde el punto de vista experimental, podria ser mucho més sencillo preparar el sistema en
el caso isotrdopico que en el nematico, ademas de que en el primero, no debe considerarse el
problema técnico que representa separar la parte del espectro de dispersién de las impurezas
de la fuerte dispersion de luz producida por el nematico.

Finalmente, es de esperarse que la teoria deba modificarse significativamente cuando la
concentracion de las impurezas aumenta. Evidentemente, esta situacion fisica esta mas alla de
los alcances de nuestro modelo.

En la parte final de nuestro trabajo, hemos estudiado la dinamica de las fluctuaciones
hidrodinamicas en un nematico termotropico en un estado estacionario fuera de equilibrio in-
ducido por la presencia de un gradiente de temperatura uniforme, paralelo al director promedio.
En nuestro modelo, la presencia del campo gravitacional también ha sido tomada en cuenta.

En este caso, hemos extendido el formalismo de la HF para construir las ecuaciones ne-
matddinamicas fluctuantes linearizadas alrededor del estado estacionario.

Hemos mostrado que, por lo que respecta a la evolucion sobre las diferentes escalas tem-
porales existentes en el sistema, el comportamiento de las fluctuaciones no se modifica por
la presencia del gradiente térmico. Es decir, ain en presencia del gradiente de temperatura
y del campo gravitacional, las fluctuaciones térmicas del nematico evolucionan sobre las mis-
mas escalas temporales ampliamente separadas, encontradas en el caso de equilibrio y pueden
agruparse, nuevamente, en variables rapidas, semilentas y lentas.

Una extension directa de la teoria de perturbaciones sobre las escalas temporales, desarro-
llada en el Capitulo 2 para las fluctuaciones en equilibrio, al caso fuera de equilibrio estacionario,
permite obtener, nuevamente, ecuaciones reducidas independientes para los diferentes tipos de
variables.

Una primera aplicacion de este formalismo es el calculo de los modos hidrodinamicos del
nematico en el estado estacionario. En este sentido, hemos mostrado de manera explicita que
tnicamente los modos difusivos (longitudinales) térmico y viscoso se modifican en presencia del
gradiente, véanse las Ecs. (5.86) y (5.87).

El calculo del espectro de dispersién de luz del nemético en el estado estacionario fuera de
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equilibrio, representa otra aplicacién directa del formalismo desarrollado en las Secciones 5.1
y 5.2. Como se discutié en detalle en la Seccién 5.3, este espectro estd determinado por las
funciones de correlacién orientacionales del nematico, las cuales pueden evaluarse de manera
directa a partir de las ecuaciones reducidas obtenidas previamente.

Para una geometria particular, hemos demostrado que el factor de estructura dindmico
del nemético en equilibrio también es una lorentziana, mientras que en el estado estacionario,
cerca de equilibrio, el gradiente de temperatura introduce una asimetria en el espectro, debido
a la cual la altura de éste se incrementa y la posicion de su méaximo se recorre de manera
proporcional al gradiente.

Finalmente, hemos estudiado el comportamiento espacial de las funciones de correlacion
hidrodinamicas del nematico termotropico, tanto en el estado de equilibrio, como en el estado
estacionario inducido por el gradiente térmico.

En este sentido, hemos mostrado que las funciones de correlacion orientacionales a tiem-
pos iguales exhiben largo alcance, es decir, decaen algebraicamente, obedeciendo una ley de
potencias en la forma |r — r'| "', pero anisotrépica, véase por ejemplo la Ec (6.11).

La anisotropia intrinseca de la fase nematica se refleja en el hecho de que las correlaciones
orientacionales no decaen en la misma proporcién en la direccién paralela al campo director y
en las direcciones perpendiculares a él. Esta anisotropia, depende tnicamente de la razon de
las constantes elasticas.

Por otro lado, las funciones de correlacion en equilibrio, de las fluctuaciones en la velocidad
y en la temperatura, son todas de alcance microscépico, es decir, proporcionales a § (r — '),
como ocurre en un fluido isotrépico.

Sin embargo, el alcance de todas las funciones de correlacién se modifica en presencia del
gradiente de temperatura. Por un lado, las correlaciones orientacionales se vuelven asimétricas
y, en comparcion con el caso de equilibrio, disminuyen en la direccion en la que la temperaura
aumenta y viceversa [109].

Por otra parte, hemos mostrado que las correlaciones de las variables dv, y 07", adquieren
largo alcance. Nuevamente, pueden distinguirse dos mecanismos fisicos que modifican el de-
caimiento espacial de la correlaciones de estas variables: el primero (fd), es la inhomogeneidad
de los TFD, que se origina al suponer que éstos son vélidos localmente y el segundo (mc), es
la generacion de acoplamientos entre las variables hidrodinamicas debida al gradiente térmico.

Demostramos que, debido al gradiente de temperatura externo, todas las correlaciones de
las variables semilentas dv, y 67, adquieren largo alcance.

Desde el punto de vista fisico, el caso mas interesante es el de la autocorrelaciéon de 67, de-
bido a que en él, tanto el mecanismo de inhomogeneidad de los TFD como el de acoplamiento
de modos, inducen un comportamiento algebraico de la correlacion. En el rango de distancias
en el que nuestra descripcién es valida, la contribucién de largo alcance del mecanismo de inho-
mogeneidad de los TFD, decae (anisotrépicamente) obedeciendo la ley de potencias |r —r/| .
Mientras tanto, la contribucién del mecanismo de acoplamiento de modos crece linealmente con
|r — r'| y domina claramente a la anterior.

Finalmente, nos gustaria anadir una ultima precision sobre el rango de validez de los resul-
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tados obtenido a lo largo de esta tesis.

Debe tenerse en cuenta que en el procedimiento que hemos seguido para obtener nuestros
resultados, se encuentra implicita la suposicién de que las dimensiones del sistema son lo sufi-
cientemente grandes, de hecho, matematicamente infinitas, de tal forma que las fluctuaciones no
son afectadas por la presencia de las fronteras. Entonces, las funciones de correlacién obtenidas
en esta tesis y, en particular, sus contribuciones fuera de equilibrio y de largo alcance, son
validas en el bulto del sistema, es decir, en elementos de volumen que se encuentran lejos de
las fronteras.

No obstante, en la practica, la muestra esta confinada entre un par de placas horizontales
separadas por una distancia pequena, como se ilustra esquematicamente en las Figuras 3.1 y
5.1, y las funciones de correlacion deberian verse afectadas por efecto del confinamiento.

En el caso de un fluido simple sujeto a un gradiente de temperatura estacionario, por
ejemplo, los efectos del confinamiento sobre las fluctuaciones fuera de equilibrio se vuelven
importantes cuando el niimero de onda de las fluctuaciones es del orden del inverso de separacién
entre las placas, incluso para elementos de volumen alejados de las fronteras [42], [52], [53], [143],
[144]. Ademsds, se ha demostrado que incorporar los efectos de tamano finito permite extender
el rango de aplicabilidad de la HF para que ésta pueda describir fluctuaciones fuera de equilibrio
en el umbral de las inestabilidades hidrodindmicas [145], [146], lo cual exhibe la importancia
de tomar en cuenta estos efectos sobre la dinamica de las fluctuaciones.

Los efectos del tamano finito del sistema entran en la descripcién a través de las condiciones
de frontera apropiadas para los campos fluctuantes. Para fluidos isotrdopicos, estas condiciones
han sido establecidas en diferentes situaciones fisicas discutidas en la literatura reciente, véase,
por ejemplo, la Ref. [53]. Sin embargo, hasta donde sabemos, las condiciones de frontera
que deben obedecer los campos fluctuantes en los neméaticos termotrépicos no han sido estu-
diadas aun y la investigacion de los efectos del tamano finito sobre el comportamiento de las
fluctuaciones hidrodinamicas en estos sistemas es inexistente.

Nuestro trabajo constituye una primera aproximacion hacia una descripcion rigurosa de las
fluctuaciones hidrodindmicas en los cristales liquidos nematicos que involucre las condiciones
de frontera sobre los campos fluctuantes.

A pesar de eso, nuestros resultados parecen indicar que algunas conclusiones generales sobre
la dindmica de las fluctuaciones en los nematicos termotropicos son viables, a saber: que las
funciones de correlacién exhiben largo alcance en los estados estacionarios fuera de equilibrio;
que existen dos mecanismos fisicos asociados con este comportamiento, estos son la inhomo-
geneidad espacial de los TFD y el acoplmiento de los campos fluctuantes; finalmente, que el
mecanismo de acoplamiento de modos produce efectos mucho maés intensos que el primero.
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