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2.2.1 Variables Transversales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
2.2.2 Variables Longitudinales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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Introducción

Los fluidos, al igual que muchos otros sistemas de interés para la mecánica estad́ıstica, consis-
ten de un gran número de part́ıculas idénticas o similares, las cuales se mueven en una forma
extremadamente complicada, tanto, que su descripción microscópica detallada está mucho más
allá de cualquier posibilidad de cálculo anaĺıtico. Aún aśı, en las escalas macroscópicas espa-
ciales y temporales, es decir, en el llamado ĺımite hidrodinámico, el comportamiento dinámico
de estos sistemas está muy bien descrito en términos de unas cuantas variables macroscópicas,
qi, que obedecen un conjunto de ecuaciones o leyes de la forma

dqi
dt
= Fi(q1, q2, ...), (1)

las cuales se deducen a nivel macroscópico a partir de principios generales, como las leyes de
conservación, y de suposiciones fenomenológicas espećıficas, por ejemplo, las leyes de Fick o
Fourier [1].
Las Ecs. (1) son deterministas, porque predicen los valores futuros de las variables macroscó-

picas a partir de los valores iniciales. Sin embargo, este esquema de descripción macroscópico
es incompleto y las leyes macroscópicas (1) son sólo una aproximación, válida cuando las fluc-
tuaciones en qi son despreciables. Aśı, por ejemplo, para estados de equilibrio termodinámico,
estas fluctuaciones siempre son pequeñas, pero en estados fuera de equilibrio, como pueden ser
los estados estacionarios inducidos por gradientes externos, lejos o en la vecindad de un punto
cŕıtico, las fluctuaciones no son necesariamente pequeñas. De hecho, cerca de un punto cŕıtico
o de un estado inestable, las fluctuaciones son enormes y constituyen el factor esencial que
determina el comportamiento dinámico del sistema [2].
Para estudiar las correcciones a (1) causadas por la naturaleza discreta de la materia, es

necesario considerar los fenómenos macroscópicos como el resultado del comportamiento colec-
tivo de las part́ıculas. Aunque, en principio, toda la información f́ısica de un sistema está
contenida en las ecuaciones microscópicas de movimiento, en muy pocos casos puede obtenerse
una solución exacta de ellas. Por esta razón, en la mecánica estad́ıstica se ha adoptado un punto
de vista que permite ir más allá de la descripción macroscópica en el sentido de que también se
incluye a las fluctuaciones, pero sin analizar en detalle todo el movimiento microscópico de las
part́ıculas. En la literatura a este nivel de descripción se le denomina “mesoscópico” [3], [4].
Entre los diversos enfoques mesoscópicos, uno muy utilizado en la literatura consiste en
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sumar a (1) un término fluctuante, fi(t),

dqi
dt
= Fi(q1, q2, ...) + fi(t), (2)

haciendo hipótesis razonables sobre sus propiedades estad́ısticas. Esta suposición cambia la
naturaleza de las cantidades qi y las convierte en variables estocásticas; en este caso, los valores
medios de qi se identifican con los valores macroscópicos.
Este enfoque fue utilizado por Langevin en su tratamiento clásico del movimiento browniano

y su éxito ha llevado a muchos investigadores a la idea errónea de que todas las fluctuaciones
se pueden tratar de la misma manera. El método se ha generalizado a diversos sistemas,
por ejemplo, fluidos, semiconductores, reacciones qúımicas, plasmas, etc.; sin embargo, en
muchos casos estas generalizaciones conducen a resultados incorrectos, especialmente cuando
Fi(q1, q2, ...) es una función no lineal de qi. En el caso particular de fluidos y cuando Fi(q1, q2, ...)
es una función lineal, Landau pudo generalizar este método mesoscópico para fluidos simples y
desarrolló aśı la “hidrodinámica fluctuante” (HF).
El método de la HF fue introducido en 1957 por Landau y Lifshitz para describir las fluc-

tuaciones en las variables hidrodinámicas de un fluido simple en un estado de equilibrio ter-
modinámico [5], [6]. Las variables de estado, por ejemplo, las densidades de masa, ı́mpetu y
enerǵıa, son variables conservadas, obedecen las ecuaciones no lineales de la hidrodinámica y
tienen valores bien definidos en cualquier punto del espacio y para todo tiempo. Pero en un
nivel mesoscópico, el carácter aproximado de las ecuaciones hidrodinámicas se manifiesta en que
las variables hidrodinámicas fluctúan alrededor de su valor determinista. Estas fluctuaciones
aparecen incluso en la escala hidrodinámica como fenómenos colectivos, los cuales involucran
el movimiento coherente de un enorme número de part́ıculas.
Siguiendo a Landau y Lifshitz, las ecuaciones hidrodinámicas, al ser consecuencia de las

leyes de conservación, deben ser válidas para describir las fluctuaciones térmicas. Además,
como lejos de un punto cŕıtico las fluctuaciones son pequeñas, las ecuaciones que las describen
pueden linearizarse con respecto a ellas.
Finalmente, se suman corrientes fluctuantes a estas ecuaciones de movimiento, lo que las

convierte en ecuaciones estocásticas con la forma (2), donde Fi(q1, q2, ...) es una función lineal.
Las corrientes estocásticas representan a la enorme cantidad de grados de libertad mi-

croscópicos que cambian con extrema rapidez en la escala hidrodinámica. En consecuencia,
las expresiones asociadas a sus funciones de correlación están determinadas, esencialmente, por
una función delta. Estas expresiones son, de hecho, un caso particular de relaciones muy ge-
nerales de la mecánica estad́ıstica fuera de equilibrio conocidas como teoremas de fluctuación
disipación (TFD) [7]-[9].
El formalismo de la HF se ha extendido para considerar las fluctuaciones hidrodinámicas

de un fluido simple alrededor de estados de no equilibrio estacionarios.
En la HF, las propiedades estocásticas de las variables hidrodinámicas están impĺıcitas en

las de las fuerzas fluctuantes. Para establecer estas últimas en los estados fuera de equilibrio,
se supone que los TFD permanecen válidos localmente. Esta suposición está basada en la
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propiedad markoviana de las fuerzas fluctuantes, es decir, debido a que su longitud de co-
rrelación es de orden microscópico, las fuerzas fluctuantes no sienten los gradientes aplicados y
se comportan localmente como en equilibrio [10]-[12].
Esta extensión, ha permitido predecir el efecto que algunos gradientes externos tendŕıan

sobre propiedades f́ısicas medibles del fluido, como su espectro de dispersión de luz [13]. Para el
caso de un gradiente de temperatura, estas predicciones han sido verificadas experimentalmente
[14]-[18], lo que se ha considerado como un logro fundamental en la mecánica estad́ıstica de los
procesos irreversibles y ha renovado en décadas recientes el interés en este tópico.
La descripción teórica de estas propiedades fuera de equilibrio, también ha sido estudiada

en algunos sistemas complejos, como soluciones poliméricas [19]. No obstante, las aplicaciones
de la HF a fluidos complejos fuera de equilibrio son más bien escasas y en el caso de los cristales
ĺıquidos existen solamente algunos estudios aislados y disconexos, a pesar del enorme interés
que estos materiales han adquirido en décadas recientes, tanto por las aplicaciones encontradas
para ellos, como por la investigación en f́ısica fundamental.
El objetivo principal de esta tesis es desarrollar de manera sistemática y unificada la HF

para cristales ĺıquidos de bajo peso molecular (termotrópicos). En particular, estudiaremos la
dinámica de las fluctuaciones de las variables hidrodinámicas de un cristal ĺıquido nemático
cuando éste se encuentra en estados macroscópicos bien definidos, tanto de equilibrio ter-
modinámico, como estados estacionarios fuera de equilibrio.
Para describir el comportamiento espacial y temporal de las fluctuaciones, usualmente se

recurre al cálculo de sus funciones de correlación, las cuales permiten describir de manera
concisa la forma en la que dos variables dinámicas se relacionan en el tiempo y de un punto a
otro.
Desde mediados de los años 60, el formalismo de las funciones de correlación se ha desarro-

llado como una de las áreas más activas y fruct́ıferas de la mecánica estad́ısticas de los procesos
irreversibles. Esto se debe, principalmente, a que muchos coeficientes fenomenológicos que des-
criben procesos de transporte, como la difusión o la conductividad eléctrica, pueden escribirse
en general, como integrales que involucran funciones de correlación [8], [20], [21].
Este tipo de expresiones, conocidas comúnmente como relaciones de Green-Kubo, son pe-

culiarmente interesantes desde el punto de vista f́ısico, pues permiten calcular propiedades
de transporte, es decir, propiedades que caracterizan a los procesos irreversibles, utilizando
promedios sobre ensambles en equlibrio [20].
Las funciones de correlación juegan un papel central en la mecánica estad́ıstica fuera de

equilibrio porque, además, pueden medirse experimentalmente, a través de diversas técnicas
espectroscópicas y, en particular, en los experimentos de dispersión de luz. Esto se debe a que
la dispersión de luz es el resultado de las fluctuaciones locales de las propiedades ópticas de un
material, es decir, de las fluctuaciones locales del tensor dieléctrico.
En un experimento de dispersión de luz, se cuantifica el cambio de enerǵıa e ı́mpetu que

sufren las ondas electromagnéticas debido a su interacción con las constantes fluctuaciones
térmicas en un material. Para ello, se hace incidir sobre la muestra bajo estudio un haz luminoso
en la dirección ki, con frecuencia ωi y polarizado en la dirección del vector unitario p̂i, y se mide
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la intensidad de la luz que se dispersa en la dirección kf, con frecuencia ωf y polarización p̂f.
La intensidad de la luz dispersada está determinada por la integral de la función de correlación
de las fluctuaciones en el tensor dieléctrico a lo largo de los vectores de polarización, δεif (k, t),
esto es, es proporcional a [22]

I (k, ω) =

∞Z
−∞

dte−iωt hδεif (k, 0) δεif (k, t)i , (3)

en donde k = ki − kf y ω = ωi − ωf. La expresión (3) tiene la forma de una relación de
Green-Kubo.
Los experimentos de dispersión de luz constituyen una herramienta muy eficaz en el estudio

de la estructura y propiedades de equilibrio y de transporte de la materia. Su aplicación a
cristales ĺıquidos resulta ser particularmente interesante debido a que estos materiales dispersan
la luz mucho más intensamente que los ĺıquidos isotrópicos. Esto se debe a que en un cristal
ĺıquido las fluctuaciones térmicas en la orientación de las moléculas dominan sobre el resto de
las fluctuaciones en la escala hidrodinámica.
Recientemente, otra faceta de las funciones de correlación ha generado interés. Ésta se en-

cuentra relacionada con la descripción del decaimiento espacial y temporal de las correlaciones.
Durante décadas recientes, un tópico fundamental de la mecánica estad́ıstica de los procesos

irreversibles, ha consistido en establecer las condiciones bajo las cuales los fluidos que consisten
de moléculas con interacciones de corto alcance, pueden exhibir correlaciones de largo alcance,
es decir, correlaciones con un decaimiento algebraico en vez de exponencial.
En este sentido, dos problemas han llamado poderosamente la atención. Uno es el de las

llamadas colas largas en el tiempo [23]-[29]. El otro, tiene que ver con el decaimiento espacial
de las correlaciones en sistemas que se encuentran en estados fuera de equilibrio estacionarios.
Hasta los años 1980, se supońıa que las funciones de correlación en estos fluidos siempre eran

de corto alcance espacial, excepto en la vecindad de un punto cŕıtico o de una inestabilidad
hidrodinámica. Por ejemplo, cerca del punto cŕıtico de una transición ĺıquido-vapor, carac-
terizado por valores espećıficos de la presión, la temperatura y la densidad [30], o cerca de la
inestabilidad hidrodinámica que produce rollos de convección en una celda de Rayleigh-Bénard,
cuando la diferencia de temperaturas entre las placas se ajusta a un valor cŕıtico ∆Tc [31].
En este contexto, se ha logrado un avance importante en la mecánica estad́ıstica fuera de

equilibrio, al descubrir que pueden existir correlaciones de largo alcance de manera genérica,
es decir, que las correlaciones de largo alcance pueden producirse incluso cuando el sistema se
encuentra lejos de un punto cŕıtico o de una inestabilidad hidrodinámica y sin necesidad de
ajustar los valores de los parámetros que caracterizan el estado del sistema a un valor espećıfico.
Concretamente, después de un número creciente de predicciones teóricas y evidencias expe-

rimentales se ha sugerido en la literatura que, en los estados estacionarios fuera de equilibrio,
las funciones de correlación deben ser, genéricamente, de largo alcance tanto espacial como
temporal [32]-[46].
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Hasta la fecha, se han formulado varios modelos de sistemas fuera de equilibrio que exhiben
largo alcance espacial en sus funciones de correlación. Por ejemplo, en la Ref. [44] se considera
un sistema de part́ıculas que ocupan los puntos de una malla y que aleatoriamente brincan de
un punto a un sitio vecino. El sistema se mantiene en un estado estacionario imponiendo un
gradiente en la concentración de las part́ıculas. Utilizando el formalismo de la HF, Sphon ha
demostrado que la función de correlación de la densidad de las part́ıculas entre dos puntos, r
y r0, exhibe largo alcance espacial y decae como |r− r0|−d/2, donde d es la dimensionalidad del
sistema.
Sin embargo, las funciones de correlación de largo alcance han sido observadas experimental-

mente en muy pocos sistemas. El caso más estudiado es el de un fluido simple confinado entre
un par de placas horizontales que se mantienen a dos temperaturas diferentes. Este arreglo
permite crear un estado estacionario fuera de equilibrio con un gradiente de temperaturas en
la dirección vertical y en el sentido opuesto al campo gravitacional, con el propósito de evitar
la inestabilidad convectiva.
De hecho, este fue uno de los primeros sistemas en los que se predijo teóricamente, que las

correlciones de largo alcance deben existir.
Por otra parte, estas correlaciones pueden detectarse experimentalmente mediante técnicas

de dispersión de luz [14]-[18].
La cantidad relevante medida en un experimento de dispersión de luz es el llamado factor de

estructura dinámico. Para un fluido simple en el estado estacionario inducido por el gradiente
térmico, esta cantidad ha sido evaluada utilizando tres formalismos diferentes: la teoŕıa cinética,
la teoŕıa de acoplamiento de modos y la HF. La conexión entre estos formalismos ha sido un
tópico que se ha discutido ampliamente en la literatura y se ha podido concluir que en el ĺımite
hidrodidámico, que involucra tiempos y longitudes de onda grandes, los tres son equivalentes y
predicen que el factor de estructura dinámico tendrá la forma

S (k, t) = So
n
[1 +AT (k)] e

−DT k2t −Aν̄ (k) e
−ν̄k2t

o
(4)

donde So mide la intensidad de las fluctuaciones cuando el sistema está en un estado de equi-
librio, es decir, en ausencia del gradiente térmico; DT y ν̄ son, respectivamente, la difusividad
térmica y la viscosidad cinemática del fluido; AT y Aν̄ dependen de diversos parámetros ma-
teriales del fluido y son proporcionales al cuadrado de la magnitud del gradiente térmico e
inversamente proporcionales a la cuarta potencia del número de onda k.
Ambas amplitudes, AT (k) y Aν̄ (k), divergen a infinito cuando k → 0. Este comportamiento

singular es el responsable de la aparición de correlaciones de largo alcance en el espacio de
coordenadas en el estado estacionario.
Las fluctuaciones en este sistema fuera de equilibrio, han sido estudiadas experiemental-

mente mediante mediciones de dispersión de Rayleigh en tolueno ĺıquido y n−hexano, sujetos
a gradientes térmicos uniformes. Los experimentos confirman la presencia de las fluctuaciones
fuera de equilibrio que decaen en la forma e−DT k

2t y e−µk
2t en total concordancia con la expresión

(4) y permiten, además, evaluar experimentalmente los coeficientes AT y Aµ.
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Utilizando el formalismo de la HF, Schmitz y Cohen [12], [41]-[43] calcularon expĺıcitamente
el comportamiento espacial de las correlaciones asociadas con (4). Sus principales resultados
pueden resumirse en los siguientes puntos:

• Las funciones de correlación a tiempos iguales exhiben una contribución de largo alcance
que se anula en el estado de equilibrio.

• La contribución de largo alcance en las funciones de correlación, se origina de una versión
local de los TFD y del acoplamiento de las variables fluctuantes.

• La contribución del acoplamiento de los modos en las funciones de correlación a tiempos
iguales, hδT (r, t) δT (r0, t)i y hδvi (r, t) δvj (r0, t)i, donde δT y δvi son las fluctuaciones en
la temperatura y en la i−ésima componente de la velocidad, respectivamente, entre dos
puntos alejados de las fronteras del sistema, se incrementa con la distancia, obedeciendo
una ley de potencias.

• Las funciones de correlación a tiempos iguales hδT (r, t) δvj (r0, t)i, para j = 1, 2, 3, decre-
cen como |r− r0|−1, cuando los puntos están muy alejados de las fronteras del sistema.

• La contribución del mecanismo de acoplamiento de modos al pico central del espectro
de dispersión de luz no se ve afectada por las condiciones de frontera impuestas sobre el
sistema y tiene la forma dada por la expresión (4).

Otros sistemas similares que han sido objeto de análisis tanto teórico como experimental
son las mezclas de fluidos en un estado estacionario inducido por un gradiente térmico y fluidos
simples en estados estacionarios inducidos por un flujo de corte. No obstante, debemos señalar
que la aplicación a otros fluidos complejos es prácticamente inexistente.
Recientemente, muchos grupos de investigación han enfocado sus esfuerzos en determinar

las condiciones bajo las cuales los sistemas disipativos, fuera de equilibrio y expuestos a ruido,
pueden exhibir invariancia de escala genérica. Al parecer, las caracteŕısticas fundamentales que
debe tener el sistema para que ello ocurra, deben ser:

1. Contar con cantidades conservadas localmente.

2. Estar en un estado tal que no se satisfaga la condición de balance detallado.

3. Ser espacialmente anisotrópicos.

Aunque, generalmente, no es necesario que las tres condiciones se satisfagan simultáneamente
[45]-[46].
Por otro lado, en la rama de los sistemas dinámicos, se han construido muchos modelos

simplificados de sistemas disipativos fuera de equilibrio, los cuales exhiben funciones de co-
rrelación espaciales que obedecen leyes de potencias bien definidas [47]-[51]. A pesar de que la
dinámica en estos sistemas parece estar por demás simplificada, su estudio sugiere que algunos
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principios generales son viables, por ejemplo, que los sistemas fuera de equilibrio efectivamente
poseen correlaciones de largo alcance, por lo que se dice que operan en estados cŕıticos, y que
la enerǵıa que es suministrada a los sistemas de manera homogénea se disipa en estructuras
fractales generadas justamente por el decaimiento algebraico de las correlaciones.
La existencia de decaimientos en forma de leyes de potencia de las funciones de correlación

en los sistemas fuera de equilibrio, puede interpretarse como la manifestación de una invariacia
de escala espacial y temporal genérica. En la literatura, muchos autores coinciden en que el
comportamiento genérico de largo alcance, da lugar a lo que ha sido denominado como criti-
cidad auto-organizada, a partir de la observación hecha por Bak et al., [47], [48], de que muchos
sistemas dinámicos disipativos evolucionan de manera natural a un estado cŕıtico, definido
por la ausencia de escalas espaciales y temporales caracteŕısticas. De acuerdo con Bak et al.,
evolución hacia estos estados cŕıticos ocurre sin el designio de un agente externo, es decir,
se debe solamente a las interacciones entre los componentes individuales del sistema. se dice
entonces que el estado cŕıtico es auto-organizado.
Originalmente, la teoŕıa de la criticidad auto-organizada fue introducida por Bak, Tang y

Wiesenfeld con el propósito de explicar la existencia de dos fenómenos, aparentemente inde-
pendientes, observados de manera abundante en los sistemas complejos. Uno es el fenómeno
conocido usualmente como ruido 1/f y el otro es la formación de estructuras espaciales auto
similares o fractales [51].
Basados en los resultados numéricos de modelos dinámicos sencillos, se ha sugerido que entre

las invariancias de escalas espaciales y temporales, debe haber una relación directa. De manera
precisa, se ha propuesto que este comportamiento complejo observado en la naturaleza, refleja
una tendencia general de los sistemas fuera de equilibrio, disipativos y de muchos componentes
a evolucionar hacia los estado cŕıticos auto-organizados [50].
Sin embargo, la conexión entre la conjetura de la criticidad auto-organizada y la existencia

de correlaciones de largo alcance en los sitemas f́ısicos complejos, aún no ha sido claramente
establecida.
En análisis teóricos recientes [52], [53], Sengers y Ortiz de Zárate han estudiado el compor-

tamiento espacial de la función de correlación de temperaturas de un fluido simple confinado
entre un par de placas paralelas y en un estado estacionario de no equilibrio inducido por
la presencia de un gradiente de temperatura. Estos autores han identificado dos mecanismos
f́ısicos diferentes a través de los cuales el gradiente térmico genera correlaciones de largo al-
cance: uno es la existencia de acoplamientos entre los campos fluctuantes; el otro es la variación
espacial de la magnitud de las fuerzas estocásticas, la cual resulta, en última instancia, de la
inhomogeneidad del sistema en presencia del gradiente térmico. Utilizando la aproximación de
Bousinessq y el formalismo de la HF, se ha evaluado la contribución de ambos mecanismos im-
poniendo condiciones de frontera sobre las fluctuaciones, tales que éstas se anulan en las placas
que confinan al fluido y se ha encontrado que si bien las correlaciones de largo alcance debidas a
la inhomogeneidad del sistema existen, son totalmente despreciables frente a las correlaciones
de largo alcance que resultan del acoplamiento de los campos fluctuantes, que las superan en
magnitud por un factor de 1013, si se toman valores t́ıpicos de los parámetros involucrados.

9



Un problema de interés consiste en investigar la posible generalidad de este resultado con-
cerniente a los mecanismos f́ısicos que generan el largo alcance en las funciones de correlación.
Por ejemplo, una pregunta abierta es si estos resultados, válidos para fluidos isotrópicos, puede
generalizarse a fluidos complejos y en particular, a un cristal ĺıquido nemático. Además,
podŕıamos preguntarnos si el tamaño finito del sistema juega un papel fundamental o no,
en el predominio del mecanismo de acoplamiento de modos, sobre el de la inhomogeneidad del
sistema en la generación de funciones de correlación de largo alcance.
El objetivo general de esta tesis consiste en estudiar, teóricamente, la dinámica de las

fluctuaciones hidrodinámicas en un cristal ĺıquido nemático alrededor de estados de equilibrio y
de estados estacionarios fuera de equilibrio. Con este propósito, extenderemos el formalismo de
la HF para analizar el comportamiento espacial y temporal de las funciones de correlación en
un nemático en equilibrio termodinámico y en dos modelos espećıficos fuera de equilibrio: el de
un nemático sujeto a un flujo de calor estacionario y el de una supensión diluida de part́ıculas
en un solvente nemático sujeta a un gradiente estacionario en la concentración de las part́ıculas.
Espećıficamente, los objetivos de este trabajo de investigación son:

1. Desarrollar sistemáticamente la HF de cristales ĺıquidos nemáticos termotrópicos en equi-
librio.

2. Calcular el espectro de dispersión de luz de una suspensión diluida fuera de equilibrio en
un solvente ĺıquido cristalino. Concretamente, determinar el efecto producido en el factor
de estructura por un gradiente en la concentración del soluto.

3. Estudiar la dinámica de las fluctuaciones en un cristal ĺıquido nemático en un estado
estacionario fuera de equilibrio inducido por un gradiente de temperatura. Esta apli-
cación es de interés especial porque ha sido este sistema el que ha permitido establecer
muchas de las propiedades conocidas de los estados estacionarios para fluidos simples. La
generalización a un cristal ĺıquido es prácticamente inexistente en la literatura.

4. Estudiar el decaimiento espacial de diversas funciones de correlación de un nemático, tanto
en equilibrio como en el estado estacionario fuera de equilibrio descrito previamente. De
manera concreta, investigar la existencia de largo alcance espacial y los mecanismos f́ısicos
que le dan origen.

Esta tesis se ha organizado en tres partes. La Parte I comprende los Caṕıtulos 1 y 2 y está
dedicada al estudio de la fluctuaciones hidrodinámicas alrededor de un estado de equilibrio en
un nemático termotrópico.
En el Caṕıtulo 1, se presenta una descripción fenomenológica de los cristales ĺıquidos

nemáticos de bajo peso molecular. Se señalan las propiedades macroscópicas de estos ma-
teriales que resultarán relevantes en el contexto de nuestra investigación. En particular, se
presenta el sistema completo de ecuaciones hidrodinámicas de un nemático. Posteriormente, se
construye de manera sistemática y unificada la HF de un cristal ĺıquido nemático termotrópico.
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Esto permite escribir las ecuaciones nematodinámicas fluctuantes en una forma muy compacta,
semejante a la de otros sistemas en mecánica estad́ıstica fuera de equilibrio (movimiento brow-
niano, ecuación de Langevin generalizada, etc.), y calcular los TFD asociados con la fuerzas
estocásticas que perturban la dinámica de las fluctuaciones en el nemático. Finalmente, se
calculan los modos hidrodinámicos del nemático termotrópico en equilibrio.
En el Caṕıtulo 2, se demuestra que las fluctuaciones hidrodinámicas del cristal ĺıquido

evolucionan en tres escalas temporales muy separadas entre śı y se desarrolla una teoŕıa de
perturbaciones que permite clasificarlas en tres tipos: lentas, semilentas y rápidas. Poste-
riormente, se describe la evolución de cada grupo de variables en su escala temporal asociada.
Finalmente, se utiliza esta teoŕıa de perturbaciones para calcular las funciones de correlación
del nemático en equilibrio termodinámico y se discuten algunas de las ventajas y limitaciones
del formalismo.
En la segunda Parte de la tesis, comprendida en los Caṕıtulos 3 y 4, construimos un modelo

original y de posible interés experimental, en el cual se aplica la teoŕıa desarrollada en la Parte
I. Espećıficamente, se analizan las propiedades de dispersión de luz de impurezas disueltas en
un solvente ĺıquido cristalino. Suponemos que la suspensión se encuentra fuera de equilibrio
debido a la presencia de un gradiente en la densidad de impurezas y se calculan explićıtamente
los efectos fuera de equilibrio. Se identifican dos mecanismos f́ısicos mediante los cuales el
gradiente de concentración puede inducir cambios en el factor de estructura de las impurezas,
a saber: la inhomogeneidad espacial del TFD y el acoplamiento de las fluctuaciones en la
densidad de las impurezas con las fluctuaciones hidrodinámicas del solvente. Estos mecanismos
se estudian por separado en los Caṕıtulos 3 y 4, respectivamente. Concluimos que los cambios
en el factor de estructura podŕıan ser significativos y que el segundo mecanismo domina sobre
el primero.
En la Parte III (Caṕıtulos 5 y 6), se estudian las fluctuaciones de un nemático alrededor de

un estado estacionario inducido por un gradiente de temperatura.
En el Caṕıtulo 5, se establece las forma de las ecuaciones linearizadas que describen la

dinámica de las fluctuaciones en el estado estacionario y se demuestra que, aún en este caso,
las variables fluctuantes evolucionan en tres escalas temporales enormemente distanciadas. Se
aplica nuevamente la teoŕıa de perturbaciones sobre las escalas temporales para desacoplar la
dinámica de las fluctuaciones en el nemático. Esto permite calcular el espectro de dispersión
de luz del nemático fuera de equilibrio.
En el Caṕıtulo 6, se calculan las funciones de correlación a tiempos iguales del nemático

tanto en equilibrio como en el estado estacionario inducido por el gradiente térmico. Se demues-
tra que en equilibrio, las funciones de correlación son de corto alcance, excepto las correlaciones
asociadas con las fluctuaciones del director, las cuales exhiben un decaimiento espacial lento.
Finalmente, se exhibe que en el estado estacionario, las funciones de correlación pueden adquirir
largo alcance debido a dos mecanismos f́ısicos. Nuevamente, el primero de estos es la inhomo-
geneidad de los TFD y el segundo es el acoplamiento de modos hidrodinámicos. La contribución
de ambos mecanismos se estudia en detalle y se verifica cuantitativamente, en el caso espećıfico
de la autocorrelación de temperaturas, que el mecanismo dominante es el de acoplamiento de
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modos.
En las Conclusiones se discuten de manera breve los principales resultados obtenidos en este

trabajo.
Finalmente, para los lectores que pudieran estar interesados, nos gustaŕıa señalar que puede

encontrarse información complementaria y espećıfica sobre este trabajo de investigación en las
referencias siguientes:

1. H. H́ıjar y R. F. Rodŕıguez, Anisotropy and nonequilibrium effects on the light scattered
from a suspension in a nematic solvent, Physical Review E, 69 (2004) 051701.

2. J. F. Camacho, H. H́ıjar y R. F. Rodŕıguez, Hydrodynamic correlation functions for a
nematic liquid crystal in a stationary state, Physica A, 348 (2005) 252.

3. R. F. Rodŕıguez y H. H́ıjar, Long-range order and dynamic structure factor of a nematic
under a thermal gradient, European Physical Journal B, (2006) (en prensa).

4. H. H́ıjar y R. F. Rodŕıguez, Correlation functions and long-range order for a nematic in
nonequilibrium stationary states, Revista Mexicana de F́ısica, (2006) (en prensa).

5. H. H́ıjar y R. F. Rodŕıguez, Compressibility and mode-coupling effects on the dynamic
structure factor of a non-equilibrium suspension in a nematic solvent, Journal of Physics,
(2006) (enviado).
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Parte I

Funciones de Correlación en un
Nématico en Equilibrio
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Caṕıtulo 1

Dinámica de las Fluctuaciones en un
Nématico en Equilibrio

1.1 Descripción Fenomenológica de los Cristales Ĺıquidos

Nématicos

El término cristales ĺıquidos se ha adoptado para designar un conjunto de fases de la materia
intermedias entre los sólidos cristalinos y los fluidos simples [54]-[57]. Estas mesofases suelen
poseer propiedades comúnmente asociadas tanto con los cristales sólidos como con los ĺıquidos
isotrópicos.
Los compuestos que exhiben fases ĺıquido cristalinas consisten de moléculas orgánicas, cuya

estructura es usualmente elongada o en forma de disco.
Las transiciones de fase que conducen a un cristal ĺıquido pueden inducirse de dos maneras:

mediante cambios en la temperatura o mediante cambios en las concentraciones de ciertos
compuestos. Esto divide a los cristales ĺıquidos en dos grandes familias: la de los termotrópicos
y la de los liotrópicos, respectivamente.
El tipo más común de moléculas que dan lugar a fases ĺıquido cristalinas termotrópicas,

son moléculas orgánicas de bajo peso molecular (∼ 100 u. a.), cuya forma puede describirse
burdamente como la de una barra o un elipsoide, pues uno de sus ejes es mucho más largo que
los otros dos. Las dimensiones t́ıpicas de este tipo de moléculas son 5× 10−8 cm de ancho por
20× 10−8 cm de largo [58], [59].
Los cristales ĺıquidos termotrópicos más comunes son los nemáticos, los colestéricos y la

familia de cristales ĺıquidos esmécticos. En esta tesis nos restrigiremos a estudiar el com-
portamiento dinámico de las fluctuaciones térmicas en los cristales ĺıquidos nemáticos ter-
motrópicos, los cuales constituyen la fase ĺıquido cristalina más sencilla.
La mesofase nemática se caracteriza porque en ella las moléculas no tienen orden en la

posición, pero śı orden en la orientación. Esto significa que los centros de masa de las moléculas
se mueven como en un ĺıquido isotrópico, sin embargo, mientras lo hacen, permanecen orien-
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tadas, en promedio, alrededor de una dirección común, representada por un vector unitario, n̂,
llamado director.
Lo anterior se ilustra esquemáticamente en la Figura 1.1. A temperaturas suficientemente

bajas, T < TS−N , la muestra se encuentra en la fase cristalina, en la cual las moléculas poseen
tanto orden posicional como orientacional. Al aumentar la temperatura, TS−N < T < TN−I ,
el orden posicional se pierde y únicamente persiste el orden orientacional caracteŕıstico de la
fase nemática. Finalmente, cuando T > TN−I , se alcanza la fase isotrópica y las moléculas no
exhiben ni orden posicional ni orientacional.

Figura 1.1: Representación esquemática de un cristal ĺıquido nemático termotrópico.

Alrededor del director el nemático es completamente simétrico. Además, en un nemático
las direcciónes n̂ y −n̂ son equivalentes. Esta simetŕıa implica, por ejemplo, que todas las ecua-
ciones que describan algún comportamiento f́ısico de la fase nemática, deberán ser invariantes
ante la sustitución de n̂ por −n̂.
Un fluido isotrópico es invariante ante una rotación arbitraria, pero una rotación en la fase

nemática alrededor de un eje distinto a n̂, lleva al sistema a un estado claramente distinguible
del original. Por lo tanto, la transición de la fase isotrópica a la fase nemática implica la ruptura
de la simetŕıa rotacional de la primera.
El orden orientacional de largo alcance en un nemático define una dirección preferencial y

como consecuencia un nemático es siempre anisotrópico, esto es, sus propiedades f́ısicas, por
ejemplo, las susceptibiladades eléctrica y magnética, las conductividades eléctrica y térmica,
el ı́ndice de refracción, la viscosidad, etc., dependen fuertemente de la dirección en la que se
miden. De manera precisa, un nemático es un medio uniaxial.
El director, n̂, es una cantidad macroscópica, que se obtiene al promediar sobre un gran

número de moléculas la dirección en la que apuntan sus ejes. Bajo condiciones apropiadas, es
posible producir una deformación en el alineamiento de las moléculas y en consecuencia una
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variación espacial de n̂. Ahora bien, se ha observado experimentalmente mediante técnicas
espectroscópicas, que las distancias para las cuales son notables los cambios en el director,
resultan ser mayores, al menos en dos órdenes de magnitud, que las dimensiones moleculares.
Esto es, las variaciones espaciales del director son muy modestas a nivel microscópico y entonces
es posible describirlas mediante una teoŕıa del continuo, en términos de un campo vectorial
n̂(r), que pone de manifiesto los cambios espaciales del director, pero cuyas variaciones a
nivel molecular son suaves, lo cual implica que localmente las propiedades f́ısicas del nemático
seguirán siendo las de un medio uniaxial.
En ausencia de agentes externos el director tiende a ser constante a través de toda la

muestra, de hecho, los nemáticos son medios elásticos que se oponen a las variaciones espaciales
del director y la distorsión del director tendrá una enerǵıa asociada. La enerǵıa por unidad de
volumen necesaria para producir una distorsión del director, está dada por la famosa expresión
de Frank para la enerǵıa libre elástica [60],

Fd =
1

2
K1(∇ · n̂)2 + 1

2
K2(n̂ · (∇× n̂))2 + 1

2
K3(n̂× (∇× n̂))2, (1.1)

donde K1, K2 y K3 son constantes con unidades de fuerza que miden la resistencia del nemático
a sufrir distorsiones en el alineamiento de las moléculas. K1, K2 y K3 se llaman usualmente
constantes elásticas pues guardan cierta similitud con la constante elástica de un resorte que
aparece en la ley de Hooke. En efecto, en el caso del resorte, la enerǵıa potencial depende del
cuadrado de la deformación sufrida por éste, mientras que en el caso de un nématico la enerǵıa
es proporcional al cuadrado de las distorsiones espaciales en el director.
Las constantes elásticas tienen valores t́ıpicos del orden de 10−7 dyn y cada una está asociada

a un tipo básico de deformación. En efecto, todas las deformaciones en un cristal ĺıquido
nemático pueden obtenerse como una combinación de las tres deformaciones básicas que se
muestran en la Figura 1.2, y que se denominan en inglés como splay, twist y bend. En una
deformación splay ∇ · n̂ 6= 0; en una deformación twist n̂ · (∇ × n̂) 6= 0; mientras que en una
deformación bend n̂× (∇× n̂) 6= 0.
La enerǵıa elástica almacenada en un volumen V será

Ed =

Z
V

Fddr. (1.2)

Las condiciones de equilibrio para la muestra se obtienen minimizando Ed, para todas las
posibles variaciones de n̂, bajo la condición de que n̂ · n̂ = 1, la cual, puede reescribirse en
la forma niδni = 0, donde δni, representa la variación en ni. Siguiendo el método de los
multiplicadores de Lagrange, puede mostrarse que la condición de equilibrio estará dada por la
ecuación [61]

−ϑni = −∂Fd

∂ni
+∇j

µ
∂Fd

∂∇jni

¶
, (1.3)

donde ϑ = ϑ (r) es el multiplicador de Lagrange.
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Figura 1.2: Deformaciones elásticas básicas en un nemático.

El lado derecho de la ecuación (1.3) representa la i-ésima componente de un vector h tal
que, en equilibrio es paralelo al director. De hecho, puede decirse que h influye sobre n̂, de tal
manera que este último busca siempre ser paralelo al primero. h recibe el nombre de campo
molecular y, según lo anterior, está definido como

hi = −∂Fd

∂ni
+∇j

µ
∂Fd

∂∇jni

¶
. (1.4)

En general, la enerǵıa libre en un nemático, además de la contribución elástica, puede
contener contribuciones de campos externos, por ejemplo, campos eléctricos y magnéticos. En
estos casos, al buscar aplicaciones tecnológicas para los nemáticos, el equivalente de la ecuación
(1.1) representa una expresión fundamental, pues es la que permite describir la configuración
espacial que adopta el director en presencia de los campos. Sin embargo, debido a que un
nemático es un medio suave, la reorientación del director está acompañada siempre de otros
procesos, como el flujo y la disipación de enerǵıa. La dinámica involucrada en estos procesos no
está descrita por la ecuación (1.1), sino por una teoŕıa general del continuo de los nemáticos en
la que el campo director está acoplado con otros campos macroscópicos (hidrodinámicos), como
el campo de velocidades y el de temperatura. Esta teoŕıa resulta entonces fundamental para
completar el esquema del comportamiento f́ısico del nemático en la aproximación del continuo
o hidrodinámica.

1.2 Hidrodinámica de los Cristales Ĺıquidos Nemáticos

1.2.1 Variables Nematodinámicas

En esta sección presentaremos el conjunto de ecuaciones hidrodinámicas que describen el
acoplamiento del campo director con el flujo en un cristal ĺıquido nemático. Este conjunto
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consiste de una generalización de las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido uniaxial, más
una ecuación dinámica para el director. No discutiremos aqúı, la forma detallada en la que
estas ecuaciones pueden obtenerse, sino que daremos una explicación de su significado f́ısico.
La descripción hidrodinámica de un cristal ĺıquido nemático o nematodinámica, se desarrolló

a partir de los trabajos de Ericksen [62], [63] y Leslie [64], [65], quienes obtuvieron un conjunto
completo de ecuaciones para la velocidad del fluido, a partir de la ley de conservación del
ı́mpetu, y una ecuación para el director, la cual asociaron con la conservación del momento
angular.
Una descripción alternativa, basada en las ideas rigurosas del método hidrodinámico [66]-

[69], fue desarrollada por el grupo de Harvard [70].
En forma linearizada, las ecuaciones de Ericksen-Leslie y las ecuaciones del grupo de Harvard

son equivalentes. Sin embargo, la descripción del grupo de Harvard, es más general y está
basada únicamente en las propiedades de simetŕıa del nemático y argumentos termodinámicos
fundamentales. Por esta razón, en esta tesis utilizaremos esta descripción como se presenta,
por ejemplo, en la Ref. [71], para desarrollar la HF de los nemáticos termotrópicos.
En los sistemas condensados, la mayoŕıa de los procesos tienen tiempos de vida carac-

teŕısticos muy cortos, y cuando se activan, decaen rápidamente al equilibrio. Sin embargo,
existe un número reducido de variables que tienen garantizada una variación temporal lenta
a distancias grandes [57], [68], [69]. Estas son las variables hidrodinámicas y el punto crucial
consiste en que pueden identificarse utilizando las leyes generales de conservación de la masa,
del ı́mpetu, de la enerǵıa, de la carga eléctrica, etc., y, en el caso de los sistemas complejos, la
ruptura de simetŕıas.
Entonces, las primeras variables hidrodinámicas de un nemático termotrópico son aquellas

asociadas a las leyes generales de conservación de la masa, del ı́mpetu y de la enerǵıa. Para
un nemático, al igual que para un fluido isotrópico, la densidad de masa, ρ (r, t), la densidad
de ı́mpetu, g (r, t) = ρ (r, t)v (r, t), donde v (r, t) es el campo de velocidades, y la densidad de
enerǵıa, � (r, t), son variables hidrodinámicas.
Debido a que los grados de libertad microscópicos alcanzan su estado de equilibrio ter-

modinámico en la escala de tiempos de la hidrodinámica, se puede utilizar la termodinámica,
localmente, para describir el comportamiento de las variables hidrodinámicas. Esto permite,
entre otras cosas, describir el estado hidrodinámico en términos de la densidad de entroṕıa,
σ (r, t), en vez de la densidad de enerǵıa.
La descripción hidrodinámica de un cristal ĺıquido nemático es al mismo tiempo más com-

pleja y más rica que la de un fluido isotrópico, debido a que en la fase nemática se cuenta también
con una variable que representa la ruptura de una simetŕıa. En efecto, en la fase isotrópica
el sistema es invariante ante una rotación arbitraria, mientras que en la fase nemática existe
una dirección preferencial representada por el vector director n̂. El director es entonces la
variable asociada con la ruptura de la simetŕıa rotacional y debe incluirse en la descripción
hidrodinámica de un nemático [57], [71].
De hecho, se ha observado experimentalmente que el flujo hidrodinámico en la fase nemática

puede perturbar el alineamiento de las moléculas, e inversamente, que un cambio en el ali-
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neamineto puede inducir un flujo. Además, estrictamente hablando, la reorientación de las
moléculas siempre está acompañada de procesos disipativos en los cuales se libera enerǵıa del
sistema en forma de calor y, por lo tanto, la reorientación del director podŕıa estar acoplada
con la dinámica de otros campos hidrodinámicos, como el de temperautra.
En conclusión, el estado hidrodinámico de un nemático puede especificarse a través de los

campos de densidad de masa, ρ (r, t) y densidad de entroṕıa, σ (r, t), del campo de velocidades,
v (r, t), y del campo director n̂ (r, t).

1.2.2 Ecuaciones Nematodinámicas

Las variables hidrodinámicas asociadas a las leyes de conservación obedecen una ecuación de
la forma

∂

∂t
ρα +∇ij

α
i = 0, (1.5)

donde ρα = ρα (r, t), representa la densidad de la cantidad conservada y jα = jα (r, t), es la
densidad de corriente de la misma. La ecuación (1.5) refleja justamente el hecho de que estas
cantidades sólo pueden transportarse y no crearse ni destruirse.
Si identificamos ρα con ρ, la densidad de masa, y jα con ρv, la densidad de corriente de

masa, se obtiene la ecuación de continuidad,

∂

∂t
ρ+∇i (ρvi) = 0. (1.6)

También podemos identificar ρα con una de las componentes de la densidad de ı́mpetu, gi,
y escribir la ecuación de conservación del ı́mpetu, o ecuación de movimiento, como

ρ

µ
∂

∂t
+ vj∇j

¶
vi +∇jσij = 0, (1.7)

en donde σij es el tensor de esfuerzos del nemático.
En presencia de fuerzas externas, la ecuación anterior adquiere la forma

ρ

µ
∂

∂t
+ vj∇j

¶
vi +∇jσij = fi, (1.8)

donde f es la fuerza por unidad de volumen que actúa sobre el fluido.
Por otro lado, en el caso más general, la entroṕıa no se conserva y su dinámica estará

gobernada por una ecuación de la forma

∂

∂t
σ +∇i (σvi) +∇ij

σ
i =

R

T
, (1.9)

donde jσi representa la densidad de corriente de entroṕıa independiente del flujo, y el cociente
R/T representa la razón temporal de entroṕıa creada en el punto r al tiempo t. T es la tempe-
ratura local y R una función llamada función de disipación, la cual debe ser cero para procesos
reversibles y positiva para procesos irreversibles, según la segunda ley de la termodinámica.
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Finalmente, la dinámica del director estará gobernada por una ecuación de relajación, con
la forma general µ

∂

∂t
+ vj∇j

¶
ni + Yi = 0, (1.10)

donde Yi suele llamarse la cuasicorriente del director debido a que no representa una corriente
propiamente, es decir, su integral sobre una superficie no es un flujo. F́ısicamente, Y representa
a las torcas que pueden inducir la reorientación del vector director.
Para que las ecuaciones anteriores resulten de utilidad, es necesario proporcionar las ex-

presiones fenomenológicas que relacionan al tensor de esfuerzos, la cuasicorriente, etc., con los
gradientes de las variables hidrodinámicas. Estas expresiones se construyen de manera muy
general haciendo uso de la termodinámica irreversible lineal y de las siguientes propiedades de
simetŕıa [71]:

1. Invariancia de las ecuaciones ante transformaciones de Galileo.

2. Invariancia de las ecuaciones ante translaciones espaciales.

3. Invariancia de las ecuaciones ante la transformación n̂→ −n̂.

Las corrientes y cuasicorrientes que aparecen en las ecuaciones nematodinámicas pueden
escribirse como la suma de un término reversible (al que denotaremos por un supeŕındice R),
más un término irreversible (denotado por un supeŕındice D), de la siguiente manera

σij = σRij + σDij , (1.11)

Yi = Y R
i + Y D

i , (1.12)

jσi = jσRi + jσDi . (1.13)

Como se verá en detalle más adelante, los términos reversibles e irreversibles se distinguen
porque los primeros no contribuyen a la producción de entroṕıa en los nemáticos termotrópicos,
mientras los útimos śı lo hacen y entonces, representan los procesos disipativos asociados con
la dinámica de estos sistemas.
La parte reversible del tensor de esfuersos, σRij , está dada por

σRij = pδij + Φlj∇inl − 1
2
λkjihk, (1.14)

donde p = p (r, t) es la presión local, mientras que los dos últimos términos en el lado derecho de
esta ecuación representan una contribución estática anisotrópica al tensor de esfuerzos, debida
a las distorsiones elásticas del campo director.
El tensor de rango dos, Φij, tiene la forma expĺıcita

Φij = Kijkl∇lnk,
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donde el tensor de cuarto rango, Kijkl, está dado por

Kijkl = K1δ
⊥
ijδ
⊥
kl +K2npεpijnqεqkl +K3njnlδ

⊥
ik, (1.15)

con K1, K2 y K3 las constantes elásticas splay, twist y bend, respectivamente, introducidas en
la Sección 1.1 y εijk el tensor de Levi-Civita o tensor de permutación de rango tres. Se observa
entonces que el tensor Kijkl define las configuraciones espaciales del director permitidas por la
simetŕıa nemática.
El tensor de rango tres, λijk, está dado por

λijk = (λ− 1) δ⊥ijnk + (λ+ 1) δ⊥iknj, (1.16)

donde el operador de proyección, δ⊥ij , es

δ⊥ij = δij − ninj, (1.17)

y λ es un parámetro adimensional, que determina el alineamiento del director en presencia del
flujo hidrodinámico.
El vector h que aparece en las definiciones anteriores es justamente el campo molecular

definido en la Sección 1.1, y, en ausencia de campos electromagnéticos externos, tiene la forma
expĺıcita

hi = −Kijkl∇j∇lnk + δ⊥iq

µ
∂Kpjkl

2∂nq
− ∂Kqjkl

∂np

¶
(∇lnk) (∇jnp) . (1.18)

Por otro lado, σDji representa la parte viscosa del tensor de esfuerzos y tiene la forma general

σDji = −νijkl∇lvk, (1.19)

donde el tensor de rango cuatro νijkl, es justamente el tensor viscoso de un nemático.
En un fluido simple σDji es la suma de dos términos: uno proporcional a la divergencia de v y

el otro a la parte simétrica del tensor∇ivj [6], [72]. En un nemático, la simetŕıa uniaxial permite
contribuciones al tensor de viscosidades que dependen del campo director, expĺıcitamente, νijkl
contiene cinco viscosidades independientes, ν1, . . . , ν5, y su forma expĺıcita es

νijkl = ν2 (δjlδik + δilδjk) + 2 (ν1 + ν2 − 2ν3)ninjnknl
+(ν3 − ν2) (njnlδik + njnkδil + ninkδjl + ninlδjk)

+ (ν4 − ν2) δijδkl + (ν5 − ν4 + ν2) (δijnknl + δklninj) . (1.20)

Los coeficientes ν1, ν2 y ν3, representan tres viscosidades cortantes, mientras que ν4 − ν2 y
ν5, son viscosidades volumétricas. Nótese que la forma isotrópica de νijkl se recupera haciendo
ν1 = ν2 = ν3 y ν5 = ν4 − ν2.
Por otro lado, la parte reversible de la cuasicorriente Y, cuantifica las torcas sobre el campo

director ejercidas por el flujo. Y R
i está dada por

Y R
i = −1

2
λijk∇jvk. (1.21)
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Mientras tanto, la parte disipativa, Y D
i , describe el proceso viscoso debido a la rotación de

dos elementos de volumen adyacentes con velocidades angulares diferentes. Esta contibución
tiene la forma

Y D
i =

1

γ1
δ⊥ijhj, (1.22)

donde el coeficiente γ1, con unidades de viscosidad, determina la evolución espontánea de las
configuraciones nemáticas distorsionadas, hacia configuraciones homogéneas, en ausencia de
torcas que tiendan a mantener dicha distorsión [68], [73].
La parte reversible de la corriente de entroṕıa se anula al imponer la condición de simetŕıa

ante la inversión temporal,
jσRi = 0, (1.23)

mientras que los elementos de la parte disipativa tienen la forma

jσDi = −κ̄ij∇jT , (1.24)

donde se observa que κij = Tκ̄ij, describe la conducción de calor en un nemático, es decir, κij es
el tensor de conductividades térmicas y tiene la forma general apropiada a un medio uniaxial,

κij = κ⊥δij + κaninj, (1.25)

donde κa ≡ κk−κ⊥, es la anisotroṕıa en la conductividad térmica, siendo κk y κ⊥ los valores de la
conductividad térmica en las direcciones paralela y perpendicular al director, respectivamente.
Finalmente, la función de disipación R, es, como cabŕıa esperar, la suma de los productos

de los flujos disipativos por sus fuerzas generalizadas asociadas,

R =
1

γ1
hiδ

⊥
ijhj + νijkl (∇jvi) (∇lvk) + κ̄ij (∇iT ) (∇jT ) . (1.26)

Sustituyendo las ecuaciones (1.14)-(1.23) y (1.19)-(1.24) en las expresiones (1.11)-(1.13) se
obtiene finalmente

σij = pδij + Φlj∇inl − 1
2
λkjihk − νijkl∇lvk, (1.27)

Yi = −1
2
λijk∇jvk +

1

γ1
δ⊥ijhj, (1.28)

jσi = −κ̄ij∇jT . (1.29)

La ecuaciones nematodinámicas (1.6), (1.8) , (1.9) y (1.10) junto con las ecuaciones ante-
riores y dos ecuaciones de estado, por ejemplo σ = σ (ρ, T ) y p = p (ρ, T ), forman un sistema
cerrado que permite describir la dinámica macroscópica de un cristal ĺıquido nemático.
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1.3 Fluctuaciones Térmicas en un Nemático

En un cristal ĺıquido, como en un fluido simple, las fluctuaciones térmicas se producen espontánea
y continuamente. Las perturbaciones locales producidas por las fluctuaciones, alteran el estado
de equilibrio del sistema y, como resultado, se generan procesos de relajación, los cuales involu-
cran una enorme cantidad de part́ıculas y representan modos colectivos lentos.
En todo nuestro análisis subsecuente estaremos interesados en estudiar la dinámica de las

fluctuaciones térmicas en un cristal ĺıquido nemático, cuando éste se encuentra en equilibrio o en
un estado estacionario fuera de equilibrio, pero lejos de un punto cŕıtico o de una inestabilidad
hidrodinámica. En estos casos, es de esperarse que la intensidad de las fluctuaciones sea pequeña
y, por lo tanto, que una descripción linearizada sea suficiente para describir su dinámica.
El estado hidrodinámico del nemático puede especificarse mediante el campo de velocidad,

v (r, t), el campo director, n̂ (r, t), y los campos de densidad y temperatura, ρ (r, t) y T (r, t).
Cuando el nemático se encuentra en equilibrio termodinámico, estos campos adquieren valores
uniformes ρo, To, vo y n̂o.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el fluido nemático se encuentra en reposo,

es decir, que vo = 0, y que n̂o apunta en la dirección del eje z de un sistema de coordenadas
cartesianas.
Las fluctuaciones, son las desviaciones locales espontáneas de los campos con respecto a sus

valores promedio, es decir,
δρ (r, t) = ρ (r, t)− ρo, (1.30)

δT (r, t) = T (r, t)− To, (1.31)

δvi (r, t) = vi (r, t) , (1.32)

y
δni (r, t) = ni (r, t)− no,i. (1.33)

En el caso general, cuando los sistemas se encuentran en equilibrio termodinámico, las
ecuaciones fluctuantes linearizadas suelen construirse mediante el formalismo fenomenológico
de la HF de Landau y Lifshitz [5], quienes lo idearon para calcular las funciones de correlación
de las fluctuaciones hidrodinámicas en un fluido simple.
Desde el punto de vista de la teoŕıa de los procesos estocásticos, Fox y Uhlenbeck pusieron

en una base firme la HF, al establecer que en dicho formalismo las fluctuaciones hidrodinámicas
son descritas como procesos estocásticos estacionarios, gaussianos y markovianos [74]-[76].
Por otra parte, la teoŕıa de Fox y Uhlenbeck permite estudiar rigurosamente, las fluctua-

ciones en las variables que no tienen una paridad definida con respecto a la inversión temporal
[74], [75]. Entonces, esta formulación general resulta necesaria para describir las fluctuaciones
hidrodinámicas.
De hecho, el análisis general de este tipo de procesos estocásticos, permitió a Fox y Uhlenbeck

describir las fluctuaciones tanto en un fluido simple, como en mezclas binarias de fluidos simples
[76]. No obstante, no existen muchas aplicaciones de esta teoŕıa al estudio de las fluctuaciones
en fluidos complejos y, hasta donde sabemos, dicha teoŕıa no se hab́ıa aplicado antes para
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describir las propiedades estad́ısticas de las fluctuaciones hidrodinámicas de un cristal ĺıquido
nemático termotrópico. El análisis sistemático de la nematodinámica fluctuante fue realizado
por primera vez por nosotros en [77] y en las secciones siguientes lo describiremos brevemente.
Aśı pues, el principal objetivo de esta parte de nuestra investigación, es extender el forma-

lismo de Fox y Uhlenbeck para describir las fluctuaciones térmicas de un nemático termotrópico.
Con este propósito, describiremos de manera breve los aspectos principales de la teoŕıa general
de los procesos gaussianos estacionarios aplicada a la descripción de sistemas f́ısicos.

1.3.1 Fluctuaciones y Procesos Estocásticos Estacionarios Gaussianos

En la teoŕıa general de los procesos gaussianos estacionarios, se consideran N variables exten-
sivas A1, A2, ... , AN , las cuales determinan el estado termodinámico de un sistema a través
de la ecuación fundamental

S = S (A1,A2, . . . ,AN) , (1.34)

en donde S es la entroṕıa del sistema.
El dominio de aplicabilidad del formalismo de Fox y Uhlenbeck, es el régimen lineal cerca

de equilibrio, en donde son válidas las ecuaciones de regresión lineales,

d

dt
ai (t) = −Aijaj (t)− Sijaj (t) + Fi (t) , (1.35)

donde ai (t) = Ai (t)−Ao,i, son las desviaciones en las variables Ai al tiempo t, con respecto a
su valor de equilibrio Ao,i.
En (1.35), Aij y Sij son los elementos de una matriz antisimétrica y simétrica, respectiva-

mente, es decir, satisfacen
Aij = −Aji y Sij = Sji, (1.36)

mientras que Fi (t) es una fuerza fluctuante.
La fuerza fluctuante se origina por la interacción del sistema bajo estudio con las moléculas

del medio que lo rodea. En la teoŕıa se supone que las componentes Fi (t) obedecen una
distribución gaussiana, la cual se especifica mediante su primer y segundo momentos,

hFi (t)i = 0 (1.37)

y
hFi (t)Fj (t

0)i = 2Qijδ (t− t0) , (1.38)

respectivamente, donde la matriz de correlación, Qij, es simétrica y no negativa.
La presencia de la función δ (t− t0) en (1.38), implica que la interacción entre el sistema y

las moléculas de los alrededores cambia con rapidez extrema, tanto, que no existe correlación
entre esta interacción a dos tiempos distintos t y t0.
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En equilibrio, la entroṕıa adquiere su valor máximo, So, entonces, en el régimen cercano al
equilibrio, S tiene una representación cuadrática en términos de las desviaciones ai,

S (a1, ..., aN) ∼= So − 1
2
kBaiEijaj, (1.39)

donde

Eij =
1

kB

∂2S

∂ai∂aj

¯̄̄̄
a1,...,aN=0

(1.40)

son los elementos de una matriz simétrica y no negativa.
La probabilidad de que se realice una desviación de los valores más probables, Ao,i, hacia

los valores Ai, es proporcional a [78]

exp
©
k−1B [S (A1, ...,AN)− S (Ao,1, ...,Ao,N)]

ª
. (1.41)

Entonces, cuando las desviaciones son pequeñas, la función de distribución para dichas
desviaciones es una gaussiana

W1 (a1, ..., aN) =

·
detE
(2π)N

¸1/2
exp

·
−1
2
kBaiEijaj

¸
, (1.42)

donde detE representa el determinante de E. El primer factor en el lado derecho de (1.42)
normailza apropiadamente a la función de distribución W1.
A partir de la solución formal de (1.35),

ai (t) = [exp {−tG}]ij aj (0) +
tZ
0

[exp {− (t− s)G}]ij Fj (s) ds, (1.43)

donde G = A + S es la matriz de coeficientes fenomenológicos. De las propiedades (1.37) y
(1.38) es posible demostrar que las funciones de correlación entre los tiempos t y t0, definidas
por

χij (t, t
0) = hai (t) aj (t0)i , (1.44)

las cuales determinan todas las propiedades estad́ısticas del sistema, son estacionarias, si y sólo
si, E, G y Q están relacionadas mediante

GE−1 + E−1GT = 2Q, (1.45)

donde GT denota la matriz transpuesta de G.
La expresión (1.45), conocida como teorema de fluctuación disipación (TFD), relaciona la

intensidad de la fuerza estocástica, Qij, con los parámetros disipativos del sistema, Gij, que
provocan el decaimiento en las perturbaciones ai.
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Finalmente, debe señalarse que la presencia de la función δ (t− t0) en la correlación de las
fuerzas estocásticas (1.38), provoca que el proceso sea markoviano, es decir, que la función de
distribución condicional para las desviaciones a (t) a m tiempos diferentes,

Pm (a1, t1;a2, t2; ...;am, tm) ,

se reduzca a la distribución condicional a dos tiempos, mediante [76]

Pn (a1, t1;a2, t2; ...;an, tn) = P2 (an−1, tn−1; an, tn) . (1.46)

Las Ecs. (1.35), (1.37), (1.38), (1.42) y (1.45) definen entonces un proceso estacionario,
gaussiano y markoviano.
Esta teoŕıa puede extenderse directamente al caso en el que las variables ai son funciones

de la posición y el tiempo, ai = ai (r, t), y obedecen la ecuación

∂

∂t
ai (r, t) = −

Z
dr0Aij (r, r

0) aj (r0, t)−
Z

dr0Sij (r, r0) aj (r0, t) + Fi (r, t) , (1.47)

donde las matrices A (r0, r) y S (r0, r) son, respectivamente, antisimétrica y simétrica con res-
pecto al intercambio de los ı́ndices discretos y de los ı́ndices continuos r y r0, es decir,

Aij (r, r
0) = −Aji (r

0, r) , (1.48)

Sij (r, r
0) = Sji (r

0, r) , (1.49)

y Fi (r, t) es una fuerza fluctuante que obedece una distribución gaussiana con promedio nulo,

hFi (r, t)i = 0, (1.50)

y correlación
hFi (r, t)Fj (r

0, t0)i = 2Qij (r, r
0) δ (t− t0) . (1.51)

En (1.47), la presencia de las integrales espaciales se debe a que Aij (r, r
0) y Sij (r, r

0) son
operadores diferenciales.
Al imponer la condición de que el proceso sea estacionario, se obtiene la siguiente expresión

para el TFD, análoga a (1.45),

2Qij (r, r
0) =

Z
dr00

£
Gik (r, r

00)E−1kj (r
00, r0) +E−1ik (r, r

00)GT
kj (r

00, r0)
¤
. (1.52)

Un punto fundamental de nuestra investigación, el cual abordaremos a continuación, será
demostrar que las fluctuaciones en un cristal ĺıquido nemático termotrópico en equilibrio, (1.30)-
(1.33), obedecen una ecuación de la forma (1.47), a partir de lo cual puede construirse una teoŕıa
de procesos estocásticos para las mismas.
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1.3.2 Ecuaciones Nematodinámicas Fluctuantes

El objetivo principal de esta sección, consiste en demostrar que las ecuaciones que describen la
dinámica de las fluctuaciones del nemático termotrópico pueden escribirse en la forma canónica
(1.47). Con este propósito, linearizaremos las ecuaciones nematodinámicas generales, Ecs.
(1.6)-(1.10) y (1.26)-(1.29), presentadas en la Sección 1.2.2.
Notemos que en presencia de las fluctuaciones, los tensores materiales que aparecen en estas

ecuaciones, Φij, λijk, hi, νijkl, Kijkl y κ̄ij, los cuales dependen de los valores locales de los
campos hidrodinámicos, también tendrán una parte fluctuante y entonces, pueden escribirse en
la forma

κ̄ij (r, t) = κ̄o,ij + δκ̄ij (r, t) , νijkl (r, t) = νo,ijkl + δνijkl (r, t) , etc., (1.53)

donde los términos con sub́ındice o representan la contribución de equilibrio de los tensores,
mientras que los términos con una δ enfrente representan la parte fluctuante, escrita hasta
orden lineal en la fluctuaciones de las variables nematodinámicas. Por ejemplo, de la definición
del campo molecular hi, ecuación (1.18), se sigue que ho,i = 0 y

δhi (r, t) = −Ko,ijkl∇j∇lδnk (r, t) (1.54)

donde Ko,ijkl se obtiene de evaluar la expresión (1.15) en n̂ (r, t) = n̂o.
Utilizando las ecuaciones (1.30)-(1.33) y (1.53), puede mostrarse directamente que, hasta

orden lineal en las fluctuaciones, las ecuaciones nematodinámicas (1.6) y (1.8)-(1.10) adquieren
la forma:

∂

∂t
δρ+ ρo∇iδvi = 0, (1.55)

ρo
∂

∂t
δvi +∇iδp+

1

2
λo,kjiKo,klmn∇j∇l∇nδnm − νo,ijkl∇j∇lδvk = 0, (1.56)

∂

∂t
δσ + σo∇iδvi − κ̄o,ij∇i∇jδT = 0 (1.57)

y
∂

∂t
δni − 1

2
λo,ijk∇jδvk − 1

γ1
δ⊥o,ikKo,kjmn∇j∇nδnm = 0. (1.58)

En términos de las fluctuaciones en la entroṕıa por unidad de masa, s = σρ−1, tenemos
δσ = ρoδs + soδρ. Utilizando este resultado y la ecuación de continuidad fluctuante, (1.55),
obtenemos también

∂

∂t
δs− 1

ρo
κ̄o,ij∇i∇jδT = 0. (1.59)

Las ecuaciones (1.55), (1.56), (1.58) y (1.59) no forman un conjunto cerrado. Las expresiones
que cierran este sistema, al igual que en el caso macroscópico, son las ecuaciones de estado
s = s (T, ρ) y p = p (T, ρ), a partir de las cuales podemos escribir las relaciones termodinámicas
válidas para desviaciones pequeñas en T y ρ,

δs =
cv
To
δT +

cv
To

1− γ

αρo
δρ, (1.60)
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δp =
ρocv
αTo

(γ − 1) δT + cv
Toα2

(γ − 1) δρ, (1.61)

donde γ = cp/cv, es el cociente de las capacidades caloŕıficas espećıficas a volumen y presión
constantes cv y cp, respectivamente, y α = −ρ−1o (∂ρ/∂T )p el coeficiente de expansión térmica.
Utilizando (1.60) y (1.61) podemos escribir un conjunto completo de ecuaciones en la re-

presentación {δρ, δvi, δT, δni}, en la cual (1.56) y (1.59) adquieren la forma

ρo
∂

∂t
δvi+

(γ − 1) cv
α2To

∇iδρ+
ρocv
αTo

(γ − 1)∇iδT +
1

2
λo,kjiKo,klmn∇j∇l∇nδnm−νo,ijkl∇j∇lδvk = 0

(1.62)
∂

∂t
δT − 1

ρocv
κo,ij∇i∇jδT +

γ − 1
α
∇iδvi = 0, (1.63)

las cuales, junto con (1.55) y (1.58), forman el conjunto completo deseado.
Con el propósito de llevar este sistema a la forma canónica (1.47), introduciremos un con-

junto de variables fluctuantes normalizadas de tal manera que todas ellas posean las mismas
dimensiones. Dichas variables estarán definidas por

a1 (r, t) = ρ−1/2o δρ (r, t) , (1.64)

aα (r, t) =
(γρo)

1/2

cs
δvα (r, t) , (1.65)

a5 (r, t) =

µ
ρocp
To

¶1/2
1

cs
δT (r, t) , (1.66)

aµ̄ (r, t) = ρ1/2o δnµ̄ (r, t) , (1.67)

donde los sub́ındices griegos α, β, ... tomarán de ahora en adelante únicamente los valores
α, β, ... = 2, 3, 4, mientras que los sub́ındices griegos con barra estarán restringidos a los va-
lores ᾱ, β̄, ... = 6, 7, 8. Por otro lado, los sub́ındices latinos i, j, ... podrán tomar los valores
i, j, ... = 1, 2, 3, .., 8.
En (1.65) y (1.66), cs es la velocidad adiabática del sonido del nemático, definida por

c2s = (∂p/∂ρ)S.
En términos de las variables normalizadas, ai, la ecuación de continuidad adquiere la forma

∂

∂t
a1 (r, t) = −A1/2∇aaα (r, t) , (1.68)

donde, por definición A1/2 = cs/γ
1/2; las ecuaciones de movimiento pueden escribirse como

∂

∂t
aα (r, t) = −A1/2∇aa1 (r, t) +

1

ρo
νo,αβηλ∇β∇λaη (r, t)− (γ − 1)1/2A1/2∇aa5 (r, t)

− 1

2ρoA1/2
λo,ηβαKo,ηλµ̄ν∇β∇λ∇νaµ̄ (r, t) ; (1.69)
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la ecuación de conduccción del calor se transforma en

∂

∂t
a5 (r, t) = − (γ − 1)1/2A1/2∇aaα (r, t) +

1

ρocv
κo,αβ∇α∇β∇λa5 (r, t) ; (1.70)

mientras que las ecuaciones para la relajación del director se reducen a

∂

∂t
aµ̄ (r, t) =

1

2
A1/2λo,µ̄βα∇βaα (r, t) +

1

γ1
δ⊥o,µ̄ηKo,ηαν̄β∇α∇βaν̄ (r, t) . (1.71)

Para llegar a la forma final de estas expresiones hemos utilizado la relación termodinámica

c2sα
2 =

(γ − 1) cp
To

. (1.72)

Ahora se escribirán (1.69) y (1.71) en una forma equivalente, que refleje la simetŕıa existente
entre los operadores diferenciales que acoplan a las fluctuaciones en el campo de velocidades,
aα (r, t), con las fluctuaciones orientacionales, aµ̄ (r, t),

∂

∂t
aα (r, t) = −A1/2∇aa1 (r, t) +

1

ρo
νo,αβηλ∇β∇λaη (r, t)− (γ − 1)1/2A1/2∇aa5 (r, t)

− 1

4ρoA1/2
λo,ηβαKo,ηλµ̄ν∇β∇λ∇νaµ̄ (r, t) +

1

4
A1/2λo,µ̄βα∇βaµ̄ (r, t)

− 1

4ρoA1/2
λo,ηβαKo,ηλµ̄ν∇β∇λ∇νaµ̄ (r, t)− 1

4
A1/2λo,µ̄βα∇βaµ̄ (r, t) , (1.73)

∂

∂t
aµ̄ (r, t) =

1

γ1
δ⊥o,µ̄ηKo,ηαν̄β∇α∇βaν̄ (r, t)

− 1

4ρoA1/2
λo,ηβαKo,ηλµ̄ν∇β∇λ∇νaα (r, t) +

1

4
A1/2λo,µ̄βα∇βaα (r, t)

+
1

4ρoA1/2
λo,ηβαKo,ηλµ̄ν∇β∇λ∇νaα (r, t) +

1

4
A1/2λo,µ̄βα∇βaα (r, t) . (1.74)

Todo este procedimiento formal, ha servido para llevar a las ecuaciones fluctuantes li-
nearizadas a una forma simétrica en la que pueden identificarse los elementos de las matrices
A (r, r0) y S (r, r0) que aparecen en la ecuación canónica (1.47).
Definiremos las matrices de 8 renglones por 8 columnas,

S (r, r0) =


0 0 0 0
0 Sαβ (r, r

0) 0 Sαµ̄ (r, r
0)

0 0 S55 (r, r
0) 0

0 Sµ̄α (r, r
0) 0 Sµ̄ν̄ (r, r

0)

 (1.75)
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y

A (r, r0) =


0 A1α (r, r

0) 0 0
Aα1 (r, r

0) 0 Aα5 (r, r
0) Aαµ̄ (r, r

0)
0 A5α (r, r

0) 0 0
0 Aµ̄α (r, r

0) 0 0

 , (1.76)

donde los elementos de las submatrices Sαβ (r, r
0), Sαµ̄ (r, r0), etc., están dados por

Sαβ (r, r
0) =

1

ρo
νo,αηβλ

∂2

∂xη∂x0λ
δ (r− r0) , (1.77)

S55 (r, r
0) =

1

ρocv
κo,αβ

∂2

∂xα∂x0β
δ (r− r0) , (1.78)

Sαµ̄ (r, r
0) =

1

4

·
1

ρoA1/2
λo,ηβαKo,ηλµ̄ν

∂3

∂xβ∂xλ∂xν
+A1/2λo,µ̄βα

∂

∂xβ

¸
δ (r− r0)

= −Sµ̄α (r, r0) , (1.79)

Sµ̄ν̄ (r, r
0) =

1

γ1
δ⊥o,µ̄ηKo,ηαν̄β

∂2

∂xα∂x0β
δ (r− r0) , (1.80)

A1α (r, r
0) = A1/2

∂

∂xα
δ (r− r0) = Aα1 (r, r

0) , (1.81)

Aα5 (r, r
0) = (γ − 1)1/2A1/2 ∂

∂xα
δ (r− r0) = A5α (r, r

0) , (1.82)

Aαµ̄ (r, r
0) =

1

4

·
1

ρoA1/2
λo,ηβαKo,ηλµ̄ν

∂3

∂xβ∂xλ∂xν
−A1/2λo,µ̄βα

∂

∂xβ

¸
δ (r− r0)

= Aµ̄α (r, r
0) . (1.83)

De estas definiciones se sigue directamente que, en efecto, las ecuaciones (1.68), (1.70),
(1.73) y (1.74) pueden escribirse en la forma

∂

∂t
ai (r, t) = −

Z
dr0Aij (r, r

0) aj (r0, t)−
Z

dr0Sij (r, r0) aj (r0, t) . (1.84)

También puede demostrarse de manera directa a partir de (1.77)-(1.83) que los elementos
Aij (r, r

0) y Sij (r, r0) satisfacen

Aij (r, r
0) = −Aji (r

0, r) , (1.85)

Sij (r, r
0) = Sji (r

0, r) , (1.86)
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es decir, que las matrices A (r0, r) y S (r0, r) son, respectivamente, antisimétrica y simétrica con
respecto al intercambio de los ı́ndices discretos y de los ı́ndices continuos r y r0, tal como lo
pide el formalismo de Fox y Uhlenbeck.
Si tomamos en cuenta que en la escala de las fluctuaciones hidrodinámicas pueden actuar

fuerzas estocásticas, Fi (r, t), sobre las variables ai (r, t), la ecuación (1.84) tendrá la forma

∂

∂t
ai (r, t) = −

Z
dr0Aij (r, r

0) aj (r0, t)−
Z

dr0Sij (r, r0) aj (r0, t) + Fi (r, t) . (1.87)

Por lo tanto, las ecuaciones nematodinámicas para las fluctuaciones se pueden llevar a la
forma canónica (1.47).
Las ecuaciones (1.87), junto con (1.85) y (1.86) constituyen el resultado más importante del

análisis presentado en esta sección, pues muestran que el formalismo de Fox y Uhlenbeck puede
aplicarse para describir las fluctuaciones en un cristal ĺıquido nemático termotrópico.

1.3.3 Teoremas de Fluctuación Disipación

La introducción de las fuerzas fluctuantes Fi (r, t) en (1.87), convierte a las ecuaciones li-
nearizadas en un conjunto de ecuaciones estocásticas acopladas. Las propiedades estocásticas
de las fluctuaciones están fuertemente determinadas por las correspondientes propiedades de las
fuerzas fluctuantes. Por lo tanto, establecer estás últimas resulta fundamental para completar
el esquema de descripción f́ısico que determina la dinámica de las fluctuaciones en un nemático
termotrópico. lo anterior se realizará en esta subsección.
Las fuerzas Fi (r, t) en (1.87) constituyen una representación fenomenológica del efecto de

la enorme cantidad de procesos microscópicos, debidos a la agitación térmica, que perturban
la dinámica de las fluctuaciones en el nemático. Entonces, es natural suponer que estas com-
ponentes obedecen una distribución gaussiana con primer y segundo momentos

hFi (r, t)i = 0 (1.88)

y
hFi (r, t)Fj (r

0, t0)i = 2Qij (r, r
0) δ (t− t0) , (1.89)

respectivamente.
La presencia de la función δ (t− t0) en (1.89) representa la conclusión fenomenológica de que

el tiempo de correlación de las fuerzas estocásticas es despreciablemente corto, en comparación
con los tiempos caracteŕısticos del decaimiento de las fluctuaciones hidrodinámicas, pues estos
últimos procesos involucran el comportamiento colectivo de una enorme cantidad de moléculas.
Para calcular la forma expĺıcita de los elementos Qij (r, r

0), a través de (1.52), aún hace
falta calcular la matriz E−1 (r, r0). Esto puede realizarse para un nemático, al igual que para
un fluido simple, gracias a que contamos con una expresión para la producción de entroṕıa y a
que hemos supuesto que los procesos estocásticos involucrados son gaussianos.
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Por un lado, integrando la ecuación (1.9) sobre todo el espacio y utilizando el teorema de
la divergencia y la definición (1.26) de la función de disipación, puede obtenerse la siguiente
expresión para la producción de entroṕıa cerca de equilibrio

d

dt
S (t) =

1

Toγ1

Z
drKo,αλµνδ

⊥
o,αβKo,βρστ∇λ∇νδnµ (r, t)∇ρ∇τδnσ (r, t)

+
1

To

Z
drνo,αβκλ∇βδvα (r, t)∇λδvκ (r, t)

+
1

T 2o

Z
drκo,αβ∇αδT (r, t)∇βδT (r, t) . (1.90)

Se puede demostrar de manera directa que, en términos de las variables normalizadas y de
los elementos de la matriz S (r, r0), la ecuación anterior se reduce a

d

dt
S (t) =

A

To

ZZ
drdr0 [aα (r, t)Sαβ (r, r0) aβ (r0, t) + a5 (r, t)S55 (r, r

0) a5 (r0, t)

+
1

γ1
δ0 ⊥ij

µ
K0

isµl

∂2

∂xs∂x0l

¶
aµ̄ (r, t)Sµ̄ν̄ (r, r

0) aν̄ (r0, t)] . (1.91)

Por otro lado, la entroṕıa misma tiene una representación cuadrática en términos de las
variables normalizadas

S = So − 1
2
kB

ZZ
drdr0ai (r, t)Eij (r, r

0) aj (r0, t) , (1.92)

de la cual se sigue que

d

dt
S (t) =

1

2
kB

ZZZ
drdr0dr00ai (r, t) [Sik (r, r00)Ekj (r

00, r0) +Eik (r, r
00)Skj (r00, r0)

−Aik (r, r
00)Ekj (r

00, r0) +Eik (r, r
00)Akj (r

00, r0)] aj (r0, t) , (1.93)

en donde hemos utilizado (1.87).
Las ecuaciones (1.90) y (1.93) coinciden, si y sólo si,

E (r, r0) =
A

kBTo


1 0 0 0
0 δαβ 0 0
0 0 1 0

0 0 0 ρ0A
³
Ko,ηµ̄λν̄

∂2

∂xη∂x0λ

´
 δ (r− r0) , (1.94)

y la inversa de esta matriz, la cual se determina por la condiciónZ
dr00E−1ik (r, r

00)Ekj (r
00, r0) = δijδ (r− r0) , (1.95)
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resulta ser

E−1ij (r, r
00) =

kBTo
A


1 0 0 0
0 δαβ 0 0
0 0 1 0

0 0 0 ρ0A
³
Ko,ηµ̄λν̄

∂2

∂xη∂x0λ

´−1
 δ (r− r0) δij. (1.96)

Utilizando Gij (r− r0) = Sij (r− r0) + Aij (r− r0), con Sij (r− r0) y Aij (r− r0) dados por
las definiciones (1.77)-(1.83), y la expresión (1.96) en (1.52), se obtiene finalmente

Q (r, r0) =
kBTo
A


0 0 0 0

0 1
ρo
νo,αηβλ

∂2

∂xη∂x0λ
0 0

0 0 1
ρocv

κo,αβ
∂2

∂xα∂x0β
0

0 0 0 ρoA
1
γ1
δ⊥o,µ̄ν̄

 δ (r− r0) . (1.97)

Debido a que Q11 = 0, se observa que no puede introducirse una fuerza fluctuante en la
ecuación de continuidad (1.68). Nótese además que los elementos restantes de la matriz de
correlación Q (r, r0) contienen derivadas parciales de la función δ (r− r0), excepto Qµ̄ν̄. Para
interpretar apro-piadamente la ecuación (1.97), será conveniente introducir las cantidades fluc-
tuantes Σαβ (r, t) , Qα (r, t) y Υµ (r, t), definidas en términos de las fuerzas fluctuantes Fi (r, t)
mediante

Fα (r, t) =

µ
1

ρoA

¶1/2
∂

∂xβ
Σαβ (r, t) , (1.98)

F5 (r, t) =

µ
1

ρocvATo

¶1/2
∂

∂xα
Qα (r, t) , (1.99)

Fµ̄ (r, t) = ρ1/2o Υµ̄ (r, t) . (1.100)

De hecho, a partir de estas definiciones, podemos identificar a Σαβ (r, t) con una contribución
fluctuante del tensor de esfuerzos, a Qα (r, t) con un flujo de calor estocástico y a Υµ̄ (r, t) con
una contribución estocástica a la cuasicorriente que determina la relajación del director. De
acuerdo con (1.98) se tiene

hFα (r, t)Fβ(r
0, t0)i = 1

ρoA

∂2

∂xη∂x0λ
hΣαη (r, t)Σβλ(r

0, t0)i , (1.101)

Por otro lado, según (1.97), tenemos

hFα (r, t)Fβ(r
0, t0)i = 2Qαβ (r, r

0) δ (t− t0)

=
2kBTo
Aρo

νo,αηβλ
∂2

∂xη∂x0λ
δ (r− r0) δ (t− t0) . (1.102)
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Comparando (1.101) y (1.102) se tiene

hΣαβ (r, t)Σκλ(r
0, t0)i = 2kBToνo,αβκλδ (r− r0) δ (t− t0) , (1.103)

y de manera análoga se obtienen las expresiones

hQα (r, t)Qβ(r
0, t0)i = 2kBT 2o κo,αβδ (r− r0) δ (t− t0) (1.104)

y

hΥµ̄ (r, t)Υν̄(r
0, t0)i = 2kBTo 1

γ1
δ⊥o,µ̄ν̄δ (r− r0) δ (t− t0) . (1.105)

Regresando a la notación usual, donde los ı́ndices i, j, k, ..., toman los valores i, j, k, ... =
x, y, z, tenemos

hΣij (r, t)Σkl(r
0, t0)i = 2kBToνo,ijklδ (r− r0) δ (t− t0) , (1.106)

hQi (r, t)Qj(r
0, t0)i = 2kBT 2o κo,ijδ (r− r0) δ (t− t0) , (1.107)

hΥi (r, t)Υj(r
0, t0)i = 2kBTo 1

γ1
δ⊥o,ijδ (r− r0) δ (t− t0) . (1.108)

Esta es la forma final de los teoremas de fluctuación disipación que obedecen las fuerzas
estocásticas en un nemático termotrópico. Claramente, (1.106)-(1.108) relacionan a las can-
tidades estocásticas Σij (r, t), Qi (r, t), Υi (r, t) con los parámetros materiales disipativos del
nemático γ1, ν1,..., ν5, κk y κ⊥. A partir de la Ec. (1.97), también se sigue que

hΣij (r, t)Qk(r
0, t0)i = hΣij (r, t)Υk(r

0, t0)i = hQi (r, t)Υj(r
0, t0)i = 0. (1.109)

Las expresiones (1.106)-(1.109) serán utilizadas exhaustivamente en nuestros desarrollos
posteriores.
En resumen, hemos supuesto, como es usual, que las fluctuaciones hidrodinámicas del

nemático obedecen una distribución gaussiana. Bajo esta condición, el formalismo de Fox
y Uhlenbeck puede extenderse para describirlas y esto nos ha permitido encontrar los TFD que
relacionan la intensidad de las fuerzas estocásticas con los parámetros disipativos de nuestro
sistema.
La estructura formal que hemos desarrollado hasta el momento describe a las fluctuaciones

hidrodinámicas del nemático como procesos estacionarios, gaussianos y markovianos.

1.4 Dinámica de las Fluctuaciones Alrededor de Equi-

librio

Las ecuaciones fluctuantes linearizadas (1.87), determinan la dinámica de las fluctuaciones
térmicas en un nemático termotrópico en equilibrio. Una de las principales dificultades que en-
contraremos al tratar con estas ecuaciones, consiste en que su forma expĺıcita es muy engorrosa,
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como exhibiremos a continuación, debido al fuerte acoplamiento que existe entre los diversos
campos fluctuantes y a la naturaleza intŕınsecamente anisotrópica del nemático.
En esta sección nos interesa, por un lado, exhibir expĺıcitamente la complejidad matemática

involucrada en la dinámica de las fluctuaciones nematodinámicas y, por otro lado, motivar la
idea de que esta complejidad puede disminuirse analizando la dinámica sobre las diferentes
escalas temporales en las cuales evolucionan las fluctuaciones.
La forma expĺıcita de las ecuaciones (1.87), puede obtenerse a partir de las definiciones de

las variables normalizadas, de las fuerzas estocásticas y de los tensores materiales δ⊥ij , κij, νijkl,
tomando en cuenta que n̂o apunta en la dirección del eje z. Este procedimiento conduce al
siguiente sistema de ecuaciones estocásticas en la represntacion {δp, δT, δvi, δni}.
Para las fluctuaciones en la presión y la temperatura se obtienen las ecuaciones

∂

∂t
δp =

αγ

χT

¡
DT
k∇2z +DT

⊥∇2⊥
¢
δT − γ

χT
∇iδvi − α

χT cvρo
∇iQi (1.110)

y
∂

∂t
δT = γ

¡
DT
k∇2z +DT

⊥∇2⊥
¢
δT − γ − 1

α
∇iδvi − 1

cvρo
∇iQi, (1.111)

respectivamente. En las Ecs. (1.110) y (1.111), χT denota la compresibilidad isotérmica del
nemático, χT = ρ−1o (∂ρ/∂p)T ; mientras que D

T
k = κk/ρocp y DT

⊥ = κ⊥/ρocp, representan las
difusividades térmicas a lo largo del vector director y en la dirección perpendicular, respectiva-
mente.
Para las fluctuaciones en la velocidad obtenemos

ρo
∂

∂t
δvx =

£
(ν2 + ν4)∇2x + ν2∇2y + ν3∇2z

¤
δvx + (ν3 + ν5)∇x∇zδvz

+ν4∇x∇yδvy −∇xδp− 1 + λ

2
(K1 −K2)∇x∇y∇zδny

−1 + λ

2

¡
K1∇2x +K2∇2y +K3∇2z

¢∇zδnx −∇jΣxj, (1.112)

ρo
∂

∂t
δvy =

£
ν2∇2x + (ν2 + ν4)∇2y + ν3∇2z

¤
δvy + (ν3 + ν5)∇y∇zδvz

+ν4∇x∇yδvx −∇yδp− 1 + λ

2
(K1 −K2)∇x∇y∇zδnx

−1 + λ

2

¡
K2∇2x +K1∇2y +K3∇2z

¢∇zδny −∇jΣyj, (1.113)

y

ρo
∂

∂t
δvz =

£
(2ν1 + ν2 + 2ν5 − ν4)∇2z + ν3∇2⊥

¤
δvz

+(ν3 + ν5) (∇x∇zδvx +∇y∇zδvy)−∇zδp

−λ− 1
2

¡
K1∇2⊥ +K3∇2z

¢∇iδni −∇jΣzj. (1.114)
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Finalmente, para las componentes x y y de las fluctuaciones en el director se encuentran las
expresiones

∂

∂t
δnx = − 1

γ1

¡
K1∇2x +K2∇2y +K3∇2z

¢
δnx +

1 + λ

2
∇zδvx

−1− λ

2
∇xδvz +

1

γ1
(K1 −K2)∇x∇yδny −Υx, (1.115)

y

∂

∂t
δny =

1

γ1

¡
K2∇2x +K1∇2y +K3∇2z

¢
δny +

1 + λ

2
∇zδvy

−1− λ

2
∇yδvz +

1

γ1
(K1 −K2)∇x∇yδnx −Υy. (1.116)

respectivemente.
Nótese que únicamente es necesario especificar la dinámica de las componentes x y y de las

fluctuaciones en la orientación porque debido a la condición n̂ · n̂ = 1, o bien δn · n̂ = 0, la
componente z es nula.
El comportamiento dinámico de las fluctuaciones, descrito por las ecuaciones (1.110)-(1.116),

puede escribirse en la forma compacta

∂

∂t
ai (r, t) = −M (eq)

ij aj (r, t)− Fi (r, t) , (1.117)

donde a es el vector de estado fluctuante 1

a =



δp
δT
δvx
δvy
δvz
δnx
δny


, (1.118)

F contiene a todas las fuerzas estocásticas que perturban la dinámica de las fluctuaciones,

F =



αc2s
cp
∇iQi

1
ρsscv
∇iQi

1
ρss
∇iΣxi

1
ρss
∇iΣyi

1
ρss
∇iΣzi

Υx

Υy


, (1.119)

1Nótese que los vectores a y F introducidos en esta sección, Ecs. (1.118) y (1.119), son diferentes a los
vectores normalizados a y F estudiados en la sección anterior.

36



y M(eq) es el operador hidrodinámico linearizado, cuya forma expĺıcita es

M(eq) =



0 −αc2s
cp
κ̂ ρc2s∇x ρc2s∇y ρc2s∇z 0 0

0 −D̂ γ−1
α
∇x

γ−1
α
∇y

γ−1
α
∇z 0 0

1
ρo
∇x 0 − 1

ρo
ν̂x −ν4

ρo
∇x∇y −ν3+ν5

ρo
∇x∇z

1+λ
2ρo

K̂x∇z
1+λ
2ρo

K̂∇z

1
ρo
∇y 0 −ν4

ρo
∇x∇y − 1

ρo
ν̂y −ν3+ν5

ρo
∇y∇z

1+λ
2ρo

K̂∇z
1+λ
2ρo

K̂y∇z

1
ρo
∇z 0 −ν3+ν5

ρo
∇x∇z −ν3+ν5

ρo
∇y∇z − 1

ρo
ν̂z

λ−1
2ρo

K̂z∇x
λ−1
2ρo

K̂z∇y

0 0 −1+λ
2
∇z 0 −λ−1

2
∇x − 1

γ1
K̂x − 1

γ1
K̂

0 0 0 −1+λ
2
∇z −λ−1

2
∇x − 1

γ1
K̂ − 1

γ1
K̂y


.

(1.120)
En esta expresión, hemos utilizado las siguientes definiciones para los operadores κ̂, D̂, etc.,

κ̂ ≡ κk∇2z + κ⊥∇2⊥, D̂ ≡ DT
k∇2z +DT

k∇2⊥, (1.121)

ν̂x ≡ (ν2 + ν4)∇2x + ν2∇2y + ν3∇2z, ν̂y ≡ ν2∇2x + (ν2 + ν4)∇2y + ν3∇2z, (1.122)

ν̂z ≡ (2ν1 + ν2 + 2ν5 − ν4)∇2z + ν3∇2⊥, (1.123)

K̂x ≡ K1∇2x +K2∇2y +K3∇2z, K̂y ≡ K2∇2x +K1∇2y +K3∇2z, (1.124)

K̂z ≡ K1∇2⊥ +K3∇2z, K̂ ≡ (K1 −K2)∇x∇y, (1.125)

donde ∇2⊥ ≡ ∇2x +∇2y.
Nótese que, tal como cabŕıa esperar debido a la simetŕıa del sistema alrededor del eje z, la

forma de las ecuaciones (1.117)-(1.125) no se modifica si se intercambian las direcciones x y y.
La solución a la ecuación (1.117) es más accesible en el espacio de Fourier. En este trabajo,

la transformada de Fourier de un campo arbitrario f (r, t) estará definida por

f̃ (k, ω) =

Z Z
dtdre−i(k·r−ωt)f (r, t) , (1.126)

cuya transformada inversa es

f (r, t) =
1

(2π)4

Z Z
dωdkei(k·r−ωt)f̃ (k, ω) . (1.127)

También será útil definir la transformada de Fourier espacial de f (r, t) mediante

f̂ (k, t) =

Z
dre−ik·rf (r, t) , (1.128)

con la transformada inversa

f (r, t) =
1

(2π)3

Z
dkeik·rf̂ (k, t) . (1.129)
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En lo siguiente, el śımbolo f̃ ( f̂ ), representará la transformada la transformada de Fourier
(la transformada espacial), del campo f , aunque por simplicidad su dependencia en las variables
k y ω (k y t), no se hará expĺıcita siempre.
Nótese que de acuerdo con (1.126), las transformadas de Fourier de los TFD (1.106), (1.107)

y (1.108), son

hΣij (k, ω)Σkl (k
0, ω0)i = 2 (2π)4 kBToνijklδ (k+ k0) δ (ω + ω0) (1.130)

hQi (k, ω)Qj (k
0, ω0)i = 2 (2π)4 kBT 2o κijδ (k+ k0) δ (ω + ω0) , (1.131)

y

hΥi (k, ω)Υj (k
0, ω0)i = 2 (2π)4 kBTo

γ1
δ⊥ijδ (k+ k

0) δ (ω + ω0) , (1.132)

respectivamente. Evidentemente, la expresión (1.109) implica

hΣij (k, ω)Ql (k
0, ω0)i = hΣij (k, ω)Υl (k

0, ω0)i = hQi (k, ω)Υj (k
0, ω0)i = 0. (1.133)

La transformada de Fourier espacial de (1.117) es

∂

∂t
âi (k, t) = −Hij (k) âj (k, t)− F̂i (k, t) , (1.134)

donde Hij (k) es la matriz hidrodinámica en el espacio k.
Tal como puede observarse en las expresiones (1.117)-(1.120), las componentes cartesianas de

las fluctuaciones en la velocidad y el director se encuentran fuertemente acopladas. Entonces,
resultaŕıa conveniente describir la dinámica de las fluctuaciones en un marco de referencia
donde este acoplamiento fuera mı́nimo. Siguiendo a Forster [68], debido a la simetŕıa de la
fase nemática, las componentes de los campos en la dirección perpendicular al plano n̂o − k
estarán desacopladas de las componentes que se encuentren en dicho plano. Las primeras
componentes reciben el nombre de componentes transversales mientras que las últimas son
llamadas componentes longitudinales.
En nuestro caso, la componente transversal de un campo arbitrario fi (k), i = x, y, z, estará

definida por

f1 (k) =
1

k⊥
f · (n̂o × k) = 1

k⊥
n̂o · (k× f) , (1.135)

mientras que las componentes longitudinales estarán dadas por

f2 (k) =
1

kk⊥
f · k× [n̂o × k] = 1

kk⊥
k× [k× n̂o] · f , (1.136)

f3 (k) =
1

k
k · f . (1.137)
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Por ejemplo, las componentes transversales de los campos fluctuantes de velocidad y o-
rientación, δv̂1 (k, t) y δn̂1 (k, t), estarán definidas mediante

δv̂1 (k, t) =
1

k⊥
n̂o · [k× δv (k, t)] (1.138)

y

δn̂1 (k, t) =
1

k⊥
n̂o · [k× δn (k, t)] , (1.139)

respectivamente. Análogamente, las componentes longitudinales de estos campos, δv̂2 (k, t),
δv̂3 (k, t) y δn̂3 (k, t), tendrán la forma

δv̂2 (k, t) =
1

kk⊥
k× [k× n̂o] · δv (k, t) , (1.140)

δv̂3 (k, t) =
1

k
k · δv (k, t) , (1.141)

δn̂3 (k, t) =
1

k
k · δn (k, t) . (1.142)

Aunque estas definiciones difieren ligeramente de las utilizadas en otras referencias [79],
[68], tienen la ventaja de que no cambian la dependencia de las variables con respecto a la
magnitud del vector de onda como sucede en otros casos. Además, la transformación que
lleva de las componentes cartesianas de f a las componentes f1, f2 y f3 aśı definidas, es una
transformación unitaria [80], lo cual implica que ésta puede interpretarse como una rotación
del sistema cartesiano hacia otro sistema ortonormal, con vectores unitarios ê1 = k−1⊥ (n̂o × k),
ê3 = k−1k y ê2 = ê3 × ê1, tal como se ilustra en la Figura 1.3.
Utilizando, las definiciones expresiones (1.138)-(1.142) puede comprobarse que, efectiva-

mente, las componentes transversales y longitudinales no están acopladas. De hecho, el vector
de estado a puede descomponerse en dos contribuciones independientes,

a(t) =

µ
δn̂1
δv̂1

¶
y a(l) =


δn̂3
δv̂2
δT̂
δv̂3
δp̂

 , (1.143)

que obedecen las ecuaciones

∂

∂t
a
(l)
i (k, t) = −H(l)

ij (k) a
(l)
j − F̂

(l)
i (k, t) , (1.144)

∂

∂t
a
(t)
i (k, t) = −H(t)

ij (k) a
(t)
j − F̂

(t)
i (k, t) , (1.145)
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Figura 1.3: Las transformaciones (1.135)-(1.137), representan una rotación del sistema carte-
siano xyz, hacia el sistema ortonormal definido por los vectores unitarios ê1, ê2 y ê3. Las
componentes longitudinales, son aquellas que se encuentran en el plano n̂o−k (direcciones ê2 y
ê3). Las componentes transversales se encuentra a lo largo de la perpendicular a éste (dirección
ê1).

donde H
(l)
ij (k) y H

(t)
ij (k) representan los elementos de matrices hidrodinámicas reducidas dadas

por

H(l) (k) =


ωd3 (k) ik⊥λ̄ (k) 0 −iλk2⊥

k2
kz 0

i k2

k⊥ρo
γ1λ̄ (k)ωd3 (k) ωv2 (k) 0 ω̄v (k) 0

0 0 ω̄T (k) iγ−1
α
k 0

−i λ
ρo
γ1ωd3 (k) kz ω̄v (k) 0 ωv3 (k) i k

ρo

0 0 γαc2sρoω̄T (k) iρocsωs (k) 0

 (1.146)

y

H(t) (k) =
µ

ωd1 (k) −i1+λ
2
kz

−i1+λ
2ρo

γ1ωd1 (k) kz ωv1 (k)

¶
. (1.147)

Aqúı, hemos introducido las abreviaturas siguientes:

ωd3 (k) =
1

γ1

¡
K1k

2
⊥ +K3k

2
z

¢
, (1.148)

ω̄v (k) =
1

ρo

kzk⊥
k2

£
(2ν3 + ν5 − ν4 − ν2) k

2
⊥ + (2ν1 + ν2 + ν5 − 2ν3 − ν4) k

2
z

¤
(1.149)

ωv2 (k) =
1

ρok2
£
ν3k

4
⊥ + 2 (ν1 + ν2 − ν3) k

2
⊥k

2
z + ν3k

4
z

¤
, (1.150)
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ω̄T (k) =
1

ρocv

¡
κkk2z + κ⊥k2⊥

¢
, (1.151)

ωv3 (k) =
1

ρok2
£
(ν2 + ν4) k

4
⊥ + 2 (2ν3 + ν5) k

2
⊥k

2
z + (2ν1 + ν2 + 2ν5 − ν4) k

4
z

¤
, (1.152)

ωd1 (k) =
1

γ1

¡
K2k

2
⊥ +K3k

2
z

¢
(1.153)

ωv1 (k) =
1

ρo

¡
ν2k

2
⊥ + ν3k

2
z

¢
, (1.154)

ωs (k) = csk, (1.155)

todas las cuales tienen unidades de frecuencia, mientras que

λ̄ (k) =
[(1 + λ) k2z + (1− λ) k2⊥]

2k2
, (1.156)

es un parámetro adimensional.
Por otro lado, F(l) y F(t) son las fuerzas estocásticas asociadas a las variables longitudinales

y transversales. Ambas, F(l) y F(t), consisten de una combinación lineal de las componentes
estocásticas originales, Σ̂ij, Q̂i y Υ̂i, y tienen la forma expĺıcita

F(l)(k, t) =



1
k

³
kxΥ̂x + kyΥ̂y

´
i
ρo

³
k
k⊥
kjΣ̂zj − kz

k⊥k
kjklΣ̂jl

´
i

ρocv
kjQ̂j

i
kρo

kjklΣ̂jl

i α
ρocvχT

kjQ̂j


, (1.157)

F(t)(k, t) =

 1
k⊥

³
kxΥ̂y − kyΥ̂x

´
i

k⊥ρss

³
kxkjΣ̂yj − kykjΣ̂xj

´  . (1.158)

Después de realizar este procedimiento más bien formal para obtener las ecuaciones (1.143)-
(1.158), podemos discutir sus caracteŕısticas f́ısicas relevantes. Primeramente, nótese que las
frecuencias definidas por la ecuaciones (1.148)-(1.154) están formadas únicamente por tres
combinaciones de parámetros materiales y el número onda, k, estas son

ωd3 (k) ∼ ωd1 (k) ∼ K

γ1
k2, (1.159)

ωv1 (k) ∼ ωv2 (k) ∼ ωv3 (k) ∼ ω̄v (k) ∼ ν

ρ
k2 (1.160)

ω̄T (k) ∼ κ

ρcv
k2, (1.161)
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ωs (k) ∼ csk, (1.162)

donde K es una constante elástica, ν un coeficiente viscoso y κ una conductividad térmica del
nemático.
Experimentalmente, está bien establecido que los órdenes de magnitud t́ıpicos de los paráme-

tros materiales K, ν, κ, etc., para un nemático termotrópico son [54]-[57], [81]-[88]

K ∼ 10−7dyn, γ1 ∼ ν ∼ 10−1poise, κ

ρcv
∼ 10−3cm2s−1, ρ ∼ 1 g cm−3, cs ∼ 105cm s−1.

(1.163)
Lo anterior se ejemplifica para el caso espećıfico del nemático termotrópico a temperatura

ambiente MBBA en la Tabla 1.1, donde se muestran también los valores reportados en la
literatura para otros parámetros materiales que serán útiles en análisis posteriores.

Tabla 1.1. Parámetros materiales del cristal ĺıquido nemático MBBA (T ' 25◦C) [54]-[57],
[81]-[88].

ρ 1.03 g cm−3

K1 9.0×10−7 dyn
K2 2.2×10−7 dyn
K3 7.5×10−7 dyn
ν1 5.01×10−2 poise
ν2 4.16×10−2 poise
ν3 2.83×10−2 poise
γ1 7.63×10−2 poise
λ 1.03
cp 3.8×107 erg K−1 g−1
γ 1.94
DT
k 1.51×10−3 cm2 s−1

DT
⊥ 0.89×10−3 cm2 s−1
cs 1.54×105 cm s−1

Utilizando (1.163) es fácil observar que

K

γ1
∼ K

ν
¿ κ

ρcv
,
ν

ρ
, (1.164)

de hecho, Kρ/ν2 ∼ 10−5, y por lo tanto,
ωd3 (k) , ωd1 (k)¿ ω̄T (k) , ωv1 (k) , ωv2 (k) , ωv3 (k) , ω̄v (k) , (1.165)

para todos los valores del número de onda k. En las expresiones anteriores, hemos tomado
en cuenta expĺıcitamente, que la viscosidad orientacional, γ1, es del mismo orden de magnitud
que las viscosidades ν1, ν2, etc. Esta observación se utilizará también en muchos de nuestros
desarrollos siguientes.
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Por otro lado, las longitudes l, asociadas con números de onda tales que csk ∼ νk2/ρ,
resultan ser del orden de l ∼ 10−6 cm y, en consecuencia, son demasiado pequeñas como para
describirse hidrodinámicamente. Entonces, estaremos restringidos a números de onda tales que

csk À ν

ρ
k2, (1.166)

lo cual implica
ω̄T (k) , ωv1 (k) , ωv2 (k) , ωv3 (k) , ω̄v (k)¿ csk. (1.167)

Este análisis sugiere que en la dinámica de las fluctuaciones en un nemático existen tres
escalas temporales claramente separadas, definidas por los tiempos caracteŕısticos 1/csk, ρ/νk

2

y ν/Kk2. Esta idea se desarrollará en detalle en la siguiente subsección, calculando los modos
hidrodinámicos de un cristal ĺıquido nemático en equilibrio. Posteriormente, analizaremos en
detalle la dinámica de las fluctuaciones transversales, lo cual nos permitirá desarrollar una idea
intuitiva acerca de los resultados que cabŕıa esperar en el caso más complejo de las variables
longitudinales.

1.4.1 Modos Hidrodinámicos

Con el propósito de estudiar la evolución temporal de los procesos hidrodinámicos contenidos en
las ecuaciones (1.144) y (1.147), consideraremos la dinámica de las fluctuaciones longitudinales
y transversales en ausencia de fuerzas estocásticas, en cuyo caso las ecuaciones hidrodinámicas
reducidas adquieren la forma general

∂

∂t
a
(α)
i (k, t) = −H(α)

ij (k) a
(α)
j (k, t) , α =

½
l longitudinal
t transversal

. (1.168)

En el espacio k− ω estas expresiones tienen la forma de una ecuación de valores propios,

H(α) (k) · a(α) (k, ω) = iωa(α) (k, ω) . (1.169)

Las frecuencias propias asociadas con la Ec. (1.169), ω (k), están determinadas por la
condición

det
£−iωI+H(α) (k)¤ = 0, (1.170)

la cual puede interpretarse como una ecuación de dispersión.
Debido a la forma explićıta de la dependencia de las matrices H(α) con respecto al vector de

onda, podemos afirmar que las diferentes ω (k), describen movimientos colectivos caracteŕısticos
del sistema, tales que ω (k) → 0 cuando k → 0, es decir, que tienen un tiempo de vida
infinito cuando k → 0. En otras palabras, las soluciones de (1.170) determinan los modos
hidrodinámicos de nuestro sistema.
A continuación calcularemos por separado los modos hidrodinámicos transversales y longi-

tudinales del nemático.
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Modos transversales

El caso transversal es el más sencillo debido a que sólo involucra la dinámica de dos variables,
δñ1 y δṽ1. Para la dinámica transversal, la condición (1.170) tiene la forma expĺıcita

(−iω)2 − iω [ωv1 (k) + ωd1 (k)] + ωd1 (k)ωv1 (k)

"
1 +

(1 + λ)2

4

γ1k
2
z

ρoωv1 (k)

#
= 0, (1.171)

cuyas soluciones pueden encontrarse directamente. De hecho, utilizando la condición (1.165)
se demuestra que las ráıces de (1.171) pueden escribirse en la forma

s4 = −iωv1 (k) = −i 1
ρo

¡
ν2k

2
⊥ + ν3k

2
z

¢
(1.172)

y

s6 = −iωd1 (k)
"
1 +

(1 + λ)2

4

γ1k
2
z

ρoωv1 (k)

#

= −i 1
γ1

¡
K2k

2
⊥ +K3k

2
z

¢ "
1 +

1

4

γ1 (1 + λ)2 k2z
ν2k2⊥ + ν3k2z

#
(1.173)

En lo siguiente, será conveniente introdcir la notación

α1 (k) = 1 +
(1 + λ)2

4

γ1k
2
z

ρoωv1 (k)
= 1 +

1

4

γ1 (1 + λ)2 k2z
ν2k2⊥ + ν3k2z

(1.174)

y
ωn1 (k) = α1 (k)ωd1 (k) , (1.175)

con lo cual se tiene sn1 = −iωn1 (k).
Entonces, un nemático posee dos modos difusivos puros asociados con la dinámica de las

componentes transversales de δn y δv.

Modos longitudinales

En el caso de las variables longitudinales, es posible encontrar las frecuencias propias me-
diante un procedimiento perturbativo compatible con la descripción hidrodinámica, utilizado
la desigualdades (1.165) y (1.167). Proponemos que las soluciones de la ecuación

det
£−iωI+H(l) (k)¤ = 0, (1.176)

pueden escribirse en la forma
ω = ω0 + ω1 + · · · , (1.177)
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donde ωm representa un término de m-ésimo orden en las frecuencias pequeñas, ω ∼ Kk2/ν,
ω ∼ νk2/ρ, ω ∼ κk2/cv.
Ahora puede utilizarse el desarrollo (1.177) para escribir la forma expĺıcita de (1.176) a

diferentes órdenes en las frecuencias pequeñas. De hecho, es posible demostrar que, a orden
cero en las frecuencias pequeñas, la ecuación de dispersión (1.176) se reduce a

ic2sk
2ω30 − iω50 = 0, (1.178)

la cual tiene dos ráıces diferentes de cero

s1,0 = ck y s2,0 = −ck (1.179)

y tres ráıces nulas s3,0 = s5,0 = s7,0 = 0.
Hasta primer orden en las frecuencias pequeñas, la ecuación (1.176) adquiere la forma

expĺıcita

ω20
©
iω1
¡
3c2sk

2 − 5ω20
¢
+ ω̄T (k)

¡
ω20 − γ−1c2sk

2
¢

+ω20ωv3 (k) +
¡
ω20 − c2sk

2
¢
[−iω0 + ωd3 (k) + ωv2 (k)]

ª
= 0. (1.180)

Sustituyendo ω0 = s1,0 = ck y ω0 = s2,0 = −ck en (1.180) y resolviendo para ω1, se
encuentran las correcciones a primer orden

s1,1 = s2,1 = −iΓ (k) , (1.181)

donde hemos introducido la notación

Γ (k) =
1

2
[ωv3 (k) + (γ − 1)ωT (k)] , (1.182)

con

ωT (k) =
1

γ
ω̄T (k) =

1

ρocp

¡
κkk2z + κ⊥k2⊥

¢
= DT

k k
2
z +DT

⊥k
2
⊥. (1.183)

Por lo tanto, (1.179) y (1.181) determinan los modos de propagación del sonido en el
nemático

s1 = csk − iΓ (k) , (1.184)

y
s2 = −csk − iΓ (k) . (1.185)

Γ (k) representa, entonces, el coeficiente de atenuación del sonido en el nemático y tiene la
forma expĺıcita

Γ (k) =
1

2

©
(γ − 1) ¡DT

k k
2
z +DT

⊥k
2
⊥
¢

+ρ−1o k−2
£
(ν2 + ν4) k

4
⊥ + 2 (2ν3 + ν5) k

2
⊥k

2
z + (2ν1 + ν2 + 2ν5 − ν4) k

4
z

¤ª
,(1.186)

45



la cual es claramente anisotrópica.
Por otro lado, la ecuación (1.180) no brinda información acerca de las correciones a primer

orden en los casos en los que ω0 = 0. Dicha información se encuentra contenida en la ecuación
de dispersión no trivial de orden más bajo en las frecuencias pequeñas, la cual resulta ser½

(−iω1)2 − iω1 [ωv2 (k) + ωd3 (k)] + ωd3 (k)ωv2 (k)

·
1 +

γ1λ̄
2 (k) k2

ρoωv2 (k)

¸¾
×c2sk2

µ
−iω1 + 1

γ
ω̄T (k)

¶
= 0, (1.187)

Las ráıces de la ecuación anterior definen tres modos difusivos, a saber,

s3 = −iωT (k) = −i
¡
DT
k k

2
z +DT

⊥k
2
⊥
¢
, (1.188)

s5 = −iωv2 (k) = − i

ρok2
£
ν3k

4
⊥ + 2 (ν1 + ν2 − ν3) k

2
⊥k

2
z + ν3k

4
z

¤
, (1.189)

y

s7 = −iωd3 (k)
·
1 +

γ1λ̄
2 (k) k2

ρoωv2 (k)

¸
= −i 1

γ1

¡
K1k

2
⊥ +K3k

2
z

¢ "
1 +

1

4

γ1 [(1 + λ) k2z + (1− λ) k2⊥]
2

ν3k4⊥ + 2 (ν1 + ν2 − ν3) k2⊥k2z + ν3k4z

#
. (1.190)

En lo siguiente resultará conveniente definir

α3 (k) = 1 +
1

4

γ1 [(1 + λ) k2z + (1− λ) k2⊥]
2

ν3k4⊥ + 2 (ν1 + ν2 − ν3) k2⊥k2z + ν3k4z
(1.191)

y
ωn3 (k) = α3 (k)ωd3 (k) (1.192)

con lo cual se tiene s7 = −iωn3 (k).
Antes de discutir las caracteŕısticas f́ısicas de los modos hidrodinámicos de un nemático

termotrópico, resultará conveniente recordar el significado f́ısico de los modos hidrodinámicos
de un fluido isotrópico.
El procedimiento que hemos presentado aqúı, nos permite recuperar el caso isotrópico ha-

ciendo ν1 = ν2 = ν3 = η1,iso, ν5 = ν4− ν2 = η2,iso, D
T
k = DT

⊥ = DT
iso, en donde η1,iso, η2,iso, D

T
iso,

cs,iso representan la primera y segunda viscosidades [89], la difusividad térmica y la velocidad
adiabática del sonido del fluido isotrópico, respectivamente.
Entonces, los modos hidrodinámicos s1 y s2 adquieren la forma

s1,iso = cs,isok − iΓiso (k) , (1.193)
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y
s2,iso = −cs,isok − iΓiso (k) , (1.194)

con

Γiso (k) ==
1

2

·
(γ − 1)DT

iso +
4
3
ηiso + ηB,iso

ρo

¸
k2, (1.195)

en donde hemos utilizado la relación entre las viscosidades, η1,iso y η2,iso, y las viscosidades
cortante, ηiso, y volumétrica, ηB,iso, [72], [89]

2η1,iso + η2,iso =
4

3
ηiso + ηB,iso. (1.196)

La parte real en las expresiones (1.193) y (1.194), refleja la existencia de modos de propa-
gación en el fluido. Estos modos surgen de las fluctuaciones en la presión a entroṕıa constante,
las cuales están acopladas con las fluctuaciones longitudinales de la velocidad [22], [89]. Los
modos s1,iso y s2,iso se propagan a la velocidad del sonido, cs,iso, pero su amplitud dismuye en
el tiempo debido a la presencia del coeficiente de atenuación Γiso (k). El tiempo caracteŕıstico
del decaimiento de los modos acústicos es justamente Γ−1iso (k).
Por otra parte, en el ĺımite isotrópico, el modo s3 resulta ser

s3,iso = −iDT
isok

2. (1.197)

Este modo resulta de las fluctuaciones en la entroṕıa a presión constante [89]. La forma de
la expresión (1.197), indica que estas fluctuaciones no se propagan, sino que dan lugar a un
efecto puramente difusivo.
Finalmente, los modos s4 y s5 se reducen a

s4,iso = s5,iso = −iηiso
ρo

k2.

Estos modos puramente difusivos, representan fluctuaciones en el campo de velocidades que
ocurren en el plano perpendicular al vector de onda [89]. En su dinámica, únicamente está
involucrada la viscosidad cortante.
En el fluido isotrópico, los modos difusivos viscosos s4,iso y s5,iso, se encuentran desacoplados

del resto de los modos hidrodinámicos.
Si comparamos el espectro de frecuencias obtenido para un nemático con respecto al de

un fluido isotrópico, observamos que los cinco modos correspondientes a este último, también
están presentes en el primero: s1 y s2 son los modos sonoros, s3 es el modo difusivo térmico,
mientras que s4 y s5 son los modos difusivos viscosos. La diferencia fundamental consiste en
que en el caso del nemático la atenuación es siempre anisotrópica, como cabŕıa esperar.
Además, un nemático posee dos modos difusivos adicionales, s6 y s7, inducidos por la

relajación del director. Tal como se observa en las Ecs. (1.173) y (1.190), estos modos dependen
principalmente de las constantes K1, K2 y K3, y de la viscosidad orientacional γ1. Esto significa
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que una fluctuación en el campo director decae en un tiempo caracteŕıstico determinado por
las propiedades elásticas del material y del parámetro disipativo involucrado en su dinámica.
Un punto fundamental que debemos subrayar, es que debido a las desigualdades (1.164), los

modos asociados a la relajación del director tienen tiempos caracteŕısticos mucho más grandes
que los correspondientes a los modos térmico-viscosos, de hecho, s4/s6 ∼ 105. Esto significa
que la reorientación del director constituye el proceso hidrodinámico más lento en un nemático
termotrópico.

1.4.2 Análisis Detallado de las Variables Transversales

La relación entre las fluctuaciones en la orientación y el flujo puede estudiarse en detalle en el
caso de las variables transversales. Este análisis nos permite entender el comportamiento de
cada variable y de la influencia que ejercen una sobre la otra en diferentes escalas temporales.
La dinámica en equilibrio de las componentes transversales, descrita por las ecuaciones

(1.145), (1.147) y (1.158), es relativamente sencilla de analizar debido a que únicamente hay
dos variables involucradas. En el espacio k−ω la expresión (1.145) puede escribirse en la formaµ −iω + ωd1 (k) −i1+λ

2
kz

−i1+λ
2ρo

γ1ωd1 (k) kz −iω + ωv1 (k)

¶
·
µ

δñ1 (k, ω)
δṽ1 (k, ω)

¶
= −

µ
F̃n1 (k, ω)

F̃v1 (k, ω)

¶
, (1.198)

donde F̃n1 (k, ω) = k−1⊥
³
kxΥ̃y − kyΥ̃x

´
y F̃v1 (k, ω) = ik−1⊥ ρ−1o

³
kxkjΣ̃yj − kykjΣ̃xj

´
. Resolvien-

do para las variables δñ1 y δṽ1 obtenemos

δñ1 = −
[−iω + ωv1 (k)] F̃n1 + i1+λ

2
kzF̃v1

[−iω + ωv1 (k)] [−iω + ωn1 (k)]
(1.199)

y

δṽ1 = −
[−iω + ωd1 (k)] F̃v1 + i1+λ

2ρo
γ1kzωd1 (k) F̃d1

[−iω + ωv1 (k)] [−iω + ωn1 (k)]
, (1.200)

con ωn1 (k) dado por la ecuación (1.175). En estas expresiones hemos utilizado la condición
(1.165) para escribir

det

µ −iω + ωd1 (k) −i1+λ
2
kz

−i1+λ
2ρo

γ1ωd1 (k) kz −iω + ωv1 (k)

¶
= [−iω + ωv1 (k)] [−iω + ωn1 (k)] . (1.201)

Las expresiones (1.199) y (1.200), junto con los TFD asociados a las fuerzas fluctuantes F̃n1

y F̃v1, pueden utilizarse para calcular las funciones de correlación de las fluctuaciones δñ1 y
δṽ1. Nótese que los TFD para F̃n1 y F̃v1, pueden obtenerse a su vez de los TFD para Υi y Σij.
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Debido a que Υi y Σij no están correlacionados entre śı, a partir de la expresión (1.199) y
de las definiciones de F̃n1 y F̃v1, se obtiene

hδñ1 (k, ω) δñ1 (k0, ω0)i = 2 (2π)4 kBToδ (k+ k
0) δ (ω + ω0)

1

k⊥k0⊥

× 1

[−iω + ωn1 (k)] [−iω0 + ωn1 (k0)]

×
(
1

γ1

¡
kxk

0
x + kyk

0
y

¢−µ1 + λ

2ρo

¶2
kzk

0
z

kxkik
0
xk
0
jνyiyj − kxkik

0
yk
0
jνyixj − kykik

0
xk
0
jνxiyj + kykik

0
yk
0
jνxixj

[−iω + ωv1 (k)] [−iω0 + ωv1 (k0)]

¾
= −2 (2π)4 kBToδ (k+ k0) δ (ω + ω0)

½
1

γ1

1

ω2 + ω2n1 (k)

+

µ
1 + λ

2

¶2
k2zωv1 (k)

ρo [ω2 + ω2n1 (k)] [ω
2 + ω2v1 (k)]

)
(1.202)

donde también hemos utilizado los TFD (1.130) y (1.132), las definicones del proyector δ⊥ij y
del tensor viscoso νijkl, Ecs. (1.17) y (1.20), y la propiedad

f (x0) δ (x− x0) = f (x) δ (x− x0) . (1.203)

Finalmente, expandiendo en fracciones parciales el segundo término entre llaves en la Ec.
(1.202) y tomando en cuenta la relación (1.164) se obtiene

hδñ1 (k, ω) δñ1 (k0, ω0)i = −2 (2π)4 kBTo 1
γ1

α1 (k)

ω2 + ω2n1 (k)
δ (k+ k0) δ (ω + ω0) , (1.204)

donde α1 (k) está definido por (1.174).
De manera completamente análoga, puede mostrarse que la autocorrelación en la compo-

nente transversal de la velocidad es

hδṽ1 (k, ω) δṽ1 (k0, ω0)i = −2 (2π)
4 δ (k+ k0) δ (ω + ω0) kBTo

ρo

½
ωv1 (k)

ω2 + ω2v1 (k)
− ω̄1 (k)

ω2 + ω2n1 (k)

¾
,

(1.205)
donde hemos introducido la notación

ω̄1 (k) =
(K2k

2
⊥ +K3k

2
z)ωn1 (k)

ρoω2v1 (k)

µ
1 + λ

2

¶2
k2z , (1.206)

para esta función con dimensiones de frecuencia. Nótese que ω̄1 (k) es del orden de K
2ρk2/ν3.
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Sin tomar en cuenta la presencia de la funciones δ (k+ k0) y δ (ω + ω0), la función de co-
rrelación en las fluctuaciones transversales de la velocidad decae con la magnitud del vector de
onda como

hδṽ1 (k, ω) δṽ1 (k0, ω0)i ∼ 1

k2
, (1.207)

lo cual coincide con la dependencia en k de la mismas correlaciones en el caso de un fluido
isotrópico [76]. Esto permite pensar que la estructura espacial de las fluctuaciones en la ve-
locidad en un ĺıquido nemático y en uno isotrópico será similar. De hecho, tomando el ĺımite
cuando ν2 = ν3 = ν y K2 = K3 = 0 en la ecuaciones (1.205) y (1.206), se reproduce la expresión
para la autocorrelación de δṽ1 en el caso isotrópico,

hδṽ1 (k, ω) δṽ1 (k0, ω0)iiso = −
2 (2π)4 kBTo

ρo

ν̄k2

ω2 + ν̄k4
δ (k+ k0) δ (ω + ω0) , (1.208)

tal como cabŕıa esperar. En (1.208) ν̄ es la viscosidad cinemática del fluido, ν̄ = ν/ρo.
Por otro lado, la función de correlación de δñ1 depende de k en la forma

hδñ1 (k, ω) δñ1 (k0, ω0)i ∼ 1

k4
. (1.209)

Esta dependencia contrasta con la encontrada para la fluctuaciones en la velocidad y exhibe
que el comportamiento espacial de las fluctuaciones del director es diferente que el de las
fluctuaciones en la velocidad, como se demostrará en detalle en el Caṕıtulo 6.
Ahora bien, comparando la estructura de las ecuaciones (1.205) y (1.208), notamos que el

segundo término entre llaves en el lado derecho de (1.205) representa una contribución exclusiva
de un fluido en la fase nemática. Nótese que para frecuencias grandes, ω ∼ ωv1 (k), dicho
término es del orden de ω̄1 (k) /ω

2
v1 (k), y por lo tanto, es despreciable en comparación con el

primer término que es de orden 1/ωv1 (k). Sin embargo, para frecuencias pequeñas, ω ∼ ωn1 (k),
el segundo término es del orden de ω̄1 (k) /ω

2
n1 (k) ∼ ρ/νk2 ∼ 1/ωv1 (k) y entonces se vuelve

comparable con el primero, haciendo que la correlación decaiga y que exhiba una depresión.
Este comportamiento se exhibe esquemáticamente en la Figura 1.4.
F́ısicamente, esto significa que para tiempos cortos (frecuencias grandes), la dinámica de

las fluctuaciones en la velocidad no se ve afectada por las propiedades elásticas del nemático,
pero para tiempos suficientemente grandes (frecuencias pequeñas), las fluctuaciones en la o-
rientación promedio de las moléculas han podido evolucionar y perturban a las fluctuaciones
en la velocidad.
Lo anterior sugiere, al igual que el cálculo de los modos hidrodinámicos del nemático, que

el comportamiento dinámico de las fluctuaciones térmicas depende fuertemente de la escala
temporal sobre la cual se analiza su evolución y que, en escalas temporales bien definidas, es
posible eliminar el acoplamiento entre las fluctuaciones. La manera apropiada de implementar
el procedimiento de eliminación de variables se discutirá en detalle en el Caṕıtulo 2.
Para finalizar este caṕıtulo resumiremos brevemente nuestros resultados. Aqúı hemos exten-

dido el formalismo de la HF para describir la dinámica de las fluctuaciones térmicas alrededor
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Figura 1.4: Representación esquemática del comportamiento de la autocorrelación de δṽ1 (k, ω)
como función de la frecuencia. A frecuencias grandes, ω ∼ ωv1, la correlación es una lorentziana,
similar a la correspondiente en un fluido isotrópico. Sin embargo, para frecuencias pequeñas,
ω ∼ ωn1, la correlación exhibe una depresión, la cual se muestra amplificada en el recuadro.

de equilibrio en un nemático termotrópico. Hemos construido las ecuaciones fluctuantes li-
nearizadas y calculado los TFD asociados con las fuerzas fluctuantes presentes en este sistema,
bajo la suposición de que estas corresponden con procesos estocásticos estacionarios, gaussianos
y markovianos. Hemos calculado los modos hidrodinámicos involucrados en la dinámica de las
fluctuaciones y hemos exhibido que para un nemático termotrópico t́ıpico, la evolución de las
fluctuaciones se realiza sobre escalas temporales ampliamente separadas.
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Caṕıtulo 2

Separación de Escalas Temporales y
Funciones de Correlación

2.1 Eliminación sistemática de variables rápidas en sis-

temas lineales

En el caṕıtulo anterior hemos discutido cómo las fluctuaciones hidrodinámicas en un cristal
ĺıquido nemático evolucionan en escalas temporales muy separadas entre śı. De hecho, una
situación similar ocurre frecuentemente en la descripción de diversos sistemas f́ısicos, en donde
distintas variables poseen tiempos de evolución caracteŕısticos muy diferentes.
La existencia de escalas temporales bien definidas, puede utilizarse para eliminar las va-

riables rápidas, es decir, aquellas que evolucionan en tiempos cortos, de las ecuaciones de
movimiento y extraer una descripción reducida en términos únicamente de las variables lentas,
esto es, de las variables que sobreviven a tiempos largos. Un ejemplo notable de lo anterior,
consiste en la derivación de las ecuaciones de la hidrodinámica a partir de la ecuación de
Boltzmann [21], [90].
En el caso ideal, este procedimiento de eliminación debeŕıa tener la forma de una expansión

en términos de la razón de los tiempos de decaimiento de las diferentes variables. Este esquema
de expansión sistemática ha sido desarrollado en el caso general de sistemas lineales con un
número finito de variables por Geigenmüller, Titulaer y Felderhof [91]-[93]. Esta descripción
incluye, como un caso particular, a los sistemas descritos por la termodinámica irreversible
lineal.
En la práctica, puede reconocerse por inspección o por conocimiento previo del sistema

f́ısico, cuáles variables evolucionan en tiempos cortos y cuáles lo hacen en tiempos largos. Pero
frecuentemente, la matriz dinámica asociada con las ecuaciones de movimiento exhibe fuertes
acoplamientos entre dichas variables. Dichos acoplaminetos, pueden disminuirse a través de
una transformación relativamente sencilla, después de la cual, las variables lentas y rápidas
sólo se acoplan débilmente [94]. Como se demostrará en las siguientes secciones este resulta ser
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el caso de la hidrodinámica linearizada de los cristales ĺıquidos nemáticos.
El mérito fundamental del formalismo de Geigenmüller et al., radica en que permite encon-

trar en la escala de tiempos grandes, una descripción dinámica reducida, en términos únicamente
de las variables lentas y de una matriz dinámica , la cual se construye mediante una teoŕıa de
perturbaciones, en donde el parámetro perturbativo es la razón de los tiempos caracteŕısticos
de los procesos rápidos y lentos. En forma complementaria, este formalismo también permite
encontrar una ecuación dinámica reducida, válida en la escala de tiempos cortos, en términos
únicamente de las variables rápidas y de una matriz reducida que también tiene un desarrollo
perturbativo.
En esta sección, discutiremos brevemente los principios en los que está basado el formalismo

de separación de escalas temporales de Geigenmüller et al., aśı como sus principales resultados.
Posteriormente, en la siguiente sección, aplicaremos dicho formalismo para reducir el fuerte
acoplamiento que existe entre las fluctuaciones hidrodinámicas de un nemático termotrópico.
En las referencias [91]-[94], se consideran sistemas suficientemente cercanos al equilibrio

termodinámico, de tal forma que los procesos dinámicos están descritos por ecuaciones lineales.
El vector de n componentes a = (a1, a2, ..., an)

T , caracteriza las desviaciones con respecto al
equilibrio. En promedio, estas variables satisfacen la ecuación fenomenológica lineal

d

dt
ai (t) = −Mijaj (t) , (2.1)

dondeM es la matriz de coeficientes fenomenológicos. Para simplificar la discusión, las variables
ai se definen de tal forma que todas ellas tienen las mismas dimensiones. Entonces, los elementos
Mij tienen unidades de frecuencia.
Se supone que las variables pueden clasificarse en dos grupos, correspondientes con la

evolución en dos escalas temporales muy diferentes, de tal forma que

a =

µ
x
y

¶
, (2.2)

donde x denota un conjunto de s variables lentas y y un conjunto de n− s variables rápidas.
En esta representación, (2.1) se descompone en

d

dt
x = −Mxx · x−Mxy · y, (2.3)

d

dt
y = −Myx · x−Myy · y. (2.4)

Sean τs y τf los tiempos t́ıpicos que describen la evolución de las variables lentas y rápidas,
respectivamente. Se supone entonces que el cociente ε = τf/τs es un parámetro pequeño, es
decir, ε¿ 1.
Si se escoje una unidad de tiempo del orden de τf , entonces Myy será de orden 1, mientras

que Mxx será del orden de ε. La elección de las variables rápidas y lentas está basada en esta
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distinción y en la suposición de que alguna de las matrices de acoplamiento, Mxy ó Myx, es
pequeña, es decir, de orden ε. En la práctica, frecuentemente se encuentra un acoplamiento
fuerte entre las variables x y y, debido a que alguna de las matrices Mxy o Myx es de orden 1.

1

Debido a que la situación que encontraremos en el caso espećıfico de la nematodinámica
fluctuante es que Myx es pequeña, restringiremos nuestra discusión a este caso.
Entonces, se sigue de las ecuaciones (2.3) y (2.4) que el movimiento de las variables lentas

prácticamente no afecta a las variables rápidas, porque Myx ∼ ε. Sin embargo, las variables
lentas son forzadas a participar en el movimiento rápido debido a que Mxy ∼ 1.
Cuando esto sucede, es deseable encontrar nuevas variables para las cuales el acoplamiento

sea pequeño. Esto se logra introduciendo una transformación a0 = T ·a, tal que la nueva matriz
dinámica, M0, tenga la forma

M0 = TMT−1 =
µ
0 0
0 F

¶
+ ε

µ
A B
C D

¶
, (2.5)

en donde las matrices F,A, ...,D, son todas de orden 1.
Una vez que dicha transformación se realiza, las variables lentas y rápidas estarán débilmente

acopladas y su influencia mutua puede tratarse mediante una teoŕıa de perturbaciones.
La elección de la matriz T es relativamente arbitraria. En el caso en el que Mxy es de orden

ε y Myx es de orden 1, se propone que T tiene la forma general

T =
µ
Is Co

0 In−s

¶
, (2.6)

donde Im denota la matriz identidad de m×m. En consecuencia

T−1 =
µ
Is −Co

0 In−s

¶
. (2.7)

La matriz Co puede encontrase por inspección al calcular M0 = TMT−1 y pedir que el
resultado tenga la forma (2.5). Esto conduce a la condición

Co = −MxyM−1
yy . (2.8)

Resulta claro que la trasformación T definida por (2.6), renormaliza las variables lentas de
tal forma que x0 = x + Co · y, pero no afecta a las variables lentas. Entonces, después de la
transformación, la ecuación dinámica (2.1) adquiere la forma

d

dt

µ
x0

y

¶
= −

·µ
0 0
0 F

¶
+ ε

µ
A B
C D

¶¸
·
µ
x0

y

¶
. (2.9)

El procedimiento perturbativo de Geigenmüller et al., está basado en la teoŕıa general
perturbaciones para operadores lineales de Kato [95]. Para nuestros propósitos, los resultados
fundamentales de dicho procedimiento son los siguientes:

1Si ambas matrices Mxy y Myx son de orden 1, entonces el acoplamiento es tan fuerte que la distinción entre
variables lentas y rápidas pierde sentido.
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1. En la escala de tiempos grandes, la dinámica de las variables lentas, x0, puede ser descrita
por un sistema de ecuaciones reducido con la forma

d

dt
x0 = −M(red)

xx · x0, (2.10)

donde la matriz dinámica reducida, M(red)
xx , está dada por

M(red)
xx = εA− ε2BF−1D+ ε3

¡
BF−1DF−1C− BF−2CA¢+O

¡
ε4
¢
. (2.11)

2. En la escala de tiempos cortos, la dinámica de las variables rápidas, y, está descrita por
una ecuación de la forma

d

dt
y = −M(red)

yy · y, (2.12)

donde la matriz dinámica reducida, M(red)
yy , está dada por

M(red)
yy = F+ εD+ ε2CBF−1 + ε3

¡
CABF−2 −CBF−1DF−1¢+O

¡
ε4
¢
. (2.13)

En la siguiente sección se estudiará cómo puede aplicarse este formalismo para describir la
dinámica de las fluctuaciones en un nemático termotrópico.

2.2 Separación de Escalas Temporales en un Nemático

En el primer caṕıtulo hemos demostrado que la HF de un nemático termotrópico está descrita
por dos sistemas de ecuaciones independientes

∂

∂t
a
(l)
i (k, t) = −H(l)

ij (k) a
(l)
j − F̂

(l)
i (k, t) , (2.14)

∂

∂t
a
(t)
i (k, t) = −H(t)

ij (k) a
(t)
j − F̂

(t)
i (k, t) , (2.15)

donde los vectores de estado transversal y longitudinal están definidos por a(t) (k, t) = (δñ1, δṽ1)
T

y a(l) (k, t) =
³
δn̂3, δṽ2, δT̃ , δṽ3, δp̃

´T
, respectivamente, mientras que las matrices hidrodinámicas

H(l) (k) y H(t) (k) están dadas por las ecuaciones (1.146)-(1.156) y las fuerzas fluctuantes F̂(l)
y F̂(l) por las ecuaciones (1.157) y (1.158), respectivamente.
Para implementar el formalismo de la teoŕıa de perturbaciones sobre las escalas temporales

descrito en la sección anterior, debemos comparar la magnitud relativa de los elementos de las
matrices hidrodinámicas. Con este propósito introduciremos variables de estado normalizadas
que tengan las mismas dimensiones. Siguiendo el mismo procedimiento que se emplea en el caso
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de un fluido isotrópico [41], [93], definiremos las componentes normalizadas de la velocidad, la
presión y la temperatura mediante

δp̄ (k, t) =

µ
χT
γ

¶1/2
δp̂, (2.16)

δT̄ (k, t) =

µ
ρocv
To

¶1/2
δT̂ , (2.17)

δv̄µ (k, t) = ρ1/2o δv̂µ, con µ = 1, 2, 3, (2.18)

en donde χT = ρ−1o (∂ρ/∂p)T es la compresibilidad isotérmica; mientras que las componentes
normalizadas del director estarán definidas como

δn̄µ (k, t) =
γ1kz

ρ
1/2
o

δn̂µ, µ = 1, 3. (2.19)

En las subsecciones siguientes se demostrará que, debido a la estructura de las ecuaciones
dinámicas que obedecen estas variables y a las desigualdades (1.164) y (1.166), es posible
implementar la teoŕıa de perturbaciones sobre las escalas temporales de manera directa.

2.2.1 Variables Transversales

La dinámica de las variables transversales normalizadas δn̄1, δv̄1 está descrita por la ecuación
estocástica lineal

∂

∂t

µ
δn̄1
δv̄1

¶
= −

Ã
H̄
(t)
11 H̄

(t)
12

H̄
(t)
21 H̄

(t)
22

!
·
µ

δn̄1
δv̄1

¶
−
Ã

F̄
(t)
1

F̄
(t)
2

!
, (2.20)

donde H̄
(t)
ij y F̄

(t)
i representan la matriz hidrodinámica y la fuerza estocástica transversales

normalizadas. De las ecuaciones (1.147), (1.153) y (1.154) se sigue que

H(t) =

Ã
ωd1 (k) −i (1+λ)γ1

2ρo
k2z

−i1+λ
2
ωd1 (k) ωv1 (k)

!

=

Ã
1
γ1
(K2k

2
⊥ +K3k

2
z) −i (1+λ)γ1

2ρo
k2z

−i1+λ
2γ1
(K2k

2
⊥ +K3k

2
z)

1
ρo
(ν2k

2
⊥ + ν3k

2
z)

!
. (2.21)

La forma expĺıcita de las fuerzas fluctuantes F̄
(t)
1 y F̄

(t)
2 , no es indispensable en esta etapa

de la discusión.
Ahora clasificaremos a las variables transversales como lentas o rápidas, estimando el orden

de magnitud de los elementos de la matriz H(t), siguiendo las ideas introducidas en la sección
anterior.
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Para ello, notemos que H̄
(t)
11 ∼ H̄

(t)
21 ∼ Kk2/ν, mientras que H̄

(t)
12 ∼ H̄

(t)
22 ∼ νk2/ρo. Debido

a que para un nemático termotrópico t́ıpico se satisface la desigualdad K/ν ¿ ν/ρo, tal como

se discutió en el Caṕıtulo 1, entonces H̄
(t)
11 y H̄

(t)
21 son pequeñas comparadas con H̄

(t)
12 y H̄

(t)
22 .

Esto significa que si seguimos la dinámica de δn̄1 y δv̄1 por un tiempo del orden de τ1f =

1/H̄
(t)
22 , la contribución del elemento H̄

(t)
22 será de orden 1, mientras que la de H̄

(t)
11 será del orden

de ε1, con ε1 ¿ 1.
De manera más precisa, ε1 es la mayor de las razones de las cantidades H̄

(t)
11 , H̄

(t)
21 con

respecto a H̄
(t)
22 , es decir, ε1 ∼ Kρo/ν

2. Esta observación nos permite identificar δn̄1 como una
variable lenta y δv̄1 como una variable rápida, porque para tiempos suficientemente cortos la
primera no afecta significativamente la dinámica de la segunda.
Sin embargo, persiste un fuerte acoplamiento entre estas variables debido a que H̄

(t)
12 también

es de orden 1. Esto significa, tal como se discutió en el caso general, que δn̄1 se ve forzada a
participar en el movimiento rápido, a pesar de que prácticamente no perturba la dinámica de
δv̄1.
Este acoplamiento puede disminuirse utilizando una transformación,µ

δn̄01
δv̄01

¶
= T(t)

µ
δn̄1
δv̄1

¶
,

Ã
F̄
(t)0
1

F̄
(t)0
2

!
= T(t)

Ã
F̄
(t)
1

F̄
(t)
2

!
, (2.22)

tal que la nueva matriz dinámica
h
H(t)

i0
= T(t)H(t)

£
T(t)

¤−1
tenga la formah

H(t)
i0
=

µ
0 0
0 F (t)

¶
+ ε1

µ
A(t) B(t)

C(t) D(t)

¶
, (2.23)

donde las cantidades F (t), A(t), B(t), C(t) y D(t) sean todas de orden νk2/ρo.
De acuerdo con (2.6) y (2.8), la matriz T(t) tiene la forma

T(t) =
µ
1 −H̄(t)

12 /H̄
(t)
22

0 1

¶
=

Ã
1 i1+λ

2
γ1k2z

ν2k2⊥+ν3k2z
0 1

!
. (2.24)

Como consecuencia, las fluctauciones en la velocidad y las fuerzas asociadas a su dinámica
no se modifican, δv̄01 = δv̄1 y F̄

(t)0
2 = F̄

(t)
2 , pero δn̄1 y F̄

(t)0
1 , se transforman en

δn̄01 = δn̄1 + i
1 + λ

2

γ1k
2
z

ν2k2⊥ + ν3k2z
δv̄1 (2.25)

y

F̄
(t)0
1 = F̄

(t)
1 + i

1 + λ

2

γ1k
2
z

ν2k2⊥ + ν3k2z
F̄
(t)
2 . (2.26)

Entonces, después de aplicar la transformación T(t) a la ecuación (2.20), se obtiene

∂

∂t

µ
δn̄01
δv̄1

¶
= −

·µ
0 0
0 F (t)

¶
+ ε1

µ
A(t) B(t)

C(t) D(t)

¶¸
·
µ

δn̄01
δv̄1

¶
−
Ã

F̄
(t)0
1

F̄
(t)
2

!
, (2.27)
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la cual, tiene la estructura de la ecuación dinámica general (2.9).
La Ec. (2.27) puede escribirse como un conjunto de dos ecuaciones independientes para

las variables δn̄01 y δv̄1 aplicando la teoŕıa de perturbaciones en las escalas temporales de
Geigenmüller et al., Ecs. (2.10)-(2.13). En este caso, la dinámica de δn̄01y δv̄1 estará descrita

por dos frecuencias reducidas ω
(red)
nt (k) y ω

(red)
vt (k), respectivamente, tales que

∂

∂t
δn̄01 = −ω(red)n1 (k) δn̄01 − F̄

(t)0
1 (2.28)

y
∂

∂t
δv̄1 = −ω(red)v1 (k) δv̄1 − F̄

(t)
2 , (2.29)

donde ωred
n1 (k) y ω

red
v1 (k) pueden expresarse como una serie de potencias del parámetro pequeño

ε1. Concretamente,
ω
(red)
n1 (k) = ε1A

(t) +O
¡
ε21
¢
, (2.30)

ω
(red)
v1 (k) = F (t) + ε1D

(t) +O
¡
ε21
¢
. (2.31)

A partir de (2.21) y (2.24), se sigue que las expresiones expĺıcitas para estas cantidades,
hasta primer orden en ε1, son

ω
(red)
n1 (k) =

1

γ1

¡
K2k

2
⊥ +K3k

2
z

¢ "
1 +

1

4

γ1 (1 + λ)2 k2z
ν2k2⊥ + ν3k2z

#
= ωn1 (k) , (2.32)

ω
(red)
v1 (k) =

1

ρo

¡
ν2k

2
⊥ + ν3k

2
z

¢ "
1−

µ
1 + λ

2

¶2
ρo (K2k

2
⊥ +K3k

2
z) k

2
z

(ν2k2⊥ + ν3k2z)
2

#
. (2.33)

Es importante enfatizar que la ecuaciones (2.28) y (2.29) son válidas en dos escalas de
tiempo diferentes.
Por un lado, la ecuación (2.28) describe la dinámica de δn̄01 en la escala de tiempos grandes,

es decir, para tiempos mucho mayores que τ1f . El comportamiento de esta variable a tiempos
menores se aproxima con los sucesivas potencias de ε1. Por otro lado, (2.29) describe la evolución
de δv̄1 para tiempos del orden de τ1f , es decir, en la escala de tiempos cortos.

2.2.2 Variables Longitudinales

Consideremos ahora el caso de las variables longitudinales normalizadas δn̄3, δv̄2, δT̄ , δv̄3 y
δp̄. Para desacoplar la dinámica de estas variables, utilizaremos el mismo procedimiento que
en el caso de las componentes transversales. Sin embargo, es importante notar que en el caso
longitudinal el método de separación de escalas temporales puede implementarse dos veces,
debido a que la ecuación (1.145) contiene información acerca de los modos de relajación del
director, de los modos viscosos y de los modos que describen la propagación del sonido en el
nemático, todos los cuales evolucionan en escalas de tiempo muy diferentes entre śı. Entonces,
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es natural pensar en aplicar el procedimiento de separación de escalas temporales en dos etapas
con el propósito de eliminar sucesivamente a las variables rápidas involucradas.
Comenzaremos por agrupar, convenientemente, a las variables longitudinales normalizadas

en dos vectores definidos por

w (k, t) =

 δn̄3
δv̄2
δT̄

 (2.34)

y

z (k, t) =

µ
δv̄3
δp̄

¶
. (2.35)

De las definiciones (1.146), (1.157) y (2.16)-(2.19), se sigue entonces que la ecuación es-
tocástica (1.145) puede escribirse en la forma

∂

∂t

µ
w
z

¶
= −

µ
Hww Hwz

Hzw Hzz

¶µ
w
z

¶
−
µ
F̄w

F̄z

¶
, (2.36)

donde las submatrices normalizadas Hww, Hwz, Hzw y Hzz están dadas por

Hww =

 ωd3 (k) iγ1kzk⊥
ρo

λ̄ (k) 0

i k2

kzk⊥
λ̄ (k)ωd3 (k) ωv2 (k) 0

0 0 ωT (k)

 , (2.37)

Hwz =


−iλγ1

ρo

k2⊥k
2
z

k2
0

ω̄v (k) 0

i
³
γ−1
γ

´1/2
csk 0

 , (2.38)

Hzw =

Ã −iλωd3 (k) ω̄v (k) 0

0 0
³
γ−1
γ

´1/2
ωT (k)

!
, (2.39)

Hzz =

µ
ωv3 (k) icsk
icsk 0

¶
. (2.40)

Las cantidades con unidades de frecuencia, ωv3 (k), ωv2 (k), ωd3 (k), ωT (k), aśı como el
parámetro adimiensional λ̄ (k), han sido definidos en el caṕıtulo anterior por la ecuaciones
(1.148)-(1.156).
En esta parte de nuestra discusión, la forma expĺıcita de las fuerzas estocásticas norma-

lizadas, F̄w y F̄z, no es relevante.
Como en el caso de las variables transversales, w y z pueden clasificarse como variables

lentas o rápidas estimando la magnitud de los elementos Hww, Hwz, Hzw y Hzz. En este caso,
de acuerdo con las desigualdades (1.164)-(1.167) podemos esperar que la escala de tiempos
cortos tenga un valor caracteŕıstico del orden de τ2f = 1/csk.
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Si elegimos a τ2f como unidad de tiempo, de la ecuación (2.36) se sigue que la contribución
de Hzz es de orden 1, mientras que la de Hww es pequeña, es decir de orden ε2 ¿ 1, donde ε2
es la mayor de la razones de los elementos en Hww y Hzw con respecto a csk. Espećıficamente
ε2 ∼ νcsk/ρo.
Como hemos visto anteriormente, esto nos permite clasificar a las variables z como variables

rápidas y a las variables w como lentas con respecto a ellas.
Nuevamente, existe un acoplamiento fuerte entre las variables lentas y rápidas debido a que

la matriz Hzw es de orden 1. Para disminuir este acoplamiento, introducimos una nueva matriz
de transformación T, con la cualµ

w0

z0

¶
= T

µ
w
z

¶
,

µ
F̄0w
F̄0z

¶
= T

µ
F̄w

F̄z

¶
, (2.41)

y que se escoge de tal manera que la matriz dinámica tenga la forma (2.5), es decir,Ã
H0ww H0wz
H0zw H0zz

!
=

µ
0 0
0 F

¶
+ ε2

µ
A B
C D

¶
. (2.42)

donde F, A, B, C y D son todas de orden csk. En este caso, la matiz de transformación es

T =
µ
I3 Co

0 I2

¶
, (2.43)

con

Co = −

 0 0
0 0

0
³
γ−1
γ

´1/2
 , (2.44)

según se sigue de las ecuaciones (2.6) y (2.8).
Las matrices F, A, B, C y D pueden calcularse directamente utilizando (2.43), (2.44) y

(2.37)-(2.40). Por otro lado, las variables lentas se transforman en

w0 =

 δn̄3
δv̄2
δT̄ 0

 , (2.45)

donde

δT̄ 0 = δT̄ −
µ
γ − 1
γ

¶1/2
δp̄, (2.46)

mientras que la fuerza estocástica asociada con ellas es

F̄0w =

 F̄
(l)
1

F̄
(l)
2

F̄
(l)0
3

 =


F̄
(l)
1

F̄
(l)
2

F̄
(l)
3 −

³
γ−1
γ

´1/2
F̄
(l)
5

 . (2.47)
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Como se ha discutido previamente, esta transformación permite escribir dos ecuaciones que
describen la dinámica de las variables lentas y rápidas independientemente, éstas son

∂

∂t
w0 = −H(red)ww ·w0 − F̄0w (2.48)

y
∂

∂t
z = −H(red)zz · z− F̄z, (2.49)

donde la matrices reducidas H(red)ww y H(red)zz , pueden calculares a partir de los desarrollos (2.11)
y (2.13), respectivamente. Hasta orden lineal en el parámetro pequeño ε2, estas matrices tienen
la siguiente forma expĺıcita

H(red)ww =

 ωd3 (k) iγ1kzk⊥
ρo

λ̄ (k) 0

i k2

kzk⊥
λ̄ (k)ωd3 (k) ωv2 (k) 0

0 0 ωT (k)

 , (2.50)

y

H(red)zz =

µ
ωv3 (k) icsk
icsk (γ − 1)ωT (k)

¶
. (2.51)

La ecuación (2.49) es válida para tiempos cortos, τ2f ; mientras que la ecuación (2.48) es
válida en la escala temporal lenta.
De esta forma, hemos eliminado de la descripción para la variables lentas,w0, el acoplamiento

con las variables rápidas. Sin embargo, en este punto del desarrollo resulta importante hacer

notar que si los elementos de la matriz hidrodinámica reducida H(red)ww que aparece en la ecuación
(2.48), son estimados utilizando valores t́ıpicos de los parámetros materiales involucrados, re-
sulta, nuevamente, que algunos de ellos son mucho mayores que otros.
En efecto, al comparar las ecuaciones (2.21) y (2.50), se observa que la estructura de esta

matriz es muy similar a la de la matriz transversal normalizada . En ambos casos las cantidades
pequeñas son del orden de Kk2/ρo y están contenidas únicamente en los elementos de matriz
que involucran las fluctuaciones en la orientación.
Esto sugiere que algunos de los elementos de w0 evolucionarán más rápido que otros y, en

consecuencia, que el procedimiento perturbativo sobre las escalas temporales puede aplicarse
nuevamente. Es decir, tal como se esperaba, la evolución de las fluctuaciones en un nemático
ocurrirá en tres escalas temporales claramente separadas.
Siguiendo la misma ĺınea de razonamiento utilizada hasta el momento, agrupamos las com-

ponentes de w0 en la forma

w0 =
µ

δn̄3
y

¶
, (2.52)

donde

y =

µ
δv̄2
δT̄ 0

¶
. (2.53)
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De acuerdo a nuestra discusión previa, podemos decir que y, al igual que δv̄1, son variables
semilentas pues evolucionan más rápido que δn̄3 y δn̄1, pero lo hacen en un tiempo caracteŕıstico
mucho más grande que el asociado con las variables contenidas en z.
También introducimos la matriz

T =

 1 i
2

γ1kzk⊥[(1+λ)k2z+(1−λ)k2⊥]
ν3k4⊥+2(ν1+ν2−ν3)k2⊥k2z+ν3k4z

0

0 1 0
0 0 1

 , (2.54)

la cual transforma a la ecuación (2.48) en la forma apropiada para el desarrollo perturbativo
en términos del parámetro pequeño, ε1 ∼ Kρ/ν2.
Finalmente, las expresiones generales (2.10)-(2.13), conducen a las ecuaciones reducidas que

describen la dinámica de

δn̄03 = δn̄3 +
i

2

γ1kzk⊥ [(1 + λ) k2z + (1− λ) k2⊥]
ν3k4⊥ + 2 (ν1 + ν2 − ν3) k2⊥k2z + ν3k4z

δv̄2 (2.55)

en la escala lenta y de y en una escala intermedia de tiempos. Dichas ecuaciones, expresadas
hasta primer orden en el parámetro perturbativo ε1, son

∂

∂t
δn̄03 = −ω(red)3 (k) δn̄03 + F̄

(l)0
1 (2.56)

donde

ω
(red)
3 (k) =

1

γ1

¡
K1k

2
⊥ +K3k

2
z

¢(
1 +

1

4

γ1 [(1 + λ) k2z + (1− λ) k2⊥]
2

ν3k4⊥ + 2 (ν1 + ν2 − ν3) k2⊥k2z + ν3k4z

)
= ωn3 (k) ,

(2.57)

F̄
(l)0
1 = F̄

(l)
1 +

i

2

γ1kzk⊥ [(1 + λ) k2z + (1− λ) k2⊥]
ν3k4⊥ + 2 (ν1 + ν2 − ν3) k2⊥k2z + ν3k4z

F̄
(l)
2 ; (2.58)

y
∂

∂t
y = −H(red)y · y+ Fy, (2.59)

donde

H(red)y =

Ã
ωv2 (k)− λ̄2(k)γ1k2

ρoωv2(k)
ωn3 (k) 0

0 ωT (k)

!
, (2.60)

Fy =

Ã
F̄
(l)
2

F̄
(l)0
3

!
. (2.61)

Resumiendo, estimando los valores de los elementos de las matrices hidrodinámicas (1.146)
y (1.147) para valores t́ıpicos de un nemático termotrópico, hemos podido clasificar las variables
nematodinámicas en tres tipos: lentas, semilentas y rápidas.
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Las variables lentas, δn̄01 y δn̄
0
3, están relacionadas con la reorientación del director, decaen

en un tiempo caracteŕıstico del orden de τ ∼ ν/Kk2. En esta escala de tiempos, su dinámica
está gobernada por las ecuaciones (2.28) y (2.56).
Las variables semilentas, δv̄1, δv̄2 y δT̄ 0, decaen en un tiempo caracteŕıstico del orden de

τ ∼ ρo/νk
2 ∼ 1/DTk2, y en esta escala de tiempos, su dinámica está gobernada por las

ecuaciones (2.29) y (2.59).
Finalmente, las variables rápidas, δv̄3 y δp̄, evolucionan en la escala de tiempos carac-

teŕısticos más cortos, τ ∼ 1/csk. En esta escala temporal, las variables rápidas obedecen la
ecuación (2.49).

2.3 Modos hidrodinámicos

En esta sección calcularemos nuevamente los modos hidrodinámicos de un cristal ĺıquido nemáti-
co en equilibrio, pero esta vez utilizando las ecuaciones reducidas (2.28), (2.56), (2.29), (2.59)
y (2.49). En el espacio k − ω y en ausencia de las fuerzas estocásticas, estas ecuaciones se
transforman, respectivamente, en las siguientes ecuaciones de eigenvalores

ωn1 (k) δn̄
0
1 (k, ω) = iωδn̄01 (k, ω) , (2.62)

ωn3 (k) δn̄
0
3 (k, ω) = iωδn̄03 (k, ω) , (2.63)

ωv1 (k) δv̄
0
1 (k, ω) = iωδv̄01 (k, ω) , (2.64)µ

ωv2 (k) 0
0 ωT (k)

¶
· y (k, ω) = iωy (k, ω) , (2.65)µ

ωv3 (k) icsk
icsk (γ − 1)ωT (k)

¶
· z (k, ω) = iωz (k, ω) , (2.66)

a partir de los cuales pueden calcularse los modos hidrodinámicos. Nótese que en (2.64) y (2.65)
han sido despreciados los términos de orden Kk2/ν con respecto a los de orden νk2/ρo.
Trivialmente, (2.62) y (2.63) producen los modos difusivos asociados a la relajación del

director
s6 = −iωn1 (k) . (2.67)

s7 = −iωn3 (k) (2.68)

La ecuación (2.64) produce el modo difusivo viscoso

s4 = −iωv1 (k) , (2.69)

mientras que a partir de (2.65) se pueden identificar los modos difusivos

s3 = −iωT (k) (2.70)
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y
s5 = −iωv2 (k) . (2.71)

Finalmente, tomando en cuenta que csk À ωv3 (k) , ωT (k), los eigenvalores asociados con
(2.66) pueden escribirse como

s1 = csk − iΓ (k) , (2.72)

y
s2 = −csk − iΓ (k) , (2.73)

donde Γ (k) = [ωv3 (k) + (γ − 1)ωT (k)] /2, es el coeficiente de atenuación del sonido en el
nemático, introducido en la Sección 1.4.1.
Por lo tanto, los modos hidrodinámicos obtenidos mediante el formalismo de separación de

escalas temporales coinciden, en el mismo orden de aproximación, con los obtenidos directa-
mente. La razón que origina este resultado es, claramente, que hemos utilizado las desigualdades
(1.164) y (1.166) tanto para motivar la separación de las escalas temporales, como para expandir
la ecuación de dispersión (1.170), y encontrar sus ráıces.

2.4 Funciones de Correlación

Para finalizar nuestra discusión sobre la dinámica de las fluctuaciones hidrodinámicas en un
nemático termotrópico en equilibrio, calcularemos las funciones de correlación de dichas fluc-
tuaciones utilizando las descripciones reducidas para los diferentes tipos de variables lentas,
semilentas y rápidas.

2.4.1 Funciones de Correlación Orientacionales

En la escala de tiempos grandes, las fluctuaciones en las variables semilentas y rápidas han
evolucionado y promedian cero, de tal forma que podemos aproximar

δn̄01 = δn̄1 + i
1 + λ

2

γ1k
2
z

ν2k2⊥ + ν3k2z
δv̄1 ' δn̄1, (2.74)

δn̄03 = δn̄3 +
i

2

γ1kzk⊥ [(1 + λ) k2z + (1− λ) k2⊥]
ν3k4⊥ + 2 (ν1 + ν2 − ν3) k2⊥k2z + ν3k4z

δv̄2 ' δn̄3. (2.75)

Utilizando estas aproximaciones en las ecuaciones (2.28) y (2.56), y regresando a las variables
originales, δn̂1 y δn̂3, se obtienen las ecuaciones estocásticas lineales que describen la dinámica
de las componentes transversales y longitudinales del director,

∂

∂t
δn̂µ (k, t) = −ωnµ (k) δn̂µ (k, t)− σ̂nµ (k, t) , µ =

½
1 transversal
3 longitudinal

, (2.76)

en donde el ı́ndice repetido µ en el lado derecho no implica sumatoria, ωn1 (k) y ωn3 (k) están
definidas por las ecuaciones (2.32) y (2.57), o bien (1.175) y (1.192), mientras que σ̂n1 (k, t) y
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σ̂n3 (k, t) representan fuerzas fluctuantes que, en términos de los componentes estocásticas del
tensor de esfuerzos y de la cuasicorriente del director, tienen la forma expĺıcita

σ̂n1 =
1

k⊥

·
kxΥ̂y − kyΥ̂x +

1

2

(1 + λ) kz
ν2k2⊥ + ν3k2z

³
kxkiΣ̂yi − kykiΣ̂xi

´¸
, (2.77)

σ̂n3 =
1

k

·
kxΥ̂x + kyΥ̂y +

1

2

(1 + λ) k2z + (1− λ) k2⊥
ν3k4⊥ + 2 (ν1 + ν2 − ν3) k2⊥k2z + ν3k4z

³
k2kjΣ̂zj − kzkikjΣ̂ij

´¸
.

(2.78)
En el espacio k− ω las ecuaciones (2.76) adquieren la forma

δñµ (k, ω) =
σ̃nµ (k, ω)

−iω + ωnµ (k)
, (2.79)

a partir de las cuales pueden calcularse las funciones de correlación de las fluctuaciones en la
orientación,

hδñµ (k, ω) δñν (k0, ω0)i = hσ̂nµ (k, ω) σ̂nν (k0, ω0)i
[−iω + ωnµ (k)] [−iω0 + ωnν (k0)]

, (2.80)

donde los ı́ndices µ y ν toman los valores µ, ν = 1, 3.
Utilizando las definiciones (2.77) y (2.78) y los TFD (1.130) y (1.132), pueden obtenerse

las expresiones expĺıcitas para estas correlaciones, de hecho, este procedimiento es análogo al
realizado detalladamente en la sección 1.4.2. De esta manera encontramos

hδñ1 (k, ω) δñ1 (k0, ω0)i = −2 (2π)4 δ (k+ k0) δ (ω + ω0)
kBTo
γ1

α1 (k)

ω2 + ω2n1 (k)
, (2.81)

hδñ1 (k, ω) δñ3 (k0, ω0)i = hδñ3 (k, ω) δñ1 (k0, ω0)i = 0, (2.82)

hδñ3 (k, ω) δñ3 (k0, ω0)i = −2 (2π)4 δ (k+ k0) δ (ω + ω0)
kBTo
γ1

k2⊥
k2

α3 (k)

ω2 + ω2n3 (k)
, (2.83)

donde las funciones adimensionales α1 (k) y α3 (k) están definidas por las Ecs. (1.174) y (1.191),
respectivamente.
La ecuación (2.81) coincide con la expresión (1.204) encontrada en el caṕıtulo anterior. Ve-

mos entonces que la separación de escalas temporales nos ha permitido recuperar la expresión
para la autocorrelación de las componentes trasversales δñ1 y encontrar, de manera relativa-
mente sencilla, la expresión para la autocorrelación de las componentes longitudinales δñ3. El
cálculo directo de esta última correlación, a partir de la solución completa de la ecuación (1.145),
es un problema considerablemente más laborioso. Esta es la razón por la cual la separación de
escalas temporales resulta tan conveniente.
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2.4.2 Funciones de Correlación de las Variables Semilentas

Consideraremos ahora el caso de las variables semilentas δv̄1, δv̄2 y δT̄ 0. A partir de (2.59)
y (2.61) resulta claro que, en el caso de equilibrio, estas variables obedecen las ecuaciones
independientes

∂

∂t
δv̄1 (k, t) = −ωv1 (k) δv̄1 (k, t) + F̄

(t)
2 , (2.84)

∂

∂t
δv̄2 (k, t) = −ωv2 (k) δv̄2 (k, t) + F̄

(l)
2 , (2.85)

∂

∂t
δT̄ 0 (k, t) = −ωT (k) δT̄ 0 (k, t) + F̄

(l)0
3 . (2.86)

En la escala de tiempos en la que estas ecuaciones son válidas, las variables rápidas han
evolucionado y promedian cero, entonces, podemos hacer la aproximación

δT̄ 0 = δT̄ −
µ
γ − 1
γ

¶1/2
δp̄ ' δT̄ . (2.87)

Regresando a las variables no normalizadas en el espacio k−ω, δṽ1, δṽ2 y δT̃ , las ecuaciones
(2.84)-(2.86) adquieren la forma

δṽµ (k, ω) = − σ̃vµ (k, ω)

−iω + ωvµ (k)
, µ =

½
1 transversal
2 longitudinal

(2.88)

y

δT̃ (k, ω) = − σ̃T (k, ω)

−iω + ωT (k)
, (2.89)

donde las fuerzas estocásticas, σ̃v1 (k, ω), σ̃v2 (k, ω) y σ̃T (k, ω), están definidas como una com-
binación lineal de las fluctuaciones en del tensor de esfuerzos y del flujo de calor, mediante

σ̃v1 =
i

ρok⊥

³
kxkiΣ̃yi − kykiΣ̃xi

´
, (2.90)

σ̃v2 =
i

ρok⊥

µ
kkiΣ̃zi − kz

k
kikjΣ̃ij

¶
, (2.91)

σ̃T =
i

ρocp
kiQ̃i. (2.92)

Siguiendo el mismo procedimiento utilizado anteriormente, obtenemos a partir de los TFD
(1.130) y (1.131),

hδṽ1 (k, ω) δṽ1 (k0, ω0)i = −2 (2π)4 kBTo
ρo

ωv1 (k)

ω2 + ω2v1 (k)
δ (k+ k0) δ (ω + ω0) , (2.93)
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hδṽ1 (k, ω) δṽ2 (k0, ω0)i = hδṽ2 (k, ω) δṽ1 (k, ω)i = 0, (2.94)

hδṽ2 (k, ω) δṽ2 (k0, ω0)i = 2 (2π)4 kBTo
ρo

ωv2 (k)

ω2 + ω2v2 (k)
δ (k+ k0) δ (ω + ω0) , (2.95)D

δT̃ (k, ω) δT̃ (k0, ω0)
E
= 2 (2π)4

kBT
2
o

ρocp

ωT (k)

ω2 + ω2T (k)
δ (k+ k0) δ (ω + ω0) . (2.96)

Nótese que (2.93) no coincide con la expresión (1.205) obtenida en el primer caṕıtulo al hacer
un análisis detallado de la dinámica de las variables transversales. La causa de esta diferencia
radica en que, para obtener la expresión (2.93), hemos partido de (2.84) la cual únicamente es
válida en la escala de tiempos del orden de ω−1v1 (k).
En efecto, (2.93) y (1.205) coinciden para frecuencias ω ∼ ωv1 (k), pero a frecuencias

menores, es decir, tiempos mayores, la dinámica del director se vuelve relevante y el segundo
término en el lado derecho de (1.205) es significativo. Sin embargo, esta información no está
contenida en (2.93) pues ha sido eliminada mediante la separación sistemática de las escalas
temporales.
Para recuperar el resultado (1.205), se procede como sigue: se resuelve la ecuación (2.76)

para δñ1, con lo cual se obtiene

δñ1 (k, ω) =
σ̃n1 (k, ω)

−iω + ωn1 (k)
. (2.97)

Posteriormente, este resultado se sustituye en

−iωδṽ1 = i
1 + λ

2ρo
γ1ωd1 (k) kzδñ1 − ωv1 (k) δṽ1 − σ̃v1, (2.98)

que es la expresión linearizada general que describe la dinámica de δṽ1 y, por lo tanto, es válida
en todas las escalas temporales. Al resolver la ecuación resultante para δṽ1 y calcular la función
de autocorrelación de esta variable, recuperamos la ecuación (1.205).
Debido a la similitud que existe entre las ecuaciones dinámicas para δṽ1 y δṽ2, en particu-

lar, debido a que ambas variables se acoplan de manera similar con las fluctuaciones δñ1 y δñ3,
respectivamente, podŕıamos esperar que la expresión (2.95) también debeŕıa modificarse en las
escalas de tiempos grandes, concretamente, para frecuencias del orden de ω ∼ ωn3 (k). De he-
cho, siguiendo el procedimiento análogo al descrito en los párrafos anteriores puede demostrarse
que

hδṽ2 (k, ω) δṽ2 (−k,−ω)i = 2 (2π)4 kBTo
ρo

½
ωv2 (k)

ω2 + ω2v2 (k)
− ω̄3 (k)

ω2 + ω2n3 (k)

¾
δ (k+ k0) δ (ω + ω0) ,

(2.99)
donde la cantidad con unidades de frecuencia, ω̄3 (k), ha sido definida mediante

ω̄3 (k) =
(K1k

2
⊥ +K3k

2
z)ωn3 (k)

ρoω2v2 (k)

·
(1 + λ) k2z + (1− λ) k2⊥

2k

¸2
. (2.100)

Las ecuaciones (2.99) y (2.100) son el análogo longitudinal de las expresiones (1.205) y
(1.206).
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2.4.3 Funciones de Correlación de las Variables Rápidas

Calcularemos ahora las funciones de correlación de las variables rápidas δv̄3 y δp̄. Para ello,
seguiremos el mismo procedimiento de las secciones anteriores. Regresando a las variables no
normalizadas en el espacio k− ω, δṽ3 y δp̃, la solución de la ecuación (2.49) tiene la forma

δṽ3 (k, ω) = − [−iω + (γ − 1)ωT (k)] σ̃v3 (k, ω)− iρ−1o kσ̃p (k, ω)

[−i (ω − csk) + Γ (k)] [−i (ω + csk) + Γ (k)]
, (2.101)

δp̃ (k, ω) = − [−iω + ωv3 (k)] σ̃p (k, ω)− iρoc
2
skσ̃v3 (k, ω)

[−i (ω − csk) + Γ (k)] [−i (ω + csk) + Γ (k)]
, (2.102)

en donde las fuerzas estocásticas σ̃v3 (k, ω) y σ̃p (k, ω) están definidas por

σ̃v3 =
i

ρok
kikjΣ̃ij, (2.103)

σ̃p = i
αc2s
cp

kiQ̃i. (2.104)

Utilizando las ecuación (2.101), los TFD (1.130) y (1.131) y

csk À (γ − 1)ωT (k) , ωv3 (k) , (2.105)

se obtiene

hδṽ3 (k, ω) δṽ3 (k0, ω0)i = −2 (2π)4 kBTo
ρo

ω2ωv3 (k) + c2sk
2 (γ − 1)ωT (k)£

(ω − csk)
2 + Γ2 (k)

¤ £
(ω + csk)

2 + Γ2 (k)
¤

×δ (k+ k0) δ (ω + ω0) . (2.106)

Expandiendo en fracciones parciales y utilizando nuevamente (2.105), la expresión anterior
adquiere la forma

hδṽ3 (k, ω) δṽ3 (k0, ω0)i = − (2π)4 kBTo
ρo

δ (k+ k0) δ (ω + ω0)
½

Γ (k)

(ω − csk)
2 + Γ2 (k)

+
Γ (k)

(ω + csk)
2 + Γ2 (k)

+ b (k)

·
ω + csk

(ω + csk)
2 + Γ2 (k)

− ω − csk

(ω − csk)
2 + Γ2 (k)

¸¾
, (2.107)

en donde

b (k) =
(γ − 1)ωT (k)− ωv3 (k)

2csk
. (2.108)

En la ecuación (2.107), los dos primeros términos entre llaves son dos lorentzianas simétricas
centradas en ω = ±csk, similares al doblete de Brillouin en el espectro de dispersión de luz de
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un fluido isotrópico. Los dos últimos términos representan una corrección, debido a la cual la
posición de las lorentzianas se desplaza ligeramente, al tiempo que cada una se vuelve un poco
asimétrica. No obstante, la expresión (2.107) completa, sigue siendo simétrica con respecto a
ω = 0.
Debido a que b (k)¿ 1, para los valores de k compatibles con la descripción hidrodinámica,

la asimetŕıa de las lorentzianas es muy pequeña y puede despreciarse. En este caso, (2.107) se
reduce a

hδṽ3 (k, ω) δṽ3 (k0, ω0)i = − (2π)4 kBTo
ρo

·
Γ (k)

(ω − csk)
2 + Γ2 (k)

+
Γ (k)

(ω + csk)
2 + Γ2 (k)

¸
×δ (k+ k0) δ (ω + ω0) . (2.109)

De manera completamente análoga se obtiene

hδp̃ (k, ω) δp̃ (k0, ω0)i = (2π)4 kBToρoc
2
s

·
Γ (k)

(ω − csk)
2 + Γ2 (k)

+
Γ (k)

(ω + csk)
2 + Γ2 (k)

¸
×δ (k+ k0) δ (ω + ω0) . (2.110)

Dejaremos en este punto el análisis de la dinámica de las fluctuaciones hidrodinámicas alrede-
dor de un estado de equilibrio en un nemático termotrópico. Para finalizar nuestra discusión,
cabe mencionar que las funciones de correlación orientacionales (2.81) y (2.83), determinan,
como es bien sabido, el pico central del espectro de dispersión de luz de un nemático [96]. La
dependencia en k de estas funciones ha sido verificada experimentalmente y las expresiones
(2.81) y (2.83) son útiles para determinar los coeficientes viscoelásticos del nemático, como se
describirá en detalle en el Caṕıtulo 5.
Por otra parte, las funciones de correlación de las variables rápidas (2.109) y (2.110), son

las responsables de la aparición de los picos de Brillouin en un nemático [96]-[98], los cuales,
guardan una similitud muy estracha con los correspondientes a un fluido isotrópico, excepto por
el hecho de que en un nemático la atenuación del sonido es anisotrópica, como se ha señalado
previamente.
Hasta donde sabemos, no se hab́ıa aplicado previamente una teoŕıa de perturbaciones sobre

las escalas temporales para simplificar el análisis de las fluctuaciones hidrodinámicas en un
nemático termotrópico y obtener propiedades f́ısicas de interés como sus modos hidrodinámicos
y sus funciones de correlación. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que el formalismo imple-
mentado posee la desventaja de restringir la validez de los resultados obtenidos a la escala de
tiempos en las que se construyen las diferentes ecuaciones reducidas.
En los Caṕıtulos 3 y 4 estudiaremos un sistema f́ısico no trivial y de posible interés expe-

rimental, en el cual algunas de las funciones de correlación que hemos calculado aqúı jugarán
un papel relevante.
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Parte II

Suspensión Fuera de Equilibrio en un
Solvente Nemático
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Caṕıtulo 3

Mecanismo de Inhomogeneidad del
Teorema de Fluctuación Disipación

A pesar de que la teoŕıa hidrodinámica que describe el espectro de dispersión generado por las
fluctuaciones en equilibrio está bien establecida, la teoŕıa correspondiente a las fluctuaciones
fuera de equilibrio en medios simples y complejos, aún está en desarrollo. En particular, el
comportamiento de las fluctuaciones en sistemas en estados estacionarios fuera de equilibrio
ha sido motivo de numerosos estudios tanto teóricos como experimentales en las dos últimas
décadas.
Las fluctuaciones térmicas en un fluido simple sujeto a un gradiente de temperatura o

de presión, por ejemplo, han sido investigadas teóricamente en [99]-[102], y algunas de las
predicciones propuestas en estas referencias han sido confirmadas experimentalmente [103],
[104].
Estudios teóricos similares han sido desarrollados para algunos fluidos complejos, por ejem-

plo, una mezcla binaria de fluidos simples sujeta a un gradiente de temperatura estacionario
[105], una suspensión coloidal en presencia de un gradiente de concentración [106], un fluido
viscoelástico sujeto a un gradiente de temperatura [107], o cristales ĺıquidos nemáticos en esta-
dos estacionarios inducidos por un gradiente térmico [108]-[110], un flujo de corte [111], o un
gradiente de presión [112], [113].
Otro ejemplo consiste en el estudio del factor de estructura dinámico de una suspensión de

part́ıculas inmersas en un solvente viscoelástico, la cual se encuentra fuera de equilibrio debido
a la presencia de un gradiente en la concentración de las part́ıculas [114]. En este caso, se
encuentra que fuera de equilibrio el espectro de Rayleigh de las part́ıculas suspendidas deja de
ser simétrico y sufre un corrimiento en la frecuencia con respecto a su posición de equilibrio.
Ambos efectos están determinados por la magnitud del gradiente en la concentración de las
impuresas.
En [114], sin embargo, el análisis se restringe a considerar únicamente las contribuciones

lineales en el gradiente de concentración al factor de estructura y un solvente incompresible.
Como se demostrará más adelante, esto elimina de la descripción, el acoplamiento de las fluc-
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tuaciones en la densidad de part́ıculas con las fluctuaciones hidrodinámicas del solvente y, en
consecuencia, el efecto del gradiente de densidad es relativamente pequeño.
El objetivo central de esta parte del trabajo de tesis consiste en determinar el factor de es-

tructura de una suspensión de part́ıculas fuera de equilibrio en un solvente nemático [115]. Con
este propósito, utilizaremos el formalismo de la HF, el cual ha sido utilizado ampliamente para
estudiar el comportamiento de las fluctuaciones cerca de equilibrio en los sistemas mencionados
anteriormente.
Como un caso ĺımite, obtendremos los resultados de [114] (en ausencia de viscoelasticidad).

Sin embargo, a diferencia de [114], consideraremos la contribución de la compresibilidad del
solvente y del acoplamiento de las fluctuaciones hidrodinámicas y se demostrará expĺıcitamente
que al hacer esto último, los efectos fuera de equilibrio en el factor de estructura dinámico de
las impurezas podŕıan ser significativos, aún para gradientes de concentración cuatro órdenes
de magnitud más pequeños que los utilizados en el caso en el que se desprecia el acoplamiento
de modos.
Para llevar a cabo este programa, es necesario conocer en detalle la dinámica de las fluc-

tuaciones del solvente nemático. En efecto, cuando la concentración de impurezas es pequeña,
la dinámica de las mismas no afecta al solvente, sin embargo, las fluctuaciones hidrodinámicas
de este último siempre perturban a las primeras. Por esta razón, los siguientes dos caṕıtulos
podŕıan considerarse como una aplicación de la HF en equilibrio de un nemático termotrópico
desarrollada en los Caṕıtulos 1 y 2. En las siguientes secciones se estudiará de manera precisa
el papel que juegan las funciones de correlación calculadas en los Caṕıtulos anteriores.
La caracteŕıstica más valiosa de este análisis es que permite estimar, es decir, hacer predic-

ciones, acerca de los efectos de la dinámica del nemático en una propiedad medible de un
sistema f́ısico concreto.
Como se demostrará más adelante, la presencia del gradiente de concentración promueve la

aparición de dos mecanismos f́ısicos que podŕıan perturbar la dinámica de las impurezas con
respecto al caso de equilibrio. El primer mecanismo está relacionado con la variación espacial
en la intensidad de la corriente estocástica de impurezas, es decir, con una inhomogeneidad
del TFD asociado. El segundo mecanismo consiste en la generación de acoplamientos entre las
fluctuaciones en la densidad de impurezas y las fluctuaciones en el director y la velocidad del
solvente. En este Caṕıtulo estudiaremos únicamente el primer mecanismo. El mecanismo de
acoplamiento de modos será estudiado en el Caṕıtulo 4.

3.1 Modelo y Ecuaciones Básicas

Consideraremos una suspensión de impurezas en un solvente nemático. En lo siguiente, c (r, t)
denotará la densidad numérica de impurezas, es decir, el número de impurezas por unidad
de volumen1. Supondremos que la suspensión es lo suficientemente diluida para que pueda

1En la literatura, [6], [22], el śımbolo c se utiliza para denotar la concentración de una de las especies que
forman una mezcla binaria, es decir, la razón de la masa de una componente a la masa total del fluido en un
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despreciarse la interacción entre las impurezas y para que la difusión de éstas no altere la
dinámica del solvente nemático, el cual, supondremos que se encuentra en un estado de equilibrio
definido por una temperatura To, una presión po, un campo de velocidades nulo vo = 0 y
un campo de orientaciones uniforme, con el director dirigido a lo largo del eje z, es decir,
n̂o = (0, 0, 1).
Si no ocurren reacciones qúımicas en este sistema, el número total de impurezas debe con-

servarse y c (r, t) debe obedecer la ecuación de continuidad

∂

∂t
c+∇iji = 0, (3.1)

donde j = j (r, t) representa la densidad de corriente de impurezas. En el caso más general, j
está dada por

ji = −Dij∇jc+ cvi. (3.2)

En esta ecuación, el primer término en la lado derecho corresponde con la ley de Fick, que
es la relación lineal usual entre j y ∇c, siendo Dij el tensor de difusión de las impurezas en el
cristal ĺıquido nemático. Debido a que un nemático es un medio uniaxial, Dij tiene la forma

Dij = D⊥δij +
¡
Dk −D⊥

¢
ninj, (3.3)

donde Dk y D⊥ son los coeficientes de difusión de las impurezas en las direcciones paralela y
perpendicular a n̂, respectivamente. En lo siguiente, Da = Dk−D⊥, representará la anisotroṕıa
en el coeficiente de difusión.
Usualmente, la difusión de part́ıculas pequeñas disueltas en un solvente nemático ocurre en

forma más rápida en la dirección paralela a n̂ que en la dirección perpendicular. Experimental-
mente, la razón de los coeficientes de difusión parece ser independiente de la forma espećıfica de
las impurezas [116]-[118]. En particular, los valores de Dk y D⊥ para la difusión de dos tintas
diferentes, methylred y nitrozo di-methyl aniline, en el nemático termotrópico a temperatura
ambiente MBBA, se han medido experimentalmente [116]. Los resultados obtenidos se resumen
en la Tabla 2.1.

Tabla 2.1. Coeficientes de difusión para dos tintas en el nemático termotrópico MBBA
(T = 25◦C) [116].

Tinta Dk (×10−7 cm2 s−1) D⊥ (×10−7 cm2 s−1) Dk/D⊥
methylred 2.6± 0.3 1.6± 0.3 1.6± 0.1

nitrozo di-methyl aniline 11.7± 0.5 6.9± 0.5 1.7± 0.1
El segundo término en el lado derecho de (3.2) representa la difusión convectiva de las

impurezas, que ocurre cuando el solvente se encuentra en movimiento con una velocidad v =
v (r, t).

elemento de volumen dado. En nuestro caso, debido a la enorme cantidad de śımbolos requiridos para especificar
el estado del sistema, recurriremos el śımbolo c, para denotar la densidad númerica de las part́ıculas suspendidas
y no la concentración.
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En nuestro modelo, supondremos que la suspensión ha alcanzado un estado estacionario
en un solvente en reposo, descrito por una densidad, css = css (r), independiente del tiempo.
También supondremos que Dij no depende apreciablemente de la concentración local de im-
purezas. Entonces, de acuerdo con las ecuaciones (3.1) y (3.2), css (r) debe satisfacer

Dij∇i∇jcss = 0, (3.4)

sujeta a las condiciones de frontera apropiadas. Por lo tanto, la forma más general para la
densidad estacionaria de impurezas es

css (r) = co + r ·∇css, (3.5)

en donde co es la densidad media de impurezas y∇css, el gradiente en la densidad, representa la
variación espacial en css (r)

2. ∇css un vector uniforme y para simplificar el análisis subsecuente
será conveniente introducir la notación a = ∇css y reescribir (3.5) en la forma

css (r) = co + a lim
q−→0

sen (r · q)
q

, (3.6)

donde q es un vector auxiliar paralelo a a, pero de magnitud variable.
Nuestro interés consiste en estudiar la dinámica de las fluctuaciones térmicas que ocurren

espontánemente en este sistema. Por un lado, ocurren fluctuaciones en la densidad de im-
purezas, las cuales, respresentan las desviaciones locales en la densidad con respecto a su valor
promedio, correspondiente al estado estacionario definido previamente: δc(r, t) = c(r, t)−css (r).
Por otro lado, también ocurren fluctuaciones hidrodinámicas en el solvente nemático, estas
están definidas, como se discutió en el Caṕıtulo 1, con respecto a su estado de equilibrio:
δni(r, t) = ni(r, t)−no,i, δvi(r, t) = vi(r, t)− vo,i, δT (r, t) = T (r, t)−To, δp(r, t) = δp(r, t)− po.
Intuitivamente, cabŕıa esperar que las fluctuaciones hidrodinámicas del solvente influyan

en la dinámica de las fluctuaciones en la concentración de las impurezas. Esta influencia se
hará expĺıcita y se analizará en detalle más adelante. Por otro lado, si la suspensión es lo
suficientemente diluida, es posible analizar la dinámica de las fluctuaciones en el solvente de
forma independiente, es decir, sin tomar en cuenta la dinámica de las impurezas.
Con el propósito de describir el comportamiento de las fluctuaciones se implementará el

formalismo de la HF de Landau y Lifshitz. La ecuación (3.1), es consecuencia de la ley de
conservación de la masa y por lo tanto debe ser válida cualquiera que sea la dinámica de las
impurezas. En particular, (3.1) debe ser válida aún en presencia de las fluctuaciones térmicas.
Además, en el nivel de descripción de las fluctuaciones, debe tomarse en cuenta que pueden
existir flujos de impurezas espontáneos y aleatorios, J(r, t), en el sentido de que no se deben a
los gradientes de concentración ni a flujo convectivo.

2A lo largo de esta tesis, también nos referiremos a ∇css como gradiente de concentración, aunque debe
entenderse siempre que esta cantidad representa la variación espacial en el número de part́ıculas disueltas por
unidad de volumen.
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Supondremos que la función de distribución de probabilidad de la corriente estocástica es
una gaussiana, entonces, para especificarla basta proporcionar su dos primeros momentos. Por
un lado, J es una corriente estocástica de part́ıculas con promedio nulo, hJ(r, t)i = 0. Además,
en una suspensión en equilibrio J(r, t) obedece el TFD [114]

hJi (r, t) Jj (r0, t0)i = 2Dijcoδ (r
0 − r) δ (t− t0) . (3.7)

En nuestro caso, supondremos que en el estado estacionario fuera de equilibrio descrito por
(3.5), J(r, t) obedece el TFD (3.7) localmente. La versión local de (3.7) se obtiene remplazando
en esta expresión, la densidad de equilibrio co por la densidad estacionaria css (r). Es decir, en
presencia del gradiente ∇css, supondremos que J(r, t) obedece la relación

hJi (r, t) Jj (r0, t0)i = 2Dijcss (r) δ (r
0 − r) δ (t− t0) . (3.8)

Debe señalarse que la validez de esta suposición sólo podŕıa demostrarse a partir de la
teoŕıa cinética, o bien, a posteriori, comparando las predicciones que resulten de ella con el
experimento.
Sustituyendo c(r, t) = css (r) + δc(r, t), ni(r, t) = no,i + δni(r, t), vi(r, t) = vo,i + δvi(r, t) y

remplazando j por j+J en las ecuaciones (3.1)-(3.3), linearizando con respecto a las fluctuaciones
y tomando en cuenta las expresiones (3.4) y (3.5), se obtiene la siguiente ecuación que describe
la dinámica de δc(r, t) en términos de la corriente estocástica, Ji, de las fluctuaciones en el
director, δni, y de las fluctuaciones en la velocidad del solvente nemático, δvi,

∂

∂t
δc =

¡
D⊥∇2⊥ +Dk∇2z

¢
δc+ aiδvi − css (r)∇iδvi

+Da (ai∇zδni + az∇iδni)−∇iJi. (3.9)

Para finalizar esta sección, reescribiremos las ecuaciones (3.9) y (3.8) en una forma con-
veniente. Primero, resultará útil buscar la solución de (3.9) en el espacio de Fourier. Si-
guiendo la definición (1.126) es posible demostrar que si f̃ (k, ω) denota la transformada de
Fourier de un campo arbitrario f (r, t), entonces, la transformada de Fourier de la función
g (r, t) =sen(r · q) f (r, t) es

g̃ (k, ω) =
f̃ (k− q, ω)− f̃ (k+ q, ω)

2i
. (3.10)

Utilizando este resultado, el hecho de que la transformada de Fourier de la la función
δ (r0 − r) δ (t− t0) es (2π)4 δ (k0 + k) δ (ω0 + ω) y la expresión (3.6), se obtiene que la transfor-
mada de Fourier (3.8) tiene la forma

hJi (k, ω) Jj (k0, ω0)i = 2 (2π)4Dijδ (ω
0 + ω)

×
·
coδ (k

0 + k) + ia lim
q−→0

δ (k0 + k+ q)− δ (k0 + k− q)
2q

¸
.(3.11)
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Ahora bien,

lim
q−→0

δ (k0 + k+ q)− δ (k0 + k− q)
2q

= Dqδ (k
0 + k) , (3.12)

es la derivada direccional de la función δ (k0 + k) en el espacio k, en la dirección de q, es decir,
a lo largo del gradiente de concentración. Entonces, el TFD (3.11) también puede escribirse en
la forma

hJi (k, ω) Jj (k0, ω0)i = 2 (2π)4Dij (co + ia ·∇k) δ (k0 + k) δ (ω0 + ω) , (3.13)

donde hemos utilizado que Dqδ (k
0 + k) = q̂ ·∇kδ (k0 + k), siendo ∇k = (∂/∂kx, ∂/∂ky, ∂/∂kz).

De manera similar, puede demostrarse que la transformada de Fourier de la ecuación (3.9)
es

δc̃ = G (k, ω) [−icokiδṽi + a ·∇k (kiδṽi)− aiδṽi

+iDa (kzaiδñi + azkiδñi)− ikiJ̃i

i
, (3.14)

donde el propagador G (k, ω) está dado por

G (k, ω) =
1

−iω +D⊥k2⊥ +Dkk2z
. (3.15)

Finalmente, la expresión (3.14) puede escribirse en términos de las componentes longitudi-
nales y transversales de δn, δv, J y a, definidas por las ecuaciones (1.135)-(1.137), como

δc̃ = G (k, ω)
n
−ikJ̃3 − icokδṽ3 + a ·∇k (kδṽ3)− aµ (k) δṽµ

+iDa

©£
2kza3 (k) +

¡
1− (kz/k⊥)2

¢
k⊥a2 (k)

¤
δñ3 + kza1δñ1

ªª
. (3.16)

Nótese que debido a que a es un vector uniforme, las componentes aµ (k) dependen de k
únicamente a través de la orientación de este vector y no de su magnitud.
Es importante señalar que (3.16) muestra expĺıcitamente que las fluctuaciones en la densidad

de impurezas se ven afectadas por las fluctuaciones en la orientación y la velocidad del solvente
nemático. Las Ecs. (3.16) y (3.13) no contienen toda la información necesaria para determinar
la dinámica de las fluctuaciones en la densidad de impurezas en el estado estacionario descrito
por (3.5), sino que además es preciso conocer la dinámica de las variables δñµ y δṽµ alrededor
de un estado de equilibrio. Afortunadamente, dicha dinámica fue analizada en detalle en el
caṕıtulo anterior y el estudio detallado de la influencia de δñµ y δṽµ sobre δc̃ se realizará en el
Caṕıtulo 4.
También es muy importante notar que en este modelo, el gradiente de concentración modifica

la dinámica de δc con respecto al caso de equilibrio a través de dos mecanismos f́ısicos diferentes.
Por un lado, en la ecuación (3.16) se encuentra impĺıcito el hecho de que la correlación de la
corriente estocástica J es espacialmente inhomogénea y depende linealmente de a. Por otro
lado, el gradiente de concentración produce el acoplamiento de δc con δñµ y δṽµ a través de
diferentes términos que se muestran expĺıcitamente en (3.16).
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Uno de los propósitos principales de esta tesis consiste en estimar y comparar el efecto
producido por cada uno de estos mecanismos. Para ello, resulta conveniente reducir el problema
general de resolver la ecuación, bajo las condiciones fisicas apropiadas.

3.2 Factor de Estructura Dinámico y Dispersión de Luz

La exploración más detallada acerca de la dinámica de las fluctuaciones hidrodinámicas se
consigue a través de los experimentos de dispersión de luz. Lo que se mide en estos experimentos,
son funciones de correlación del tipo

F̃µν (k, ω) =

∞Z
−∞

d (t− t0)
Z

d (r− r0) e−i[k·(r−r0)−ω(t−t0)]Fµν (r, t; r
0, t0) (3.17)

con
Fµν (r, t; r

0, t0) = h[Aµ (r, t)− hAµ (r, t)i] [Aν (r
0, t0)− hAν (r

0, t0)i]i (3.18)

donde Aµ (r, t) representa algún campo dinámico del sistema. En particular, en un experimento
de dispersión de luz, se miden las correlaciones de las fluctuaciones en el tensor dieléctrico,
εij (r, t).
Como, en general, la longitud de onda de la luz es grande en comparación con las distancias

microscópicas l, kl ¿ 1 y si los desplazamientos en la frecuencia que sufre la luz dispersada
son pequeños en comparación al inverso de los tiempos microscópicos τ−1, ωτ−1 ¿ 1, se puede
utilizar el formalismo de la HF para calcular las funciones espectrales F̃µν (k, ω).
En un experimento de dispersión de luz, un haz monocromático con frecuencia ωi, vector

de onda ki y polarizado en la dirección p̂i incide sobre la muestra bajo estudio y se dispersa.
La intensidad de la luz dispersada con frecuencia ωf , en la dirección del vector de onda kf y
con polarización p̂f, es proporcional al factor de estructura dinámico definido por [22]

S (k, ω) =
1

Vsts

Z
Vs

dr

Z
Vs

dr0
ts/2Z

−ts/2

dt

ts/2Z
−ts/2

dt0e−i[k·(r−r
0)−ω(t−t0)]M (r, t; r0, t0) (3.19)

donde Vs y ts representan el volumen y el tiempo de dispersión, respectivamente, k = ki − kf
es el vector de dispersión, ω = ωi − ωf es el corrimiento en la frecuencia y

M (r, t; r0, t0) = hδεif (r, t) δεif (r0, t0)i (3.20)

es la función de correlación de las fluctuaciones en el tensor dieléctrico. Aqúı,

δεif = (p̂i)k δεkj (p̂f)j ,

representa la proyección del tensor δεij en las direcciones de polarización incidente y dispersada.
Nótese que en (3.20) no existe una suma impĺıcita sobre el sub́ındice if.
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En nuestro caso, estamos interesados en la dispersión de luz producida por las impurezas
en el solvente nemático. El tensor dieléctrico depende de la densidad de impurezas εij = εij (c)
de tal forma que sus fluctuaciones pueden escribirse en la forma3

δεij (r, t) = αijδc (r, t) (3.21)

donde

αij =

µ
∂εij
∂c

¶
(3.22)

y la proyección δεif será simplemente

δεif (r, t) = αifδc (r, t) (3.23)

con αif = (p̂i)k αkj (p̂f)j.
Utilizando las ecuaciones anteriores se obtiene la siguiente expresión para el factor de es-

tructura dinámico en términos de δc (r, t)

S (k, ω) =
α2is
Vsts

Z
Vs

dr

Z
Vs

dr0
ts/2Z

−ts/2

dt

ts/2Z
−ts/2

dt0e−i[k·(r−r
0)−ω(t−t0)] hδc̃ (r, t) δc̃ (r0, t0)i (3.24)

Cuando el volumen y el tiempo de correlación son grandes podemos tomar el ĺımite Vs, ts →
∞ y utilizar las siguientes relaciones formales apropiadas en dicho ĺımite

1

ts
=

1

2πδω (0)
, (3.25)

1

Vs
=

1

(2π)3 δk (0)
, (3.26)

donde δk (0) denota la función Delta de Dirac en el espacio k, δ (k), evaluada en k = 0, y
análogamente, δω (0) respresenta δ (ω) evaluada en ω = 0.
De acuerdo con estas expresiones y con la definición de la transformada de Fourier (1.126),

el factor de esctructura puede escribirse como

S (k, ω) =
α2if

(2π)4 δk (0) δω (0)
hδc̃ (k, ω) δc̃ (−k,−ω)i . (3.27)

3En este modelo asumiremos que dependencia de las fluctuaciones del tensor dieléctrico con respecto a
las fluctuaciones del vector director puede omitirse. Esto es, en efecto, posible si se consideran direcciones
apropiadas de los vectores de polarización incidente y dispersado. Por otra parte, en el espectro de dispersión
de una suspensión diluida, la contribución de las fluctuaciones en la densidad de impurezas domina al resto de
las contribuciones, por ejemplo, a las provenientes de las fluctuaciones en la temperatura [22].
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3.3 Factor de Estructura en Equilibrio

El problema que implica calcular el factor de estructura de las impurezas en el solvente nemático
puede simplificarse si se considera un nemático incompresible. La condición de incompresibi-
lidad, div v = 0, en el caso fluctuante y en el espacio de Fourier, implica kiδṽi = 0, o bien,
δṽ3 = 0, de acuerdo con la definición (1.141). En este caṕıtulo supondremos que el nemático
es, en efecto, incompresible. Los efectos de la compresibilidad serán analizados en detalle en el
Caṕıtulo 4.
Entonces, de acuerdo con la expresión (3.16), para un nemático incompresible tenemos

δc̃ (k, ω) = G (k, ω)
n
−ikJ̃3 − a1 (k) δṽ1 − a2 (k) δṽ2

+iDa

£
kza1 (k) δñ1 +

¡
2kza3 (k) +

¡
1− ¡k2z/k2⊥¢¢ k⊥a2 (k)¢ δñ3¤ª . (3.28)

En ausencia del gradiente de concentración la ecuación (3.28) se reduce a

δc̃ (k, ω) = −iG (k, ω) kiJ̃i (k, ω) (3.29)

y el TFD para J̃i adquiere la forma usualD
J̃i (k, ω) J̃j (k

0, ω0)
E
= 2 (2π)4 coDijδ (k+ k

0) δ (ω + ω0) . (3.30)

De las ecuaciónes (3.29) y (3.30) se sigue que la autocorrelación en las fluctuaciones de la
densidad de impurezas está dada por

hδc̃ (k, ω) δc̃ (k0, ω0)i = −2 (2π)4G (k, ω)G (k0, ω0) coDijkik
0
jδ (k+ k

0) δ (ω + ω0) , (3.31)

la cual se anula para todos los valores de k0 y ω0 excepto k0 = −k y ω0 = −ω. Evaluando la
expresión anterior en estos valores y sustituyendo el resultado en (3.27), se obtiene la siguiente
expresión para el factor de estructura dinámico cuando la suspensión está en un estado de
equilibrio en un solvente incompresible

S
(eq)
inc (k, ω) = 2α2ifcoDijkikj |G (k, ω)|2

= 2α2ifco
ωD (k)

ω2 + ω2D (k)
(3.32)

donde hemos definido
ωD (k) = Dijkikj = D⊥k2⊥ +Dkk2z (3.33)

y utilizado

G (k, ω)G (−k,−ω) = G (k, ω)G∗ (k, ω) =
£
ω2 + ω2D (k)

¤−1
. (3.34)

Por lo tanto, en equilibrio, el factor de estructura de las impurezas es una lorentziana
centrada en el origen con altura 2α2ifco/ωD (k) y ancho a la altura media 2ωD (k).
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3.4 Factor de Estructura Fuera de Equilibrio

Consideremos ahora el caso fuera de equilibrio, a 6= 0. En un nemático incompresible, la
dinámica de las fluctuaciones en la densidad de impurezas está descrita por la ecuación (3.28),
mientras que el TFD para Ji adquiere la forma local (3.11) o (3.13). Tomando en cuenta que Ji
no está correlacionada con δni y δvi, de la ecuación (3.28) se observa que hδc̃ (k, ω) δc̃ (k0, ω0)i
podrá escribirse como la suma de cuatro términos con oŕıgenes diferentes,

hδc̃ (k, ω) δc̃ (k0, ω0)i = hδc̃ (k, ω) δc̃ (k0, ω0)iJJ + hδc̃ (k, ω) δc̃ (k0, ω0)inn
+ hδc̃ (k, ω) δc̃ (k0, ω0)inv + hδc̃ (k, ω) δc̃ (k0, ω0)ivv , (3.35)

donde el primer término en el lado derecho proviene de la correlación entre las componentes
estocásticas de la corriente de part́ıculas

hδc̃ (k, ω) δc̃ (k0, ω0)iJJ = −G (k, ω)G (k0, ω0) kik0j hJi (k, ω)Jj (k0, ω0)i ; (3.36)

mientras que los términos con sub́ındice nn, nv y vv, se originan por el acoplamiento de δc̃
con la dinámica del solvente. Espećıficamente, los términos nn, nv y vv contienen correlaciones
de la forma hδñµ (k, ω) δñν (k0, ω0)i, hδñµ (k, ω) δṽν (k0, ω0)i y hδṽµ (k, ω) δṽν (k0, ω0)i, respectiva-
mente. Debido a que las componentes transversales y longitudinales de los campos fluctuantes
de orientación y velocidad no están correlacionadas, se obtiene que las contribuciones nn, nv y
vv son, expĺıctamente,

hδc̃ (k, ω) δc̃ (k0, ω0)inn = −D2
aG (k, ω)G (k

0, ω0) {kzk0za1 (k) a1 (k0) hδñ1 (k, ω) δñ1 (k0, ω0)i
+ hδñ3 (k, ω) δñ3 (k0, ω0)i

·
2kza3 (k) +

µ
k⊥ − k2z

k⊥

¶
a2 (k)

¸
×
·
2k0za3 (k

0) +
µ
k0⊥ −

k02z
k0⊥

¶
a2 (k

0)
¸¾

, (3.37)

hδc̃ (k, ω) δc̃ (k0, ω0)inv = −iDaG (k, ω)G (k
0, ω0) {kza1 (k) a1 (k0) hδñ1 (k, ω) δṽ1 (k0, ω0)i

+kza1 (k) a1 (k
0) hδñ1 (k, ω) δṽ1 (k0, ω0)i

+a2 (k
0)
·
2kza3 (k) +

µ
k⊥ − k2z

k⊥

¶
a2 (k)

¸
hδñ3 (k, ω) δṽ2 (k0, ω0)i

+a2 (k)

·
2k0za3 (k

0) +
µ
k0⊥ −

k02z
k0⊥

¶
a2 (k

0)
¸

×hδṽ2 (k, ω) δñ3 (k0, ω0)i} (3.38)

y

hδc̃ (k, ω) δc̃ (k0, ω0)ivv = G (k, ω)G (k0, ω0) {−a1 (k) a1 (k0) hδṽ1 (k, ω) δṽ1 (k0, ω0)i
+a2 (k) a2 (k

0) hδṽ2 (k, ω) δṽ2 (k0, ω0)i} , (3.39)

80



repectivamente.
Apartir de las ecuaciones (3.37)-(3.39) resulta claro que si bien el gradiente de densidad

induce un acoplamiento entre δc y las fluctuaciones del solvente, δni y δvi, la contribución de
dicho acoplamiento al factor de estructura dinámico resulta ser de segundo orden en a = |∇c| y
para gradientes suficientemente pequeños, esta contribución puede despreciarse en comparación
con la contribución lineal en ∇c contenida impĺıcitamente en el término JJ , Ec. (3.36), a través
del TFD (3.11). Es decir, para gradientes de concentración suficientemente pequeños podemos
escribir simplemente

hδc̃ (k, ω) δc̃ (k0, ω0)i = −G (k, ω)G (k0, ω0) kik0j hJi (k, ω)Jj (k0, ω0)i . (3.40)

Sustutyendo en esta expresión la ecuación (3.13) se tiene

hδc̃ (k, ω) δc̃ (k0, ω0)i = −2 (2π)4G (k, ω)G (k0, ω0) kik0jDij (co + ia ·∇k)
×δ (k+ k0) δ (ω + ω0) , (3.41)

de tal forma que hδc̃ (k, ω) δc̃ (k0, ω0)i podrá escribirse como la suma de una contribución en
equilibrio, la cual ha sido estudiada en la sección anterior, y una contribución de no equilibrio
lineal en ∇c, que surge de la hipótesis de la versión local del TFD para J y que será denotada
por el supeŕındice (fd),

hδc̃ (k, ω) δc̃ (k0, ω0)i = hδc̃ (k, ω) δc̃ (k0, ω0)i(eq) + hδc̃ (k, ω) δc̃ (k0, ω0)i(fd) (3.42)

La contribución de no equilibrio está dada por

hδc̃ (k, ω) δc̃ (k0, ω0)i(fd) = −2 (2π)4 kik0iDijG (k, ω)G (k
0, ω0) δ (ω + ω0)

×a lim
q→0

δ (k+ k0 − q)− (k+ k0 − q)
2qi

= 2i (2π)4 kik
0
iDijG (k, ω)G (k

0, ω0) δ (ω + ω0)

×a lim
q−→0

X
�=±1

1

2q
�δ (k+ k0 − �q) (3.43)

Con el propósito de simplificar el argumento de la función Delta en el espacio k, aplicamos
la transformación

k→ k+
�

2
q, (3.44)

k0 → k0 +
�

2
q, (3.45)

con la cual se obtiene

hδc̃ (k, ω) δc̃ (k0, ω0)i(fd) = 2i (2π)4 δ (ω + ω0) δ (k+ k0) aDij

× lim
q−→0

X
�=±1

�

¡
ki +

�
2
qi
¢ ¡

k0j +
�
2
qj
¢

2q

G
³
k+

�

2
q, ω

´
G
³
k0 +

�

2
q, ω0

´
(3.46)
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La contribución de este término al factor de estructura dinámico es, de acuerdo con la
expresión (3.27),

S(fd) (k, ω) =
α2if

(2π)4 δk (0) δω (0)
hδc̃ (k, ω) δc̃ (−k,−ω)i(fd) . (3.47)

Evaluando (3.46) en k0 = −k y ω0 = −ω y sustituyendo el resultado en (3.47) obtenemos

S(fd) (k, ω) = 2iα2ifaDij lim
q−→0

X
�=±1

�

¡
ki +

�
2
qi
¢ ¡−kj + �

2
qj
¢

2q

×G
³
k+

�

2
q, ω

´
G
³
−k+ �

2
q,−ω

´
(3.48)

Expandiendo la sumatoria sobre � y utilizando las propiedades Dij = Dji y G (−k,−ω) =
G∗ (k, ω), resulta

S(fd) (k, ω) = 2α2ifaDij lim
q−→0

1

q

µ
ki +

1

2
qi

¶µ
−kj + 1

2
qj

¶
× Im

½
G

µ
k+

1

2
q, ω

¶
G

µ
−k+ 1

2
q,−ω

¶¾
. (3.49)

Por otro lado, de la definición del propagador G, ecuación (3.15), puede demostrarse que

Im

½
G

µ
k+

1

2
q, ω

¶
G

µ
−k+ 1

2
q,−ω

¶¾
= −2ωqiDijkj

¯̄̄̄
G

µ
k+

1

2
q, ω

¶¯̄̄̄2
×
¯̄̄̄
G

µ
−k+ 1

2
q,−ω

¶¯̄̄̄2
. (3.50)

Sustituyendo este resultado en (3.49), tomando el ĺımite cuando q −→ 0 y utilizando que, por
construcción,

a
qi
q
= ai, (3.51)

se obtiene finalmente

S(fd) (k, ω) = 2α2ifaiDijkj
ωωD (k)

[ω2 + ω2D (k)]
2 . (3.52)

Aśı pues, en presencia del gradiente de concentración, el factor de estructura de las impurezas
adquiere la forma

Sinc (k, ω) = S
(eq)
inc (k, ω) + S(fd) (k, ω)

= coα
2
if

ωD (k)

ω2 + ω2D (k)

·
1− 2

co
aiDijkj

ω

ω2 + ω2D (k)

¸
. (3.53)
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De esta expresión se observa claramente que, fuera de equilibrio, el factor de estructura ya
no es una lorentziana sino que adquiere una contribución impar como función de la frecuencia.
También se aprecia que la geometŕıa de dispersión de luz modula en gran medida el efecto
del gradiente externo a. De manera precisa, la intensidad del efecto fuera de equilibrio está
determinada por la proyección del tensor de difusión sobre el gradiente de densidad a y el vector
de onda k.
La interpretación de este resultado se vuelve muy obvia en el caso isotrópico, donde Dij =

Disoδij y, por lo tanto, aiDijkj = Disoaiki. Entonces, la contribución fuera de equilibrio es
proporcional a la componente del gradiente externo a lo largo del vector de dispersión que es,
justamente, el agente f́ısico que sondea el comportamiento espacial de las fluctuaciones.

3.5 Análisis

En esta sección se estudiarán de manera detallada las caracteŕısticas f́ısicas del factor de es-
tructura dinámico tanto en equilibrio como en estado estacionario fuera de equilibrio.
Primeramente, en el caso de equilibrio, debido a que el factor de estructura S(eq) (k, ω),

descrito por la ecuación (3.32), es intŕınsecamente anisotrópico, resulta interesante estudiar su
comportamiento comparando dos situaciones f́ısicas, a saber, cuando el solvente se encuentra
en la fase nemática y cuando el solvente se encuentra en la fase isotrópica.
Posteriormente, se cuantificará el efecto del gradiente de concentración, a través del meca-

nismo de la inhomogeneidad del TFD, en el espectro de dispersión de luz de las impurezas en
el solvente nemático. Con este propósito, se comparará S(fd) (k, ω) con respecto a S(eq) (k, ω),
para diferentes valores del gradiente de concentración debidamente normalizado y para una
geometŕıa de dispersión de luz espećıfica.
Concretamente, consideraremos la geometŕıa de dispersión que se muestra en la Figura

3.1, donde el vector de onda incidente se encuentra dirigido a lo largo del eje z y el plano de
dispersión es el plano x− z. θ denota el ángulo de dispersión.
Por otro lado, para simplificar el análisis de los efectos del gradiente de concentración sobre

el espectro de dispersión de luz, considerademos por el momento que ∇c también se encuentra
en el plano x − z. La orientación de este vector está descrita por el ángulo ψ medido con
respecto al eje z.

3.5.1 Dispersión de Luz en Equilibrio

El factor de estructura dinámico de las impurezas en equilibrio encontrado en la Sección 2.2
es intŕınsecamente anisotrópico, no sólo porque la fecuencia ωD (k) está definida en términos
de dos coeficientes de difusión, Dk y D⊥, sino porque, además, el proceso de dispersión de
luz ocurre en un medio también con dos ı́ndices de refracción, nk y n⊥, los cuales describen
la propagación de una onda electromagnética linealmente polarizada en la dirección de n̂o y
en la dirección perpendicular, respectivamente. Los ı́ndices n⊥ y nk, son llamados ı́ndice de
refracción ordinario y extraordinario.
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Figura 3.1: Geometŕıa de dispersión de luz propuesta para estudiar el efecto del gradiente de
concentración sobre el espectro de la suspensión diluida.

El efecto de la anisotroṕıa en el espectro de disperión de luz de las impurezas puede estimarse
si se compara el comportamiento de S(eq) (k, ω) con su contraparte isotrópica, S

(eq)
iso (k, ω).

El factor de estructura dinámico en un fluido isotrópico y en ausencia del gradiente de
concentración, puede obtenerse directamente de la expresiones (3.32) y (3.33), haciendo las
sustituciones Dk = D⊥ = Diso y k = kiso, donde Diso representa el coeficiente de difusión de las
impurezas cuando el solvente se encuentra en la fase isotrópica y kiso es el vector de dispersión
asociado con un proceso que ocurre en el solvente isotrópico, cuyo ı́ndice de refracción será
denotado por niso.
Usualmente, las propiedades materiales en la fase isotrópica pueden aproximarse muy bien,

tomando un promedio de las correspondientes propiedades en la fase nemática [54]-[56]. En
nuestro caso, podemos aproximar

Diso =
Dk + 2D⊥

3
(3.54)

y

niso =
nk + 2n⊥

3
. (3.55)

Nótese que (3.54) implica Dk > Diso > D⊥.
En el ĺımite isotrópico, el factor de estructura en equilibrio adquiere la forma

S
(eq)
iso (k, ω) = 2α

2
ifco

Disok
2
iso

ω2 + (Disok2iso)
2 . (3.56)

Con el propósito de comparar S
(eq)
iso (kiso, ω) con S

(eq) (k, ω), definiremos el factor de esctruc-
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tura normalizado, S̄(eq) (k, ω), como

S̄(eq) (k, ω) =
Seq (k, ω)

Seq
iso (kiso, 0)

. (3.57)

De las ecuaciones (3.32), (3.33) y (3.56) se obtiene

S̄(eq) (ω0o) =
αD

1 + α2Dω
02
o

, (3.58)

donde hemos escrito el resultado en función de la frecuencia normalizada

ω0o =
ω

Disok2iso
(3.59)

y del coeficiente adimensional

αD =
Disok

2
iso

Dkk2z +D⊥k2⊥
, (3.60)

el cual depende de la geometŕıa de dispersión y del valor de los coeficientes de difusión de las
impurezas tanto en la fase nemática como en la isotrópica. En este sentido, αD es un parámetro
que mide el efecto del ordenamiento molecular de la fase nemática sobre el espectro de luz de
las impurezas. En el ĺımite isotrópico, Dk = D⊥ = Diso y k = kiso, tenemos αD = 1 y S̄

(eq) (ω0o)
se reduce a

S̄
(eq)
iso (ω

0
o) =

1

1 + ω02o
. (3.61)

Este resultado coincide con el reportado en la Ref. [114] para la dispersión de luz por las
impurezas en un fluido isotrópico incompresible.
El factor de estructura dinámico (3.58) es una lorentziana con altura αD y ancho medio a la

altura media 1/αD. Entonces, para αD > 1, S̄(eq) (ω0o) es más alto y más angosto que S̄
(eq)
iso (ω

0
o),

mientras que si αD < 1 el factor de estructura dinámico en la fase nemática se vuelve más
pequeño y más ancho que el de las impurezas en un solvente isotrópico. Para ilustrar este
efecto cuantitativamente, consideraremos la geometŕıa mostrada en la Figura 3.1.
Cuando el solvente se encuentra en la fase isotrópica, tanto el haz incidente como el disper-

sado se propagan en un medio con ı́ndice de refracción niso. Entonces, de la teoŕıa usual de la
dispersión de luz [22], tenemos

kiso = 2koniso sin
θ

2
, (3.62)

donde ko es la magnitud del vector de onda incidente en el vaćıo.
Por otro lado, cuando el solvente se encuentra en la fase nemática, los efectos anisotrópicos

aparecen y la propagación de la luz dentro de la muestra dependerá fuertemente de la pola-
rización de los haces. De acuerdo con la Figura 3.1, el haz incidente se propagará como en un
medio isotrópico con ı́ndice de refracción n⊥ y

k1 = kon⊥êz. (3.63)
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Para el haz dispersado, el ı́ndice de refracción depende de la orientación del vector de
polarización con respecto al eje óptico, n̂o. Supondremos que este vector se encuentra en el
plano de dispersión. Entonces, el haz dispersado se propagará con un ı́ndice de refracción
efectivo, neff (θ), dado por

neff (θ) =
nkn⊥³

n2k cos
2 θ + n2⊥ sin

2 θ
´1/2 . (3.64)

En consecuencia,
k2 = koneff (θ) (êz cos θ + êy sin θ) (3.65)

y debido a que k = k1 − k2, de las ecuaciones (3.63) y (3.64) obtenemos
kk = ko (n⊥ − neff (θ) cos θ) , (3.66)

y
k⊥ = −koneff (θ) sin θ. (3.67)

Como resultado, el parámetro αD puede escribirse en la forma

αD =
2

3

n2iso (1− cos θ) (1 + 2σD)
(n⊥ − neff (θ) cos θ)

2 + σDn2eff (θ) sin
2 θ

, (3.68)

donde σD = D⊥/Dk, es el cociente de los coeficientes de difusión de las impurezas en el nemático.
Para ángulos de dispersión pequeños, θ ¿ 1, tenemos neff (θ) ' n⊥ y

αD ' (1 + 2σD)

3σD

µ
niso
n⊥

¶2
. (3.69)

Además, los valores t́ıpicos de σD para un nemático termotrópico son tales que σD ' 0.5 < 1 y
usualmente niso > n⊥. Lo anterior implica que en el ĺımite de ángulos de dispersión pequeños
se tiene αD > 1. Por ejemplo, los datos experimentales para la difusión de tintas en el nemático
termotrópico MBBA presentados en la Tabla 2.1 indican que σD ' 0.6, por otro lado, los
ı́ndices de refracción ordinario y extraordinario para el MBBA son, respectivamente, n⊥ = 1.56
y nk = 1.81 [119] y de la ecuación (3.55) tenemos niso ' 1.64. En consecuencia αD ' 1.36 para
θ = 1◦.
El cambio relativo en la altura del factor de estructura dinámico con respecto al caso

isotrópico, ∆eq
h , está dado por

∆eq
h ≡

S̄eq (0)− S̄eq
iso (0)

S̄eq
iso (0)

= αD − 1. (3.70)

De forma similar, el cambio relativo en el ancho del espectro, ∆eq
ω , es

∆eq
ω ≡

ω(1/2) − ω
(1/2)
iso

ω
(1/2)
iso

=
1

αD
− 1, (3.71)
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donde ω(1/2) y ω
(1/2)
iso denotan, respectivamenete, las frecuencias para las cuales los espectros

en equilibrio en los casos nemático e isotrópico tienen la mitad de su altura máxima. Para la
situación experimental considerada anteriormente se obtiene∆eq

h ' 0.36, es decir, un incremento
en la altura del 36 por ciento y ∆eq

ω ' −0.26, esto es, un decremento en el ancho del espectro
del 26 por ciento. Estos resultados se muestran en la Figura 3.2.

Figura 3.2: Espectro de dispersión en equilibrio normalizado como función de la frecuencia
adimensional ω0o, para θ = 1

◦. La ĺınea continua corresponde a la difusión de impurezas en un
solvente nemático, la ĺınea discontinua al caso isotrópico.

Nótese que cuando el ángulo de dispersión aumenta, αD decrece monótonamente y final-
mente toma valores menores que 1. Por jemplo, para los mismos valores de los parámetros
materiales discutidos anteriormente pero con θ = 85◦, se tiene αD = 0.92, ∆eq

h ' −0.076 y
∆eq

ω ' 0.082. Este comportamiento se ilustra en la Figura 3.3.
En este análisis, hemos utilizado valores de los coeficientes de difusión D⊥ y Dk, reportados

en la literatura [116] para el caso espećıfico de una suspensión en el nemático MBBA y hemos
aproximado el valor de Diso medienate la fórmula (3.54). En el caso general D⊥, Dk y Diso

deben ser funciones de la temperatura y la concentración de part́ıculas.
Un problema interesante, que evidentemente no estamos en posibilidades de abordar con

las herramientas de la mecánica estad́ıstica utilizadas en esta tesis, es el de determinar la
dependencia de D⊥, Dk y Diso con respecto a To y co. Esto podŕıa hacerse, por ejemplo,
utilizando teoŕıa cinética [120] o simulaciones de dinámica molecular [121], [122]. Sin embargo,
si los cambios inducidos en el espectro de dispersión por la anisotroṕıa nemática son observables,
como parece sugerirlo nuestro análisis, seŕıa posible determinar experimentalmente el valor del
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Figura 3.3: Espectro de dispersión en equilibrio normalizado como función de la frecuencia
adimensional ω0o, para θ = 85

◦. La ĺınea continua corresponde a la difusión de impurezas en un
solvente nemático, a ĺınea discontinua al caso isotrópico.

parámetro αD y, en consecuencia, los coeficientes de difusión para diferentes valores de To y co.
Esto representa un resultado importante, debido al interés que ha generado en décadas

recientes la determinación de los coeficientes de difusión en las fases ĺıquido cristalinas [118].

3.5.2 Dispersión de Luz Fuera de Equilibrio

Una vez que se ha analizado el efecto de la anisotroṕıa nemática sobre el factor de estructura
dinámico de las impurezas, se estudirá el efecto que produce el gradiente en la densidad de
impurezas. En este caso, nos restringiremos a discutir la situación de un solvente nemático.
Para la geometŕıa mostrada en la Figura 3.1, el factor de estructura dinámico fuera de

equilibrio dado por la ecuación (3.53), puede escribirse en la forma

S (k, ω) = S(eq) (k, ω)

½
1− 2ω a

co

Dkkz cosψ +D⊥kx sinψ
ω2 + ω2D (k)

¾
. (3.72)

Siguiendo un procedimiento similar al utilizado previamente, definimos el factor de estruc-
tura normalizado, So (ω

0
o), en la forma

S̄ (ω0o) =
S (k, ω)

S
(eq)
iso (k, ω)

= S̄(eq) (ω0o)
½
1 + 2

a

co

kz cosψ + σDkx sinψ

k2z + σDk2x

αDω
0
o

1 + α2Dω
02
o

¾
, (3.73)
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La ecuación (3.73) puede escribirse como

S̄ (ω0o) = S̄(eq) (ω0o) + S̄(fd) (ω0o) = S̄(eq) (ω0o)
½
1 + 2āβD

αDω
0
o

1 + α2Dω
02
o

¾
, (3.74)

donde ā denota la magnitud del gradiente de concentración normalizado, el cual está definido
por

āi =
ai
koco

, (3.75)

mientras que

βD = βD (θ, ψ;σD) =
(n⊥ − neff (θ) cos θ) cosψ − σDneff (θ) sin θ sinψ

(n⊥ − neff (θ) cos θ)
2 + σDn2eff (θ) sin

2 θ
, (3.76)

es una función adimensional que cuantifica el efecto de la orientación relativa del gradiente de
concentración con respecto al vector de dispersión.
Para ángulos de dispersión pequeños (sin θ ' θ, cos θ ' 1), se tiene

βD ' −sinψ
θn⊥

, θ¿ 1, (3.77)

donde hemos utilizado neff (θ) ' n⊥ para θ ¿ 1. Entonces, la contribución fuera de equilibrio al
factor de estructura dinámico podŕıa ser importante debido a la presencia del factor θ−1 en βD.
En lo siguiente, nos restringiremos a considerar únicamente θ¿ 1, por ejemplo, θ ' 1◦, aunque
la orientación del gradiente de concentración, definida por el ángulo ψ, no será restringida.
La ecuación (3.77) también muestra que en el ĺımite de ángulos de dispersión pequeños, el

efecto de no equilibrio es máximo cuando ψ = π/2, es decir, cuando el haz de luz incidente y
el gradiente externo son perpendiculares, o equivalentemente, cuando el vector de dispersión
y el gradiente en la densidad de impurezas son paralelos, tal como cabŕıa esperar según la
interpretación geométrica de la contribución fuera de equilibrio presentada al final de la Sección
3.4.
Este hecho es cualitativamente similar a las observaciones experimentales de los efectos

inducidos por un gradiente térmico en el espectro de dispersión de luz del agua realizadas por
Beysens et al., [14].
A partir de la ecuación (3.74) es claro que el gradiente en la concentración genera una

asimetŕıa en el espectro, debido a que la contribución de no equilibrio es una función impar en
ω0o. En presencia del gradiente, la altura del espectro se incrementa y la posición del máximo
se desplaza hacia valores positivos o negativos de ω0o, dependiendo del valor del ángulo ψ.
El desplazamiento en la frecuencia, ω̃o, como función de ā, puede calcularse imponiendo la

condición
dSo
dω0o

¯̄̄̄
ω0o=ω̃o

= 0, (3.78)
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la cual implica, de acuerdo con (3.74),

α3Dω̃
3
o + 3āβDα

2
Dω̃

2
o + αDω̃o − āβD = 0. (3.79)

Debido a que el gradiente de concentración normalizado, ā, únicamente puede tomar valores
pequeños ā¿ 1, podemos expresar ω̃o como una serie de potencias en ā con la forma

ω̃o = āω̃(1)o + ā2ω̃(2)o + · · · . (3.80)

Sustituyendo (3.80) en (3.79) y considerando únicamente los términos de orden ā, obtenemos

ω̃
(1)
o = βD/αD y entonces

ω̃o =
βD
αD

ā+O
¡
ā2
¢
. (3.81)

Por lo tanto, para valores pequeños de ā, el máximo del espectro se desplaza de manera
proporcional al gradiente de concentración. Nótese, además, que para un ángulo de dispersión
fijo, el corrimiento en la frecuencia puede cambiar de signo si βD lo hace.
La diferencia relativa entre el factor de estructura en el estado estacionario, (3.74), y el

factor de estructura en equilibrio, (3.58), como función de la frecuencia ω0o, puede cuantificarse
introduciendo la función

∆neq
1 (ω0o) ≡

¯̄̄̄
S̄ (ω0o)− S̄(eq) (ω0o)

S̄eq (ω0o)

¯̄̄̄
, (3.82)

la cual tiene la forma expĺıcita siguiente:

∆neq
1 (ω0o) =

¯̄̄̄
2āβD

αDω
0
o

1 + α2Dω
02
o

¯̄̄̄
. (3.83)

Esta función se maximiza para las frecuencias ω̂o = ±α−1D . En otras palabras, la diferencia
relativa máxima entre S̄ (ω0o) y S̄

(eq) (ω0o) debida a ā, ocurre en ω̂o y resulta ser

∆neq
1 (ω̂o) = |āβD| . (3.84)

Estos efectos, producidos por la presencia del gradiente de concentración en las impurezas,
se pueden cuantificar considerando nuevamente los valores de los parámetros materiales del
nemático termotrópico MBBA.
En la Figura 3.4 comparamos So (ωo) con respecto a Seq

o (ωo) utilizando un valor de ā =
1.5× 10−2 para el gradiente de concentración normalizado, σD ' 0.6, nk = 1.81, niso ' 1.64 y
la geometŕıa de dispersión de la Figura 3.1 con θ = 1◦, ψ = π/2. Para estos valores, obtenemos
un desplazamiento en la frecuencia ω̃o = −0.40 y cambio relativo máximo en el espectro de
∆neq
1 ' 0.55 (55%) en ω̂o = ±0.73.
Para finalizar este caṕıtulo debemos señalar nuevamente, que los efectos fuera de equilibrio

en el espectro de dispersión de luz de las impurezas estudiados aqúı, se originan únicamente de
la hipótesis de la validez local del TFD (3.7).
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Figura 3.4: Espectro de dispersión normalizado de las impurezas como función de la frecuencia
adimensional ω0o, para la geometŕıa mostrada en la figura 3.1 con θ = 1◦ y ψ = π/2. La ĺınea
continua corresponde al caso fuera de equilibrio con un gradiente de densidad normalizado
a = 1.5× 10−2. La ĺınea continua representa el espectro normalizado en equilibrio.

A manera de resumen, podemos decir que a través de este mecanismo, se originan cambios
significativos en el espectro, ∼ 10%, para valores del gradiente de concentración normalizado
del orden de ā ∼ 10−2.
En el siguiente caṕıtulo consideraremos los efectos fuera equilibrio provocados por el acopla-

miento de los modos hidrodinámicos de la suspensión.
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Caṕıtulo 4

Efectos de la Compresibilidad y del
Acoplamiento de Modos

Hasta este punto de nuestro análisis, al calcular el factor de estructura de las impurezas,
hemos despreciado el efecto de la compresibilidad del solvente nemático, aśı como el efecto
del acoplamiento de las fluctuaciones en la densidad de impurezas con las fluctuaciones del
solvente. Estos dos efectos han sido analizados en detalle por nosotros en [123]. Los princi-
pales resultados de este análisis serán resumidos en este caṕıtulo. Consideraremos primero, la
contribución de la compresibilidad del solvente al factor de estructura en equilibrio.

4.1 Factor de Estructura en Equilibrio

De la Ec. (3.16) se sigue que en equilibrio, a = 0, la dinámica de las fluctuaciones en un solvente
compresible está descrita por la expresión

δc̃ (k, ω) = −iG (k, ω)
h
kJ̃3 (k, ω) + cokδṽ3 (k, ω)

i
. (4.1)

En este caso, las componentes cartesianas de J obedecen el TFD (3.30). Tomando en cuenta
que Ji y δvi no están correlacionadas, de la ecuación anterior se sigue que hδc̃ (k, ω) δc̃ (−k,−ω)i
y, en consecuencia, el factor de estructura dinámico, S(eq) (k, ω), consisten de dos contribuciones,

S(eq) (k, ω) = S
(eq)
inc (k, ω) + S(eq)vv (k, ω) , (4.2)

donde S
(eq)
inc (k, ω) es la contribución de equilibrio en el caso incompresible estudiada en detalle en

el caṕıtulo anterior, Ec. (3.32); mientras que S
(eq)
vv (k, ω) representa la contribución en equilibrio

debida al acoplamiento de δc̃ con δṽ3, el cual surge de remover la condición de incompresibilidad
para el solvente nemático. Formalmente, S

(eq)
vv (k, ω) puede escribirse como

Seq
vv (k, ω) = −

α2ifc
2
o

(2π)4 δω (0) δk (0)
|G (k, ω)|2 k2 hδṽ3 (k, ω) δṽ3 (−k,−ω)i . (4.3)
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Esta ecuación ilustra el punto discutido previamente, acerca de que la forma detallada del
factor de estructura de la suspensión sólo puede determinarse si se conocen algunas de las
funciones de correlación del nemático.
En el caso incompresible, el factor de estructura es una lorentziana, análoga al pico central,

o de Rayleigh, que se encuentra en la dispersión de luz en un fluido isotrópico. Por otro lado,
al tomar en cuenta la compresibilidad del solvente, se introduce el término S

(eq)
vv (k, ω) que

contiene información acerca de los modos de propagación del sonido en el nemático, a través de
la autocorrelación de la componente δṽ3, la cual da origen a dos picos simétricos semejantes a
los picos de Brillouin de un fluido, véase la Ec. (2.109). Entonces, S(eq) (k, ω) tendrá también
parte de dicha información y cabe esperar que el espectro de dispersión de luz de las impurezas
exhiba, además del pico central, dos picos laterales simétricos, similares a los picos de Brillouin,
localizados en las frecuencias ω ' ±csk.
Entonces, el análisis de la estructura del factor de estructura dinámico puede simplificarse si

se estudia únicamente su comportamiento cerca de las frecuencias que contienen la información
f́ısica relavante, a saber, frecuencias pequeñas, ω ' ωD (k), y frecuencias del orden de ω ' ±csk,
las cuales determinan, respectivamente, las componentes de Rayleigh y Brillouin del espectro.
Lo anterior puede ejemplificarse de manera directa en el caso de equilibrio, donde la ecuación

(2.109), que especifica la forma de la autocorrelación de δṽ3, puede utilizarse para estimar
la contribución de la compresibilidad del solvente en el espectro de dispersión de luz de las
impurezas.
Evaluando la expresión (2.109) en k0 = −k y ω0 = −ω se obtiene

hδṽ3 (k, ω) δṽ3 (−k,−ω)i = − (2π)4 δω (0) δk (0) (γ − 1) kBTo
ρo

ωT (k)

×
½

Γ (k)

(ω + csk)
2 + Γ2 (k)

+
Γ (k)

(ω − csk)
2 + Γ2 (k)

¾
. (4.4)

Sustituyendo la ecuación anterior y (3.34) en (4.3) resulta

S(eq)vv (k, ω) =
α2if (γ − 1) c2okBTo

ρo

k2ωT (k)

ω2 + ω2D (k)

×
½

Γ (k)

(ω + csk)
2 + Γ2 (k)

+
Γ (k)

(ω − csk)
2 + Γ2 (k)

¾
. (4.5)

Expandiendo este resultado en fracciones parciales se sigue que

S(eq)vv (k, ω) =
2α2ifc

2
okBTo

ρoc2s

½
(γ − 1)ωT (k)
ω2 + ω2D (k)

+
1

2

·
Γ (k)

(ω + csk)
2 + Γ2 (k)

+
Γ (k)

(ω − csk)
2 + Γ2 (k)

¸
+
3Γ (k)− ωT (k)

2csk

×
·

ω + csk

(ω + csk)
2 + Γ2 (k)

+
ω − csk

(ω − csk)
2 + Γ2 (k)

¸¾
. (4.6)
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Ahora bien, como se discutió en detalle en el Caṕıtulo 1, para números de onda apropiados
para la descripción hidrodinámica y la dispersión de luz, se satisfacen las desigualdades

csk À ωv3 (k) , ωT (k) , (4.7)

mientras que, al considerar el orden de magnitud de los parametros materiales ρ, ν, DT y D,
es directo demostrar que también se satisface

ωv3 (k) , ωT (k)À ωD (k) . (4.8)

Entonces, (4.6) puede aproximarse por

S(eq)vv (k, ω) =
2α2ifc

2
okBTo

ρoc2s

½
(γ − 1)ωT (k)
ω2 + ω2D (k)

+
1

2

·
Γ (k)

(ω + csk)
2 + Γ2 (k)

+
Γ (k)

(ω − csk)
2 + Γ2 (k)

¸¾
(4.9)

Insertando (3.32) y (4.9) en (4.3) se llega a la siguiente expresión para el factor de estructura
dinámico en equilibrio de una suspensión en un nemático compresible,

S(eq) (k, ω) = 2α2ifco
ωD (k)

ω2 + ω2D (k)

·
1 +

(γ − 1) cokBTo
ρoc2s

ωT (k)

ωD (k)

¸
+α2if

c2okBTo
ρoc2s

·
Γ (k)

(ω + csk)
2 + Γ2 (k)

+
Γ (k)

(ω − csk)
2 + Γ2 (k)

¸
(4.10)

Esta ecuación implica que en el caso compresible el factor de estructura dinámico consta
de tres lorentzianas. El primer término en el lado derecho de (4.10) representa la componente
central de este espectro

S
(eq)
R (k, ω) = 2α2ifco

ωD (k)

ω2 + ω2D (k)

·
1 +

cokBTo
ρoc2s

(γ − 1)ωT (k)
ωD (k)

¸
, (4.11)

mientras que el segundo término contiene dos picos simétricos centrados en ±csk y representa
la componente de Brillouin del espectro

S
(eq)
B (k, ω) = α2if

c2okBTo
ρoc2s

·
Γ (k)

(ω + csk)
2 + Γ2 (k)

+
Γ (k)

(ω − csk)
2 + Γ2 (k)

¸
= α2if

c2okBTo
ρoc2s

X
m=±1

Γ (k)

(ω +mcsk)
2 + Γ2 (k)

. (4.12)

Comparando la expresión (4.10) con su contraparte en el caso compresible, Ec. (3.32), se
observa que al tomar en cuenta la compresibilidad del solvente, se modifica el pico central del
espectro y al mismo tiempo se genera la componente de Brillouin. A continuación analizaremos

94



de manera cuantitativa la importancia de estos cambios. Para ello, será conveniente definir
un espectro de dispersión normalizado tomando como referencia la amplitud del factor de
estructura dinámico en el caso incompresible estudiado en detalle en el Caṕıtulo 3. Aśı pues,
definiremos

S̄ (k, ω) =
S (k, ω)

Seq
inc (k, 0)

, (4.13)

como el espectro normalizado.

4.1.1 Pico Central

La componente central del factor de estructura normalizado puede escribirse como

S̄eq
R (ωo) =

1

1 + ω2o

·
1 +

cokBTo
ρoc2s

(γ − 1)ωT (k)
ωD (k)

¸
, (4.14)

donde ωo es una frecuencia normalizada definida por ωo = ω/ωD (k). El segundo término entre
corchetes en el lado derecho de la expresión (4.14), representa la contribución al pico central
debida a la compresibilidad del nemático. Lo anterior puede observase de manera más clara si
dicho término se escribe en función de la compresibilidad isentrópica del solvente, dada por la
relación termodinámica χs = 1/ρoc

2
s, de tal forma que

S̄eq
R (ωo) =

1

1 + ω2o

·
1 + χscokBTo

(γ − 1)ωT (k)
ωD (k)

¸
. (4.15)

De esta expresión, resulta claro que el efecto de la compresibilidad sobre la componente
central del espectro consiste en aumentar su altura y su ancho. El incremento relativo en la
altura está determinado por la función

υ (k) =
S̄eq
R (0)− S̄eq

inc (0)

S̄eq
inc (0)

=
cokBTo
ρoc2s

(γ − 1)ωT (k)
ωD (k)

, (4.16)

cuyo orden de magnitud puede estimarse considerando valores t́ıpicos de los parámetros mate-
riales involucrados: cs ∼ 105 cm−1, ρo ∼ 1 g cm−3, DT

k ∼ DT
⊥ ∼ 10−3 cm2 s−1, Dk ∼ D⊥ ∼ 10−7

cm2 s−1. En el caso concreto de una suspensión diluida de methylred en el nemático ter-
motrópico MBBA, para una concentración de 1% tenemos co = 2 × 1019 cm−3 y υ ∼ 10−2,
mientras que para una concentración de 5% se tiene co = 1 × 1020 cm−3 y υ ∼ 10−1, que
representa un incremento de alrededor del 10% en la altura.
Para ilustrar este efecto, consideraremos un vector de onda fijo, k = k1−k2, correspondiente

con la geometŕıa de dispersión de luz de la Figura 3.1, con k1 = k2 = 10
5 cm−1 y un ángulo de

dispersión θ = 1◦. En la Figura 4.1, graficamos S̄eq
R para los casos compresible (ĺınea continua)

e incompresible (ĺınea discontinua), como función de la frecuencia adimensional ωo. Nótese
que el factor de estructura en el caso compresible es, efectivamenete, más alto y ancho que el
correspondiente al caso incompresible. Para una suspensión diluida de methylred en MBBA con
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una concentración de 1%, las diferencias relativas en la altura y el ancho del espectro resultan
ser del 5% y 2.5%, respectivamente. Cuando la concentración es del 5%, estos cambios son del
25% y 11% , y podŕıan ser significativos.

Figura 4.1: Factor de estructura dinámico en equilibrio S̄(eq) (ωo). La ĺınea discontinua co-
rresponde al solvente nemático incompresible. La ĺınea continua contiene la contribución de la
compresibilidad del solvente. En ambos casos hemos considerado la geometŕıa de dispersión de
la Fig. 3.1 con k1 = k2 = 10

5 cm−1 y un ángulo de dispersión θ = 1◦.

4.1.2 Picos de Brillouin

La expresión normalizada para los picos de Brillouin de la suspensión, en términos de la fre-
cuencia normalizada ωo, tiene la forma

S̄eq
B (ωo) =

1

2

kBToco
ρoc2

X
m=±1

Γo³
ωo +mcsk

ωD

´2
+ Γ2o

, (4.17)

donde Γo = Γo (k) = Γ (k) /ωD (k).
Nótese que la razón de las alturas de los picos de Brillouin y del pico central es del orden de

ζ (k) =
kBToco

ρoc2sΓo (k)
. (4.18)

Si, como se ha procedido anteriormente, consideramos el orden de magnitud de los parámetros
involucrados en el caso de la difusión de tintas en un nemático termotrópico, se obtiene
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ζ ∼ 10−10. Esto demuestra que la componente de Brillouin del factor de estructura dinámico
de las impurezas es despreciable en comparación con la componente central.
Este hecho se ilustra en la Figura 4.2 donde se grafica S̄eq

B como función de ωo para co =
1× 1020 cm−3, y la geometŕıa de dispersión de luz de la Figura 3.1, con k1 = k2 = 10

5 cm−1 y
θ = 1◦.

Figura 4.2: Componente de Brillouin del factor de estructura dinámico de las impurezas en el
solvente nemático S̄eq

B como función de ωo, para co = 1×1020 cm−3, y la geometŕıa de dispersión
de luz de la Figura 3.1, con k1 = k2 = 10

5 cm−1 y θ = 1◦.

4.2 Factor de Estructura Dinámico Fuera de Equilibrio

Ahora consideraremos los cambios en el espectro producidos por la presencia del gradiente de
densidad de impurezas a = ∇c. En el caso más general, δc̃ (k, ω), en términos de J̃µ, δṽµ y δñµ,
está descrito por la ecuación (3.16), que por comodidad escribiremos nuevamente aqúı

δc̃ = G (k, ω)
n
−ikJ̃3 − icokδṽ3 + a ·∇k (kδṽ3)− aµ (k) δṽµ

+iDa

©£
2kza3 (k) +

¡
1− (kz/k⊥)2

¢
k⊥a2 (k)

¤
δñ3 + kza1δñ1

ªª
. (4.19)

Debido a que Ji no está correlacionada con δvi y δni, a partir de esta expresión resulta
claro, tal como se discutió en la Sección 3.3, que la parte de no equilibrio de la autocorrelación
hδc̃ (k, ω) δc̃ (−k,−ω)i y, en consecuencia, del factor de estructura dinámico, tendrá dos con-
tribuciones:

S(neq) (k, ω) = S(fd) (k, ω) + S(mc) (k, ω) . (4.20)

Por un lado, S(fd) (k, ω) es la contribución de no equilibrio que se origina en la inhomegenei-
dad del TFD de la corriente estocástica J. S(fd) (k, ω) fue estudiada en detalle en el Caṕıtulo
anterior, su forma expĺıcita está dada por la Ec. (3.52).
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Por otro lado, la contribución S(mc) (k, ω) proviene del acoplamiento de δc̃ con las fluc-
tuaciones del solvente, δṽµ y δñµ, a través del gradiente de concentración. A su vez, esta
contribución de no equilibrio puede expresarse de manera formal como

S(mc) (k, ω) = S(neq)nn (k, ω) + S(neq)nv (k, ω) + S(neq)vv (k, ω) . (4.21)

donde S
(neq)
nn contiene autocorrelaciones de las fluctuaciones del director, δñµ, S

(neq)
vv contiene

autocorrelaciones de las fluctuaciones de la velocidad, δṽµ, y S
(neq)
nv contiene correlaciones entre

las fluctuaciones δvµ y δnµ.
La forma expĺıcita de los términos que contribuyen a S(mc) (k, ω) puede obtenerse direc-

tamente de la expresión (4.19). Para calcular la contribución S
(neq)
nn (k, ω) notemos que la

parte de no equilibrio de la autocorrelación de δc̃ (k, ω) que involucra correlaciones de la forma
hδñµ (k, ω) δñν (k0, ω0)i es
hδc̃ (k, ω) δc̃ (k0, ω0)inn = −D2

aG (k, ω)G (k
0, ω0) {kzk0za1 (k) a1 (k0) hδñ1 (k, ω) δñ1 (k0, ω0)i

+ hδñ3 (k, ω) δñ3 (k0, ω0)i
·
2kza3 (k) +

µ
k⊥ − k2z

k⊥

¶
a2 (k)

¸
×
·
2k0za3 (k

0) +
µ
k0⊥ −

k02z
k0⊥

¶
a2 (k

0)
¸¾

, (4.22)

donde hemos utilizado el hecho de que las componentes transversales y longitudinales de los
campos fluctuantes no están correlacionadas. Evaluando esta expresión en k0 = −k y ω0 = −ω
y utilizando las propiedades (3.34),

a1 (−k) = −a1 (k) , (4.23)

a2 (−k) = a2 (k) , (4.24)

y
a3 (−k) = −a3 (k) , (4.25)

obtenemos

hδc̃ (k, ω) δc̃ (−k,−ω)inn = −D2
a |G (k, ω)|2

©
k2za

2
1 (k) hδñ1 (k, ω) δñ1 (−k,−ω)i

+
£
2kza3 (k) +

¡
1− ¡k2z/k2⊥¢¢ k⊥a2 (k)¤

× hδñ3 (k, ω) δñ3 (−k,−ω)i} . (4.26)

Finalmente, la definición (3.27) para el factor de estructura implica

S(neq)nn (k, ω) = − D2
aα

2
if |G (k, ω)|2

(2π)4 δk (0) δω (0)

©
k2za

2
1 (k) hδñ1 (k, ω) δñ1 (−k,−ω)i

+
£
2kza3 (k) +

¡
1− ¡k2z/k2⊥¢¢ k⊥a2 (k)¤2

× hδñ3 (k, ω) δñ3 (−k,−ω)i} . (4.27)
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El procedimiento equivalente necesario para encontrar las contribuciones S
(neq)
nv (k, ω) y

S
(neq)
vv (k, ω) resulta ser más laborioso debido a la presencia del término a · ∇k (kδṽ3) en la
ecuación (4.19). Sin embargo, utilizando la propiedad [11]

lim
q→0

f (x)

·
δ (x− q)− δ (x+ q)

q

¸
= 2f 0 (x) δ (x) , (4.28)

y las ecuaciones

hδñ1 (k, ω) δṽ1 (−k,−ω)i = hδṽ1 (k, ω) δñ1 (−k,−ω)i∗ , (4.29)

hδñ3 (k, ω) δṽ2 (−k,−ω)i = − hδṽ2 (k, ω) δñ3 (−k,−ω)i∗ , (4.30)

hδñ3 (k, ω) δṽ3 (−k,−ω)i = hδṽ3 (k, ω) δñ3 (−k,−ω)i∗ , (4.31)

hδṽ2 (k, ω) δṽ3 (−k,−ω)i = − hδṽ3 (k, ω) δṽ2 (−k,−ω)i∗ , (4.32)

puede demostrarse que

Sneq
nv (k, ω) =

Daα
2
if |G (k, ω)|2

(2π)4 δk (0) δω (0)

©−2kza21 (k) Im {hδñ1 (k, ω) δṽ1 (−k,−ω)i}
+2cok

"
2kza3 (k) +

Ã
1−

µ
kz
k⊥

¶2!
k⊥a2 (k)

#
×Re {hδñ3 (k, ω) δṽ3 (−k,−ω)i}

+2a2 (k)

"
2kza3 (k) +

Ã
1−

µ
kz
k⊥

¶2!
k⊥a2 (k)

#
×Im {hδṽ2 (k, ω) δñ3 (−k,−ω)i}} , (4.33)

Sneq
vv (k, ω) =

α2if |G (k, ω)|2
(2π)4 δk (0) δω (0)

©−a21 (k) hδṽ1 (k, ω) δṽ1 (−k,−ω)i
+a22 (k) hδṽ2 (k, ω) δṽ2 (−k,−ω)i
−2coka2 (k) Im {hδṽ2 (k, ω) δṽ3 (−k,−ω)i}} . (4.34)

Finalmente, la forma expĺıcita de las contribuciones S
(neq)
nn (k, ω), S

(neq)
nv (k, ω) y S

(neq)
vv (k, ω)

puede obtenerse insertando en (4.27), (4.33) y (4.34), las expresiones para las correlaciones de
las fluctuaciones δñµ y δṽµ, encontradas en el Caṕıtulo 1. Sin embargo, este procedimiento es
muy laborioso y conduce a expresiones muy complicadas y dif́ıciles de analizar.
Una mejor estrategia consiste en identificar primero la importancia relativa de cada con-

tribución sobre las componentes de Rayleigh y de Brillouin del factor de estructura, estimando
su orden de magnitud para valores t́ıpicos de los parámetros materiales y frecuencias del orden
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de ω ' ωD (k) y ω ' ±csk. De esta forma podrán considerarse únicamente las contribuciones
dominantes correspondientes y no será necesario calcularlas todas en detalle.
Con este propósito consideraremos únicamente el orden de magnitud de las cantidades in-

volucradas en las ecuaciones (4.27), (4.33) y (4.34), aśı, ν denotará cualquiera de las viscosidades
del solvente nemático, K cualquiera de sus constantes elásticas, DT cualquiera de sus difusivi-
dades térmicas y D cualquiera de los coeficientes de difusión de las impurezas en el nemático.
Además, utilizaremos las relaciones siguientes,

csk À ν

ρ
k2 ∼ DTk2 À K

ν
k2, (4.35)

cuya validez para valores de k compatibles con la descripción hidrodinámica ha sido discutida
en detalle en el Caṕıtulo 1. También utilizaremos la desigualdad

K2

ν2
k4 À D2k4, (4.36)

la cual se satisface para valores t́ıpicos de K, ν y D, de hecho, K2/ν2D2 ∼ 102.
Para frecuencias pequeñas, ω ' ωD (k) ∼ Dk2, las ecuaciones (2.81), (2.83) y (4.36) mues-

tran que las autocorrelaciones de las fluctuaciones en el director, δñµ, satisfacen

hδñµ (k, ω) δñν (−k,−ω)i ∼ δk (0) δω (0) kBTo
ν

K2k4
; cuando ω ∼ Dk2 (4.37)

y en consecuencia, de acuerdo con (4.27),

S(neq)nn (k, ω) ∼ α2ifa
2kBToν

K2k6
; cuando ω ∼ Dk2 (4.38)

Para simplificar el análisis resulta conveniente introducir un gradiente de concentración
normalizado, ã, en la forma

ã =
a

cok
. (4.39)

Entonces

S(neq)nn (k, ω) ∼ α2if
c2okBToν

K2k4
ã2; cuando ω ∼ Dk2. (4.40)

Por otro lado, para frecuencias pequeñas, ω ' ωD (k) ∼ Dk2, tenemos, de acuerdo con las
ecuaciones (1.205), (2.99) y (4.35)-(4.36),

hδṽ1 (k, ω) δṽ1 (−k,−ω)i ∼ hδṽ2 (k, ω) δṽ2 (−k,−ω)i ∼ δk (0) δω (0) kBTo
1

ν
; si ω ∼ Dk2,

(4.41)

Im {hδṽ2 (k, ω) δṽ3 (−k,−ω)i} ∼ δk (0) δω (0) kBTo
D

ρc2s
; si ω ∼ Dk2. (4.42)
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Entonces, de la ecuación (4.34), se concluye que

S(neq)vv (k, ω) ∼ α2if
c2okBTo
D2νk4

µ
ã2 + ã

Dν

ρc2s
k2
¶
; cuando ω ∼ Dk2. (4.43)

Nótese que el factor Dνk2/ρc2s que multiplica al término lineal en el gradiente es tal que

Dν

ρc2s
k2 ∼ 10−18k2 cm2. (4.44)

Para valores de k t́ıpicos para la dispersión de luz elástica,

k = 2k1 sin

µ
θ

2

¶
,

con k1 ∼ 105 cm−1 y ángulos pequeños, θ ∼ 1◦, tenemos, k ∼ 103 cm−1 y entonces
Dν

ρc2s
k2 ∼ 10−12. (4.45)

Esto implica que para valores del gradiente de concentración normalizado tales que ã &
10−11, puede despreciarse la contribución lineal en ã en la expresión (4.43), obteniéndose

S(neq)vv (k, ω) ∼ α2if
c2okBTo
D2νk4

ã2; para ω ∼ Dk2. (4.46)

Comparando las expresiones (4.40) y (4.46), se observa que

S
(neq)
vv (k, ω)

S
(neq)
nn (k, ω)

∼ K2

D2ν2
∼ 102 À 1 cuando ω ∼ Dk2, (4.47)

en otras palabras, para el análisis del pico central fuera de equilibrio podemos despreciar la
contribución S

(neq)
nn (k, ω) con respecto a S

(neq)
vv (k, ω).

Análogamente, puede demostrarse que para frecuencias del orden de Dk2, la contribución
Sneq
nv es del orden de

S(neq)nv (k, ω) ∼ α2if
c2okBToD

Tν2

ρc2sK
2k2

ã; si ω ∼ Dk2, (4.48)

y entonces, para k ∼ 103 cm−1,
S
(neq)
vv (k, ω)

S
(neq)
nv (k, ω)

∼ ρc2sK
2

D2DTν2k2
ã ∼ 107ã cuando ω ∼ Dk2. (4.49)

Lo anterior implica que en la descripción del pico central, la contribución S
(neq)
nv (k, ω)

también puede despreciarse en comparación con S
(neq)
vv (k, ω), cuando el gradiente de concen-

tración normalizado ã & 10−6.
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En conclusión, para la descripción de la componente central del espectro de dispersión
de luz de las impurezas fuera de equilibrio, con ángulos de dispersión pequeños, una buena
aproximación consiste en tomar

S
(mc)
R (k, ω) = S(neq)vv (k, ω) , (4.50)

la cual es correcta para valores del gradiente normalizado, ã = a/cok, mayores o iguales que
ã = 10−6. Además, de acuerdo con lo discutido en párrafos anteriores, los términos de orden
lineal en el gradiente de concentración contenidos en S

(neq)
vv (k, ω), ecuación (4.34), pueden

despreciarse y por lo tanto,

S
(mc)
R (k, ω) =

α2if |G (k, ω)|2
(2π)4 δk (0) δω (0)

©−a21 (k) hδṽ1 (k, ω) δṽ1 (−k,−ω)i
+a22 (k) hδṽ2 (k, ω) δṽ2 (−k,−ω)i

ª
. (4.51)

De manera completamente análoga, puede demostrarse que en el caso |ω| ∼ csk, es decir,
en la componente de Brillouin del espectro, la contribución dominante está determinada por

S
(mc)
B (k, ω) =

α2if |G (k, ω)|2
(2π)4 δk (0) δω (0)

2Dacok

"
2kza3 (k) +

Ã
1−

µ
kz
k⊥

¶2!
k⊥a2 (k)

#
×Re {hδñ3 (k, ω) δṽ3 (−k,−ω)i} , (4.52)

la cual es válida para valores del gradiente normalizado, ã = a/cok, mayores o iguales que
ã = 10−6.
Finalmente, la forma expĺıcita de S

(mc)
R (k, ω) y S

(mc)
B (k, ω) puede obtenerse insertando

en (4.51) y (4.52) las expresiones obtenidas en el Caṕıtulo 1 para las correlaciones entre las
fluctuaciones en el nemático necesarias .
En el caso particular de S

(mc)
B (k, ω) se requiere la forma expĺıcita de la parte real de la

correlación hδñ3 (k, ω) δṽ3 (−k,−ω)i. Ésta puede obtenerse a partir de las Ecs. (2.77) y (2.101),
siguiendo un procedimiento similar al que se utiliza en la Sección 2.4, para calcular las funciones
de correlación de las fluctuaciones del nemático termotrópico. De esta forma se obtiene

Re {hδñ3 (k, ω) δṽ3 (−k,−ω)i} = −2 (2π)
4 δω (0) δk (0) kBTok⊥

ρo
λ̄ (k)ω

×
½
(γ − 1)ωT (k)
ω2 + ω2n3 (k)

+
1

2

·
Γ (k)

(ω + csk)
2 + Γ2 (k)

− Γ (k)

(ω − csk)
2 + Γ2 (k)

¸¾
, (4.53)

en donde la función adimensional λ̄ (k) está dada por la Ec. (1.156).
Debe señalarse que para obtener la expresión anterior, hemos supuesto que la Ec. (2.101),

la cual es válida en la escala de tiempos cortos, τ ∼ 1/csk, puede extrapolarse a la escala de
tiempos lentos en donde (2.77) es válida.
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4.2.1 Pico Central

Para determinar la forma final de la contribución al pico central debida al acoplamiento de
modos, S

(mc)
R (k, ω), necesitamos las expresiones

hδṽ1 (k, ω) δṽ1 (−k,−ω)i = −2 (2π)
4 δk (0) δω (0) kBTo

ρo

½
ωv1 (k)

ω2 + ω2v1 (k)
− ω̄1 (k)

ω2 + ω2n1 (k)

¾
,

(4.54)

hδṽ2 (k, ω) δṽ2 (−k,−ω)i = 2 (2π)4 δk (0) δω (0) kBTo
ρo

½
ωv2 (k)

ω2 + ω2v2 (k)
− ω̄3 (k)

ω2 + ω2n3 (k)

¾
, (4.55)

las cuales se obtienen al evaluar (1.205) y (2.99) en k0 = −k y ω0 = −ω. Por comodidad,
escribiremos aqúı nuevamente las definiciones de las frecuencias que aparecen en (4.54) y (4.55),
ωv1 (k), ωv2 (k), etc. Estas son

ωv1 (k) =
1

ρo

¡
ν2k

2
⊥ + ν3k

2
z

¢
, (4.56)

ωv2 (k) =
1

ρok2
£
ν3
¡
k4z + k4⊥

¢
+ 2 (ν1 + ν2 − ν3) k

2
zk
2
⊥
¤
, (4.57)

ωn1 (k) =
α1(k)

γ1

¡
K2k

2
⊥ +K3k

2
z

¢
, (4.58)

ωn3 (k) =
α3(k)

γ1

¡
K1k

2
⊥ +K3k

2
z

¢
, (4.59)

donde

α1(k) = 1 +
γ1 (1 + λ2) k2z
4 (ν2k2⊥ + ν3k2z)

, (4.60)

α3(k) = 1 +
γ1 [(1 + λ)k2z + (1− λ)k2⊥]

2

4 [ν3 (k4⊥ + k4z) + 2 (ν1 + ν2 − ν3) k2⊥k2z ]
, (4.61)

ω̄1 (k) =
(K2k

2
⊥ +K3k

2
z)ωn1 (k)

ρoω2v1 (k)

µ
1 + λ

2

¶2
k2z (4.62)

y

ω̄3 (k) =
(K1k

2
⊥ +K3k

2
z)ωn3 (k)

ρoω2v2 (k)

·
(1 + λ) k2z + (1− λ) k2⊥

2k

¸2
. (4.63)

Insertando (4.54) y (4.55) en (4.51), expandiendo el resultado en fracciones parciales y
utilizando las relaciones

ν2

ρ2
À K2

ν2
À D2, (4.64)
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se obtiene

S
(mc)
R (k, ω) =

2α2if
ω2 + ω2D(k)

kBTo
ρo

·
a21(k)

µ
1

ωv1 (k)
− ω̄1 (k)

ω2n1 (k)

¶
+ a22(k)

µ
1

ωv2 (k)
− ω̄3 (k)

ω2n3 (k)

¶¸
.

(4.65)

Con el propósito de cuantificar la importancia relativa de S
(mc)
R (k, ω), resultará conveniente

normalizar la expresión anterior de acuerdo con (4.13) e introducir un gradiente de concen-
tración normalizado con magnitud

ā =
a

koco
, (4.66)

la cual es idéntica a la definición del gradiente normalizado utilizado en el caṕıtulo anterior
para estudiar el efecto del gradiente de concentración a través de la inhomogeneidad del TFD.
Aśı obtenemos, en términos de la frecuencia normalizada ωo,

S̄
(mc)
R (ωo) =

cokBTok
2
o

ρoωD(k)

1

1 + ω2o

·
ā21(k)

µ
1

ωv1 (k)
− ω̄1 (k)

ω2n1 (k)

¶
+ ā22(k)

µ
1

ωv2 (k)
− ω̄3 (k)

ω2n3 (k)

¶¸
.

(4.67)

Sin tomar en cuenta el término de no equilibrio S̄
(fd)
R (ωo), estudiado en detalle en el caṕıtulo

anterior, la componente central normalizada del factor de estructura dinámico adquiere entonces
la forma

S̄R (ωo) = S̄
(eq)
R (ωo) + S̄

(mc)
R (ωo)

=
1

1 + ω2o

½
1 +

cokBTo
ρoc2s

(γ − 1)ωT (k)
ωD (k)

+
cokBTok

2
o

ρoωD(k)

×
·
ā21(k)

µ
1

ωv1 (k)
− ω̄1 (k)

ω2n1 (k)

¶
+ ā22(k)

µ
1

ωv2 (k)
− ω̄3 (k)

ω2n3 (k)

¶¸¾
(4.68)

De esta expresión resulta claro que el mecanismo de acoplamiento de modos provoca que
tanto la altura como el ancho a la altura media del espectro se incrementen.
A diferencia del mecanismo asociado con la inhomogeneidad del TFD, el acoplamiento de

las fluctuaciones en la densidad de impurezas con las fluctuaciones del solvente, no introduce
ninguna asimetŕıa en el espectro de dispersión.
Cuantitativamente, la contribución relativa del término de no equilibrio en (4.68), puede

estimarse a través de la función

ξ(k) =
S̄R (0)− S̄

(eq)
R (0)

S̄
(eq)
R (0)

=
cokBTok

2
o

ρoωD(k)

h
ā21(k)

³
1

ωv1(k)
− ω̄1(k)

ω2n1(k)

´
+ ā22(k)

³
1

ωv2(k)
− ω̄3(k)

ω2n3(k)

´i
1 + cokBTo

ρoc2s

(γ−1)ωT (k)
ωD(k)

, (4.69)
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la cual mide el cambio relativo en la altura del espectro como función de ā1 y ā2. ξ es del orden
de

ξ ∼ cokBTok
2
o

ρoDνk4
ā2 ∼ 1012ā2, (4.70)

siempre y cuando co ∼ 1020 cm−3, To ∼ 300 K, D ∼ 10−7 cm2 s−1, ν ∼ 10−1 poise, ρo ∼ 1
g cm−3, ko ∼ 105 cm−1 y el ángulo de dispersión sea pequeño, θ ∼ 1◦. Esto sugiere que
la contribución de no equilibrio podŕıa ser significativa, del orden de 10%, para gradientes
normalizados pequeños, ā ∼ 10−6, los cuales son cuatro órdenos de magnitud menores que los
gradientes utilizados en el Caṕıtulo 3 para ilustrar los efectos de no equilibrio debidos a la
versión inhomogénea del TFD asociado con la corriente estocástica de impurezas.
Lo anterior puede ilustrarse utilizando una geometŕıa espećıfica para la dispersión de luz y la

dirección del flujo estacionario de impurezas. Con este propósito, consideraremos la geometŕıa
de dispersión que se muestra en la Figura 3.1, con ko ' k1 = 10

5 cm−1 y θ = 1◦. Por otro lado,
para las componentes del gradiente de concentración normalizado consideraremos los valores
āx = āy = 0 y āz = 1 × 10−6, es decir, tomaremos un gradiente de concentración paralelo al
director promedio n̂o.
En la Figura 4.3 se compara el factor de estructura en el caso fuera de equilibrio, S̄R (ωo),

con la contribución S̄
(eq)
R (ωo), para la geometŕıa descrita previamente. Como se anticipaba, la

altura y el ancho a la altura media del espectro se incrementan en presencia del gradiente de
concentración. Para los valores utilizados de los parámetros materiales, el incremento relativo
en la altura del espectro es del 24%, mientras que el cambio en el ancho a la altura media es del
11%. Es decir, los cambios en el espectro podŕıan ser significativos para valores del gradiente
normalizado tan pequños como ā = 10−6.
Este análisis permite concluir que el mecanismo de acoplamiento de las fluctuaciones genera

efectos mayores que el mecanismo asociado con la versión de equilibrio local del TFD.

4.2.2 Componente de Brillouin

Siguiendo un procedimiento similar al utilizado en la sección anterior, es posible demostrar que
la componente de Brillouin normalizada del factor de estructura dinámico fuera de equilibrio
tiene la forma

S̄
(mc)
B (ωo) = −cokBToDa

ρoc2sk
3

kok
2
⊥kz

"
2kzā3 (k) +

Ã
1−

µ
kz
k⊥

¶2!
k⊥ā2 (k)

#

×A (k) (γ − 1)ωT (k)
ω2n3 (k)

ωo
1 + ω2o

, (4.71)

donde

A (k) = 2λ̄ (k) k2
(2ν3 + ν5 − ν2 − ν4) k

2
⊥ + (2ν1 + ν2 − 2ν3 − ν4 + ν5) k

2
z

ν3 (k4⊥ + k4z) + 2 (ν1 + ν2 − ν3) k2⊥k2z
, (4.72)
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Figura 4.3: Componente central del factor de estructura normalizado, S̄R (ωo), en equilibrio
(ĺınea discontinua) y fuera de equilibrio (ĺınea continua) para un gradiente normalizado con
componentes āx = āy = 0 y āz = 1× 10−6,. S̄R (ωo) se calcula para la geometŕıa de dispersión
de la Figura 3.1, con ko ' k1 = 10

5 cm−1 y θ = 1◦.

es una función adimensional.
Nótese que esta contribución es una función impar en la frecuencia. Entonces, la presencia

del gradiente de concentración induce una asimetŕıa en la componente de Brilloiun del espectro,
de tal forma que uno de los picos incrementa su altura con respecto al caso de equilibrio,
mientras que el otro la disminuye en la misma proporción. Este efecto es proporcional al
gradiente de concentración.
La expresión (4.71) es válida para frecuencias tales que |ω| ∼ csk À ωD (k) o equivalente-

mente ωo À 1. Entonces, la función S̄
(mc)
B (ωo) esencialmente decae en la forma ω

−1
o . Debido a

esto, la función S̄
(mc)
B (ωo) no cambia considerablemente en un rango de frecuencias del orden

de Γ (k) alrededor ±csk, en el cual ocurren las variaciones apreciables en la contribución de
equilibrio, S̄

(eq)
B (ωo). Aśı pues, en este rango de frecuencias, S̄

(mc)
B puede aproximarse por

S̄
(mc)
B (ωo) = ∓cokBTo

2ρoc2s
ε (k;∇c) , (4.73)

donde

ε (k;∇c) = 2Da

cs

kok
2
⊥k

2
z

k4

"
2ā3 (k) +

Ã
1−

µ
kz
k⊥

¶2!
k⊥
kz

ā2 (k)

#
A (k) (γ − 1)ωT (k)ωD (k)

ω2n3 (k)

(4.74)
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y el signo superior le corresponde al pico localizado en +csk y el inferior al pico alrededor de
−csk.
Utilizando este resultado y la expresión (4.17), se concluye que el espectro de Brillouin de

la suspensión en presencia del gradiente de concentración adquiere la forma

S̄B = S̄
(eq)
B + S̄

(mc)
B

=
1

2

kBToco
ρoc2

X
m=−1,1

 Γo³
ωo +mcsk

ωD

´2
+ Γ2o

+mε (k;∇c)

 . (4.75)

Cuantitativamente, el efecto del gradiente de concentración puede estimarse calculando el
cambio relativo que produce el término ε (k;∇c) en la altura de los picos de Brillouin. Dicho
cambio está dado por la función

ψ (k) = Γoε (k;∇c) . (4.76)

Tomando en cuenta el orden de magnitud de los parámetros materiales involucrados se
obtiene

ψ ∼ 10ā. (4.77)

Esto implica que la contribución de no equilibrio a la componente de Brillouin podŕıa ser
significativa únicamente para gradientes normalizados del orden de ā ∼ 10−2, los cuales son
mucho mayores que los considerados en el caso de la componente central. Además, cuando la
dependencia angular de ψ se toma en cuenta de manera detallada, resulta que esta contribución
es en realidad un orden de magnitud menor.
Con el propósito de completar nuestro análisis, comparamos la componente normalizada,

S̄B (k, ω), con S̄
(eq)
B (k, ω), utilizando los mismos valores de los parámetros materiales que en los

casos anteriores y una geometŕıa que permita que los efectos del gradiente de concentración sean
significativos, por ejemplo, para un gradiente de concentración normalizado con componentes
āx = āy = 1×10−1 y āz = 0 y un proceso de dispersión como el mostrando en la Figura 3.1 con
k1 = 10

5 cm−1 y θ = 80◦, la altura del pico de Brillouin localizado en ω = −csk se incrementa
en un 7%, mientras que el pico localizado en ω = csk decrece en la misma proporción, tal como
se muestra en la Figura 4.4.
En conclusión, los cambios producidos en los picos de Brillouin por el gradiente de con-

centración, son varios órdenes de magnitud menores que los correspondientes a la componente
central. Además, si tomamos en cuenta que la componente de Brillouin es por śımisma pequeña
con respecto al pico central, como mostramos en detalle en la sección anterior, concluimos que
la posible confirmación experimental de los efectos discutidos en este trabajo podŕıa ser más
accesible en el caso de la componente central, SR (k, ω).

4.3 Ĺımite Isotrópico

Nuestro análisis anterior posee la ventaja de contener en un caso ĺımite la descripción del
espectro de dispersión de luz de las impurezas en un solvente isotrópico. De esta forma, el
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Figura 4.4: Picos de Brillouin normalizados en equilibrio (ĺıneas discontinuas) y en presencia
del gradiente de concentración (ĺıneas continuas), con āx = āy = 1×10−1 y āz = 0 y un proceso
de dispersión como el mostrando en la figura 3.1 con k1 = 10

5 cm−1 y θ = 80◦.

efecto del mecanismo de acoplamiento de modos sobre esta propiedad f́ısica puede estimarse de
manera directa apartir de los resultados de las secciones anteriores.
Debido a que el orden de magnitud de los parámetros materiales involucrados en la des-

cripción previa no difiere significativamente en los casos de un solvente nemático y uno isotrópico,
sigue siendo válido que únicamente la componente central del espectro y los efectos del meca-
nismo de acoplamiento de modos sobre ésta son relevantes.
La contraparte isotrópica de la expresión para el espectro de dispersión normalizado de las

impurezas fuera de equilibrio, Ec. (4.68), se obtiene tomando el ĺımite cuando K1,K2,K3 = 0,
ν1, ν2, ν3 = νiso, D

T
k ,D

T
⊥ −→ DT

iso y Dk,D⊥ = Diso. Bajo estas condiciones,

ωD (k) = Disok
2, (4.78)

ωT (k) = DT
isok

2, (4.79)

ωv1 (k) = ωv2 (k) = ν̄isok
2 (4.80)

donde ν̄iso = νiso/ρo es la viscosidad cinemática del solvente isotrópico, y

ωn1 (k) = ωn3 (k) = ω̄1 (k) = ω̄3 (k) = 0. (4.81)

Se sigue entonces que

S̄R,iso (ω
0
o) =

1

1 + ω02o

·
1 + (γ − 1) cokBToD

T
iso

ρoc2s,isoDiso
+

cokBTok
2
o

Disoνisok4
£
ā21(k) + ā22(k)

¤¸
, (4.82)

donde ω0o = ω/Disok
2 y cs,iso representa la velocidad isentrópica del sonido en el fluido isotrópico.
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Finalmente, esta expresión puede escribirse en la forma

S̄R,iso (ω
0
o) =

1

1 + ω02o

·
1 + (γ − 1) cokBToD

T
iso

ρoc2s,isoDiso
+ |∇c|2 kBTo

coDisoνisok4
sen2θo

¸
, (4.83)

donde θo es el ángulo entre ∇c y k.
De las expresión anteriores, puede observarse que los efectos del gradiente de concentración

en el espectro de dispersión de luz de una suspensión en un fluido isotrópico, son similares a los
correspondientes a una suspensión en un solvente nemático. El análisis detallado de los efectos
del gradiente de concentración en el caso isotrópico será presentado en otro lugar [124].
Dejaremos en este punto nuestro estudio sobre el factor de estructura producido por la

suspensión diluida fuera de equilibrio. Nuestros resultados principales podŕıan resumirse de la
siguiente manera: los cambios inducidos por el gradiente de concentración en el espectro de
dispersión de luz de la suspensión, podŕıan ser significativos, del orden de 10%, para valores
pequeños del gradiente normalizado, definido por la Ec. (4.66), ā ∼ 10−6. Estos cambios se
originan por el acoplamiento que induce el gradiente, entre las fluctuaciones en la densidad
numérica de part́ıculas y las fluctuaciones en la velocidad del solvente.
En este sentido, el modelo que hemos presentado aqúı, representa un sistema novedoso en

el cual podŕıa explorarse experimentalmente la validez del las herramientas de la mecánica
estad́ıstica fuera de equilibrio que nos han permitido hacer nuestras predicciones.
En los siguientes caṕıtulos, consideraremos en detalle otro sistema en un estado estacionario

fuera de equilibrio en donde las fluctuaciones térmicas también tienen un comportamiento f́ısico
interesante. Este sistema es, a saber: un nemático termotrópico en presencia de un gradiente
de temperatura.
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Parte III

Funciones de Correlación en un
Nemático Fuera de Equilibrio
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Caṕıtulo 5

Dispersión de Luz en un Nemático
Fuera de Equilibrio

En este caṕıtulo, nuestro principal objetivo consiste en desarrollar la HF de un nemático ter-
motrópico que se encuentre en un estado estacionario fuera de equilibrio inducido por un flujo
de calor uniforme. Esto nos permitirá, de manera análoga al caso de equilibrio, calcular los mo-
dos hidrodinámicos y las funciones de correlación de este sistema fuera de equilibrio. Esto nos
permitirá también, estudiar el efecto fuera de equilibrio sobre el espectro de dispersión de luz
del nemático y el comportamiento espacial de las funciones de correlación fuera de equilibrio.
Esto último se presentará en el caṕıtulo siguiente.

5.1 Modelo y Ecuaciones Básicas

En el modelo espećıfico que consideraremos, un cristal ĺıquido nemático se encuentra confinado
entre un par de placas planas, paralelas entre śı y perpendiculares al eje z de un sistema de
coordenadas cartesianas, tal como se muestra en la Figura 5.1. Las placas se encuentran en las
posiciones z = −d/2 y z = d/2 y se mantienen a las temperaturas T1 y T2, respectivamente.
Las dimensiones de las placas en las direcciones x y y son mucho mayores que d, de tal forma
que una buena aproximación consiste en suponer que el sistema se extiende infinitamente en
estas direcciones.
La orientación de la celda es tal que el campo gravitacional, g, se encuentra dirigido en la

dirección del eje z, esto es, g = −gêz.
Como se ha discutido previamente, el estado hidrodinámico del fluido nemático está definido

por los campos de velocidad, v (r, t), de orientación o campo director, n̂ (r, t), de presión, p (r, t)
y de temperatura T (r, t). Supondremos que el nemático ha alcanzado un estado estacionario
donde estas variables de estado toman los valores Tss, pss, vss y n̂ss. En nuestro análisis, nos
restringiremos a considerar diferencias de temperaturas pequeñas, de tal forma que en el estado
estacionario no hay convección, es decir, vss = 0. También supondremos que la orientación
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promedio de las moléculas corresponde con una configuración homeotrópica de la celda, es
decir, que la orientación del eje largo de las moléculas es perpendicular a las placas, n̂ss = êz.

Figura 5.1: Representación esquemática de una celda nemática homeotrópica en presencia de
un gradiente de temperatura estacionario, ∇T , y del campo gravitacional g.

Por simetŕıa, pss y Tss únicamente pueden depender de la coordenada z. Entonces, de
acuerdo con las ecuaciones nematodinámicas generales discutidas en el Caṕıtulo 1, el estado
estacionario está definido por la solución de las ecuaciones

dpss
dz

+ gρss (z) = 0, (5.1)

d2Tss
dz2

= 0, (5.2)

donde ρss (z) representa la densidad en el estado estacionario. Para obtener la ecuaciones (5.1)
y (5.2) hemos supuesto que las conductividades térmicas del nemático, κk y κ⊥, no cambian
apreciablemente dentro de la celda debido a las variaciones en la temperatura y la presión.
También supondremos que la densidad dentro de la muestra no cambia significativamente de-
bido a los cambios de la temperatura y la presión y consideraremos ρss (z) = ρ como una
constante.
Las ecuaciones (5.1) y (5.2) están sujetas a las condiciones de frontera

p (d/2) = p2, T (−d/2) = T1, T (d/2) = T2, (5.3)

donde p2 es la presión en el exterior de la celda.
De acuerdo con la ecuaciones (5.2) y (5.3), el nemático alcanza un estado estacionario en el

que la temperatura depende linealmente de la componente z, aśı que podemos escribir

Tss (z) = To (1 +Bz) , (5.4)
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donde

To =
T2 + T1
2

, (5.5)

es la temperatura promedio de la muestra y B = β/d con

β =
d

To

dTss
dz

, (5.6)

el cual es un parámetro adimensional que mide la desviación respecto al equilibrio térmico.
Nótese que en la Ec. (5.6), dTss/dz es una constante.
Nuevamente, nuestro interés se centrará en estudiar las fluctuaciones térmicas de los campos,

las cuales están definidas como las desviaciones espóntaneas de las variables en el punto r al
tiempo t, con respecto a su valor macroscópico promedio, es decir,

δp = p (r, t)− pss (z) , (5.7)

δT = T (r, t)− Tss (z) , (5.8)

δv = v (r, t) (5.9)

y
δn = n̂ (r, t)− n̂ss. (5.10)

Tal como se discutió en el Caṕıtulo 1, debido a que el director es un campo unitario,
solamente posee dos componentes fluctuantes independientes.
Para estudiar la dinámica de las fluctuaciones alrededor del estado estacionario originado

por el gradiente térmico, extenderemos el formalismo de la HF de Landau y Lifshitz, el cual
fue concebido originalmente para estudiar las fluctuaciones hidrodinámicas en un fluido simple
en equilibrio.
Entonces, las ecuaciones que describen la dinámica de las fluctuaciones se obtienen susti-

tuyendo las expresiones (5.7)-(5.10) en las ecuaciones nematodinámicas generales presentadas en
el Caṕıtulo 1. Para gradientes de temperatura suficientemente pequeños, el sistema se mantiene
lejos de una inestabilidad hidrodinámica y es de esperarse que las fluctuaciones térmicas sigan
siendo pequeñas aún en el estado estacionario. Por lo tanto, las ecuaciones resultantes pueden
linearizarse con respecto a las fluctuaciones.
Además, siguiendo el formalismo, deben introducirse componentes estocásticas para el flujo

de calor, qi, el tensor de esfuerzos, σij , y la cuasi-corriente que describe la relajación del director,
Yi, mediante las transformaciones

qi −→ qi +Qi, (5.11)

σij −→ σij + Σij , (5.12)

Yi −→ Yi +Υi. (5.13)
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Tal como se demostró en el Caṕıtulo 1, en equilibrio, estas componentes estocásticas satis-
facen los siguientes TFD (1.106)-(1.108):

hQi (r, t)Qj (r
0, t0)i = 2kBT 2o κo,ijδ (r− r0) δ (t− t0) , (5.14)

hΣij (r, t)Σkl (r
0, t0)i = 2kBToνo,ijklδ (r− r0) δ (t− t0) , (5.15)

hΥi (r, t)Υj (r
0, t0)i = 2kBTo

γ1
δ⊥o,ijδ (r− r0) δ (t− t0) , (5.16)

donde T y γ1 son, respectivamente, la temperatura y la viscosidad orientacional correspon-
dientes al estado de equilibrio del sistema. Igualmente, los tensores δ⊥o,ij, νo,ijkl y κo,ij contienen
propiedades materiales cuyos valores corresponden al estado de equilibrio del nemático.
Por otro lado, en el estado estacionario, cuando el gradiente de temperatura es suficien-

temente pequeño, las variaciones espaciales de la temperatura podŕıan despreciarse, al menos
en una región del sistema suficientemente pequeña y cabŕıa esperar que las componentes es-
tocásticas Qi, Σij y Υi obedezcan los teoremas anteriores en esa región. De hecho, este razo-
namiento motiva una aproximación usual en el estudio de los sitemas en estados estacionarios
fuera de equilibrio, la cual consiste en suponer que en el estado estacionario, las componentes
estocásticas obedecen localmente los TFD correspondientes al estado de equilibrio [10]-[12].
En este trabajo, supondremos que en el estado estacionario descrito por la ecuaciones (5.4)-

(5.6), las componentes estocásticas del flujo de calor, del tensor de esfuerzos y de la cuasi-
corriente que describe la relajación del director, obedecen una versión local de (5.14)-(5.16), la
cual se obtiene reemplazando en estas ecuaciones las propiedades de equilibrio que aparecen en
ellas por sus valores en el estado estacionario. Esto es, supondremos que

hQi (r, t)Qj (r
0, t0)i = 2kBT 2ss (z)κijδ (r− r0) δ (t− t0) . (5.17)

hΣij (r, t)Σkl (r
0, t0)i = 2kBTss (z) νijklδ (r− r0) δ (t− t0) , (5.18)

hΥi (r, t)Υj (r
0, t0)i = 2kBTss (z)

γ1
δ⊥ijδ (r− r0) δ (t− t0) . (5.19)

Es importante señalar que, de manera estricta, los tensores materiales νijkl y κij al igual que
la viscosidad reorientacional γ1, también debeŕıan ser función de z, sin embargo, es de esperarse
que la variación espacial de los parámetros materiales debida a la presencia del gradiente térmico
sea pequeña de tal forma que estas cantidades se considerarán constantes.
El mismo procedimiento que hemos utilizado en la primera parte de esta tesis para obtener

las ecuaciones fluctuantes linearizadas alrededor de equilibrio tamb́ıen puede implementarse
para obtener el siguiente sistema de ecuaciones estocásticas que describe la dinámica de las
fluctuaciones en el estado estacionario. Para las fluctuaciones en la presión y la temperatura
se obtienen las ecuaciones

∂

∂t
δp =

αγ

χT

¡
DT
k∇2z +DT

⊥∇2⊥
¢
δT − γ

χT
∇iδvi + gρδvz

+DT
a

α

χT

dTss
dz
∇iδni − α

χT cvρ
∇iQi, (5.20)
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∂

∂t
δT = γ

¡
DT
k∇2z +DT

⊥∇2⊥
¢
δT − γ − 1

α
∇iδvi − dTss

dz
δvz

+
dTss
dz

DT
a∇iδni − 1

cvρ
∇iQi, (5.21)

respectivamente. Para las fluctuaciones en la velocidad obtenemos

ρ
∂

∂t
δvx =

£
(ν2 + ν4)∇2x + ν2∇2y + ν3∇2z

¤
δvx + (ν3 + ν5)∇x∇zδvz

+ν4∇x∇yδvy −∇xδp− 1 + λ

2
(K1 −K2)∇x∇y∇zδny

−1 + λ

2

¡
K1∇2x +K2∇2y +K3∇2z

¢∇zδnx −∇jΣxj, (5.22)

ρ
∂

∂t
δvy =

£
ν2∇2x + (ν2 + ν4)∇2y + ν3∇2z

¤
δvy + (ν3 + ν5)∇y∇zδvz

+ν4∇x∇yδvx −∇yδp− 1 + λ

2
(K1 −K2)∇x∇y∇zδnx

−1 + λ

2

¡
K2∇2x +K1∇2y +K3∇2z

¢∇zδny −∇jΣyj, (5.23)

y

ρ
∂

∂t
δvz =

£
(2ν1 + ν2 + 2ν5 − ν4)∇2z + ν3∇2⊥

¤
δvz

+(ν3 + ν5) (∇x∇zδvx +∇y∇zδvy)−∇zδp

−gρχT δp− λ− 1
2

¡
K1∇2⊥ +K3∇2z

¢∇iδni

+gραδT −∇jΣzj. (5.24)

Finalmente, para las componentes x y y de las fluctuaciones en el director se encuentran las
expresiones

∂

∂t
δnx = − 1

γ1

¡
K1∇2x +K2∇2y +K3∇2z

¢
δnx +

1 + λ

2
∇zδvx

−1− λ

2
∇xδvz +

1

γ1
(K1 −K2)∇x∇yδny −Υx, (5.25)

y

∂

∂t
δny =

1

γ1

¡
K2∇2x +K1∇2y +K3∇2z

¢
δny +

1 + λ

2
∇zδvy

−1− λ

2
∇yδvz +

1

γ1
(K1 −K2)∇x∇yδnx −Υy. (5.26)

115



respectivemente.
Para obtener las expresiones anteriores es necesario hacer uso de las ecuaciones (5.1) y (5.2).
Nótese que las ecuaciones (5.20)-(5.26) se reducen a sus contrapartes de equilibrio al hacer

g = (dTss/dz) = 0.
Estrictamente, en las ecuaciones (5.20)-(5.26), tanto la densidad ρ como los parámetros

materiales α, γ, χT , D
T
k,⊥, ν1,...,5, γ1, K1,2,3 y λ deben ser funciones de la posición dentro de

la muestra, concretamente, de la altura z. Sin embargo, tomando en cuenta que el gradiente
térmico es pequeño, supondremos que estas propiedades no cambian apreciablemente del punto
z al punto z0 dentro de la celda.1

Al igual que en caso de equilibrio, el comportamiento dinámico de las fluctuaciones descrito
por las ecuaciones (5.20)-(5.26) puede escribirse en la forma compacta

∂

∂t
ai (r, t) = −Mijaj (r, t)− Fi (r, t) , (5.27)

en donde, nuevamente, las cantidades ai (r, t) y Fi (r, t) representan los i−ésimos elementos del
vector de estado fluctuante y de la fuerza estocástica, respectivamente, definidos por

a =



δp
δT
δvx
δvy
δvz
δnx
δny


y F =



αc2s
cp
∇iQi

1
ρcv
∇iQi

1
ρ
∇iΣxi
1
ρ
∇iΣyi
1
ρ
∇iΣzi

Υx

Υy


. (5.28)

Por otro lado, las cantidades Mij son los elementos del operador hidrodinámico fuera de
equilibrio, M =M(eq) +M(neq), en donde

M(neq) =



0 0 0 0 −gρ −DT
a

α
χT

dTss
dz
∇x −DT

a
α
χT

dTss
dz
∇y

0 0 0 0 dTss
dz

−DT
a
dTss
dz
∇x −DT

a
dTss
dz
∇y

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

gχT gα 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0


, (5.29)

1En el caso más general, cuando los elementos del operadorM pueden ser función de z debido a las variaciones
en la temperatura dentro de la celda, el análisis que llevaremos a cabo en este trabajo sigue siendo válido,
siempre y cuando se considere únicamente la dinámica de las fluctuaciones que ocurren dentro de una capa
horizontal en la celda nemática cuyo espesor, lo, sea tal que, dentro de dicha capa, puedan despreciarse las
variaciones espaciales de los parámetros materiales y los elementos Mij puedan considerarse constantes, por
ejemplo ρss (z) = ρss (z

0) = ρ. Las funciones de correlación obtenidas de esta forma serán aproximadamente
correctas si los puntos r y r0, se encuentran dentro de una capa de espesor lo, es decir, si |z − z0| < lo.
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mientras queM(eq) está dado por las ecuaciones (1.120)-(1.125), siempre y cuando se sustituyan
en éstas, los parámetros materiales en equilibrio, por los correspondientes al estado estacionario,
por ejemplo, ρo por ρ.
En la ecuación (5.27), el vector de fuerzas estocásticas, F, es formalmente el mismo que el

correspondiente al estado de equilibrio, Eq. (1.118), sin embargo, debe tenerse en cuenta que
las componentes estocásticas obedecen ahora un TFD que cambia con la posición dentro de la
celda.
Como en el caso de equilibrio, resultará conveniente describir la dinámica de las fluctuaciones

en el espacio de Fourier y en términos de los conjuntos independientes de variables transversales
y longitudinales normalizadas, {δn̄1, δv̄1} y

©
δn̄3, δv̄2, δT̄ , δv̄3, δp̄

ª
, definidas por las ecuaciones

(2.16)-(2.19).
También debemos señalar, que nuestro modelo es una primera aproximación de un estudio

más detallado de las fluctuaciones hidrodinámicas de un nemático en el cual las condiciones
de frontera sobre el sistema debeŕıan tomarse en cuenta. Aún aśı, podemos esperar que las
funciones de correlación para los puntos r y r0, que se obtendrán a partir de las ecuaciones
dinámicas (5.27), se aproximarán muy bien a las que se obtengan en un análisis más riguroso,
siempre y cuando r y r0 se encuentren lejos de las fronteras del sistema, es decir, cuando
|z − z0| ¿ d y |z + z0| ¿ d.
Bajo estas condiciones, se sigue que las variables transversales, δn̄1 y δv̄1, obedecen la

ecuación estocástica

∂

∂t

µ
δn̄1
δv̄1

¶
= −

Ã
H̄
(t)
11 H̄

(t)
12

H̄
(t)
21 H̄

(t)
22

!µ
δn̄1
δv̄1

¶
−
Ã

F̄
(t)
1

F̄
(t)
2

!
, (5.30)

donde la matriz hidródinamica transversal H(t) y la fuerza estocástica F̄(t) tienen la forma
expĺıcita

H(t) =

Ã
1
γ1
(K2k

2
⊥ +K3k

2
z) −i (1+λ)γ1

2ρ
k2z

−i1+λ
2γ1
(K2k

2
⊥ +K3k

2
z)

1
ρ
(ν2k

2
⊥ + ν3k

2
z)

!
(5.31)

y

F̄(t) =

 γ1kz
ρ1/2k⊥

³
kxΥ̂y − kyΥ̂x

´
i

k⊥ρ1/2

³
kxkjΣ̂yj − kykjΣ̂xj

´  . (5.32)

Nótese que (5.30)-(5.31) son formalmente idénticas a las ecuaciones que definen la dinámica
de las variables transversales en equilibrio, Ecs. (2.20)-(2.21), siempre y cuando se sustituya la
densidad en equilibrio, ρo, que aparece en estas últimas, por la densidad en el estado estacionario
ρ.
Por otro lado, las variables longitudinales normalizadas, convenientemente agrupadas en los

vectores

w (k, t) =

 δn̄3
δv̄2
δT̄

 (5.33)
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y

z (k, t) =

µ
δv̄3
δp̄

¶
, (5.34)

obedecen la ecuación estocástica

∂

∂t

µ
w
z

¶
= −

µ
Hww Hwz

Hzw Hzz

¶µ
w
z

¶
−
µ
F̄w

F̄z

¶
, (5.35)

donde las fuerzas estocásticas normalizadas, F̄w y F̄z, están dadas por

F̄w =

 F̄
(l)
1

F̄
(l)
2

F̄
(l)
3

 =


γ1kz
ρ1/2k

³
kxΥ̂x + kyΥ̂y

´
i

ρ1/2

³
k
k⊥
kiΣ̂zi − kz

k⊥k
kikjΣ̂ij

´
i
³

1
Toρcv

´1/2
kiQ̂i

 , (5.36)

F̄z =

Ã
F̄
(l)
4

F̄
(l)
5

!
=

 i
kρ1/2

kikjΣ̂ij

iα
ρcv

³
1

γχT

´1/2
kiQ̂i

 . (5.37)

Por otro lado, las submatrices hidrodinámicas Hµν tienen la forma expĺıcita

Hww (k) =


ωd3 (k) iγ1kzk⊥

ρ
λ̄ (k) 0

i k2

kzk⊥
λ̄ (k)ωn3 (k) ωv2 (k) −

³
γ−1
γ

´1/2
γg
cs

k⊥
k

−iρDT
a

γ1
k
kz
ω∇T k⊥

k
ω∇T ω̄T (k)

 , (5.38)

Hwz (k) =


−iλγ1

ρ

k2⊥k
2
z

k2
0

ωv2 (k) −
³
γ−1
γ

´1/2
γg
cs

k⊥
k
,

i
³
γ−1
γ

´1/2
csk +

kz
k
ω∇T 0

 , (5.39)

Hzw (k) =

 −iλωd3 (k) ωv2 (k) −
³
γ−1
γ

´1/2
γssg
cs

kz
k

−i
³
γ−1
γ

´1/2
ρDT

a

γ1
k
kz
ω∇T −k⊥

k
g
cs

³
γ−1
γ

´1/2
ωT (k)

 , (5.40)

Hzz (k) =

µ
ωv3 (k) icsk +

γg
cs

kz
k

icsk − g
cs

kz
k

0

¶
, (5.41)

donde las cantidades ωn3 (k), λ̄ (k), ωv2 (k), ω̄T (k) y ωv3 (k), tienen la misma estructura que
en el caso de equilibrio, Ecs. (1.148)-(1.156), siempre y cuando se identifiquen los parámetros
materiales que aparecen en estas ecuaciones con las cantidades correspondientes al estado esta-
cionario, por ejemplo, ρo con ρ.
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Además, en las definiciones anteriores hemos introducido la notación

ω∇T =
³cv
T

´1/2µdTss
dz

¶
, (5.42)

para denotar una cantidad con dimensiones de frecuencia asociada con la presencia del gradiente
térmico en el sistema.
La magnitud de esta frecuencia es proporcional al gradiente térmico. Desafortunadamente,

hasta donde sabemos, no se han reportado en la literatura valores del gradiente térmico, dTss/dz,
para un nemático termotrópico correspondientes con el modelo descrito al inicio de esta sección.
Por otro lado, para un fluido isotrópico la situación experimental ha sido ampliamente estudiada
y los valores t́ıpicos del gradiente térmico utilizados son del orden de dTss/dz ' 50 K cm−1.
Supondremos que el orden de magnitud de dTss/dz que puede alcanzerse experimentalmente

es similar en los casos nemático e isotrópico, en ese caso tenemos

ω∇T ∼ 104 s−1 (5.43)

y
DT

a ρ

ν
ω∇T ∼ 102 s−1. (5.44)

Se sigue entonces que
DT

a ρ

ν
ω∇T , ω∇T ¿ csk, (5.45)

para valores de k compatibles con la descripción hidrodinámica. Esta conclusión es importante
porque permite apreciar que, en cuanto a las escalas temporales se refiere, la estructura general
de la matriz hidrodinámica longitudinal que aparece en (5.35) no se modifica. De manera
precisa, tanto en el caso de equilibrio como en el estado estacionario, únicamente las submatrices
Hwz (k) y Hzz (k) contienen información relevante en la escala de tiempos cortos, debido a la
presencia de la frecuencia csk.
Entonces, es de esperarse que la teoŕıa de perturbaciones en las escalas temporales desarro-

llada en el Caṕıtulo 2, pueda implementarse de manera muy similar en el caso fuera de equilibrio.
De hecho, en la siguiente sección se demostrará que esto es posible.
Nótese también que, para los números de onda considerados en la descripción hidrodinámica,

se tiene csk À g/cs, entonces, los términos que involucran al campo gravitacional en Hzz (k)
pueden despreciarse de tal forma que (5.41) se reduce a

Hzz (k) =

µ
ωv3 (k) icsk
icsk 0

¶
. (5.46)

Un punto fundamental que debemos señalar antes de concluir esta sección es que al com-
parar las expresiones (5.38)-(5.41) con sus contrapartes de equilibrio (2.37)-(2.40), observamos
que, a diferencia del caso transversal, el gradiente térmico y el campo gravitacional modifican
expĺıcitamente la dinámica de las componentes longitudinales creando nuevos acoplamientos
entre ellas.
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5.2 Separación de Escalas Temporales

En esta sección extenderemos la teoŕıa de perturbaciones sobre las escalas temporales intro-
ducida en el Caṕıtulo 2 para el caso de equilibrio, con el propósito de describir la dinámica
de las fluctuaciones en presencia del gradiente térmico. Esto nos permitirá calcular los modos
hidrodinámicos del cristal ĺıquido en el estado estacionario definido por (5.4) y obtener expre-
siones para las funciones de correlación fuera de equlibrio, que sean válidas en las diferentes
escalas temporales involucradas en (5.27).

5.2.1 Variables transversales

Tal como se ha señalado en la sección anterior, el vector de estado transversal (δn̄1, δv̄1) fuera
de equilibrio, obedece una ecuación que es formalmente idéntica a la del caso de equilibrio,
siempre y cuando los parámetros materiales en equilibrio se identifiquen con las propiedades
en el estado estacionario. Para gradientes térmicos lo suficientemente pequeños es de esperarse
que el orden de magnitud de estos parámetros en equilibrio y en el estado estacionario no se
modique y, por lo tanto, en el caso estacionario, la dinámica de δn̄1 y δv̄1 también involucra
dos escalas temporales claramente separadas entre śı.
Por analoǵıa directa con el caso de equilibrio, podemos establecer las siguientes conclusiones

para el estado estacionario: en la escala de tiempos grandes (τ ∼ ν/Kk2), las fluctuaciones en
la velocidad han decaido y las fluctuaciones en la componente transversal del director obedecen
la ecuación estocástica

∂

∂t
δn̂1 = −ωn1 (k) δn̂1 − σ̂n1, (5.47)

donde la frecuencia reducida, ωn1 (k), y la fuerza estocástica, σ̂n1 (k, t), están dadas por

ωn1 (k) =
1

γ1

¡
K2k

2
⊥ +K3k

2
z

¢ "
1 +

1

4

γ1 (1 + λ)2 k2z
ν2k2⊥ + ν3k2z

#
, (5.48)

y

σ̂n1 (k, t) =
1

k⊥

·
kxΥ̂y − kyΥ̂x +

1

2

(1 + λ) kz
ν2k2⊥ + ν3k2z

³
kxkjΣ̂yj − kykjΣ̂yj

´¸
, (5.49)

repectivamente; en la escala de tiempos cortos (τ ∼ ρ/νk2), las fluctuaciones en la orientación
no han evolucionado y no perturban significativamente a las fluctuaciones en la componente
transversal de la velocidad, las cuales obedecen la ecuación de Langevin

∂

∂t
δv̂1 = −ωv1 (k) δv̂1 − σ̂v1, (5.50)

donde

ωv1 (k) =
1

ρ

¡
ν2k

2
⊥ + ν3k

2
z

¢
(5.51)

120



y

σ̂v1 (k, t) =
i

ρk⊥

³
kxkjΣ̂yj − kykjΣ̂xj

´
. (5.52)

Las ecuaciones (5.47)-(5.52) son válidas en la escala de tiempos especificada salvo por co-
rrecciones del orden del parámetro perturbativo ε1 ∼ Kρ/ν2 ∼ 10−5.

5.2.2 Variables Longitudinales

Consideremos ahora el caso de las variables longitudinales normalizadas δn̄3, δv̄2, δT̄ , δv̄3 y
δp̄, cuya dinámica en el caso estacionario está descrita por (5.35)-(5.41). De acuerdo con la
relación (5.45), se observa que en el caso estacionario, la frecuencia csk sigue dominando el
comportamiento de las fluctuaciones a tiempos cortos. Además, la estructura de la matriz
longitudinal normalizada H, sugiere que el método perturbativo sobre las escalas temporales
puede aplicarse también en el estado estacionario para desacoplar sistemáticamente las variables
correspondientes a las diferentes escales temporales.
El procedimiento seguido en el caso de equilibrio para identificar y desacoplar sistemática-

mente las fluctuaciones rápidas, puede extenderse directamente para describir las fluctuaciones
alrededor del estado estacionario. De hecho, es posible demostrar de manera directa que, con
este fin, pueden utilizarse las mismas transformaciones que en el caso de equilibrio.
Concretamente, si en la ecuación (5.35) introducimos la transformación

T =
µ
I3 Co

0 I2

¶
, (5.53)

con

Co = −

 0 0
0 0

0
³
γ−1
γ

´1/2
 , (5.54)

las cuales son idénticas a las utilizadas en el caso de equilibrio, se obtiene una ecuación con la
estructura

∂

∂t

µ
w0

z

¶
= −

·µ
0 0
0 F

¶
+ ε2

µ
A B
C D

¶¸
·
µ
w0

z

¶
−
µ
F0w
Fz

¶
, (5.55)

donde ε2 ∼ νk/csρ, mientras que todos los elementos de las matrices F, A, ..., D, son del orden
de csk. Entonces, de acuerdo con el formalismo de Geigenmüller et al., [91]-[93], en la escala
de tiempos cortos, τ ∼ 1/csk, las variables rápidas, z, obedecen la ecuación

∂

∂t
z (k, t) = −H(red)zz (k) · z (k, t)− F̄z (k, t) , (5.56)
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donde, hasta primer orden en el parámetro perturbativo ε2 y utilizando nuevamente csk À g/cs,
se tiene

H(red)zz = F+ ε2D

=

µ
ωv3 (k) icsk
icsk (γ − 1)ωT (k)

¶
. (5.57)

Mientras tanto, debido a la forma de la transformación (5.53), las variables w se convierten
en

w0 =

 δn̄3
δv̄2
δT̄ 0

 , (5.58)

donde

δT̄ 0 = δT̄ −
µ
γ − 1
γ

¶1/2
δp̄. (5.59)

En la escala de tiempos mucho mayores que 1/csk, las variables w
0 obedecen la ecuación

reducida
∂

∂t
w0 (k, t) = −H(red)ww (k) ·w0 (k, t)− F̄0w (k, t) , (5.60)

donde, salvo por términos del orden de ε22,

H(red)ww (k) =


ωd3 (k) iγ1kzk⊥

ρ
λ̄ (k) 0

i k2

kzk⊥
λ̄ (k)ωd3 (k) ωv2 (k) −

³
γ−1
γ

´1/2
γg
cs

k⊥
k

−iρDT
a

γγ1
k
kz
ω∇T k⊥

k

·
ω∇T +

³
γ−1
γ

´1/2
g
cs

¸
ωT (k)

 , (5.61)

y

F̄0w =

 F̄
(l)
1

F̄
(l)
2

F̄
(l)0
3

 =


F̄
(l)
1

F̄
(l)
2

F̄
(l)
3 −

³
γ−1
γ

´1/2
F̄
(l)
5

 . (5.62)

Ahora bien, para los valores ω∇T discutidos anteriormente, tenemos

ρDT
a

γγ1

k

kz
ω∇T ¿ ωv2 (k) , (5.63)

y, nuevamente, podemos identificar en (5.60) la presencia de dos tipos de variables que evolu-
cionan en dos escalas temporales muy separadas entre śı. Como en el caso de equilibrio, esto
se observa de manera más clara agrupando los elementos de w0 (k, t) en

w0 =
µ

δn̄3
y

¶
, con y =

µ
δv̄2
δT̄ 0

¶
.
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Al hacer esto, se sigue directamente que las variables y evolucionan en una escala de tiempos
cortos, en comparación con la unidad de tiempo caracteŕıstica de δn̄3, aunque y evoluciona
muy lentamente en comparación con z y, por lo tanto, puede considerarse como una variable
semilenta. El acoplamiento entre las variables δn̄3 y y puede disminuirse introduciendo la
transformación

T =

 1 i
2

γ1kzk⊥[(1+λ)k2z+(1−λ)k2⊥]
ν3k4⊥+2(ν1+ν2−ν3)k2⊥k2z+ν3k4z

0

0 1 0
0 0 1

 , (5.64)

mediante la cual, la Ec. (5.60) puede llevarse a una forma en la que la teoŕıa de perturbaciones
sobre las escalas temporales puede aplicarse directamente. De esta manera concluimos que en
la escala de tiempos del orden de τ ∼ ρ/νk2 las variables semilentas satisfacen la ecuación
reducida

∂

∂t
y = −H(red)yy · y+ F̄y, (5.65)

en donde

H(red)yy =

 ωv1 (k)− λ̄2(k)γ1k2

ρssωv1(k)
ωd3 (k) −

³
γ−1
γ

´1/2
γg
cs

k⊥
k

k⊥
k

½h
1 + λ̄(k)DT

a k
2

ωv1(k)

i
ω∇T +

³
γ−1
γ

´1/2
g
cs

¾
ωT (k)

 , (5.66)

F̄y =

Ã
F̄
(l)
2

F̄
(l)0
3

!
. (5.67)

Como en equilibrio, la Ec. (5.65) es válida en la escala de tiempos del orden de τ ∼ ρ/νk2,
hasta términos lineales en el parámetro pequeño ε1 ∼ ρK/ν2 ∼ 10−5.
Por otro lado, en la escala de tiempos mucho mayores que ρ/νk2, la variable lenta, δn̄03,

definida por

δn̄03 = δn̄3 +
i

2

γ1kzk⊥ [(1 + λ) k2z + (1− λ) k2⊥]
ν3k4⊥ + 2 (ν1 + ν2 − ν3) k2⊥k2z + ν3k4z

δv̄2, (5.68)

obedece la ecuación
∂

∂t
δn̄03 = −ω(red)3 (k) δn̄03 + F̄

(l)0
1 (5.69)

en donde la frecuencia reducida ω
(red)
n3 (k) resulta ser

ω
(red)
3 (k) =

1

γ1

¡
K1k

2
⊥ +K3k

2
z

¢(
1 +

1

4

γ1 [(1 + λ) k2z + (1− λ) k2⊥]
2

ν3k4⊥ + 2 (ν1 + ν2 − ν3) k2⊥k2z + ν3k4z

)
= ωn3 (k) (5.70)

y la fuerza estocástica normalizada

F̄
(l)0
1 = F̄

(l)
1 +

i

2

γ1kzk⊥ [(1 + λ) k2z + (1− λ) k2⊥]
ν3k4⊥ + 2 (ν1 + ν2 − ν3) k2⊥k2z + ν3k4z

F̄
(l)
2 . (5.71)
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La ecuación (5.68) es correcta en la escala de tiempos del orden de τ ∼ ν/Kk2, salvo
correcciones del orden de ε21 para la frecuencia reducida.
Finalmente, podemos escribir las ecuaciones reducidas (5.56), (5.65) y (5.69), expĺıcitamen-

te en términos de las variables no normalizadas δn̂3, δv̂2, δT̂ , δv̂3 y δp̂.
En la escala de tiempos grandes, τ ∼ ν/Kk2, las fluctuaciones longitudinales del director,

δn̂3, obedecen la ecuación
∂

∂t
δn̂3 = −ωn1 (k) δn̂3 − σ̂n3, (5.72)

en donde

σ̂n3 =
1

k

·
kxΥ̂x + kyΥ̂y +

1

2

(1 + λ) k2z + (1− λ) k2⊥
ν3k4⊥ + 2 (ν1 + ν2 − ν3) k2⊥k2z + ν3k4z

³
k2kjΣ̂zj − kzkikjΣ̂ij

´¸
.

(5.73)
En la escala de tiempos intermedios, τ ∼ ρ/νk2, las variables semilentas, δv̂2 y δT̂ , obedecen

∂

∂t

µ
δv̂2
δT̂

¶
= −

µ
ωv2 (k) −k⊥

k
αg

k⊥
k

¡
dTss
dz

¢
ωT (k)

¶µ
δv̂2
δT̂

¶
−
µ

σ̂v2
σ̂T

¶
(5.74)

en donde las fuerzas estocásticas están dadas por

σ̂v2 =
i

ρk⊥

µ
kkiΣ̂zi − kz

k
kikjΣ̂ij

¶
, (5.75)

σ̂T =
i

ρcp
kiQ̂i. (5.76)

Nótese que estas fluctuaciones se encuentran acopladas debido a la presencia del gradiente
térmico y del campo gravitacional. Para poder escribir la dinámica de las variables en la forma
(5.74) hemos utilizado la aproximación·

1 +
λ̄ (k)DT

a k
2

ωv2 (k)

¸
ω∇T +

µ
γ − 1
γ

¶1/2
g

cs
' ω∇T , (5.77)

la cual es válida porque para valores t́ıpicos de los parámetros materiales de un nemático
termotrópico tenemos

λ̄ (k)DT
a k

2

ωv2 (k)
∼ Dρ

ν
∼ 10−5 ¿ 1 (5.78)

y
g

cs
∼ 10−3 s−1 ¿ ω∇T ∼ 102 s−1. (5.79)

Finalmente, en la escala de tiempos cortos, τ ∼ 1/csk, las variables rápidas, δv̂3 y δp̂,
obedecen la ecuación reducida

∂

∂t

µ
δv̂3
δp̂

¶
= −

µ
ωv3 (k) ik

ρ

iρc2sk (γ − 1)ωT (k)
¶µ

δv̂3
δp̂

¶
−
µ

σ̂v3
σ̂p

¶
(5.80)
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en donde las fuerzas estocásticas están definidas por

σ̂v3 =
i

ρk
kikjΣ̂ij, (5.81)

σ̂p = i
αc2s
cp

kiQ̂i. (5.82)

5.2.3 Modos Hidrodinámicos Fuera de Equilibrio

A partir de la ecuaciones reducidas (5.47), (5.50), (5.72), (5.74) y (5.80), se pueden obtener
directamente los modos hidrodinámicos del nemático en el estado estacionario inducido por el
gradiente térmico. Estos resultan ser: dos modos difusivos asociados con la reorientación del
director

s6 = −iωn1 (k) , (5.83)

s7 = −iωn3 (k) ; (5.84)

el modo difusivo viscoso asociado con las fluctuaciones transversales de la velocidad

s4 = −iωv1 (k) ; (5.85)

dos modos difusivos asociados con la relajación de las fluctuaciones de δv̂2 y δT̂ ,

s3 = −iωT (k) + ωv2 (k)

2
+ i

ωv2 (k)− ωT (k)

2

½
1− 4k2⊥αg (dTss/dz)

[ωv2 (k)− ωT (k)]
2 k2

¾1/2
(5.86)

y

s5 = −iωT (k) + ωv2 (k)

2
− i

ωv2 (k)− ωT (k)

2

½
1− 4k2⊥αg (dTss/dz)

[ωv2 (k)− ωT (k)]
2 k2

¾1/2
; (5.87)

y dos modos de propagación
s1 = csk − iΓ (k) , (5.88)

y
s2 = −csk − iΓ (k) . (5.89)

donde Γ (k) = [ωv3 (k) + (γ − 1)ωT (k)] /2, es el coeficiente de atenuación del sonido en el
nemático, introducido en la Sección 1.4.1.
Excepto por s3 y s5, los modos hidrodinámicos del nemático en presencia del gradiente de

temperatura son formalmente los mismos que en el caso de equilibrio, siempre y cuando los
valores de los parámetros materiales en equilibrio se reemplacen por sus valores en el estado
estacionario.
Por otro lado, de acuerdo con (5.86) y (5.87), fuera de equilibrio existe un fuerte acoplamiento

entre los modos difusivos s3 y s5, el cual, debido a las relaciones de dispersión para ωv2 (k) ∝ k2

y ωT (k) ∝ k2, resulta ser particularmente importante cuando k → 0. Este acoplamiento mo-
dificará drásticamente el comportamiento espacial de las funciones de correlación asociadas con
las variables semilentas como se demostrará en detalle en el Caṕıtulo 6.
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5.3 Espectro de Dispersión de Luz

5.3.1 Introducción

Una propiedad caracteŕıstica de los cristales ĺıquidos en general y en particular de los nemáticos,
es su capacidad de dispersar la luz intensamente. Una muestra de cristal ĺıquido luce turbia a
simple vista, a diferencia de una muestra de fluido isotrópico que parece transparente, porque
los cristales ĺıquidos dispersan la luz hasta seis órdenes de magnitud más intensamente que
los fluidos isotrópicos. Como veremos más adelante, esto se debe a que en un cristal ĺıquido
son las fluctuaciones en el alineamiento de las moléculas las que originan una dispersión de luz
altamente depolarizada [54], [96].
Históricamente, la dispersión de luz en los cristales ĺıquidos se ha utilizado para medir

algunos de sus parámetros f́ısicos fundamentales, como la viscosidad reorientacional, γ1, y
las constantes elásticas K1, K2 y K3. Los primeros estudios de dispersión de luz en los
cristales ĺıquidos se deben de Chatelain [125]-[127], quien analizó la dispersión depolarizada
en los cristales ĺıquidos nemáticos.
Chatelain analizó sus datos imaginando al nemático como un sistema de cúmulos de flui-

do ordenado con ∼ 0.2 µm de diámetro, separados por fluido isotrópico e introduciendo una
expresión para el parámetro de orden que describe la orientación relativa de los cúmulos. Clara-
mente, esta teoŕıa teńıa serios problemas de principio.
Posteriormente, de Gennes [128] reanalizó los datos de Chatelain utilizando la descripción

continua del nemático y en términos de las constantes elásticas, que para ese entonces ya hab́ıan
sido definidas por Frank [60] y Oseen [129].
De Gennes demostró que, analizando la sección transversal de dispersión de un nemático,

era posible determinar la razón de sus constantes elásticas K1/K2 y K3/K2, y con ello, pusó
en una base firme la teoŕıa del continuo de los cristales ĺıquidos.
El estudio de la dispersión de luz dinámica de los cristales ĺıquidos nemáticos se desarrolló

poco tiempo después por el grupo de cristales ĺıquidos de Orsay [130], mediante un modelo para
los modos asociados con las fluctuaciones del director, basado en la descripción hidrodinámica
de un nemático de Ericksen y Leslie. Esto permitió medir las razones entre las constantes
elásticas y diferentes coeficientes viscosos, o razones viscoelásticas, de un nemático a partir del
análisis de su espectro de dispersión de luz.
En estos casos, la geometŕıa del experimento de dispersión de luz es muy importante para

determinar cuál constante viscoelástica está siendo explorada. Un análisis detallado de las
posibles geometŕıas de dispersión de luz en un nemático, en donde se toma en cuenta la posible
presencia de un campo eléctrico externo, ha sido llevado a cabo en [131].
El trabajo pionero del grupo de Orsay en el área de la dispersión de luz dinámica, condujo

a muchas mediciones muy precisas de las constantes elásticas y de los coeficientes viscosos
de muchos materiales, entre otros, el nemático termotrópico a temperatura ambiente MBBA
[132]-[134].
Sin embargo, un aspecto fundamental que aún no ha sido estudiado, consiste en realizar
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pruebas de dispersión de luz en cristales ĺıquidos fuera de equilibrio, a pesar de que este tipo
de experimentos han sido de mucho interés en décadas recientes en fluidos isotrópicos.
En efecto, la capacidad de los experimentos de dispersión de luz para explorar la dinámica

de las fluctuaciones térmicas, ha permitido analizar el comportamiento de las fluctuaciones
en fluidos simples en estados estacionarios fuera de equilibrio, por ejemplo, en fluidos simples
sujetos a un flujo de corte o a un flujo de calor estacionario [14], [104].
Aunque el comportamiento de las fluctuaciones en estados estacionarios fuera de equilibrio

se ha investigado principalmente en fluidos simples, también existen algunos estudios correspon-
dientes a fluidos complejos. Por ejemplo, las fluctuaciones en la concentración de una solución
polimérica bajo la acción de campos hidrodinámicos y eléctricos externos [135], o sujeta a un
gradiente de temperatura estacionario en ausencia de flujo [136], han sido analizadas.
Por otro lado, en los primeros estudios teóricos sobre las fluctuaciones alrededor de estados

estacionarios fuera de equilibrio en cristales ĺıquidos nemáticos termotrópicos, se consideraron
los efectos sobre el factor de estructura de nemático debidos a un gradiente térmico [108] y
a un flujo de corte [111]. En ambos casos, los autores han señalado que los efectos fuera de
equilibrio sobre el factor de estructura resultan ser pequeños, aunque en [108] y [111] hace
falta un análisis cuantitativo detallado de dichos efectos. Posteriormente, se analizó el caso de
un nemático sujeto a un gradiente de presión uniforme que induce un flujo de Poiseulle [112],
[113]. En este caso, los efectos fuera de equilibrio sobre el factor de estructura pueden ser
significativos.
Nuestro propósito en este punto del trabajo de tesis, consiste en utilizar la teoŕıa desarrollada

hasta el momento para calcular el factor de estructura dinámico de un nemático termotrópico
en el estado estacionario inducido por el gradiente térmico. En una geometŕıa de dispersión
particular puede hacerse contacto con el modelo planteado originalmente en [71]. Sin embargo,
en nuestro caso se realizará una predicción cuantitativa espećıfica acerca de la magnitud del
efecto inducido por el gradiente externo.

5.3.2 Factor de Estructura Dinámico

Como una aplicación de la teoŕıa desarrollada en las secciones 5.1 y 5.2, calcularemos el esprectro
de dispersión de luz de una muestra nemática en presencia de un gradiente térmico para la
geometŕıa mostrada en la Figura 5.2.
Las fluctuaciones térmicas en el alineamiento del director en un cristal ĺıquido, dan origen

a una dispersión de luz fuertemente depolarizada. Esto se debe a la dependencia local directa
del tensor dieléctrico con respecto al director. En efecto, debido a que un nemático es un medio
uniaxial, las componentes del tensor dieléctrico están dadas por

εij = ε⊥δij +
¡
εk − ε⊥

¢
ninj, (5.90)

donde εk y ε⊥ denotan, respectivamente, las constantes dieléctricas en las direcciones paralela
y perpendicular a n̂. En lo siguiente, se utilizará el śımbolo εa para representar la anisotroṕıa
dieléctrica, εa = εk − ε⊥.
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Figura 5.2: Geometŕıa propuesta para estudiar los efectos del gradiente de temperatura en
el espectro de dispersión del nemático. Aqúı, qi, pi y qf, pf denotan los vectores de onda y
polarización incidentes y dispersados, respectivamente.

A partir de (5.90) puede observarse que las fluctuaciones del tensor dieléctrico, δεij (r, t),
las cuales determinan la forma del espectro de dispersión de luz del material, están fuertemente
acopladas con las fluctuaciones del director, δni (r, t), de hecho, hasta orden lineal se tiene

δεij (r, t) = εa [no,iδnj (r, t) + no,jδni (r, t)] . (5.91)

En un nemático, la influencia de las fluctuaciones en la densidad y en la temperatura sobre
δεij es despreciable [138].
De esta forma, la dependencia temporal de la luz dispersada puede relacionarse con las

fluctuaciones del director y las desviaciones locales del tensor dieléctrico permitidas por la
geometŕıa de dispersión.
Como hemos visto en detalle en secciones anteriores, los modos asociados con las fluctua-

ciones del director son dos modos puramente difusivos. En general, la función de autocorrelación
que determina el espectro de dispersión involucra una combinación de estos modos, pero una
elección apropiada de la geometŕıa permite desacoplar sus contribuciones.
Por ejemplo, para la geometŕıa mostrada en la Figura 5.2, en donde θ y q = q1−q2 denotan

el ángulo y el vector de dispersión, respectivamente, la proyección del tensor dieléctrico sobre
los vectores de polarización incidente y dispersado resulta ser

δεif (r, t) = −εa cos θδny (r, t) , (5.92)

según se sigue de (5.91). Tomando en cuenta que para esta geometŕıa qy = 0, la trasformada
de Fourier de (5.92) adquiere la forma

δεif (q, ω) = −εa cos θδñ1 (q, ω) . (5.93)
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Sustituyendo (5.93) en la definición del factor de estructura dinámico, Ecs. (3.19) y (3.20),
obtenemos

S (q, ω) = − ε2a cos
2 θ

(2π)4 δk (0) δω (0)
hδñ1 (q, ω) δñ1 (−q,−ω)i , (5.94)

es decir, en esta geometŕıa, únicamente las fluctuaciones transversales del director contribuyen
al espectro de dispersión de luz.
Con el propósito de calcular la autocorrelación de las fluctuaciones δñ1 (k, ω) en el estado

estacionario, utilizaremos la ecuación reducida (5.47), obtenida mediante la teoŕıa de pertur-
baciones sobre las escalas temporales. En el espacio k− ω, esta ecuación adquiere la forma

δñ1 (k, ω) = − σ̃n1 (k, ω)

−iω + ωn1 (k)
. (5.95)

En esta ecuación, el efecto del gradiente térmico se encuentra impĺıcito en el TFD asociado
con la fuerza fluctuante σ̃n1 (k, ω), la cual está dada por

σ̃n1 =
1

k⊥

·
kxΥ̃y − kyΥ̃x +

1

2

(1 + λ) kz
ν2k2⊥ + ν3k2z

³
kxkjΣ̃yj − kykjΣ̃xj

´¸
. (5.96)

En el espacio k− ω, la versión local de los TFD (5.18)-(5.19) puede escribirse en la forma

hΣij (k, ω)Σkl (k
0, ω0)i = 2 (2π)4 kBToνijklδ (ω + ω0)

×
·
δ (k+ k0) + iB lim

p−→0
δ (k0 + k+ p)− δ (k0 + k− p)

2p

¸
,(5.97)

hΥi (k, ω)Υj (k
0, ω0)i = 2 (2π)4

kBTo
γ1

δ⊥ijδ (ω + ω0)

×
·
δ (k+ k0) + iB lim

p−→0
δ (k0 + k+ p)− δ (k0 + k− p)

2p

¸
,(5.98)

en donde p es un vector auxiliar paralelo al gradiente de temperatura, es decir, p = pêz. Para
obtener las expresiones (5.97) y (5.98) hemos utilizado el mismo procedimiento que conduce a
la expresión (3.11) en el caso de la suspensión de impurezas fuera de equilibrio.
A partir de las ecuaciones (5.94)-(5.98) se observa que el factor de estructura dinámico

constará de dos contribuciones,

S (q, ω) = S(eq) (q, ω) + S(fd) (q, ω) . (5.99)

Por un lado, S(eq) (q, ω) representa el espectro de dispersión del nemático en ausencia del
gradiente térmico, es decir, cuando B = 0. Entonces, resulta claro que S(eq) (q, ω) puede
obtenerse directamente evaluando la expresión (1.204) en k = q y k0 = −q y sustituyendo el
resultado en (5.94), esto conduce a

S(eq) (q, ω) =
2ε2akBTo cos

2 θ

γ1

α1 (q)

ω2 + ω2n1 (q)
, (5.100)
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en donde la función α1 está definida por (1.174) y para la geometŕıa considerada en la Figura
5.2 adquiere la forma expĺıcita

α1 (q) = 1 +

µ
1 + λ

2

¶2
γ1q

2
z

ν2q2x + ν3q2z
. (5.101)

Nótese que α1 no depende de la magnitud del vector q, sino que está determinado únicamente
por el valor del ángulo de dispersión.
Tal como se hab́ıa discutido previamente, S(eq) (q, ω) se incrementa a números de onda

pequeños como q−4. Esta dependencia, se debe al decaimiento espacial lento, en la forma de
una ley de potencias, de la función de correlacion de las fluctuaciones del director, como se
demostrará en detalle en el siguiente caṕıtulo.
Por otro lado, S(fd) (q, ω) es la contribución al espectro debida al gradiente de temperatura.

Esta contribución se origina de la dependencia de la intensidad de los TFD con respecto a la
posición en la celda, es decir, de los términos proporcionales aB en las ecuaciones (5.97) y (5.98).
La forma expĺıcita de S(fd) (q, ω) puede obtenerse siguiendo el procedimiento introducido en la
Sección 2.2, para calcular la contribución de no equilibrio al factor de estructura dinámico de
la suspensión de impurezas en el solvente nemático, aunque en el caso presente el problema es
un poco más laborioso debido a la forma más bien complicada en la que la frecuencia ωn1 y los
TFD (5.97) y (5.98) dependen de las componentes del vector de onda.
Dicho procedimiento conduce a la siguiente expresión para S(fd) (q, ω),

S(fd) (q, ω) = −4ε
2
akBT0 cos

2 θ

γ1

1

T0

µ
dTss
dz

¶
α1 (q) ξ (q)ωqz

[ω2 + ω2n1 (q)]
2 , (5.102)

donde la función ξ (q) está definida por

ξ (q) =
1

γ1

·
K3α1 (q) + γ1ν2q

2
x

K2q
2
x +K3q

2
z

(ν2q2x + ν3q2z)
2

¸
. (5.103)

Al igual que α1, ξ no depende de q y está determinado únicamente por θ. La contribución
S(fd) (q, ω) es una función impar en la frecuencia y como función de q decae como q−5.
Entonces, en el estado fuera de equilibrio definido por la presencia de un flujo de calor

estacionario paralelo al director y para la geometŕıa de dispersión representada en la Figura
5.2, el espectro de dispersión de luz del nemático es

S (q, ω) =
2ε2akBT0 cos

2 θ

γ1

α1 (q)

ω2 + ω2n1 (q)

½
1− 1

To

µ
dTss
dz

¶
2ωqzξ (q)

ω2 + ω21 (q)

¾
. (5.104)

Por lo tanto, cerca de equilibrio, el gradiente de temperatura introduce una asimetŕıa en
el espectro, debido a la cual la altura de éste se incrementa y la posición de su máximo se
recorre de manera proporcional al gradiente. Este efecto es, de hecho, formalmente el mismo
que el encontrado para la contribución de la inhomogeneidad del TFD, en el caso del factor de
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estructura dinámico de la suspensión fuera de equilibrio en el solvente nemático, estudiado en
el Caṕıtulo 3.
Para un vector de onda fijo, definimos el factor de estructura normalizado, S̄ (ωo), mediante

S̄ (ωo) =
S (q, ω)

S(eq) (q, 0)
=

1

1 + ω2o

½
1− β

2Aωo
1 + ω2o

¾
, (5.105)

en donde A = qzξ (q) /ω1 (q) d, y hemos introducido una frecuencia normalizada, ωo, definida
por

ωo =
ω

ωn1 (q)
, (5.106)

mientras que β es el gradiente de temperatura normalizado dado por la Ec. (5.6).
En equilibrio, (5.105) se reduce a

S̄(eq) (ωo) =
1

1 + ω2o
. (5.107)

En la Figura 5.3 se comparan S̄ (ωo) y S̄(eq) (ωo), utilizando valores para el gradiente nor-
malizado β = 0.5, el vector de onda incidente q1 ∼ 105 cm−1 y el ángulo de dispersión θ ∼ 0.1◦,
aśı como valores t́ıpicos para los parámetros materiales involucrados.

Figura 5.3: Espectro de dispersión de luz del nemático en equilibrio (ĺınea discontinua) y en
presencia del gradiente de temperatura (ĺınea continua). La geometŕıa de dispersión asociada
corresponde a la de la Fig. 5.2, con θ = 0.1◦.

El incremento en la altura del espectro es aproximadamente de 7%, mientras que el cambio
en el ancho a la altura media es de −4%, aproximadamente. Como hemos señalado en detalle en
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[109], la posible detección de este efecto, dependerá de los valores del gradiente de temperatura
que puedan alcanzarse experimentalmente.
Para finalizar, resumiremos los principales resultados obtenidos en este caṕıtulo. Primera-

mente, hemos mostrado que la teoŕıa de perturbaciones en las escalas temporales puede exten-
derse para simplificar el análisis de las fluctuaciones en un nemático termotrópico en un estado
estacionario fuera de equilibrio inducido por un gradiente térmico. Esto nos ha permitido cal-
cular los modos hidrodinámicos del nemático fuera de equilibrio y los efectos que el gradiente
térmico produce sobre su espectro de dispersión de luz.
En el caṕıtulo siguiente, utilizaremos la teoŕıa desarrollada en las Secciones 5.1 y 5.2, con el

objetivo de describir el comportamiento espacial de las funciones de correlación hidrodinámicas
del nemático termotrópico alrededor del estado estacionario fuera de equilibrio inducido por el
gradiente de temperatura.
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Caṕıtulo 6

Funciones de Correlación de Largo
Alcance

En los fluidos simples en estados de equilibrio termodinámico, las funciones de correlación
estáticas, es decir, las funciones de correlación a tiempos iguales, siempre son de corto alcance
espacial; excepto en la vecindad de un punto cŕıtico o de una inestabilidad hidrodinámica. Por
otro lado, en un estado estacionario fuera de equilibrio, éstas funciones de correlación adquieren
largo alcance espacial de manera genérica, es decir, para cualquier valor de los parámetros que
caracterizan el estado del sistema [12], [19], [41]-[43].
Como hemos discutido en detalle en la Introducción, después de un número creciente de

predicciones teóricas y evidencias experimientales, se ha planteado en la literatura la conjetura
de que este comportamiento debe observarse también en cualquier sistema fuera de equilibrio
[45], [46]. Sin embargo, hasta la fecha, se han formulado muy pocos modelos de sistemas f́ısicos
espećıficos fuera de equilibrio cuyas correlaciones exhiben largo alcance espacial.
Een este contexo, el sistema f́ısico más estudiado es el de un fluido simple sujeto a un

gradiente térmico estacionario. Recientemente, Ortiz de Zárate y Sengers [52], han identificado
dos mecanismos f́ısicos diferentes, a través de los cuales el gradiente genera correlaciones de largo
alcance en este sistema: uno es la existencia de acoplamientos entre los campos fluctuantes;
el otro es la variación espacial de la magnitud de las fuerzas estocásticas, la cual resulta, en
última instancia, de la inhomogeneidad del sistema en presencia del gradiente térmico.
En la Ref. [52], los autores han utilizado la aproximación de Bousinessq [137], y el formal-

ismo de la HF, para evaluar la contribución de ambos mecanismos, imponiendo condiciones de
frontera sobre las fluctuaciones, tales que estas se anulan en las placas que confinan al fluido.
Los resultados de este análisis permiten concluir que, si bien existen correlaciones de largo

alcance debidas a la inhomogeneidad del sistema, éstas son despreciables frente a las correla-
ciones de largo alcance que resultan del acoplamiento de los campos fluctuantes, las cuales
superan en magnitud a las primeras por un factor de 1013, si se toman valores t́ıpicos de los
parámetros involucrados.
Un problema abierto consiste en investigar la posible generalidad de este resultado con-
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cerniente a los mecanismos f́ısicos que generan el largo alcance en las funciones de correlación.
Por ejemplo, una pregunta de interés f́ısico es si estos resultados, válidos para fluidos isotrópicos,
pueden generalizarse a fluidos complejos y en particular, a un cristal ĺıquido nemático. Además,
podŕıamos preguntarnos si el tamaño finito del sistema juega un papel fundamental o no, en
el predominio del mecanismo de acoplamiento de modos sobre el de la inhomogeneidad del
sistema.
Este caṕıtulo constituye, hasta donde sabemos, el primer intento de estudiar teóricamente,

el comportamiento espacial de las funciones de correlación de un cristal ĺıquido nemático en el
estado estacionario inducido por el gradiente térmico descrito en detalle en el caṕıtulo anterior.
Espećıficamente, utilizando el formalismo de la HF para un nemático fuera de equilibrio,

estudiaremos la dependencia espacial de las correlaciones de las fluctuaciones orientacionales y
de las variables semilentas.
En el caso orientacional, se demostrará que las correlaciones exhiben largo alcance tanto en

equilibrio como en el estado estacionario.
En el caso de las variables semilentas, se demostrará que únicamente exhiben largo alcance

en el estado estacionario, se identificarán los mecanismos f́ısicos responsables de generar el largo
alcance y se comparará su importancia relativa.

6.1 Alcance Espacial de las Funciones de Correlación en

Equilibrio

En esta sección utilizaremos las ecuaciones dinámicas reducidas (5.47), (5.50), (5.72) y (5.74)
encontradas en el Caṕıtulo anterior, para estudiar el comportamiento espacial de las funciones
de correlación de las fluctuaciones térmicas en el nemático termotrópico en equilibrio.

6.1.1 Funciones de Correlación Orientacionales

De acuerdo con las ecuaciones reducidas (5.47) y (5.50), las funciones de correlación de las
fluctuaciones en el director pueden escribirse formalmente como

hδñµ (k, ω) δñµ (k0, ω0)i = hσ̃nµ (k, ω) σ̃nµ (k0, ω0)i
[−iω + ωnµ (k)] [−iω0 + ωnµ (k0)]

, µ =

½
1 transversal
3 longitudinal

(6.1)

en donde la presencia del ı́ndice repetido µ no implica una suma.
Las correlaciones hσ̂nµ (k, ω) σ̂nµ (k0, ω0)i, es decir, los TFD asociados con las fuerzas es-

tocásticas σ̃n1 y σ̃n3, puden obtener a partir de las definiciones (5.49) y (5.73) y de los TFD
que, a su vez, obedecen los ruidos originales Σij y Υi.
El comportamiento espacial de las funciones de correlación orientacionales se obtiene a

través de la doble transformada de Fourier inversa

hδnµ (r, t) δnµ (r0, t0)i = 1

(2π)8

Z
dkdk0dωdω0ei(k·r+k

0·r0−ωt−ω0t0) hδñµ (k, ω) δñµ (k0, ω0)i , (6.2)
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tomando el ĺımite cuando t0 → t.
Debido a que el cálculo de la integral involucrada en (6.2) es completamente análogo en los

casos transversal y longitudinal, aqúı describiremos únicamente el procedimiento que se sigue
para evaluar hδn1 (r, t) δn1 (r0, t0)i.
En la sección 1.4.2 hemos demostrado que en equilibrio, en el caso transversal, µ = 1, la

ecuación (6.1) se reduce a (1.204), la cual, por comodidad, será escrita nuevamente aqúı,

hδñ1 (k, ω) δñ1 (k0, ω0)i = −2 (2π)4 kBTo 1
γ1

α1 (k)

ω2 + ω2n1 (k)
δ (k+ k0) δ (ω + ω0) . (6.3)

Insertando este resultado en (6.2) e integrando sobre las coordenadas k0 y ω0, se obtiene

hδn1 (r, t) δn1 (r0, t0)i = − 2kBTo

(2π)4 γ1

Z
dkdωei[k·(r−r

0)−ω(t−t0)] α1 (k)

ω2 + ω2n1 (k)
(6.4)

Utilizando el resultado general

∞Z
−∞

dω
e−iωτ

ω2 + a2
=

π

a
e−a|τ |, (6.5)

válido para una constante a real y positiva, la expresión (6.4) adquiere la forma

hδn1 (r, t) δn1 (r0, t0)i = − kBTo

(2π)3

Z
dk

eik·(r−r
0)−ωn1(k)|t−t0|

K2k2⊥ +K3k2z
. (6.6)

Ahora bien, el comportamiento espacial de las fluctuaciones se obtiene evaluando la co-
rrelación entre dos puntos distintos, r y r0, en dos tiempos, t0 y t, muy cercanos entre śı, es
decir, en el ĺımite cuando t0 = t. En general, basta considerar dos puntos muy separados, en
comparación con la distancia caracteŕıstica en la que decaen las fluctuaciones. Este ĺımite se
se expresa mediante la desigualdad

K

ν
|t− t0| ¿ |r− r0|2 , (6.7)

en donde, como es usual,

|r− r0|2 = (x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 . (6.8)

En este caso, (6.6) se reduce a

hδn1 (r, t) δn1 (r0, t)i = − kBTo

(2π)3

Z
dk

eik·(r−r
0)

K2k2⊥ +K3k2z
. (6.9)
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Finalmente, mediante un simple cambio de variables y utilizandoZ
dq

eiq·(s−s
0)

q2
=

2π2

|s− s0| , (6.10)

obtenemos

hδn1 (r, t) δn1 (r0, t)i = − kBTo

4π (K2K3)
1/2

1h
|r⊥ − r0⊥|2 + K2

K3
(z − z0)2

i1/2 , (6.11)

donde hemos introducido la notación

|r⊥ − r0⊥|2 = (x− x0)2 + (y − y0)2 . (6.12)

De manera completamente análoga puede obtenerse la función de correlación estática entre
las componentes longitudinales de las fluctuaciones del director,

hδn3 (r, t) δn3 (r0, t)i = − kBTss (z)

4π (K1 −K3)

 1

|r− r0| −
(K3/K1)

1/2h
|r⊥ − r0⊥|2 + K1

K3
(z − z0)2

i1/2
 . (6.13)

Por lo tanto, en equilibrio, las funciones de correlación de las fluctuaciones del director son
de largo alcance, es decir, exhiben un decaimiento espacial algebraico, espećıficamente, en la
forma de una ley de potencias |r− r0|−1, pero anisotrópica, tal como cabŕıa esperar debido la
simetŕıa uniaxial del nemático.
Este decaimiento lento de las correlaciones en la orientación es el responsable de la intensa

dispersión de luz producida por los cristales ĺıquidos, la cual guarda una similitud en muchos
aspectos con la opalescencia cŕıtica, es decir, con la dispersión de luz en un fluido simple cerca
de un punto cŕıtico, en donde las fluctuaciones en la densidad exhiben correlaciones de largo
alcance que decaen como [138], [139],

hδρ (r, t) δρ (r0, t)i ∼ 1

|r− r0|1+ζ , con ζ ∼= 0.04. (6.14)

Desde el punto de vista intuitivo, el orden de largo alcance exhibido por las fluctuaciones
en la orientación, es compatible con la imagen pictórica de la estructura microscópica de los
nemáticos termotrópicos, en donde es de esperarse que las fluctuaciones en la orientación que
ocurren en un punto r, puedan afectar la orientación en un punto distinto r0. El largo alcance
de las correlaciones orientacionales contrasta fuertemente con el comportamiento del resto de
las correlaciones hidrodinámicas, las cuales, tienen únicamente un alcance microscópico, como
se demostrará a continuación.
El signo negativo que aparece en el lado derecho de las ecuaciones (6.11) y (6.13) se origina

de nuestras definiciones para las componentes transversales y longitudinales (1.135)-(1.137).
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Consideremos, por ejemplo, el caso particular de la componente longitudinal δn3, cuya definición
(1.142), escribiremos nuevamente aqúı de la siguiente manera:

ikδñ3 (k, ω) = ik · δn (k, ω) . (6.15)

En el espacio r − t, la función que aparece en el lado derecho de la expresión anterior es
justamente ∇ · δn (r, t). Entonces, dado que la divergencia de δn (r, t) es una cantidad con
significado f́ısico, se justifica la aparición del signo negativo en la correlación de δn3 (r, t), pues

h∇ · δn (r, t)∇ · δn (r0, t0)i ∼ − hδn3 (r, t) δn3 (r0, t0)i . (6.16)

Un argumento similar puede utilizarse en el caso de la componente transversal δn1, la cual
puede relacionarse con la componente z del rotacional de δn (r, t), mediante

h[∇× δn (r, t)]z [∇× δn (r0, t0)]zi ∼ − hδn1 (r, t) δn1 (r0, t0)i .

6.1.2 Funciones de Correlación de las Variables Semilentas

Como hemos visto en datalle en secciones anteriores, la dinámica de las variables semilentas
δṽ1, δṽ2 y δT̃ , la cual está descrita por las ecuaciones (5.72) y (5.74) se reduce, en el caso de
equilibrio, a

δṽµ (k, ω) = − σ̃vµ (k, ω)

−iω + ωvµ (k)
, µ =

½
1 transversal
2 longitudinal

(6.17)

y

δT̃ (k, ω) = − σ̃T (k, ω)

−iω + ωT (k)
, (6.18)

donde las fuerzas estocásticas, σ̃v1 (k, ω), σ̃v2 (k, ω) y σ̃T (k, ω), están definidas como una com-
binación lineal de las fluctuaciones en el tensor de esfuerzos y el flujo de calor, mediante las
ecuaciones (2.90)-(2.92).
Las funciones de correlación asociadas con (6.17) y (6.18), son las ecuaciones (2.93), (2.95)

y (2.96), las cuales serán escritas nuevamente aqúı,

hδṽ1 (k, ω) δṽ1 (k0, ω0)i = −2 (2π)4 kBTo
ρo

ωv1 (k)

ω2 + ω2v1 (k)
δ (k+ k0) δ (ω + ω0) , (6.19)

hδṽ2 (k, ω) δṽ2 (k0, ω0)i = 2 (2π)4 kBTo
ρo

ωv2 (k)

ω2 + ω2v2 (k)
δ (k+ k0) δ (ω + ω0) , (6.20)D

δT̃ (k, ω) δT̃ (k0, ω0)
E
= 2 (2π)4

kBT
2
o

ρocp

ωT (k)

ω2 + ω2T (k)
δ (k+ k0) δ (ω + ω0) . (6.21)

Consideremos primero el caso de las componentes transversales de la velocidad, δṽ1. En el
espacio r− t, la autocorrelación de esta variable está dada por

hδv1 (r, t) δv1 (r0, t0)i = 1

(2π)8

Z
dkdk0dωdω0ei(k·r+k

0·r0−ωt−ω0t0) hδṽ1 (k, ω) δṽ1 (k0, ω0)i , (6.22)
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la cual, utilizando (6.19) e integrando sobre k0 y ω0, se reduce a

hδv1 (r, t) δv1 (r0, t0)i = − 2

(2π)4
kBTo
ρo

Z
dkdωei[k·(r−r

0)−ω(t−t0)] ωv1 (k)

ω2 + ω2v1 (k)

= − 1

(2π)3
kBTo
ρo

Z
dkei[k·(r−r

0)−ωv1(k)|t−t0|], (6.23)

en donde también hemos utilizado (6.5).
Ahora bien, la correlación estática o a tiempos iguales se obtiene en el ĺımite de tiempos

|t− t0| pequeños, o bien, de distancias grandes |r− r0|. Dicho ĺımite se expresa en este caso por
la condición

ν

ρ
|t− t0| ¿ |r− r0|2 , (6.24)

bajo la cual, (6.23) adquiere la forma

hδv1 (r, t) δv1 (r0, t)i = −kBTo
ρo

δ (r− r0) . (6.25)

Análogamente, puede mostrarse que

hδv2 (r, t) δv2 (r0, t)i = kBTo
ρo

δ (r− r0) . (6.26)

y

hδT (r, t) δT (r0, t)i = kBTo
ρocp

δ (r− r0) . (6.27)

La presencia de δ (r− r0) en las Ecs. (6.25)-(6.27), implica que las funciones de correlación
de las variables semilentas son de alcance microscópico, es decir, que una fluctuación que ocurre
en el punto r, no guarda ninguna correspondencia con el valor de la fluctuación en un punto
distinto r0.
Las correlaciones tienen la misma forma que las correspondientes a un fluido isotrópico,

lo cual muestra que el comportamiento espacial de las fluctuaciones en la velocidad y la
temperatura es muy similar en un cristal ĺıquido nemático y en un fluido isotrópico. Como
se demostrará en detalle más adelante, este comportamiento de corto alcance se modifica
drásticamente debido a la presencia del gradiente de temperatura externo.

6.2 Alcance Espacial de las Funciones de Correlación

Fuera de Equilibrio

En el estado estacionario fuera de equilibrio, tanto las correlaciones orientacionales como las
asociadas con las variables semilentas se modifican. Esto se demostrará en detalle en las sub-
secciones siguientes.
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6.2.1 Funciones de Correlación Orientacionales

Como en el caso de equilibrio, discutiremos en detalle únicamente el caso de las componentes
transversales, pues el longitudinal es completamente análogo.
De acuerdo con nuestro modelo, la estructura formal de las ecuaciones dinámicas asociadas

a las fluctuaciones en las componentes transversales del director es formalmente la misma
tanto en equilibrio como en el caso estacionario. Sin embargo, en el último caso se encuentra
impĺıcto el hecho de que los TFD que obedecen los esfuerzos y cuasicorrientes fluctuantes son
espacialmente inhomogéneos, es decir, su intensidad cambia como función de la altura en la
celda. Nuestro interés consiste en estudiar las consecuencias que este hecho tiene sobre el
alcance de las funciones de correlación orientacionales.
Con este propósito resultará conveniente escribir estos TFD en la forma

hΣij (k, ω)Σkl (k
0, ω0)i = 2 (2π)4 kBToνijklδ (ω + ω0)

µ
1 + iB

∂

∂kz

¶
δ (k+ k0) , (6.28)

hΥi (k, ω)Υj (k
0, ω0)i = 2 (2π)4 kBTo

γ1
δ⊥ijδ (ω + ω0)

µ
1 + iB

∂

∂kz

¶
δ (k+ k0) , (6.29)

la cual se obtiene directamente de (5.97) y (5.98).
En el caso general, el comportamiento espacio-temporal de las correlaciones orientacionales

pueden, en principio, obtenerse mediante (6.2), siempre y cuando se conozca la forma de la
correlación en el espacio de Fourier. En nuestro caso, esta expresión está dada por

hδñ1 (k, ω) δñ1 (k0, ω0)i = hσ̃n1 (k, ω) σ̃n1 (k0, ω0)i
[−iω + ωn1 (k)] [−iω0 + ωn1 (k0)]

. (6.30)

Utilizando la forma expĺıcita de la fuerza fluctuante σ̃n1 (k, ω), Ec. (5.96), en términos de
Σ̃ij y Υ̃i, y los TDF (6.28)-(6.29), resulta que la correlación (6.30) puede escribirse en la forma
compacta

hδñ1 (k, ω) δñ1 (k0, ω0)i = 2 (2π)4 kBTof1 (k, ω;k0, ω0) δ (ω + ω0)
µ
1 + iB

∂

∂kz

¶
δ (k+ k0) ,

(6.31)
en donde la función f1 (k, ω;k

0, ω0) está definida como

f1 (k, ω;k
0, ω0) =

1

k⊥k0⊥

1

[−iω + ωn1 (k)] [−iω0 + ωn1 (k0)]

"
kxk

0
x + kyk

0
y

γ1
+

µ
1 + λ

2

¶2
kzk

0
z

×
¡
kxkik

0
xk
0
jνyiyj − kxkik

0
yk
0
jνyixj − kykik

0
xk
0
jνxiyj + kykik

0
yk
0
jνxixj

¢
(ν2k2⊥ + ν3k2z) (ν2k

02
⊥ + ν3k02z )

#
.(6.32)

Debe señalarse que f1 (k, ω;k
0, ω0) satisface

f1 (k, ω;−k,−ω) = − 1
γ1

α1 (k)

ω2 + ω2n1 (k)
. (6.33)
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Sustituyendo (6.31) en (6.2) e integrando por partes el término que contiene la derivada de
la función δ (k+ k0), se obtiene

hδn1 (r, t) δn1 (r0, t0)i = − 2kBTo

(2π)4 γ1
(1 +Bz)

Z
dkdωei[k·(r−r

0)−ω(t−t0)] α1 (k)

ω2 + ω2n1 (k)

+X11 (r, t; r
0, t0) , (6.34)

en donde también hemos utilizado (6.33) y, con el propósito de simplificar la discusión posterior,
hemos definido

X11 (r, t; r
0, t0) = −2iBkBTo

(2π)4

Z
dkdωei[k·(r−r

0)−ω(t−t0)]
·

∂

∂kz
f1 (k, ω;k

0,−ω)
¸
k0=−k

. (6.35)

Al comparar (6.34) con (6.4), observamos que el primer término en el lado derecho de
(6.34), representa una contribución análoga a la correlación en equilibrio, pero en la cual,
la temperatura To debe sustituirse por la temperatura en el estado estacionario a la altura
z, Tss (z) = To (1 +Bz). En otras palabras, el primer término en el lado derecho de (6.34)
constituye la versión local de la función de autocorrelación en equilibrio de δn1 (r, t). Se sigue
entonces que

hδn1 (r, t) δn1 (r0, t)i = − kBTss (z)

4π (K2K3)
1/2

1h
|r⊥ − r0⊥|2 + K2

K3
(z − z0)2

i1/2 +X11 (r, t; r
0, t) . (6.36)

Calculando expĺıcitamente el integrando involucrado en (6.35) y utilizando el resultado

∞Z
−∞

dω
e−iωτ

(ω2 + a2)2
=

π

2a3
[1 + a |τ |] e−a|τ |, (6.37)

se obtiene

X11 (r, t; r
0, t0) = − ikBToB

(2π)3 γ1

Z
dkkz

"
− γ1K3

(K2k2⊥ +K3k2z)
2 − 2 |t− t0| b1 (k)

#
eik·(r−r

0)−|t−t0|ωn1(k),

(6.38)
en donde hemos considerado t0 > t e introducido la definición

b1 (k) =

µ
1 + λ

2

¶2
γ1ν2k

2
⊥

(ν2k2⊥ + ν3k2z)
2 +

K3

K2k2⊥ +K3k2z

"
1 +

1

4

γ1 (1 + λ)2 k2z
ν2k2⊥ + ν3k2z

#
. (6.39)

A partir de la Ec. (6.38) puede encontrarse el comportamiento asintótico de X11 (r, t; r
0, t0)
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en el ĺımite cuando t0 → t, correspondiente a la correlación a tiempos iguales. Espećıficamente,

X11 (r, t; r
0, t) =

ikBToB

(2π)3

Z
dk

K3kz

(K2k2⊥ +K3k2z)
2e

ik·(r−r0)

= −ikBToB
2 (2π)3

Z
dk

∂

∂kz

·
1

K2k2⊥ +K3k2z

¸
eik·(r−r

0)

= − kBToB

8π (K2K3)
1/2

z − z0h
|r⊥ − r0⊥|2 + K2

K3
(z − z0)2

i1/2 , (6.40)

donde hemos utilizado la propiedad usual de la transformada de Fourier de la derivada de un
campo.
Por lo tanto, insertando (6.40) en (6.36), se llega a la expresión final para la función de

correlación estática de las componentes transversales de la velocidad, la cual puede escribirse
en la forma

hδn1 (r, t) δn1 (r0, t)i = − kBTss (z)

4π (K2K3)
1/2

1h
|r⊥ − r0⊥|2 + K2

K3
(z − z0)2

i1/2
×
·
1 +

µ
dTss
dz

¶
z − z0

2Tss (z)

¸
. (6.41)

De manera completamente análoga puede obtenerse la autocorrelación de las fluctuaciones
longitudinales del director,

hδn3 (r, t) δn3 (r0, t)i = − kBTss (z)

4π (K1 −K3)

 1

|r− r0| −
(K3/K1)

1/2h
|r⊥ − r0⊥|2 + K1

K3
(z − z0)2

i1/2


×
·
1 +

µ
dTss
dz

¶
z − z0

2Tss (z)

¸
. (6.42)

Nótese que en ambos casos se recupera la correlación en equilibrio haciendo (dTss/dz) = 0,
con lo cual Tss (z) = To.
En el estado estacionario fuera de equilibrio, el comportamiento de las correlaciones en

las fluctuaciones de director se ve modificado por la presencia de un término proporcional al
gradiente de temperatura. Para estudiar la naturaleza de dicho término, consideraremos la
correlación entre una fluctuación transversal del director que se produce en el origen, r = 0, y
otra producida a lo largo del eje z, r0 = z0êz. En este caso, (6.41) se reduce a

hδn1 (0, t) δn1 (z0êz, t)i = − kBTo
4πK2

1

|z0|
·
1−

µ
dTss
dz

¶
z0

2To

¸
. (6.43)
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Figura 6.1: Función de correlación normalizada R1, para r = 0, r0 = z0êz, en función de la
distancia normalizada, z0/d. La ĺınea discontinua corresponde al caso de equilibrio. La ĺınea
continua corresponde al caso fuera de equilibrio con un valor del gradiente térmico normalizado
β = 0.5.

A partir de esta ecuación, resulta claro que el segundo término entre corchetes no decrece
con la distancia, sin embargo, provoca que la correlación disminuya en la dirección en la que la
temperatura aumenta y viceversa.
Entonces, podemos concluir que en el estado estacionario, las funciones de correlación o-

rientacionales poseen un término que se comporta como |r− r0|0, es decir, que no decrece, en
la dirección del gradiente [109].
En la Figura 6.1 se ilustra este efecto, utilizando la correlación estática normalizada

R1 (r, r
0) =

4πd (K2K3)
1/2

kBTo
|hδn1 (r, t) δn1 (r0, t)i| (6.44)

con r = 0, r0 = z0êz y en términos de la distancia normalizada, z0/d, y del gradiente térmico
normalizado, β = dT−1o (dTss/dz), para β = 0.5. Se observa que en el estado estacionario la
función de correlación es espacialmente asimétrica y, comparada con su valor en equilibrio,
decrece en la dirección en la que la temperatura aumenta y crece en la dirección opuesta.
Las funciones de correlación del director son las que más representan la naturaleza anisotrópi-

ca y con orden orientacional de la fase nemática. Si bien, cabŕıa esperar desde un principio que
éstas exhiban largo alcance espacial, no es trivial obtener la forma expĺıcita de su decaimiento
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a partir de las ecuaciones linearizadas fluctuantes (5.20)-(5.26), como se ha ilustrado a lo largo
de la última parte de esta tesis.
El análisis que hemos realizado en esta sección, acerca de cómo afecta un gradiente de

temperatura externo al orden orientacional de largo alcance en un nemático fue presentado por
primera vez por nosotros en la Ref. [109].
Para concluir con el análsis del comportamiento espacial de las funciones de correlación

orientacionales, se graficará la autocorrelación normalizada R1 (r, r
0), para el caso en el que

ocurre una fluctuación en el centro de la celda nemática, r = 0, y se observa el comportamiento
en un punto arbitrario dentro de la misma, r0. La Figura 6.2.a) muestra el deacaimiento
algebraico y anisotrópico de R1 (0, r

0/d) cuando el nemático está en equilibrio (∇T = 0), como
función de las coordenadas normalizadas |r0⊥| /d y z0/d. En la Figura 6.2.b) se muestra el
efecto de un gradiente térmico que apunta en la dirección positiva del eje z. Claramente, la
correlación aumenta en la dirección de la temperatura disminuye y decrece en la dirección en
la que la tempratura aumenta. Con el propósito de resaltar el efecto del gradiente térmico, en
esta gráfica hemos considerado β = 1.5.

6.2.2 Funciones de Correlación de las Variables Semilentas

En equilibrio, las correlaciones de las variables semilentas son de corto alcance. En esta sección
demostraremos que en el estado estacionario fuera de equilibrio, estas correlaciones exhiben
largo alcance. Además, se estudiarán los mecanismos f́ısicos mediante los cuales se produce el
largo alcance en estas correlaciones.
En el estado estacionario, las variables semilentas longitudinales, δv̂2 y δT̂ , obedecen las

ecuación
∂

∂t

µ
δv̂2
δT̂

¶
= −

µ
ωv2 (k) −k⊥

k
αg

k⊥
k

¡
dTss
dz

¢
ωT (k)

¶µ
δv̂2
δT̂

¶
−
µ

σ̂v2
σ̂T

¶
, (6.45)

en donde las fuerzas estocásticas están dadas por

σ̂v2 =
i

ρk⊥

µ
kkiΣ̂zi − kz

k
kikjΣ̂ij

¶
, (6.46)

σ̂T =
i

ρcp
kiQ̂i. (6.47)

La ecuación (6.45) es válida en la escala de tiempos intermedios ν/Kk2 ¿ τ ¿ 1/csk.
Con el propósito de hacer contacto más adelante con el caso isotrópico estudiado por Schmitz

y Cohen en [41]-[43], introduciremos la siguiente aproximación que será apropiada en la escala
de tiempos en donde (6.45) es válida. De las definiciones para las componentes transversales y
longitudinales de los campos (1.135)-(1.137), se sigue que

δv̂2 =
1

k⊥
(kδv̂z − kzδv̂3) , (6.48)
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Figura 6.2: Autocorrelación normalizada R1 (0, r
0/d) como función de las coordenadas norma-

lizadas |r0⊥| /d y z0/d. a) Corresponde al caso de equilibrio (∇T = 0). b) Corresponde al caso
estacionario inducido por un gradiente térmico que apunta en la dirección positiva del eje z.
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pero en la escala intermedia, la variable rápida δv̂3 promedia cero y puede despreciarse, en
consecuencia

δv̂2 ' k

k⊥
δv̂z. (6.49)

En términos de δv̂z, la Ec. (6.45) adquiere la forma

∂

∂t

µ
δv̂z
δT̂

¶
= −

µ
ωv2 (k) −

¡
k⊥
k

¢2
αg¡

dTss
dz

¢
ωT (k)

¶µ
δv̂z
δT̂

¶
−
µ

σ̂vz
σ̂T

¶
, (6.50)

en donde

σ̂vz =
i

ρ

µ
kiΣ̂zi − kz

k2
kikjΣ̂ij

¶
. (6.51)

De hecho, la Ec. (6.50) es la misma que la que se obtendŕıa al aplicar directamente el
formalismo de la HF en las ecuaciones nematodinámicas en la aproximación de Bousinessq [80],
[140], y se reduce apropiadamente al caso isotrópico estudiado en las Refs. [41] y [42], al hacer
ωv2 (k) = νk2/ρ y ωT (k) = DTk2.
Desde el punto de vista f́ısico, (6.50) sugiere que el gradiente de temperatura podŕıa afectar

el comportamiento de las funciones de correlación de δv̂z y δT̂ mediante dos mecanismos. El
primer mecanismo se encuentra expĺıcito en (6.50) y consiste en el acoplamiento entre δv̂z y
δT̂ generado por (dTss/dz). El segundo mecanismo se encuentra impĺıcito en los TFD que
satisfacen las fuerzas fluctuantes σ̂vz y σ̂T , los cuales hemos supuesto que son espacialmente
inhomogéneos debido a la presencia del gradiente.
Esta situación es similar a la que se encuentra al estudiar las funciones de correlación

asociadas con las mismas variables en un fluido simple sujeto a un gradiente de temperatura [52].
En ese caso, es posible escribir la funciones de correlación como la suma de dos contribuciones,
una proveniente del mecanismo asociado con la inhomogeneidad de los TFD y otra proveniente
del mecanismo de acoplamiento de modos.
La primera contribución se obtiene despreciando los elementos fuera de la diagonal de la

matriz hidrodinámica que aparece en (6.50). La segunda contribución puede identificarse al
tomar en cuenta el acoplamiento introducido por el gradiente térmico.
En nuestro caso, seguiremos un procedimiento similar para cuantificar los efectos del gra-

diente de temperatura sobre las funciones de correlación de δv̂z y δT̂ . La contribución del
mecanismo asociado con la inhomogeneidad de los TFD será denotada por el supeŕındice (fd),
mientras que la contribución del mecanismo de acoplamiento se denotará por el supeŕındice
(mc). Entonces, escribiremos las funciones de correlación asociadas con la variables semilentas
en el estado estacionario en la forma

hδṽz (k, ω) δṽz (k0, ω0)i = hδṽz (k, ω) δṽz (k0, ω0)i(fd) + hδṽz (k, ω) δṽz (k0, ω0)i(mc)
, (6.52)D

δT̃ (k, ω) δT̃ (k0, ω0)
E
=
D
δT̃ (k, ω) δT̃ (k0, ω0)

E(fd)
+
D
δT̃ (k, ω) δT̃ (k0, ω0)

E(mc)

, (6.53)D
δṽz (k, ω) δT̃ (k

0, ω0)
E
=
D
δṽz (k, ω) δT̃ (k

0, ω0)
E(fd)

+
D
δṽz (k, ω) δT̃ (k

0, ω0)
E(mc)

. (6.54)
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La forma en la que pueden identificarse las contribuciones (fd) y (mc), se ilustrará a con-
tinuación el caso de las fluctuaciones en la componente z de la velocidad.
Primeramente, cuando se desprecian los términos de acoplamiento entre las variables δv̂z y

δT̂ en la ecuación (6.50), se obtiene, en el espacio k− ω,

δṽz (k, ω) = − σ̃vz (k, ω)

−iω + ωv2 (k)
, (6.55)

a partir de la cual puede escribirse la siguiente expresión formal para la función de correlación

hδṽz (k, ω) δṽz (k0, ω0)i(fd) = hσ̃vz (k, ω) σ̃vz (k0, ω0)i
[−iω + ωv2 (k)] [−iω0 + ωv2 (k0)]

, (6.56)

donde hemos hecho expĺıcito que estamos calculando la contribución a la correlación debida a
la versión de equilibrio local de los TFD.
Ahora bien, resolviendo exactamente la Ec. (6.50) para δṽz y calculando su autocorrelación,

obtenemos la siguiente expresión formal

hδṽz (k, ω) δṽz (k0, ω0)i =
φ−1 (k, ω)φ−1 (k0, ω0)

[−iω + ωv2 (k)] [−iω0 + ωv2 (k0)]

×
½
hσ̃vz (k, ω) σ̃vz (k0, ω0)i+ α2g2

k2⊥k
02
⊥

k2k02

× hσ̃T (k, ω) σ̃T (k0, ω0)i
[−iω + ωT (k)] [−iω0 + ωT (k0)]

¾
, (6.57)

donde hemos introducido la función auxiliar

φ (k, ω) = 1 +
k2⊥
k2

αg

µ
dTss
dz

¶
1

[−iω + ωT (k)] [−iω + ωv2 (k)]
. (6.58)

Ahora se considerarán algunas aproximaciones. Primero, nótese que el factor αg (dTss/dz)
constituye una cantidad pequeña, en comparación con las cantidades que son del orden del
producto ωT (k)ωv2 (k). Entonces

φ−1 (k, ω)φ−1 (k0, ω0) ' 1− αg

µ
dTss
dz

¶·
k2⊥

k2 [−iω + ωT (k)] [−iω + ωv2 (k)]

+
k02⊥

k02 [−iω0 + ωT (k0)] [−iω0 + ωv2 (k0)]

¸
. (6.59)

Por otro lado, para valores t́ıpicos de los parámetros involucrados y frecuencias ω ∼ ωv2, se
tiene

α2g2 hσ̃T (k,ω)σ̃T (k0,ω0)i
[−iω+ωT (k)][−iω0+ωT (k0)]

hσ̃vz (k, ω) σ̃vz (k0, ω0)i ∼ 10−20 ¿ 1. (6.60)
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Es decir, el segundo término entre llaves en el lado derecho de (6.57) puede despreciarse en
comparación con el primero y esta ecuación se reduce a

hδṽz (k, ω) δṽz (k0, ω0)i = φ−1 (k, ω)φ−1 (k0, ω0)
hσ̃vz (k, ω) σ̃vz (k0, ω0)i

[−iω + ωv2 (k)] [−iω0 + ωv2 (k0)]
. (6.61)

Además, nos restringiremos a considerar únicamente la potencias más pequeñas en el gra-
diente. Para ello, debe tenerse en cuenta que hσ̃vz (k, ω) σ̃vz (k0, ω0)i contiene términos de orden
cero y de primer orden en (dTss/dz), debido a la suposición de la validez local de los TFD.
Entonces, de (6.59) y (6.61) se sigue que, hasta orden lineal en el gradiente,

hδṽz (k, ω) δṽz (k0, ω0)i =
hσ̃vz (k, ω) σ̃vz (k0, ω0)i

[−iω + ωv2 (k)] [−iω0 + ωv2 (k0)]

−αg
µ
dTss
dz

¶
hσ̃vz (k, ω) σ̃vz (k0, ω0)i0

×
·

k2⊥
k2 [−iω + ωT (k)] [−iω + ωv2 (k)]

+
k02⊥

k02 [−iω0 + ωT (k0)] [−iω0 + ωv2 (k0)]

¸
(6.62)

en donde
hσ̃vz (k, ω) σ̃vz (k0, ω0)i0 ≡ hσ̃vz (k, ω) σ̃vz (k0, ω0)i|( dTssdz )=0

. (6.63)

Comparando (6.62) y (6.56) observamos que el primer término en en lado derecho de (6.62)
es justamente la contribución que hemos denotado como (fd). El segundo término en (6.62) es
la contribución debida al acoplamiento de modos. Por lo tanto, tenemos

hδṽz (k, ω) δṽz (k0, ω0)i(mc)
= −αg

µ
dTss
dz

¶
hσ̃vz (k, ω) σ̃vz (k0, ω0)i0·

k2⊥
k2 [−iω + ωT (k)] [−iω + ωv2 (k)]

+
k02⊥

k02 [−iω0 + ωT (k0)] [−iω0 + ωv2 (k0)]

¸
. (6.64)

De manera completamente análoga, puede demostrarse que las contribuciones y al resto de
las funciones de correlación semilentas, pueden escribirse formalmente comoD

δT̃ (k, ω) δT̃ (k0, ω0)
E(fd)

=
hσ̃T (k, ω) σ̃T (k0, ω0)i

[−iω + ωT (k)] [−iω0 + ωT (k0)]
, (6.65)

D
δT̃ (k, ω) δT̃ (k0, ω0)

E(mc)

= −
µ
dTss
dz

¶2 hσ̃vz (k, ω) σ̃vz (k0, ω0)i0
[−iω + ωv2 (k)] [−iω + ωT (k)]

× 1

[−iω0 + ωv2 (k)] [−iω0 + ωT (k0)]
, (6.66)
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D
δṽz (k, ω) δT̃ (k

0, ω0)
E(fd)

= 0, (6.67)D
δṽz (k, ω) δT̃ (k

0, ω0)
E(mc)

= −
µ
dTss
dz

¶ hσ̃vz (k, ω) σ̃vz (k0, ω0)i0
[−iω + ωv2 (k)] [−iω0 + ωv2 (k0)] [−iω0 + ωT (k0)]

.

(6.68)
A continuación estudiaremos la contribución de cada mecanismo sobre la estructura espacial

de las funciones de correlación.

Inhomogeneidad de los TFD

Con el propósito de obtener la contribución de la versión de equilibrio local de los TFD a
las funciones de correlación fuera de equilibrio, Ecs. (6.56) y (6.65), es necesario conocer las
correlaciones de las fuerzas fluctuantes σ̃vz (k, ω) y σ̃T (k, ω). Éstas últimas pueden obtenerse a
partir de las definiciones de las cantidades σ̃vz y σ̃T , en términos de las componentes fluctuantes
del tensor de esfuerzos, Σij, y del flujo de calor, Qi, los cuales satisfacen a su vez los TFD
espacialmente inhomogéneos

hΣij (k, ω)Σkl (k
0, ω0)i = 2 (2π)4 kBToνijklδ (ω + ω0)

µ
1 + iB

∂

∂kz

¶
δ (k+ k0) (6.69)

y

hQi (k, ω)Qj (k
0, ω0)i = 2 (2π)4 kBT 2o κijδ (ω + ω0)

µ
1 + iB

∂

∂kz
−B2 ∂

2

∂k2z

¶
δ (k+ k0) . (6.70)

Las Ecs. (6.69) y (6.70) se obtienen directamente de las expresiones (5.17) y (5.18), aplicando
el procedimiento que hemos descrito en detalle en casos anteriores.
Nótese que este procedimiento es similar al utilizado en la sección anterior para calcular las

funciones de correlación a tiempos iguales en las fluctuaciones del director. De hecho, de (6.69)
y (6.70) se sigue que (6.56) y (6.65) pueden escribirse en la forma compacta, análoga a (6.31),

hδṽz (k, ω) δṽz (k0, ω0)i(fd) = 2 (2π)4 kBToδ (ω + ω0) gv (k, ω;k0, ω0)

×
µ
1 + iB

∂

∂kz

¶
δ (k+ k0) , (6.71)

D
δT̃ (k, ω) δT̃ (k0, ω0)

E(fd)
= 2 (2π)4 kBT

2
o δ (ω + ω0) gT (k, ω;k0, ω0)

×
µ
1 + iB

∂

∂kz
−B2 ∂

2

∂k2z

¶
δ (k+ k0) , (6.72)

donde las funciones auxiliares, gv (k, ω;k
0, ω0) y gT (k, ω;k0, ω0), están definidas por

gv (k, ω;k
0, ω0) = −k

2kik
02k0jνzizj − k2kik

0
zk
0
jk
0
lνzijl − kzkikjk

02k0lνijzl + kzk
0
zkikjk

0
lk
0
mνijlm

ρ2k2k02 [−iω + ωv2 (k)] [−iω0 + ωv2 (k0)]
.

(6.73)
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gT (k, ω;k
0, ω0) = − 1

ρcp

kik
0
jD

T
ij

[−iω + ωT (k)] [−iω0 + ωT (k0)]
. (6.74)

La doble transformada de Fourier inversa de las expresiones (6.71) y (6.72) puede obtenerse
siguiendo un procedimiento similar al utilizado en la Sección 6.1 para calcular las correlaciones
orientacionales estáticas. Nótese que la diferencia fundamental que guardan las expresiones
(6.71) y (6.72) con respecto a (6.31), consiste en la dependencia en la magnitud de k y k0, de
las funciones auxiliares gv, gT y f1.
Al igual que en el caso orientacional, estamos interesados únicamente en las correlaciones

a tiempos iguales, es decir, en estudiar el comportamiento espacial de las fluctuaciones δvz y
δT . Con este propósito consideraremos la correlación entre los puntos r y r0 tales que (6.24) se
satisface. En este ĺımite, la forma expĺıcita de las funciones gv y gT , genera en el espacio r− t,
las contribuciones

hδvz (r, t) δvz (r0, t)i(fd) =
kBTss (z)

4πρ

Ã
3 (z − z0)2

|r− r0|5 −
1

|r− r0|3
!

−kBToB
4πρ

z0 − z

2

Ã
3 (z − z0)2

|r− r0|5 −
1

|r− r0|3
!
, (6.75)

hδT (r, t) δT (r0, t)i(fd) =
kBTss (z)

ρcp
δ (r0 − r)

+

µ
dTss
dz

¶2
kB
4πρcp

³
DT
k /D

T
⊥
´1/2

·
|r⊥ − r0⊥|2 +

DT
k

DT
⊥
(z − z0)2

¸1/2 . (6.76)

Nótese que en equilibrio (B = 0, Tss (z) = To, ρ = ρo), estas correlaciones se reducen a

hδvz (r, t) δvz (r0, t)i = kBTo
4πρo

Ã
3 (z − z0)2

|r− r0|5 −
1

|r− r0|3
!
, (6.77)

hδT (r, t) δT (r0, t)i = kBTo
ρocp

δ (r− r0) . (6.78)

Por un lado, la autocorrelación de temperaturas se reduce apropiadamente a la expresión
de corto alcance (6.27), obtenida previamente. Al comparar (6.76) con (6.78) observamos que
el el primer término en el lado derecho de (6.76), representa una versión local de la correlación
de temperaturas en equilibrio. Además, podemos concluir que debido al mecanismo de la
inhomogeneidad de los TFD, esta correlación adquiere una contribución de largo alcance, la
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cual decae, anisotrópicamente, como una ley de potencias |r− r0|−1 y cuya intensidad depende
del cuadrado del gradiente térmico externo.
Por otro lado, de acuerdo con (6.77), la correlación en la componente z de la velocidad

aparentemente no es de corto alcance en equilibrio, sino que decae algebraicamente como
|r− r0|−3, en contraste con el comportamiento exhibido por las fluctuaciones δv1 y δv2. Esto se
debe a que al calcular (6.75), hemos extrapolado la expresión (6.55) para considerar tiempos
tales que t0 − t = 0, y al hacer esto, hemos ignorado los efectos de la variable rápida δv3. Este
es, de hecho, el significado f́ısico de la aproximación (6.49).
Sin embargo, siguiendo el mismo procedimiento, es posible demostrar que si la variable δv3

es tomada en cuenta, la autocorrelación en equilibrio (6.77) adquiere la forma

hδvz (r, t) δvz (r0, t)i = kBTo
ρo

δ (r− r0) . (6.79)

Análogamente, es posible obtener las contribuciones (fd) a las correlaciones de las compo-
nentes fluctuantes de la velocidad δv1 (r, t) y δv2 (r, t) en el estado estacionario. Estas resultan
ser simplemente una versión local de las autocorrelaciones en equilibrio,

hδv1 (r, t) δv1 (r0, t)i(fd) = −kBTss (z)
ρ

δ (r− r0) , (6.80)

hδv2 (r, t) δv2 (r0, t)i(fd) = kBTss (z)

ρ
δ (r− r0) . (6.81)

En otras palabras, la inhomogeneidad en los TFD no genera largo alcance en las correlaciones
de las fluctuaciones en la velocidad.

Mecanismo de Acoplamiento de Modos

Ahora calcularemos la contribución a las funciones de correlación debidas al mecanismo de
acoplamiento de modos. Consideraremos en detalle, el caso de las fluctuaciones en la tempe-
ratura.
Utilizando las expresiones (6.47) y (6.70), la contribución (6.66) se reduce aD
δT̃ (k, ω) δT̃ (k0, ω0)

E(mc)

= 2 (2π)4
kBTo
ρ

µ
dTss
dz

¶2
k2⊥
k2

·
1

ω2 + ω2T (k)
− 1

ω2 + ω2v2 (k)

¸
× ωv2 (k)

ω2v2 (k)− ω2T (k)
δ (k+ k0) δ (ω + ω0) . (6.82)

Nótese, que en el ĺımite isotrópico, ωv2 (k) = ν̄k2 y ωT (k) = DTk2 (en donde ν̄ = ν/ρ es la
viscosidad cinemática del fluido), esta expresión se reduce aD

δT̃ (k, ω) δT̃ (k0, ω0)
E(mc)

iso
= 2 (2π)4

kBTo
ρ

µ
dTss
dz

¶2
k2⊥
k4

·
1

ω2 + (DT )2 k4
− 1

ω2 + ν̄2k4

¸
× ν̄

ν̄2 − (DT )2
δ (k+ k0) δ (ω + ω0) , (6.83)
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la cual coincide con la expresión encontrada en las Refs. [12], [41]. Esta contribución a la
función de autocorrelación en la temperatura modifica el pico de Rayleigh del espectro de
dispersión del fluido isotrópico y ha sido detectada experimentalmente [15]-[18].
En el caso isotrópico, el gradiente térmico produce, en el espacio de configuración, una

correlación de largo alcance a través de (6.83). De manera precisa, en el ĺımite cuando t0 → t,
se obtiene [41]

hδT (r, t) δT (r0, t)i(mc)
iso =

kBTo

(2π)3 ρ

µ
dTss
dz

¶2
1

DT (ν̄ +DT )

Z
dk

k2⊥
k6

eik·(r−r
0)

=
kBTo
32πρ

µ
dTss
dz

¶2
1

DT (ν̄ +DT )

Ã
−3 + |z − z0|2

|r− r0|2
!
|r− r0| ,(6.84)

es decir, la autocorrelación de temperaturas crece, en la forma de una ley de potencias, lineal-
mente con la distacia.
La expresión (6.84) es válida para distancias |r− r0| suficientemente pequeñas, tales que

puedan ser examinadas en los experimentos usuales de dispersión de luz. De manera precisa,
para obtener esta expresión, es necesario suponer que |r− r0| es mucho más pequeño que la
longitud caracteŕıstica, Λ, definida por

Λ =

¯̄̄̄
αg

ν̄DT

µ
dTss
dz

¶¯̄̄̄−1/4
,

la cual es a su vez mucho más pequeña que la separación entre las placas d, para valores t́ıpicos
los parámetros involucrados.1

La condición |r− r0| ¿ Λ ¿ d, garantiza que las correlaciones analizadas se producen en
el bulto del sistema y en una región en donde los cambios en las propiedades materiales del
fluido, debidos al gradiente térmico, no son significativos.
Siguiendo el mismo procedimiento, es posible demostrar que en el caso nemático se obtiene

un comportamiento similar. Calculando la doble transformada de Fourier invesa de la expresión
(6.82) e integrando sobre las variables k0, ω0 y ω, se obtiene

hδT (r, t) δT (r0, t)i(mc)
=

kBTo

(2π)3 ρ

µ
dTss
dz

¶2 Z
dk

k2⊥
k2

eik·(r−r
0)

ωT (k) [ωv2 (k) + ωT (k)]
. (6.85)

Esta expresión es mucho más dif́ıcil de evaluar que su contraparte isotrópica, Ec. (6.84),
debido a la forma complicada en la que ωv2 depende de las componentes de k, Ec. (1.150). Sin
embargo, introduciendo los siguientes parámetros adimensionales, que dependen únicamente de

1Para tener una idea acerca de las cantidades involucradas en este punto de la discusión consideraremos los
valores reportados en el caso isotrópico. Para un gradiente térmico (dTss/dz) = 50 K cm

−1, se tiene Λ ' 0.03
cm, mientras que, t́ıpicamente, d ' 0.1 cm, por lo tanto Λ¿ d.
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las constantes materiales del nemático,

a1 =
1

2
³
ν̄3 +DT

k
´ ©2(ν̄1 + ν̄2 − ν̄3) +DT

⊥ +DT
k

+ [(2(ν̄1 + ν̄2 − ν̄3) +DT
⊥ +DT

k )
2 − 4 ¡DT

k + ν̄3
¢ ¡

DT
⊥ + ν̄3

¢
]1/2
ª
, (6.86)

a2 =
1

2
³
ν̄3 +DT

k
´ ©2(ν̄1 + ν̄2 − ν̄3) +DT

⊥ +DT
k (6.87)

− [(2(ν̄1 + ν̄2 − ν̄3) +DT
⊥ +DT

k )
2 − 4 ¡DT

k + ν̄3
¢ ¡

DT
⊥ + ν̄3

¢
]1/2
ª

y

a3 =
DT
⊥

DT
k
, (6.88)

donde las cantidades ν̄i = νi/ρ, denotan las viscosidades cinemáticas del nemático, el denomi-
nador en el integrado de (6.85) puede factorizarse y esta expresión adquiere la forma

hδT (r, t) δT (r0, t)i(mc)
=

kBTo

(2π)3 ρ

µ
dTss
dz

¶2
1

DT
k
³
ν̄3 +DT

k
´

×
Z

dk
k2⊥e

ik·(r−r0)

(k2z + a1k2⊥) (k2z + a2k2⊥) (k2z + a3k2⊥)
, (6.89)

la cual se reduce apropiadamente a (6.84) en el ĺımite isotrópico (DT
⊥ = DT

k = DT , ν̄1 = ν̄2 =

ν̄3 = ν̄, es decir, a1 = a2 = a3 = 1).
Para |r− r0| ¿ Λ, únicamente los números de onda grandes, k À Λ−1, contribuyen signi-

ficativamente a la integral de Fourier, (6.89), y en este régimen se obtiene

hδT (r, t) δT (r0, t)i(mc)
=

µ
dTss
dz

¶2
kBTo

2πρDT
k
³
ν̄3 +DT

k
´ · Ia1 (r, r

0)
(a1 − a2) (a1 − a3)

+
Ia2 (r, r

0)
(a2 − a1) (a2 − a3)

+
Ia3 (r, r

0)
(a3 − a1) (a3 − a2)

¸
, (6.90)

donde Ia (r, r
0) denota la función

Ia (r, r
0) =

1√
a

h
|r⊥ − r0⊥|2 + a (z − z0)2

i1/2
. (6.91)

para cualquier constante a real y positiva.
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Por lo tanto, al igual que en el caso isotrópico, la autocorrelación de las fluctuaciones en la
temperatura, crece linealmente con la distancia. Sin embargo, en el caso nemático la correlación
es altamente anisotrópica, según se aprecia en (6.90), (6.91) y en la definición de los parámetros
a1, a2 y a3.
Nótese que, al igual que la contribución de largo alcance debida a la versión local de los

TFD, Ec. (6.76), la intensidad de (6.90) depende del cuadrado del gradiente de temperatura
externo.
De manera análoga, se obtiene la contribución de acoplamiento de modos a la autoco-

rrelación de la componente z de la velocidad

hδvz (r, t) δvz (r0, t)i(mc)
= − gαkBTo

4πρν̄3

³
ν̄3 +DT

k
´ µdTss

dz

¶
1

(b2 − b1) (a1 − a2)

×
½·

Ib2 (r, r
0)

a1 − b2
− Ib2 (r, r

0)
a2 − b2

¸
+

·
Ib1 (r, r

0)
a2 − b1

− Ib1 (r, r
0)

a1 − b1

¸
+

·
Ia2 (r, r

0)
a2 − b2

− Ia2 (r, r
0)

a2 − b1

¸
+

·
Ia1 (r, r

0)
a1 − b1

− Ia1 (r, r
0)

a1 − b2

¸¾
.(6.92)

donde las cantidades b1 y b2 están definidas en términos de los coeficientes viscosos ν̄1, ν̄2 y ν̄3
del nemático, mediante

b1 =
ν̄1 + ν̄2 − ν̄3

ν̄3
+

"µ
ν̄1 + ν̄2 − ν̄3

ν̄3

¶2
− 1
#1/2

, (6.93)

b2 =
ν̄1 + ν̄2 − ν̄3

ν̄3
−
"µ

ν̄1 + ν̄2 − ν̄3
ν̄3

¶2
− 1
#1/2

. (6.94)

Finalmente, en el espacio de configuración, la correlación cruzada (6.68) a tiempos iguales
adquiere la forma

hδvz (r, t) δT (r0, t)i(mc)
=

µ
dTss
dz

¶
kBTo

4πρ
³
ν̄3 +DT

k
´
(a2 − a1)

×
·

1

a1Ia1 (r, r
0)
− 1

a2Ia2 (r, r
0)

¸
, (6.95)

la cual, decae anisotrópicamente como |r− r0|−1.
Concluimos entonces que, debido al gradiente de temperatura externo, todas las correla-

ciones de las variables semilentas δvz y δT , adquieren largo alcance.
Desde el punto de vista f́ısico, el caso más interesante es el de la autocorrelación de δT ,

debido a que en él, tanto el mecanismo de inhomogeniedad de los TFD como el de acoplamiento
de modos, inducen largo alcance.
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Como hemos discutido previamente, una situación similar ocurre en un fluido isotrópico
sujeto a un gradiente térmico y, hasta donde sabemos, ese es el único sistema en el que se han
comparado los efectos de ambos mecanismos [52]. En la Ref. [52], se consideran las condiciones
de frontera sobre las fluctuaciones y se obtiene que el mecanismo de acoplamiento de modos
domina al de la versión local de los TFD.
En nuestro caso, hemos ignorado las condiciones de frontera y las expresiones (6.76) y (6.90)

son válidas únicamente en el bulto del sistema, es decir, para dos puntos, r y r0, alejados de
las placas que confinan al nemático. En esta aproximación, compararemos la contibución de
ambos mecanismos.
Con este propósito, consideraremos las contribuciones de largo alcance a la función de

correlación de las fluctuaciones en la temperatura. La contribución normalizada debida a la
inhomogeneidad de los TFD, puede identificarse de (6.76) y será definida como

F (fd) (r, r0) = β2
d·

|r⊥ − r0⊥|2 +
DT
k

DT
⊥
(z − z0)2

¸1/2 , (6.96)

donde β es el gradiente térmico normalizado dado por (5.6). Correspondientemente, la con-
tribución normalizada debida al acoplamiento de modos será

F (mc) (r, r0) = β2
2dTocp

DT
k
³
ν̄3 +DT

k
´ · Ia1 (r, r

0)
(a1 − a2) (a1 − a3)

+
Ia2 (r, r

0)
(a2 − a1) (a2 − a3)

+
Ia3 (r, r

0)
(a3 − a1) (a3 − a2)

¸
. (6.97)

En la Figura 6.3 se grafican ambas contribuciones como función de la distancia normalizada
z̄0 = z0/d, considerando una fluctuación en la temperatura que se produce en el origen, r = 0,
y otra fluctuación producida sobre el eje z, a la altura z0, es decir, r0 = z0êz.
La Figura 6.3 muestra que para valores de z̄0 tales que z̄0 ∼ 10−6 ¿ Λ/d, se tiene, en efecto,

F (mc) À F (fd), es decir, el mecanismo de acoplamiento de modos domina al asociado con la
versión local de los TFD, en la región donde las expresiones (6.76) y (6.90) son válidas.
Para finalizar este análisis, haremos algunos señalamientos que consideramos importantes.
En nuestro análisis, hemos ignorado las condiciones de frontera sobre las fluctuaciones,

de tal forma que el comportamiento de las funciones de correlación obtenido aqúı, es válido
únicamente en el bulto del sistema, esto es, para elementos de volumen alejados de las placas. En
esta aproximación, hemos comparado la contribución de ambos mecanismos y hemos mostrado
que el mecanismo de acoplamiento de modos domina al asociado con la versión local de los
TFD.
Como hemos discutido previamente, una situación similar ocurre en un fluido isotrópico

sujeto a un gradiente térmico. En la Ref. [52], se consideran las condiciones de frontera sobre
las fluctuaciones y se obtiene también que el mecanismo de acoplamiento de modos domina al
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Figura 6.3: Comparación entre las contribuciones de largo alcance debidas al mecanismo de
acoplamiento de modos (ĺınea continua) y al mecanismo de inhomogeneidad de los TFD (ĺınea
discontinua).

de la versión local de los TFD. Sin embargo, nuestro estudio sugiere que la misma conclusión
puede obtenerse sin necesidad de considerar las condiciones de frontera sobre las fluctuaciones,
lo cual complica de manera considerable el cálculo de las funciones de correlación.
El principal mérito de nuestro análisis radica en que hemos demostrado de manera rigurosa,

que las funciones de correlación de un sistema f́ısico no trivial, como lo es un cristal ĺıquido
nemático, exhiben largo alcance espacial en un estado estacionario fuera de equilibrio.
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Conclusiones
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En este trabajo hemos utilizado algunos métodos de la mecánica estad́ıstica fuera de equi-
librio para estudiar la dinámica de las fluctuaciones térmicas en un cristal ĺıquido nemático
termotrópico.

Primeramente, hemos desarrollado de manera sistemática la HF de un nemático termotrópico
en equilibrio termodinámico. En este proceso, hemos demostrado que las ecuaciones fluctuantes
linearizadas que describen la dinámica de las fluctuaciones nematodinámicas pueden escribirse
en la forma canónica de Fox y Uhlenbeck [76]

∂

∂t
ai (r, t) = −

Z
dr0Aij (r, r

0) aj (r0, t)−
Z

dr0Sij (r, r0) aj (r0, t) + Fi (r, t) ,

en donde las variables ai (r, t) representan las fluctuaciones térmicas apropiadamente norma-
lizadas, incluyendo a las fluctuaciones del vector director, las cantidades Fi (r, t) son fuerzas es-
tocásticas y los elementos de las matrices de coeficientes fenomenológicos, Aij (r, r

0) y Sij (r, r0),
contienen información f́ısica caracteŕıstica de un fluido nemático, por ejemplo, su elasticidad,
su anisotroṕıa, la disipación asociada al proceso de reorientación del director, la influencia del
flujo sobre la orientación promedio de las moléculas, etc., tal como se describe en la Sección
1.3.2.
Hemos supuesto que los procesos estocásticos que describen las fluctuaciones térmicas en

un nemático son procesos estacionarios, gaussianos y markovianos. Esto nos ha permitido
establecer la forma expĺıcita de la matriz de correlaciones de las fuerzas estocásticas Fi (r, t) y
traducirla en los TFD asociados con las componentes fluctuantes del tensor de esfuerzos, del
flujo de calor y de la cuasicorriente del director. Los parámetros disipativos involucrados en
dichos teoremas son, como cabŕıa esperar, los coeficientes viscosos, las conductividades térmicas
y la viscosidad reorientacional, respectivamente.
Este desarrollo constituye el punto de partida para describir la dinámica de las fluctuaciones

en un cristal ĺıquido nemático y resulta fundamental para entender la naturaleza f́ısica de
los procesos involucrados en dicha dinámica. Por ejemplo, este formalismo nos ha permitido
calcular los modos hidrodinámicos de un nemático en equilibrio partiendo de la forma expĺıcita
de las ecuaciones linearizadas en ausencia de ruido.
Hemos mostrado que un nemático termotrópico posee los dos modos de propagación y los

tres modos difusivos de un fluido simple, aunque en el nemático los procesos de atenuación
siempre son anisotrópicos. Además, un nemático posee dos modos asociados con la relajación
de las fluctuaciones del director. Estos últimos dependen, fundamentalmente, de las constantes
elásticas y de la viscosidad reorientacional del nemático.
Al tomar en cuenta valores t́ıpicos de los parámetros materiales involucrados, se muestra que

la reorientación del director constituye el proceso colectivo que evoluciona más lentamente en
un nemático. Como consecuencia, las fluctuaciones en la orientación promedio de las moléculas
no perturban la dinámica de las fluctuaciones en la temperatura y la velocidad, sino hasta
tiempos relativamente grandes.
Además, el análisis del orden de magnitud de los modos hidrodinámicos, nos ha permitido

identificar tres escalas temporales muy separadas entre śı, sobre las cuales evolucionan las
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fluctuaciones del nemático termotrópico.
La existencia de estas escalas temporales ha sido explotada en este trabajo de tesis, para

desacoplar la dinámica de las fluctuaciones nematodinámicas. De manera precisa, hemos iden-
tificado tres tipos diferentes de variables, que hemos denominado como rápidas, semilentas y
lentas. Los tiempos caracteŕısticos para la evolución de estas variables son, respectivamente,
del orden de 1/csk ¿ ρ/νk2 ¿ ν/Kk2.
Utilizando la teoŕıa de perturbaciones sobre las escalas temporales, introducida en la li-

teratura por Geigenmüller et al., [91]-[93], hemos obtenido ecuaciones dinámicas reducidas e
independientes para cada conjunto de variables, las cuales son válidas en sus escalas temporales
correspondientes.
A partir de esta descripción reducida, también es posible calcular los modos hidrodinámicos

del nemático termotrópico y hemos demostrado expĺıcitamente que el resultado coincide, en
el mismo orden de aproximación, con el obtenido directamente de las ecuaciones fluctuantes
linearizadas generales.
Como parte final de nuestro análisis de las fluctuaciones térmicas en un nemático ter-

motrópico en equilibrio, hemos calculado las funciones de correlación de las variables lentas,
semilentas y rápidas, en el espacio de Fourier (k − ω). Hemos mostrado que la dependencia
en el número de onda de las correlaciones orientacionales, difiere de la correspondiente a las
correlaciones hidrodinámicas usuales. Mientras éstas últimas se comportan como k−2, las co-
rrelaciones orientacionales divergen como k−4 cuando k → 0. En el último caṕıtulo de esta tesis
hemos demostrado que este comportamiento se traduce en que, mientras las correlaciones de las
fluctuaciones en la temperatura y la velocidad son de alcance microscópico, las correlaciones
orientacionales en equilibrio decaen algebraicamente, como una ley de potencias |r− r0|−1 y
de manera anisotrópica. Este decaimiento espacial algebraico de las funciones de correlación
orientacionales es el responsable de la dispersión de luz tan intensa exhibida por los nemáticos
termotrópicos.
Desde nuestro punto de vista, el mérito de esta etapa de nuestro proceso de investigación ra-

dica en que esta es la primera vez en la que métodos bien establecidos de la mecánica estad́ıstica
fuera de equilibrio se utilizan de manera unificada y sistemática para describir la dinámica de
las fluctuaciones en los cristales ĺıquidos nemáticos termotrópicos, los cuales constituyen, por
śı mismos, un sistema f́ısico altamente no trivial y de enorme interés actual.
Adicionalmente, este análisis puede contribuir al estudio de otros problemas de interés.

Por ejemplo, de manera paralela, hemos estudiado el decaimiento temporal de las funciones
de correlación hidrodinamicas de los nemáticos. Las correlaciones de las fluctuaciones en la
velocidad y en la temperatura exhiben la cola larga en tiempo usual, |t− t0|−3/2, mientras
que las correlaciones orientacionales decaen de manera más lenta como |t− t0|−1/2 [141]. Otro
problema teórico aún no resuelto y de enorme interés actual que hemos abordado en forma
paralela a este trabajo de tesis, teniendo como punto de partida la versión linearizada de las
ecuaciones nematodinámicas, es el de la descripción del movimiento brawniano de una part́ıcula
macroscópica en un nemático [142]. Sin embargo, estos análisis no forman parte de los objetivos
centrales de este trabajo y por esta razón no han sido presentados en esta tesis.
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En la segunda etapa de nuestro trabajo de investigación, hemos aplicado el desarrollo previo
para estudiar, de manera detallada, el factor de estructura dinámico de una suspensión diluida
de impurezas, fuera de equilibrio, en un solvente nemático. La suspensión se encuentra en un
estado estacionario fuera de equilibrio, debido a la presencia de un gradiente en la densidad de
las impurezas.
Hemos supuesto que la suspensión es diluida, lo cual permite que la dinámica de las

impurezas no afecte al solvente, aunque las fluctuaciones hidrodinámicas de este último siempre
perturban a las fluctuaciones en la densidad de las primeras.
En un caso ĺımite, nuestro modelo se reduce a uno reportado previamente en la literatura,

para la suspensión de impurezas en un fluido isotrópico incompresible [114], en el cual se han
tomado en cuenta únicamente los términos de primer orden en el gradiente de concentración y
con ello, se han ignorado los efectos que tiene la dinámica del solvente sobre las fluctuaciones
en la densidad de las impurezas.
En este sentido, nuestro análisis es más general, porque toma en cuenta el acoplamiento

entre las fluctuaciones en la densidad de impurezas con las fluctuaciones térmicas del solvente,
además de que la compresibilidad del nemático también ha sido considerada.
Hemos estudiado detalladamente cada una de las contribuciones al factor de estructura

dinámico. Nuestras contribuciones principales prodŕıan resumirse de la siguiente manera.
En equilibrio, hemos analizado los efectos de la anisotroṕıa intŕınseca de la fase nemática

sobre el factor de estructura de la suspensión, comparándolo en dos casos espećıficos: cuando
el solvente se encuentra en la fase nemática y cuando éste se encuentra en la fase isotrópica.
Como cabŕıa esperar, los efectos de la anisotroṕıa, están determinados por la geometŕıa de
dispersión, los ı́ndices de refracción y los coeficientes de difusión de las impurezas tanto en el
fluido nemático como en el isotrópico.
De manera precisa, hemos demostrado que el factor de estructura de la suspensión en

equilibrio es una lorentziana. Para ángulos de dispersión pequeños (θ ∼ 1◦), la lorentziana en
el caso nemático, es más alta y más angosta que la correspondiente al caso isotrópico, mientras
que para ángulos de dispersión suficientemente grandes, el factor de estructura dinámico en
la fase nemática se vuelve más pequeño y más ancho que el de las impurezas en un solvente
isotrópico.
También han sido analizados los efectos de la compresibilidad del solvente sobre el factor

de estructura en equilibrio. Hemos mostrado que la compresibilidad del solvente modifica el
pico central del espectro de las impurezas y, además, provoca la aparición de dos picos laterales
simétricos centrados en las frecuencias ±csk, aunque esta contribución a la componente de
Brillouin resulta ser despreciable en comparación con la componente central. Espećıficamente,
hemos mostrado que la altura del pico central es, aproximadamente, 10 órdenes de magnitud
mayor que la contribución a los picos de Brillouin.
La compresibilidad del sistema provoca que se incrementen tanto la altura como al ancho

a la altura media del pico central. Una estimación basada en valores experimentales de los
parámetros materiales involucrados, muestra que estos efectos podŕıan ser del orden de 10%
para un nemático termotrópico t́ıpico.
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Por otra parte, en el estado estacionario inducido por el gradiente de concentración de las
impurezas, se generan dos mecanismos f́ısicos que modifican la forma del factor de estructura
dinámico con respecto al caso de equilibrio.
El primero de estos mecanismos, (fd), se origina al suponer queen presencia del gradiente el

TFD asociado con la corriente estocástica de impurezas, se vuelve espacialmente inhomogéneo,
es decir, dependiente de la posición.
El segundo mecanismo, (mc), consiste en la generación de acoplamientos, a través del gra-

diente, entre las fluctuaciones en la densidad de impurezas y las fluctuaciones en el director y
la velocidad del solvente.
Entonces, en el estado estacionario fuera de equlibrio, el factor de estructura dinámico puede

escribirse como
S (k, ω) = S(eq) (k, ω) + S(fd) (k, ω) + S(mc) (k, ω) .

La contribución de ambos mecanismos ha sido cuantificada en detalle. S(fd) depende li-
nealmente del gradiente en la densidad de impurezas, además de ser una función impar en la
frecuencia. Como consecuencia, debido al mecanismo fd el factor de estructura de las impurezas
se vuelve asimétrico, su forma deja se ser la de una loretziana, su altura máxima se incrementa,
su ancho disminuye y la posición de su máximo se recorre.
La importancia relativa de estos efectos puede estimarse considerando valores t́ıpicos de los

parámetros materiales de un nemático termotrópico. Para un valor del gradiente de concen-
tración normalizado ā = 1.5 × 10−2, ángulos de dispersión pequeños, θ = 1◦, y un vector de
dispersión paralelo al gradiente de concentración, el cambio relativo máximo en el espectro es
del orden de 50% [115].
Por otro lado, la contribución del mecanismo mc depende del cuadrado de la magnitud del

gradiente de concentración y contiene de manera impĺıcita, información acerca de las funciones
de correlación de las fluctuaciones en la velocidad del solvente nemático. Este mecanismo
provoca que tanto la altura como el ancho a la altura media del espectro se incrementen.
A diferencia del mecanismo asociado con la inhomogeneidad del TFD, el acoplamiento de
las fluctuaciones en la densidad de impurezas con las fluctuaciones del solvente no introduce
ninguna asimetŕıa en el espectro de dispersión. S(mc) (k, ω) diverge como k−4 y esto provoca que
la contribución del mecanismo de acoplamiento de modos domine en el ĺımite hidrodinámico
(k → 0), a pesar de que, como se ha señalado previamente, esta contribución depende del
cuadrado de la magnitud del gradiente de concentración [123]. De hecho, hemos mostrado que
la contribución S(mc) (k, ω) al espectro podŕıa ser significativa, del orden de 10%, para gradientes
normalizados pequeños, ā ∼ 10−6, los cuales son cuatro órdenes de magnitud menores que los
utilizados para ilustrar los efectos de no equilibrio debidos al mecanismo de la inhomogeneidad
espacial de los TFD. Por lo tanto, el mecanismo de acoplamiento de modos domina a este
último.
Nuestro análisis del factor de estructura dinámico de la suspensión fuera de equilibrio,

sugiere que los efectos estudiados podŕıan ser observados experiementalmente. Esto permitiŕıa
confirmar las predicciones teóricas expuestas en esta tesis. Un punto interesante es que, como
consecuencia, seŕıa posible estudiar la dinámica de las fluctuaciones de la velocidad de los
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nemáticos termotrópicos de manera indirecta, a través del análisis del espectro de dispersión
de la suspensión fuera de equilibrio.
No obstante, debemos señalar que en todo nuestro análisis hemos utilizado valores para

los coeficientes de difusión de las impurezas en el solvente obtenidos experimentalmente, al
estudiar la difusión de tintas en el nemático termotrópico MBBA. Los resultados que hemos
discutido aqúı, podŕıan modificarse si se considera la difusión de otro tipo de part́ıculas, por
ejemplo, macromoléculas. Sin embargo, en estos casos la difusión también está descrita por dos
coeficientes de difusión D⊥ y Dk [142] y la teoŕıa general presentada en esta tesis sigue siendo
válida, siempre y cuando la densidad de impurezas no sea muy grande.
Por otro lado, como un caso ĺımite de nuestro análisis, hemos obtenido el factor de estruc-

tura de la suspensión fuera de equilibrio en un solvente isotrópico. Un análisis similar al del
caso nemático, sugiere que los efectos del gradiente de concentranción también podŕıan ser
significativos en el caso isotrópico, lo cual constituye también un resultado importante porque,
desde el punto de vista experimental, podŕıa ser mucho más sencillo preparar el sistema en
el caso isotrópico que en el nemático, además de que en el primero, no debe considerarse el
problema técnico que representa separar la parte del espectro de dispersión de las impurezas
de la fuerte dispersión de luz producida por el nemático.
Finalmente, es de esperarse que la teoŕıa deba modificarse significativamente cuando la

concentración de las impurezas aumenta. Evidentemente, esta situación f́ısica está más allá de
los alcances de nuestro modelo.

En la parte final de nuestro trabajo, hemos estudiado la dinámica de las fluctuaciones
hidrodinámicas en un nemático termotrópico en un estado estacionario fuera de equilibrio in-
ducido por la presencia de un gradiente de temperatura uniforme, paralelo al director promedio.
En nuestro modelo, la presencia del campo gravitacional también ha sido tomada en cuenta.
En este caso, hemos extendido el formalismo de la HF para construir las ecuaciones ne-

matódinamicas fluctuantes linearizadas alrededor del estado estacionario.
Hemos mostrado que, por lo que respecta a la evolución sobre las diferentes escalas tem-

porales existentes en el sistema, el comportamiento de las fluctuaciones no se modifica por
la presencia del gradiente térmico. Es decir, aún en presencia del gradiente de temperatura
y del campo gravitacional, las fluctuaciones térmicas del nemático evolucionan sobre las mis-
mas escalas temporales ampliamente separadas, encontradas en el caso de equilibrio y pueden
agruparse, nuevamente, en variables rápidas, semilentas y lentas.
Una extensión directa de la teoŕıa de perturbaciones sobre las escalas temporales, desarro-

llada en el Caṕıtulo 2 para las fluctuaciones en equilibrio, al caso fuera de equilibrio estacionario,
permite obtener, nuevamente, ecuaciones reducidas independientes para los diferentes tipos de
variables.
Una primera aplicación de este formalismo es el cálculo de los modos hidrodinámicos del

nemático en el estado estacionario. En este sentido, hemos mostrado de manera expĺıcita que
únicamente los modos difusivos (longitudinales) térmico y viscoso se modifican en presencia del
gradiente, véanse las Ecs. (5.86) y (5.87).
El cálculo del espectro de dispersión de luz del nemático en el estado estacionario fuera de
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equilibrio, representa otra aplicación directa del formalismo desarrollado en las Secciones 5.1
y 5.2. Como se discutió en detalle en la Sección 5.3, este espectro está determinado por las
funciones de correlación orientacionales del nemático, las cuales pueden evaluarse de manera
directa a partir de las ecuaciones reducidas obtenidas previamente.
Para una geometŕıa particular, hemos demostrado que el factor de estructura dinámico

del nemático en equilibrio también es una lorentziana, mientras que en el estado estacionario,
cerca de equilibrio, el gradiente de temperatura introduce una asimetŕıa en el espectro, debido
a la cual la altura de éste se incrementa y la posición de su máximo se recorre de manera
proporcional al gradiente.
Finalmente, hemos estudiado el comportamiento espacial de las funciones de correlación

hidrodinámicas del nemático termotrópico, tanto en el estado de equilibrio, como en el estado
estacionario inducido por el gradiente térmico.
En este sentido, hemos mostrado que las funciones de correlación orientacionales a tiem-

pos iguales exhiben largo alcance, es decir, decaen algebraicamente, obedeciendo una ley de
potencias en la forma |r− r0|−1, pero anisotrópica, véase por ejemplo la Ec (6.11).
La anisotroṕıa intŕınseca de la fase nemática se refleja en el hecho de que las correlaciones

orientacionales no decaen en la misma proporción en la dirección paralela al campo director y
en las direcciones perpendiculares a él. Esta anisotroṕıa, depende únicamente de la razón de
las constantes elásticas.
Por otro lado, las funciones de correlación en equilibrio, de las fluctuaciones en la velocidad

y en la temperatura, son todas de alcance microscópico, es decir, proporcionales a δ (r− r0),
como ocurre en un fluido isotrópico.
Sin embargo, el alcance de todas las funciones de correlación se modifica en presencia del

gradiente de temperatura. Por un lado, las correlaciones orientacionales se vuelven asimétricas
y, en comparción con el caso de equilibrio, disminuyen en la dirección en la que la temperaura
aumenta y viceversa [109].
Por otra parte, hemos mostrado que las correlaciones de las variables δvz y δT , adquieren

largo alcance. Nuevamente, pueden distinguirse dos mecanismos f́ısicos que modifican el de-
caimiento espacial de la correlaciones de estas variables: el primero (fd), es la inhomogeneidad
de los TFD, que se origina al suponer que éstos son válidos localmente y el segundo (mc), es
la generación de acoplamientos entre las variables hidrodinámicas debida al gradiente térmico.
Demostramos que, debido al gradiente de temperatura externo, todas las correlaciones de

las variables semilentas δvz y δT , adquieren largo alcance.
Desde el punto de vista f́ısico, el caso más interesante es el de la autocorrelación de δT , de-

bido a que en él, tanto el mecanismo de inhomogeneidad de los TFD como el de acoplamiento
de modos, inducen un comportamiento algebraico de la correlación. En el rango de distancias
en el que nuestra descripción es válida, la contribución de largo alcance del mecanismo de inho-
mogeneidad de los TFD, decae (anisotrópicamente) obedeciendo la ley de potencias |r− r0|−1.
Mientras tanto, la contribución del mecanismo de acoplamiento de modos crece linealmente con
|r− r0| y domina claramente a la anterior.
Finalmente, nos gustaŕıa añadir una última precisión sobre el rango de validez de los resul-
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tados obtenido a lo largo de esta tesis.
Debe tenerse en cuenta que en el procedimiento que hemos seguido para obtener nuestros

resultados, se encuentra impĺıcita la suposición de que las dimensiones del sistema son lo sufi-
cientemente grandes, de hecho, matemáticamente infinitas, de tal forma que las fluctuaciones no
son afectadas por la presencia de las fronteras. Entonces, las funciones de correlación obtenidas
en esta tesis y, en particular, sus contribuciones fuera de equilibrio y de largo alcance, son
válidas en el bulto del sistema, es decir, en elementos de volumen que se encuentran lejos de
las fronteras.
No obstante, en la práctica, la muestra está confinada entre un par de placas horizontales

separadas por una distancia pequeña, como se ilustra esquemáticamente en las Figuras 3.1 y
5.1, y las funciones de correlación debeŕıan verse afectadas por efecto del confinamiento.
En el caso de un fluido simple sujeto a un gradiente de temperatura estacionario, por

ejemplo, los efectos del confinamiento sobre las fluctuaciones fuera de equilibrio se vuelven
importantes cuando el número de onda de las fluctuaciones es del orden del inverso de separación
entre las placas, incluso para elementos de volumen alejados de las fronteras [42], [52], [53], [143],
[144]. Además, se ha demostrado que incorporar los efectos de tamaño finito permite extender
el rango de aplicabilidad de la HF para que ésta pueda describir fluctuaciones fuera de equilibrio
en el umbral de las inestabilidades hidrodinámicas [145], [146], lo cual exhibe la importancia
de tomar en cuenta estos efectos sobre la dinámica de las fluctuaciones.
Los efectos del tamaño finito del sistema entran en la descripción a través de las condiciones

de frontera apropiadas para los campos fluctuantes. Para fluidos isotrópicos, estas condiciones
han sido establecidas en diferentes situaciones f́ısicas discutidas en la literatura reciente, véase,
por ejemplo, la Ref. [53]. Sin embargo, hasta donde sabemos, las condiciones de frontera
que deben obedecer los campos fluctuantes en los nemáticos termotrópicos no han sido estu-
diadas aún y la investigación de los efectos del tamaño finito sobre el comportamiento de las
fluctuaciones hidrodinámicas en estos sistemas es inexistente.
Nuestro trabajo constituye una primera aproximación hacia una descripción rigurosa de las

fluctuaciones hidrodinámicas en los cristales ĺıquidos nemáticos que involucre las condiciones
de frontera sobre los campos fluctuantes.
A pesar de eso, nuestros resultados parecen indicar que algunas conclusiones generales sobre

la dinámica de las fluctuaciones en los nemáticos termotrópicos son viables, a saber: que las
funciones de correlación exhiben largo alcance en los estados estacionarios fuera de equilibrio;
que existen dos mecanismos f́ısicos asociados con este comportamiento, estos son la inhomo-
geneidad espacial de los TFD y el acoplmiento de los campos fluctuantes; finalmente, que el
mecanismo de acoplamiento de modos produce efectos mucho más intensos que el primero.

163



Referencias

[1] S. R. de Groot y P. Mazur, Non-Equilibrium Thermodynamics, North-Holland, Amster-
dam, 1962.

[2] R. Graham, en Fluctuations, Instabilities, and Phase Transitions, T. Riste editor, Plenum,
Nueva York, 1975.

[3] N. G. van Kampen, Stochastic Procesess in Physics and Chemestry, North-Holland, Am-
sterdam, 1981.

[4] N. G. van Kampen, en Fundamental Problems in Statistical Mechanics, Vol. I, E. G. D.
Cohen editor, North-Holland, Amsterdam, 1962.

[5] L. D. Landau y E. M. Lifshitz, Sov. Phys. JETP, 5 (1957) 512.

[6] L. D. Landau y E. M. Lifshitz, Fluid Dynamics, segunda edición, Pergamon, Nueva York,
1959.

[7] H. Callen y T. Welton, Phys. Rev., 83 (1951) 34.

[8] R. Kubo, M. Toda y N. Hashitsume, Statistical Physics II, Nonequilibrium Statistical
Mechanics, segunda edición, Springer, Berĺın, 1991.
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