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Introduccion

El proposito del presente trabajo, como su titulo lo indica, es hacer un
acercamiento a la Loégica Matemética utilizando las herramientas que las
Algebras Booleanas nos proporcionan. Esto lo lograremos mediante las Al-
gebras de Lindenbaum!, que son el resultado de dotar de una estructura de
Algebra Booleana al conjunto de formulas del lenguaje de un sistema for-
mal. Lo mas usual es encontrar las Algebras de Lindenbaum de sistemas con
lenguajes proposicionales o de predicados, més especificamente sobre Calcu-
los Proposicionales o Célculos de Predicados; nuestra intencién es trabajar
con sistemas formales lo més generales posibles.

Aunque no es estrictamente necesario un conocimiento previo de Logica
Matemaética por parte del lector, es recomendable que esté familiarizado con
la Logica Proposicional y la Logica de Predicados, sobre todo para contrastar
los métodos algebraicos utilizados en las demostraciones de los teoremas con
los métodos légicos habituales. También son recomendables conocimientos
bésicos de Teoria de Conjuntos, aunque tampoco son absolutamente nece-
sarios.

El primer capitulo es una breve presentacion de las Algebras de Boole,
los conceptos y teoremas que utilizaremos para trabajar con las Algebras de
Lindenbaum. Aprovechamos la teoria desarrollada en esta seccion para de-
mostrar el teorema de representacién de Stone para las Algebras Booleanas,
que tiene una demostracion bastante simple y es un resultado clésico en el
tema.

El capitulo 2 esta dedicado a introducir el concepto de sistema formal y
hacer la relacién entre Logica y Algebra Booleana, acotando mediante cier-
tas propiedades a los sistemas formales sobre los que podremos construir
una Algebra de Lindenbaum. Es conveniente sefialar que, la forma en que
se consideran las condiciones para el sistema, es una construccién bastante

!Que en muchos textos pueden encontrarse bajo el nombre de Algebras de Lindenbaum-
Tarski.



VI Introducciéon

intuitiva, tomando la definicion de Algebra de Boole punto por punto y pidi-
endo al sistema que los vaya cumpliendo; por este motivo, es claro que esta
forma de proceder, ni es Unica, ni es la més elegante, pero a mi parecer es muy
ilustrativa y es interesante ver como desemboca en estructuras conocidas. Fi-
nalizamos este capitulo con dos definiciones importantes, la de Algebra de
Lindenbaum de un sistema formal y la de Sistema Booleano, que seran el eje
del resto de la exposicion, puesto que demostramos resultados para Sistemas
Booleanos, la mayoria utilizando a las algebras de Lindenbaum.

En los capitulos 3 y 4 trabajamos a la Logica Proposicional y a la Lo6-
gica de Pedicados, temas clasicos de la Légica Matematica, pero desde el
punto de vsta Booleano. La primera queda comprendida en la primera sec-
cion del capitulo 3 y hacemos un estudio de sus propiedades mediante los
conceptos definidos en el capitulo anterior, mostrando que es posible partir
de un Sistema Booleano con un lenguaje proposicional y obtener de esta
manera un Célculo de Proposiciones; en este caso, por partir de un Sistema
Booleano tendremos automaticamente una Algebra de Lindenbaum asociada
al sistema. Para la Logica de Predicados procedemos a la inversa (que es la
manera usual), proponiendo un sistema formal con un lenguaje de predica-
dos, definiendo las reglas de inferencia y el sistema axiomético para después
revisar que cumple las propiedades de un Sistema Booleano y construir su
Algebra de Lindenbaum. Sin embargo la teoria que tenemos hasta el ter-
cer capitulo no nos alcanza para demostrar los teoremas de Compacidad y
Completud para la Logica de Predicados utilizando Algebra Boolena, por lo
que en el capitulo 4 introducimos algunas nociones y resultados de teoria de
modelos para poder cerrar el tema.

El dltimo capitulo es independiente de los dos anteriores, hacemos un
anélisis sobre las propiedades que tienen las teorias formales de los Sistemas
Booleanos en general; como es que estas propiedades pueden ‘traducirse’como
propiedades de ciertos filtros en una Algebra de Lindenbaum del sistema y
viceversa, qué caracteristicas de algun filtro en una Algebra de Lindenbaum
se reflejan como caracteristicas de las correspondientes teorias formales. Fi-
nalizamos demostrando la equivalencia del Teorema de Compacidad para la
Logica de Predicados con el Teorema del Ultrafiltro en de las Algebras de
Boole, que, como sabemos, son versiones débiles del Axioma de Eleccién, que
ilustra perfectamente la idea con la que fué realizado este trabajo, aprovechar
la teoria desarrollada en una rama de las matemaéticas para aplicarla sobre
otra.



Capitulo 1

Algebras de Boole

1.1. Redes

Un orden parcial reflerivo es un par ordenado (X, <) donde X es un
conjunto no vacio y < es una relaciéon binaria sobre X con las siguientes
propiedades:

(a) Reflexividad: para cada x € X, x < x.
(b) Antisimetria: para cada z,y € X, si z <y y y < x, entonces x = y.

(¢) Transitividad: para cada z,y,z € X, six <y y y < z, entonces x < z.

Una relacién binaria sobre un conjunto X, que cumple inicamente con
(a) y con (c), sera un preorden.

Diremos que un orden parcial (X, <) es un orden total si < cumple
ademas:

(d) Dicotomia: para cada x,y € X se cumple x <y oy < .

Si (X, <) es un orden parcial reflexivo, podemos definir una nueva relacion
< sobre X porz < ysiysolosiz <yyaxF#y. <esllamado el orden parcial
irreflexivo de X inducido por <. Si (X, <) es un orden total, < es el orden
estricto de X inducido por <. Es comun la utilizaciéon de érdenes estrictos,
que consisten en conjuntos dotados de un orden estricto.

De ahora en adelante, no mencionaremos la relacién de orden < explici-
tamente, a menos que sea necesario para evitar ambigiiedad, asi, nos referire-
mos al “conjunto parcialmente ordenado X” donde la relacién de orden en X
serd <, a menos que se indique lo contrario. Si x <y a menudo utilizaremos
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el lenguaje natural y lo referiremos como “x es menor o igual que y” o “y es
mayor o igual que z”.

Si X es un orden parcial, una cadena en X es un subconjunto de X
totalmente ordenado con la relacién de orden sobre X.

Si A es un subconjunto del conjunto parcialmente ordenado X, una cota
superior de A en X es un elemento de X mayor o igual que todos los ele-
mentos de A. Entonces, x € X es una cota superior para A en X si y s6lo si
a < z para todo a € A. Analogamente x € X es una cota inferior de A en
X siparacadaa € A, x < a.

x € X es llamado el supremo (o minima cota superior) de A si x es una
cota superior de A en X y es una cota inferior para el conjunto de todas las
cotas superiores de A en X. Es decir, x € X es el supremo de de A si y sélo
si paracadaa € A, a < zy, si y es cualquier cota superior de A en X, z < y.
Anélogamente decimos que x € X es el infimo (o mdzima cota inferior) de
A si es una cota inferior de A y es mayor o igual que cualquier otra cota
inferior de A en X. Cabe senalar que tanto el supremo como el infimo de un
subconjunto A de X no necesariamente existen'.

Denotaremos al supremo de A, si es que existe, por sup(A), y al infimo
de A, si existe, por inf(A). Si A = {a;|i € I} es una coleccién indexada de
elementos de X, denotamos por \/,.;a; al supremo de Ay por \,.;a; a
inf(A). Si A es el conjunto conformado tinicamente por los dos elementos x y
y, 1. e. A = {x,y}, entonces escribimos =V y para sup(A) y x Ay para inf(A).
xVyy x Ay son llamadas, respectivamente, la unidn y la interseccion de x

NACE

Definiciéon 1.1.1 Un conjunto parcialmente ordenado (X, <) serd llamado
una red st para cualesquiera x,y € X, tanto el infimo como el supremo del
conjunto {x,y} existen.

Utilizando la notacion antes definida, podemos decir que en una red R,
para cualesquiera z,y € R existen x Vy y = A y. Las redes también son
conocidas con los nombres de latices o reticulas.

Si k es un cardinal infinito, una red x-completa es una red para la cual,
cada conjunto de elementos con cardinal < k tiene tanto infimo como supre-
mo. Una red es < Kk — completa si cada conjunto de elementos con cardinal
< Kk tiene infimo y supremo. Una red es completa si es k-completa para cada
cardinal k.

!Consideremos por ejemplo al conjunto de los nimeros racionales, Q, con su orden
usual. El subconjunto {r € Q|r - r < 2} carece de supremo en Q.
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Es rutinario verificar que en un orden parcial, si éste tiene una cota
superior, entonces dicha cota es tnica. Esto es cierto, en particular, para
las redes y, en caso de que dicha cota superior tnica exista, la llamamos el
mdzimo de la red y lo denotamos por 1. De manera analoga, si una red tiene
una cota inferior, esta cota inferior es tnica, a la cual llamaremos el minimo
de la red y lo denotamos por 0.

Se debe tener cuidado de distinguir entre el elemento maximo de una red
y un elemento mazimal de la red. Diremos que un elemento x de una red es
mazimal si no hay elementos en la red estrictamente mayores que x. Aunque
en general los 6rdenes parciales no tienen necesariamente un tinico elemento
maximal, en las redes se cumple la propiedad que enuncia el siguiente lema.

Lema 1.1.2 Sila red R tiene un elemento mazimal, entonces dicho elemento
mazimal es inico.

Demostracién. Supongamos que x y y son elementos maximales de R.
Entonces x < xVyyy < xVy asi que, como x y y son maximales, x = xVy
y y = x V y. Concluimos que x = y, tal como se queria. B

El siguiente lema enuncia algunas de las propiedades que cumplen las
redes.

Lema 1.1.3 Para cualquier red R, y cualesquiera z,y,z € R, se cumplen
las siguientes igualdades:

Ly rVy=yVz TANYy=yAx
Lo xV(yVvz)=(xVy Vz s AyNz)=(xAy) Az
Ls (zVy) Ny =y Ay Vy=y

Demostracion. La demostracion es sencilla a partir de la definicién de
infimo y supremo en un orden parcial. ll

Diremos que una red R es complementada si tiene un elemento maximo
1, un elemento minimo 0, y para cada z € R existe un elemento y € R tal
que:

Ly zvy=1 y xAy=0

Dicho elemento y es llamado el complemento de x. En una red comple-
mentada no necesariamante cada elemento tiene un tinico complemento, e.g.
la red cuyo conjunto subyacente es X = {0, a,b, ¢, 1} y cuya relacion de orden
es < dada por:
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paratodax,y € X, <y siysolosi =006 y=106 z=uy.

Entonces, dado que en estared aVb=bVec=cVa=1yaAb=bAc=
c A a = 0, cada uno de los elementos a, b, c es el complemento de los otros
dos.

La condicién extra que requerimos que cumpla una red complementada
para asegurar la unicidad de los complementos es la distributividad. Diremos
que una red R es distributiva si para cualesquiera x,y,z € R, se cumplen
las siguientes identidades:

Ls (xVy)ANz=(xAz)V(yAz)
(xANy)Vz=(xVz)A(yVz)

Observemos que en una red complementada R, para cada x € R, x A1l =
z,zV1=1,2AN0=0y2V0==z.

Lema 1.1.4 Sea (R, <) una red. Para cualesquiera x,y,z € R se cumplen:

(xAz)V(yAz)<(xVy Az
(xV2)AN(yVz)<(xAy)Vz

Demostracién. Utilizando tnicamente las definiciones de supremo e
infimo, tenemos que (zAz) < zy (yAz) <z conloque (zAz)V(yAz)<
z. Porotrolado (x Az) <z < (xVyy WAz <y < (xrVy), que
implica (x A z) V (y A z) < (x V y). De estas dos observaciones se sigue que
(xANz)V(yAz)<(xVy)Az, como querfamos demostrar.

La otra desigualdad se demuestra de manera analoga. W

Como consecuencia directa de este lema, podemos observar que en lugar
de la condiciéon Ls, basta pedirle a una red complementada R que, si x,y y
z son elementos de R se cumpla

(xA2)V(yAz)

Ls (zVy)
x (xVz)A(yV2)

(zAy)

para que sea R sea distributiva.

Nz
V z

IAINA

Lema 1.1.5 En una red complementada distributiva cada elemento tiene un
1inico complemento.
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Demostracién. Supongamos que R es una red complementada distribu-
tiva en la que y y z son complementos del elemento x de R. Entonces zVy = 1
y A z = 0. Entonces:

y=yvVOo=yV(zAz2)

=(yVvz)A(yV=)
=1A(yVz2)
=yVz

Analogamente z =y V z, y por tanto y = z. B

En una red complementada distributiva el complemento tnico de un ele-
mento z es denotado por z*. Es claro ademés, a partir de la unicidad de los
complementos y observando que la relacion “ser complemento de” es simétri-
ca, que (z*)* = .

Definicién 1.1.6 Una Algebra Booleana es una red complementada, dis-
tributiva con al menos 2 elementos®.

Tomemos por ejemplo al conjunto parcialmente ordenado (P(X), C) donde
X es cualquier conjunto, ésta es una Algebra Booleana donde las operaciones
interseccién, unién y complemento corresponden a las operaciones intersec-
cién, unién y complemento conjuntistas; el elemento méximo es el conjun-
to X, el minimo es el conjunto vacio. Las Algebras Booleanas de la forma
(P(X), C) se conocen como Algebras Booleanas Potencia o simplemente Al-
gebras Potencia.

Hemos introducido la nocién de Algebra Booleana, o Algebra de Boole,
construyendo su estructura gradualmente a partir de un orden parcial, des-
de un punto de vista més préoximo a la Teoria de Conjuntos. De manera
alternativa, podriamos haber definido una Algebra Booleana 4, como una
estructura algebraica, digamos

B =(B,V,N\*0,1)

que satisfaga L1 — Ls. De aqui, que se utilice el término ‘dlgebra’. Si hubiése-
mos introducido las Algebras Booleanas de este modo, habriamos definido
la relacién < sobre B por x <ysiysélosizVy=y.

2Remarquemos que 0 # 1 en cualquier Algebra Booleana.
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Teorema 1.1.7 Supongamos que B = (B,V,N\,*,0,1) es una estructura
que satisface L1 — Ly y que < estd definida sobre B por x < y si y sdlo si
xVy=1y. Entonces (B, <) es una red complementada distributiva.

Demostracién. Si (B, <) fuese un orden parcial, sélo faltaria ver que
para cualesquiera x,y € B, x Ay € By xVy € B, pero dicha situacion
ocurre pues en la estructura algebraica las operaciones estan bien definidas
y son cerradas. Ahora, si (B, <) fuese una red, ésta seria complementada si
para cada x € B, también x* € B, cosa que también ocurre al ser * una
operacion de la estructura algebraica. En caso de que (B, <) fuera una red
complementada, seria también distributiva si cumpiera Ls, pero es el caso
que lo cumple. Entonces, para ver que (B, <) es una red complementada
distributiva, basta con demostrar que (B, <) es un orden parcial.

Para la transitividad, tenemos que

si x <y entonces xVy=y,

si y <z entonces yV z =z,

dedonde zVz=2zV(yVz)=(xVy Vz=yVz=z
Para la antisimetria

r<y=zVy=y
= =
y§xz>y\/x::c} =y

Y para la reflexividad tenemos por un lado que 1 =z V1=zV (zVa*) =
(xVax)Vae* asicomo 0=0V0=(xAz*)V(zAx*)=(zVx)Az* Esto,
aunado a la unicidad de los complementos, arroja que x V x = x lo cual es
suficiente para demostrar x < z. l

Con este teorema queda clara la equivalencia entre definir a las Algebras
Booleanas como redes o mediante estructuras algebraicas.

1.2. Filtros

Definicion 1.2.1 Un filtro en una red R es un subconjunto no vacio F de
R que satisface:

(i) para cada x,y € F, x Ny € F.

(i1) para cada x € F, y € R, si x <y entonces y € F.

(111) si el minimo de la red existe, entonces 0 ¢ F.
Un ideal en una red R es un subconjunto no vacio I de R que satisface:

(i) para cada x,y € I, xVye€l.
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(1) para cada x € I, y € R, siy < x entonces y € I.
(#ii) si el mdzimo de la red existe, entonces 1 ¢ I.

Es claro por la definicién que si una red R tiene un elemento méximo 1,
entonces cada filtro en R también lo tiene. Anadlogamente el minimo de R, si
existe, es un elemento de cada ideal de R. De hecho, trivialmente se observa
que si 1 es el méaximo de R y 0 el minimo de R entonces {1} es un filtro y
{0} es un ideal en R.

Otro ejemplo que vale la pena mencionar es el siguiente, para cada r € R,
el conjunto {y|z < y} es un filtro, llamado el filtro principal generado por x.
Analogamente {y|y < x} es un ideal, el ideal principal generado por x. En
las redes finitas cada filtro y cada ideal son principales, i.e. generados por
algin elemento de la red.

Dualidad. Podemos observar que en L; — Ls, si intercambiamos A y V
y 0 y 1, la identidades se transforman en nuevas identidades que también
se cumplen en las Algebras Booleanas. Incluso, por la forma en que fueron
elegidos L; — L5, las dos identidades de cada par resultan simplemente inter-
cambiadas bajo esta transformaciéon. La afirmacién obtenida al realizar esta
transformacion es llamada el dual de la afirmaciéon original. Al cumplirse
para Ly — Ls se sigue que el dual de cualquier afirmacion verdadera acer-
ca de Algebras Booleanas expresada en términos de A,V,0 y 1 es también
una afirmacion verdadera acerca de Algebras de Boole. Cuando la afirma-
cion hace adicionalmente mencién de ideales y filtros, obtenemos su dual al
intercambiar ‘ideal’y ‘filtro’, y ‘<’ y ‘>’. Consideremos, para ejemplificar el
concepto de dualidad, el siguiente lema.

Lema 1.2.2 En una Algebra Booleana, para cualesquiera elementos ,y del
Algebra se tiene que © A y* =0 siy sélo si x < y.

Demostracién. Supongamos que x A y* = 0. Entonces x = z A1 =
TA(YVy)=(@Ay)V(eAys)=(xAy)VO=zAy<y.

Inversamente si x < y, entonces Ay = x y por tanto zAy* = (xAy)Ay* =
cAYANy)=zA0=0 1

Ahora, por el principio de dualidad, podemos deducir inmediatamente que en
una Algebra Booleana xVy* = 1 iy solo si y < z. Pero no s6lo eso, tenemos
incluso una demostracién de dicha afirmacién, pues Gnicamente tenemos que
‘dualizar’ la demotracion que tenemos para la afirmacion original. De aqui
en adelante, cuando demostremos un teorema acerca de Algebras de Boole,
consideraremos también demostrado el dual.
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Se dice que un conjunto A de elementos de una Algebra Booleana tiene
la propiedad de interseccion finita (la cual abreviaremos ‘pif’) si el infimo
de cualquier subconjunto finito de A es distinto de 0. La importancia de esta
propiedad radica en que, son precisamente aquellos subconjuntos de una
Algebra Booleana que tienen la pif los que pueden ser extendidos a filtros.

Si A es un conjunto de elementos de una Algebra Booleana B, llamaremos
AV al conjunto de los elementos en B mayores o iguales que algin elemento
de A. Es decir,

A'={z e B|(3ac A)(a <)}
Y A¢ seré el conjunto de los infimos de todos los subconjuntos finitos de A
A¢ = {inf(X)|X € [A]<N0}3,

Una base para un filtro F' es un conjunto A tal que A = F. Una sub—base
para un filtro es un conjunto A tal que A° es una base para F', es decir, si
A es sub-base de F, entonces F = (A°)°, y decimos que A genera a F.
Observemos que A C A¢ C (A°)°.

Lema 1.2.3 Para cualquier subconjunto A de una Algebra Booleana, el con-
junto (A°)° es un filtro si y sélo si A tiene la pif. Ademds, cualquier filtro
que contenga a A, contiene también a (A°)°.

Demostracién. Notemos que z € (A°)Y si y so6lo si, para algin X €
[A]<Mo | inf(X) < .

Supongamos z,y € (A°)?. Entonces, para algunos X, Y € [A]<M inf(X) <
r e inf(Y) < y. Al ser finitos X y Y, tenemos que X UY € [A]<N0 y,
ademés, inf(X UY) =inf(X)Ainf(Y'), pero inf(X)Ainf(Y) < z Ay, por lo
que z Ay € (A°)°. Trivialmente se puede verificar que si z € (4°)% y z <y
entonces y € (A°)°. Falta tunicamente demostrar que 0 ¢ (A°)? y, es conve-
niente resaltar que es tnicamente en esta parte de la demostraciéon donde se
utiliza que A tenga la pif.

Supongamos que 0 € (A€)?, ésto implica que para algin X € [A]<No,
inf(X) <0, asi, inf(X) = 0 y por lo tanto A no tiene la pif.

Finalmente, supongamos que F es un filtro y A C F. Sea 2 € (A®)°,
entonces, para algin X € [A]<M inf(X) < z. Como X C F'y F es un filtro,
inf(X) € Fy, utilizando nuevamente el hecho de que F' es un filtro, x € F.
Por lo tanto, (A¢)° C F. B

3Para cualquier conjunto A y para cualquier cardinal », [A]<" = {X C A| |X| <k}
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Se sigue de este lema que un subconjunto A de una Algebra Booleana
pude ser extendido a un filtro si y sélo si tiene la pif.

Los filtros en una Algebra Booleana B son subconjuntos de B que cumplen
ciertas propiedades y, como subconjuntos, pueden ser ordenados parcial-
mente mediante la contenciéon. Los filtros que son maximales respecto a este
orden son llamados wltrafiltros. Entonces, un ultrafiltro es un filtro F' que no
tiene una extension propia que también sea un filtro. El siguiente lema nos
da una caracterizacion para los ultrafiltros.

Lema 1.2.4 Si F es un filtro en una Algebra Booleana B, F es un ultrafiltro
sty solo si para cada x € B, x € F o x* € F.

Demostracién. Supongamos que para cada © € B, z 0 2 estd en F
y sea G un filtro que contiene propiamente a F'. Entonces, existe un x en
G — F y, como x ¢ F, se tiene que z* € F C G, lo cual resulta en una
contradiccién, pues tendriamos que z A z* = 0 € G. Por lo tanto no hay
ningun filtro que contenga propiamente a F'.

Inversamente, supongamos que F' es un ultrafiltro y que =z ¢ F. Sea
G = (FuU{z})9 Como F es un ultrafiltro, G no es un filtro, entonces
F U {x} no tiene la pif y para algin X € [F]<® inf(X) A z = 0. Tenemos
entonces que inf(X) < z* y, dado que inf(X) € F, 2* € F.

A continuacion utilizaremos el Axioma de Eleccién, en la forma del Lema
de Zorn, para demostrar uno de los resultados més importantes referentes a
ultrafiltros.

Teorema 1.2.5 (El Teorema del Ultrafiltro) Cada filtro en una Alge-
bra Booleana puede ser extendido a un ultrafiltro.

Demostracién. Sea F un filtro en una Algebra Booleana B. Sea .7 el
conjunto de todos los filtros en B que contienen a F. Como F € %, ¥ es
distinto del vacio.

& puede ser parcialmente ordenado por la contencion. Verificaremos que
respecto a este orden, las cadenas en % tienen cota superior.

Sea 2 = {D;|i € I} una cadena en 7, y sea D = |J;c; D;. Si z,y € D,
entonces para algunos 7,5 € I, x € D; y y € D;. Como Z es una cadena,
D; C Dj o Dj C D;, supongamos sin pérdida de generalidad que D; C D;.
Entonces x,y € D; y, como Dj es un filtro, r Ay € D;. Siz € By x < z,
entonces z € D; C D. Como para cualquier i € I, 0 ¢ D;, se sigue que
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0 ¢ D. Tenemos, por estas observaciones, que D es un filtro tal que F' C D,
por lo que D € #. Asi, D es una cota superior para & en .%.

Se tiene como consecuencia del Lema de Zorn que % contiene un elemento
maximal G. G es un ultrafiltro que extiende a F. B

Corolario 1.2.6 Cada conjunto de elementos de una Algebra Boolena con
la pif puede ser extendido a un ultrafiltro.

Demostracién. Es una consecuencia directa del lema 1.2.3 y el Teorema
del Ultrafiltro. B

Corolario 1.2.7 Cada elemento distinto de cero de una dlgebra Booleana
pertenece a algin ultrafiltro.

Demostracién. Si z # 0, {z} tiene la pif y puede ser extendido a un
ultrafiltro. W

Corolario 1.2.8 Para cualesquiera dos elementos distintos de una Algebra
Booleana, existe un ultrafiltro que tiene a uno de ellos y no al otro.

Demostracién. Si x # y entonces no sucede que x < y 0 no sucede que
y < x. Supongamos sin pérdida de generalidad que z no es menor o igual
que y, entonces, por el lema 1.2.2, z A y* # 0, por lo que {z,y*} tiene la pif
y puede ser extendido a un ultrafiltro £ en B. Como y* € F,y ¢ F. B

El corolario 1.2.6 es de gran utilidad cuando queremos extender un sub-
conjunto A de una Algebra Booleana a un ultrafiltro, pues marca como
condicion suficiente para hacerlo que A tenga la pif. Para esto primero tene-
mos que demostrar que 0 ¢ A. En general no es suficiente demostrar que el
infimo de cualesquiera dos (en lugar de cualquier nimero finito) elementos de
A es distinto de 0. Pero, si podemos demostrar que el infimo de cualesquiera
dos elementos de A pertenece a A, entonces habremos demostrado que A
tiene la pif, pues de ahi se sigue inmediatamente que el infimo de cualquier
numero finito de elementos de A esta en A y por tanto es distinto de 0. Este
serd el método que se seguird usualmente al utilizar este corolario.

1.3. Algunas propiedades importantes de las alge-
bras de Boole
Si B es una Algebra Booleana, una subdlgebra de B es un subconjunto

no vacio de B que es cerrado bajo las operaciones infimo, supremo y com-
plemento. Supongamos que B’ es una subélgebra de B, como B’ es no vacio,
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existe z € B’, y como es cerrado bajo complementos, z* € B’, lo que implica,
que zAz* =0€ B 'yxVa*=1¢€ B, pues B es cerrado bajo infimos y
supremos. Asi, cualquier subalgebra B’ de B tiene al 0 y al 1 y, de hecho, no
es dificil demostrar que el subconjunto {0,1} de B es una subalgebra de B.
Recordando que {0} es un ideal y {1} es un filtro, podemos generalizar esta
observacién con el siguiente teorema, el cual no demostraremos pues, aunque
su demostracion es sencilla partiendo de las definiciones, es algo larga.

Teorema 1.3.1 Sea B una Algebra de Boole y F un filtro en B. Si I =
{z*|z € F}, entonces I es un ideal, B' = F U I es una subdlgebra de B y F
es un ultrafiltro en B’.

Si By, By son dos Algebras Booleanas un homomorfismo de By en Bs es
una funcién f de By en By que preserva las operaciones algebraicas, i.e. tal
que para cada x,y € B :

(a) f(zAy) = f(z) A f(y)

(b) flzVy)=flz)V f(y)

(c) f(z®) = f(2)

El concepto de homomorfismo (o simplmente morfismo) aqui referido es el
utilizado usualmente en algebra. Debido a que la demostracion del siguiente
teorema es semejante a la que se da en todas las estructuras en las que se
trabaja con morfismos, preferimos omitirla.

Teorema 1.3.2 Si By y By son Algebras de Boole, vy f es un homomorfismo
de By en By entonces

(a) la imagen del mdzimo de By bajo f es el mdzimo de Bs, y la imagen
del minimo de By bajo f es el minimo de By

(b) x <y implica f(x) < f(y), para cualesquiera x,y € By

(c) f[B1] es una subdlgebra de Bo

Si ademéas de ser homomorfismo, f es inyectiva, diremos que f es un
isomor fismo entre By y f[Bi]. Si ademés f es suprayectiva, entonces f es
un isomorfismo entre By y Ba. Si hay un isomorfismo entre By y Bs diremos
que By y By son isomorfas y lo denotamos por By = Bs.

Sea F un filtro en una Algebra Booleana B. Definimos la relacion ~p
sobre B por
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x ~p gy siy solosipara algunad € F,e ANd=yAd

Lema 1.3.3 La relacion ~p, antes definida, es una relacion de equivalencia
sobre B.

Demostracién. Se puede revisar en |3|. B

Lema 1.3.4 ~f es una relacion de congruencia sobre B. Es decir, si x ~p
2 yy~py entonces

x ANy ~px' ANy
zVy~px' Vy
a:,*NFx/*

Demostracién. Se puede revisar en [3]. B

Sea z v/ y una abreviatura para (z V y*) A (z* V y)

Lema 1.3.5 Sea B una Algebra Booleana y F un filtro sobre B. Si x,y € B
entonces

(a) x ~py siysdlosi x7y€F

(b) xsyy=1 siysdlosi x=y

Demostracién. Para el inciso (a) no es complicado verificar que (z V
Yy )N (z*Vy) = (2 ANy*) V (z Ay), entonces:

yA[@ Ay V@AYl =yA @ Ay)VIyAn(zay)=yna

e A[(@ Ay )V (@AYl =[zn(@ Ay Vi zA(Ay)=zAy
De donde se sigue que

yA[@ Ay ) V(@AY =A@ Ay")V(zAy)]

o bien

yA@vy) =zA(xVY).

Ahora, por este resultado = 7 y € F implica directamente que x ~p y.

Para el inverso, tenemos quepara alguan d € F, d = 1Ad = (yVy*)A\d =
(ynd)V (y*ANd) = (zANd)V (y*ANd) = (z Vy*) Adlo cual implica que
d < (xVy*)y por ser F filtro z V y* € F. Analogamente z* Vy € F,y
nuevamente por ser F filtro, (z Vy*) A (z* Vy) € F.

En el inciso (b), cuando x = y trivialmente = 7 y = 1. Para el caso
inverso, si (z Vy*) A (z* Vy) = 1 entonces, necesariamente (z Vy*) =1y
(z* Vy) = 1. El resultado deseado se sigue de recordar que en las Algebras
Booleanas se cumplen las leyes de De Morgan y que el complemento de cada
elemento es Gnico. W
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Si |z| es la clase de equivalencia, bajo la relacion ~p, a la cual pertenece el
elemento z de B, el lema 1.3.4 demuestra que el conjunto B/F = {|z||z € B}
puede ser dotado de una estructura de Algebra Boolena si definimos, para
cada z,y € B

[Z| Ayl = |z Ayl
[z| V [y| = |z V y|
|z[* = |z

El conjunto B/F con esta estructura es llamada el dlgebra cociente de B
mdédulo F. La funcién h : B — B/F tal que h(x) = |z| es claramente un
homomorfismo, es llamada el homomorfismo candnico de B sobre B/F, vy,
como en cualquier 4lgebra cociente, se cumple el siguiente lema.

Lema 1.3.6 Sea B una Algebra Booleana y F un filtro sobre B. Si x € B,
|x| =1 en B/F siy sdlo six € F.

Demostracién. Basta notar que si « € F' entonces |z| = F', y recordar
el teorema 1.3.2 aunado al hecho de que 1 € F para todo filtro /. B

Lema 1.3.7 Sea f : By — By un homomorfismo entre dos Algebras de
Boole. El conjunto F = {x € By|f(z) = 1} es un filtro y f[B1] es isomorfo
1) Bl/F.

Demostracion. Verificar que F' es un filtro es rutinario, por lo que
omitiremos la demostracién. B

Para demostrar la segunda parte notemos que, para cualesquiera x,y €
By

|| =ly| siysolosi o ~py
siysflosi gy € F por el lema 1.3.5
siysolosi f(zyy) =1 por la definicion de F

siysolosi f(z) f(y) =1 pues f es un homomorfismo
siy solosi f(x) = f(y) por el lema 1.3.5

donde |z| es la imagen de x bajo el homomorfismo canoénico h: By — B;/F.
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Entonces, la funcién g : B1/F — f[Bj] definida por g(|z|) = f(x) esta
bien definida y es inyectiva. Es facil comprobar que ¢ es un homomorfismo
de By/F en f[Bj]. Por lo tanto By /F = f[B;]. R

El filtro F' del lema anterior es llamado la coraza del homomorfismo f. La
nocion dual de la coraza es la de nicleo (o kernel) del homomorfismo, mucho
més conocida para los algebristas, y que esta definida por {z|f(x) = 0}. Se
puede demostrar que el nicleo de un homomorfismo es un ideal, y, de hecho,
el lema 1.3.7 normalmente se enuncia en su forma dual, es decir, en términos
de ideales.

El siguiente es un resultado tipico del algebra para homomorfismos.

Lema 1.3.8 Un homomorfismo entre Algebras de Boole es inyectivo si y
solamente si su coraza es {1}.

Demostracién. Sea f : By — B un homomorfismo entre dos Algebras
Booleanas con coraza {1}. Si f(x) = f(y) entonces f(zVy*) = f(x)Vf(y*) =
f@)V f(y)* = f(z) Vv f(z)* = 1. Andlogamente f(x* V y) = 1 y por tanto
fxsyy) = 1. Asi, xyy = 1 y por el lema 1.3.5, podemos concluir que x = y
y por tanto f es inyectiva. El inverso es trivial. B

Diremos que un filtro en una Algebra Booleana F' es primo si cada vez
que xVy € F,entoncesx € FoyeF.

Teorema 1.3.9 Sea F un filtro sobre una dlgebra Booleana B. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) B/F =2

(b) F es un ultrafiltro

(¢c) F es primo

(d) para cualquier x € B, z estd en F o x* estd en F

Demostracién. (b) < (d). Es el lema 1.2.4.

(d) = (a) Sea |z| la imagen de z bajo el homomorfismo canénico de B
sobre B/F y supongamos que |z| # 1. Se sigue del lema 1.3.6 que = ¢ F,y
utilizando la hipotesis obtenemos que z* € F. Entonces |2*| = |z|* = 1, por
lo que |z| = |z|** =0, y asi:

B/F ={0,1} ~ 2.
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(a) = (d) Si x ¢ F entonces |z| # 1y, por hipotesis, |x| = 0 por lo que
|z*| =1y z* € F.

(b) = (c) Supongamos tVy € Fy z ¢ F. Sea G = ((FU{2})°)°. Como
por hipétesis F' es maximal, G no es un filtro, entonces para algin z € F,
zAx=0.Como z,zVyeF, zA(xVy)=(zAz)V(zAy) =0V (2 Ay) =
zAy € F.Pero zAy <y ycomo F es un filtro, y € F.

(¢) = (d) Para cualquier x € B, z Va* =1 € F'y, por hipotesis, z € F
ox*eF. 1

Sea {A,|n < w} una coleccién numerable de subconjuntos de una Algebra
Booleana, cada uno de los cuales tiene infimo. Digamos

paran € w an = inf(Ay) [I1]
Diremos que un ultrafiltro preserva infimos [II] si y so6lo si
paran € w h(a,) = inf{h(a)|a € A,}
donde h es el homomorfismo canoénico de B sobre B/F = 2.

Teorema 1.3.10 (Lema de Tarski) Sea B una Algebra de Boole. Si x es
un elemento de B distinto de cero y {An|n € w} es una familia de subcon-
juntos de B tal que para todo n € w el infimo de A, pertenece a B, entonces
hay un ultrafiltro en B que contiene a x y que preserva infimos |I1].

Demostracién. Sea a,, = inf(A,,). Definiremos por recursiéon una suce-
sion {b,|n € w} tal que para cadan € w, b, € Ay y {x,a0 Vb5, ..., an, V I}
tenga la pif.

Cuando m = 0, supongamos que no existen elementos en Ag que cumplan
lo deseado, es decir, que para cada b € Ay, x A (ag V b*) = 0. Como

x A (ag V") = (x Nag)V (x Ab¥),

tenemos que z Aag = 0y x Ab* = 0 para cada b € Ay, de donde x < b
para todo b € Ay, y asi, v < ag = inf(Ap). Entonces x = = A ag = 0,
contradiciendo nuestra hipotesis; como la contradicciéon surge de suponer
que para toda b € Ay, z A (ap V b) = 0, debe de existir b € Ag tal que
x A (ag V b) sea distinto de cero. Definimos a by como dicha b.

Para el paso recursivo, consideramos m € w, 0 < m, tal que para toda
n € m hemos encontrado una b,, que satisfaga las condiciones deseadas, para
facilitar la exposicién del argumento, definimos
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y=xA(ag VO A A(am-1 Vb, 1)

Asi, y # 0.
Supongamos que para cada b € A, y A (anm, V b*) = 0. Como

y/\(am\/b*):(y/\am)v(y/\b*)a

se sigue que y Aa, =0y y Ab* =0 para cada b € A,,. Entonces y < b para
cada b € A,, y, por tanto, y < a,, =inf(4,,). Entonces y = y A a,, = 0, lo
cual resulta en una contradiccién a nuestra hipotesis y existe entonces algin
by € A, con

y A (am VOE,) #0

Entonces, paran < m podemos encontrar b,, que satisfaga las condiciones
deseadas. Asi, podemos encontrar una b, asi para toda n € w, de lo cual
podemos inferir que el conjunto

{z,ao VvV by,...,an Vb, ...}

tiene la pif y puede ser extendido a un ultrafiltro F' en B. Para terminar
demostraremos que F' preserva la propiedad |II].
Sea h el homomorfismo canoénico de B sobre B/F. Como a, V b}, € F,
h(an) V h(by)* = h(a, Vb)) =1 por lo que h(a,) > h(b,), y asi
inf{h(b)|b € An} < h(ay) (1)

Como a,, =inf(A,), a, < b para cada b € A,, y, entonces, h(a,) < h(b) para
cada b € A,,. Por lo que

h(an) <inf{h(b)|b € A,} (2)
De (1) y (2) podemos concluir que
h(ayn) = inf{h(b)|b € A, }

Y por lo tanto, F' preserva la propiedad [IT]. B

Finalizamos esta secciéon con uno de los teoremas clasicos de las Alge-
bras Booleanas, que puede utilizarse para reducir el estudio de las Algebras
Booleanas en general, al estudio de las subalgebras de las algebras potencia®
en particular, a las cuales llamaremos dlgebras de conjuntos.

4Definidas en la seccion 1.1.
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Teorema 1.3.11 (Teorema de representaciéon de Stone) Toda Algebra
de Boole es isomorfa a una dlgebra de conjuntos.

Demostracién. Sea B una Algebra Booleana y sea A el conjunto de
todos los ultrafiltros en B. Como B tiene al menos dos elementos, A # (.
Definamos la funcion h : B — P(A) por

h(b) = {D € Alb € D}

Asi, h asigna a cada elemento b de B el conjunto de todos los ultrafiltros
que contienen a b. Observemos que h es inyectiva, pues si a y b son elementos
distintos de B entonces hay D € A tal que a € D y b ¢ D. Asi, D €
h(a) — h(b), de modo que h(a) # h(b). Ademés, h es un homomorfismo de
B en A, pues

h(a*) = A—h(a) yaquea® € Dsiysolosiad¢ D

h(aVb) =h(a)Uh(b) yaqueaVbe Dsiysdlosiae Dobe D
h(a Ab) = h(a)Nh(b) yaqueaAbe Dsiysolosiae Dybe D
h(0) =0y h(l)=A vaque 0 ¢ Dy 1 € D para todo ultrafiltro D

Asi, h es una inmersion de B en P(A). Sea B la imagen de h. B es el
universo de una subélgebra de P(.A) y h es un isomorfismo entre By 5. B
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Capitulo 2

Algebras de Lindenbaum

2.1. Sistemas formales

Sea S un conjunto no vacio. A los elementos de S les llamaremos simbolos
de S. Diremos que, una sucesion finita de simbolos de .S, forma una expresion
de S. Al conjunto de expresiones de S lo denotaremos por Eg.

Definicion 2.1.1 Sea S un conjunto de simbolos y ® C Eg, no vacio. Por
un Lenguaje Formal (L. F.), L, entederemos a la pareja ordenada

L = (S, ®).
A S de le llamard el alfabeto de L, y a ® el conjunto de férmulas de L.

Por lo general para construir @ a partir de Eg se dan una serie de reglas,
llamadas reglas de formacion de las férmulas de L, y que proporcionan un
mecanismo efectivo para decidir si una expresion dada pertenece o no a ®.

Definicion 2.1.2 Si Ly y Ly son dos lenguagjes formales, decimos que L es
un sublenguaje de Lo, denotado por Ly < Ly si y sdlo si:

(i) El alfabeto de Ly estd contenido en el de Lo

(ii) El conjunto de formulas de Ly estd conformado por todas aquellas
formulas de Lo que sdlo tienen simbolos de L.

Sea L= (S, ®) un L. F. Por una regla de inferencia R"™ de aridad n en L,
con n € Ny 2 < n, entenderemos una relaciéon n-aria sobre ®, es decir, un
subconjunto del producto cartesiano ®", de tal suerte que para todo conjunto
de n — 1 férmulas y cada formula ¢, se pueda decidir efectivamente si las
n — 1 formulas junto con ¢ estan en la relacion R", y esto debe ocurrir si
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y sblo si cualquier permutacion de las n — 1 férmulas, junto con ¢ estan en
R™. En tal caso diremos que ¢ es consecuencia directa de las n — 1 férmulas
en virtud de la regla R™.

Definicion 2.1.3 Sea L = (S,®) un L. F. y sea {R;}icr con I finito, un
conjunto no vacio de reglas de inferencia en L. Por un Sistema Formal, con
lenguage formal L, entenderemos a la pareja ordenada

SF, = (L, {Ri}ier)-

En adelante, si no se especifica otra cosa, cuando hablemos del lenguaje
L, entenderemos lenguaje formal L=(S, ®), y cuando hablemos del sistema
SFy,, entederemos sistema formal SFy, = (L,{R;}icr). Si hemos fijado un
lenguaje, L, para trabajar, omitiremos el subindice j y denotaremos al sis-
tema tnicamente por SF.

Definicion 2.1.4 Una restriccion a la aplicacion de una regla de inferencia
a formulas es una condicion, especificada de modo preciso, que deben satis-
facer la regla y las formulas, y que involucra a la derivacion considerada en
el contexto de la aplicacion de la regla y que debe ser decidible!.

Sean A C &y ¢ € ® de L. Se dice que @ es consecuencia de A o deducible
a partir de A en SFy, si y solo si existe una sucesion finita ¢1,... ¢, de
formulas de L tal que:

(1) on = .

(i1) Para cada j € {1,...,n}, 0 ¢; es un elemento de A o ¢; es conse-
cuencia directa de alguna o algunas de las féormulas anteriores de la sucesion,
en virtud de alguna de las reglas de inferencia de SFj,, las cuales pueden
tener o no restricciones.

La notacién usual es:

Abgp,

Si este es el caso, se dird que la sucesion 1, ..., @, es una deduccion de
© a partir de A en SF1, y a los elementos de A les llamaremos hipdtesis.

Utilizando tnicamente esta definicién es posible enunciar un pequeno
lema, valido para cualquier sistema formal.

1Es decir, si existe un procedimiento efectivo para decidir si una formula dada de L se
deriva a partir de la aplicacién de la regla con una restriccién dada.

Un conjunto efectivamente decidible de objetos es un conjunto para el que existe un
procedimiento mecénico que determina si un objeto pertenece o no pertenece al conjunto.
Por un procedimiento mecdnico nos referimos a un procedimiento que puede llevarse a
cabo de manera automadtica, sin utilizar originalidad o ingenio; un procedimiento que una
computadora pueda llevar a cabo.



2.1 Sistemas formales 21

Lema 2.1.5 (Lema de Finitud) Si L es un lenguaje, SFy, un sistema for-
mal, y A es un subconjunto de las férmulas de L, entonces A Fgp, ¢ siy
solo si existe un subconjunto finito I' de A tal que I' =55, .

Demostracion. Sea ¢, ..., ¢, una deducciéon de ¢ a partir de A. Sea I
el conjunto de las formulas de A que aparecen en esta deduccion. I es finito
Y ©1,-..,%n €s una deducciéon de ¢ a partir de I'. B

Si A es el conjunto unitario que contiene tnicamente a la formula v, y
A g @, diremos que ¢ se deduce a partir de 1, y lo denotaremos:

Y sm .

También es til diferenciar el caso en el que la férmula ¢ se deduce a partir
de ¢ médulo A. Si A es un subconjunto de ®, y se tiene que AU {¢} - ¢,
lo denotaremos por:

A7 1/} l_SFL ®-

Cuando hayamos fijado un lenguaje L y un sistema SFy,, podemos omitir
el subindice para el simbolo de deduccién:

A .

Finalmente, si A es el conjunto vacio, y tenemos que A F ¢, podemos
escribir inicamente:

F .

Definicion 2.1.6 Considérese a SF1,. Sea I' C ®,por la cerradura deductiva
de T, denotada por I'", endenderemos al conjunto de todas las férmulas que
se deducen formalmente a partir de I' en SFL,.

I'" = {p et p}
Partiendo de este concepto, podemos dar las siguientes definiciones:

Definicién 2.1.7 Considérese SFy, = (L,{R;}icr) y sea T C ®. Se dice que
T es una teoria formal si y solo si T = T. A los elementos de T se les
llamard teoremas formales de T.

Definicion 2.1.8 FEl lenguage de la teoria T, L(T), serd el sublenguaje de L
que tiene como conjunto de simbolos al conjunto de simbolos que intervienen
en la teoria T.
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Definicion 2.1.9 Si T es una teoria formal, se dice que T es aziomatizable
si y solo si existe T' C T, T' decidible?, tal que T" = T. AT se le llamard
conjunto de axiomas de T, y a los elementos de I' axiomas de T.

Si trabajamos unicamente con la definicién de teoria formal tal cual se
acaba de dar, nos encotraremos con un concepto demasiado general, que
abarca a una gran cantidad de teorias; algunas que pueden deducir a cual-
quier formula del lenguaje, otras que no pueden deducir nada més alla de su
propio conjunto de axiomas, y, aun cuando es cierto que todas ellas cumplen
el ser conjuntos deductivamente cerrados, hay otras propiedades con las que
podemos separar algunos tipos més especificos de teorias. Es comun exigirle a
las teorias ciertas propiedades adicionales, como es el caso de la consistencia,
la correctud y la completud. Definamos pues estas propiedades.

Definicion 2.1.10 Sea T una teoria formal. Se dice que T es una teoria no
trivial si y sdlo si eviste p € L(T)? tal que p ¢ T. En caso de que L(T) = T,
diremos que T es trivial.

En caso de que T sea axiomatizable, la definicién anterior es equivalente
a pedir que exista ¢ € L(T) tal que I' ¥ ¢ con I' conjunto de axiomas para
T.

En un sistema con simbolo de negacién podemos enunciar una propiedad
que, de cumplirse, tendrd como consecuencia directa la no trivialidad del
sistema.

Definicion 2.1.11 S5i T es una teoria formal en un sistema con simbolo de
negacion, diremos que T es consistente si y solo si no existe ¢ € L(T) tal
que a partir de T se deduce ¢ y —p.

Es claro que la consistencia de una teoria implica su no trivialidad, pues
siempre que una férmula se deduzca a partir de la teoria, no podré deducirse
su noegacién. El reciproco no es cierto en cualquier sistema formal que tenga
simbolo de negacién, sin embargo, si el sistema cumple ciertas condiciones
adicionales, para las teorias formales de ese sistema sera equivalente ser con-
sistentes a ser no triviales.

Definicion 2.1.12 Sea T una teoria formal. Se dice que T es correcta re-
specto a una propiedad P relativa a las formulas si y sdlo st todo teorema de
T tiene la propiedad P.

2Es decir, si existe un procedimiento efectivo para decidir si una formula dada de L es
un axioma.
®Donde ¢ € L(T) es un abuso de notaciéon para decir que ¢ es una formula de L(T).
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Definicion 2.1.13 Sea T una teoria formal. Se dice que T es completa
respecto a una propiedad P de formulas si y sdlo si toda formula de L(T)
que tenga la propiedad P, es un teorema de T.

Si se estd formalizando una teoria intuitiva, por lo general, la propiedad
P respecto a la cual se pide correctud es la siguiente: una férmula ¢ tiene la
propiedad P si y solo si “el enunciado cuya formalizacion es ¢ es verdadero en
la teoria intuitiva”. Esta misma propiedad también es usualmente utilizada
para hablar de la completud de una teoria.

2.2. Algebras de Lindenbaum

Con lo que hemos definido hasta el momento es suficiente para relacionar
a las Algebras Booleanas con la Logica Matematica. Podemos dotar de una
estructura de Algebra Booleana al conjunto de formulas, ®, de un lenguaje
L, apoyados en un sistema SF1,. Inicialmente no le pedimos ningin requisito
particular ni al lenguaje L, ni al sistema SF{,, pero inevitablemente surge la
pregunta, ;se le puede dar estructura de Algebra Booleana al conjunto de
férmulas de cualquier lenguaje L, utilizando cualquier sistema SFy, 7 Sabemos
que ® es un conjunto, revisemos entonces qué le falta a éste para ser una
Algebra, de Boole.

Fijemos un lenguaje L y un sistema SFy,. Necesitamos que el conjunto
de formulas de L, ®, sea una red, entonces, antes que nada, necesitamos que
sea un conjunto parcialmente ordenado. ;Y qué es un orden parcial? A fin
de cuentas un orden parcial no es mas que una relaciéon binaria, reflexiva,
transitiva y antisimétrica.

Recordemos que se definio, para cualesquiera dos formulas ¢ y 1, cuando
alguna de las dos se deduce a partir de la otra médulo un conjunto de hipote-
sis A, entonces la relacion ‘ser deducible a partir de, modulo A’, ‘A;F’, es
una relaciéon binaria. Al contar con una relacién binaria, podemos ver qué
caracteristicas debe de cumplir para que ésta pueda ser el orden de una
Algebra Booleana.

Notemos que si la relacion A;b es un preorden* sobre ®, y ,1 son
formulas de L, A C @, podemos definir la relaciéon ~a+ dada por:

Y arpsiysolosi Ajp Epy Ajp 1,

la cual resulta ser una relacién de equivalencia sobre ®. Si consideramos a
las clases de equivalencia de cada formula ¢ € @, |¢| = {¢ € @[t ~ay ¢},

4Es decir, que para cualesquiera formulas de L, ¢, v y X, se tenga A; o - @y, si A; o F 1)
y A;1 F x, entonces A;p - x.



24 Algebras de Lindenbaum

y al conjunto de todas las clases de equivalencia ®/ ~a-= {|¢||¢ € @}, al
que denotaremos por |®|, podemos definir un orden total reflexivo sobre él,
<Aa;, dado por:

[l <ay- [¥] sty solo si Asp b= 4.

Para obtener la estructura de orden parcial basté con pedirle a la relacién
‘A;F’ que sea un preorden. El siguiente paso es revisar qué necesita esta
estructura para ser una red. Consideremos las siguientes propiedades:

LA, Para cualesquiera dos féormulas de L, ¢ y ¢ existe una formula y tal
que A; x F o, A;x F 1 y ademas, si se tiene que para alguna formula
E A6 py AsE 1, entonces A EF x.

LAy Para cualesquiera dos formulas de L, ¢ y v existe una formula y tal
que A; o x, A9 F x y ademas, si se tiene que para alguna formula
E Ao &y Ay FE, entonces A;x &

Observemos que, si la relacion A;F cumple LAq, para cualesquiera dos
formulas ¢,1 € ®, el conjunto {|¢|, |¢|} tiene infimo con el orden <Ay, y
tendréd supremo si se cumple LAs. Entonces bastard con que A;F cumpla
LA, y LA para que el conjunto |®| sea una red.

Necesitamos ahora que nuestra red sea complementada, con elementos
méximo y minimo. Para estas condiciones podemos tomar las siguientes pro-
piedades:

LAjs Existe una formula de L, digamos 1, tal que para cualquier formula
ped Aok 1.

LA, Existe una formula de L, digamos 0, tal que para cualquier féormula
ped® A;0F .

Las clases de equivalencia de las formulas I y 0 bajo la relacion ~a.-
serdn el méximo y el minimo de la red, respectivamente. Apoyandonos en la
existencia de estas dos formulas, podemos solicitar la existencia de comple-
mentos para cada elemento de |®|, para lo cual bastard tomar las siguientes
2 condiciones:

LAs Para cada formula ¢ € @, existe una formula v tal que, si x es la
férmula que existe para ¢ y ¢ en virtud de la propiedad LAy, A;x F 0.
Ademas, si € es la formula que existe para ¢ y % en virtud de la
propiedad LA, entonces A; 1 &.
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Hasta el momento, un sistema cuya relacién de deducibilidad cumpla las
propiedades LA — L As, podra darle al conjunto de formulas de su lenguaje la
estructura de red complementada. Nos faltan dos condiciones para obtener la
estructura de Algebra Booleana, la distributividad y la existencia de al menos
dos elementos. La existencia de dos elementos distintos puede postularse
solicitando la siguiente propiedad:

LAg Existen ¢ y v formulas de L tales que A;p ¥ ¥ o A9 ¥ .

Con lo que aseguramos que la férmula 1 no estd en la clase de equivalencia
de ¢.

Finalmente tenemos que asegurar las distributividades, y, como ya vimos,
basta con pedir s6lo una de las dos desigualdades, justamente las que postu-
laremos que necesita cumplir nuestro sistema. Para facilitar la enunciaciéon
de la propiedad, si ¢ y 9 son dos férmulas de L, abusaremos del lenguaje y
la notacién para llamar infimo de ¢ v 1, o A, a la formula que existe para
estas dos en virtud de la propiedad LA1, y supremo de ¢ v ¥, oV ¢ a la
formula que existe para estas dos por la propiedad LAs.

LA; Para cualesquiera ¢, y x formulas de L, se cumplen:

As(p V) AxE (e AX) V(¥ Ax)
As (e ANY) VX F (VX)) A (P VX)

Si un sistema SF7 con su relacion de deducibilidad médulo A, ‘A;F’
cumple LA; —L A7, entonces podemos afirmar que {|®|, <a.-), es una Algebra
Booleana, donde @ es el conjunto de formulas de L, y <a .+ es el orden parcial
antes definido.

En este punto es conveniente hacer notar dos situaciones. Recalquemos
que la notacion utilizada para LA7, i.e., o Ay ¢ V ¢ fue un abuso, pero
observemos lo mucho que facilité6 la manera de manejar los infimos y los
supremos, de aqui que se nos ocurra la posibilidad de pedirle més condi-
ciones o condiciones alternativas al sistema, en pos de un manejo mucho mas
cémodo de todas estas propiedades, claro, siempre con el riesgo de perder
generalidad sobre los sistemas en los que podemos trabajar.

La primera idea que nos viene a la mente es la de definir conectivos, que
fue lo que se utilizdé como abuso de notacion para relacionar dos formulas de
nuestro lenguaje. Los conectivos son simbolos que relacionan a las férmulas
de nuestro lenguaje, por ejemplo, para representar a otras férmulas, v.g.,
podemos pedir al sistema que sea posible definir el conectivo ‘A’, que se
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utilizard de la siguiente manera: ¢ A 1 representard a la féormula que existe
para @ y 1 por la propiedad LA;.

Dichos conectivos no necesariamente seran parte del lenguaje, pues co-
mo se menciond anteriormente, lo Gnico que necesitamos es que sea posible
definirlos. Remitiéndonos nuevamente a nuestro ejemplo, lo que necesitamos
para definir al conectivo ‘A’ es que exista la férmula que va a representar
(o A1), y el simbolo ‘A’ no tiene por qué ser parte del alfabeto de L.

Podemos dar una nueva lista de propiedades que debe de cumplir un sis-
tema para darle a su conjunto de formulas estructura de Algebra Booleana y
que involucren a los conectivos que propongamos. Consideraremos 3 conec-
tivos, ‘A’, ‘V'y ‘=, de aridades 2, 2 y 1, respectivamente. Asi, un sistema SFT,
podra dotar de estructura de Algebra Booleana a su conjunto de férmulas si
ademéas de cumplir las propiedades LAs, LAy y LAg, cumple también:

LA Es posible definir el conectivo binario ‘A’ tal que para cualesquiera dos
formulas de L, ¢ y 9, (¢ A1) representa a una formula de L que cumple
A; (0 ANY) F o, A (@A) F 1y ademas, si se tiene que para alguna
formula £, A;€F @y A;EF 4, entonces A; & (o A).

LAl Es posible definir el conectivo binario ‘v’ tal que para cualesquiera dos
formulas de L, ¢ y ¥, (¢ V1)) representa a una formula de L que cumple
A;o b (pV), Ay (¢ V) y ademas, si se tiene que para alguna
formula £, A;pF &y As F &, entonces (o V) &,

LAL Es posible definir el conectivo l-ario ‘=’ tal que para cada foérmula

© € &, —p representa a una formula de L que cumple A; (o A=) F 0.
Ademas, A; 1 F (¢ V —p).

LA’ Para cualesquiera ¢, vy x formulas de L, los conectivos binarios definidos
cumplen:

As(eVY)AxE (@ Ax)V (¥ AX)
As (e ANY) VX FE (e Vx)A(Vx)

Tenemos ahora una lista alternativa de propiedades, que le podemos re-
querir a un sistema para dotar a su conjunto de férmulas de la estructura
deseada, sin embargo, no hay una diferencia sustancial entre las propiedades
LA; y las propiedades LA!. Ademas, en el fondo, lo que estamos pidiendo es
que existan ciertos conjuntos de féormulas, pero, aunque podemos representar
esas formulas con los conectivos que definimos, todavia estamos utilizando
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directamente en cada una de las condiciones que enlistamos la nocién de
deducibilidad moédulo A, representada por ‘A; .

Podemos definir al nuevo conectivo ‘—’, que fungird como un represen-
tante de la relacion ‘ser deducible a partir de, médulo A’ en el lenguaje del
sistema. Sin embargo, a diferencia de los tres conectivos definidos anteri-
ormente, necesitaremos que ‘—’ sea un simbolo del lenguaje. Esto porque,
pediremos que exista un conectivo en el sistema tal que, si ¢ y ¥ son férmulas
de L'y A C &, se cumple que:

Ao siysolosi Ao — . [%]

Donde ¢ — v es una férmula del lenguaje, que representa la deducibilidad
de ¢ a partir de ¢ modulo A. Adicionalmente tenemos que, dados [+] y la
definicién de <A se cumple:

lo| <ay || siy solosi A — )

Ahora, en vez de pedir que nuestra relaciéon de deducibilidad de una
formula a partir de otra modulo A cumpla ciertas propiedades, estas propie-
dades se podran compensar pidiendo que A deduzca ciertas formulas, e.g.,
la condicion LA] se expresarfa de la siguiente manera:

LA, Es posible definir el conectivo binario ‘A’ tal que para cualesquiera
dos formulas de L, ¢ y 9, (¢ A 1)) representa a una formula tal que
(A1) — vy (p A1) — 1 son deducibles a partir de A. Ademas,
si se tiene que para alguna formula &, las formulas € — @y € — ¥ se
deducen a partir de A, entonces A - ¢ — (¢ Av), o bien, A+ (§ —

@)= (€= ) =~ lpnv)).

Tampoco es perceptible una ganancia abrumadora en la simpleza de
las condiciones, pero recordemos que todavia estamos trabajando con un
sitema formal arbitrario, al que tinicamente le estamos pidiendo que cumpla
LA} — LAL. El ultimo paso que daremos serd pedir que los conectivos for-
men efectivamente parte del lenguaje, asi, en vez de pedir la capacidad de
definir un conectivo que represente una férmula, pediremos directamente la
deducibilidad de ciertas formulas a partir del conjunto fijo de hipotesis A. Tal
vez esto ya sea demasiado pedir, pues pasamos de trabajar con un sistema
que cumplia 7 propiedades a trabajar en un sistema en cuyo lenguaje apare-
cen 4 simbolos que representan conectivos especificos, y tal que un conjunto
fijo de hipotesis pueda deducir cierto tipo de férmulas.
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No es demasiado pedir, a fin de cuentas lo que estamos haciendo es fijar
esquemas de axiomas que solicitaremos puedan deducirse a partir de A.
Veamos como podemos hacer esto.

Sea SFI, un sistema con lenguaje L. Si A es un subconjunto de @, y
B = ®/ ~a= {|¢l|e € @}, entonces (|P|, <a;-) es una dlgebra Booleana
si L tiene al conectivo ‘—’, que cumple la propiedad [x], existen al menos
dos formulas del lenguaje, ¢ y 1 tales que A;p ¥ 1 o A;¢p ¥ ¢ v a partir de
A se deduce cualquier férmula de la forma:

ALy (9 ANY) — ¢

ALy, (pAtp) =

ALy (x = ¢) = ((x = ¥) = (x = [e Au)
ALzq ¢ — (¢ V)

ALy ¢ = (¢ V)

ALy (s0—>x)—>((w—>x)—>([sovw]—>x))
ALs @ A —p — 1)

ALg ¢ — oV —p

AL7 (pVi)Ax = (@ AX)V (1 AX)

ALg (e Np)Vx = (@ VX)A (¥ VX)

ALy (¢—>¢)—>((¢Hx)—>(s0—>x))
ALy ¢ — (¥ — o)

Elegimos estas propiedades justamente para que (|®], <a,) sea una Al-
gebra Booleana. El lector observador habrd notado que agregamos las pro-
piedades ALg y ALjg sin haberlas desarrollado anteriormente, pero también
debe haber notado que a SF{, no le pedimos otra cosa que la deducibilidad de
las formulas antes mencionadas a partir de A, la existencia de las féormulas
que garanticen que habréa al menos dos elementos y que ‘—’ cumpliera [x],
entonces, jdonde queda la peticiéon a ‘A;F’ de ser un preorden?. En efecto,
anadimos ALg y ALy para asegurar que ‘A;F’ se comporte como preorden,
ALy garantizara la transitividad y ALjp nos brindaré la reflexividad (y un
poco mas).
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Veamos como es que esto sucede: A F (o — 1) — ((¢ — x) = (¢ — X))
siy solo si A;(p — ) F (¥ — x) — (¢ — x)) siysolosi AU{(¢ —
), (¥ — x)} F (¢ — x). Por la relacién existente entre ‘—’ y <.+, tenemos
que si [p| <as |9y [ <ap |x]; entonces A (o — ) y A+ (¢ — X)

y como AUA{(p — ¥), (¥ = x)} F (¢ — x), se tiene que A+ (¢ — x) ¥
podemos concluir que |¢| <a. |x]|.

Para la reflexividad tenemos que, A - ¢ — (p — ¢), lo que sucede si y
solo si A;p F (¢ — ¢) v finalmente esto es equivalente a que AU{¢p, v} F ¢
o lo que es lo mismo A; ¢ F ¢, que por definicion nos da [¢| <a |¢|.

Analogamente a la forma en que se revisaron estas propiedades, ALy —
ALg determinan las operaciones y elementos distinguidos de una algebra
Booleana de la siguiente manera:

[l Al = [ Al
ol V[9] = [e Vil

lo* = [
0=|p Ayl
L=|pV -y

Y la distributividad de las operaciones se sigue de ALy y ALsg.

Observemos que en las expresiones del lado izquierdo, los simbolos ‘A’
y ‘V’, son las operaciones infimo y supremo del Algebra Booleana; mientras
que en las expresiones de lado derecho son los conectivos del sistema. Como
su utilizacién es muy clara gracias al contexto, continuaremos utilizdndolos
de esta forma un tanto ambigua.

Con esto es suficiente para brindar la siguiente definiciéon:

Definicion 2.2.1 Sea SF1, un sistema con lenguaje L, tal que L tiene al
conectivo ‘—’, que cumple la propiedad [*] y en el que existen dos formulas,
© y P tales que Ny ¥ Y o A ¥ op; y sea A un subconjunto de ¢ del
que se deduzca cualquier férmula representada por alguno de los esquemas
ALy — ALyg. El Algebra de Lindenbaum de SE, sobre A es {|®], <a).

Si A es el conjunto vacio, (|®|,<a,) simplemente sera llamada el Al-
gebra de Lindenbaum de SFi,. Llamaremos Sistema Booleano a un sistema
formal que cumpla los requerimientos de la definicién anterior para dotar a
su conjunto de formulas de una estructura de Algebra de Boole.

El siguiente resultado serd utilizado una vez en el proximo capitulo, y
tendra una aplicacién mas extensiva en el dltimo capitulo, por lo que serd



30 Algebras de Lindenbaum

enunciado otra vez posteriormente. Recordemos que si ¢ € ®, entonces ||
serd la clase de equivalencia de la férmula ¢ de acuerdo a dicha relacion.
Ademss, si ¥ C @ es un conjunto de formulas, tendremos que || = {|¢||p €
Y}. De esta manera || es un subconjunto de &, y como ¥ es consistente si
y solo si para toda p1,...,0, € X, {¢1,...,¢n} se cumple que p; A---Ap,
no pertenece a la clase de equivalencia del cero, o bien, |pi| A« A|pn| # 0,
tenemos que:

Lema 2.2.2 Un conjunto de formulas de L, 3, es consistente si y sdlo si
|X| tiene la pif en 7.

Demostraciéon. Es clara a partir de la observacién anterior. l

Dijimos que ALjp nos brindaria una propiedad adicional, la caracteri-
zacion de las formulas que pertenecen a la clase de equivalencia de ¢ V -,
es decir, el 1 del Algebra Booleana. Para hacerlo de manera adecuada, nece-
sitamos la siguiente proposicién.

Proposicion 2.2.3 (Modus Ponens) Si SEi, es un sistema con un conec-
tivo ‘“—’ que cumple [x] y A es un subconjunto de las formulas de L, entonces,
AF o —Y y Al @ implican que A 1.

Demostracion. Como ‘—’ cumple [], nuestras hipotesis se traducen a
A;oF 1Yy AF ¢, de donde se sigue que A 1. B

Sea £ es una formula de L tal que A - &£ Por AL1g, A€ — ((gp\/wp) —

5), y haciendo uso de la proposicion anterior, se tiene que A = (pV-p) — &.

Ahora, por ALg, A+ & — (pV—y). Por la forma en que se defini6 la relacion
~Ai-, € estd en la clase de equivalencia de ¢ A . Asi, el 1 del Algebra
de Lindenbaum de SFy, sobre A seré la clase de equivalencia de todas las
formulas que se pueden deducir a partir de A.

Realmente AL es un poco més de lo que necesitamos, pero vale la pena
considerarla por esta caracterizaciéon que nos brinda. Podemos agregar un
ultimo esquema de férmulas a la lista, que tampoco necesitamos, pero nos
dard una caracterizacion de las féormulas que se encuentran en la clase de
equivalencia de ¢ A —p, que, como se imaginaran, resultaran ser las formulas
cuya negacion puede deducirse a partir de A. La tltima de la lista es:
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Y la observacién mencionada es andloga a la observacién anterior.
En el siguiente capitulo mostraremos un ejemplo de una Algebra de Lin-
denbaum de un sistema particular.
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Capitulo 3

Loégica Proposicional y Légica
de Predicados

3.1. Légica Proposicional

Comencemos esta seccion definiendo un lenguaje proposicional.

Un lenguaje proposicional es un lenguaje formal cuyo alfabeto es el
conjunto{ P; }ier U{A,V,~,—}U{(, )}, donde I es un conjunto, usualemente
numerable, de indices. Los elementos del conjunto P = {P;};es se conocen
bajo el nombre de variables proposicionales. El conjunto de féormulas se define
recursivamente de la siguiente manera:

(7) Una sucesion finita de simbolos que consiste en una tunica variable
proposicional es una férmula.

(i4) Si ¢ y 9 son formulas, también (—p), (@A), (pV )y (p — ) lo
son.

(747) Una sucesion finita de simbolos es una formula solo si se obtiene de
un numero finito de aplicaciones de las reglas (i) y (ii).

El objetivo de esta seccidén es mostrar cémo un Sistema Booleano con un
lenguaje proposicional es un sistema adecuado para la Légica Proposicional,
en el sentido de que, a partir de él se pueden demostrar los Teoremas de
Correctud y Completud, que aseguran que toda férmula deducible en el sis-
tema es ‘verdadera’, de acuerdo a una nocién de verdad que definiremos més
adelante, y que toda formula verdadera puede ser deducida en el sistema. A
un sistema adecuado para la Logica Proposicional le llamaremos un Céalculo
Proposicional.

Sea CE! un Sistema Booleano con un lenguaje proposicional L.

'Por Calculo de Enunciados, aunque la notacién usual es , por Sentence Calculus, el
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Ya tenemos definido el lenguaje, las reglas de inferencia seran las del
Sistema Booleano, pero sabemos que todo Sistema Booleano cumple Modus
Ponens, el cual se toma generalmente como regla de inferencia para un Cal-
culo Proposicional. Usaremos entonces Modus Ponens cual si fuera una de
nuestras reglas de inferencia.

Tendremos una interpretaciéon de una férmula cuando hayamos inter-
pretado las variables proposicionales como proposiciones particulares, pero,
dado que nuestro interés reside inicamente en el hecho de que una férmula
sea verdadera o falsa bajo cierta interpretacion, lo que necesitamos saber es
cuando una proposicién asignada a cierta variable proposicional es verdadera
o falsa. Asi, podemos considerar una interpretaciéon como una asignacién de
los valores verdadero y falso a las variables proposicionales. Formalmente, es
conveniente representar estos valores de verdad con los elementos 1 y 0 del
algebra Booleana 2.

Una asignacion o valuacion de CE es una funcion de P, el conjunto
de variables proposicionales de CE, en el Algebra Booleana 2. Dada una
asignacion f de CE, podemos extenderla a f : ® — 2, mediante la siguiente
definicién recursiva:

Para cualesquiera formulas o, 9, si f(¢) v f(¢) estan definidas, entonces

fleny)=fle) A F¥)
flevy)=fle) Vv f(¥)
S =fle)
flo =)= Ffle)*V f(¥)

Si la imagen de la formula ¢ bajo la asignacion f, extendida en la forma
antes descrita, es el elemento 1, el maximo de 2, diremos que f satisface ¢
y escribimos f F . Entonces

fEe < flp)=1

Diremos que una formula es satisfacible si es satisfecha por alguna asig-
naciéon. Una férmula que es satisfecha por todas las valuaciones es llamada
tautologia o formula vdlida. Si ¢ es una tautologia la denotaremos por = ¢.
Diremos que un conjunto ¥ de férmulas es satisfacible si existe una asig-
naciéon que satisfaga simultaneamente a todas las féormulas de X..

Antes de proseguir a enunciar y demostrar los teoremas clasicos de la
Loégica Proposicional, observemos que el sistema CE cumple todo aquello
que cumple cualquier sistema formal, ademas, cumple todo lo que le pedimos

nombre usual que se le da al sistema para la Légica Proposicional.
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para ser un Sistema Booleano, en particular, tenemos como conjunto de
axiomas a todas las formulas representadas por los esquemas LA; — LAjy.
Formalmente, si llamamos A al conjunto de todas estas formulas, todo lo que
deduzcamos en CE es una deducciéon moédulo A, pero como en este caso no
hay ambigiiedad respecto al conjunto de axiomas que estaremos utilizando,
trabajaremos como si fuese la nocién de deduccién a secas, ‘+’, a menos que
se indique lo contrario.

Teorema 3.1.1 (Teorema de la deducciéon para CE) Si ¥ es un con-
gunto de formulas, ¥ y ¢ son formulas y X, = @ entonces:

YFEY— .
En particular, si ¢ F ¢ entonces
Fy— .

Demostracion. Es inmediata a partir de la propiedad [x] que debe de
cumplir el conectivo ‘—’. B

Sean Taut el conjunto de tautologias de CE y Ded el conjunto de formulas
deducibles. Los siguientes teoremas nos servirdn para conocer la relaciéon que
existe entre ambos conjuntos de formulas.

Teorema 3.1.2 (Teorema de Correctud para CE) Cada formula dedu-
cible de CFE es una tauologia.

Demostracion. Sea ¢ una férmula deducible de L y sea f : P — 2
una valuacién. Sean || y |x| son dos elementos del Algebra de Lindenbaum

de CE, a la cual denotaremos por &/, entonces f : o/ — 2 definida por
F(I0l) = F(@) es un morfismo. Asi, 4] = || implica que f() = F(x). Si
recordamos que la clase de equivalencia de las formulas deducibles es el 1
del Algebra de Lindenbaum, y que los morfismos entre algebras preservan el
1, tenemos que |¢| = 1 y de aqui que f(p) = 1. Como f fue una valuacién
arbitraria, tenemos que cualquier valuacion satisface a ¢, por lo que es una
tautologia.

Corolario 3.1.3 No hay una formula ¢ tal que ¢ y —¢ sean ambas de-
ducibles.
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Demostracién. Una asignacion satisface ¢ si y s6lo si no satisface —p.
Por lo tanto ¢ y —¢ no pueden ambas ser tautologias. El resultado es una
consecuencia inmediata del teorema anterior. B

A continuacién demostraremos que todas las tautologias son deducibles,
que junto con el teorema 3.1.2, implica que Taut=Ded, y por consiguiente,
CE funciona como queriamos que funcionara.

Lema 3.1.4 Sea h un homomorfismo de la Algebra de Lindenbaum en la
Algebra Booleana 2. Si f estd definida en P por f(P,) = h(|Pyl), entonces f
es una asignacion de CE tal que para cada férmula ¢ de F, f(¢) = h(|p]).

Demostracién. Por induccién sobre el nimero de conectivos légicos en
. Por hipétesis es verdadero para variables proposicionales. Supongamoslo
cierto para las féormulas ¢ y 1. Como h es un homomorfismo,

Il €

Flon) = f() AF(@) = h(lel) Ah(]) = h(lel A]) = h(le Av),
Flev) = fle) v () = h(le)) V A(|]) = h(le] V 1)) = h(le VD),
f(=p) = flo)" = h‘(!@\)* = h(lel*) = h(]=e)),

I
Flo =) = fle)* v f(¥) = h(el*) v h(¥l)

Cabe resaltar que en el caso de ‘—’ no llegamos directamente a la clase
de equivalentica de la formula ¢ — 1, pero dado que CE es un Sistema
Booleano, el dual del lema 1.2.2 asegura que dicha clase de equivalencia es
igual a la clase |~¢ V 9|. Por lo tanto el lema resulta verdadero para todas
las formulas. La asignacion f es llamada la asignacién inducida por h. B

h(lp[* v 19]) = h([=¢ V ).

Observemos que existe una correspondencia natural entre los ultrafiltros
del algebra Booleana &7 y las asignaciones de CE. Si U es un ultrafiltro en
</, entonces por el teorema 1.3.9, el dlgebra cociente <7 /U es isomorfa al
algebra Booleana 2. Entonces, correspondiendo a U obtenemos la asignaciéon
fu de CE inducida por el homomorfismo canénico de <7 en <7 /U.

Por otro lado, si f es una asignacién de CE, veremos que Uy = {|¢|| f(¢) =
1} es un ultrafiltro sobre «7/. Sean entonces |¢|,|)| € Uy, tenemos que
flony) = fle) A f(¥) =1A1=1. Ademds, si |x| € & tal que [¢| < [X],
por la definiciéon del orden en 27, tenemos que ¢ — X es una tautologia, por
loque flp = x)=1= f(mpVx)=1= flp)"VIx)=1=0Vf(x)=
1= f(x) = 1. Por altimo, si || ¢ Uy = f(p) # 1 = f(p) = 0= f(¥)" =
1= f(np) =1= |~p| € Us. Con lo cual Uy resulta efectivamente ser un
ultrafiltro sobre <.
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Teorema 3.1.5 (Teorema de Completud para CE) Cada tautologia de
CE es deducible.

Demostracién. Supongamos que ¢ es una formula no deducible de CE.
Entonces, en la Algebra de Lindenbaum &7, |¢| # 1 y por tanto |—¢| # 0.
Entonces por el corolario 1.2.7, existe un ultrafiltro U en &7 al cual pertenece
|=¢l|. Por el teorema 1.3.9, la algebra cociente <7 /U = 2, entonces, correspon-
diente a U, obtenemos la valuacion f de CE inducida por el homomorfismo
canonico de &7 en </ /U. Como |—=p| € U, h(|—-¢|) = 1, entonces f(—¢) = 1.
Se sigue que f(yp) = 0 por lo que ¢ no es una tautologia. B

Un conjunto X de férmulas es consistente si no hay formula ¢ tal que ¢
y — sean ambas deducibles de las hipdtesis X. El corolario 3.1.3 muestra
que el conjunto vacio de formulas es consistente. Decimos que una férmula
¢ es consistente si el conjunto {¢} es consistente.

Lema 3.1.6 Si X es un conjunto de formulas y ¢ es cualquier formula en-
tonces ¥ U {} es consistente si y solo si no sucede que ¥+ —p.

Demostracién. Si ¥ F —p, por tratarse de una légica mondtona, ¥ U
{¢} F —¢, pero claramente XU{¢} F ¢ y por tanto XU{p} no es consistente.
Supongamos ahora que ¥ U {(} no es consistente, digamos que X U {p} - ¢
y L U {p} F —1. Entonces, por el Teorema de la Deduccion, ¥ F ¢ —
yXF ¢ — . Como (p — ) — ((cp — ) — —w) es una tautologia,

y es deducible por el Teorema de Completud. Asi, aplicando MP dos veces,

Con ayuda de este lema podemos probar el siguiente teorema de carac-
terizacion para los Teoremas de Completud y Correctud del célculo proposi-
cional:

Teorema 3.1.7 Son equivalentes:

(a) Teorema de Completud-Correctud de CE.

(b) Para cualquier formula ¢ de L, —¢ no es deducible si y sdlo si ¢ es
satisfacible.

(¢) Para cualquier formula ¢ de L, ¢ es consistente si y sdlo si ¢ es satis-

facible.
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(d) Un conjunto finito de férmulas de L es consistente si y sdélo si es sa-
tisfacible.

Demostracién. (a) = (b). Si —¢ no es deducible, entonces —¢ no es
tautologia y existe una asignacion f de CE tal que f(—p) # 1, por lo que
f(=p) =0y f(p) = 1, asi, ¢ es satisfacible. Por otro lado, si ¢ es satisfacible
se tiene que existe una asignacién f de CE tal que f(p) = 1, entonces
f(@)* =0y f(-p) = 0, finalmente —¢ no es una tautologia, por lo que —¢
no es deducible.

Para los siguientes dos casos utilizamos respectivamente que - ——p < ¢
y un resultado que se desprende directamente del lema 3.1.6.

(b) = (a). ¢ no es deducible < —y es satisfacible < ¢ no es tautologia.

(b) & (c). ¢ es consistente < —p no es deducible < ¢ es satisfacible.

(d) = (c). Se sigue trivialmente de la definicién de consistencia de .

(¢) = (d). Observemos que {¢1,...,@n} es satisfacible si y solo si (1 A
-+ -A\pp) es satisfacible, pues la misma asignacion que hace verdaderas a todas
las formulas 1, ..., @y, hace verdadera a (o1 A+ Awy), yaque f(p1 A+ A
on) = flp1) A+ A f(gn), y viceversa. Asi, {¢1,...,pn} es satisfacible <
(p1 A~ Apy) es satisfacible < (@1 A---Agy,) es consistente < {¢1,...,¢n}
es consistente. Este ultimo paso se justifica debido a que si (p1 A+ A¢y,) no
es consistente entonces {p1,...,¢,} no es consistente, pues {¢1,...,n} F
(1A -Apn), yvaque {¢1,...,on} F @i paracadai € {1,...,n}, el resultado
se obtiene de sucesivas aplicaciones de los axiomas (ALs) y (AL1p). Ademas
{¢1,...,¥n} no es consistente implica que (p1 A --- A py,) no es consistente,
pues con sucesivas aplicaciones del axioma (ALja) obtenemos {(¢1 A -+ A
©n)} F @i para cada i € {1,...,n}, y podemos deducir cualquier cosa que
se hubiera deducido desde {¢1,...,¢n}.

Teorema 3.1.8 Un conjunto % de férmulas es consistente si y sdlo si cada
subconjunto finito de X es consistente.

Demostracién. Supongamos que X tiene un subconjunto finito incon-
sistente . Cualquier formula deducible de las hipotesis g es tambien de-
ducible suponiendo ¥ y por tanto X es inconsistente.

Supongamos ahora que X no es consistente, entonces, para alguna formula
v, 2 F @y X F —p. Por el Lema de Finitud existen subconjuntos finitos
de X, X7 y Yo tales que X1 F ¢ y 3o F —p. Entonces ¥ = ¥ U 3y es
un subconjunto finito inconsistente de ¥, ya que ¢ y —p son deducibles
suponiendo Y. H
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Teorema 3.1.9 (Teorema de Compacidad para CE) Sea X un conjun-
to de formulas de CE. Entonces ¥ es satisfacible si y solamente si cada
subconjunto finito de X2 es satisfacible.

Demostracién. Si X es satisfacible, entonces existe una asignacién que
hace verdaderas a todas las formulas que pertenecen a X, asi, todas las
férmulas de cualquier subconjunto finito de X seran satisfechas por esa misma
asignacion.

Para el regreso, supongamos que X es finitamente satisfacible. Entonces,
por los teoremas 2.2.2, 3.1.7% y 3.1.8, |X| = {|o||c € £} es un subconjunto
de o con la pif. Sea U el ultrafiltro en &7 que extiende a |%|. Nuevamente
tenemos que o/ /U = 2, y podemos considerar fy, la asignacion inducida
por el homomorfismo canénico de <7 en &7 /U. Por el lema 1.3.6, fyy es una
asignacion que satisface a . H

Teorema 3.1.10 (Teorema de Completud generalizado para CE) Sea
3 cualquier conjunto de formulas de L, 33 es un conjunto consistente si y solo
st X es satisfacible.

Demostracién. Por el Teorema 3.1.8, 3 es consistente si y solo si ca-
da subconjunto finito de X lo es, y por el Teorema de la Completud esto
pasa si y s6lo si cada subconjunto finito de X es satisfacible. El Teorema de
Compacidad dice que esto es cierto si y sblo si X es satisfacible. B

3.1.1. Dos aplicaciones del Teorema de Compacidad

Concluimos la seccién de Logica Proposicional con un par de aplicaciones
del teorema de compacidad, que, aunque se salen un poco de la idea de esta
tesis, consideramos adecuados para ilustrar la enorme capacidad que tiene
un teorema de la Loégica Proposicional sobre una rama de las matematicas
con la que la Logica no tiene una relaciéon muy estrecha, como es el caso de la
Teoria de Gréaficas, o incluso para demostrar un resultado que no tiene una
relacion directa con las matemaéticas. También es un buen momento para
observar lo facil que result6 la demostraciéon de un teorema tan util como el
de Compacidad haciendo uso de la herramienta Booleana; una demostracion
alternativa puede encontrarse en el apéndice al final de esta tesis.

Teorema 3.1.11 Sea B un conjunto infinito de muchachos, cada uno de
los cuales tiene a lo mds un nimero finito de novias. Si por cada entero k,

“Notemos que utilizamos una, caracterizacion del teorema de Completud.
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cualesquiera k de los muchachos tienen entre ellos al menos k novias, es
entonces posible que cada muchacho se case con una de sus novias sin que
alguien cometa bigamia.

Demostracién. Necesitaremos el siguiente lema:

Lema 3.1.12 Si C es un conjunto de m muchachos y para cada k < m,
cualesquiera k de los muchachos tienen al menos k novias entre ellos, es
entonces posible para cada muchacho casarse con una de sus novias sin que
nadie cometa bigamia.

Demostracion. Por induccién sobre m

Para el caso en que m = 1 se tiene que hay un muchacho, con al menos
una novia, asi que es posible que se case con una de sus novias sin que se
esté cometiendo bigamia.

Supongamos que se cumple si m < n y hay n muchachos en C', tenemos
que demostrar que se cumple para n. Hay dos casos:

(i) Cualesquiera k muchachos tienen al menos k+ 1 novias entre ellos para
cualquier k < n.

(ii) Para algin k£ < n hay un conjunto S de k muchachos que tienen
exactamente k novias entre ellos.

Para el caso (i) consideramos a los n muchachos, y, podemos casar a un
muchacho con cualquiera de sus novias lo cual nos dejaria con un conjunto
de n — 1 muchachos, los cuales tendrian (n — 1) + 1 = n novias entre ellos,
situacion en la cual es posible aplicar la hipdtesis inductiva para casar a estos
n — 1 muchachos restantes con alguna de sus novias sin que nadie cometa
bigamia.

Para el caso (i7) utilizamos la hipotesis de induccién para casar a cada
muchacho en S con alguna de sus novias de tal manera que no se cometa
bigamia. Afirmamos que para [ < n — k, cualesquiera [ de los muchachos en
C — S tienen al menos [ novias entre ellos, y que estas novias se encuentran
entre las que no se han casado con algiin muchacho en S, pues, si T fuera un
conjunto de [ muchachos de C'— S con menos de [ novias de las que aun no se
han casado, entonces S UT seria un conjunto de k + [ muchachos con menos
de k + [ novias en conjunto, contradiciendo la hipotesis del lema. Podemos
entonces aplicar la hipétesis de induccién a los muchachos de C — S. l
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Ahora, para probar el teorema, sea B = {b;|i € I} y sea G = {g;|j € J}
la coleccién de todas las novias de los muchachos en B.

Sea L el lenguaje proposicional cuyas variables proposicionales son los
elementos del conjunto {P;;|i € I,j € J}, y sea X el conjunto de formulas de
L que consiste en:

(1) Paracadai € I, la formula P, V- - -V P, , donde gjq, . . ., g;, son todas
las novias de b;

(2) Para cada i € Iy cada par j,j’ de elementos distintos de J, la formula
~(Pij A Bijr)

(3) Para cada j € J y cada par i,7 de elementos distintos de I, la formula
=(Pij A Pirj)

Sea Yg un subconjunto finito de 3, demostraremos que X es satisfacible.
Sea C' el conjunto de todos los muchachos, b;, tales que para alguna j € J, la
variable proposicional P;; ocurre en alguna férmula de Xg. C' es un conjunto
finito de m muchachos para el cual la hipoétesis del lema se cumple, asi, cada
muchacho se pude casar con una de sus novias sin que se cometa bigamia.
Asignamos a Pj; el valor 1 si b; se casa con g; por este medio y 0 en otro
caso. Esta valuacion satisface a Y.

Podemos concluir, gracias al Teorema de Compacidad, que existe una
valuacion f, que satisface a X, y podemos entonces casar a b; con g; si y sélo
si f(pij) = 1. Como ¥ contiene las férmulas (1), cada muchacho se casa con
al menos una de sus novias, y no se comete bigamia dado que ¥ contiene las
formulas (2) y (3). W

El Teorema de los 4 colores para mapas planos finitos fue un proble-
ma abierto por méas de 100 anos, se conjetur6 en 1852 y su primera de-
mostraciéon aceptada, en la que interviene una verificacién por computadora
de la coloracién de alrededor de 1500 configuraciones de mapas, data de 1976.
Grandes matematicos, de la talla de Augustus DeMorgan y Arthur Cayley,
lo atacaron sin hallar una solucién. A continuacion se da una demostracion
del Teorema de los 4 colores para mapas planos infinitos, que, contrario a lo
que uno pensaria, es bastante simple suponiendo el caso finito.

Teorema 3.1.13 (Teorema de los 4 colores para mapas planos infinitos)
Para todo mapa plano infinito existe una coloracion de tal manera que paises
adyacentes no tengan el mismo color.
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Demostracién. Sean @ = {¢li € I} el conjunto de paises y C' =
{co, c1,c2,c3} = {cj|j € 4} el conjunto de colores.

Sea L el lenguaje proposicional cuyas variables proposicionales son los
elementos del conjunto {P;;|i € I,j € 4}, y sea X el conjunto de férmulas de
L que consiste en:

(1) Para cada i € I, la formula (P V --- V Pj3)

(2) Para cada i € I y cada par j,j’ de elementos distintos de 4, la formula
—(Pij A Pigr)

(3) Para cada j € 4 la formula —(P;; A Pyr;) si el pais ¢; es adyacente al
pals gy

Sea Yo un subconjunto finito de X, demostraremos que > es satisfacible.
Sea D el conjunto de paises, ¢;, tales que para alguna j € 4 la variable P;;
aparece en alguna formula de Xg. El conjunto finito D de paises induce un
mapa plano finito, el cual, por el Teorema de 4 colores para mapas planos
finitos, puede ser coloreado de tal manera que paises adyacentes no tengan
el mismo color. Asignamos a F;; el valor 1 si el pais g; esta coloreado con el
color 7, v 0 en cualquier otro caso. Esta valuacién satisface a Xg.

Podemos concluir, gracias al Teorema de Compacidad, que existe una
valuacién f que satisface a 3, y podemos entonces colorear a g; con el color
¢; sty solo si f(pi;) = 1. Como ¥ contiene las formulas de tipo (1) y (2)
cada pais esta coloreado de un tinico color, y paises adyacentes no comparten
color dado que ¥ contiene las formulas de tipo (3). W

3.2. Logica de Predicados

A continuacién haremos un breve desarrollo de la Logica de Prédica-
dos, y el sistema que ésta utiliza, un Céalculo de Predicados, al que nos
referiremos como CP. La Logica de Predicados es una extension de la Lo-
gica de Proposiciones, resaltando como principal diferencia la introduccion
de cuantificadores y variables individuales al lenguaje que utiliza, los cuales
nos permitiran hablar de propiedades que cumplen los elementos de nuestro
universo. Utilizaremos un lenguaje de predicados, que describiremos a con-
tinuacion, y como se puede notar es semejante a un lenguaje proposicional.
A dicho lenguaje también lo llamaremos L, esperando no causar confusiones.

Para ver como debe de ser el sistema CP podemos volver a empezar
sobre un Sistema Booleano y considerar ahora un lenguaje de predicados,
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procediendo de la misma manera que con CE para construir la herramienta,
necesaria y demostrar los teoremas de Correctud, Completud y Compacidad.
Sin embargo, creemos conveniente hacer este desarrollo en la manera usual,
que es propouer al sistema CP y demostrar que es un Sistema Booleano. Este
mismo método podra aplicarse a un Calculo Proposicional para obtener una
Algebra de Lindenbaum.

Empecemos describiendo el lenguaje.

Los simbolos de L caen dentro de las siguientes seis categorias®:
(a) Variables individuales. Son los elementos del conjunto numerable

{vp|n € w}

llamados usualmente variables, a secas.
(b) Letras Predicativas. Son los elementos del conjunto numerable

{P,|n € w}

Asociada a cada letra predicativa, P,, hay un entero no negativo d(n) llamado
el grado de P,.
(¢) Simbolo de igualdad. L tiene el simbolo de igualdad

Y

también llamado el simbolo de identidad.
(d) Conectivos Logicos. Los conectivos logicos de L son

- (no?) oy A(Y)
(e) Simbolo cuantificador. L tiene un solo simbolo cuantificador
3 (‘existe’)

tambien llamado inicamente cuantificador (existencial).
(f) Simbolos de puntuacion. Los simbolos de puntuacion de L son

()

Por un simbolo ldgico entenderemos un conectivo légico o un cuantifi-
cador. Para este sistema tomaremos dnicamente dos conectivos, los demés
podran definirse como abreviaturas de expresiones que involucren a los dos

3Es usual considerar un lenguaje con simbolos de constantes y letras funcionales, sin
embargo, para fines practicos en este nivel, los dos tratamientos son casi equivalentes. En
el apéndice se puede encontrar una idea general de la forma de tratar los leguajes con
estos simbolos adicionales.
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que tenemos. Como hicimos con CE, hemos de definir el conjunto de las fdr-
mulas de L, y nuevamente lo haremos definiéndolas por recursiéon. Para tal
motivo damos primero la definicién de férmula atémica, que son las suce-
siones finitas de simbolos de la forma

r =Y

donde x y y son dos variables, no necesariamente distintas, o de la forma

Pn(Il, ce ,CC(;(n))

donde z1,...,%s5(,) son cualesquiera d(n) variables de L. Esto es suficiente
para dar la definicién recursiva de formula

(1) Una formula atémica es una formula

(2) Si ¢,% son formulas y x es una variable, entonces (—p), (¢ A ) y
(3x)p también son formulas.

(3) Una sucesion finita de simbolos es una formula solo si se obtiene de
un niumero finito de aplicaciones de las reglas (1) y (2).
Introducimos los conectivos V, — y <>, que funcionaran como abreviatura
para las siguientes expresiones:

(¢ V1) para ~(—p A 1),
(¢ — ) para ~(p A 1),
(¢ < ) para ((p — V) A (¥ — ).

También introducimos una abreviatura para un nuevo simbolo cuantifi-
cador, ‘Y’ que se utiliza de la siguiente manera:

(Vx)p abrevia —(3x)—ep.

Asi, si ¢ y ¢ son formulas y = es una variable entonces (pV1)), (¢ — ), (p <
) y (Vx)p abrevian formulas.

En este punto omitiremos la explicacién de varias nociones basicas de
logica relacionadas con las variables y los cuantificadores, por ejemplo, el
alcance de un cuantificador, las presencias libres y acotadas de las variables,
y conceptos relacionados, suponiendo que el lector estd familiarizado con
dichos conceptos®.

Recordemos que para la logica de proposiciones interpretdbamos las for-
mulas tnicamente asignando los valores de verdad werdadero o falso a las
variables proposicionales que aparecieran en ellas. Para la légica de predi-
cados las interpretaciones son un poco mas complicadas, pues, recordemos,

*Estos pueden revisarse, por ejemplo, en [8] de la bibliografia.
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contamos ahora con variables individuales, las cuales pueden tomar valores
sobre cualquier conjunto. Entonces, para interpretar una férmula de L, lo
primero que necesitamos es especificar sobre qué conjunto de objetos estan
tomando valor nuestras variables, y después, como han de ser interpretadas
las letras predicativas.

A una interpretacion que cumpla estas dos cosas la llamaremos estructura
relacional, y a fin de cuentas no serd més que el par ordenado

A= (A, {Rp|n € w})

donde A, el dominio de 2, es un conjunto no vacio y, para n € w, R,
es una relacion A(n)-aria sobre A. Utilizaremos letras goticas mayusculas
para denotar estructuras relacionales y la respectiva letra romanica, con los
subindices necesarios, para denotar al dominio de la estructura relacional
dada. La estructura relacional 2 serd una interpretaciéon del lenguaje L si
los grados de las relaciones R, corresponden con los grados de las letras
predicativas Py, i.e. si para n € w, 6(n) = A(n). En este caso diremos que la
estructura relacional 2 es una realizacion o simplemente una intepretacion
del lenguaje L, y diremos que L es el lenguaje apropiado para la estructura
2. Llamamos a la relacion R,, el valor de P, en la realizacién 2.
Si alguien nos preguntara si la formula

T < 22

es verdadera en la aritmética, una respuesta natural podria ser: ‘depende del
valor de z’. Este pequeno ejemplo nos muestra que si ¢(v) es una formula
con una aparicién libre de la variable v, entonces, antes de poder decir si la
formula es o no ‘verdadera’ en la realizacién 2, tenemos que interpretar a v
como un elemento especifico de A. Una manera conveniente de hacer esto es
dar una interpretacién simultanea de todas las variables de L mediante una
sucesion

T = (L0, L1,y Tpy...)

de elementos de A. La sucesion x es una valuacidn de las variables de L. La
valuacién x nos dice como interpretar las apariciones libres de la variable v,
mediante el elemento z,, de A. Si x es una valuacion y a € A, z(n/a) es la
valuacion que asigna los mismos valores que = a las variables, excepto que
asigna el valor a a la variable v,,:

z(n/a) = (o, X1, s Tn—1,0 Tntl, ... ).
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Observemos que el valor asignado a v, por z(n/a) es independiente del valor
asignado a v, por z.

Podemos definir cuando una férmula es verdadera en una realizacién dada
de L bajo una valuacién de las variables. Definimos la relacion = satisface a
¢ en 2, que denotamos A =, ¢, recursivamente de la siguiente manera:

(a). A =z Uy = vy siy s0lo si 2, es el mismo elemento que z,.

(0). A g Pa(viy, - - -5 Vig,,,) iy s0lo si (@i, ..., Tig ) € Ry

(c). A =z — siy s6lo si no sucede que A =, .

(d). A=z eNpsiysolosi U=y oy AL Y.

(e). A =z (Fup)p siy solo si, para alguna a € A, A (5 /q) ¢

Observemos que si ¢ es una formula de L, 2l una realizaciéon de L, y .,y
valuaciones tales que, cada vez que v, aparece libre en ¢, x,, = y,, entonces
A =, ¢ siy solo si A =, ¢. Apoyandonos en esta observaciéon, podemos
agregar a nuestra notacion, 2 = ¢[xg, ..., z,] en lugar de A =, ¢, cuando
las variables libres de ¢ aparezcan entre vg,...,v,. Asi, podemos escribir
A = ¢[xg,...,z,| cada vez que una valuaciéon que asigne a v; el valor x;,
para i < n, satisfaga a ¢ en 2. En particular, si o es un enunciado, es decir,
una féormula sin variables libres que requieran interpretaciéon, entonces, si
A =, o para alguna valuacion z, se tiene que 2 |=, o para toda valuacion
x. En dicho caso escribimos 2 = o y decimos que o es verdadera o vdlida en
A v que 2A es modelo de 0. Si ¥ es un conjunto de enunciados de L, diremos
que una realizacion 2 es un modelo de X si 2 es modelo de cada enunciado
en ¥. En este caso escribimos 2 = 3.

Se dice que un enunciado, o, en el lenguaje L es universalmente vdlido si
es valido en todas las realizaciones de L.

A continuacién, describiremos el sistema axiomatico del sistema CP con
igualdad. Los axiomas de CP pueden dividirse en 3 grupos. Por una ins-
tancia de sustitucion de una tautologia proposicional nos referiremos a una
formula de L. que puede ser obtenida de una tautologia de la loégica proposi-
cional al sustituir férmulas de L por las variables proposicionales. Claramente
todas las instancias de sustituciéon de tautologias proposicionales son univer-
salmente validas. Para asegurar que sean deducibles en CP, tomaremos como
primer grupo de axiomas a todas las instancias de los esquemas correspon-
dientes a los esquemas axiométicos de un Céalculo Proposicional®:

CPl. ¢ — (Y — o)
CP2. [p— (W —=x)]—¢—=1v) —(r—x)

SEl desarrollo de un Calculo Proposicional con este sistema axiomatico puede ser re-
visado en [3].
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CP3.  (~p — ) = (¥ — )
CP4a. (pAY)— 90
CP4b. (¢ A1) —

CP5. [x—¢]— [(x =) = (x = [ AY])]

CP6a. ¢ — (p V)

CP6b. ¢ — (p V1)

CP7. [p—x] =¥ —x) — (pVY]—x)
donde ¢, ¥ y x son formulas cualesquiera de L.

Adicionalmente, necesitaremos algunos axiomas que involucren el com-
portamiento de los cuantificadores de L. Tomaremos a las instancias de los
siguientes dos esquemas:

CP8. (Va)p(z) — »(y)

CP9. (Vz)(p — ¥) — (¢ — (Vz)¢)
donde x,y son variables arbitrarias de L, i es cualquier férmula de L y, en
CP8, ¢ es cualquier formula de L en la cual y es libre para 2% y en CP9 ¢
es cualquier féormula de L que no contiene presencias libres de la variable x.

Finalmente, necesitamos axiomas para el simbolo de igualdad. Tomare-
mos las instancias de los esquemas

CP10. (Vz)(x = x)

CP1L. (Vz)(Vy)(z =y — [p — ¢'])
donde x es cualquier variable, ¢ es una féormula de L en la cual la variable y es
libre para x, y ¢’ se obtiene de reemplazar algunas, pero no necesariamente
todas las presencias de z en ¢ por y.

El sistema CP tiene dos reglas de inferencia.

Modus Ponens: 1 es una consecuencia directa de ¢ y de (¢ — 1), donde
© y ¥ son formulas de L.

Generalizacion: (Vx)p es una consecuencia directa de ¢, donde ¢ es cual-
quier formula y x es cualquier variable de L.

Como los esquemas axiométicos que utilizamos para CE eran tautologias,
todos ellos se desprenden a partir de los primeros 7 axiomas que proponemos
aqui (de hecho hay varios que coinciden), lo tnico que falta es que el conec-
tivo ‘=’ tenga la propiedad []; tenemos la mitad de la propiedad al tener
como regla de inferencia a Modus Ponens, la otra mitad estara lista cuando
demostremos el Teorema de la Deduccion para CP.

Una deduccion de la formula ¢ a partir de un conjunto de formulas > es
una sucesion finita de formulas @1, ..., ¢, tal que ¢ = ¢, y para cada ¢ < n,
©; €s, 0 un axioma, o una formula de ¥ (hipotesis), o para algunas j, k < i

64 es libre para z en ¢ si y s6lo si z no aparece en ¢ dentro del alcance de un cuantifi-
cador Vy o Jy.
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es una consecuencia directa de MP a partir de ¢; y ¢, 0 es consecuencia
directa de acuerdo con generalizaciéon a partir de ¢; para alguna j < i con
la restriccion de que la variable generalizada no aparezca libre en hipotesis
de las cuales depende la formula a generalizar’. Se dice que una formula es
deducible de X si existe una deduccién de ella a partir de X, en cuyo caso
escribiremos X F .

Definicién 3.2.1 Un enunciado ¢ se llama deducible si es deducible a
partir de (). Se denota b .

Lema 3.2.2 Si ¢ es una instancia de sustitucion de una tautologia proposi-
citonal, entonces = .

Demostracion. Directa de observar que CP1-CP7 son axiomas de CP
y tenemos modus ponens como regla de inferencia.

Sea # una formula en un conjunto I' de féormulas y supongamos que
tenemos una deduccion %, ..., %, desde I' y conocemos la justificacion de
cada paso de ésta. Diremos que Z; depende de & en esta deduccion si y sélo
si:

1. Z; es £ y la justificacién para Z; es que pertenece a I’

2. Z; esté justificada como una consecuencia directa por MP o Gen de
férmulas anteriores en la sucesion, donde al menos una de esas férmulas
anteriores depende de A

Proposicion 3.2.3 Si € no depende de % en una deduccion I', 8 + €,
entonces I' - €.

Demostracién. Procedamos por induccién sobre la longitud de la de-
duccién. Sea ., ..., D, una deducciéon de € a partir de ' y A, en la cual €
no dependa de # (recordemos que en la deduccion Z,, = €’). Como hipotesis
inductiva supongamos que la proposicién es cierta para todas las deducciones
de longitud menor a n. Si € pertenece a I' 0 es un axioma, entonces I' - %
Si ¥ es una consecuencia directa de una o dos formulas anteriores por Gen
o MP, entonces, como % no depende de 4, tampoco dichas formulas depen-
den de Z. Por la hipoétesis inductiva estas formulas se deducen desde Iy,
consecuentemente, también €. B

"Para la definicion de restricciones sobre la aplicacion de las reglas de inferencia en la
definiciéon de deduccion formal, revisar [1].
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Teorema 3.2.4 (Teorema de la Deduccion) Supongamos que T, B+ €.
Entonces ' B — €

Demostracién. Sea Z,, ..., Z, una deduccién de € desde I' y A. De-
mostraremos por inducciéon que I' F # — Z; para cada i < n. Si Z; es
un axioma o pertenece a I', como %; — (B — %) es el axioma (Al),
aplicando MP se obtiene I' H & — %;. Si &; se obtuvo por MP, entonces
existen j y k£ menores que 7 tales que % es ; — %;, entonces, por hipote-
sis de induccion, I' - B — 2; y I' = B — (95 — Z;). Ahora, por (A2),
Ik (93 — (2; — _@Z)) — ((%’ — 9j) = ($ — %)), entonces, aplicando
MP dos veces, I' F £ — ;. Finalmente, supongamos que existe j < i tal
que Z; es (Vi) Z;, por la hipotesis inductiva I' - # — ;. Observemos que,
2; depende de % o no depende de Z en la deduccién original. Sino depende
de Z, por la proposicion anterior obtenemos I' = &;, y, consecuentemente,
ya que xj no aparece libre en hipotesis de las que depende &, por Gen se
deduce I' - (Vzy)Z;, entonces I' - Z;, y por (A1) '+ 9 — (B — Z;), apli-
cando MP, I' - # — %;. Si %; depende de %, entonces xj no aparece libre
en 2 ni en hipotesis de las que dependa Z; (pues V%) es un paso en la
deduccion dada) y como % no es hipotesis en la nueva deduccion, podemos
aplicar Gen a (# — %) para obtener I' - (Va) (% — %;); el axioma (A9)
I'F (VYap)(B — D) — (B — (Voi,)P;) esta justificado pues zj no ocurre
libre en %; esto y una aplicacion de MP derivan I' - % — (Vi) %;, lo cual
es ' B — ;. Esto completa la induccion y el teorema es el caso i =n. B

De la demostracion de este teorema podemos concluir adicionalmente que
la deduccion obtenida de I' = B — € (o I' F € en la proposicion anterior),
tendra una aplicacién de Gen a una féormula que dependa de una férmula &
de I' si y s6lo si hay una aplicacién de Gen en la prueba dada de I', Z+ ¥
con la misma variable cuantificada y sobre una férmula que dependa de
&. Podemos ademés observar que Z; depende de una premisa & de I' en
la. deduccion original si y solamente si # — Z; depende de & en la nueva
demostracion.

Esta conclusion serd util cuando queramos aplicar en repetidas ocasiones

el Teorema de la Deduccion sobre cierta deduccion, por ejemplo, para obtener
'-2 - (#—%)del’', 2,8+ %.

Consideremos ahora a Val y Ded los conjuntos de todos los enunciados
universalmente validos y de todos los enunciados deducibles de L respectiva-
mente. Los siguientes resultados buscaran analizar las relaciones entre estos
dos conjuntos.
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Teorema 3.2.5 Cada enunciado deducible es universalmente vdlido. Es de-
cir Ded C Val.

Demostraciéon. La demostraciéon es por induccion sobre la longitud de
las deducciones. Claro que, no todas las férmulas que aparezcan en la de-
duccién de un enunciado serdn necesariamente enunciados, asi que, lo que de
hecho se demuestra es que la cerradura de cada férmula que aparece en una
deduccion es universalmente valida. Para demostrar esto basta con ver que
la cerradura de cualquier axioma es universalmente valida y que las reglas
de inferencia generan férmulas cuyas cerraduras son universalmente validas
a partir de universalmente validas. Esta demostracion es rutinaria y larga,
por lo que seré& omitida, pero puede consultarse en [8] o en [3]. B

Corolario 3.2.6 (La consistencia del Calculo de Predicados) Siy es
una formula en el lenguaje del Cdlculo de Predicados L, entonces no es posi-
ble que ¢ y —p sean ambas deducibles.

Demostracién. Por el teorema anterior, si ¢ y —¢ son deducibles sin
hipétesis, entonces ¢ y = son universalmente validos, lo cual es imposible.
Otra forma de enunciar estes resultado es: El conjunto vacio de férmulas es
consistente.ll

3.2.1. La Algebra de Lindenbaum de CP

Construiremos ahora la Algebra de Lindenbaum de CP, esta misma con-
struccién puede llevarse a cabo sobre un Calculo Proposicional llegando tam-
bién a una Algebra de Lindenbaum. Llamemos ® al conjunto de formulas
de L. Aparentemente, lo mas natural es definir una relaciéon < sobre ® dada
por

pXYsiysolosi Fp—

Pero atin cuando = es transitiva y reflexiva, al no cumplir la propiedad de
antisimetria no es un orden parcial. Tomemos por ejemplo a ¢, ¥ dos férmulas
distintas de ®

PANYZYNp Yy YA oAY

y aun cuando sabemos que @ A9 v 1) A son férmulas equivalentes, éstas son
distinas, sin embargo podemos librar esta dificultad definiendo la relacion =
sobre ® dada por

p=ysiysolosi Fp—Y v Fip—op
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Como ¢ — ¢ es una tautologia, la relacién = es reflexiva. Es claramente
simétrica por la forma en la que se definio y que (¢ — ) — [(¢ — x) —
(¢ — x)] sea una tautologia tiene como consecuencia directa que la relacion
sea transitiva. Por tanto, = es una relacién de equivalencia sobre ®.

Lema 3.2.7 Sean ¢ y v férmulas de CE. Si o = ¢’ y ¢ = 9/, entonces
Fo — 1 siy sélo si @ — )

Demostracién. Demostremos F ¢/ — 1)/ tomando como hipotesis +
@ — 1), el otro caso es anélogo. Consideremos la siguiente sucesion de for-
mulas:

LE@W—=v¢)—=¢g—1v) = (p—1)] esuna tautologia
2.k — hipotesis

3. Fo—19 hipé6tesis

4.+ (p—v)— (p— ) MP 1,2
5.F¢—f MP 3,4

6.F (=) = [(¢ = ¢) = (¢ —¢)] es una tautologia
T Fo —p hipotesis

8. F (¢ — ) = (¢ =) MP 5.6

9. F ¢ — MP 7,8

Si ¢ es una formula en ®, definamos a || como la clase de equivalencia
a la cual pertenece ¢. Entonces

ol = {v € lp =9}

Sea

o/ == {|¢l|¢ € 2}

Podemos entonces definir la relacion < sobre ®/ = dada por

lp| < |9 siy solosik @ —

El lema 3.2.7 demuestra que esta es una relacién bien definida, y nos deja en
posicién de enunciar el siguiente teorema, ya salvada la pequena dificultad
enfrentada para definir la relacién sobre ® y poder dotarla de una estructura
de algebra Booleana.

Teorema 3.2.8 o = (P/ =,<) es una red complementada y distributiva,
o bien, una dlgebra Booleana. Ademds, en esta dlgebra Booleana
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lp| =1siysdlosite y |ol =0 siysdlosit—p

Demostracion. Como ¢ — ¢ es una tautologia, < es una relacion re-
flexiva, por definicion resulta ser antisimétrica y al ser (¢ — ¥) — [(¢p —
X) — (x — ®¥)] una tautologia, es una relacion transitiva, asi, resulta ser un
orden parcial para ®/ =.

Sea {|¢|, |¥|} un subconjunto cualquiera con dos elementos de ¢/ =.
Debemos demostrar que |p A 7| es su infimo. Por PC4a y PC4b

FlAy)—o v FpAY) =

por lo que | AY| < |p| v | AY| < |¢|. Asi, |@ A1)] es una cota inferior para
{l¢l, [¥|}. Supongamos que |x| es una cota inferior para {|¢|, 1|}, entonces
Fx—@ykx— 1. Por PC5y dos aplicaciones de Modus Ponens, - y —
(@A), con lo cual queda demostrado que | A1) es la maxima cota inferior,
o bien, el infimo de {|p],|?¥|}. Andlogamente se demuestra que |¢ V 9| es el
supremo de {|¢/|, [¢|}. Con esto es suficiente para ver que . es una red.

Como [(9AX)V (¥AX)] = (V) AX]y [(eVe) AX] — [(eAX) V(Y AX)]
son tautologias, para cualesquiera formulas de L ¢, 9, x, se tiene que

V) AXI =@ AX)V (¥ AX)

y por el resultado anterior, esto arroja que

(el V19D Alxl = (el AlxD) v (1] A [x)

con lo cual se tiene que &/ es una red distributiva.

Por PC1, tenemos que, si - ¢, entonces para cualquier férmula ¢, - ¢ —
¢, lo que implica que || < |p], v, asi, [¢| = 1 es el elemento méximo de <7.
Utilizando la tautologia = — (¢ — ), si - —p, entonces para cualquier
formula 1) se tiene que ¢ — 1, por lo que |p| < || y por tanto |p| = 0.
Inversamente, si |¢| = 1, entonces para cualquier formula 1, || < |¢| v,
asi, - ¢ — ¢; eligiendo una v tal que - 1, aplicando modus ponens F .
Anélogamente, si |p| = 0 entonces - —p.

Finalmente, como para cualquier férmula ¢

Fevop y  Eo(eAop)
por ser tautologias. Se sigue que

lolVImel=1 'y [p|Al-g|=0.
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Esto demuestra que &/ es una red complementada distributiva, i.e. una &l-
gebra Boolena, lo cual termina la demostracién. B

Por el corolario 3.1.3 no es cierto que cada formula de ® es deducible, o7
contiene al menos dos elementos. Llamamos a <7 el Algebra de Lindenbaum
de CP.

Para cada formula ¢ en @, p(vi, /vp,, . - ., Uk, /Up, ) seréd la formula obteni-
da a partir de ¢ por reemplazar todas las presencias acotadas de v, por v;;,
donde j es el menor nimero que excede a p1,...,p, y a los subindices de to-
das las variables que ocurren en ¢ y, después, reemplazar todas las presencias
libres de vy, por vy, para 1 <i <n.

Lema 3.2.9 Para cada formula ¢ de L
|(Yor)el = inf{le(vr/vp)l|p € w}.
Demostracién. Por CP8,
= (Vor) e — (v /vp)
y por tanto, para cualquier p € w,
|(Vor)e| < [o(vk/vp)l,
por lo que

|(Vor)e] < inf{| (v /vp)|p € w}.

Supongamos ahora que v es una formula tal que |¢)| es una cota inferior para
el conjunto {|¢(vi/vp)||p € w}. Entonces, en particular, escogiendo una g tal
que vg DO OCUITa en 0 en 1,

F b — p(vk/vg)
lo cual, con generalizacién, CP9 y MP
F1b — (Vvg)p(vk/vp).
Por CP8
= (Yog)p(vk/vg) — ¢
nuevamente, utilizando generalizaciéon, CP9 y MP

= (Vog)p(vr/vg) = (Vor)e.
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Finalmente, se sigue que

Fv — (Vog)p

v, asi, |(Voy, )| es la méxima cota inferior, i.e. el infimo, del conjunto {|¢(vi,/vp)|p €
wi. B

Proposicién 3.2.10 Sea D un ultrafiltro en la Algebra de Lindenbaum < .
Para cualesquiera formulas o, de L:

() |~pleD <= |g|¢D

(1) lpAvleD < [ple Dyl eD

(iii) si|pl, | — Y| € D entonces || € D

Demostracién. Para (i) supongamos que |-¢| € D. Como D es un
filtro, no puede suceder que |=p|* € D, pero |=p|* = |-—¢| = |¢|, por lo que
|p| ¢ D. Inversamente, supongamos que |¢| ¢ D, como D es un ultrafiltro,
entonces |p|* € D, pero |o|* = |~¢|, y, asi, |~p| € D.

Para (i7) supongamos primero que |pA| € D. Sabemos que |[pA| < |¢|
y |[eA| < |¢|, pero como D es un filtro, esto implica que |p| € Dy |¢| € D.
Inversamente, basta recordar que | A 1| es el infimo del conjunto {|¢|, |1|}
y que D es un filtro.

Para (i77) supongamos que |¢|, | — 1| € D. Recordemos que |¢ — 9| =
|=(¢ A =), lo que, por el inciso (i) implica que |¢ A —9| ¢ D, pero por el
inciso (i), esto sucede solo si |p| ¢ D o || ¢ D,y ya que |p| € D por
hipotesis, || ¢ D y nuevamente por el inciso (i), tenemos que |¢| € D. B

Teorema 3.2.11 (Teorema de Completud para el Céalculo de Predicados)
Cada enunciado universalmente vdlido es deducible.

Demostracién. Sea ¢ un enunciado no deducible de L. Demostraremos
que hay una estructura relacional donde ¢ no es verdadera, lo cual es sufi-
ciente para demostrar que o no es universalmente vélida.

Como no sucede que - o, entonces |o| # 1 en la Algebra de Lindenbaum
</, y por tanto || # 0 en esta algebra. Por el lema 3.2.9, para cada férmula
 de L, se tiene que

Vurep| = inf{|o(vr/vp)l|p € w} (1]

Y por el Lema de Tarski (Teorema 1.3.10), dado que hay un namero
contable de formulas en L, hay un ultrafiltro D en &7 que contiene a |—o|
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y preserva infimos [I]®, lo cual implica que |Vupp| € D si y solo si para
cada p € w, |¢(vk/vp)| € D, pues estamos considerando el homomorfismo
canoénico h: &/ — o/ |U.

Definamos la siguiente interpretacion de 2. Sea V' el conjunto de variables
de L. Definimos la relacién de equivalencia ~ sobre V' por:

v; ~ vj siy solo si |v; = vj| € D

Parav e Vseav™ ={v € V' ~ v} y V™ = {v~|v € V}. Sea entonces
V™ el dominio de 2. V™ es no vacio y su cardinal es a lo mé&s numerable.
Para cada n € w definimos la relaciéon R, en V'~ por

(wy, .. .,w;(n)> € Ry, siy solo si [Py (w1, ..., wsm))| € D

Esta es una buena definicion para la relacion, i.e., si para 1 < i < 6(n)
u; ~ w;, entonces |P(u1, ..., usy)| € D siy solo si [P(wi, ..., wsm))| € D.
Asi, A = (V™ {Ry|n € w}). Si z € V¥, digamos x = (zg,...,Tn,-..),
entonces z~ € (V™) serd la sucesion (xy, ...,z ,...) de elementos de V™.

Demostraremos ahora que para cada formula ¢(vy,...,v,) de L, cuyas
variables libres estén entre vy, ...v, y para cada z € V¥,

A .~ psiy solo si |p(vo/xo, ..., vn/xn)| € D. [+]

La demostracion de [*] serd por induccion sobre el ntimero de simbolos
logicos en . Empecemos por las formulas atémicas:

Si ¢ es una férmula atomica de la forma v; = v;, entonces se sigue de
la definicion de V™~ que se cumple [*|, mientras que si ¢ es de la forma
Po(wi, ..., ws(,)), esto se sigue de la definicion de la relacion R,,.

Supongamos ahora que [*] se cumple para todas las férmulas con menos
de p simbolos 16gicos y que ¢ es una féormula con exactamente p simbolos
logicos. Hay 3 casos: ¢ puede ser de las formas =), (¢ A x) o Jvp1p, donde
1y x son féormulas con menos de p simbolos, por lo que, por hipoétesis, son
formulas para las cuales se cumple []. Si ¢ es de la forma = o (¢ A x), se
sigue de la proposicion 3.2.10 que || también se cumple para ¢. Supongamos
ahora que ¢ es Jv,Y, donde ¥ es una formula cuyas variables libres estan
entre vy, .. ., Un. Asi,

A o~ ¢ <= para algin v~ € V, A =y /0~) P

<= para alguna p € w, 2 ):x~(n/vp~) W)

<= existe p € w [Y(vo/x0,...,Un—1/Tn—1,05/vp)| € D (por H. de I.)

<= no sucede que para cada p € w, | (vo/zo, ..., Vn-1/Tpn-1,vn)| € D

<= no Vo, ¢(vo/z0, ..., 0n—1/Tpn—1,vn)| € D

&Recordemos la demostracion del Lema de Tarski donde se utiliza el homomorfismo
canonico de B sobre B/F.
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= [V, Y(vo/x0, .., Un-1/Tn-1,vn)| € D

Entonces, como |Jv,¢(vo/xg, ..., Vn—1/Tn—1,n)| = |["Vo,—(vo/x0,. ..,
Un—1/%n—1,vn)|, queda demostrado que [*| también se cumple para . Asi [%]
se cumple para todas las formulas y, en particular, como |—o| € D, 2 es un
modelo para —o, concluimos que o no es universalmente valida. El teorema
queda demostrado por contrapositiva. B

Se dice que un enunciado o es refutable si —o es deducible, e irrefutable si
-0 no es deducible. Una estructura relacional es de cardinal « si su dominio
tiene cardinalidad «, asi, se dice que es contable si su dominio es contable.

Corolario 3.2.12 Un enunciado de L es irrefutable si y sdlo si tiene un
modelo contable.

Demostracion. Si o es refutable, entonces —o es universalmente valida
y o no tiene modelo alguno.

Si o es irrefutable entonces —o no es deducible, entonces || # 1 y por
tanto |o| # 0, por lo que podemos construir un modelo para o como en la
demostracion del teorema anterior. Como V es contable, también lo es V'™,
asi, el modelo 2 que construimos para o es contable. B

Corolario 3.2.13 Un conjunto finito de enunciados de L es consistente si
y sdlo si tiene un modelo contable.

Demostracién. Si ¥ = {o1,...,0,} es un conjunto finito de enunciados
de L, tenemos que X es consistente si 01 A- - - Ao, es irrefutable. El resultado
es consecuencia inmediata del corolario previo. B



Capitulo 4

Teoria de Modelos

4.1. Nociones basicas

Sea A = (A, {R¢|¢ < a}) una estructura relacional y p € “w una funcién
definida en « con valores en los naturales. Decimos que 2 es de tipo u si
para cada { < o, R¢ es una relacion pu(§)-aria en A, i.e. R¢ C AME).

Dada una estructura relacional 2L, de tipo u, un lenguaje apropiado para
hablar de lo que pasa en 2 es el lenguaje de predicados con el conjunto
{P¢|¢ < a} de letras predicativas, donde para cada § < a, 6(§), el grado
(o aridad) de P, es igual a u(€). Este lenguaje nos servira para hablar de
cualquier estructura relacional de tipo p. Se asume que cuando utilizamos
el lenguaje para hacer afirmaciones acerca de una estructura relacional, el
lenguaje es el apropiado para la estructura relacional en cuestiéon. En adelante
consideraremos a todas las estructuras relacionales con tipo u fijo, a menos
que se indique lo contrario.

Sean A = (A, {R¢|¢ < a}) y B = (B,{S¢|¢ < a}) dos estructuras
relacionales de tipo u. Decimos que 2 es una subestructura de 8 (o una
subinterpretacion de B) y que B es una extension de A si A C B y cada
relacion en 2 es la restriccion de la relaciéon correspondiente de B a A, i.e.
para cada { < o, Re = S¢ N AHE)

Si A es una subestructura de 8 lo denotaremos 2 C B, en particular, a
cada subconjunto no vacio X de B, le corresponde la subestructura (X, {S¢N
XHO|¢ < al) de B; llamamos a esta subestructura la restriccion de B a X
y la denotamos B [x.

Sea h : A — B. Decimos que h es un homomorfismo de 2 en ‘B si para
cada § < a y cualesquiera ag, ..., a,¢) € A,

(a1, .., au@)) € Re siy solosi (h(a1),. .., h(aue))) € Se.
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Entonces 2 C B si y s6lo si A C By la funcién ¢ : A — B definida por
i(a) = a es un homomorfismo de A en B; 7 es llamada la funcién de inyeccion
(o inclusion) de 2A en B.

Un homomorfismo inyectivo (monomorfismo) h, de 2 en B es llamado un
isomorfismo entre 2l y B [j,4). Un isomorfismo entre 2 y B [}4) también
es llamado una inmersiéon, o un encaje de 2 en B. En particular, si h es
suprayectiva, h es un isomorfismo entre 2 y 8. Si existe un isomorfismo
entre A y B, decimos que A es isomorfa a B y lo denotamos A = B. La
relacion = es de equivalencia entre estructuras relacionales, si A =8, A y
B son esencialmente la misma estructura relacional.

El isomorfismo es una relacién entre estructuras algebraicas y a veces no
abarca de manera precisa el tipo de comparaciéon que nos interesa cuando
trabajamos con ciertas esctructuras, este es el caso de las estructuras rela-
cionales. Puede suceder que, aunque dos estructuras no sean isomorfas, no
exista un enunciado en el lenguaje L que las distinga, en ese caso, diremos
que son elementalmente equivalentes, asi, diremos que 2 es elementalmente
equivalente a B si cada enunciado verdadero de 2 es también verdadero
en B. Si A es elementalmente equivalente a B lo denotaremos 2 = B. El
siguiente lema implica que = es una relacién de equivalencia en estructuras
relacionales.

Lema 4.1.1 Si 2 =B, entonces para cada enunciado o de L, A = o siy
solo siB |=o.

Demostracién. La implicacién a la derecha se obtiene por definicion.
Para la otra implicacion, si A ¥ o entonces 2 = —o. Se sigue que B = —o y
por lo tanto B ¥ o.

El siguiente teorema y sus corolarios nos dan una condicién suficiente
para encontrar la equivalencia elemental entre dos estructuras relacionales:

Teorema 4.1.2 Sean 2, B dos estructuras relacionales isomorfas. Entonces

A = 9B.

Demostracién. Sea f : A — B un isomorfismo, s € “Ay p € FORMj,.
Demostraremos por induccién sobre la formacién de féormulas que si ¢ €
FORM]p es tal que 2 =, ¢ entonces B =05 ¢.

Para las formulas atémicas, si ¢ es de la forma v; = v; tenemos que

Ay = Ay v = vy > s(v) = s(v) = F(s(vi) = F(s(vy)
< fos(vi) = fos(vj) <= B Efos Vi =V <= B =fos .
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Si ¢ es de la forma P;(vy,...,v,), entonces:

A s ¢ <= A =5 Pi(vi,...,v,) <= (s(v1),...,s(vp)) € R <
(f(s(v1)),..., f(s(vn))) € S; (por el isomorfismo) <= (f o s(v1),...,f o
S(Un)) €S, «<— B ):fos PZ‘(’Ul, R ,’Un) — B ':fos ©.

Supongamos que para v, x se tiene que A f=5 ¢ <= B s ¥ y
Ql)zsx<:>§3)=fosx-

Entonces, si ¢ es de la forma ) V ¥,

Ql):8¢<:>m):szpv>(<:>m):swom):sx<:>%':foswo
B ’:fosX<:>% ':fosd}\/X<:>% ’:fos -

Si ¢ es de la forma —,

A p = AR W= AF Y <= B Fr = B Eros W —
B ):fos P-

Si ¢ es de la forma Jv, 1,

A s ¢ <= A s vy < existe c € A tal que ™A =g/ V¥ =
B 'Zfos(n/f(c)) 1/} — B ):fos anw — B ):fos ©-

B Fros p <= B [=ros Y <= existe b € B tal que B F=rogn/p) ¥,
sea entonces ¢ = f~1(b), la cual existe por ser f biyeccion, entonces 2 Fsn/e)
Y <= WA, Jup <= A =5 p.

Asi, tenemos que cuando f es un isomorfismo, A =g ¢ <= B =505 @
para toda férmula ¢. En particular, si ¢ es un enunciado tendremos que
AEp < BEp dedondeA=5. 1

Definicion 4.1.3 Diremos que A es una subestructura elemental de B, o
que B es una extension elemental de A, denotado por A B, st A C B y
para cualquier formula ¢ de L y cualquier x € A%,

A =y @ sty solo si B =y .

Lema 4.1.4 (Criterio de Tarski-Vaught) Si 2 C B, entonces A < B si
y sdlo si para cada @ formula de L y s € YA sucesion de elementos de A tal
que B =5 Jupp eiste algin elemento ¢ € A, tal que B =y, )0) ¢-

Demostracién. Supongamos que 2A < B y B =, Jv,o. Entonces 2 =
Jupp y por tanto, & =,/ ¢ para alguna ¢ € A. s(n/c) € YAy asi,
B ):s(n/c) ©-

Inversamente, supongamos que para cualquier formula ¢ de L y cualquier
s € A¥, B |=5 Ju,p implica que existe algin ¢ € A tal que B F=y,/0) ¢
Demostraremos entonces que 2 < B, es decir, demostraremos que:

Para cualquier formula ¢ de L y cualquier s € YA, A =5 ¢ si y solo si

B = .
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Por inducciéon sobre el nimero de simbolos 16gicos en ¢. Es facil com-
probar que es cierto cuando ¢ es una férmula atémica, ya que A C B. Y,
claramente, si se cumple para las formulas ¥ y x, se cumple también para
—) y para ¥ V x.

Supongamos que se cumple para la férmula ). Demostraremos que se
cumple también para Jv,1p. Si A | Jv,1, existe entonces ¢ € A tal que
2 |:5(n/c) 1. Por hipoétesis de induccién, tenemos que B lzs(n/c) Y, y por
tanto B =5 Jup. Si B =5 vy, por la hipotesis del lema, hay algiun ¢ € A,
tal que B =4 /c) ¥ Por la hipétesis de induccion, A =y, /) ¥ y por lo tanto
A = Jup. A

Corolario 4.1.5 Si A C B, entonces A <X B si y sélo si cada vez que o(vy,
..., Up) es una formula de L con variables libres entre vy, . .., vy Y ag, . .., aGp—1
son elementos de A, tales que para algin b € B, B = ¢lag, .. .,an—1,b], en-
tonces hay algin a € A tal que B = [ag, ..., an—1,4a].

Demostracion. Es solamente una distinta enunciacion del lema. B

Para la siguiente secciéon necesitaremos un resultado que involucra a una
estructura relacional a la que le anadiremos un conjunto de elementos dis-
tinguidos de su universo. Si 2 es una estructura relacional con universo A,
y @ = (ak)k<p €s una sucesion de elementos de A, mediante (2, a) represen-
tamos a la estructura que consiste en anadir al sistema 2{, como elementos
distinguidos, todos los que integran a a. Un lenguaje adecuado para dicha
estructura, L((2, a)), sera aquel que resulte de anadir una constante indi-
vidual para cada elemento de a a un lenguaje adecuado para 2. Por una
enumeracidon de A entenderemos una sucesion donde aparecen todos los el-
ementos de A.

Teorema 4.1.6 Sean A y B estructuras del mismo tipo, L un lenguaje ade-
cuado para estas estructuras y f : A — B. La funcion f es una inmersion
elemental de A en B si y sdlo si

(A,a) = (B,b) en el lenguaje L U (ck)k<p-.

Siendo @ = (ak)k<g una enumeracion de A y b la sucesion de las imdgenes
de los elementos de a.

Demostracion. Puede consultarse en [7]. B
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4.2. Teoremas de Lowenheim-Skolem

Teorema 4.2.1 Sea U una estructura relacional infinita de cardinal o y 3
un cardinal tal que p < B < «, donde p es el cardinal del lenguaje L',
entonces 2 tiene una subestructura elemental B de cardinal (.

Demostracién. Sea < un buen orden para A. Definimos una sucesion
(Bp|n € w) de subconjuntos de A de la siguiente forma:

By es cualquier subconjunto de A de cardinal # y Bj+1 es el conjunto
de todos los a € A tales que para alguna formula ¢(vg,...,v,) de L, y
ag,...,an—1 € By, a es el <-minimo a € A tal que A = ¢[ag, ..., an—1,al.

Para cada ag € By, ag es el <-minimo (y ademas el iinico) elemento a € A
tal que A = vo = viag, a]. Entonces ag € Bp41 y por tanto B, C Bj41.

Como sélo hay p féormulas distintas de L y p < g, cada conjunto B, es
de cardinal 8. Asi, B = J, ¢, Bn es de cardinal 3. Si B = 2 [, tenemos
que B C U, nos falta tinicamente ver que B < 2.

Sean entonces (v, ..., v,) una formula de L, ag,...ap—1 € Bya € A
tales que 2 = @lag,...,an—1,a]. Para 0 < i < n, a; € B, asi, hay algin
n; € wcon a; € By,,. Sea m el maximo del conjunto {n;|0 < i < n}, entonces
ag, . ..,an—1 € By, Por hipotesis el conjunto {a € A|2 E ¢lag,...an—1,a]}
es no vacio y tiene un <-minimo, digamos b. Por construcciéon b € B,,11 C B
y asi, hay algin b € B tal que 2l = p[ag, . .. an—1,b], por el criterio de Tarski-
Vaught tenemos entonces que B < 2. B

Corolario 4.2.2 (Teorema de Léwenheim-Skolem descendente L-S|)
Sea ¥ un conjunto de enunciados del lenguaje L de cardinal o con un modelo
infinito de cardinal 8 > «. Entonces 3 tiene un modelo de cualquier cardinal
nfinito v tal que a < v < 6.

Demostracién. Sea § = maz{Rp, a}. A lo més ocurren § letras predica-
tivas en X y por tanto podemos considerar a ¥ como un conjunto de enunci-
ados de un lenguaje L’ de cardinal §. Sea 2 el modelo de ¥ de cardinal 3 > «
que existe por hipotesis. Al quitar todas las relaciones correspondientes a las
letras predicativas que no ocurren en L', obtenemos una interpretacion 2’ de
cardinal 3 que es modelo de X. Si v es un cardinal infinito tal que a <y < g3,
entonces d < v, y por el teorema previo, 2’ tiene una subestructura ele-
mental B’ de cardinal . Observemos que para este punto hemos obtenido
ya un modelo de ¥ de cardinal «, sin embargo, aunque nuestro modelo es

'El cardinal de un lenguaje se definira como el maximo entre el cardinal del conjunto
de simbolos del lenguaje y No.
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una interpretacion de L', esto no representa ningtin problema, pues podemos
anadir relaciones arbitrarias a 8B’ para las letras predicativas que no aparecen
en X, obteniendo asi una interpretacion 8B de L (nuestro lenguaje original)
de cardinal v y que es modelo de . B

Teorema 4.2.3 Sea 2 una interpretacion infinita del lenguaje L de cardinal
a. A tiene una extension elemental de cualquier cardinal 8 > «, p, donde p
es el cardinal del lenguaje L.

Demostracion. Sean 3> a,py a € A% una enumeraciéon de A. Sea L,,
el lenguaje obtenido de L al anadir la sucesién de constantes (c¢| < a) y
sea Loy el lenguaje obtenido de L, al afadir las constantes (d¢|§ < ).

Sea A el conjunto de todos los enunciados de L, que son ciertos en
(A,a) y sea I' = {=(dg = d¢)|€ < ¢ < B}. Para poder utilizar el Teorema
de Compacidad, demostraremos que cualquier subconjunto finito de A UT
tiene modelo. Para esto basta demostrar que si I'g es un subconjunto finito
de T, entonces A U Ty tiene modelo. Supongamos entonces que 'y es un
subconjunto finito de I'. Sean dg, ..., d¢, las constantes que ocurren en I'y
y ay,...,a, cualesquiera n elementos distintos de A (efectivamente existen,
pues A es infinito). Definimos la siguiente sucesion a” en A“+7:

ag =ag para <a

af =a; si{=a+§,conl<i<n

a’é arbitraria en cualquier otro caso

Como los a} son distintos, (2, a”) es modelo de A UTy, donde los d¢ se
interpretan como a’é, asi, cada subconjunto finito de A U T tiene modelo.
Podemos entonces concluir, gracias al Teorema de Compacidad, que AUT
tiene modelo. Como las constantes d¢ tienen valores distintos en cualquier
modelo de AUT, este modelo ha de tener cardinal > (. Entonces, por L-S|,
AUT tiene un modelo, digamos (*8,b) de cardinal 5. Como A es el conjunto
de todos los enunciados de L, verdaderos en (2, a), se sigue que (A, a) =
(B,b'), donde v/ = b [, 1. e. b es la sucesion de los primeros a términos
de la sucesion b. Como a es una enumeracion de A, 2 es elementalmente
sumergible en B, entonces, salvo isomorfismo, % es una extensién elemental

de A de cardinal 3.

Corolario 4.2.4 (Teorema de Léwenheim-Skolem ascendente L-ST)
Sea 3 un conjunto de enunciados de cardinal a. Si 3 tiene un modelo de car-
dinal 0 > Ng, entonces X tiene un modelo de cualquier cardinal > o, 5. B

Demostracion. Se sigue directamente del teorema anterior. B
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Teorema 4.2.5 (Teorema de Lowenheim-Skolem L-S) Sea ¥ un con-
gunto de enunciados con un modelo infinito. Si ¥ es finito, 2 tiene un modelo
de cualquier cardinal infinito. Si Y es infinito de cardinal o entonces Y tiene
modelo de cualquier cardinal > a.

Demostracién. Es una consecuancia directa de L-S| y L-S[. B

Observacién. En los Corolarios 4.2.2 (L-S|) y 4.2.4 (L-SJ), asi como en
el Teorema 4.2.5 (L-S), es conveniente notar que, por la forma en que los
resultados fueron demostrados, el modelo que se encuentra del cardinal de-
seado, es, ademaés, una subestructura elemental, o una extensién elemental,
del modelo original que se tiene por hipotesis.

4.3. Ultraproductos

Para facilitar la exposicion, consideraremos estructuras relacionales con-
formadas por un conjunto no vacio y una tunica relacién binaria sobre el
conjunto. El lenguaje apropiado para dichas estructuras serd L, que consiste
en una letra predicativa de grado 2, digamos Fy; por tanto, el tipo para
dichas estructuras serd o = {(0,2)}. La forma en que se lleva a cabo la
construccién ilustra la manera en que una construcciéon equivalente se puede
realizar para estructuras relacionales con un ntmero arbitrario de relaciones
de cualquier aridad, donde la notacién seria bastante complicada.

Sea I un conjunto de indices arbritrario pero fijo. Un ultrafiltro en I es
un ultrafiltro en la Algebra Booleana potencia de I, (P(I), C).

Para cada ¢ € I, 2; = (A;, R;) serd una estructura relacional de tipo
po- Sea [[,c; Ai = A el producto cartesiano de los conjuntos A;. Dado que
el conjunto de indices es fijo, en adelante se omitird la notacién i € I, i.e.
[I;c; Ai =[] Ai. Denotaremos a los elementos de [ A; por f,g, f', 4"y, para
f € A, la i-ésima coordenada serd f(i) o f;.

Si F' es una coleccién de subconjuntos de I, definiremos la relacion ~p
sobre A por:

fr~rpgsiysolosi{iel|fi=g}€F

Lema 4.3.1 i) Si F es un filtro en I, entonces ~p es una relacion de equiv-
alencia en A.

i1) Si ~p es una relacion de equivalencia en A y |A;| > 3 para cada A;,
entonces F es un filtro en I

Demostracién. i) Si F' es un filtro en I, I € F y por tanto ~p es
reflexiva, ademés ~p es claramente simétrica por definicion.
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Para ver que es transitiva, supongamos f ~r g y ¢ ~r h, entonces:

X:{iEI’fi:gi}EF

Y={iellgi=h}eF

Asi, tenemos que X NY € F por ser filtro y, ademas, X NY C Z = {i €
I|f; = h;} y por ser F filtro, Z € F con lo que f ~p h y por tanto ~p es
transitiva.

1) Sean a;, b;,c; € A; tales que a; # b;, b; # ¢;, ¢; # a; y consideremos
N, M € F, demostraremos que NN M € F.

Consideremos a f, g, h € A tales que:

a; siteN

fiz b, siteM—N
¢; siiel—(MUN)
a; sit1 €N

gi=14 b siiel—(MUN)
¢ siiteM—N
a; siiel—(MAN)
h; = b, siieN-M
¢ siteM—N
Como Ne Fyliellfi=¢g}=N,MeFy{iecllg =h}=M,
tenemos que f ~p gy g ~f h. Como la relaciéon ~g es de equivalencia, en
particular es transitiva, por lo tanto f ~p h, lo cual implica que {i € I|f; =
hi} € F,pero {i € I|fi=h;} = M NN, porloque MNN € F.
Consideremos ahora un conjunto M € F tal que M C D para algin
D C I. Demostraremos que D € F, lo cual seré suficiente para verificar que
F es un filtro.
Consideremos a f, g, h € A tales que:
o a; siteM
fl_{ ¢ siiel—M
_Joa; siieMU(I—-D)
gi_{ b siieD—M
a; siteM
h; = b; siiel—D
¢ siteD—-M
Asi, M = {i € I|f; = g;} = {i € I|g; = h;} lo cual, dado que M € F,
implica que f ~r gy g ~F h, y nuevamente haciendo uso de la transitividad

de ~p podemos conluir que {i € I|f; = h;} = D € F. Y por lo tanto F es
un filtro. W

En adelante consideraremos que F' es un filtro en I. Por la forma en
que se definen los filtros, en particular la propiedad de ser cerrados por
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superconjuntos, podemos pensar a un filtro como los subconjuntos “grandes”
de I, asi, podemos pensar que f ~p g cuando f y ¢ son iguales en “casi
todas” sus coordenadas. Extendiendo esta idea podemos definir la relaciéon S
en A para los casos en que R; se cumpla para “casi todas” las coordenadas.
De manera mas precisa, diremos:

(f,g) € Ssiysolosi{ieI|(fi,g;) € Ri} €F

Notemos que la definicién de ~p es el caso especial donde R; es la iden-
tidad en A;. El siguiente lema muestra que los elementos de A que son
equivalentes bajo la relaciéon ~p son indistinguibles bajo la relacion S.

Lema 4.3.2 La relacion ~p es de congruencia respecto a S, i.e., si f ~p f'
y g~r g, entonces (f,g) € S implica que {f',¢') € S

Demostracion. Sean f, f',g,g' € Atalesque f ~p f'y g ~r ¢, y sean
X={iel|lfi=fl}yyY={icl|gi=g.}, entonces X,Y € F.

Si(f,g)€S,Z={ie€ll{fi,gi) € Ri} € F,y, como F es filtro, tenemos
que XNYNZeF.PeroXNYNZCW = {iell(fl,g;) € Ri}, lo cual
implica W € F y por lo tanto (f',¢') € S. B

Definimos, para cada f € A, a f/F como la clase de equivalencia a la
que pertenece f bajo la relacion ~p, y a A/F como el conjunto de todas las
clases de equivalencia de elementos de A, i.e., A/F = {f/F|f € A}.

La relacion S en A induce la relacion Rp en A/F definida por:

(f/F,g/F) € Rp siysolosi (f,g) €S

Sabemos por el lema 4.3.2 que esta relacién no depende de representantes,
por lo que esté bien definida.

Definimos entonces a [ [ 2;/F como la estructura relacional ([ [ A;/F, Rr)
= (A/F,Rp). [[i/F es llamado el producto reducido de la familia {2;|i €
I} sobre el filtro F'. Si F' es un ultrafiltro, [[2;/F es llamado el ultraproducto.
Si para cada i € I, ; = 2, el producto reducido se denota por 2! /F y es
llamado la potencia reducida de A sobre F. Si F es un ultrafiltro, 2! /F es
la ultrapotencia de 2.

Si {2;]i € I} es una coleccién de estructuras relacionales del mismo tipo,
y F'un ultrafiltro en I, es claro a partir de la construcciéon antes descrita que
el ultraproducto [[2;/F es del mismo tipo que cada 2;, asi, podemos utilizar
el mismo lenguaje L para hacer afirmaciones sobre [[2;/F que aquel que
utilizamos para hablar de lo que pasa en las estructuras del cual surge. La
pregunta natural es: ;Qué propiedades elementales existen relacionando al
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ultraproducto con sus factores? Para responder a esta pregunta recurriremos
al Teorema de Lo$, no sin antes aclarar un par de aspectos notacionales.

Sif=<{(fi,..., fn,...)esunasucesion de elementos de [ [ A;, i.e, f € A,
f/F seralasucesion f/F = (f1/F,..., fu/F,...) de elementos de A/F, asi,
f/F € (A/F)¥. La sucesion (fi(i),..., fn(i),...) de elementos de A; sera la
sucesion f;.

Teorema 4.3.3 (Teorema de Yo%) Si F es un ultrafiltro sobre I, para cual-
quier formula ¢ de L y cualquier sucesion f/F € (A/F)% se tiene que:

[[26/F Ep/p o siy solo si{i € I =yp, o} € F

Demostracién. Por induccién sobre el numero de simbolos légicos en
©.

Si ¢ es una formula atémica de la forma v, = v,, entonces:

Se tiene que [[R4;/F [=¢/p vm = vy siy s6lo si f/F = fu/F siy solo
i fm ~F fnsiysolosi{i € I]f,(i) = fu(i)} € F siysolosi{i € I|; =y,
Um = Up} € F, esto pude observarse unicamente utilizando la definicion de
satisfacibilidad para féormulas.

Por la forma en que estd definida la relacién binaria con la que cuenta
nuestra estructura, el caso en el que ¢ es de la forma Py(vy,,v,) se puede
verificar también de manera directa, anadlogamente al caso de la identidad.

Supongamos entonces que el resultado es verdadero para todas las for-
mulas con menos de 7 simbolos logicos y que ¢ es una féormula con r simbolos
logicos. Hay 3 casos:

i) ¢ es de la forma ¢ A x. Sean: Dy = {i € I|U; =y, ¥}, D, = {i €
I|U; =4 x}- Entonces Dy N D, = {i € I|1A; E¢ ¥ A x}

Ahora, [TU/F E=pp v Ax & [T0/F Eppe by [T/ F Erpr x <
Dy,D, € F < Dy N D, € F. Lo anterior se obtiene utilizando la hipétesis
de induccién sobre ¥ y x, ya que son férmulas con estrictamente menos de
r simbolos légicos, y el hecho de que F' es un filtro. Por lo tanto, el teorema
es verdadero para las formulas de la forma ¢ A x.

i1) ¢ es de la forma —). Entonces:

Tenemos que [[2A;/F' |=/p =t siy s6lo sino sucede que [[4;/F =/ p 1
siysolosi{i €Il =y v} ¢ Fsiysolosi I —{ieclIld; =5 ¢} € Fsi
y solo si {i € I|U; ¥y, ¢} € F siysolosi {i € I|; =5 )} € F. Cabe
senalar que éste es el tinico momento en el que se utiliza el hecho de que F
sea ultrafiltro, para poder pasar de que el conjunto {i € I|; =y, ¢} no esté
en F' a que esté su complemento.
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i11) @ es de la forma Jv,1p. Sea D = {i € I|%; =5, Fvpy}, demostraremos
que [[4;/F |=¢/p Juntp siy sélosi D € F.

Supongamos que [[%4;/F =¢/p Jv,e. Entonces hay un b € A tal que
Hgll/F ):f(n/b)/p Y. Sea E = {Z S I|Qll ’:f(n/b)(z) w} Tenemos, por la
hipotesis de induccion, que E € F. Observemos ademés que f(n/b)(i) =
f(i)(n/b;) vy por lo tanto E C D, y ya que F es un filtro, tenemos que
DePF.

Inversamente supongamos que D € F. Sii € D, ?; =5, Jvpy y por tanto
hay algin b; en A; tal que 2; [=¢(;)(n/s,) ¥- Por el Axioma de Eleccién, en su
version multiplicativa, tenemos que hay un ¢ € [ 4; tal que ¢; = b; para cada
i € Dy es un elemento de A;. Entonces D C {i € I|%; ¢ 0 ¥} = C
y, asi, C € F, y por la hipotesis de induccion, [[%;/F Efpn/e)/r ¥, lo cual
implica que [[24;/F [=¢/p Jvnth, o lo que es lo mismo, [[2;/F =¢/r ¢.

Asi, el teorema se cumple para cada formula de nuestro lenguaje.

|

Corolario 4.3.4 Si o es un enunciado de L, entonces

[/ FEo<—{icl,Eo} €F

Teorema 4.3.5 (El Teorema de Compacidad para la Légica de Predicados)
Un conjunto 3. de enunciados de L tiene modelo si y sélo si cada subconjunto
finito de X tiene modelo

Demostracién. Si ¥ tiene un modelo, entonces cada subconjunto finito
de X tiene al menos un modelo, a saber, aquel que existe para 3.

Supongamos ahora que cada subconjunto finito de 3 tiene modelo. Con-
struiremos un ultraproducto de los modelos de los subconjuntos finitos de X
eligiendo un ultrafiltro de manera tal que el ultraproducto construido sea un
modelo de 3.

Sea I = [X]<¥ (el conjunto de todos los subconjuntos finitos de X). Por
hipotesis, cada A € I tiene un modelo Aa.

Para cada A € I, sea A* = {A’ € I|A C A’} Como A € A*, cada
coleccion A* es no vacia. Ademaés, para cualquier subconjunto finito, digamos
{A1,...; Ay} de I, Ay U---UA, € AjN---N A} y por tando la coleccion
{A*|A € I} tiene la pif, asi, esta coleccion puede extenderse a un ultrafiltro
Fen I
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Demostraremos entonces que el ultraproducto [[oc; %a/F es un modelo
de X.
Supongamos que o € ¥, entonces {o} € I, digamos {o} = Ag. Ahora,
Ap, | oy claramente Ax/ = o si Ag C A, Entonces:
b ={A" e I|Ag C A’} C{A" € I|%x/ = o}. Como Aj € F, {A’ €
I|2A =0} € F y por el teorema de Lo§, [[Aa/F Fo. R

Teorema 4.3.6 (Teorema de completud de Gédel-Henkin) Un conjun-
to 3 de enunciados tiene modelo si y solo si es consistente.

Demostracién. Por el teorema de finitud para la l6gica de predicados, 3
es consistente si y so6lo si cada subconjunto finito de X es consistente, lo cual,
como consecuencia del corolario 3.2.13, sucede si y s6lo si cada subconjunto
finito de ¥ tiene modelo. Por el teorema de compacidad esto pasa si y sélo
si X tiene modelo. M



Capitulo 5

Filtros y Teorias

5.1. Filtros como Teorias Formales y Teorias For-
males como Filtros

En el capitulo 2 nos dedicamos a definir a los sistemas formales y a
caracterizar a aquellos que se puede dotar al conjunto de férmulas de su
lenguaje de una estructura de Algebra Booleana, los Sistemas Booleanos.
Por la forma en que se desarrollaron el Calculo Proposicional y el Calculo
de Predicados podemos ver que los conjuntos Taut y Val, son teorias for-
males bajo la definicién dada!. Podemos preguntarnos por las propiedades
que cumplen estas teorias formales, json completas?, ;jcorrectas?, jaxiomati-
zables?, ;finitamente axiomatizables?. En el capitulo 3 contestamos a varias
de estas preguntas en los casos particulares de los sistemas SC y PC, pero
queda la pregunta abierta en general, ;las propiedades de una teoria formal se
reflejaran sobre el Algebra de Lindenbaum de su sistema?. Para averiguarlo,
trabajemos con un Sistema Booleano arbitrario y revisemos que propieda-
des pueden ‘saltar’ de una teoria formal a alguna estructura algebraica en el
Algebra de Lindenbaum.

Sea SF1, un Sistema Booleano con lenguaje L. Denotaremos por ® al
conjunto de férmulas de L y por o7 al Algebra de Lindenbaum sobre SFy,. Se
puede considerar, aunque en este caso no lo haremos, un conjunto de hipdtesis
A y los resultados no cambiaran, més que en la nocién de deducibilidad, que
sera la deducibilidad modulo A.

A continuacién recordaremos algunas de las propiedades basicas de las
teorias en los sistemas formales y haremos un recuento de las equivalen-
cias entre estas propiedades y las propiedades de los filtros en el dlgebra de

'La de ser conjuntos deductivamente cerrados
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Lindenbaum.

Consideremos al algebra de Lindenbaum .27, y un subconjunto A C o,
donde esto es un abuso de notacién, pues realmente deberiamos de escribir
AC P/ ~p.

Entonces, al considerar a (A°)Y, sabemos que este es un conjunto que
cumple las dos primeras propiedades de los filtros, pero que no necesaria-
mente cumple que () ¢ (A€)°. Veamos qué implica esto:

Sea |p| € (A°)°, entonces, para toda v tal que ¢ — 1), tenemos que
[9] € (A°)°. Lo cual basta para que (A¢)? sea una teoria formal. Entonces,
cualquier filtro en & es equivalente a alguna teoria formal T, en el sistema
formal SF, sobre el cual se haya definido <7, y de hecho, podemos decir
exactamente a qué teoria nos referimos. Si F' es un filtro sobre &7, tenemos
que T es una teoria formal en SF, donde

T = {¢|l¢| € F}.

Sin embargo, sabemos que (A€)? no necesariamente es un filtro, asi que
no necesitamos pedir tanto en el algebra de Lindenbaum para tener teorias
formales en SF, ;qué podemos decir mas en general acerca de los filtros en
las algebras de Lindenbaum?. Es natural pensar que si estamos pidiendo
propiedades adicionales para asegurar que (A°)? sea un filtro F, dichas pro-
piedades se pueden traducir como propiedades sobre la teoria formal a la que
corresponde F'.

Recordemos que si ¢ € @, entonces |g| serd la clase de equivalencia de
la formula ¢ de acuerdo a dicha relacion. Ademaés, si ¥ C ¢ es un conjunto
de formulas, tendremos que |X| = {|gp||<p € ¥}. De esta manera |X| es un
subconjunto de &7, y como X es consistente si y solo si para toda 1, ..., @, €
Y, {p1,...,pn} se cumple que ¢1 A -+ A p, no pertenece a la clase de
equivalencia del cero, o bien, |pi| A -+ A |pn| # 0, tenemos que:

Lema 5.1.1 Un conjunto de formulas de L, 3, es consistente si y solo si
|X| tiene la pif en .

Lema 5.1.2 Si T es una teoria consistente en SF, entonces |T| es un filtro

en of .

Demostracién. Si T es una teoria consistente, por el lema anterior
sabemos que |T| tiene la pif, y por tanto, basta verificar que si ¢,9 € T,
entonces p Ay € T y que si ¢, — ¢ € T entonces ¢ € T, las cuales se
cumplen al ser T teoria. B
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El lema anterior nos dice como son las teorias vistas dentro del algebra
de Lindenbaum, se podria decir que el siguiente completa la caracterizacién,
cerrando el circulo al observar como son las teorias correspondientes a un

filtro en &7

Lema 5.1.3 Si F es un filtro en o/ y T = {¢||¢| € F}, entonces T es una
teoria consistente y F' = |T|.

Demostracién. Por definicion, es claro que F' = |T|. Para que T sea
una teoria consistente debemos verificar que |T| = F tiene la pif, pero es
inmediato pues F' es un filtro. Falta nada mas ver que si T I ¢, entonces p €
T, pero si T F ¢ se tiene que existe A C T tal que A = {01,...0,} y A F .
Como F es un filtro, [01| A+ Aldy| € F, y como A @, |51] A= Aon] < .
Asi, |p| € F, y por lo tanto ¢ € T. Por lo tanto T es una teoria consistente.
[ |

Tenemos entonces que, si T es una teoria consistente y completa, por el
lema 5.1.2, |T| es un filtro tal que, para cada ¢ € @, |p| € |T| o |p|* =
|-¢| € |T|, de modo que |T| es un ultrafiltro en «7. Inversamente, si |T| es
un ultrafiltro en 7, por el lema 5.1.3, T es una teoria tal que, para cada
ped peTopeT,ie T esuna teoria consistente y completa. Asi:

Teorema 5.1.4 T es una teoria consistente y completa si y sdlo si |T| es
un ultrafiltro en o7 .

Demostracion. Es la observacion anterior.

Por otro lado, podemos analizar qué sucede con las teorias axiomatiza-
bles. Digamos que T es una teoria consistente axiomatizable con conjunto de
axiomas I'. Si I' es finito, decimos que T es finitamente axiomatizable. Por
otro lado, decimos que un filtro en una algebra de Boole B esté finitamente
generado si estd generado por un conjunto finito de elementos, ademés, te-
nemos el siguiente resultado.

Lema 5.1.5 En toda dlgebra de Boole, todo filtro finitamente generado estd
generado por un unico elemento.

Demostracién. Supongamos que F es un filtro generado por el conjunto
finito X = {x1,...,2,}. Sea a = A\ xi, entonces F = {b € Bla < b}. B

De lo anterior, es claro que:
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Lema 5.1.6 Si T es una teoria consistente finitamente aziomatizable con
I' como congunto de aziomas, entonces |T| es un filtro finitamente generado
por |T| en <.

Si F es un filtro finitamente generado por el conjunto A en o7, entonces
T = {¢||¢| € F} es una teoria consistente finitamente aziomatizable, con
I' = f[A] como conjunto de aziomas, donde f es una funcién de eleccion
para A.

Demostracién. Basta ver que |T| esta generado por |I'|, pero esto es
claro a partir de que T es una teoria, pues si |¢| € |T| entonces ¢ € T, lo
que implica que I' F ¢, de donde | A ;o 9| < [o).

Para la segunda parte soélo tenemos que verificar que I' es un conjunto
de axiomas para |T|, lo cual se sigue de observar que, si ¢ € T entonces
inf(A) = a < || donde a es la clase de equivalancia de una conjuncién finita
de formulas. Asi, - a — ¢ y claramente I' - ¢. Adicionalmente, podemos
observar que, trivialmente, si una teoria es finitamente axiomatizable, puede
elegirse un tnico axioma para la teoria, que es la conjunciéon del ntimero
finito de axiomas.

Adicionalmente al teorema de representacion de Stone, tenemos otro teo-
rema que nos permite trabajar a todas las algebras Boolenas como algtn tipo
especial de algebra Boolena, en este caso, el teorema va méas acorde al traba-
jo realizado en esta tesis, relaciondndolas con la légica proposicional. Para
dicho fin, utilizaremos un Sistema Booleano con un lenguaje proposicional,
tal como hicimos con SC.

Teorema 5.1.7 Toda dlgebra de Boole es isomorfa a una dlgebra de Lin-
denbaum.

Demostracion. Sea B una algebra Booleana. Sea SF1, un Sistema Booleano
con un lenguaje proposicional L, cuyo conjunto de variables proposicionales
es {Py|b € B} = P. Si el conjunto A de férmulas de L est4 conformado por
las siguientes:

P, — P. NPy con bc,de Byb=cANd

Py —— P.V Py conb,c,de Byb=cVd

Py —— =P, con b,c,e Byb=_c*

Py

-P,

Podemos considerar a </ (A), el Algebra de Lindenbaum de SF sobre A.
Si D es un ultrafiltro en B y v es la asignaciéon asociada a D, es decir si
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[0 sib¢D
”(Pb){l sibe D

entonces v satisface A.

(i) Si b # ¢, entonces A ¥ P, «—— P,, pues si b # ¢ hay un ultrafiltro
que tiene a uno de ellos pero no al otro, y al utilizar la asignacién asociada
a dicho ultrafiltro, ésta satisface A U {—~(P, «— P.)}.

(71) Ademas, para toda férmula ¢ hay b € B tal que

AF (p— B)
Definiendo h : B — &/ (A) por
h(b) = | P|

Por (i), h es inyectiva, y por (ii), es suprayectiva. Finalmente, las férmulas
en ¥ “dicen” que h es un homomorfismo (e.g., h respeta A si y solo si para
cualesquiera b,c,d € B, si b = ¢ A d, entonces h(b) = h(c) A h(d), es decir,
|Py| = |Pe| A |Pyl, 0 bien ¥ F (P, «— P. A\ Py). Pero P, «— P. \ Py esta en
Y).
Asi, B2 o/(A). R

Retomando la nocién de filtro principal, que fue introducida en la seccién
2 del capitulo 1, podemos hacer un anélisis de este tipo particular de filtros.
Segun el lema 5.1.5 los filtros finitamente generados son principales, y por el
lema 5.1.6, podemos identificar a los filtros finitamente generados con teorias
consistentes finitamente axiomatizables. A continuaciéon introduciremos una
definicién que facilitara el manejo de los filtros principales y procederemos a
enunciar una serie de lemas en 4lgebras Booleanas, que no demostraremos?,

pero traduciremos en lemas que hablan sobre teorias consistentes.

Definicion 5.1.8 Si B es una dlgebra Booleana, a un elemento x € B se le
llamard un dtomo si x # 0 y para cualquier y con y < x se tiene que y = 0
0oy =r.

Es decir, x es un dtomo si no hay elementos de B entre 0 y z, o bien, x es
un elemento minimo distinto de cero de B. Entonces, prosigamos a enunciar
los siguientes lemas.

Lema 5.1.9 Sea B una dlgebra Booleana, Si F es un filtro principal en B,
F es un ultrafiltro si y solo si el generador de F es un dtomo.

*Pueden ser consultados en [3].
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Demostracién. Sea F' un filtro principal generado por a. Si a es un
4tomo, consideremos a un b € B, tal que a £ blo que implica que 0 # (aAb*),
entonces a < b*, pues como (a Ab*) < a y a es un atomo, se tiene que
aANb" =a.

Si F' es un ultrafiltro y existe b € B tal que 0 < b < a, entonces b ¢
F y el filtro generado por b es un filtro que contiene propiamente a F,
contradiciendo la maximalidad de F'. Por lo tanto no existe ningin b € B
con 0 < b < a, con lo que a resulta ser un atomo. W

Si este filtro esta sobre una algebra de Lindenbaum, digamos .27, al obser-
var nuevamente que la clase de equivalencia de las contradicciones es el 0 del
algebra, y recordando cémo se definié el orden para &/, podemos enunciar
los siguientes lemas, como consecuencias directas del anterior.

Lema 5.1.10 Si T es una teoria en SF finitamente aziomatizable, entonces
T es una teoria completa st y sélo si hay una formula ¢ en T tal que para
cada formula v, si ¢ — ¢, entonces || =0 o F ¢ — .

Lema 5.1.11 Si T es una teoria consistente en SF, entonces:

(i) T es finitamente axiomatizable si y sélo si |T| es un filtro principal
sobre of .

(i) T es completa y finitamente aziomatizable si y solo si |T| es un
ultrafiltro principal sobre <f .

|
Finalizamos este breve recuento con una propiedad mas, referente tam-
bién a los ultrafiltros principales.

Lema 5.1.12 Si A es un conjunto infinito, hay algun ultrafiltro no principal
sobre A.

El analisis de este resultado es un poco més enredado, pues involucra el
teorema de representacion de Stone y el isomorfismo que éste nos brinda.

Lema 5.1.13 Si &7 es una Algebra Booleana de SFp, tal que el conjunto
O/ ~p de las clases de equivalencia de férmulas de L bajo la relacion ~
es infinito, entonces existe una teoria consistente y completa no finitamente
aziomatizable en SFy,.
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Demostracion. Sea o7 una Algebra de Lindenbaum, cuyo conjunto sub-
yacente, ®/ ~ es infinito. Por el teorema de representacion de Stone sabe-
mos que &/ es isomorfa a %, una algebra de conjuntos, la cual a su vez es
subélgebra de una éalgebra potencia, digamos (P(I), C). Como ¥ es infinita,
se tiene que P(I) es infinito, y para que esto suceda, necesariamente I ha de
ser un conjunto infinito; por el lema anterior, debe de haber un ultrafiltro
no principal sobre I. Sea U dicho ultrafiltro no principal, entonces, en caso
de que la intersecciéon de U con ¥ resulte no vacia, serd un ultrafiltro no
principal sobre ¥. Dado que existe un isomorfismo entre &7 y €, tendriamos
que o/ tiene un ultrafiltro no principal, el cual corresponde a una teoria
consistente y completa no finitamente axiomatizable en SFy,.

Como % es infinita al menos existe ¢ € €, ¢ # (). Si ¢ € U, tenemos que
la interseccién es no vacia, en caso de no ser asi, como € es cerrada bajo
complementos, ¢* € €, y como U es un ultrafiltro, ¢* € U, por lo que ¥
intersecta no vacuamente a U. B

Terminamos esta seccién intentando interpretar un resultado referente
a ultrafiltros, para ejemplificar que tampoco las cosas siempre son lo que
parecen.

Teorema 5.1.14 Si B es una dlgebra de Boole , A una subdlgebra de B y h
un homomorfismo de A en {0,1}, entonces h es extensible a un homomor-
fismo de B en {0,1}.

Demostracién. Sea X = {a € A|h(a) = 1}. X es un ultrafiltro en Ay,
en consecuencia, posee la pif en A, y por tanto, en B. Asi, hay, por el teorema
del ultrafiltro, un ultrafiltro D en B tal que X C D. Sea g el homomorfismo
de B en {0, 1} determinado por D; es decir, para cada b € B,

[0 sib¢D
g(b)_{ 1 sibeD

Dadoque X C Dyque (A—X)ND =0 (puessia e A—X,a* € X), g
es una extension de h.

El homomorfismo entre Ay {0,1} en el 4lgebra de Lindenbaum puede en-
tenderse como una valuaciéon de una légica proposicional, o como antes men-
ciondbamos, es posible incluso verla como una herramienta para encontrar
una realizacién de un conjunto de enunciados de una légica de predicados.
Visto de esta forma, podemos enunciar el siguiente:

Teorema 5.1.15 Sea SF1, un sistema con un lenguaje proposicional L. Si L’
es un sublenguaje de L, con P’ como conjunto de variables proposicionales,
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y tal que f' es una valuacion para SFy, entonces [’ es extensible a una
valuacion f para SFL.

Este teorema es una consecuencia del teorema anterior, sin embargo,
este ultimo pierde algo de fuerza pues no necesariamente las subdlgebras de
o/ seran conjuntos de formulas de un sublenguaje de L. La utilidad de este
teorema es notoria al considerar a los filtros en la subalgebra, pues estos “son”
teorias que, si son consistentes, podran ser extendidas a teorias consistentes
en toda el dlgebra, para las cuales la valuacion coincidiré con las valuaciones
de las teorfas en la subalgebra.

Sin embargo, la verdadera fuerza del teorema 5.1.14 se hara notoria con
el siguiente teorema, el cual fue demostrado en el capitulo 1 (Teorema 1.2.5)
utilizando el Axioma de Elecciéon, y al considerar la siguiente seccion del
capitulo.

Teorema 5.1.16 (Teorema del Ultrafiltro) Si F es un filtro en el dlge-
bra Booleana B, F puede ser extendido a un ultrafiltro.

Demostracion. Sea A la subalgebra de B generada por F'. A= FUI,
donde I es el ideal dual de F' y F' es un ultrafiltro en A. Sea h el homo-
morfismo de A en {0,1} determinado por F'y sea g la extension de h a un
homomorfismo de B en {0, 1}, la cual existe por el teorema 5.1.14. Entonces
D = {b € B|h(b) =1} es un ultrafiltro en B que extiende a F. B

Notemos que en la demostraciéon de este teorema no utilizamos el Ax-
ioma de Eleccién, pero utilizamos el teorema 5.1.14, y para demostrar dicho
teorema, utilizamos el teorema del ultrafiltro, asi, tenemos que el teorema
5.1.14 es una equivalencia del teorema del ultrafiltro, que nos dice, al apli-
carlo a una algebra de Lindenbaum, que un conjunto consistente de férmulas
puede ser extendido a una teoria consistente y completa (O bien, como se
mencion6 mas arriba, podriamos encontrar una realizaciéon para un conjunto
consistente de enunciados en la logica de predicados). ;Como? No podemos
saberlo, pues esta extension se logra mediante el axioma de eleccién, el cual,
como suele suceder, asegura la existencia de un ente matemético, pero no
nos da un método constructivo para encontrar el ente en cuestion. ;Es esto
lo mejor que podemos decir acerca del teorema del ultrafiltro en las algebras
de Lindenbaum?.
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5.2. Una equivalencia del Teorema de Compacidad
en Logica de Predicados

Teorema 5.2.1 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Cada dlgebra Booleana contiene un ultrafiltro.
2. Cada filtro en una dlgebra Booleana puede ser extendido a un ultrafiltro.

3. Cada conjunto consistente de enunciados de un lenguaje de predicados
de primer orden tiene modelo.

4. Si % es un conjunto de enunciados de primer orden y cada subconjunto
finito de 3 tiene modelo, entonces 3 tiene modelo.

Demostracién. (1) = (2) Sea F' un filtro en una algebra Booleana
B. Entonces el élgebra cociente B/F' es una dlgebra Boolena que, por (1),
contiene un ultrafiltro U. Sea h el homomorfismo canoénico de B en B/F.
Veamos que h~![U] es un ultrafiltro en B que extiende a F.

Sean a,b € h=[U] = h(a),h(b) € U = h(a) A h(b) € U por ser U filtro,
pero como h es morfismo se tiene que h(a Ab) € U .. a Ab € h™1[U].

Si a € h~![U], c € B tales que a < ¢ = h(a) < h(c) por ser h morfismo,
por lo tanto h(c) € U por ser U filtro, y asi, ¢ € h~1[U].

Sia € Bya ¢ h l[U], entonces h(a) ¢ U y h(a)* € U por ser U
ultrafiltro, y por ser A morfismo tenemos que h(a*) € U .. a* € h™1[U].

Finalmente consideremos un a € F, h(a) = |1| y por tanto h(a) € U, asi
a€h U] .. F Ch U]

(2) = (3) Sea X un conjunto consistente de enunciados en un lenguaje
de predicados L. Vamos a construir un lenguaje L* anadiendo al lenguaje L
una constante por cada féormula que tenga exactamente una variable libre. Si
llamamos F! al conjunto de féormulas de L con una variable libre y abusando
de la notacién diremos que L* = L U {c,|p € F'}.

Definamos, para cada ¢ € F, la formula ¢* := (3z)¢(z) — ¢(c,). En-
tonces podemos definir también al conjunto ¥* = X U {¢*|¢ € F}.

Puede demostrarse, sin utilizar A. E. que si X es consistente en L entonces
¥* es consistente en L*.3

Sea B el édlgebra de Lindenbaum de L*. Para cada formula ¢ € L*, |¢|
serd la clase de equivalencia de ¢, i.e. |p| = {¢| Fr, ¢ < ¥}. Como ¥ es

3Vease el apéndice
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consistente, ¥* también lo es y por tanto el conjunto |X*| = {|¢*| : ¢* € ¥*}
tiene la pif! . Asi, |X*| puede ser extendido a un filtro en B y por (2) a un
ultrafiltro F' en B. Usaremos ese ultrafiltro para definir una interpretacion
2 de L* de la siguiente manera:

El universo de 2 es el conjunto de todos los términos de L*, cada cons-
tante es su propia interpretacion. Para cada letra predicativa n—aria dire-
mos que P[ry,...7,] se satisface en 2 si y solo si |P(7y,...,7,)| € F (para
propositos de este argumento consideramos el simbolo de igualdad “=" como
una letra predicativa no légica, asi que no serd necesariamente interpretada
como la identidad en 2). Asi, puede mostrarse por induccién que cualquier
formula de X* es vélida en 2[. Por la manera en que X* fue obtenida a partir
de ¥, cada elemento de ¥ también es valido en 2.5 Asi, 2 serd un modelo
de X en la relacion de equivalencia correspondiente a cuando el simbolo de
igualdad sea la relacion de identidad. En general esto no es necesario, si no
fuera el caso, siempre podemos “contraer” 2 a un modelo 2’ que satisfaga
esta condicion en la forma estandar®. 2’ es un modelo de X.

(3) = (4) Consideremos a ¥, un conjunto de enunciados de primer orden
para el cual cada subconjunto finito tiene modelo. Entonces cada subconjunto
finito de X es consistente y 3 mismo es consistente, por lo tanto tiene modelo.

(4) = (1) Sea B una &lgebra Booleana. Sea L el lenguaje apropiado para
las algebras Booleanas y L(8) el lenguaje obtenido de L al agregar una cons-
tante por cada elemento de 5. Sea 31 el conjunto de todos los enunciados de
L(8) que son verdaderos en B cuando las constantes son interpretadas como
los elementos correspondientes de B, y sea o el conjunto de axiomas de las
4lgebras Booleanas. Sea LT el lenguaje obtenido de L(28) al agregar U, una
nueva letra predicativa de aridad 1, y sea X3 el conjunto de enunciados que
dicen que los elementos que cumplen U forman un ultrafiltro’. Mostraremos

“Supongamos que |X*| no tiene la pif, entonces existe un subconjunto finito || C |S*|
tal que inf(|['|) = 0 o bien A, || = 0, lo cual resulta en una contradiccion, pues
0 = |p A —¢| y partimos de que || es consistente

5Vease el apéndice

®Puede revisarse en [8].

"A saber, si P{ representa a la operacion del infimo, P? al complemento y Pi al
elemento distinguido 0, los enunciados son:

VaVyVz (U(x) ANU(y) A P (z,y,2) — U(z))
VaVyVzVw (U(:c) A PE(y,2) A Pl (w) A P{(z, 2, w) — U(y))
vavy(PE(e,y) = Ul2) VU ())
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que cada subconjunto finito de ¥ = 31 U 35 U X3 tiene modelo. Sea ¥y un
subconjunto finito de X. Sea Ag el conjunto de aquellos elementos en 8B que
corresponden a las constantes que ocurren en Yo, y sea 2 la subélgebra finita
de B generada por Ap. Como 2 es finita sabemos, sin hacer uso del A. E.,
que 2 contiene un ultrafiltro, digamos F. Entonces, si a es una enumeracion
de Ap , (AU, F,a) es un modelo de 3. Asi, por (4), ¥ tiene un modelo B’ en
el cual el valor U® de U es un ultrafiltro. Como B’ es modelo de ¥, es,
salvo isomorfismo, una extension de B. -, U B’ N B es un ultrafiltro en B. A

Vx(Pll(x) - —|U(x))
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Apéndice

A.1. Teorema de Compacidad para SC.

Sea X un conjunto de formulas de SC. Entonces 3 es satisfacible si y
solamente si cada subconjunto finito de 3 es satisfacible.

Demostracién. Si X es satisfacible, entonces existe una asignacién que
hace verdaderas a todas las formulas que pertenecen a X, asi, todas las
férmulas de cualquier subconjunto finito de 3 seran satisfechas por esa misma
asignacion.

Supongamos ahora que cada subconjunto finito de X es satisfacible. Sea
n < wy fn:{pli<n} — 2. Diremos que f, cumple la propiedad (x)
si para cada subconjunto finito ¥y de ¥ existe una valuaciéon que satisface
Yo y es compatible con f, en el conjunto {p;|i < n}, observemos que para
el caso n = 0 simplemente tenemos que cada subconjunto finito de 3 es
satisfacible. Mostraremos por recursion sobre n que f, puede extenderse al
conjunto {p;|i < n} de tal manera que esta propiedad se siga cumpliendo,
esto con la finalidad de definir una valuacién de SC que satisfaga a X.

Sea
fo=10
_ ) fnU{(pn,0)} si fnU{(pn,0)} cumple la propiedad ()
it = U {(pas D} simo

Supongamos que la propiedad (*) no se cumple si f,+1(prn) = 0. Debe en-
tonces existir un subconjunto finito X de X que no es satisfecho por ninguna
valuacion compatible con f,+1 en {p;|i < n} para la cual p, tome el valor 0.
Sea X1 un subconjunto finito de X, entonces 39 = XgUX; es un subconjunto



82 Apéndice

finito de X y, por hipdtesis, es satisfecho por una valuaciéon compatible con f,
en {pi|i < n}. Por la forma en que se eligio X, en esta valuacion la imagen
de p, debe ser el 1. Entonces ¥ es satisfecha por una valuacién compatible
con fn en {p;|i < n}y enla cual p, toma el valor 1. Dado que ¥ fue elegido
arbitrariamente, esto se cumple para todo subconjunto finito de X. De esta
manera probamos que, si f,, U{(pn,0)} no cumple la propiedad (*) entonces
fnU{(pn, 1)} la cumple, y efectivamente podemos extender a f,, al conjunto
{pili < n} conservando la propiedad (x).

Consideremos ahora F' = |J{f,|n € w}. Afirmo que F es una valuacion
que satisface a X, ya que, si ¢ € 3, podemos elegir n suficientemente
grande de tal manera que todas las variables proposicionales de ¢ ocur-
ran en {p;|i <n}. {¢} es un subconjunto finito de ¥, por lo tanto {¢} es
satisfacible por una valuacion compatible con F' en {p;|i < n}, y como todas
las variables proposicionales de ¢ ocurren en {p;|i < n}, entonces F satisface
ap. i

A.2. Simbolos de Constantes y Letras Funcionales
en el lenguaje L.

Como menciondbamos con anterioridad, en este nivel no hay una difer-
encia sustancial entre trabajar tinicamente con letras predicativas y agregar
constantes y letras funcionales. En este trabajo se eligié la modalidad de
trabajar sélo con letras predicativas pues facilita las demostraciones por in-
duccién, sin embargo, como se habra notado en un par de demostraciones,
a veces dificulta la escritura de las féormulas. Presentamos en esta seccion
una idea de la forma de extender nuestro lenguaje L a un lenguaje L* con
simbolos de constantes y letras funcionales.

A veces es util distinguir ciertos elementos en una estructura relacional.
Basta con anadir a nuestro lenguaje L la sucesiéon

<C§a£ < ﬁ)

de simbolos de constante o constantes.

Otra forma de extender nuestro lenguaje es anadiendo un conjunto de
letras funcionales

{fnln € w}.
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Semejante a las letras predicativas, con cada letra funcional, f,,, tenemos
asociado un entero positivo, v(n), el orden de f,.

Las reglas de formacién de L* son las usuales anadiendo el concepto de
término y la nocién de satisfacciéon se extiende de la manera usual.

Para este nuevo lenguaje, una realizacion sera una cuarteta (A, {R,|n €
wh, {Faln € w}, {a¢|€ € B}), donde (A, {R,|n € w}) es una realizacion de L;
para toda n € w, F;, es una funcion y(n)—aria definida en A; a = {a¢|¢ € 5}
es una sucesion de 3 elementos de A, i.e. a € AP,

Lo interesante es notar que, para propositos interpretativos, tanto las
constantes como las letras funcionales pueden ser reemplazadas por letras
predicativas, las primeras por letras predicativas de aridad 1, y las segun-
das, por letras predicativas de aridad n + 1, donde n es el orden de la letra
funcional correspondiente. LT serd el lenguaje obtenido de agregar a L las
letras predicativas 1-arias {C¢|€ € B}, y el conjunto de letras predicativas
{D,|n € w} para las cuales tendremos asociado, a cada D,,, un entero posi-
tivo n(n) = v(n) 4+ 1, igual al orden de la funcién respectiva mas uno.

Entonces, si (A, {Ry|n € w},{F,|n € w},a) es una realizacion de L*,
se sigue que (A, {R,|n € w},{Su|n € w},{T¢|{ € B}) serd una realizacion
de L* definida por S, = {(a1,...,ay(n), Fu(ar, .., aym)))lar, ..., aym) €
A}, Te = {a¢} para todo & < . Con la restriccion de que, dicha real-
izacion ha de hacer verdaderas las formulas 3laT¢(x) para todo § < By
(V1) ... (Vzym))(3'2)Sn(21, . . ., Ty(ny, 2) Para todo n € w.

Daremos una idea de cémo pude se pueden hacer corresponder las férmu-
las de L* con las de L™, con un ejemplo que puede ser extendido a cualquier
numero de funciones y constantes, pero que presentamos tnicamente con
una de cada una por motivos de claridad en la exposicion. A cada férmula
o(f(t1,... tp),c,w) de L* le asociaremos la formula o+ dada por

o = () () (Prltr,- .. o) A Pely) — ol y,0))

donde P; y P, son las letras predicativas correspondientes a la funcién f y
a la constante c respectivamente, t1,...,t, son términos en el sentido usual
de la definicion®, y x,y, w son variables.

Cabe sefialar que ¢ no necesariamente es una férmula de L™, pues los
términos a los que esté aplicada la funcién f no necesariamente son variables,

!La definicién usual de término esta dada por:

1)Todas las variables y todas las constantes son términos.

2)Si f es simbolo de funcién de n argumentos y 7i,...7, son términos, entonces
f(71,...,7) es un término.

3) Una sucesion de simbolos es un término si y sélo si esta caracterizada por 1) y 2).
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pero, por la definicién recursiva de término y de féormula para la formacion
de formulas de L*, es claro que, al tomar una férmula ¢ cualquiera de L*, con
un numero finito de veces que apliquemos este procedimiento para eliminar
funciones y constantes, llegaremos finalmente a una formula de LT,

A.2.1. Cerradura bajo chivos expiatorios.

Sea Y un conjunto consistente de enunciados en un lenguaje de predicados
Ly sea L* = LU {c,|lp € F'}.

Definamos, para cada ¢ € F, la formula ¢* := (3z)¢(z) — ¢(cy). En-
tonces podemos definir también al conjunto ¥* = X U {¢*|¢p € F}.

Lema A.2.1 Si X es un conjunto consistente de enunciados en un lenguaje
de predicados L, entonces ¥* = {¢*|¢ € X} es consistente en L*.

Demostracion. Basta demostrar que > U A es consistente para todo
A C {¢*|¢ € F} finito. Procederemos por induccion sobre |A|.

Para |A|= 0, A =0, y por hipotesis X es consistente.

Sea ¥ = X U {¢},..., 5 1} consistente. Tenemos que demostrar que
SU{g§, - - ., ¢n} es consistente, supongamos que no lo es, entonces X' U{g} }
es incosistente y por lo tanto se tiene que X' - =% |y, usando la definicion de
or, X' E=((3x)en(x) = @nlcy,)), de donde se sigue que X' - ((3z)¢n(z) A
—~pn(cp,)) y que X' =pn(cy,, )

De acuerdo a lo anterior, debe de existir una deduccion de —p,(cy, ) a
partir de X', en la cual podemos intercambiar cada apariciéon de c,, por
para obtener una deduccion de —p,(x) a partir de X'. Veamos que esto es
posible por induccién sobre las férmulas que aparecen en la hipdtesis. Sea
Yo, ..., ¥, una deduccion de —pp(cy,,) a partir de ¥'. Si ¢ € {0,...,k}, y
se tiene que v;(cy,) es un axioma, también 1;(x) lo es. No puede suceder
que i(cy, ) sea una hipotesis, pues la constante c,, no aparece en ninguna
formula de .

Supongamos que tenemos h,i,j € {0,...,k} con j,h < i, de tal forma
que 1; se obtiene a partir de 1; y 1, aplicando Modus Ponens, entonces, si
Y} es la formula que se obtiene de intercambiar en v; todas las apariciones
de c,, por x, y de manera andloga para w;- y 1, entonces es claro que
Y; se obtiene aplicando Modus Ponens a % y ¢;. De manera aniloga este
procedimiento es vélido para Generalizacion.

Obtenemos asi una deduccion de =g, (z) a partir de ¥ y, observando que
la variable x siempre puede ser elegida de tal manera que no aparezca en
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ninguna formula de ¥’ ni en ninguna formula de la deduccion de ;(cy, ),
podemos agregar un paso a esta deducciéon en para aplicar Gen a —p,(z) y
obtener (Vz)—p,(z).

Finalmente llegamos a que X' b (Vz)—p,(z) A ()¢, (z), que impli-
ca la inconsistencia de Y, contrario a nuestras hipotesis. Por lo tanto X U
{8, -, ¢k} es consistente. W
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