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Introducci6n 

El propósito de la tesis es proporcionar un breve panorama acerca de 
los árboles, y dotar a éstos con tilla estructura topológica, usando de 
manera natural su orden. También en la tesis se abordan algunos prob
lemas de árboles y su relación con los conjuntos linealmente ordenados. 

Para lograr este propósito, en el capítulo uno se dan definiciones 
básicas tales como las de conjuntos linealmente ordenados, tipos de or
den, ordinales y cardinales; en la sexta sección de este capítulo daremos 
la demostración del lema de Fodor, el cual es un resultado fundamental 
que nos ayudará a mostrar algunos teoremas de capítulospOBteriores. 
En el segundo capítulo, daremos la definición de árbol, así como diver
sas definiciones relacionadas con él y se mostrarán algunos teoremas 
básicos importantes acerca de este concepto. El capítulo tres será breve 
y en él sólo se dará una definición de topología en un árbol. En el cuar
to capítulo ingresaremos al estudio de conjuntos linealmente ordenados 
y este concepto lo relacionaremos con árboles de Aronszajn, árboles de 
Kurepa y árboles de Suslin, y así podremos definir qué es una línea de 
Aronszajn, una línea de Kurepa y una línea de 8uslin y veremos cómo 
la suposición de la existencia de estas líneas implicará la existencia de 
los árboles y viceversa. En la sección dos del capítulo cuatro veremos la 
relación del Teorema de Ramsey con el Teorema de Kónig demostrado 
en el capítulo 2. 

Cabe mencionar que en el transcurso de la tesis estaremos utilizando 
diversos axiomas de la teoría de conjuntos. Cada vez que hagamos esto, 
anotaremos, junto a los teoremas, los axiomas que necesitamos para su 
demostración; así, AE significará axioma de elección, He signi:fic.ará la 
suposición de la hipótesis del continuo. 

El material que presentamos en la tesis ha sido trabajado a partir 
del artículo de S. Todorcevié [To]. Las referencias [CPT], [HJ], [K] Y 
[W] han servido de apoyo teórico. 

5 
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CAPíTULO 1 

Ordenes 

1. Conjuntos Parcialmente Ordenados 

DEFINICIÓN 1.1. Un conjunto R es una relación binaria si todos 
los elementos de R son pares ordenados; es decir, si para cualquier 
z E R existen x y y tal que z = (x, y). Si R e A x B, entonces decimos 
que R es una relat.'Íón de A en B; Y si R e A x A, diremos que R es 
una relación en A. 

DEFINICIÓN 1.2. Sea R ~ A x B. Decimos que R es una relación 
tmnsitiva si se ctunple que (x, y), (y, w) E R, entonces (X, w) E R. 

DEFINICIÓN 1.3. SE'.8 R una relación en A. Decimos que R es una 
relación reflexiva si (x, x) E R \:Ix E A 

EJEMPLO 1.1. Sea n = {(m, n) : m, n E N Y m/n. n así definido 
es una relación transitiva. En efecto, sean (m, n) (n, k) E n. m divide 
a n significa n = j·m y n divide a k significa k = i·n en donde i,i EN. 
Mostremos que (m, k) E n, esto es fácil ya que k = i· j. m. Además, 
también n es una relación reflexiva ya que para todo entero positivo 
m, m divide a m, es decir m = 1 . m. . 

DEFINICIÓN 1.4. (a) Un orden parcial es un par (P, <) tal que JI» 
es un conjunto distinto del vacío y ~ es una relación en lP' la cual es 
transitiva y reflexiva (\:Ip E P(p ~ p)). p ~ q se lee "p extiende a q". 
(b) (lP',~) es un orden parcial en el sentido estricto si además satisface 
Vp, q(p ~ q y q ~ p -+ p = q). En este caso, definimos p < q si y sólo 
si p ~ q y p =1 q. 

DEFINICIÓN 1.5. Sea (lP, ~) un orden parcial. Una cadena en 1P es 
un conjunto Ce lP' tal que Vp, q E C(p ~ q o q ~ p). p y q son c.ompat
ibles si :3r E lP(r ~ p y r ~ q); y se dice que son incompatibles (pl.q) 
si .3r E l?(r ~ p y r ~ q). Una anticadena en lP es un subconjunto 
A e lP tal que Vp, q E A(p =1 q -+ pl.q). 

DEFINICIÓN 1.6. Un orden parcial (lP',~) tiene la condición de la 
cadena contable (e.e.e) si y sólo si cualquier anticadena en lP es contable. 

7 



_ ... _-----

• • 
• • • 
• • • • • • • • • • • 
• • • 
• • • • 
• • • • • • • • • 

8 1. ORDENES 

EJEMPLO 1.2. Sea lP' = N con su orden usual. Cualquier sub
conjunto de lP' es una cadena (Le., lP' es totalmente ordenado), pero 
cualquier anticadena tiene cardinaliad ~ 1, así P tiene la c.c.c. 

EJEMPLO 1.3. Sea A un conjunto definamos la relaci6n SA en 
peA) \ 0 como sigue: x SA y si y sólo si x ~ y y x,y e A. En
tonces ~A es un orden parcial para el conjunto A, y cumple la c.e.e si 
y s610 si A es contable. 

EJEMPLO 1.4. La relacion I definida por: nlm si y sólo si n divide 
a m es un orden parcial en el conjuto de los números enteros positivos. 
Como N es contable, entonces (N, 1) cumple la e.c.e. 

EJEMPLO 1.5. Sean X un espacio topologico y P = {p e X : p 
. es un abierto y p f:. 0}, con p ~ q f-t P e q, así definido (lP, e) 

está parcialmente ordenado. En este caso, que lP tenga la C.C.C signifiCA 
que cualquier co1eex:i6n de abiertos dos a dos ajenos, es contable. 

DEFINICIÓN 1. 7. Sea S un orden parcial en P, y sea A ~ P. 
(a) a E A es el elemento m{nimo de A en el orden ~ si a ~ x para 
cualquier x E A. 
(b) a E A es un elemento mínimal de A en el orden S si no existe 
x E A tal que x S a y x =f. a. 
(a¡) Similarmente, a E A es un elemento más grande en A en el orden 
S si, para cualquier x E A, x ~ a. 
(b¡) b E A es un elemento maximal de A en el orden S si no existe 
x E A tal que a S x y x f:. b. 

EJEMPLO 1.6. No todos los conjuntos parcialmente ordenados tienen 
un mínimo; tal es el caso del orden parcial del ejemplo 1.3; en cambio, 
si tomamos P( A) Y lo ordenamos parcialmente de la siguiente manera: 
x $A y si x ;.> y, entonces en este caso el mínimo es el conjunto A. En 
cambio, con el orden definido en el ejemplo 1.3, el elemento máximo 
será A. En el ejemplo 1.4 el mínimo elemento de N es e11. 

2. Conjuntos linealmente ordenados 

DEFINICIÓN 1.8. Sean a, b E A Y ~ un orden parcial de A. Dire
mos que a y b son comparables en el orden S si a S b o b :S a. Diremos 
que a y b son incomparable,'] si ellos no son comparables. 

EJEMPLO 1.7. Con el ejemplo de 1.3 dos elementos x,Y E peA) 
son comparables si y sólo si x ~ yo y ~ x; y dos elementos x, y E peA) 
son incomparables si x n y es diferente a x y a y. 
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2. CONJUNTOS LINEALMENTE ORDENADOS 9 

DEFINICIÓN 1.9. Un orden parcial ~ de llll COnjllllto A es llamado 
orden lineal si cualesquiera dos elementos de A son comparables. En tal 
caso, el par (A,:S;) es entonces llamado conjunto linealmente ordenado 

DEFINICIÓN 1.10. (i) Sea L lUl COnjlUlto linealmente ordenado, y 
x E L. Decimos que y E L es sucesor inmediato de x si x < y y 
{Z EL: x < Z < y} = 0. 
(ii) Sea L lUl conjlUlto lineahnente ordenado, y y E L. Decimos que 
x E L es antecesor inmediato de y si x < y y {Z EL; x < z < y} = 0. 

Observación: y es sucesor inmediato de x si y sólo si x es antecesor 
inmediato de y. 

EJEMPLO 1.8. Sea lIt con su orden usual. Con este orden lIt es 
lineal y ningun elemento de r E lR tiene sucesor inmediato, ni antecesor 
inmediato. 

DEFINICIÓN 1.11. Sea (L, :S;L) un COnjllllto line.ahnente ordenado. 
Decimos que L es densamente ordenado si cualesquiera 1, m E L con 
1 <L m existe un dEL tal que 1 <L d <L m. 

PROPOSICIÓN l. Sea L un conjunto linealmente ordenado tal que 
ILI = No· Algún elemento de L tiene suce!Jor o antece.'JOr inmediato .'Ji 
L no esta densamente ordenado. 

Demostración. Si L no es densamente ordenado existen 1, m tales 
que no existe dEL tal que 1 < d < m, entonces 1 es antecesor inmediato 
de m y m es sucesor inmedito de l. O 

DEFINICIÓN 1.12. El segmento inicial determinado por 1 E L es el 
conjllllto U, = {x EL: x < l}. 

DEFINICIÓN 1.13. Sean:S lUl orden de L, y A ~ L. 
(a) lE L es una cota superior de A en el conjllllto ordenado (L, :S;), si 
x :s; l para todo x E A. 
(b) l E L se llama supremo de A en (L, :S), si 1 es el elemento mínimo 
del conjunto de todas las cotas superiores de A en (L, :S). 

DEFINICIÓN 1.14. Sea L un conjunto linealmente ordenado. Una 
cortadura de Dedekind de L es un par (A, B) tal que A, B e L, A # 
o -# B Y tal que Vx E A, Vy E B x < y y A U B = L. 

Un conjllllto linealmente ordenado L se dice que es completo si para 
cada cortadura (A, B) de L, el COnjllllto A tiene supremo a y el infimo 
de Besa. Si L es linealmente ordenado no es completo, la completación 
de Dedekind de L se obtiene agregando un supremo al conjunto A, para 
cada cortadura de Dedekind (A, B) tal que A no tiene supremo. 
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10 1. ORDENES 

L es un continuo linealmente ordenado si L es densamente ordenado 
y completo. 

Un subconjunto D de L es denso en L si para cualquier 1, m E L 
con l <L m, existe un d E D tal que 1 <L d <L m. 

La cardinalidad mínima de un subconjunto densamente ordenado 
de L es llamada la densidad del orden de L y será denotado por d( L, <). 

EJEMPLO 1.9. Q está ordenado densamente en R 

DEFINICIÓN 1.15. Sea X un conjunto parcialmente ordenado por 
la relación S. Para cada pareja a, b de puntos de X tales que a < b, 
definimos (a, b) = {x E X : a < x < b}, [a, b) = {x E X : a ~ x < b}, 
(a,b] = {x E X : a < x ~ b}, [a,b] = {x E X : a S x ~ b}. Para 
cada x E X, sea Nr. = {(a, b) : a < x < b} si x no es elemento mínimo 
ni elemento máximo de Xi No: = {[x, b) : x < b} si x es el elemento 
mínimo de Xi y Nx = {(a, x] : a < x} si x es el elemento máximo de 
X. 

DEFINICIÓN 1.16. Sea L un conjunto linealmente ordenado por la 
relación ~. Tomamos como una sub-base para una topología sobre L 
a todos los conjuntos de la forma {x : x < a} y {x : x > a}, donde 
a E L. Esto nos define una topología sobre L llamada la topolog{a del 
orden de L. Para cada x E L, Nz es una base local de vecindades en 
esta topología. 

PROPOSICIÓN 2. (i) d(L,~) es igual al pellO de L como un espacio 
topologico con la topo logia del omen. 
(ii) Si L es un conjunto densamente ordenado, entonces la densidad de 
orden y la densidad topologica de L coinciden. 

Demostración. (i) Sea D un denso de L tal que IDI = deL, <). 
La colección B = {(a, b) : a, bE D} U {(a, b] : a, b E D Y b es sucesor 
de a} U {[a, b) : a, b E D Y a es antecesor de b} es base de la topología 
del orden de L. Tenemos que 181 = IDI2 + IDI2 + IDI2 = IDI. Por 
lo tanto, wL S deL, S). Por otro lado, sean a, b, c, d E D tales que 
a -1- b -¡. c -1- d, entonces (a, b) -1- (c, d). Así deL, <) ::; wL 

(ii) Sea K, = deL, S), y D ~ L tal que D es denso y IDI = K. Sea 
A -1- 0 un abierto de L. Sea x E A. Por definición de topología de 
orden, existe un intervalo abierto 1 tal que x E 1 e A. Primer caso: 
1 es de la forma (a, b) .. Como L es densamente ordenado ordenado, 
existen Co y Cl tales que a < Co < Cl < b, Y como D es denso de orden 
en L, existe dE D tal que Co ~ d S el. Entonces d E A. Como A es un 
abierto arbitrario, entonc,es cl(D) = L. Los otros dos casos que faltan 
son cuando 1 = [x, b) el = (a, x]. Para estos casos la demostración es 
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3. TIPOS DE ORDEN 11 

análoga al primer caso. Por lo tanto D es denso topológico. Por otro 
lado tenemos que si (a, b) forman un abierto básico, entonces existe 
d E D tal que a < d < b, por 10 tanto D es denso, así IDI ~ deL, ~) O 

DEFINICIÓN 1.17. Un orden lineal < de un conjunto A es bien 
ordenado si cualquier subconjunto no vacío de A tiene un elemento 
mínimo. El conjunto ordenado (A,~) con esta propiedad es entonces 
llamado co~unto bien ordenado. 

EJEMPLO 1.10. El conjunto de los naturales N con su orden t.IBUal 
es linealmente ordenado y todo suconjunto de él tiene elemento mínimo, 
por tanto es bien ordenado. 
El conjunto de los números reales IR con BU orden usual no es bien 
ordenado; el conjunto (a, b) = {x E IR : a < x < b} no tiene elemento 
minimo. 

3. Tipos de Orden 

DEFINICIÓN 1.18. Un conjunto ordenado M el cual tiene una reIa.
cion de orden < se dice que es similar a un conjunto ordenado N el 
cual tiene una relacion de orden <', en símbolos: M ~ N, si el con
junto M puede ser mapeado sobre el conjunto N de tal manera que 
si mi , m2 E M, Y n¡, n2 son sus correspondientes elementos de N, 
entonces mi < m2 implica que ni <' n2. Tal mapeo ea l.lamado mapeo 
de similitud. 

Resulta de la definición que 
(i) M ~ M; es decir, cualquier conjunto ordenado es similar a sí mismo. 
(ii) M ~ N implica que N ~ M. 
Demostración. Si 1 es un mapeo tal que 1 ; M -+ N, resulta que 
1-1 : N -+ M es un mapeo de similitud entre N y M. 

o 

(iii) Si M ~ N Y N ~ e, entonces M ~ e. 

EJEMPLO 1.11. Sea M el intervalo (0,1) ordenado de acuerdo a la 
magnitud de sus elementos. Entonces la función y = xl es 1m mapeo 
de similitud del intervalo (0,1). 

EJEMPLO 1.12. Un conjunto ordenado puede ser similar a 1m sub
conjunto propio. Como lo son {1, 2, 3, ... } y {2, 3,4, ... }. 

DEFINICIÓN 1.19. Por un tipo de orden J1. entenderemos una clase 
de equivalencia dada por la relacion de equivalencia que induce la defini
cion 1.18. Generalmente tomaremos un representante arbitrario M de 
la clase J1. y denotaremos su tipo de orden como tpM = J1. 

.. 
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12 1. ORDENES 

4. Ordinales 

DEFINICIÓN 1.20. Un conjunto x es transitivo si cualquier elemen
to de x es un subconjunto de x. 

EJEMPLO 1.13. Estos son algunos ejemplos de conjuntos transi
tivos: 0, {0}, {0, {0}}, y {{ {0}}, {0}, 0}}. 

DEFINICIÓN 1.21. x es un ordinal si x es transitivo y bien ordena
do por E, en donde E ea la relaciÓn de pertenencia de un conjunto. 

DEFINICIÓN 1.22. si (A, R) ea un conjunto bien ordenado, el tipo 
de orden de (A, R) denotado por tp(A, R) es el ünico ordinal e tal que 
(A,R) C>i C. 

Muchas de las operaciones aritméticas sobre los números naturales 
pueden ser definidas en todos los ordinales y una de ellas ea la operación 
sucesor. 

DEFINICIÓN 1.23. Sea a un ordinal, la operacion ordinal esta. defini
da como sigue 
8(a) = a U {a}. 

DEFINICIÓN 1.24. a es un ordinal sucesor si 3{3 (a = 8({3». a es 
un ordinal limite si a -# 0 y a no es un ordinal sucesor. 

Si O es el conjunto vacío, 

DEFINICIÓN 1.25. 1 = 8(0), 2 = 8(1), 3 = 8(2), etc. 

1 = {O}, 2 = {O, 1}, 3 = {O, 1,2}, etc. 

DEFINICIÓN 1.26. a es un número naturnl si 'ti {3:::; a ({3 = O V (3 
es un ordinal sucesor). 

DEFINICIÓN 1. 27. w es el conjunto de los números naturales. 

DEFINICIÓN 1.28. Sea n E w 
(a) Afl es el conjunto de funciones de n en A. 
(b) A<w = U{Afl : n E w}. 
(e) En general tenemos que si A es un conjunto y a es un ordinal, 
entonces A<a = U{A.a : {3 E a}. 

5. Cardinales 

DEFINICIÓN 1.29. Escribiremos: 
(1) Sean A y B conjuntos: A :j B si existe una función uno a uno de 
AenB. 
(2) A ~ B si existe una fundon uno a uno de A sobre B. 
(3) A ~ B si A :j B Y B ~ A. 
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6. LEMA DE FODOR 13 

DEFINICIÓN 1.30. Si A es un COnjlUlto bien ordenado, IAI es el 
mínimo número ordinal a tal que a ~ A. 

DEFINICIÓN 1.31. Un nÍlmero ordinal a es un número cardinal si 
a=lal· 

DEFINICIÓN 1.32. A es finito si IAI < w. A es contable si IAI $ w. 

DEFINICIÓN 1.33. a+ es el mínimo cardinal> a. K, es un cardinal 
sucesor si K, = a+ para algún a. K, es un cardinallírnite si K ~ W y no 
es un cardinal sucesor. 

DEFINICIÓN 1.34. Si f : a -+ {3 Decirnos que f mapea cofinal
mente a a si y s610 si el rango de f es no acotado en {3. 

DEFINICIÓN 1.35. La cofinalidad de {3 (cf({3)) es el mínimo a tal 
que tal que existe un mapeo cofinal f de a en (3. 

DEFINICIÓN 1.36. Si {3 es un cardinal, Decimos que {3 es regvlarsi 
y sólo si (3 es lUl ordinal limite y cf({3) = {3 

6. Lema de Fodor 

LEMA 1.1. (Con AE). Si K, > W y IXal $ K, paro. toda a, entonces 
I Ua<"Xal $ K,. 

Demostración. Para c-ada a, elegimos una nmción uno almo 
fa de Xo. sobre K. Usemos esto para definir un mapeo uno a uno de 
Ua<" Xa sobre K, x K,. La función f : Uo.<" Xa -+ K, X K, definida por 
f(x) = (Jo.(x), a) si x E X a, es uno a lUlO. Así I Ua</C Xal < lit x KI = 
K O 

DEFINICIÓN 1.37. Dado n E N. Una funci6n n-aria sobre A es 
lill8 función 
f : An -+ A. Si B ~ A, B es cerrado bajo la función f si y sólo si 
f[Bn ] e B. Una funci6n finitaria es una función n-aria para algún n. 
Si L es un conjunto de funciones finitarias y B e A, la cerrradura de B 
bajo L es el mínimo e e A tal que B e e y e es cerrado bajo todas 
la funciones de L. 

Observación. Notemos que siempre existe tal C. En efecto, el 
conjunto e = n{ D : BcD e A y D es cerrado bajo e} es el mínimo. 

EJEMPLO 1.14. Tornemos el conjunto de los números naturales N 
y definamos f : Nn -+ N definida corno fea!, a2,· .. ,an) = al· Con f 
así definida cualquier B c;;;: N es cerrado. 
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TEOREMA 1.1. (con AE). Sea K un cardinal infinito. Supongamos 
que B e A, IBI ~ K" Y L es un conjunto de ~ K funciones finitaria..'1 
sobre A. Entonces la cerrrodura de B bajo e tiene cardinalidad ~ K,. 

Demostración. Dados f E e y D e A, sea ¡ * D igual al conjunto 
¡[D"] = {¡(x) : x E D"} si n > 0, e igual a {f} si n = O. Notemos que 
IDI ~ K, implica que If"'DI ~ K,. Sea 0 0 = By On+! = OnUU{f*On: 
f E e}. Por el lema 1.1 y haciendo inducci6n sobre n, le,,1 :$ K, 

para toda n. Mostremos ahora que Ow la cerradura de B bajo C. 
B e ew ya que B = eo e el e ... e ew • Ahora mostremos que 
![c:] e Cw , si x" E C~, entonces existe k < w tal que x" E Ck, 
entonces ¡(x") E OHl e OW! Y entonces tenemos que x E ew • Por el 
lema 1.1 tenemos que IGwl ~ K. O 

DEFINICIÓN 1.38. Para un conjunto no vacío A, un filtro sobre A 
es un subconjunto F e peA) tal que: 
(a) A E :F y 0 f/- Y. 
(b) \:IX, Y E F, (X n y E F). 
(e) VX E F \fY e A(X e y -+ y E F). 

DEFINICIÓN 1.39. Para cualquier conjunto A no vacío, un ideal 
sobre A es un subconjunto 'L e peA) tal que: 
(a) 0 E'L y A f/- 'L. 
(b) VX,Y EL, (XUY) EL. 
(e) \:IX E I VY e A, (Y e x -+ y E I). 

DEFINICIÓN 1.40. Si'L es un ideal sobre A, el filtro dual, 'L., es 

{X e A : A \ X E X}. 

Si F es un filtro sobre A, el ideal du.al, r, es {X e A : A \ X E F}. 

EJEMPLO 1.15. Para cualquier conjunto infinito A, {X e A 
IX I < w} es un ideal sobre A. 

DEFINICIÓN 1.41. Un ideal I es K - completo si 

VA e 'L(IAI < K -+ UA E 'L). 

Un filtro :F es K - completo si 

\:lA e F(IAI < K --> nA E F). 

DEFINICIÓN 1.42. Para cualquier ordinal limite p, un conjunto 
O e p es cerrado si para todo limite 8 < ¡J, BUp( G n 8) E ei y decimos 
que e es no ac-Otado si supO = p. e es cerrado y no 8C-OtadO (c.u.b) si 
y s610 si e es cerrado y no acotado en /1-. 
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Obserwc,'iones: EquiValentemente tenemos que 
i) Para cualquier ordinal límite~. Si cualquier sucesión de elementos 
{athe5 tal que 6 es un ordinal límite, y sup{ ashe6 E C. Entonces 
C e ~ es cerrado. 

Demostración. 
C n eS es una sucesión de elementos de e, así sup( e n 6) E e. 

o 
ii) Decimos que e e J-L es no acotado en JL si y sólo si para toda 

A < J-L existe 6 E e y 6 < p, tal que A < eS. 

Demostración. 
=}) Sea A < p, como supe C) = p" entonces existe eS E C tal que 

A<eS 

{:::) Supongamos que A = supe e) < p" entonces por bipotesis existe 
eS tal que 6 E e y A < eS por lo tanto supe e) = ~ 

D 
De la observación (i), vemos claramente que ser cerrado 10 es tam

bién en el sentido topológico. 

EJEMPLO 1.16. e = {a < WI : a es limite} es c.u.b en W1. Primero 
mostremos que e ('$ no acotado. Supongamos que e es acotado, es 
decir existe f3 < Wl tal que a < f3 para todo a E e y (3 es un ordinal 
sucesor, tenemos que f3 < f3 + W y f3 + W es un ordinal limite, lo cual 
es una contradicción, así e es no acotado. Ahora probemos que e es 
cerrado, sea {an : n < w} una sucesión de elementos de e tal que 
a n < a m si n < m probemos que 1= BUp{o:n : n < w} E e, I es un 
ordinal limite ya que {an : n < w} es una Buceción de c.ardinalidad w 
que converge a ,. Por lo tanto e es cerrado y no acotado. 

DEFINICIÓN 1.43. Si cf(p,) > w, definimos eub(p), como la colec
ción 

{X e JL: 3e e X(e es c.u.b en JL)}. 

LEMA 1.2. Si cf(p,) > w, entonces: 
(a) Si A < cf(J-L) y 'Va < A eaesunc.u.b, entonces neO. eJJ un c.u.b 
(b) eub(J-L) es un filtro cf(J-L)-completo. 

Demostración. Para (a), sea Ca un c.u.b. en JL para cada a < A, 
donde A < cf(p,), y sea e = nado ea. Vemos e que es una intersec
ción de cerrados, por lo tanto e es cerrado. Para demostrar que e es 
no acotap.o, primero tomemos el mínimo elemento de ea más grande 
que ~, J,':'c~), para cada a < A. Así fa : JL -+ p, es una función. Sea 
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g(~) = sup{fa(e) : a < A}; entonces ~ < g(~) < Jl dado que cf(p.) > A. 
Sea gOCe) = e, gn+l(e) = g(gn(e)) y .9'"'(e) = sup{gn(e) : n < w}; 
entonces e < gW(e) < J.L dado que cf(J.L) > w. Para cada a, Ca ea no 
acotado en [f'(~), así [f'(e) E Ca; por lo tanto !f'(e) E na Ca. Esto es, 
para cada e, gW(e) es un elemento de O más grande que e. 

Para probar (b), primero mostremos que 0u.b(J.L) es 1m filtro; 

i) 0 '1. Oub({t) ya que sup(0) t- {t, claramente J.L E Oub({t) 

ii) Sean X, Y E Oub({t) , entonces existen Cl y Ol, cenados y no 
acotados tales que 0 1 e X y O2 e y y por el inciso anterios C1 n O2 

es cerrado y no acotado y además el n O2 e X n Y por lo tando esta 
en Oub(¡..t) 

iii) Sea X E Cub(Jl), entonces existe O c.u.b tal que O e X. Si 
y e J.L y X e Y, entonces C e Y, así Y E Oub({t). Así Cub({t) es un 
filtro 

Ahora mostremos que es cf({t) - completo, sea Xa E Oub(p.) para 
a < A, donde A < cf(p.). Elegimos Oa: e Xa: c.u.b.; entonces na: Ca: e na Xa, así na Xa E Oub(p.) por (a). 

o 
DEFINICIÓN 1.44. Si cf(Jl) > w, decirnos que X es estacionario si 

y sólo si X '1. Cub'+(J.L), y X es no estacionario si y sólo si X E Cub*({t). 

Observación: Equivalentemente tenemos que, X es estacionario si 
y sólo si X n e t- 0 para todo c.u.b C. 

LEMA 1.3. Sea K. > W regular y sea A un conjunto de funciones 
finitarias sobre 1\, tal que IAI < K, entonces 

e = {'"'f < K: '"'f es cerrado bajo A} 

es c.U.b en K. 

Demostración. Mostremos que O es cerrado, sean D = {'"'fe le<8 
una sucesión de elementos de O y Ó un ordina1limite, mostremos que 
,.\ = supe D) E c. Sea '"'fn E A n, entonces existe '"'fel E D tal que '"'fn E '"'fel' 
y como fb'¿) e '"'f6 e A, entonces fbn) E A para toda f E A, 
por 10 tanto C es cerrado. Para ver que O es no acotado, primero 
tomamos la cerradura G(e) de e bajo Aj entonces e e G(e) e K, y 
IG(e)1 < K. Dado que K. es regular, nosotros podemos elegir g(e) tal 
que e < g(e) < K Y G(e) e g(O como en el lema 1.2. Sea gn la n-ésima 
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iteracion de 9 y f!'(e) = sUPngn(e); entonces f!'(e) es un elemento de 
C más grande que e. o 

LEMA 1.4. Sea K > W regular, y sea Cn un ce1T1"ado no acotado en 
K para toda a < 1\,. Entonces D = {, : Va < ,(-r E Ca)} es cerrado y 

no acotado en K 

Demostración. Fácilmente se ve que D es cenado. Para ver que 
D es no acotado, sea g(e) un elemento de no<e Ca que sea más grande 
que e (notemos que no<e Cn es no acotado, por el lema 1.2), entonces 
gW(e) (definido como en el lema 1.3) es un elemento de D más grande 
que e. O 

LEMA 1.5. (Lema de Fodor). Sea K > w regular, S u.n subconjunto 
estacionarío de K, y I : S -+ K tal que V'Y E S(J)(-y) < 'Y; entonces 
para al!JÚn a < K, ¡-1{ a} es estacionario en K. 

Demostración. Si 1-1 ( {a}) no es estacionario en 1\" entonces para 
cada a tomamos un cerrado y no acotado Ca con Ca n ¡-l{a} = 0. 
Sea D = {, : Va < 'Y('Y E Ca)}. D es un cerrado y no acotado (por el 
lema 1.4). Pero también D n S = 0, dado que si 'Y E D n S, I('Y) i- a 
para todo a < 'Y, contradiciendo que lb) < 'Y. Así, S no puede ser un 
estacionario en K. O 
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CAPíTULO 2 

Árboles 

DEFINICIÓN 2.1. Un árbol es lUl conjunt.o parcialment.e ordenado 
(T, :::;T) t.al que para cualquier t E T el conjunto (', t )T={ 8 E T ; 
S <T t} es bien ordenado. La altum de t en (T, :::;T) , htT(t) , es el 
tipo de orden de (', t)T. Para un número ordinal a el a-esimo nivel 
de T es el conjunto RuT={t E T ; htT(t) = a}. La altum de T, 
htT = min{ a : RaT = 0}. 

DEFINICIÓN 2.2. U es una parte inicial de T si e t)T ~ U para 
cualquier t E U. 

DEFINICIÓN 2.3. Si T es un árbol y t E T ! definimos T t como el 
conjunto {s E T : t :::;T 8}. 

DEFINICIÓN 2.4. Cualquier subconjlUlto de T lo consideraremos 
como lUl su.bárbol de T. 

Notemos que para cualquier subárbol U de T tenemos que si t E U, 
htu(t) :::; htT(t), es decir lUl subárbol U de T no necesariamente cumple 
que RaU ~ RaT. 

EJEMPLO 2.1. Sea T un árbol. Consideremos lUl conjunto A de 
ordinales. Sea TIA = U{RaT : a E A}, est.e conjunto es un subárbol 
deT. 
También rt es otro ejemplo de un subárbol de T. 

DEFINICIÓN 2.5. Una rama de lUl árbol T es lUla ('Mena maximal 
deT. 

DEFINICIÓN 2.6. Un camino de T es cualquier cadena de T la cual 
es también una parte inicial de T. 

DEFINICIÓN 2.7. Una a-cadena en lUl árbol T es una cadena de 
tipo de orden a. 

EJEMPLO 2.2. Un ejemplo de lUl árbol es cualquier ordinal 8 con 
su orden usual. Si a < Ó tenemos que ht6(a) = a, y ht(Ó) = 6. 

Así, se puede ver a los árboles como una generalización muy natural 
de los ordinales. 

19 
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EJEMPLO 2.3. Otro ejemplo de un árbol es d J = ue J : a: < 
8}, el árbol 1 - ario de altura 8, donde 1 es un conjunto linealmente 
ordenado. Se puede pensar a los elementos de al como las sucesiones de 
elementos de 1 de longitud a. En <61, se define s :'S t si y sólo si s e t, 
si y sólo si la sucesiOll t extiene a 8. Si a: < 8, entonces Ra(d 1) = a J, 
y ht(d 1) = 8. Cuando 1 = 2 Y J = w tenemos el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 2.4. Un ejemplo natural de un árbol infinito es el con
junto S de todas las sucesiones finitas de O y 1 ordenada por ~, es decir 
s=u{n2 : n < w}. Claramente tenemos que si 8 E S , hts(s) = Isl, 
de aquí RnS = n2 para cualquier n < w y htS = w. Cualquier rama 
de S tiene la forma {fin: n < w} donde f E w2. De aquí resulta que 
el conjunto de todas las ramas de S tiene cardinalidad 2~o y puede ser 
identificado con el conjunto de Cantor. 
Este árbol es interesante dado que tiene altura w y todos los niveles 
son finitos, pero tiene 2No w-ramas 

PROPOSICIÓN 3. Si U es una parte inicial de T, entonces pam 
cualquier a :-s; htU se tiene que RaU = RaT n U. 

Demostración. ~) Sea u E RaU. Por demostrar que u E RaT n 
U. Tenemos que (', u)u = (', U)T n U. Como U es parte inicial de 
T, (', U)T e U. Por lo tanto (', u)u = (', U)T. Así que tp(·, u)u = 
tp(·, U)T = a. Concluimos que u E RaT. 
2) Sea t E RaT n U, tenemos que tp(·, t)T = a, pero (', t)u = (', t)T n 
U = (-, t)T, por lo tanto tp(·, t)u = a O 

DEFINICIÓN 2.8. Si E es un sub conjtmto de w2, entonces definimos 
SE = S U E ordenado por~. Si E no es contable, entonces SE e8 
llamado árbol de Cantor, donde s=u{n2 : n < w}. 

DEFINICIÓN 2.9. Si T es un árbol y si s, tE T I entonces definimos 
pes, t) = (', s)r n (·,t)T. 

LEMA 2.1. Si s,t,u E T, entonces R",t,u = {p(s,t),p(t,u),p(s,u)} 
tiene a lo más dos elementos, y p, q E R.,t,u implica p ~ q o q S; p 

Demostración. Primero mostremos que si p, q E R.,t,u, entonces 
p ~ q ó q ~ p. Sea p = pes, t) y q = p(t, u). Supongamos que p ~ q ni 
q ~ p, entonces existe tI E pes, t) y tI ~ p(t, u). Por otro lado, también 
existe t2 E p(t, u) y t2 f/. pes, t). 

Observación: Se debe eumplir que t l 1:T t2 Y t2 1:T tI. Si sucediera 
que tI :-S;T t2, se implicaría que t E p(t, u), contradiciendo lo anterior. 
Análogamente, si sucediera que t2 :-S;T t¡. 
Tomemos ta E (', t) tal que tI :-S;T ta Y t2 ST ta, así t l E (" ta) y 
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t2 E (', ts) esto no es posible ya que (" t s) es un buen orden, por 10 
tanto debe de suceder que p ~ q ó q ~ p, análogamente si tomamos 
cualesquiera dos elementos de {pes, t), p(t, u), pes, u)}. 
Ahora mostremos que I R."t,u I 'S 2, si suponemos que I Rs,t,ul = 3, por la 
demostración anterior tendríamos que T e q e p, donde p = p(s,t) = 
(. , s) n (', t), q = p( t, u) = (', t) n (-, u), r, = p( s , u) = (', s) n (', u), 
veamos que r e q e p no puede suceder. Sea A = (', s), B = (" t) Y 
e = (', u), si pasara que A n e e B n e e A n B, tendríamos que existe 
t E B n e y t ~ A n e, entonces t E B Y t E e, además t ~ A ya que 
t E e, de aqw tenemos que t ~ A y t E B por lo tanto t (j. A n Bj esto 
es una contradicción ya que B n e e A n Bj por 10 tanto, no puede 
suceder que r e q e p. Es análogo para los demás casos, por 10 tanto 
IR.,t,u $ 21· O 

DEFINICIÓN 2.10. Un nodo de un árbol T ea cualquier clase de 
equivalencia de la relación ,..., definida sobre T por 8 ,..., t si y sólo si 
(·,S)T = (·,t)T. 

Así cualquier nodo N de T es un subconjunto de algíín nivel RaT. 
En este caso o: es la altlUa de N en T. 

DEFINICIÓN 2.11. Si p es un camino acotado de T, entonces el 
conj1IDto Np = Ro{t E T : s <T t para toda 8 E p} de todos los 
sucesores inmediatos de p en T forman un nodo de T. Conversamente, 
si N es un nodo de T, entonces p( N) = {8 E T : s $T t para todo 
t E N} es el camino de todos los predecesores de N. Es claro que 
Np(N) = N para cualquier nodo N de T. 

DEFINICIÓN 2.12. Si N es un nodo de T ,y si tE U{T8 : s E N}, 
entonces por t N se denota al único elemento de {s E T : 8 ST t} n N. 

DEFINICIÓN 2.13. Sea T un árbol, y sea N(T) el conjunto de todos 
los nodos de T. Para cualquier N E N(T) se fija un orden lineal 
SN deN. Entonces el orden lexicográfico ~ de T inducido por {:'SN: 
N E N(T)} es definido por s ~ t si 
(i) 8 ST t 
(ii) S iT t, t iT S Y 8N SN tN, donde N = Np(s,t). 

LEMA 2.2. :5 es un orden lineal en T el cual extiende a ST 
(i.e para todo a, bE T si a ST b, entonces a ~ b). 

Demostración. Se demuestra que (i) ~ es transitiva: Sea s :::5 t 
Y t ~ u. Por el lema anterior se cumple que pes, t) = pes, u) , o 
bien pes, t) = p(t, u) o pes, u) = p(t, u) se cumple. Se considerará el 
caso pes, t) = pes, u) pues en los otro casos la demostración es similar. 
Notemos que s >T u contradice 8 ~ t Y t ~ u. De esto Be puede suponer 
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que 8 Y u son incomparables dado que 8 ST u implica que 8 :':! u. Sea 
N = Np(lJ,t) = Np(lJ,u). Si tN = UN, entonces 8 y T son incomparables, 
de aquí 8N S t N = UN Y así 8 :':! u. Si tN -1- UN, entonces t y u son 
incomparables, pes, t) = pes, u) = p(t, u), y tN SN UN y dado que 
sN SN t N y dado que '5:.N es transitiva, se tiene que SN "SN UN. De 
aquí resulta que 8 -< U. 

(ii) Demostraremos que ~ es reflexiva. Esto pasa ya que ST es reflexiva 
y así tenemos que para cada t E T t "ST t, entonces t ~ t. 
(iii) Demostraremos que para todo 8, t E T se cumple que s ~ t o 
t ::5 8. 

Caso 1. s "ST t (t ST s), entonces s :':! t (t:':! s). 
Caso 2. s tT t Y t tT, como cada nodo tiene un orden lineal tenemos 
que se clUnple que sN SN tN o tN S sN, entonces s :':! t o t :':! s. O 

LEMA 2.3. Paro cualquier tE T, rt es un conjunto convexo en 
(T, ::5). 

Demostración. Demostraremos que si a, b E rt y a -< b y si 
a -< d -< b, entonces d E rt. Sea d tal que a -< d -< b. De aqw se 
desprenden 4 casos: 
(i) a <T d <T b. Como t <T a <T d, entonces t <T d, por lo tanto 
dE T t . 

(ii) a <T d, d <N b donde N es un nodo de T. Este caso se muestra 
de manera similar al caso (i). 
(iii) aN <N dN , dNI <NI bNI . Supongamos que d ti. rt. Esto quiere 
decir que t N SN dN 6 d <T ti si t N SN dN (000: t N = aN = bN ) 

tendríamos que aN = bN = t N <N dN , contradiciendo que a -< d -< b. 
Si d <T t, entonces d <T a, entonces d -< a, contradiciendo que a -< 
d -< b. Por lo tanto d E re. 
(iv) aN <N dN1 d <T b. Este caso se muestra de manera similar al caso 
(iii). O 

DEFINICIÓN 2.14. Para N E N(T) sea Sr el orden lexicográfico 
de T inducido por {:::;Ñ: N E N(T)}. 

PROPOSICIÓN 2.1. Supongarrws que (N, ST), con N E N(T), no 
contiene un orden real no contable. Entonces (T, -<) contiene un orden 
real no contable si y s610 si (T, ST) contiene un subárbol de Cantor. 

Demostración. ::;:}) Sea :IR. e T tal que (:IR., ~) es un orden real no 
contable, como :IR. es un orden real no contable existe D e :IR. denso tal 
que IDI = No. 
Probaremos que si a E :IR., existen to Y t l E D tales que a :':! to -< t l , Y 
además a "ST to, a ST t l y toN SN t IN (Le to tT td. Si no pasara lo 
anterior tendríamos dos casos: 
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caso 1) a '5:.T t para toda tE D. 
caso 2) to 1:. tI para todo to, t¡ E D. 
Mostraremos que no es posible que se den estos casos. 

23 

caso 1) Si a '5:.T t para toda t E D, tendríamos que para todo r E IR, 
a '5:. r y esto no puede ser ya que este no seria un buen orden y T no 
sería un árbol. 
Si tuvieramos que existe r E IR \ D tal que a :$T y t 1:. T para toda 
tE D, no existiría d E D tal que a :5 d :5 T Y D no sería denso. 

caso2) 
subcaso 1) Si existiera una cantidad no contable de r E IR \ D tal que 
t N '5:.N r 6 TN '5:.N tN para t E D, entonces el conj1.Ulto de sucesores de 
a formarían un nodo con un orden real no contable y esto no es posible 
por hipotesis. 
subcaso 2) para que el subcaso no se cumpla debe de pasar que para 
todo T E IR \ D (exepto quiza para una cantidad contable), t :$ T para 
t E D, tomemos t :$T TI :$T T2, entonces para TI y T2 no existe d E D 
tal que TI :5 d:5 T2' 

Ahora procedamos a construir el subárbol de T el cual es de Cantor. 
Sea t E IR tal que htT(t) = min{htT(t') : ti E :IR}. Por lo arriba 
mostrado, existen to y t¡ E D tales que t :$T to, t :$T tI Y to 1.:.T tI 

{:;::) Sea T = {2n : n < w} Demostraremos que el conjunto D = 

{2n : n < w} es denso en T. Observemos que ITI = w¡. 
Tomemos a :5 b. Mostraremos que existe dE D tal que a:5 d j b. 
Caso 1) a j b si a :'5:.T b, entonces htT(a) < htT(b). Tenemos que la 
altura de b es a 10 más w, así htT(a) < w. Elijamos d = a. Por lo tanto 
a ~ d:5 by d E D. 
Caso 2) a j bsi y sólo si aN < bN. Esto implica que htT(aN) , htT(bN ) < 
w, así si hacemos d = aN tenemos que d E D. 
Como ITI = w¡ y D es un conjunto denso contable de T, entonces 
(T, :5) es un orden real no contable. O 

Una familia fija {'5:.N: N E N(T)} de ordenes lineales de los no
dos de un árbol también introduce un orden lexicográfico -< sobre el 
conjunto BT de todas las ramas de T definido por l :5 m si y sólo si 
lN '5:.N mN donde N = N1nm {lN} = ln N y {mN} = mnN. 

PROPOSICIÓN 2.2. Si (N,:$N) es un orden lineal completo paro 
cada N E N(T) , entonces (BT, :5) e8 también completo. 

Demostración. Sea A 1m segmento inicial de (BT ,:5). Se demos
trará que A tiene lID supremo en (BT1 :j). sea m el conjunto de todas 
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las t E T tal que Bt n A -1- 0 mientras {l E Br : Bt < l} n A = 0. 
Entonces, utilizando la completez de (N, $.N) para N E N(T), se debe 
demostrar que m es una rama de T, Y que m es el supremo de A. O 

1. ft-Árboles 

DEFINICIÓN 2.15. Para cualquier cardinal regular It,'un K-árbol es 
un árbol T tal que htT = K, y IRaTI < K. 

DEFINICIÓN 2.16. Para cualquier cardinal infinito "", un ",,-árbol 
de SU8lin es un árbol T tal que ITI = K Y cualquier cadena yanticadena 
de T tiene cardinalidad < K. 

TEOREMA 2.1. (Konig). 
Cualquier No-árbol tiene una rama cofinal. 

Demostración. Sea T un No-árbol. Por inducción sobre n < w, 
se elige t n E RnT tal que rtn no es finito y tn <T tn+l' Entonces 
{tn : n < w} es una rama cofinal de T O 

TEOREMA 2.2. (Kur-epa) 
Sea 1\, un cardinal regular y sea T un árbol de altura K tal que paro 
algún A < K, IRaTI < A paro toda Q' < K. EntoncR8 T tiene una roma 
cofinal. 

Demostración. Se puede suponer que A es también un cardinal 
regular. Para cada ó < It con ció = A se toma un 86 <T t§ con la 
propiedad T 8

& n ~T = {t6 }. Tal 86 existe, en otro caso se tendría que 
IR.5TI ;::: A lo cual es una contradicción. Por el Lema de Fodo!, se puede 
encontrar un conjunto estacionario A ~ {ó < K: ció = A} y"y < 1\, tal 
que htr(S6) = "Y para toda ó E A. Ahora resulta que {t6 : Ó E A} es 
una K - cadena de T O 

DEFINICIÓN 2.17. Se dice que un árbol T es normal si y sólo si 
N(i) IllQTI = 1; 
N(ii) si s,t E T Y si htT(S) = htT(t) es un orrunallímite, y si ("S)T = 
(', t)T, entonces 8 = t; 
N(iii) si Q' < {3 < htT, Y si t E RaT, entonces Irt n R~TI > 2 

DEFINICIÓN 2.18. -'XA = U{'t,X.: It < a} 

EJEMPLO 2.5. Un ejemplo típico de un árbol normal es el árbol 
binario de altura Q', (a2, ~). 

DEFINICIÓN 2.19. Se dice que un árbol T es A ~ ario si INI = A 
para cada nodo N de T de altura ordínal sucesor. 
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EJEMPLO 2.6. Un árbol A-ario, esta dado por ( ~A, ~). Para este 
árbol cada nodo de altura sucesor tiene cardinalidad A. 

PROPOSICIÓN 4. Sí T ~ un árbol, se puede hacer que T cumpla 
N(í) y N(ií) sin incrementar la cardinalidad de T. 

Demostración. Agregemos un punto entre p(N) y N, para cada 
nodo N de T con altura limite o cero. O 

DEFINICIÓN 2.20. Sean T y U dos árboles dados de la misma al
tura K. Entonces decimos que T y U son cub-isomorfo., si existe un 
c.U.b e e K tal que Tic Y Ulc son isomorfos. Tes cub-incrustable en 
U si T es cub-isomorfo para alguna parte inicial de U. 

PROPOSICIÓN 5. Se puede encajar T sobre una parle inicial de !lA, 
donde a = htT Y A = n(T) = sup{INI : N E N(T)}. 

Esta proposición muestra que ITI :$ E{n(T)IPI : {:J < htT}, Y 
también demuestra que cualquier árbol normal T pueda ser identificado 
con una parte inicial de !lA donde a = htT Y A = n(T) 

2. Árboles de ArollBzajn 

DEFINICIÓN 2.21. Para cualquier cantinal regular K, un K-árbol 
de Aronszajn es un K-árbol tal que culaquier cadena en el árbol T es 
de cardinalidad < K. A los W¡ -árboles de Aronszajn les llamaramos 
simplemente árboles de Aronszajn. 

DEFINICIÓN 2.22. Si P es un conjunto parcialmente ordenado, de
notamos por cr P al conjunto de todos los subconjuntos de P que son 
acotados y bien ordenados. 

TEOREMA 2.3. {Aronszajn}. Existe un árbol de Aronszajn. 

Demostración. 
Sea crQ = {t E crQ : t tiene un elemento maximal }. Nuestro árbol de 
Aronszajn T sera un subárbol de cr'Q. Construiremos T por inducción 
sobre los niveles Te., a < Wl. La a-ésima hipótesis de inducción es: 
(*)0: para cada 'Y < (:J < a, cada t E T, y cada Q 3 x> max(t), existe 
un s E TfJ tal que t <' s y x > max(s). 
Caso a = {:J + 1. Sea To: = {t U {x} : t E Tp, x E Q y x > maxt}. 
Entonces ITal :$ ~o, y así (*)a se cumple. 
Caso a es limite. Sea (an)n<w una sucesión creciente de ordinales C~ 
finales en a. Fijemos t E Tia Y X E Q tal que x > max(t). Sea 
m = mini n : an ~ ht(t)}. Usando (*)0:, conatruyamos inducti
vamente una sucesión creciente (tk)Ic<W de elementos de Tia tal que 
to = t, tic E Tarn+" Y max(tlc ) < x. Más aún, podemos suponer que 
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8up{max(tk ): k < w} = x. Sea St,k = (U{tk: k < w}) U{x}. Entonces 
ITal :s: No y (*)a+1 se cumple. 
Sea T = U{Ta : a < w}. Entonces T es un árbol de Aronszajn. O 

PROPOSICIÓN 2.3. Sea 2 ~ A S No- Supongamo8 que existe un 
árbol de A ronszajn. Entonces existe un árbol el cual es normal y A -
ario. 

Demostración. Sea T cualquier árbol de Aronszajn, es decir un 
N¡-árbol cuyas cadenas son a 10 más contables. Agregemos un nuevo 
punto entre p( N) Y N para cada nodo de altura lm ordinal limite o cero. 
Así se puede suponer q~e T satistace N(i) y N(ii) de la definicion de 
árboles normales. Para cada t E T, se elige un ordinal a = a(t) < WI 

con la propiedas que rt n RaT es vacío o infinito. Como T es lm árbol 
de AroIlBzajn, tal a(T) existe. 
Sea e = {8 < WI : lim(8) y a(t) < 8 para toda tE Tló}. 
Entonces e es llll conjunto cerrado y no acotado de WI Y Tic es un 
árbol de AroIlBzajn No - ario. 
Supongamos ahora que 2 :s: A < No. Sea T un árbol de Aronszajn 
A - ario. Por inducción sobre los niveles de T se puede incrustar T en 
un segmento inicial TI de U{aA : lim(a)} tal que 

T· = {8 E ~A: 8 ~ t para algún t E TI}. 

T· es un árbol de Aronszajn A - ario. o 
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CAPíTULO 3 

Topología en Árboles 

También, dado un árbol T se le puede considerar como un espacio 
topológico con la topología generada por los intervalos de la forma 
(8, t]T, donde 8, tE TU{ -oo}. Se puede mostrar que T con la topología 
de los intervalos no es necesariamente Hauadorff, y esto pasa si T sat
isface N(ii) de la definicion de árboles normales (ver definición 2.17). 
Ahora supondremos que T siempre va a satisfacer N(ii). 

DEFINICIÓN 3.1. Si T y U son árboles entonces por T ® U se de
nota el conjunto {(t, u) : t E T, u E U Y htr(t) = htu(u)} ordenado 
parcialmente por (t, u) ~ (tI, u¡) si y sólo si t S.T tI y u $.u UI. 

PROPOSICIÓN 6. Si T Y U son árboles, entonces T ® U también 
es un árbol. 

Demostración. 1) Primero mostraremos que (T ® U,~) es un 
conjunto parcialmente ordenado. 
(i) (T ® U,~) es reflexiva. Sea (t, u) E T ® U¡ tenemos que t ~T t Y 
u Su u pues T y U son árboles. Por lo tanto (t, u) S. (t, u). 
(ii) (T ® U, S) es transitiva. Sean (tI, Ul) S (t2, U2) Y (t2, U2) S 
(ta, UJ); esto implica que tI ~T t2 Y UI s'u U2 además t2 S.T ta Y 
U2 s'u u,J, así tI S.T ta Y U,1 s'u u,J por lo tanto (t1, U1) S. (t3, U,3). 
2) Ahora mostraremos que (', (ti! UI))T®U = {(t, s) E T ® U: (t, s) < 
(tI, ud} es bien ordenado. Sabemos que a = htT(tl ) = htU(UI), y (', t¡) 
Y (', UI) son conjuntos bien ordenados; así, (', (tt, Ul)) es isomorfo al or
dinal a, por lo tanto es lID COnjlIDto bien ordenado. Así (T ® U, $) es 
un árbol. O 

DEFINICIÓN 3.2. Si 1 S n < w , entonces por T(n) se denota el 
producto T®T®··· ®T, (n veces) . 

PROPOSICIÓN 7. Si T Y U son NI-árboles y uno de ellos es Aron
szajn, entonces T ® U es también un árbol de Aronszajn 

Demostración. Sea T un árbol de Aronszajn. Supongamos que 
T ® U no es un árbol de Aronszajn. Entonces existe una cadena O 
tal que 101 es WI. Tomemos el conjunto el = {t E T : :3u E U Y 
(t, u) E e}. Tenemos que le11 = WI Y el es una cAdena del árbol T; 
esto es una contradicción pues T es un árbol de Aronszajn. O 

27 
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Sin embargo ® no preserva la propiedad de ser Sustin. La siguiente 
proposición muestra este hecho. 

PROPOSICIÓN 3.1. Si ITI > w , entonces T ® T tiene una cadena 
o anticadena no contable 

Demostración. Sea (ter. : a < Wl) una sucesión de elementos de 
T tal que cualquier ter. tiene dos sucesores incomparables s~ y s¿ tal 
que htT(S~) = htT(s¿) < htr(tf3) para cualquier a < {3 < Wl. Ahora 
s6lo hay que verificar que {(s~, 8~) : a < w¡} es una anticadena de 
T®T. O 

DEFINICIÓN 3.3. Un conjunto D es denso en T si para cualquier 
8 E T, existe t E D tal que s :5:T t. 

EJEMPLO 3.1. Si tomamos T = 'P( w) ordenado por 2, un conjunto 
denso en T, es el conjunto formado por los conjuntos cuya cardinalidad 
es 1, es decir D = Un} : n E w} es denso en P(w). 



• • 
• • • • • • • • • • • • • • 
• • 
• • 
• • • 
• • • 
• 
• • • • 
• 

CAPíTULO 4 

Conjuntos Linealmente Ordenados y Árboles 

PROPOSICIÓN 4.1. Sea (L, SL) un conjunto linealmente ordenado. 
Entonces deL, SL) = min{K : (L, SL) es incrustable en (P(K), ~)}. 

Demostración. Sea /\, = deL, SL) y sea D un subconjunto den
so de L de cardinalidad /\'. Entonces 1 -+ (', l]L n D es un mapeo 
estrictamente creciente de (L,5L) sobre (1'(D) , ~). Conversamente, 
podemos suponer que L es una cadena en 'P(/\'). Para cada a E /\', sea 
do: = n{ 1 : a E 1 EL}. Entonces, claramente, se ve que D = {do: : 
a < K} es 1m subconjunto denso de (D U L, ~). De aquí resulta que 
d(L,~) 5 d(DUL,~) 5 /\, O 

COROLARIO 4.1. d(L,5L) :-:; No si y 86lo si (L,5) es isomorfo a 
un conjunto de números reales. 

Demostración. Sea::s el orden lexicográfico de 'P(w). Entonces 
A e B implica A ::5 B Y ('P(w),~) es isomorfo al conjunto de Cantor. 

O 

DEFINICIÓN 4.1. Por tp(L, SL) se denota el tipo de orden de 
(L, S.L). Este es la clase de todos los conjuntos linealmente ordenados 
isomorfos a (L, SL). Si rp = tp(L, SL),definimos Irpl = ILI,d(rp) = 

deL, SL) y rp'" = tp(L, ~L). 

DEFINICIÓN 4.2. Si rp = tp(L,5L) y 1/J = tp(K,5K), entonces 
1/J S rp significa que existe un mapeo estrictamente creciente de K 
sobre L. 

DEFINICIÓN 4.3. Por L2 se denota el conjunto {(l, m) : l, m EL} 
ordenadoparciaImentepor (l,m) S (ll,m1) si Y s610 si 1 S [1 ym S mI. 

Ahora se define la operacion fundamental que relaciona los árboles 
con los conjuntos linealmente ordenados 

DEFINICIÓN 4.4. (Proceso de atomizaci6n) Este es un proceso in
ductivo de construcción de familias To:, a E On, de subconjuntos con
vexos no vados de L tal que : 
(i) si a = 0, entonces To: = {T}. 
(ii) si a = f3 + 1, entonces para cada 1 no trivial tal que 1 E Tf3 existen 

29 
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lo, 11 E Ta tales que 1 = lo U lb Y Ta = U{{Io, Il} : 1 E T¡3 Y 111 2 2}. 
(iii) Si a es un ordinal limite, entonces 
Ta = {nb: b ~ U{T¡3 : (3 < a}, bnT¡3 =1 0 para toda (3 < a, y nb =1 0}. 

Es claro que para algún a, Ta = 0. De aqm se puede definir 
htT = min{ a : Ta = 0} y T = U{Ta : a < htT}. 

Entonces (T, ;;2) es un árbol y R:xT = Ta para toda a < hiT. 

DEFINICIÓN 4.5. Cualquier árbol que es resultado de una proceso 
de atomización de L es llamado un árbol de partici6n de L. 

Consideraremos únicamente procesos de atomización binarios. 

DEFINICIÓN 4.6. Sea L un conjunto linealmente ordenado y sea T 
un árbol de parti(;ión de L. Si N es un nodo de T , Y si 10 ,11 E N, 
entonces lo <N l¡ si y sólo si 1 <L m para cualquier 1 E lo Y m E 11, 

PROPOSICIÓN 8. Sea ~ el orden lexicográfico de T indu.cido por 
{SN: N E N(T)} el conjunto de nodos de T. Entonces el mapeo 
1 --+ {l} es un encaje isomorfo de (L, SL) sobre (T, ~). 

Demostración. Para esto supongamos que 1 <L m, Y sea 1 = 
n{ JET: {l, m} ~ J}. Entonces / E T. Sea /0 e /1 los sucesores 
inmediatos de 1 en T, y supongamos que lo <N 11 , donde N es el nodo 
{IO,!I} de T. Entonces se tiene que 1 E /0 Y m E /1 , de aquí {l} -< 
{m}. O 

PROPOSICIÓN 4.2. Supongamos que 'P y 1/J son tipos de orden tales 
que 1/J S 'P. Entonces, cualquier árbol de partición de 'P contiene un 
subárbol isomorfo a un árbol de partici6n de 1/J. 

Demostración. 
Sea L un conjunto linealmente ordenado, sea K subconjunto de L, 

y sea T un árbol de partición de L. Sea TK = {I n K : 1 E T e 
/nK =1 0}. Entonces claramente se puede verificar que TK es un árbol 
de partición de K. Para J E TK sea h(J) el elemento ;;2 -minimal de 
T tal que J = h(J) n K. Entonces h es un encaje isomorfo de (TK ,;;2) 
sobre (T, ;;2). O 

DEFINICIÓN 4.7. Sea wo(L) = 8up{IAI : A es un subconjunto bien 
ordenado o inversamente bien ordenado de L}. 

TEOREMA 4.2. (Hausdorff-Urysohn) 
Sea L un c.onjunto linealmente ordenado. Entonces ILI < 2"'0(L). 

Demostración. Sea T un árbol de partición de L. EntonceslLI :-:; 
ITI, dado que {l} E T para cualquier 1 E L. Puesto que T se encaja 
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en una parte inicial de htT2, es suficiente con demostrar que htT ::; 
wo(L)+. Pero se demostrará 1m resultado aún más fuerte, es decir, que 
cualquier e.rulena de T tiene cardinalidad S wo(L). Sea e una cadena 
de T y sea {1{j : {3 < o:} la "2 - enumeracion creciente de c. Para cada 
{3 < o: - 1, se elige 1p E I{j - l p+1 Y formamos .40 :;:: {1,8 : Lp <L 1,8+1} 
Y Al :;:: {lp : 1,8+1 <L 1{3}. Entonces Ao y Al son SUbconjlllitos bien 
ordenados y bien ordenados inversamente de L, respectivamente, y 
lel = 1.401 + IAII + 1 S wo(L). O 

DEFINICIÓN 4.8. Un tipo de orden 'P = tp(L, SL) es llamado lID 
tipo real no contable si y sólo si (L, SL) es isomorfo a un COnjlllitO no 
contable de números reales 

Claramente cualquier tipo real no contable 'P satisface que Wl, w! 1. 
'P. De aquí llliO se puede preguntar si cualquier tipo no contable t/J 
tal que Wl, w! 1. t/J contiene un tipo real no contable. La respuesta a 
esta pregunta es negativa y un contraejemplo puede ser construido sin 
suponer nada más que los axiomas usuales de la teoría de conjlllitos. 
Tal tipo es llamado el tipo de Aronszajn es docir lID tipo de orden 'P 
con las siguientes propiedades: 
(i) I'PI > No; 
(ii) Wl, w! i 'P; 
(iii) 'P no contiene tipo real no contable. 
Se demostrará que (,'ualquier tipo de Aronszajn tiene cardinalidad NI' 
De esto se desprenderá la siguente proposición 

PROPOSICIÓN 9. 'P no contiene tipo real no contable si y 8610 si 
d(t/J) = I'l/JI para cualquier'I/J S 'P. 

Demostraci6n. 'P contiene un tipo real no contable si y sólo si 
d ( 'P) :;:: W y 1 'P I :;:: W¡. Pero tenemos que para todo t/J :::;; 'P, d ( t/J) :;:: 
l.,pl. Por lo tanto, si d(.,p) :;:: W entonces l.,pl :;:: w; es decir, todos 108 

subconjuntos de 'P que tienen densidad W son contables. O 

DEFINICIÓN 4.9. Un conjunto linealmente ordenado L es llamado 
una linea de Aronszqin si tp(L, SL) es lID tipo de Aronszajn. 

DEFINICIÓN 4.10. 1m conjunto continuo linealmente ordenado JI{ 

es llamado continuo de Aronszafr1§.i 
(i) ]K no es separable, 
(ii) ][{ es primero contable, 
(iii)si M ~ OC es contable entonces M es segundo contable. 

PROPOSICIÓN 4.3. Sea OC un continuo linealmente ordenado. En
tonces OC es 'Un continuo de Aronszajn si y s610 si ]K es la completaci6n 
de Dedekind de una línea de Aronszajn densamente ordenada. 
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Demostración. :::>] Supongamos que K. es Aronszajn. Sea T un 
árbol de particion de K. Sea TI el conjunto de todos los intervalos no 
triviales de T , Y sea Lel conjunto de todos los puntos finales de los 
intervalos de TI' Entonces, L es denso en K y L es una línea de Aron
szajn. L es no contable porque K. no es separable, Wl, wi i. tpL porque 
OC es primero contable, y tpL no contiene un tipo real no contable, dado 
que para cualquier M contable tal que M ~ OC , Xl es segundo contable. 

<:=] Sea L una línea de Aroszajn densamente ordenada, y sea JI{ la 
completación de Dedekind de L. Entonces OC no es separable porque L 
no es separable. K es primero contable dado que Wl, wi 1:. tpL. 
Suponga ahora que M ~ OC es contable, pero w(M) > No. Esto significa 
que el número de componentes convexas de ][{-J.? es no contable. Dado 
que L es denso en K , de cada componente convexa se puede tomar un 
elemento de L y formar un subconjunto no contable Ll de L. Entonces, 
claramente se ve que M es un conjunto ordenado denso en L1 U M. De 
aq1.Ú, tp( L1 U M) es un tipo real no contable, y así tambien lo es L1

, 

una contradicción. O 

DEFINICIÓN 4.11. Un tipo de orden ep es llamado un tipo de K urepa 
si 
(i) lepl > NlJ 
(ii) d(cp) = NlI Y 
(iii) cp no contiene un tipo real no contable. 

Nótese que (iii) es equivalente a decir que d('!/J) = I'!/JI para (;ualquier 
'!/J :$ cp con I'!/JI :$ NI' 

DEFINICIÓN 4.12. Si se toma la completación de Dedekind de una 
línea de Kurepa densamente ordenada, el resultado es un continuo K 
que tiene las siguientes propiedades: 
(i) JI{ tiene NI puntos de caracter contable; 
(ii) w(K) = NI; 
(iii) si M ~ JI{ es contable entonces M es segundo contable. 
Cualquier continuo linealmente ordenado OC con las propiedades 
(i) - (#i) es llamado continuo de K urepa. 

DEFINICIÓN 4.13. Se dice que un conjunto linealmente ordenado 
L tiene la propiedad de Suslin (o satisface la condicion de la cadena 
contable ( ccc)) si cualquier familia de intervalos abiertos disjunta por 
pares en L es contable. 

Problema de Suslin: 
Sea OC un linealmente ordenado continuo que no tiene una familia no 
contable de intervalos abiertos disjunta por pares. Es OC isomorfa al 
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intervalo tllÚtario [O, 1]? 
La hipotesis de Suslin (S H) es la suposición que la respuesta al prob.
lema de Suslin es positiva. 

DEFINICIÓN 4.14. Un conjunto linealmente ordenado L es llama
do una línea de Suslin si L tiene la propiedad de Suslin pero no es 
(topologicamente) separable. 

Sea L una linea de Suslin. Para l, m E L, decimos que 1 rv m si y 
sólo si [l., mlL es separable. Entonces rv es una relación de equivalencia 
sobre L, cada clase de equivalencia es un conjunto convexo y un sub.
conjunto séparable de L (dado que Wl,Wt 1: tpL). De esto, L/ rv es 
una línea de Suslin densamente ordenada y séparable. Sea][( la com
pletación de Dedekind de L/ rv. Entonc.es, fácilmente se verifica que K 
es un continuo de Suslin. De esto se desprende la siguiente proposición. 

PROPOSICIÓN 4.4. Existe un continuo de Suslin si y s6lo si existe 
una linea de Suslin. 

PROPOSICIÓN 4.5. Cualquier línea de Suslin L contiene una ltnea 
de Aronszajn K la cual es topologicamente densa en L. 

Demostraci6n. Sea T un árbol de partición de L, y sea TI el 
conjunto de todos los elementos de T con interiores no vacíos. Para 
cada l E TI se elige l(l) E l arbitrario, y sea K = {l(l) : l E TI}. 
Entonces fácilmente se ve que K es (topologicamente) denso en L. De 
aquí, K es no contable. Sea M un subconjunto no contable de K y 
sea D E M tal que D es contable. Dado que WI, Wl 1:. tpL Y dado 
que cada nivel de Tl es contable, se puede encontrar un a < Wl tal 
que D n (URaT1) = 0. Dado que M - URaT1 es contable, se puede 
encontrar un 1 E RaT1 tal que 1 n M es un subconjunto convexo no 
contable de M disjunto de D. De aquí resulta que D no está ordenado 
densamente en M. Esto demuestra que tpK no contiene un tipo real 
no contable, de aqtú resulta que K es una linea de Aronszajn. O 

TEOREMA 4.3. (i) Cualquier orden lexicográfico de un árbol de 
Aronszajn es una línea de Aronszajn. 
(ii) Cualquier árbol de partici6n de una línea de Aronszajn es un árbol 
de A ronszajn 

Demostraci6n. (i) Sea T un árbol de Aronszajn y sea -< 1m orden 
lexicografico de T. Sea 'P = tp(T, -<). Tenemos que probar que 'P i. W¡, 

wt y 'P no contiene un tipo real no contable. Primero probaremos que 
'P l Wl· Supongamos lo contrario, i.e supongamos que existe un B ~ T 
tal que tp(B,~) = Wl. Dado que cada nivel de T es contable, para cada 
a < WI, podemos encontrar un ta E Ta tal que {s E B : ta ST 8} es 
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no contable. Dado que tp(B, » = Wl, tendríamos que ta < t{1 para 
a < f3 < Wl, i.e {ta : a < Wl} es una wl-rama de T, una contradicción. 

(ii) Sea (L, <) una línea de AroIlBzajn y sea (T, 2) un árbol de par
tición de L. tp(L) l wl,wi (ya que T no tiene cadenas no contables). 
Para probar que T e8 Aronsajn, es suficiente con probar que cada nivel 
de T es contable. Supongamos lo contrario y definamos a = min{f3 : T{1 
es no contable}. Dado que T es un árbol binario, a es un ordinal limite 
contable. Para cada J E Tia, elegimos un conjunto contable A(J) ~ J 
cofinal y coinicial con J y defina.mos D = U{A(J) : J E Tia}. Para 
cada I E Ta , elegimos xCI) E I Y definimos K = D U {xCI) : I E Ta }. 

Entonces D es un subconjunto denso de orden contable de K. Esto de
muestra que tp(K, <) es un subtipo real no contable de tp(L, <), lUla 
contradicción. O 

LEMA 4.1. Cualquier árbol de parlici6n de una linea de Suslin con
tiene un subárbol de SU,'Jlin. 

Demostración. Sea L una línea de Suslin. Por las proposiciones 
4.2 y 4.5 podemos suponer que L es una línea de Aronszajn. Sea T 
el árbol de partición de 1. Por teorema 4.3(ii), tenemos que T es un 
árbol de AroIlBzsjn. Sea T' = {I E T : 111 2' 3}. Entonces T' es 
también un árbol de Aroszsjn. Sea A ~ T' una anticadena de (T', ~). 
Por la definición de T', cada I E A contiene un intervalo abierto no 
vacío (l¡, mI). Dado que T es un árbol de partición de L, A es una 
familia de subconjuntos convexos de L¡ de aqm {(l¡,m¡) : 1 E A} es 
una familia de intervalos abiertos no vacíos de L. Por lo tanto A es 
contable. Esto demuestra que T' es un árbol de Suslin. O 

LEMA 4.2. Cualquier orden lexicográfico de un árbol de Smlin con
tiene una línea de Suslin. 

Demostración. Sea T un árbol de Suslin y sea -< un orden lexi
cográfico de T. Sea L un subconjunto maximal de T con la propiedad 
de que {u E T : 8 -< U -< t} es no contable para cua1qlúer s -< t 
en L. Por teorema 4.3(i), es suficiente con demostrar que L tiene la 
propiedad de Suslin. En otro caso, sea {(Sal tah : a < Wl} una familia 
de intervalos abiertos disjuntos de L. Por inducción sobre a, elegimos 
U a E (Sa, ta)L tal que ht(ua) > ht(sa), ht(ta) Y ht(ua) > ht(u{j) para 
toda f3 < a. Estos u~s existen y forman una anticaclena de T, una 
contradicción. O 

TEOREMA 4.4. La hipo tesis de Suslin es verdadero si y s610 si 
cualquier árbol no contable tiene una cadena o anticadena no contable. 
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Demostración. 

35 

Por la proposición 4.4, existe tm continuo de Suslin si y sólo si existe 
una línea de Suslin por los lemas 4.1 y 4.2 existe una linea de Línea de 
Suslin si y sólo si existe un árbol de Suslin. D 

LEMA 4.3. (i) Cualquier orden lexicográfico del conjunto de todas 
las Wl -romas de un árbol de K urepa es una linea de K ur-epa. 
(ii) Cualquier linea de K urepa tiene un árbol de partici6n de alturo 
Wl + 1. Los primeros Wl niveles de él fornum un árbol de K urepa. 

Demostración. (i) Sea T un árbol de Kurepa y sea L el conjunto 
de todas las Wl-ramas de T ordenadas lexicográficamente por -<. Para 
cada t E T elegimos It E L como sigue. Si Bt = {l EL: t E l} es vacío, 
sea 4 cualquier elemento de L. Si Bt =f 0 y si Bt tiene un -<-minimo, 
dfinimos lt = minBt. Si Bt =f 0 y minBt no existe, elegimos cualquier 
elemento lt de Bt. Sea D = {4 : t E T}. Entonces D es un subconjunto 
denso de orden de L; de aqtÚ, d(L,:::;) :-:; ~1. Ahora, sea M cualquier 
subconjunto no contable de L y sea N ~ M contable. Dado que N 
es contable, para cada l E M elegimos tI E 1 tal que ti fI. m pra todo 
m EN, m =f l. Dado que M es no contable, podemos encontrar t E T 
tal que ht(t) > sup{ht(t,) : 1 E N} Y IBt n MI :-:; ~1' Este Bt n M es 
un subconjunto convexo no (',outable de M el cual tiene al menos un 
punto en común con N. De aquí resulta que N no es denso de orden 
en M. Esto muestra que tpL no contiene un subtipo real no contable. 
Por lo tanto, Les una línea de Kurepa. 
(ii) Sea L una línea de Kurepa y sea {lo: a < w¡} la enumeración 
de un subconjunto denso de L. Por inducción sobre los niveles de To , 

a :-:; Wl, definamos un árbol de partición T de L como sigue. Suponga
mos que T{j está definido y es contable para toda (3 < a. 
Caso a = (3 + 1. Fijemos 1 E T{j tal que IJI ~ 2. Si l{j E J, entonces l{j 
divide a 1 en dos conjuntos distintos del vacío Jo e 11 que son convexos 
y disjuntos tal que lo :-:; l{j S; JI' Si l{j fI. J, nosotros dividimos 1 en 
dos subconjuntos convexos disjuntos no vacíos lo e JI! arbitrarios. Sea 
To = UHJO,!l} : J E Tf3 Y 111 ~ 2}. 

Caso a es límite. Sea To = {nb : b es una a-rama de Tlo tal 
que nb -=1- 0}. Entonces To es contable si Q > Wl. Esto se demuestra 
utilizando un argumento análogo al del teorema 5(ii). Dado que tpL 
no contiene un subtipo real no contable. 
Finahnente, sea T = U{To : a S; Wl}. Así T es un árbol de partición de 
L. Dado que ITlwll ~ ~1 Y como ILI ~ ~¡, tenemos que {l} E TW1 para 
más que ~l elementos l E L. De aquí Tl w l es un árbol de Kurepa. O 
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TEOREMA 4.5. Existe una linea de Kurepa si y s610 si existe un 
árbol de K urepa 

Demostración. 
Si existe una línea de Kurepa, por el inciso ii) del lema 4.3, entonces 

existe un árbol de partición de altura W¡ + 1, del cual los primeros W¡ 

niveles forman un árbol de Kurepa. 
En la dirección contraría: si existe un árbol de Kurepa, por el inciso 
i) del lema 4.3, el conjwlto de las w¡-ramas del árbol bajo el orden 
lexicográfico forma una línea de Kurepa. 

o 

TEOREMA 4.6. Jones. Sea T un NI-árbol. Entonces T es una 
árbol especial de Aronszajn si y s610 si T es un espacio de Moore. 

Demostración. 
Supongamos que T = U{ An : n < w}, donde cada An es una 

anticadena de T. Para n < w y t E T, sea Gn(t) = {s :$T t : [s, t) n 
(U {Aa : i :$ n}) = 0}. Sea Qn = {Gn(t) : t E T}. Entonces Hin : n :$ 
w} es un desarrollo de T. 
En el sentido inverso, Sea 1-ln ; n < w un desarrollo de T. Para t E T, 
sea h(t) el mínimo n < w tal que U{H E 1-ln : tE H} ~ (., t]. Ahora, 
para n < w, sea En = {t E T: h(t) = n}. Entonces En así definido no 
contiene una cadena de tipo w + 1; por 10 cual cada En es un subárbol 
especial de T. 

o 

TEOREMA 4.7. (Fleissner). Suponga11Ws que se cumple M AN1 • 

Entonces cualquier árbol de Aronszajn es un espacio topologico nor
mal. 

Demostración. 
Sea T un árbol de Aronszajn y sean F y H subconjuntos cerrados 

de T tales que F n H = 0. Sea f : T -t w un mapeo especial. Para 
t E T Y n < w, sea Bn(t) = U{[s,t] : 8 $T t Y [s,t) n ¡-len) = 0}. 
Entonces {Bn (t)} es una base de vecindades de t en T. 

Sea 1P el conj'lUlto de todas las funciones finitas de F U H sobre 
w tal que (F U U{Bp(t) ; t E dom(P) n F}) n (H U U{Bp(t)(t) : t E 
dom(p) n H}) = 0. El orden de P es ~. un ~-sistema muestra que 
1P es un conjunto parcialmente ordenado con la condición de la cadena 
contable. Para t E FU H, sea Dt = {P E 1P : t E dom(P)}. Entonces 
Dt es 'lUl subconjunto abierto y denso de P. 
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Sea G un subconjunto {Dt : t E F U H}-genérico de lP' y sea h = 
U{p : pE G}. Entonces U{Bh(t)(t) : t E H} son dos conjuntos abiertos 
y disjtmtos los cuales separan a F y H. Por lo tanto T es normal. 

o 
TEOREMA 4.8. (Devlin-Shelah). Suponga que 2No < 2N1 • Sea T 

un árbol especial de Aronszajn. Entonces T no es un espacio topologico 
normal 

Demostración. 
Sea I el ideal de los pequeños conjuntos. Por la suposición que 

2tto < 2toh , tenemos que W¡ ~ T. Sea T un árbol especial de Aron
sujn el cual identificamos con W¡. Así tenemos que a <T {J implica 
que o: < (J, y ht(t)(o:) = o: si o: es un ordinal límite. Sean An las 
anticadenas disjuntas de T con T = U{An : n < w}. Dado que I es 
a-completo, existe un no tal que Ano ~ T. Sea E = Ano nA. 

Definimos F: l!!.12 --4 2 como sigue. Dada f E 0:2, FU) = O si y 
sólo si existe una 'Y < o: tal que f({J) = O para toda {J, 'Y <T (J <T aj 

y sea FU) = 1 en otro caso. Dado que E E T, existe un 9 E w12 

tal que para toda f E w12, el conjtmto {o: E E : FUlo:) = g(o:)} es 
estacionario. Sea J = {o: E E : g(o:) = O}, K = {o: E E: g(o:) = 1}. 
Dado que E es una anticadena de T, J y K son subconjuntos cerrados 
de T. Ahora mostraremos que J y K no pueden ser separados por 
subconjuntos abiertos de T. Supongamos lo contrario, que existen 
U y W ~ T con J ~ U Y K ~ w. Definamos f E w12 donde 
f (a) = 1 si y sólo si a ti. w. Entonces, por la definición g, el conjunto 
E' = {o: E E : FUlo:) = g(a)} es estacionario. Fijemos a E E. 
Supongamos que g(o:) = o. Entonces F(fla) = o. De aqw, para algún 
'Y <T a, f({J) = a para toda 'Y <T (J <T Q. Por como se definió f, 
b 1 Q)T ~ W, una contradicción, dado que g( a) = O significaría que 
a E J. Si g(o:) 1, llegaríamos a una contradicción análoga a la 
anterior. . 

o 

1. Teorema de Ramsey y Árboles 

DEFINICIÓN 4.15. Sea S un conjunto. Para r E N, r i- O, [s]r = 
{X ~ S : IXI = r} es la colección de todos los subconjuntos de S con r 
elementos. Sea {A}¡:t una partición de [S]r en 8 clases (8 E N - {a}); 
es decir, [st = U::OAi y Aí n Aj = 0 para i i- j. Diremos que H ~ S 
es horrwgéneo para la partición si [H]T ~ Ai para algún i; es decir, si 
todos los subconjuntos de T, elementos de H, pertenecen a la misma 
clase At de la partición. 
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Sean K., A números cardinales. Escribiremos K. -+ (A)~ como una 
forma corta para decir la oración: "para cualquier conjunto S tal que 
ISI = K. Y cualquier partición de [S]'" en 8 clases, existe un conjunto ho
mogéneo H tal que 1 HI > X'. La negación de esta oración es denotada 
como K. -1+ (A)~. 
Más generalmente K, -+ (Al,' .. ,A III): significa: para cualquier conjunto 
S con ISI = fi, y cualquier partición {.4¡J;:-J de [S]'" en s clases, existe 
algún i Y un conjunto H <;; S con [H]'" <;; Ai Y IHtl ~ At. 

TEOREMA 4.9. No -+ (No): se cumple pam todo r, s E N - {O}. 

Demostración. 
Consideremos S = N, hagamos inducción sobre r. 

r = 1: si [N]1 = N = u::t A, tenemos que algún conjunto At es 
infinito, tomemos H como el conjunto Al' 

Veamos que pasa para r = 2 Y después vamos al caso general. Sea 
[N]2 = U::JAi . Construiremos sucesiones (ltn)~=o, (in)~=o, Y (Hn)~=o 
por recursión, el conjunto ao = O Y E? = {b E N : b t- ao y {ao, b} E 
Al}. Entonces {Bn::6 es una partición de N - {Il{)}. Tomemos io el 
primer subíndice i para el cual Bp es infinito, y sea Ho = ~. Todos los 
subsecuentes términos de la sucesión los tomaremos de Ho, esto garan
tizará que {ao , an} E Alo , para todo n > O. Seleccionaremos como al 
el primer elemento de Ho Y Bl = {b E Ho : b t- al Y {ao, b} E Ai}. 
Nuevamente {Bl H:Ó es una partición del conjunto infinito Ro - {al} . 
Tomamos ahora i l el primer i para el cual Bl es infinito, y H1 = Bl

l
• 

Procediendo de esta manera encontraremos la sucesión adecuada. 
Tenemos que la sucesión (an)~=o es una sucesión creciente y {an, tlm} E 

Ai., para toda m < n. La sucesión (in)~=l tiene valores del conjunto in
finito {D, . .. ,8-1}, de aquí que exista un j y un conjunto infinito M tal 
que in -:- j para todo n E M. De esto se sigue que H = {ltn : n E M} es 
infinito y [H]2 ~ Aj , por que {an, am} E An = Aj para toda n, m E M, 
n<m. 

El caso general es similar. Supondremos que el teorema es verdad 
para r y lo probaremos para r + 1. Así supongamos que [N]r+1 = 
U::ÓA¡. Consideremos un elemento arbitrarío a E N Y un subconjunto 
arbitrarío infinito S ~ N tal que a ~ S. Definimos una partición 
{BiH:ó de [8)r como sigue: para X E [8)", X E BI, si y s610 si {a }UX E 
A j • Por hipotesis de inducción, existe un conjunto infinito H ~ S tal 
que [H)" ~ Bi para algún i. Seleccionamos un i tal que i = i(a, S) y 
H = H(a,S). Notemos que todos los conjuntos de la forma {a} U X 
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donde X E [Hr pertenece a A.¡. 
Construyamos sucesiones (an)~==o, (in)~o=o, y (Hn)~o=o por recursi6n, 
donde ao = 0, io = i(O, N ~ {O}), Ho = H(O, N ~ {O}). Habiendo 
construido an, in, Y Hn, sea D.n+l el mínimo elemento de Hn, e in+! = 
i(l1n+l' Hn ~ an+l), Hn+l = H(D.n+l1 Hn ~ an+l)' El punto es para 
garantizar que todos los corijuntos de la fonna {an 1 akl , ... a"",} donde 
n < k1, ..• , n < k,., pertenecen a~. 
Existe j E {O, 1, ... , s ~ 1} tal que M = {m E N: ím = j} es infinito. 
H = {aro : m E M} y notemos que H es infinito y [H]r+l ~ Aj. 

o 
COROLARIO 4.10. Cualquier conjunto ordenado infinito (P,::::;) con

tiene un swconjunto infinito S tal que cualesquiera dos elementos dis
tintos de S son compambleB o cualesquiem dos elementos distintos de 
S son incompambles. 

Demostración. 
Apliquemos el teorema de Ramsey a la partición {Ao, Al} de [P]2 

donde 
Ao = {{x, y} E [p]2: x e y san comparables} 

Al = { {x, y} E [p]2: x e y san iruxrrnparables} 

TEOREMA 4.11. 4.9 implica el teorema 2.1 

o 

Demostración. El teorema de Koning le pide al árbol no tener 
anticadenas contables; así que, por el corolario anterior, necesariamente 
el árbol tiene una cadena contable. O 
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