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Introduccion

El propésito de la tesis es proporcionar un breve panorama acerca de
los 4rboles, v dotar a éstos con una estructura topolégica, usando de
manera natural su orden. También en la tesis se abordan algunos prob-
lemas de Arboles y su relacién con los conjuntos linealmente ordenados.

Para lograr este propésito, en el capftulo uno se dan definiciones
bésicas tales como las de conjuntos linealmente ordenados, tipos de or-
den, ordinales y cardinales; en la sexta seccién de este capitulo daremos
1a demostracién del lema de Fodor, el cual es un resultado fundamental
que nos ayudard a mostrar algunos teoremas de capitulos posteriores.
En el segundo capitulo, daremos la definicién de érbol, as{ como diver-
sas definiciones relacionadas con él y se mostrarén algunos teoremas
bésicos importantes acerca de este concepto. El capitulo tres serd breve
y en €l s6lo se dard una definicién de topologfa en un drbol. En el cuar-
to capfitulo ingresareros al estudio de conjuntos linealmente ordenados
y este concepto lo relacionaremos con 4rboles de Aronszajn, drboles de
Kurepa y 4rboles de Suslin, y asi podremos definir qué es una linea de
Aronszajn, una linea de Kurepa y una linea de Suslin y veremos c6mo
la suposicién de la existencia de estas lineas implicar4 la existencia de
los drboles y viceversa. En la seccién dos del capitulo cuatro veremos la
relacién del Teorema de Ramsey con el Teorema de Kénig demostrado
en el capitulo 2.

Cabe mencionar que en el transcurso de la tesis estaremos utilizando
diversos axiomas de la teorfa de conjuntos. Cada vez que hagamos esto,
anotaremos, junto a los teoremas, los axiomas que necesitamos para su
demostracién; asf, AE significard axioma de eleccién, HC significard la
suposicién de la hipétesis del continuo.

El material que presentamos en la tesis ha sido trabajado a partir
del articulo de S. Todoréevi¢ [To]. Las referencias [CPT|, [HJ], [K] v
[W] han servido de apoyo tedrico.



CAPITULO 1

Ordenes

1. Conjuntos Parciallnente Ordenados

DEFINICION 1.1. Un conjunto R es una relacién binaria si todos
los elementos de R son pares ordenados; es decir, si para cualquier
z € R existen z y y tal que z = (x,y). Si R C A x B, entonces decimos
que I es una relaciéon de 4 en B; y 8si R C A x A, diremos que R es
una relacién en A.

DEFINICION 1.2. Sea R C A x B. Decimos que R es una relacién
transitiva si se cumple que (z,y), (y, w) € R, entonces (z,w) € R.

DEFINICION 1.3. Sea R una relacién en A. Decimos que R es una
relacion refleriva si (z,z) € RVz € A

EJEMPLO 1.1. Sea R = {(m,n) : m,n € Ny m/n. R as{ definido
es una relacién transitiva. En efecto, sean (m,n)(n,k) € R. m divide
a n significa n = j-m y n divide a & significa k = i-n en donde i, j € N.
Mostremos que (m, k) € R, esto es ficil ya que k = i - j - m. Ademés,
también R es una relacién reflexiva ya que pars todo entero positivo
m, m divide a m, es decir m =1 - m. )

DEFINICION 1.4. (a) Un orden parcial es un par (P, <) tal que P
es un conjunto distinto del vacio y < es una relacién en IP 1a cual es
transitiva y reflexiva (Vp € P(p < p)). p < ¢ se lee "p extiende a q”.
() (P, <) es un orden parcial en el sentido estricto si ademds satisface
Vp,q(p < gy ¢ < p— p=gq). En este caso, definimos p < q si y s6lo
sip<qyp#q.

DEFINICION 1.5. Sea (P, <) un orden parcial. Una cadena en PP es
un conjunto C C IP tal que Vp,q € C(p < go ¢ < p). py ¢ son compat-
ibles 8i Ir ¢ P(r < py r < q); y se dice que son incompatibles (plq)
si dr e P(r < pyr <gq). Una anticadena en P es un subconjunto
A C Ptal que Vp,q € A(p # q = pLyq).

DEFINICION 1.6. Un orden parcial (P, <) tiene la condicién de la
cadena contable (c.c.c) si y 86lo si cualquier anticadena en [P es contable.

7




8 1. ORDENES

EJEMPLO 1.2. Sea P = N con su orden usual. Cualquier sub-
conjunto de P es una cadena (i.e., PP es totalmente ordenado), pero
cualquier anticadena tiene cardinaliad < 1, asi P tiene la c.c.c.

EJEMPLO 1.3. Sea A un conjunto definamos la relacién <4 en
P(A) \ @ como sigue: ¢ <4 ysiysblosiz C yyz,y C A En-
tonces C4 es un orden parcial para el conjunto A, y cumple la c.c.c si
y 86lo si A es contable.

EJEMPLO 1.4. La relacion | definida por: n|m si y s6lo si n divide
a m es un orden parcial en el conjuto de los nmimeros enteros positivos.
Como N es contable, entonces (N, |) cumple la c.c.c.

EJEMPLO 1.5. Sean X un espacio topologicoy P={p C X : p

~es un abierto y p # 0}, con p < ¢ & p C gq, asf definido (P,C)

estd parcialmente ordenado. En este caso, que [P tenga la c.c.c significa
que cualquier coleccién de sbiertos dos a dos ajenos, es contable.

DEFINICION 1.7. Sea < un orden parcial en P, y sea A C P,
(a) a € A es el elemento minimo de A en el orden < si a < z para
cualquier z € A.
(b) a € A es un elemento minimal de A en el orden < si no existe
zedAtalquez <ayz#a.
(a1) Similarmente, a € A es un elemento mds grande en A en el orden
< si, para cualquier z € A, z < a.
(b1) b € A e8 un elemento mazimal de A en el orden < si no existe
rceAtalquea<zyzH#b.

EJEMPLO 1.6. No todos los conjuntos parcialmente ordenados tienen
un minimo; tal es el caso del orden parcial del ejemplo 1.3; en cambio,
si tomamos P(A) y lo ordenamos parcialmente de la siguiente manera:
T <a4Yys8lx 2Dy, entonces en este caso el mfnimo es el conjunto A. En
cambio, con el orden definido en el ejemplo 1.3, el elemento méximo
serd A. En el ejemplo 1.4 el minimo elemento de N es el 1.

2. Conjuntos linealmente ordenados

DEFINICION 1.8. Sean a,b € A y < un orden parcial de A. Dire-
mos que a y b son comparables en. el orden < si a < b o b < a. Diremos
que a y b son incomparables si ellos no son comparables.

EJEMPLO 1.7. Con el ejemplo de 1.3 dos elementos z,y € P(A)
son comparables siy sdlosi z C y oy C z; y dos elementos z,y € P(A)
son incomparables si x My es diferente a z y a p.
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DEFINICION 1.9. Un orden parcial < de un conjunto A es llamado
orden lineal si cualesquiera dos elementos de A son comparables. En tal
caso, el par (A, <) es entonces llamado conjunto linealmente ordenado

DEFINICION 1.10. (¢) Sea L un conjunto linealmente ordenado, y
z € L. Decimos que y € L es sucesor inmediato de z siz < y y
{zeL:z<z<y}=0.
(1) Sea L un conjunto linealmente ordenado, y y € L. Decimos que
r € L es antecesor inmediato de ysiz<yy{z€Ll:z<z<y}=0.

Observacién: y es sucesor inmediato de z si y 86lo si z es antecesor
inmediato de y.

EJEMPLO 1.8. Sea R con su orden usual. Con este orden R es
lineal y ningun elemento de r € R tiene sucesor inmediato, ni antecesor
inmediato.

DEFINICION 1.11. Sea (L, <) un conjunto linealmente ordenado.
Decimos que L es densamente ordenado si cualesquiera [,m € L con
l<ymexisteund € L tal que [ < d < m.

PROPOSICION 1. Sea L un conjunto linealmente ordenado tal que
|L| = Wo. Algin elemento de L tiene sucesor o antecesor inmediato si
L no esta densamente ordenado.

Demostracién. Si L no es densamente ordenado existen [, m tales
que no existe d € L tal que I < d < m, entonces [ es antecesor inmediato
de m y m es sucesor inmedito de [. O

DEFINICION 1.12. El segmento inicial determinado porl € L es el
conjunto Uy = {z € L : x < l}.

DEFINICION 1.13. Sean < un ordende L,y A C L.
(a) I € L es una cota superior de A en el conjunto ordenado (L, <), 8i
z < para todo x € A.
(b) I € L se llama supremo de A en (L, <), 8i | es el elemento minimo
del conjunto de todas las cotas superiores de A en (L, <).

DEFINICION 1.14. Sea L un conjunto linealmente ordenado. Una
cortadura de Dedekind de L es un par (A, B) tal que A,B C L, A #
0#BytalqueVze A, Vye Bz <yy AUB= L.

Un conjunto linealmente ordenado L se dice que es completo si para
cada cortadura (A, B) de L, el conjunto A tiene supremo a y el infimo
de B es a. Si L es linealmente ordenado no es completo, la completacién
de Dedekind de L se obtiene agregando un supremo al conjunto A, para
cada cortadura de Dedekind (A, B) tal que A no tiene supremo.
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L es un continuo linealmente ordenado si L es densamente ordenado
y completo.

Un subconjunto D de L es denso en L si para cualquier {,m € L
con ! <y m, existe und € D tal que | <z d < m.

La cardinalidad minima de un subconjunto densamente ordenado
de L es lamada la densidad del orden de L y serd denotado por d(L, <).

EJEMPLO 1.9. Q estd ordenado densamente en R

DEFINICION 1.15. Sea X un conjunto parcialmente ordenado por
la relacién <. Para cada pareja a,b de puntos de X tales que a < &,
definimos (g,b) = {r € X:a <z < b}, [a,b) ={z € X :a < z < b},
(gl ={zeX:a<z<b}, o] ={z e X :a<z<b} Para
cada z € X, sea Ny = {(a,b) : a < x < b} 81 z no es elemento minimo
ni elemento méximo de X; N, = {[z,b) : ¢ < b} si z es el elemento
minimo de X; y Ny = {(a,2] : a < z} si = es el elemento méximo de
X.

DEFINICION 1.16. Sea L un conjunto linealmente ordenado por la
relacién <. Tomamos como una sub-base para una topologia sobre L
a todos los conjuntos de la forma {z : £ < a} y {z : £ > a}, donde
a € L. Esto nos define una topologia sobre L llamada la tepologia del
orden de L. Para cada z € L, N, es una base local de vecindades en
esta topologia.

PROPOSICION 2. (%) d(L, <) es igual al peso de L como un espacio
topologico con la topologia del orden.
(i3) Si L es un conjunto densamente ordenado, entonces la densidad de
orden y la densidad topologica de L coinciden.

Demostracién. (i) Sea D un denso de L tal que |D| = d(L, <).
La coleccién B = {(a,b) : a,b € D} U {(a,b] : a,b € D y b es sucesor
de a} U {[a,b) : a,b € D y a es antecesor de b} es base de la topologfa
del orden de L. Tenemos que |B] = |D|? + |D|? + |D|* = |D|. Por
lo tanto, wL < d(L,<). Por otro lado, sean a,b,c,d € D tales que
a # b +# ¢ # d, entonces (a,b) # (c,d). Asi d(L,<) < wL

(i) Sea k = d(L, <),y D C L tal que D es denso y |D| = &. Sea
A # 0 un abierto de L. Sea x € A. Por definicién de topologia de
orden, existe un intervalo abierto I tal que z € I C A. Primer caso:
I es de la forma (a,b).. Como L es densamente ordenado ordenado,
existen cg y ¢, tales que a < ¢y < ¢1 < b, y como D es denso de orden
en L, existed € D tal que cg < d < ¢,. Entoncesd € A. Como Aesun
abierto arbitrario, entonces cl(D) = L. Los otros dos casos que faltan
son cuando [ = [z,b) e I = (a, z]. Para estos casos la demostracién es
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ansloga al primer caso, Por lo tanto D es denso topoldgico. Por otro
lado tenemos que si (a,b) forman un abierto bésico, entonces existe
d € D tal que a < d < b, por lo tanto D es denso, asf |D| < d(L,<) O

DEFINICION 1.17. Un orden lineal < de un conjunto A es bien
ordenado si cualquier subconjunto no vacfo de A tiene un elemento
minimo. El conjunto ordenado (A, <) con esta propiedad es entonces
llamado conjunto bien ordenado.

EJEMPLO 1.10. El conjunto de los naturales N con su orden usual
es linealmente ordenado y todo suconjunto de él tiene elemento minimo,
por tanto es bien ordenado.

El conjunto de los ntmeros reales R con su orden ususl no es bien
ordenado; el conjunto (a,b) = { € R : @ < z < b} no tiene elemento
minimo.

3. Tipos de Orden

DEFINICION 1.18. Un conjunto ordenado M el cual tiene una rela-
cion de orden < se dice que es similar a un conjunto ordenado N el
cua) tiene una relacion de orden <, en sfmbolos: M ~ N, si el con-
junto M puede ser mapeado sobre el conjunto N de tal manera que
si my , my € M, y ny, ny son sus correspondientes elementos de N,
entonces m; < mg implica que n; <’ ny. Tal mapeo es llamado mapeo
de similitud.

Resulta de la definicién que
(2) M =~ M; es decir, cualquier conjunto ordenado es similar a sf mismo.
(i) M ~ N implica que N =~ M.
Demostraciéon. Si f es un mapeo tal que f ;: M — N, resulta que
f!: N — M es un mapeo de similitud entre N y M.
O

(i) SiM ~ Ny N ~ C, entonces M ~ C.

EJEMPLO 1.11. Sea M el intervalo (0, 1) ordenado de acuerdo a la
magnitud de sus elementos. Entonces la funcién y = x? es un mapeo
de similitud del intervalo (0,1).

EJjEMPLO 1.12. Un conjunto ordenado puede ser similar a un sub-
conjunto propio. Como lo son {1,2,3,...} vy {2,3,4,...}.

DEFINICION 1.19. Por un tipo de orden p entenderemos una clase
de equivalencie dada por la relacion de equivalencia que induce la defini-
cion 1.18. Generalmente tomaremos un representante arbitrario M de
la clase p y denotaremos su tipo de orden como tpM = u
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4. Ordinales

DEFINICION 1.20. Un conjunto x es transitivo si cualquier elemen-
to de = es un subconjunto de z.

E3EMPLO 1.13. Estos son algunos ejemplos de conjuntos transi-
tivos: 0, {0}, {0, {0}}, y {{{0}},{0},0}}.

DEFINICION 1.21. z es un ordinal si z es transitivo y bien ordena-
do por €, en donde € es la relacién de pertenencia de un conjunto.

DEFINICION 1.22. si (A, R) es un conjunto bien ordenado, el tipo
de orden de (A, R) denotado por tp(A, R) es el tinico ordinal C tal que
(A,R)=C.

Muchas de las operaciones aritméticas sobre los niimeros naturales
pueden ser definidas en todos los ordinales y una de ellas es la operaciém
SUCesor.

DEFINICION 1.23. Sea a un ordinsl, la operacion ordinal esta defini-

da como sigue
S(a) =a U {a}.

DEFINICION 1.24. a es un ordinal sucesor si 38 (a = S(B)). a es
un ordinal limite 8i a # @ y a no es un ordinal sucesor.

Si 0 es el conjunto vacio,

DEFINICION 1.25. 1 = 5(0), 2 = 5(1), 3 = 5(2), etc.

1= {0}, 2 ={0,1}, 3 = {0,1,2}, etc.

DEFINICION 1.26. « es un nimero natural siV < a (B=0V 3

. es un ordinal sucesor).

- DEFINICION 1.27. w es el conjunto de los niimeros naturales.

DEFINICION 1.28. Sean € w
(a) A™ es el conjunto de funciones de n en A.
(b) A« = {A" : n e w}.
(c¢) En general tenemos que si A es un conjunto y ¢ es un ordinal,

entonces A<® = | J{A?: B € a}.

B. Cardinales

DEFINICION 1.29. Escribiremos:
(1) Sean A y B conjuntos: A X B si existe una funcién uno a uno de
Aen B.
(2) A =~ B si existe una funcion uno a uno de A sobre B.
3)A<BsiA<ByB#A
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DEFINICION 1.30. Si A es un conjunto bien ordenado, |A| es el
minimo ndmero ordinal « tal que o = A.

DEFINICION 1.31. Un mimero ordinal a es un nimero cardinal si
a = |al.

DEFINICION 1.32. A e8 finito si |A| < w. A es contable si |A] € w.

DEFINICION 1.33. at es el minimo cardinal > «. & es un cardinal
sucesor si K = o' para algin . « es un cardinal limite si £ > w y no
es un cardinal sucesor.

DEFINICION 1.34. Si f : a = Decunos que f mapea coﬁnal—
mente a o si y 86lo si el rango de f es no acotado en S.

DEFINICION 1.35. La cofinalidad de § (cf(8)) es el minimo « tal
que tal que existe un mapeo cofinal f de a en 3.

DEFINICION 1.36. Si (8 es un cardinal, Decimos que 3 es regular si
y 86lo si 3 es un ordinal lfmite y cf(8) =

6. Lema de Fodor

LEMA 1.1. (Con AE). Sik > w y |Xa| £ & para toda a, entonces
| U Xal < .

Demostracién. Para cada o, elegimos una funcién uno a uno
fa de X, sobre x. Usemos esto para definir un mapeo uno a uno de
gk Xa sobre k£ x x. La funcién f : |J,ox Xa =+ & X & definida por
f(x) = (fa(z),a) si £ € X,, es uno a uno. Asf |{J, . Xa| < |& X 8| =

0

DEFINICION 1.37. Dado n € N. Una funcién n-aria sobre A es
ung funcién
f:A™ > A. Si B C A, B es cerrado bajo la funcién f si y sélo si
fIB"] € B. Una funcidn finitaria es una funcién n-aria para algin n.
Si L es un conjunto de funciones finitarias y B C A, la cerrradura de B
bajo L es el minimo C' C A tal que B C C' y C es cerrado bajo todas
la funciones de L.

Observacién. Notemos que siempre existe tal C. En efecto, el
conjunto C = ({D: B C D C Ay D es cerrado bajo L} es el mfnimo.

EJEMPLO 1.14. Tomemos el conjunto de los ntuneros naturales N
y definamos f : N® -3 N definida como f(a;,as,...,a,) = a;. Con f
adf definida cualquier B C N es cerrado.
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TEOREMA 1.1. (con AE). Sea k un cardinal infinito. Supongamos
que B C A, |B| < &, y L es un conjunto de < K funciones finitarias
sobre A. Entonces la cerrradura de B bajo L tiene cardinalidad < k.

Demostracion. Dados f € Ly D C A, sea f*D igual al conjunto
fID"={f(z):z € D"} sin >0, eigual a {f} si n = 0. Notemos que
|D| < & implica que |f* D] < k. Sea Cyg = By Cpy1 = CoUUJ{f*Ch:
f € L£}. Por el lema 1.1 y haciendo induccién sobre n, |Cy| € &
para toda n. Mostremos ahora que C,, la cerradura de B bajo L.
BcC,yaque B=CyCC) C:---C (, Ahora mostremos que
fIC2] ¢ C,, si 2™ € CT, entonces existe k¥ < w tal que =" € Cf,
entonces f(z") € Cyy1 C C,, y entonces tenemos que z € C,, . Por el
lema 1.1 tenemos que |[C,| < &. 0

DEFINICION 1.38. Para un conjunto no vacfo A, un filtro sobre A
es un subconjunto F C P(A) tal que:
(@) AcFyQgF.
B VX, Y e F, (XNY € F).
() VX e FVYY CAXCY =Y €F).

DEFINICION 1.39. Para cualquier conjunto A no vacfo, un ideal
sobre A es un subconjunto Z C P(A) tal que:
(@)deIyAg¢gT.
MVX,Y eI (XuY)el.
()VXeIVWCA (YCX->YeD)
DEFINICION 1.40. Si Z es un ideal sobre A, el filtro dual, T*, es
{XCcA:A\XeT}
Si F es un filtro sobre A, el ideal dual, F*,e8 {X C A: A\ X € F}.

EJEMPLO 1.15. Para cualquier conjunto infinito A, {X C A
|X| < w} es un ideal sobre A.

DEFINICION 1.41. Un ideal T es k — completo si
VACI(lAl < r— | JA€T).

Un filtro F es k — completo si
VAC F(A < x> [)A€F)

DEFINICION 1.42. Para cualquier ordinal limite g, un conjunto
C C p es cerrado si para todo limite § < u, sup(C N ) € C; y decimos
que C' es no acotado si supC = u. C es cerrado y no acotado (c.u.b) si
y 86lo si C es cerrado y no acotado en .
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Observaciones: Equivalentemente tenemos que
i) Para cualquier ordinal limite p. Si cualquier sucesién de elementos
{ai}ics tal que § es un ordinal limite, y sup{a;}ics € C. Entonces
C C u es cerrado.

Demostracién. _
C N § es una sucesién de elementos de C, asf sup(C N ) € C.
O
11) Decimos que C' C p es no acotado en y s8i y sélo si para toda
A< pexiste d € Cyd < ptal que A <.

Demostracién.
=) Sea A < u como sup(C) = u, entonces existe § € C tal que
A<é

<) Supongamos que A = sup(C) < pu, entonces por hipotesis existe
0 tal que § € C'y X < § por lo tanto sup(C) = p
O
De la observacién (i), vemos claramente que ser cerrado lo es tam-
bién en el sentido topolégico.

EJEMPLO 1.16. C = {& < w; : a es limite} es c.u.b en w;. Primero
mostremos que C es no acotado. Supongamos que C' es acotado, es
decir existe § < w tal que a <  para todo a € C y § es un ordinal
sucesor, tenemos que 8 < 8 +w y 8 + w es un ordinal limite, lo cual
es una contradiccion, asi C' es no acotado. Ahora probemos que C es
cerrado, sea {a, : n < w} una sucesién de elementos de C tal que
(p < Gy 8i 1 < m probemos que v = sup{a, : n < w} € C, v e8 un
ordinal limite ya que {an : n < w} es una sucecién de cardinalidad w
que converge a . Por lo tanto C es cerrado y no acotado.

DEFINICION 1.43. Si cf(u) > w, definimos Cub(u), como la colec-
cién
{X cp:3C C X(C escu.ben u)}.

LeMA 1.2. Sicf(p) > w, entonces:
(a) Si A <cf(p) yVa < A Cresunc.u.b, entonces (| C, es un c.u.b
(b) Cub(p) es un filtro cf(it)-completo.

Demostracién. Para (a), sea Cy un c..b. en u para cada o < A,
donde A < cf(u), y sea C =[),., Ca- Vemos C que es una intersec-
cién de cerrados, por lo tanto C' es cerrado. Para demostrar que C es
no acotado, primero tomemos el minimo elemento de C, més grande
que &, f.(§), para cada o < A. Asf f, : p —> p es una funcién. Sea
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g(&) = sup{fa(€) : @ < A}; entonces £ < g(£) < pu dado que cf(p) > A

Sea ¢"(¢) = &, g™ (€) = 9(¢™(&)) ¥ ¢°(§) = sup{g"(§) : n < wh
entonces ¢ < ¢g¥(£) < p dado que cf(u) > w. Para cada o, C, es no

acotado en g (£), asi g*(£) € Cq; por lo tanto ¢°(§) € [, Ca- Esto es,
pars cada &, g“(£) es un elemento de C' més grande que &.

Para probar (b), primero mostremos que Cub(u) es un filtro.
i) O € Cub(u) ya que sup(@) # p, claramente p € Cub(p)

i1) Sean X, Y € Cub(u), entonces existen C; y Ca, cerrados y no
acotados tales que C; C X y Cy C Y y por el inciso anterios C; N Cy
es cerrado y no acotado y ademds C, N Cy C X NY por lo tando esta
en Cub(p)

i11) Sea X € Cub(u), entonces existe C c.u.b tal que C C X. Si
YCpy X CV,entonces C CY, a8l Y € Cub(). Asf Cub(ps) es un
filtro

Ahora mostremos que es ¢f(u) — completo, sea X, € Cub(y) para

a < A, donde A < ¢f(p). Elegimos C, C X, c.u.b.; entonces (), Ca C
Ny Xa, 881 (), Xa € Cub(p) por (a).

]

DEFINICION 1.44. Si ¢f(u) > w, decimos que X es estacionario si
y 86lo si X & Cub*(1), y X es no estacionariosiy sélo si X € Cub*(u).

Observacién: Equivalentemente tenemos que, X es estacionario si
y 86lo 8i X N C # @ para todo c.u.b C.

LEMA 1.3. Sea k& > w reqular y sea A un conjunto de funciones
finitarias sobre k tal que |A| < k, entonces

C={vy<k : v es cerrado bajo A}
es c.u.b en K.

Demostracién. Mostremos que C es cerrado, sean D = {yg}¢ecs
una sucesién de elementos de C y § un ordinal limite, mostremos que
A = sup(D) € C. Seay™ € A", entonces existe v, € D tal quey™ € ¢,
y como f(78) C 7, C A, entonces f(y*) € A para toda f € A,
por lo tanto C es cerrado. Para ver que C es no acotado, primero
tomamos la cerradura G(£) de £ bajo .A; entonces £ C G(§) C &, ¥y
|G(€)| < k. Dado que k es regular, nosotros podemos elegir g(£) tal
que ¢ < g(é) < ky G(£) C g(£) como en el lema 1.2. Sea ¢g" la n-ésima
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iteracion de g y ¢“(£€) = sup,g™(£); entonces g*(£) es un elemento de
C maéas grande que £. O

LEMA 1.4. Sea x > w regular, y sea C, un cerrrado no acotado en
k para toda o < k. Entonces D = {y : VYa < y(y € C,)} es cerrado y
no acotado en k

Demostracion. Facilmente se ve que D es cerrado. Para ver que
D es no acotado, sea g(§) un elemento de (), Ca que sea més grande
que £ (notemos que [, <€ C, es no acotado, por el lema 1.2), entonces
g*(€) (definido como en el lema 1.3) es un elemento de D més grande
que &. O

LEMA 1.5. (Lema de Fodor). Sea k > w regular, S un subconjunto
estacionario de 5, y f : § = & tal que Yy € S(f)(y) < 1, entonces
para alqin a < k, f~{a} es estacionario en x.

Demostracién. Si f~}({a}) no es estacionario en &, entonces para
cada o tomamos un cerrado y no acotado C, con C, N f~a} = 0.
Sea D = {: Va < v(y € C,)}. D es un cerrado y no acotado (por el
lema 1.4). Pero también DNS =0, dadoquesiy e DN S, f(y) # a
para todo a < v, contradiciendo que f(v) < . Asf, S no puede ser un
estacionario en K. O



CAPITULO 2
Arboles

DEFINICION 2.1. Un drbol es un conjunto parcialmente ordenado
(T, <r) tal que para cualquier ¢ € T el conjunto (-,t)r={s € T :
$ <r t} es bien ordenado. La altura de t en (T,<r) , htp(t), es el
tipo de orden de (-,t)r. Para un niimero ordinal a el a-esimo nivel
de T es el conjunto R,T={t € T : hir(t) = a}. La altura de T,
htT = min{a : RoT = 0}.

DEFINICION 2.2. U es una parte inicial de T si (-,t)y C U para
cualquier t € U.

DEFINICION 2.3. Si T es un 4rbol y t € T, definimos T* como el
conjunto {8 € T : ¢ <y s}.

DEFINICION 2.4. Cualquier subconjunto de T lo consideraremos
como un subdrbol de T'.

Notemos que para cualquier sub4rbol U de T' tenemos que si t € U,
hty (t) < htp(t), es decir un subérbol U de T no necesariamente cumple
que R, U C R.T.

EJEMPLO 2.1, Sea T un 4rbol. Consideremos un conjunto A de
ordinales. Sea T[4 = (J{R.T : a € A}, este conjunto es un subdrbol
de T.

También T* es otro ejemplo de un subérbol de T.

DEFINICION 2.5. Una rama de un drbol T es una cadena maximal
de T.

DEFINICION 2.6. Un camino de T es cualquier cadena de T' 1a cual
es también una parte inicial de T'.

DEFINICION 2.7. Una a-cadena en un érbol T es una cadena de
tipo de orden a.

EJEMPLO 2.2. Un ejemplo de un drbol es cualquier ordinal § con
su orden usual. Si & < § tenemos que hts(a) = o, y ht(6) = 4.

Asi, se puede ver a los drboles como una generalizacién muy natural
de los ordinales.

19
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EJEMPLO 2.3. Otro ejemplo de un drbol es <61 = (J{*] : a <
4}, el drbol I — ario de altura 4, donde I es un conjunto linealmente
ordenado. Se puede pensar a los elementos de I como las sucesiones de
elementos de I de longitud a. En <41, se define s < t si y s6lo si s C t,
si y s6lo si la sucesion t extiene a s. Si o < §, entonces R, (<*I) = °I,
y ht(<°I) = 4. Cuando I = 2 y § = w tenemos el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2.4. Un ejemplo natural de un drbol infinito es el con-
junto S de todas las sucesiones finitas de 0 y 1 ordenada por C, es decir
S=J{"2 : n < w}. Claramente tenemos que si s € S, htg(s) = |s|,
de aqui R,S = ™2 para cuslquier n < w y htS = w. Cualquier rama
de S tiene la forma {f|, : n < w} donde f € “2. De aqui resulta que
el conjunto de todas las ramas de S tiene cardinalidad 2% y puede ser
identificado con el conjunto de Cantor.

Este &rbol es interesante dado que tiene altura w y todos los niveles
son finitos, pero tiene 2" w—ramas

PROPOSICION 3. Si U es una parte inicial de T, entonces para
cualquier a < htU se tiene que R,U = R, T NU.

Demostracién. C) Sea u € R,U. Por demostrar que u € R, T N
U. Tenemos que (-,u)y = (-,U)r NU. Como U es parte inicial de
T, (,u)r C U. Por lo tanto (:,uw)y = (-,u)pr. Asf que ip(-,u)y =
tp(-, u)r = a. Concluimos que u € R,T.
2) Sea t € R,T NU, tenemos que tp(-,t)r = a, pero (-, t)y = (-, t)r N
U = (-, t)7, por lo tanto tp(-, )y = « O

DEFINICION 2.8. Si E es un subconjunto de “2, entonces definimos

Sg = S5 U E ordenado por C. Si F no es contable, entonces Sg es
lamado drbol de Cantor, donde S=|J{"2: n < w}.

DEFINICION 2.9. SiT es un érbol y si 5, € T, entonces definimos
p(s,8) = (,8)r 0 (D).

LEMA 2.1. Si s t,u €T, entonces Ry = {p(s,t), p(t, u), p(s,u)}
tiene a lo mas dos elementos YD, q € Rypy timplicapTqoqCp

Demostracién. Primero mostremos que si p,q € Ry, entonces
pCq6qCp. Seap=p(s,t)yq= p(tu). Supongamos que p Z g ni
q € p, entonces existe t; € p(s,t) y t1 € p(t,u). Por otro lado, también
existe ty € p(t,u) y tz & p(s,t).

Observacién : Se debe cumplir que £y L1 t2 y to €1 t;. Sisucediera
que t; <r t3, se implicaria que ¢ € p(¢, u), contradiciendo lo anterior.
Andlogamente, si sucediera que t; <r ¢;.

Tomemos t3 € (-,t) tal que ¢; <p t3 y t2 <t &3, asi t; € (-,t3) y
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t; € (-,t3) esto no es posible ya que (-,t3) es un buen orden, por lo
tanto debe de suceder que p C g 6 q C p, andlogamente si tomamos
cualesquiera dos elementos de {p(s,t), p(t,u), p(s,u)}.

Ahora mostremos que |R,:| < 2, si suponemos que |R,;,| = 3, por la
demostracién anterior tendriamos que r C ¢ C p, donde p = p(s,t) =
('73) n (':t)7 q = p(t,'u,) = ('7t) N ('7”)9 T = p(s,u) = (':3) N ('1“’)1
veamos que 7 C ¢ C p no puede suceder. Sea A = (-,s), B = (-, ) y
C = (-,u), si pasara que ANC C BNC C AN B, tendriamos que existe
teBNCytgd ANC,entoncest € Byt € C, ademds t ¢ A ya que
t € C, de aquf tenemos que t # Ay t € B por lo tanto t € AN B; esto
es una contradiccién ya que BN C C AN B; por lo tanto, no puede
suceder que r C ¢ C p. Es andlogo para los demsds casos, por lo tanto
le,t,'u < 2[ O

DEFINICION 2.10. Un node de un arbol T es cualquier clase de
equivalencia de la relacién ~ definida sobre T por s ~ t si y s6lo si

(5 8)r = (- t)r-

Asi cualquier nodo N de T" es un subconjunto de algin nivel R,T.
En este caso « es la altura de N en T

DEFINICION 2.11. Si p es un camino acotado de T, entonces el
conjunto N, = Ro{t € T : s <z t para toda 8 € p} de todos los
sucesores inmediatos de p en T forman un nodo de T. Conversamente,
si N es un nodo de T, entonces p(N) = {s € T : 8 <r t para todo
t € N} es el camino de todos los predecesores de N. Es claro que
Ny(ny = N para cualquier nodo N de T

DEFINICION 2.12, Si NesunnododeT ,ysit € U{T?:s € N},
entonces por ty se denota al tinico elemento de {s € T : 8 <rt} N N.

DEFINICION 2.13. Sea T un érbol, y sea N(T") el conjunto de todos
los nodos de T. Para cualquier N € N(T') se fija un orden linesal
<n deN. Entonces el orden lexicogréfico < de T" inducido por {<y:
N € N(T)} es definido por s < £ si
(’l) 8 S‘I‘ t
(i) s £rt,t £r 3y sy <y tn, donde N = Ny, 4.

LEMA 2.2. < es un orden lineal en T el cual extiende a <
(i.e para todo a,b € T si a <r b, entonces a < b).

Demostracién. Se demuestra que (i) < es transitiva: Sea s < ¢
yt X u. Por el lema anterior se cumple que p(s,t) = p(s,u) , o
bien p(s,t) = p(t,u) o p(s,u) = p(t,u) se cumple. Se considerars el
casgo p(s,t) = p(s,u) pues en los otro casos la demostracién es similar.
Notemos que 8 >1 u contradice 8 <X £ y t < u. De esto se puede suponer
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que s y u son incomparables dado que s < u implica que 8 < u. Sea
N = Nyot) = Npaw)- Si tn = un, entonces s y T son incomparables,
de aquf sy <ty = uy y a8f 8 < u. Si ty # un, entonces t y u son
incomparables, p(s,t) = p(s,u) = p(t,u), y ty <y un y dado que
sy <n tny y dado que <y es transitiva, se tiene que sy <y uy. De
aqui resulta que 8 < u.

(it) Demostraremos que < es reflexiva. Esto pasa ya que <r es reflexiva
y asf tenemos que para cada t € T t <y t, entonces £ < £.

(#7i) Demostraremos que para todo s,t € T se cumple que s <X ¢t o
t = s.

Caso 1. 8 <rt (t <r 8), entonces 8 2 £ (t % s).

Caso 2. 8 L1ty t £7, como cada nodo tiene un orden lineal tenemos
que se cumple que sy <y ty 0ty < 8y, entonces s <t ot < s. |

LEMA 2.3. Para cualquiert €T, T" es un conjunto convero en
(T, %).

Demostracién. Demostraremos que si a,b € T y a < by si
a < d < b, entonces d € T". Sea d tal que a < d < b. De aqui se
desprenden 4 casos: _
(1) a <r d <7 b. Como t <r a <p d, entonces t <p d, por lo tanto
de T '
(it) a <7 d, d < b donde N es un nodo de T. Este caso se muestra
de manera similar al caso (7).
(#%) any <n dn, dy, <n, bn,. Supongamos que d ¢ T®. Esto quiere
decir que Iy <N dN 6d <7 t; 8i iy SN dN (ObB: Iy = ay = bN)
tendriamos que ay = by =ty <y dy, contradiciendo que a < d < b.
Si d <7 t, entonces d <r a, entonces d < a, contradiciendo que a <
d < b. Por lo tanto d € T*.
(tv) ay <n dn, d <7 b. Este caso se muestra de manera similar al caso
(idd). 0
DEFINICION 2.14. Para N € N(T) sea <% el orden lexicogréafico
de T inducido por {<}3: N e N(T)}.

PROPOSICION 2.1. Supongamos que (N, <r), con N € N(T), no
contiene un orden real no contable. Entonces (T, =) contiene un orden
real no contable si y sblo si (T, <) contiene un subdrbol de Cantor.

Demostracién. =>) Sea R ¢ T tal que (R, <) es un orden real no
contable, como R es un orden real no contable existe D C R denso tal
que |D| = No.

Probaremos que si a € R, existen tg y ¢; € D tales que a < tg < t1,y
ademds a <r tg,a <1 t; ¥ toy <n tiy (i-€ tg L t1). Si no pasara lo
anterior tendriamos dos casos:
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caso 1) a <rt para toda t € D.
caso 2) ty £ t; para todo t,,t; € D.
Mostraremos que no es posible que se den estos casos.

caso 1) Si a <r t para toda t € D, tendrfamos que para todo r € R,
a < r y esto no puede ser ya que este no seria un buen orden y 7" no
seria un 4rbol.
Si tuvieramos que existe r € R\ D tal que a <r y t £ r para toda
t € D, no existiria d € D tal que a < d <X r y D no serfa denso.

caso02)

subcaso 1) Si existiera una cantidad no contable de r € R\ D tal que
ty SNT O0ry <nty para t € D, entonces el conjunto de sucesores de
a formarfan un nodo con un orden real no contable y esto no es posible
por hipotesis.

subcaso 2) para que el subcaso no se cumpla debe de pasar que para
todo » € R\ D (exepto quiza para una cantidad contable), t < r para
t € D, tomemos t <p r; < ro, entonces para r; y rz no existe d € D
talque ry = d =< rq.

Ahora procedamos a construir el subérbol de T el cual es de Cantor.
Sea t € R tal que htr(t) = min{htr(t) : t € R}. Por lo arriba
mostrado, existen {, y £; € D tales que t <r tg, t <rt1 y t, Lr by

<) Sea T = {2" : n < w} Demostraremos que el conjunto D =
{2" : n < w} es denso en T. Observemos que |T'| = w;.

Tomemos a < b. Mostraremos que existe d € D tal que a <d <X b.
Caso 1) a <X bsi a <r b, entonces htr(a) < htr(b). Tenemos que la
altura de b es a lo més w, asi htr(a) < w. Elijamos d = a. Por lo tanto
a<xd=<XbydeD.

Caso2)a < bsiysélosiay < by. Esto implica que htp(ay), hir(by) <
w, asf 8i hacemos d = ay tenemos que d € D.

Como |T| = w1 y D es un conjunto denso contable de T, entonces
(T', %) es un orden real no contable. L]

Une familia fija {<y: N € N(T)} de ordenes lineales de los no-
dos de un 4rbol también introduce un orden lexicogréifico < sobre el
conjunto By de todas las ramas de T definido por | X m si y sélo si
In <y my donde N = Ninp {lN} =[{NNy {mN} =mnNUN.

PROPOSICION 2.2. Si (N,<y) es un orden lineal completo para
cada N € N(T), entonces (Br, <) es también completo.

Demostracién. Sea A un segmento inicial de (Br, <). Se demos-
trard que A tiene un supremo en (Br, X). sea m el conjunto de todas
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last € T tal que B, A # 0 mientras {{ € By : B, < I} N A = {.
Entonces, utilizando la completez de (V, <y) para N € N(T), se debe
demostrar que m es una rama de T, y que m es el supremo de A. [l

1. k-Arboles

DEFINICION 2.15. Para cualquier cardinal regular x, un x-drbol es
un drbol T tal que htT = k y |R,T| < k.

DEFINICION 2.16. Para cualquier cardinal infinito , un k—drbol
de Suslin es un 4rbol T tal que |T'| = & y cualquier cadena y anticadena
de T tiene cardinalidad < k.

TEOREMA 2.1. (Kinig).
Cualquier Ro—drbol tiene una rama cofinal.

Demostracién. Sea T un Ng-drbol. Por induccién sobre n < w,
se elige t, € R,T tal que T* no es finito y ¢, <y t,,;. Entonces
{ts : n < w} es una rama cofinal de T 0O

TEOREMA 2.2. (Kurepa)
Sea k un cardinal regular y sea T un drbol de altura  tal que para

algin A\ < &, |RoT| < X para toda a < k. Entonces T tiene una rama
cofinal.

Demostracién. Se puede suponer que A es también un cardinal
regular. Para cada § < x con c¢fd = A se toma un s5 < %5 con la
propiedad 7% N RsT = {ts}. Tal S5 existe, en otro caso se tendria que
|RsT'| > Alo cual es una contradiccién. Por el Lema de Fodor, se puede
encontrar un conjunto estacionario A C {6 < k:cfé6=A} y vy < k tal
que htr(ss) = « para toda § € A. Ahora resulta que {5 : § € A} es
una Kk — cadena de T O

DEFINICION 2.17. Se dice que un drbol T es normal si y sélo si
NG) |RoT) = 1
N(ii) si s,t € T y si htp(s) = htp(t) es un ordinal Umite, y si (-, 8)r =
(-, )7, entonces s = t;
N(iit) si a < B < htT, ysit € R,T, entonces [T? N RyT| > 2

DEFINICION 2.18. 2A = | J{*A: k < a}

EJEMPLO 2.5. Un ejemplo tipico de un drbol normal es el arbol
binario de altura «, (22, C).

DEFINICION 2.19. Se dice que un 4rbol T' es A — ario si [N| = A
para cada nodo N de T de altura ordinal sucesor.
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EJEMPLO 2.6. Un 4rbol A-ario, esta dado por ( £\, C). Para este
4rbol cada nodo de altura sucesor tiene cardinslidad A.

PROPOSICION 4. Si T es un drbol, se puede hacer que T cumpla
N(z) y N(it) sin incrementar la cardinalidad de T.

Demostracién, Agregemos un punto entre p(N) y N, para cada
nodo N de T con altura limite o cero. M|

DEFINICION 2.20. Sean T y U dos 4rboles dados de la misma al-
tura x. Entonces decimos que T y U son cub-isomorfos si existe un
cub C C & tal que T|¢ y Ulp son isomorfos. T es cub-incrustable en
U si T es cub-isomorfo para slguna parte inicial de U.

PROPOSICION 5. Se puede encajar T' sobre una parte inicial de *),
donde @ = htT y A = n(T) = sup{|N|: N e N(T")}.

Esta proposicién muestra que |T'| < S {n(D)¥ : B < htT}, y
también demuestra que cualquier 4rbol normal T pueda ser identificado
con una parte inicial de 2\ donde a = T y A = n(T)

2. Arboles de Aronszajn

DEFINICION 2.21. Para cualquier cardinal regular «, un x-drbol
de Aronszajn es un x-drbol tal que culaquier cadena en el 4rbol T es
de cardinalidad < k. A los w;—érboles de Aronszajn les llamaramos
simplemente drboles de Aronszajn.

DEFINICION 2.22. Si P es un conjunto parcialmente ordenado, de-
notamos por o P al conjunto de todos los subconjuntos de P que son
acotados y bien ordenados.

TEOREMA 2.3. (Aronszajn). Existe un drbol de Aronszajn.

Demostracién.
Sea 0'Q = {t € 0Q : t tiene un elemento maximal }. Nuestro drbol de
Aronszajn T sera un subdrbol de ¢’Q. Construiremos T por induccién
sobre los niveles Ty, & < w;. La a-ésima hipétesis de induccién es:
(¥)q para cada v < f < a, cada t € T, y cada Q > = > maz(t), existe
un 3 € Ty tal que t <’ 3y z > max(s).
Caso o = f+1. SeaT, = {tU{z}:t € Ty, z € Qy z > maxt}.
Entonces [T, | < Vo, y asf (x), se cumple.
Caso o es limite. Sea (ap)n<w una sucesién creciente de ordinsles co-
finales en . Fijemos t € T|, y z € Q tal que z > maxz(t). Sea
m = min{n : a, > ht(t)}. Usando (*),, construyamos inducti-
vamente una sucesi6n creciente (tx)r<. de elementos de T'|, tal que
to = t, ty € T,,,,, y maz(ty) < x. M4s ain, podemos suponer que
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sup{maz(ty) : k < w} = z. Sea ;5 = (U{tx : k <w})U{z}. Entonces

|To| < No ¥ (%)or1 s cumple.
Sea T = U{T, : @ < w}. Entonces T es un drbol de Aronszajn. o

PROPOSICION 2.3. Sea 2 < XA < Ny. Supongamos que eziste un
drbol de Aronszajn. Entonces eziste un drbol el cual es normal y A —
arto.

Demostracion. Sea T cualquier 4rbol de Aronszajn, es decir un
N;-drbol cuyas cadenas son a lo més contables. Agregemos un nuevo
punto entre p(N) y N para cada nodo de altura un ordinal limite o cero.
Asi se puede suponer que T satistace N(z) y N(ii) de la definicion de
drboles normales . Para cada t € T', se elige un ordinal o = a(t) < wy
con la propiedas que TN R,T es vacio o infinito. Como T es un drbol
de Aronszajn, tal oT) existe.

Sea C = {6 < wi : lim(d) y a(t) < & para toda t € T's}.

Entonces C' es un conjunto cerrado y no acotado de wy, y T|¢ es un
arbol de Aronszajn Ny — ario.

Supongamos ahora que 2 < A < Ng. Sea T un drbol de Aronszajn
A — ario. Por induccién sobre los niveles de T se puede incrustar T' en
un segmento inicial T* de U{*) : lim(«a)} tal que

T* ={s€ “)\:35CtparaalgintecT}.
T* es un drbol de Aronszajn A — ario. : 0



CAPITULO 3

Topologia en Arboles

También, dado un drbol T se le puede considerar como un espacio
topolégico con la topologia generada por los intervalos de la forma
(s,t]r, donde s,t € TU{—o00}. Se puede mostrar que T con la topologfa
de los intervalos no es necesariamente Hausdorff, y esto pasa si T sat-
isface N (i) de la definicion de drboles normales (ver definicién 2.17).
Ahora supondremos que 7" siempre va a satisfacer N(i1).

DEFINICION 3.1. Si T y U son drboles entonces por T @ U se de-
nota el conjunto {(t,u) : t € T,u € U y hty(t) = hty(u)} ordenado
parcialmente por (t,u) < (t;,u;)siysblosit <rt1y u <y w.

PROPOSICION 6. Si T y U son drboles, entonces T QU también
es un drbol.

Demostracién. 1) Primero mostraremos que (T'@ U, <) es un
conjunto parcialmente ordenado.
(1) (TQ®U, <) es reflexiva. Sea (t,u) € T@U; tenemos que t <rty
u <y u pues T y U son drboles. Por lo tanto (t,u) < (t,u).
(1) (TQU, <) es transitiva. Sean (t1,u1) < (f2,u2) ¥y (t2,u2) <
(ts,us); esto implica que ¢; <y t3 y w; <y ug ademés t; <7 t3y
uy <y ug, a8f £y <y i3y wy <y ug por lo tanto (£, u1) < (3, us).
2) Ahora mostraremos que (-, (t;,w1))rg@u ={(t,s) e TQU : (t,8) <
(t1,u1)} es bien ordenado. Sabemos que a = htp(t1) = hty(u), y (-, 1)
y (+,41) son conjuntos bien ordenados; asf, (-, (1, u1)) es isomorfo al or-
dinal o, por lo tanto es un conjunto bien ordenado. Asi (T @ U, <) es
un arbol. t

DEFINICION 3.2. Si 1 < n < w , entonces por T se denota el
producto T@RT X - @ 7T, (n veces) '

PROPOSICION 7. Si T y U son Ry—drboles y uno de ellos es Aron-
szajn, entonces T Q) U es también un drbol de Aronszajn

Demostracién. Sea T un drbol de Aronszajn. Supongamos que
T @ U no es un drbol de Aronszajn. Entonces existe una cadena C
tal que |C| es wy. Tomemos el conjuoto Cy = {t € T : Ju e Uy
(t,u) € C}. Tenemos que |Ci| = wy y Ci es una cadena del drbol T
esto es una contradiccién pues T' es un 4rbol de Aronszajn. ]
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Sin embargo (& no preserva la propiedad de ser Suslin. La siguiente
proposicién muestra este hecho.

PROPOSICION 3.1, 8i[T| > w , entonces T@T tiene una cadena
o anticadena no contable

Demostracién. Sea (I, : @ < w;) una sucesién de elementos de
T tal que cualquier ¢, tiene dos sucesores incomparables s y s tal
que htp(s%) = htr(sl) < htr(ts) para cualquier a < f < w;. Ahora
s6lo bay que verificar que {(s2,sl) : @ < w;} es una anticadena de

[+ 2 s 4

TQT. o

DEFINICION 3.3. Un conjunto D es denso en T si para cualquier
s €T, existe t € D tal que s <r t.

EJEMPLO 3.1. Sitomamos T = P(w) ordenado por 2, un conjunto
denso en T', es el conjunto formado por los conjuntos cuya cardinalidad
es 1, es decir D = {{n} : n € w} s denso en P(w).




CAPITULO 4

Conjuntos Linealmente Ordenados y Arboles

PROPOSICION 4.1. Sea (L, <;,) un conjunto linealmente ordenado.
Entonces d(L, <p) = min{k : (L, <) es incrustable en (P(x),C)}.

Demostracién. Sea k = d(L,<;) y sea D un subconjunto den-
$0 de L de cardinalidad x. Entonces | — (-] N D es un mapeo
estrictamente creciente de (L, <) sobre (P(D),<). Conversamente,
podemos suponer que L es una cadena en P(x). Para cada a € &, sea
dy, = M{!: a €l € L}. Entonces, claramente, se ve que D = {d, :
a < K} es un subconjunto denso de (D U L, C). De aqui resulta que
d(L,C) < d(DU L,C) < « O

COROLARIO 4.1. d(L, <) < R si y s6lo si (L, <) es isomorfo a
un conjunto de nimeros reales,

Demostracién. Sea =< el orden lexicogréfico de P(w). Entonces
A C B implica A X By (P(w), %) es isomorfo al conjunto de Cantor.
O

DEFINICION 4.1. Por tp(L, <;) se denota el tipo de orden de
(L,<1). Este es la clase de todos los conjuntos linealmente ordenados
isomorfos a (L,<p). Si ¢ = tp(L, <), definimos |p| = |L|,d(p) =
d(L, <) y ¢* =tp(L,>1).

DEFINICION 4.2. Si ¢ = tp(L,<.) y ¥ = tp(K,<g), entonces
¥ < o significa que existe un mapeo estrictamente creciente de K
sobre L.

DEFINICION 4.3. Por L? se denota el conjunto {{I,m) : I,m € L}
ordenado parcialmente por (I,m) < (I, m!) siysélosil < I*ym < m'.

Ahors se define la operacion fundamental que relaciona los drboles
con los conjuntos linealmente ordenados

DEFINICION 4.4. (Proceso de atomizacidén) Este es un proceso in-

~ ductivo de construccién de familias T,,, @ € On, de subconjuntos con-

vexos no vacfos de L tal que :
(2) si @ = 0, entonces T, = {T'}.
(¢) i @ = f+1, entonces para cada I no trivial tal que I € Ty existen
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Ly LheTytalesque I = LU, y T, =U{{l,1}: I €Ty y |I| > 2}.
(m) Si v es un ordinal limite, entonces
={nb:bC | J{Ts: B8 < a}, bﬂTﬂ;/:(Dparatodaﬁ<a y Nb# 0}.
Es claro que para algin a, T, = 0. De aquf se puede definir
MT =min{a:T,=0}yT = U{T a < htT}.

Entonces (7, 2) es un drbol y R, T = T, para toda o < htT.

DEFINICION 4.5. Cualquier drbol que es resultado de una proceso
de atomizacién de L es lamado un drbol de particién de L.

Consideraremos tinicamente procesos de atomizacién binarios.

DEFINICION 4.6. Sea L un conjunto linealmente ordenado y sea T
un 4rbol de particién de L. Si N esunnodode T , ysi Iy,I; € N,
entonces Iy <y I 8i y 86lo 8i |l <5, m para cualquier [ € [y ym € I.

PROPOSICION 8. Sea < el orden lezicogrdfico de T inducido por
{<n: N € N(T)} el conjunto de nodos de T'. Entonces el mapeo
I — {l} es un encaje isomorfo de (L, <L) sobre (T, X).

Demostracién. Para esto supongamos que | <p m, y sea [ =
({J €T: {l,m} C J}. Entonces I € T. Sea Iy e I; los sucesores
inmediatos de I en T, y supongamos que Iy <y I;, donde N es el nodo
{Io, I} de T. Entonces se tiene que l € Ip y m € I , de aqui {1} <
{m}. |

PROPOSICION 4.2. Supongamos que ¢ y 1 son tipos de orden tales
que Y < . FEntonces, cualquier drbol de particion de ¢ contiene un
subdrbol isomorfo a un drbol de particién de .

Demostracion.

Sea L un conjunto linealmente ordenado, sea K subconjunto de L,
y sea T un érbol de particién de L. Sea Ty = {INK : I €T e
INK # 0}. Entonces claramente se puede verificar que Tk es un drbol
de particién de K. Para J € Tk sea h(J) el elemento 2 —minimal de
T tal que J = h(J) N K. Entonces h es un encaje isomorfo de (T, 2)
sobre (T, D). g

DEFINICION 4.7. Sea wo(L) = sup{|A| : A es un subconjunto bien
ordenado o inversamente bien ordenado de L}.

TEOREMA 4.2. (Hausdorff-Urysohn)
Sea L un congunto linealmente ordenado. Entonces |L| < 2"’0(1‘)

Demostracién. Sea T un drbol de particién de L. Entonces [L| <
\T|, dado que {{} € T para cualquier I € L. Puesto que T se encaja
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en una parte inicial de "2, es suficiente con demostrar que htT <
wo(L)". Pero se demostrard un resultado ain m4s fuerte, es decir, que
cualquier cadena de T tiene cardinalidad < wo(L). Sea ¢ una cadena
de T'y sea {Ig: B < a} la O — enumeracion creciente de c. Para cada
B <a-—1,seeligels € Ig— Iz y formamos Ag = {lg : Lg <r Ip41}
y A1 = {lg : Ig41 <1 lz}. Entonces Ay y A; son subconjuntos bien
ordenados y bien ordenados inversamente de L, respectivamente, y
le| = | Ao} + |A1] + 1 < wo(L). O

DEFINICION 4.8. Un tipo de orden ¢ = tp(L, <) es llamado un
tipo real no contable si y sélo si (L, <) es isomorfo a un conjunto no
contable de mimeros reales

Claramente cualquier tipo real no contable ¢ satisface que wy,w} £
@. De aqui uno se puede preguntar si cualquier tipo no contable 1
tal que wy,w! £ 1 contiene un tipo real no contable. La respuesta a
esta pregunta es negative y un contraejerplo puede ser construido sin
suponer ngda mas que los axiomas ususales de la teorfa de conjuntos.
Tal tipo es llamado el tipo de Aronszajn es decir un tipo de orden ¢
con las siguientes propiedades:
(3) el > Ro;
(1) wy,w} £ 5
(41) o no contiene tipo real no contable.
Se demostrard que cualquier tipo de Aronszajn tiene cardinalidad ®;.
De esto se desprender4 la siguente proposicién

PROPOSICION 9. ¢ no contiene tipo real no contable si y sélo si
d(v) = || para cualquier ¢ < .

Demostracién. ¢ contiene un tipo real no contable si y sélo si
d(¢) = wy |p| = wy. Pero tenemos que para todo ¢ < ¢, d(y) =
|1]. Por lo tanto, si d(¢) = w entonces || = w; es decir, todos los
subconjuntos de ¢ que tienen densidad w son contables. O

DEFINICION 4.9. Un conjunto linealmente ordenado L es llamado
una linea de Aronszagn si tp(L, <p) es un tipo de Aronszajn.

DEFINICION 4.10. un conjunto contimio linealmente ordenado K
es llamado continuo de Aronszajnsi
(¢) K no es separable,
(#) K es primero contable, _
(#4)si M C K es contable entonces M es segundo contable.

PROPOSICION 4.3. Sea K un continuo linealmente ordenado. En-
tonces K es un continuo de Aronszajn si y sélo si K es la completacién
de Dedekind de una linea de Aronszajn densamente ordenada.
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Demostracién. =>] Supongamos que K es Aronszajn. Sea T un
drbol de particion de K. Sea T el conjunto de todos los intervalos no
triviales de T , y sea L .el conjunto de todos los puntos finales de los
intervalos de T}. Entonces, L es denso en K y L es una linea de Aron-
szajn. L es no contable porque K no es separable, wy,w] £ tpL porque
K es primero contable, y ¢pL no contiene un tipo real no contable, dado
que para cualquier M contable tal que M C K, M es segundo contable.

<] Sea L una Ynea de Aroszajn densamente ordenada, y sea K la
completacién de Dedekind de L. Entonces K no es separable porque L
no es separable. K es primero contable dado que wy,w; £ tpL.
Suponga ahora que M C K es contable, pero w(M) > Wo. Esto significa
que el nimero de componentes convexas de K—M es no contable. Dado
que L es denso en K , de cada componente convexa se puede tomar un
elemento de L y formar un subconjunto no contable L* de L. Entonces,
claramente se ve que M es un conjunto ordenado denso en L' U M. De
aqui, tp(L' U M) es un tipo real no contable, y asf tambien lo es L,
una contradiccién. O

DEFINICION 4.11. Un tipo de orden ¢ es Hamado un t2po de Kurepa
8i
() Io] >,
(u) d(ﬁP) = Nl) y
(#i4)  no contiene un tipo real no contable.

Nétese que (i4) es equivalente a decir que d(v) = || para cualquier
P < con || <Ry

DEFINICION 4.12. Si se toma la completacién de Dedekind de una
linea de Kurepa densamente ordenada, el resultado es un continuo K
que tiene las siguientes propiedades:

(7) K tiene R, puntos de carecter contable;

(1) w(K) = Ry;

(i4) 8si M C K es contable entonces M es segundo contable.
Cualquier continuo linealmente ordenado K con las propiedades
() — (447) es lamado continuo de Kurepa.

DEFINICION 4.13. Se dice que un conjunto linealmente ordenado
L tiene la propiedad de Suslin (o satisface la condicion de la cadena
contable(cee)) s cualquier familia de intervalos abiertos disjunta por
pares en L es contable.

Problema de Suslin:
Sea K un linealmente ordenado continuo que no tiene una familia no
contable de intervalos abiertos digjunta por pares. Es K isomorfa al
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intervalo unitario [0, 1]?
La hipotesis de Suslin (SH) es la suposicién que la respuesta al prob-
lema de Suslin es positiva.

DEFINICION 4.14. Un conjunto linealmente ordenado L es llama-
do una linea de Suslin si L tiene la propiedad de Suslin pero no es
(topologicarmente) separable.

Sea L una linea de Suslin. Para [, € L, decimos que I ~ m si y
s6lo si [I,m]|;, es separable. Entonces ~ es una relacién de equivalencia
sobre L, cada clase de equivalencia es un conjunto convexo y un sub-
conjunto séparable de L (dado que w;,w; £ tpL). De esto, L/ ~ es
una linea de Suslin densamente ordenada y séparable. Sea K la com-
pletacién de Dedekind de L/ ~. Entonces, facilmente se verifica que K
es un continuo de Suslin. De esto se desprende la siguiente proposicién.

PROPOSICION 4.4. Eriste un continuo de Suslin si y sélo si existe
una linea de Suslin.

PROPOSICION 4.5. Cualquier linea de Suslin L contiene una linea
de Aronszajn K la cual es topologicamente densa en L.

Demostracién. Sea T un érbol de particién de L, y sea T el
conjunto de todos los elementos de T' con interiores no vacios. Para
cada I € T! se elige {(I) € I arbitrario, y sea K = {I(I) : I € T"}.
Entonces ficilmente se ve que K es (topologicamente) denso en L. De
aquf, Kes no contable. Sea M un subconjunto no contable de K y
sea D € M tal que D es contable. Dado que wy,w; &£ tpL y dado
que cada nivel de T! es contable, se puede encontrar un o < w, tal
que D N (UR,T') = 0. Dado que M — UR,T"! es contable, se puede
encontrar un I € R,T" tal que I N M es un subconjunto convexo no
contable de M disjunto de D. De aqui resulta que D no estd ordenado
densamente en M. Esto demuestra que ¢{pK no contiene un tipo real
no contable, de aqui resulta que K es una lfnea de Aronszajn. O

TEOREMA 4.3. (i) Cualquier orden lericogrdfico de un drbol de
Aronszajn es una linea de Aronszajn. '
(1) Cualquier drbol de particién de una linea de Aronszajn es un drbol
de Aronszajn

Demostracién. (i) Sea T un drbol de Aronszajn y sea < un orden
lexicografico de T'. Sea ¢ = tp(T, <). Tenemos que probar que ¢ # wi,
w] y @ no contiene un tipo real no contable. Primero probaremos que
¢ # wy. Supongamos lo contrario, i.e supongamos que existe un B C T
tal que tp(B, >) = w;. Dado que cada nivel de T es contable, para cada
a < wy, podemos encontrar un ¢, € T, tal que {s € B : t, <r s} es
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no contable. Dado que tp(B,>) = wi, tendriamos que t, < tg para
a < f<w,ie{ty: a<w}esunsw;—ramade T, una contradiccion.

(i1) Sea (L, <) una linea de Aronszajn y sea (T, 2) un drbol de par-
ticién de L. tp(L) # wy,w} (ya que T no tiene cadenas no contables).
Para probar que T es Aronsajn, es suficiente con probar que cade nivel
de T es contable. Supongamos lo contrario y definamos a = min{3 : Tp
es no contable}. Dado que T es un 4rbol binario, & es un ordinal limite
contable. Para cada J € T|,, elegimos un conjunto contable A(J) C J
cofinal y coinicial con J y definamos D = | J{A(J) : J € Tl|,}. Para
cada I € T,,, elegimos z(]) € I y definimos K = DU {z(I) : I € T,.}.
Entonces D es un subconjunto denso de orden contable de K. Esto de-
muestra que tp(K, <) es un subtipo real no contable de tp(L, <), una
contradiccién. O

LEMA 4.1. Cualquier drbol de particién de una linea de Suslin con-
tiene un subdrbol de Suslin.

Demostracién. Sea L una linea de Suslin. Por las proposiciones
4.2 y 4.5 podemos suponer que L es una linea de Aronszajn. Sea T
el 4rbol de particién de L. Por teorema 4.3(i7), tenemos que T' es un
érbol de Aronszajn. Sea T' = {I € T : |I| > 3}. Entonces 7" es
también un 4rbol de Aroszajn. Sea A C 7" una anticadena de (17, C).
Por la definicién de T", cada I € A contiene un intervalo abierto no
vacfo (If,m). Dado que T es un Arbol de particién de L, A es una
familia de subconjuntos convexos de L; de aquf {(I;,m;) : I € A} es
una familia de intervalos abiertos no vacios de L. Por lo tento A es
contable. Esto demuestra que T” es un érbol de Suslin. O

LEMA 4.2. Cualquier orden lezicogrdfico de un drbol de Suslin con-
tiene una linea de Suslin.

Demostracion. Sea T un 4rbol de Suslin y sea < un orden lexi-
cografico de T'. Sea L un subconjunto maximal de T con la propiedad
de que {u € T : 8 < u < t} es no contable para cualquier s < ¢
en L. Por teorema 4.3(7), es suficiente con demostrar que L tiene la
propiedad de Suslin. En otro caso, sea {(8a,%s)r : & < w1} una familia
de intervalos abiertos disjuntos de L. Por induccién sobre «, elegimos
Uy € (Sarta)r tal que ht(us) > ht(ss), ht(ta) y ht(ug) > ht(ug) para
toda 0 < «o. Estos s existen y forman una anticadena de T, una
contradiccién. O

TEOREMA 4.4. La hipotesis de Suslin es verdadera si y sdlo si
cualguier drbol no contable tiene una cadena o anticadena no contable.
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Demostracion.

Por la proposicién 4.4, existe un continuo de Suslin si y sélo si existe
una linea de Suslin por los lemas 4.1 y 4.2 existe una linea de Linea de
Suslin si y sélo si existe un drbol de Suslin. O

LEMA 4.3. (i) Cualquier orden lezicogrdfico del conjunto de todas
las wy-ramas de un drbol de Kurepa es una linea de Kurepa.
(i4) Cualquier linea de Kurepa tiene un drbol de particién de altura
wiy + 1. Los primeros w; niveles de €l forman un drbol de Kurepa.

Demostracién. (i) Sea T un drbol de Kurepa y sea L el conjunto
de todas las w,-ramas de T ordenadas lexicogréficamente por <. Para
cada t € T elegimos [, € L como sigue. Si B, = {l € L : t € [} es vacio,
sea [, cualquier elemento de L. Si B; # 0 y si B, tiene un <-mfnimo,
dfinimos I, = minB,. Si B; # 0 y minB, no existe, elegimos cualquier
elemento I; de B;. Sea D = {l; : t € T'}. Entonces D es un subconjunto
denso de orden de L; de aqui, d(L, <) < ¥;. Ahora, sea M cualquier
subconjunto no contable de L y sea N C M contable. Dado que N
es contable, para cada [ € M elegimos #; € [ tal que ¢; € m pra todo
m € N, m # . Dado que M es no contable, podemos encontrar ¢t € T
tal que ht(t) > sup{ht(t)):l € N} y [B,N M| < R,. Este B; N M es
un subconjunto convexo no contable de M el cual tiene al menos un
punto en comiin con N. De aqui resulta que N no es denso de orden
en M. Esto muestra que tpL no contiene un subtipo real no contable.
Por lo tanto, L es una linea de Kurepa.

(i) Sea L una linea de Kurepa y sea {l, : @ < wi} la enumeracién
de un subconjunto denso de L. Por inducci6n sobre los niveles de T,
a < wy, definamos un 4rbol de particién 7' de L como sigue. Suponga-
mos que Ty estd definido y es contable para toda § < a.

Caso a = 3 + 1. Fijemos I € Ty tal que |I| > 2. Si lg € I, entonces lg
divide & I en dos conjuntos distintos del vacfo Iy e I; que son convexos
y disjuntos tal que Iy < lg < I;. Silg ¢ I, nosotros dividimos [ en
dos subconjuntos convexos disjuntos no vacios Iy e I, arbitrarios. Sea

T, = |\ J{{lo, )} : T € Ty y 1] > 2}

Caso a es limite. Sea Ty = {Nb : b es una a—rama de T, tal
que Nb # 0}. Entonces T, es contable si a > w;. Esto se demuestra
utilizando un argumento analogo al del teorema 5(ii). Dado que tpL
no contiene un subtipo real no contable.

Finalmente, sea T = | J{Ty : @ < w1 }. As{ T es un drbol de particién de
L. Dado que [T|,,| < N; y como |L| > ¥y, tenemos que {l} € T,,, para
més que X, elementos [ € L. De aqui T|,, es un drbol de Kurepa. 0O
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TEOREMA 4.5. Ezxiste una linea de Kurepa si y sélo si eriste un
drbol de Kurepa

Demostracién.

Si existe una linea de Kurepa, por el inciso i) del lema 4.3, entonces
existe un Arbol de particién de altura w; + 1, del cual los primeros w;
niveles forman un drbol de Kurepa.

En la direccién contrarfa: si existe un drbol de Kurepa, por el inciso
i) del lema 4.3, el conjunto de las w;-ramas del 4rbol bajo el orden

lexicogréfico forma una linea de Kurepa.
O

TEOREMA 4.6, Jones. Sea T un N;—drbol. Entonces T es una
drbol especial de Aronszajn si y s6lo si T es un espacio de Moore.

Demostracion.

Supongamos que T = |J{4, : n < w}, donde cada A, es una
anticadena de 7. Paran < w yt € T, sea Go(t) = {8 <r t : [s,) N
(U{A; :i < n}) =0}. Sea G, = {Gn(t) : t € T}. Entonces {G, : n <
w} es un desarrollo de T.

En el sentido inverso, Sea Hy, : n < w un desarrollode T. Parat € T,
sea h(t) el minimo n < w tal que |J{H € H,:t € H} C (-,t]. Ahora,
para n < w, sea E, = {t € T : h(t) = n}. Entonces E, asf definido no
contiene una cadena de tipo w -+ 1; por lo cual cada F,, es un subdrbol
especial de T'.

O

TEOREMA 4.7. (Fleissner). Supongamos que se cumple M Ay, .
Entonces cualquier drbol de Aronszajn es un espacio topologico nor-
mal.

Demostracion.

Sea T un 4rbol de Aronszajn y sean F y H subconjuntos cerrados
de T tales que FNH = 0. Sea f : T — w un mapeo especial. Para
teTyn <uw, sea B,(t) = U{[s,8] : s <r ty[st)N f(n) = 0}.
Entonces {B,(t)} es una base de vecindades de £ en T.

Sea P el conjunto de todas las funciones finitas de F' U H sobre
w tal que (F U J{Bpp : t € dom(p) N F}) N (HU | J{Byy(t) : t €
dom(p) N H}) = 0. El orden de P es D. un A-sistema muestra que
P es un conjunto parcialmente ordenado con la condicién de la cadena
contable. Parat € F U H, sea D, = {p € P : t € dom(p)}. Entonces
D; es un subconjunto abierto y denso de P.
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Sea G un subconjunto {D, : t € F U H}-genérico de P y sea h =
U{p : » € G}. Entonces | J{Brw)(t) : t € H} son dos conjuntos abiertos
y disjuntos los cuales separan a F' y H. Por lo tanto T es normal.

O

TEOREMA 4.8. (Devlin-Shelah). Suponga que 2% < 2%, Sea T
un drbol especial de Aronszajn. Entonces T no es un espacio topologico
normal

Demostracién.

Sea T el ideal de los pequeiios conjuntos. Por la suposicién que
2R < M1 tenemos que w, ¢ Z. Sea T un drbol especial de Aron-
szajn el cual identificamos con w;. As{ tenemos que a <z @ implica
que a < 3, y ht(t)(a) = a 8 a es un ordinal limite, Sean A, las
anticadenas disjuntas de T con T = | J{A, : n < w}. Dado que 7 es
o-completo, existe un ng tal que A,, € Z. Sea E = A, NA.

Definimos F : #12 — 2 como sigue. Dada f € *2, F(f) =0siy
86lo si existe una v < o tal que f(3) = 0 para toda 83,y <r B <7 q;
y sea F(f) = 1 en otro caso. Dado que E € Z, existe un g € “12
tal que para toda f € “12, el conjunto {a € E : F(f|,) = g(a)} es
estacionario. Sea J = {a € E: g(la) =0}, K = {a € E: g(a) = 1}.
Dado que E es una anticadena de T, J y K son subconjuntos cerrados
de T. Ahora mostraremos que J y K no pueden ser separados por
subconjuntos abiertos de T. Supongamos lo contrario, que existen
UyWCTconJ CUy K CW. Definamos f € “2 donde
f(a) =181y sblo si ¢ W. Entonces, por la definicién g, el conjunto
E ={a € E: F(fl.) = g(a)} es estacionario. Fijemos o € E.
Supongamos que g(a) = 0. Entonces F(f|,) = 0. De aqui, para algin
v <r a, f(3) = 0 para toda v <r 8 <7 a. Por como se definié f,
(7,a)r € W, una contradiccién, dado que g(a) = 0 significarfa que
a € J. Si g(a) = 1, llegarfamos a una contradiccién andloga a la

anterior.
O

1. Teorema de Ramsey y Arboles

DEFINICION 4.15. Sea S un conjunto. Parar € N, r # 0, [S]" =
{X € §:|X]|=r} esla coleccién de todos los subconjuntos de S con r
elementos. Sea {A}?~] una particién de [S]" en s clases (s € N — {0});
es decir, [S]" = U]gAiy AiN A; = 0 para i # j. Diremos que H C 8
es homogéneo para la particién si [H]” C A; para algin %; es decir, si
todos los subconjuntos de r, elementos de H, pertenecen a la misma
clase A; de la particién.
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Sean k, A\ mimeros cardinales. Escribiremos £ — (A) como una
forma corta para decir la oracién: ”para cualquier conjunto S tal que
|S| = & y cualquier particién de [S]" en s clases, existe un conjunto ho-
mogéneo H tal que |H| > X\”. La negaci6én de esta oracién es denotada
como & /A (A)]. |
Msds generalmente £k — (Ar,. .., A,)} significa: para cualquier conjunto
S con |S| = k y cualquier particién {A4;};=5 de [S]" en s clases, existe
algin i y un conjunto H C S con [H]" C A; y [Hy| 2 A

TEOREMA 4.9. Ry — (No); se cumple para todo r,3 € N — {0}.

Demostracion.
Consideremos S = N, hagamos induccién sobre .

r=1: si [N]! = N = UZl A;, tenemos que algiin conjunto A; es
infinito, tomemos H como el conjunto A;.

Veamos que pasa para r = 2 y después vamos al caso general. Sea
[N]2 = Uf=3 A;. Construiremos sucesiones (a,)2,, (in)2y0, ¥ (Hn)2yp
por recursién, el conjunto a, =0y B = {beN:b# ap y {a0,b} €
A;}. Entonces {B?}:Z) es una particién de N — {ag}. Tomemos io el
primer subindice i para el cual B es infinito, y sea Hy = B{). Todos los
subsecuentes términos de la sucesién los tomaremos de Hy, esto garan-
tizard que {a,,an} € A;,, para todo n > 0. Seleccionaremos como a;
el primer elemento de Hy y B} = {b € Hp : b # a; y {a0,b} € A;}.
Nuevamente {B}}=5 es una particién del conjunto infinito Hy — {a;}.
Tomamos ahora %, el primer 1 para el cual B es infinito, y H; = B}.
Procediendo de esta manera encontraremos la sucesién adecuada.
Tenemos que la sucesién (a,)2°, s una sucesién creciente y {an, am} €
A;_ pera toda m < n. La sucesi6n (i,)%, tiene valores del conjunto in-
finito {0, ...,s—1}, de aqui que exista un j y un conjunto infinito M tal
que i, = j para todon € M. De esto se signe que H = {a, : n € M} es
infinito y [H]? C Ay, por que {an,an} € A, = A; para toda n,m € M,
n < m.

El caso general es similar. Supondremos que el teorema es verdad
para 7 y lo probaremos para r + 1. As{ supongamos que [N]'*! =
#~oAi. Consideremos un elemento arbitrarfo a € N y un subconjunto
arbitrario infinito S C N tal que ¢ ¢ S. Definimos una particién
{B;}:=} de [S]" como sigue: para X € [S]", X € B;siysblosi {a}UX €
A;. Por hipotesis de induccién, existe un conjunto infinito H C S tal
que [H]" C B; para algin i. Seleccionamos un i tal que ¢ = i(a, ) y
H = H(a,S). Notemos que todos los conjuntos de la forma {a} U X
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donde X € [H|" pertenece a A;.
Construyamos sucesiones (a,)22g, (in)o2g, ¥ (Hn)izo Por recursién,
donde a9 = 0, iy = i(0,N — {0}), Ho = H(0,N — {0}). Habiendo
construido an, in, y Hy, s€8 anyq el minimo elemento de Hy, € in11 =
i(@ns1, Hy — Gns)y Hott = H(Gnst, Hy — Gng1). Bl punto es para
garantizar que todos los conjuntos de la forma {ay,ax,,...ax. } donde
n <kiy,...,n <k, pertenecen a Ay,.
Existe j € {0,1,...,8 — 1} tal que M = {m € N : i,, = j} es infinito.
H = {am : m € M} y notemos que H es infinito y [H]"*" C Aj;.

U

. COROLARIO 4.10. Cualquier conjunto ordenado infinito (P, <) con-
tiene un subconjunto infinito S tal que cualesquiera dos elementos dis-
tintos de S son comparables o cualesquiera dos elementos distintos de
S son incomparables.

Demostracién.
Apliquemos el teorema de Ramsey a la particién {Ag, 4;} de [P]?
donde
Ay = {{z,y} € [P]*: z e y son comparables}
Ay = {{z,y} € [P)*: z ey son incomparables}

O

TEOREMA 4.11. 4.9 implica el teorema 2.1

Demostracién. El teorema de Koning le pide al arbol no tener
anticadenas contables; as{ que, por el corolario anterior, necesariamente
el &rbol tiene una cadena contable. O
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