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Prefacio

Este trabajo es un acercamiento a los origenes de la Teorfa de Integracién para fun-
ciones de variable compleja, el cual toma como punto de partida la obra del matemaético
francés Augustin-Louis Cauchy de principios del siglo XIX, considerado el padre del
Anélisis Complejo.

Una de las motivaciones para investigar sobre el origen del concepto de Integral
Compleja fue la pregunta de porqué esta integral se define sobre una trayectoria y no
sobre una superficie del plano complejo, es decir, qué objeto matemaético representa en
esencia la integral compleja de modo que su definicién estd expresada en términos de
una integral de linea.

Veremos que la respuesta a este cuestionamiento propone una lectura del Teorema
Integral de Cauchy como parte esencial en la definicién de integral compleja.

Esto nos lleva a un andlisis del papel que juegan los conceptos de funcién, funcién
continua, serie convergente, funcién analitica, etc., dentro de la Teorfa de Integracién y
resulta necesario comenzar este estudio con construccién de la integral para funciones
de variable real.

El Capitulo 1 se basa en las Legons sur le Calcul Intégral (Lecciones sobre el Calculo
Integral) las cuales se encuentran en el Résumé des Legons données a 1"Ecole Royale
Polytechnique sur le Calcul Infinitesimal; par M. Augustin-Louis Cauchy (Resumen de
las Lecciones dadas en la Escuela Real Politécnica sobre el Célculo Infinitesimal; por
M. Augustin-Louis Cauchy) publicadas en Paris en el afio 1824.

El Capitulo 2 estd basado en la Mémoire sur les Intégrales Définies, prises entre des
Limites Imaginaires (Memoria sobre las Integrales Definidas entre Limites Imaginarios)
publicada en 1825, cabe destacar que esta memoria se compone de articulos presentados
por Cauchy a la Academia de Ciencias de Paris.

Finalmente el tercer capitulo hace referencia a una serie de memorias publicadas
por Cauchy en 1826: Sur un nouveau genre de Calcul analogue au Calcul Infinitésimal
(Sobre un nuevo tipo de Célculo andlogo al Célculo Infinitesimal); De 1“influence que
peut avoir, sur la valeur d “une Intégrale Double, 1’ordre dans lequel on effectue les
intégrations (La influencia que puede tener el orden de integracién sobre el valor de
una Integral Doble); Sur diverses relations qui existons entre les Résidus des Fonctions

et les Intégrales Définies (Sobre diversas relaciones existentes entre los Residuos de las
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Funciones y las Integrales Definidas); Sur quelques formules relatives & la détermina-
tion du Résidu Intégral d “une Fonction donnée (Sobre algunas férmulas relativas a la
determinacién del Residuo Integral de una Funcién dada).

Algunos conceptos fueron retomados del Cours d’Analyse Algébrique (Curso de
Anilisis Algebraico) que Cauchy publicé en 1821. Los Teoremas del Cours d’Analyse
Algébrique se denotaron como Teoremas C.A.

Las ediciones consultadas de todos los textos se encuentran publicadas en las (Euvres
Completés D’Augustin Cauchy publicadas por Gauthiers-Villars, Paris 1882-1974.

Para lograr una mejor comprensién de la obra de Cauchy, parte de la notacién se
traslad6 a un lenguaje moderno sin alterar las nociones originales. Las demostraciones
que aparecen son fieles a las escritas por Cauchy, aunque aquellas donde consideramos
necesario fueron extendidas; en su momento se aclara que de que demostraciones se
trata.

Las figuras que se incluyen tienen el objetivo de auxiliarnos en la comprensién de la

obra de Cauchy ya que en los textos originales no estd presente ninguna gréfica.



Capitulo 1

Integral para Funciones de Variable
Real

Introduccion

Es posible decir que el descubrimiento de la relacién inversa entre el método de las
cuadraturas y el método de las tangentes constituye el acto de nacimiento del Célculo
infinitesimal. No es dificil detectar este acto tanto en los manuscritos del joven Newton
entre 1666 y 1670 -en donde destaca el Método de las Fluxiones y las Series Infinitas-
y los dos textos de Leibniz de 1684 y 1686; el Nuevo Método de las Tangentes y de la
Geometria Recondita.

Es por ello que no resulta extrano que un texto de Calculo Infinitesimal escrito en el
siglo XVIII tome esta relacién inversa como punto de partida. De este modo, podemos
senialar como Euler en el Capitulo 1 de su texto Institutiones Calculi Integralis 1* dice

“[ f(x)dz es por definicién la antiderivada de f(z)”, del mismo modo lo hace Lacroix

'EULER, Leonhard. Institutiones Calculi Integralis 1. Petropoli. Impenfis Academiae Imperialis
Scientiarum, 1768. pag 1-2.
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en su Traité du Calcul Différentiel et du Calcul Intégral ?, al mencionar “El Célculo
Integral es el inverso del Cdlculo Diferencial...la caracterfstica de [y es que es la inversa
de dy ”. En estos textos a partir de tal relacion, el estudio de la integracién se reducia
a la busqueda de técnicas para resolver ecuaciones diferenciales o bien para encontrar
el valor de un éarea.

Veremos en este primer Capitulo que la Teoria de Integracién moderna surge en las
Lecons sur le Calcul Intégral’; en donde Cauchy define la integral de una funcién como
el limite de una serie convergente; de este modo resulta independiente del concepto de
derivada y de la nocién geométrica de drea.

Cauchy revoluciond el concepto de integral, y la existencia de esta nueva concepcién
de integral lo conduce a tomar como punto de partida la condicién de continuidad de
la funcién y la relacién inversa entre la derivada e integral serd tratada como teorema
y no como definicién.

Haremos ver que la definicién de integral de Cauchy deviene en un operador sobre
el conjunto de funciones continuas. Esta construccién de la integral para funciones
de variable real serd el fundamento también de la integral para funciones de variable
compleja, incluso, podriamos decir que la teorfa de integracién compleja seguird un

camino paralelo al de la teorfa de integracién real.

2LACROIX, Francois. Traité du Calcul Différentiel et du Calcul Intégral. Tomo 2. Paris 1798.
Capitulo 1. pags.1- 2.

3CAUCHY, Augustin-Louis. Résume des Lecons données a L’école Royale Polytechnique sur le
Calcul Infinitésimal. (Buvres Completés, Ser.IT T.IV. 1824. Legons 21-40.
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Integral Definida

Antes de comenzar con el estudio de la integral de una funcién de variable real
tal como lo hace Cauchy, es necesario presentar sus definiciones de funcion y funcion
continua, pues a partir de tales conceptos construye su Teorfa de Integracion.

En su Cours d’Analyse Algébrique?, acerca de una funcién Cauchy menciona:

Definiciéon 1 Cuando las cantidades variables estdn de tal modo relacionadas entre
st, dado el valor de una de ellas, es posible concluir los valores de todas las demds,
expresamos ordinariamente estas cantidades por medio de una de ellas, la cual toma
entonces el nombre de variable independiente; y a las otras cantidades expresadas por

medio de la variable las llamamos funciones de esta variable.”

Y sobre una funcién continua:

Definicién 2 La funcion f(x) serd, entre los dos limites asignados a la variable x,
una funcion continua de esta variable si, para cada valor de x intermedio entre éstos
limites, el valor numérico de la diferencia f(x + o) — f(x) decrece indefinidamente con
el de a. En otras palabras, la funcion f(x) permanecerd continua respecto de x entre los
limites dados si, entre esos limites, un incremento infinitamente pequeno de la variable

produce siempre un incremento infinitamente pequenio de la funcion.b

Si intentamos trasladar la Definicién 2 a un lenguaje moderno, surge el dilema si es
que Cauchy se refiere mas bien al concepto de continuidad uniforme pues su definicién
de continuidad no es puntual y en cambio estd definida para un intervalo, creemos que
el problema radica en la ausencia de los conceptos de intervalo cerrado o abierto” y tal

dificultad estard presente también en su teoria de integracion.

4CAUCHY, Augustin-Louis. Cours d’Analyse Algébrique de L’école Réyale Polytechnique. (Euvres
Complétes Ser.IT T.III. 1821. Capitulo 2, pag 43-45.

5 Ibid. Capitulo 1, pag. 31.

6 Ibid. Capitulo 2, pag. 43.

"Ya que para funciones continuas de variable real en un intervalo cerrado -continuidad y continuidad
uniforme- son conceptos equivalentes.
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Una vez introducidos estos conceptos, Cauchy comienza sus Legons sur le Calcul
Intégral ® con la siguiente definicién de suma parcial, ya que la integral definida serd

precisamente el limite de la sucesién de sumas parciales:

Definicién 3 Supongamos que, la funcion y = f(x) es continua respecto a la variable
x entre dos limites finitos x = a y v = b, designemos por a = xg, x1,T2,...,T, = b los
valores de x entre esos limites, los cuales siempre estardan ordenados de manera creciente

o decreciente desde a hasta b, sea *:

Sy = f(wo)(x1 — x0) + f(21) (T2 — 1) + oo + f(Tp1)(Tn — T01) (1.1)

La continuidad de la funcién f(z) forma parte de la Definicién 3, sin embargo, la
expresion (1.1) no requiere tal condicién para existir; solo utiliza que f(z) estd definida
entre a y b; esto supone implicitamente que la funcién f(z) estd definida en el intervalo
cerrado [a,b] y que es acotada en ese intervalo.

Desde la Definicién 3, Cauchy asume que toda funcién continua estd acotada, has-
ta que defina las integrales singulares supondra lo contrario; de este modo toma por
hipétesis lo que actualmente es el teorema de que toda funcién continua f(z) de variable

real = en un intervalo cerrado [a, b] estd acotada.

La primera observacién de Cauchy sobre la expresion (1.1) es que su valor depende

de dos parametros, ademds de la funcién f(x):
1) el nimero n de intervalos [z, _1,x,] y

2) la Particion {xg, z1,To, ..., 1, }10.

Cauchy hace hincapié en el hecho de que al cambiar la particién, el valor de S, serd

distinto, aunque el nimero de elementos n no cambie.

8CAUCHY, Augustin-Louis. Résume des Lecons données a L’école Royale Polytechnique sur le
Calcul Infinitésimal. (Buvres Completés, Ser.IT T.IV. 1824. Leccién 21, pagl22.

9Ibid. Leccién 21, pag 122.

10 Utilizaremos el término Particién para nombrar al conjunto {xg, 1, T2, ...., T, }, pese a que Cauchy
no lo llama asi.
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Sin embargo, afirma que cuando n es suficientemente grande, el valor de S, es
independiente de la particién; a partir de esta afirmacién demostrara la existencia del

siguiente limite

n—oo

fm Y f(zi1) (2 — 2i1) = lim S, (1.2)
=1

Para demostrar su afirmacién, Cauchy utilizard ademds de la continuidad de la funcién
f(z), dos resultados del Cours d’Analyse Algébrique, los cuales analizaremos detenida-

mente, pues como veremos, son los pilares de su Teorfa de Integracion:

1) El criterio para la convergencia de series que hoy conocemos como
Criterio de Cauchy.

2) Un teorema al que llamaremos Teorema 1 C.A.

Primero veamos la definiciéon de Cauchy de serie convergente:

Definicién 4 Sea S, = ug + uy + us + ... + u,_1 €l término general de una serie...Si
para los valores de n siempre crecientes, la suma S, se aproxima indefinidamente a
un cierto limite S, la serie serd convergente, y el limite en cuestion se llamard la
suma S de la serie... en otras palabras, es necesario y suficiente que, para los valores
infinitamente grandes del nimero n, las sumas Sy, Spi1, Sni2,... difieran del limite S,

y en consecuencia entre ellas; cantidades infinitamente pequenas.'!

Actualmente sabemos que la afirmacién hecha en la Definicién 4 es vilida sélo en
espacios completos, sin embargo, en tanto que Cauchy carece de tal concepto, asume
la completitud de la recta real, incluso en una Nota!'? del Cours d’Analyse Algébrique
escribe un teorema donde usa que toda sucesiéon mondétona acotada tiene infimo y
supremo, es decir, toma de manera implicita lo que hoy llamamos axioma del supremo.

Veamos el Criterio de Cauchy para la convergencia de series, el cual merece especial
atencion en tanto que Cauchy lo ve como una condicién necesaria y suficiente para la

convergencia convirtiéndose en parte de la definicién de limite.

ICAUCHY, Augustin-Louis. Cours d’Analyse Algébrique de ’Ecole Réyale Polytechnique. (Buvres
Completes Ser.IT T.ITI. 1824. Capitulo 6. pagl14-115.

12Véase CAUCHY, Augustin-Louis. Cours d’Analyse Algébrique de L’école Rdyale Polytechnique.
(Euvres Complétes Ser.IT T.III. 1821. Nota 3. pags 378 y sgtes.
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Criterio 1 ...Para que la serie
Ug + U + Ug + .o + Up + Upt

sea convergente, es necesario primero que el término general u, decrezca indefinida-
mente, mientras que n aumenta; pero esta condicion no basta, y serd necesario ademds

que, para los valores crecientes de n, las diferentes sumas
Unp, + Un+1, Un + Un+1 + Un+2

Up, + Un+1 + Up+4-2 + Un+3

es decir, las sumas de las cantidades Uy, Upi1, Un o, ...tomadas, a partir de la primera,
en un numero tan grande como se quiera, terminen por obtener de manera constante
valores numéricos inferiores a todo limite asignable. Reciprocamente, cuando esas di-

versas condiciones se cumplen, la convergencia de la serie se asequra...'

Observemos que el Criterio 1 no proporciona el valor del limite, sélo garantiza su
existencia como nimero real, a diferencia de otros criterios también mencionados en el
Cours d’Analyse Algébrique como el criterio del cociente o la raiz, los cuales ademés
s6lo son condiciones suficientes de convergencia.

La Teorfa de Integracién de Cauchy descanzard en la definicién de convergencia
a través de sucesiones, de ahi que el concepto de espacio completo y el concepto de
compacidad resulten necesarios aunque Cauchy no los maneje de manera explicita.

Aunado al Criterio 1, otro resulatdo esencial en la teorfa de integraciéon de Cauchy,

serd el Teorema 1 C.A. que mencionamos a continuacion.

Teorema 1 C.A. Dadas n cantidades ag, ay ,as , ..., a, cualesquiera (ordenadas en for-
ma creciente) y dadas otras n cantidades ap, v, Qg, ..., ay, del mismo signo, en-

tonces 4

apo+taiag +ase+...+aya, = (o+or+ag+...+a,)M(ag,aq ,as ,...,a, ) (1.3)

13 Ibid. Capitulo 6, pag 116.
1 Ibid. Capitulo 3, pag. 28.



Integral para Funciones de Variable Real 13

donde M (ag,ay ,...,a, ) es un valor intermedio'® entre las cantidades ag, ay , .., ay,.

Demostracién. ¢ Si (ag + a; + as + ... + a,,) = 0, entonces o; = 0 para toda i, ya
que «; tiene el mismo signo para toda .
Entonces aga + a1aq + asas + ... + a,a, = 0y por lo tanto, se da la igualdad (1.3).

3 __ apxptaiaitasas+...fana
Si (ap + a1+ az+ ...+ a,) # 0, entonces M(ag, a1 , ..., a, ) = 90 HUALRQ T ndn

y lo tnico que resta probar es que ag < M(ag,aq ,...,a, ) < ay.

Al ordenar de manera creciente las cantidades a; se obtiene ag < a1 < ag <

<a,

y de este modo
apgog + agay + agas + ... + agay, < agag + a1 + asas + ...+ anon,

por lo que ag(ag + a1 + ag + ... + @) < ap + a1y + asas + ... + apay, v ast ag <

agoptaiartagoe+...+anan
aptaytag+t...+an '

Por otro lado:
agg + a1 + asas + ...+ apon, < a0 + a1 + a0 + .+ apan,

lo cual es equivalente a que agag + a1 + agas + ...+ apa, < ay(ag+ag +ag+...+ay),

apaotajaitagant...fanan <a
= mn-

entonces aot+altast..+an

Se concluye que ay < M(ag,aq ,...,a, ) < an, por lo tanto M(ag,ay ,...,a, ) es un

valor intermedio de ag y a,, . ®

Los teoremas mds importantes de las Lecons sur le Calcul Intégral, como el Teorema
del Valor Medio para la Integral (TVMI) descanzarén en el Teorema 1 C.A., ademés,
por medio del Teorema 1 C.A. Cauchy deja claro que su teoria de integracién se basara

en las propiedades aditivas de las series y no en la teorfa de derivacién.

Con los resultados anteriores, Cauchy llega a su objetivo que es demostrar la exis-

15 Cauchy llama valor intermedio M (a,b) de dos cantidades a < b, a todo aquel valor r que satisface la
desigualdad a < r < b, incluso comenta que todos los reales positivos pueden expresarse como M (0, c0);
los negativos como M (—o0,0) y en general todos los reales r satisfacen que r = M (—o0, 00).Ibid. pags.
29-30.

16 Esta demostracién no es desglosada por Cauchy en su Cours d “Analyse Algébrique.
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tencia del limite de la serie (1.2), pues gracias al Teorema 1 C.A. obtiene que

Sn = flzo)(x1 — o) + fx1) (w2 — 1) + oo + f(@n1)(n — Tpv)
= [(z1 —20) + (22 — 21) + ... + (T — Tu1)[M(f(0), f(21), ., f(2n-1)) (1.4)
= (b—a)M(f(zo), [(21), ... [(Tn-1)) (1.5)

como la funcién f(z) es continua desde x = a hasta x = b, utiliza la propiedad del

Valor Intermedio y obtiene:

M(f(zo), f(@1), .. f(®n-1)) = f (w0 + 0,,(b— a)) (1.6)

con 0 < 6, < 1. Esto lo lleva a que f (2o + 0,(b — a)) = f(¢) para alguna a < ¢ < b'.

Observemos que esta es la primera vez que usa una propiedad que es consecuencia
de la continuidad de f(x), en este caso, el Teorema del Valor Intermedio, ya que si f(x)
no fuera continua, el valor intermedio M (f(zo), f(x1),..., f(xn—1)) no tendria porque
ser un valor de la funcién, simplemente se encontraria entre el infimo y el supremo de

la misma, conceptos que por cierto, Cauchy no menciona de manera explicita.

Concluye que

Spn=(b—a)f(a+0,(b—a)) (1.7)

con 0 < 6, < 1; cabe destacar que la igualdad (1.7) por el mometo sélo servird para

ejemplificar lo que hara a cada subintervalo [z;_1, x;] para obtener del mismo modo:

So = (1 — 20) f((o) para algin ¢, € [zo, z1]

$1 = (w2 — 1) f(C,) para algiin ¢, € [1, 23]

17Como 6,, < 1, entonces ,,(b — a) < b — a por tanto a + 0,,(b —a) < b
Por otro lado 0 < 6,,(b — a), entonces a < a + 0,,(b — a). Concluimos que a < a+ 0,(b—a) <b.
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Sp-1 = (Tn — xn*ﬁf((n—l) para algin ¢, ; € [xnfb -Tn]
Sea

Sm = So+S1+S24+ ...+ 5,1 (18)
= (21— 20)f(Co) + (x2 — 1) f(Cy) + oo + (@0 — T01) [(Cy)  (1.9)

Cauchy utiliza nuevamente la continuidad de la funcién f(x), pues cada vez que la

diferencia ((; — x;) es “infinitamente pequena” entonces se da la igualdad

f(¢) = fw) £ &

con ¢; infinitamente pequena para toda ¢ =0,1,2,....,n — 1.

Sustituye f(¢;) = f(x;) £ &; en la ecuacién (1.9) y obtiene
S = (x1—x0)[f(x0) Leo] +(x2—x1)[f(21) L1 ]+ 4+ (Tn—2n1) [f (Tn_1) Len_1] (1.10)

por lo tanto

Sn = Sm = [[(@o)(z1 — o) + [(21)(w2 — 21) + ... + f(2n1) (@0 — Tp—1)]
—[(z1 = o) (f (o) £ &0) + ... + (T — Tp—1) (f(Tp—1) L En—1)]
= (21 —zo)(Eeo) + (22 — z1)(F£er) + oo + (T — Tpo1) (FEn—1)

= (b—a)M(eo,e1, ., En-1)

y finalmente

Sp— S =(b—a)M(eg,e1, ..., En_1)

como ¢; son infinitamente pequenas para todai = 0,1, ..,n—1, entonces M (€9, €1, ..., En—1)
difiere muy poco de cero.

Cauchy concluye que (S, — S,,) tiende a cero para n, m suficientemente grandes y
por lo tanto se satisfacen las condiciones del Criterio 1, esto implica que el limite de la

serie (1.2) existe.
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Al suponer que M (g, €1, ..., €,1) difiere muy poco de cero cada vez que la diferencia
(¢; —x;) es “infinitamente pequena” Cauchy en realidad usa el concepto de continuidad
uniforme, ya que M (eg,&1,...,6,-1) €s independiente de los valores ¢, , z; en [a, ],
siempre que la diferencia ((; — x;) sea infinitamente pequena.

En un lenguaje moderno esto equivale a que exista un médulo uniforme de con-
tinuidad §(g;) tal que f((;) — f(x;) = &; para cualesquiera valores (, , z; en [a,b] tal

que (; — x; < 0(g;).

]

Sin embargo, si tomamos en cuenta que Cauchy trabaja con el intervalo cerrado
[a, b], entonces tal médulo uniforme de continuidad §(e;) existe y su demostracion es
vélida.

Cauchy introduce su defincién de integral después de demostrar la existencia de

n
lim > f(x;_1)(x; — 2;_1) como veremos a continuacion:
ne0=1

Definicién 5 ...el valor de S,, tiende a un cierto limite que depende tunicamente de
la forma de la funcion f(x) y de los valores extremos a,b atribuidos a la variable x.
Llamaremos a este limite integral definida de f(x), como su valor depende de los valores

. . G -
extremos a,b es conveniente designar por la notacion [ f(x)dx a tal limite."®

Prestemos especial atencién a la Definicién 5, ya que la integral para funciones de
variable compleja se definird de manera similar, es decir, la integral compleja cobrara
sentido después de garantizar que su existencia depende tinicamente de la funcién y de
los extremos.

Para Cauchy es claro que la continuidad sélo es una condicién suficiente de inte-
grabilidad pues méds adelante demostrard que la integral definida también existe para
funciones discontinuas en un nmimero finito de puntos, sin embargo, en la Definicién 5
pide que la funcién f(z) sea continua para garantizar la existencia de la integral, ademds
la condicién de continuidad le permitird mdas adelante probar la relacién inversa entre
la integral y la derivada de la funcién.

Como Cauchy ha encontrado condiciones suficientes de integrabilidad, su resultado
en un lenguaje moderno representa el siguiente teorema:

Si la funcion f(x) es continua en el intervalo cerrado |a,b], entonces es integrable

(entiéndase por integrable que la serie (1.2) converge).

I8CAUCHY, Augustin-Louis. Résume des Lecons données a I’Ecole Royale Polytechnique sur le
Calcul Infinitésimal. (BEuvres Completés, Ser.IT T.IV. 1824. Leccién 21, pags 125-126.
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Teorema del Valor Medio

Cauchy definié integral como el nimero real que es el limite de una serie convergente,
sin embargo, ain no conoce su valor. El siguiente paso serd encontrar tal valor en
términos de la funcién f(x) y del intervalo [a, b].

El Teorema del Valor Medio para la Integral (TVMI) proporcionara una férmula
para obtener el valor de la integral al margen del concepto de derivada, a diferencia por
ejemplo de la férmula del 2° Teorema Fundamental del Calculo (2°TFC). Esto convierte
al TVMI en el complemento de la Definicién 5, veamos la manera como se introduce

este teorema en las Legones sur le Calcul Intégral:

Teorema 1 (TVMI) Si la funcion f(z) es continua en el intervalo [a,b] entonces:
b
/ f@)dz = (b— a)f(a+6(b — a) (1.11)
con<fh<1m

Para demostrar la igualdad anterior, Cauchy menciona que es suficiente observar lo

siguiente

n—oo

= (b a) i M(f(x0), f(z1), . [(£ar)) = (b— a) f(o + O(b — a)

[ #adn = > i) = Y (b )M (ao). £o1). o 1)

con 0 <6<1.

Como podemos ver, el Teorema 1 C.A. es fundamental en la construccién de la inte-
gral de Cauchy para funciones de variable real, sin embargo, en un texto contemporaneo

de Célculo Integral como el Diferential and Integral Calculus de Richard Courant?’, el

19 Ibid. Leccién 22. pag. 131.
20COURANT, Richard. Diferential and Integral Calculus. Vol I. 2° Edicién 1937. Great Britain Ed.
Blackie & Son, Ltd., Glasgow. pags 126-127.
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Teorema 1 C.A. pareciera no estar presente en la construccién de la integral; surge la
interrogante de porqué un resultado tan esencial para Cauchy, ni siquiera se menciona
en un texto moderno de Célculo Integral.

Analizar la demostracién del TVMI que se encuentra en el texto de Courant nos
permitird ver porque el Teorema 1 C.A. fue reemplazado por otros resultados.

La demostracién de TVMI de Courant es la siguiente:

Si en el intervalo a < o < b la funcién f(x) continua es no negativa,
entonces la integral definida f; f(z)dz es también no negativa. La prueba
de este teorema se sigue directamente de la definicién de integral ...Sea M
el méximo de la funcién f(x) y m el minimo de la misma en el intervalo
[a, b].

Las funciones M — f(x) y f(x) — m son no nonegativas, por lo que:

/abmda: < /abf(x)dx < /abde.

Pero f: mdx = mf; dx y f; Mdx = M fab dx, entonces

m(b—a) < / f(z)dz < M(b—a). (1.12)

Bajo esta consideracién, la integral puede representarse como el producto

de b — a y algin otro niimero u entre m y M, es decir;

[ =

con m < p < M. Como f(z) es continua, entonces ;1 = f(() para alguna

¢ tal que a < ¢ < b, y se concluye que

f(@)dz = f(Q)(b—a).

La piedra angular en la demostracién de Courant es la desigualdad (1.12) que surge

a partir de la desigualdad:
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min{f(z)} < f(z) < maz{f(z)} (1.13)

cona<zx<hb.
Aunque Cauchy no habla de fnfimos y supremos en su texto, la desigualdad usada

en el Teorema 1 C.A:

ag < M(ag,ay ,...;a, ) < ayp

juega el mismo papel que de la desigualdad (1.13) usada por Courant. Esto nos dice que
en la construcciéon contempordnea de la integral, el Teorema 1 C.A. queda reemplazado
por la desigualdad (1.13).

Otro aspecto muy interesante del TVMI es que caracteriza la integral para funciones
de variable real, pues muestra que la longitud del intervalo a lo largo del cual se integra
es un pardmetro presente en el valor de la integral real?!.

Podemos concluir que el TVMI es consecuencia de la integracién en un espacio
donde es vilido el Teorema del Valor Intermedio y no es una caracteristica intrinseca al
concepto de integral definida. Esta observacién cobrard sentido al llegar a la integracién
compleja ya que en ésta, la longitud de la curva de integraciéon no serd un parametro

que actie sobre el valor de la integral.

Propiedades de Linealidad

En las siguientes propiedades Cauchy resalta el aspecto analitico de la integral, el
cual, en un lenguaje moderno nos llevarfa a interpretar la integral real como un operador

lineal:

(A) fab(f +g)(x)dx = ff f(z)dx + f;g(a:)da: para f y g funciones integrables en [a, b].

(B) fab af(r)dr =« f: f(x)dx para « cualquier constante real.

21En el caso de las funciones de R™a R; el 4rea o el volumen del dominio de integracién son un factor
presente en el valor de las integrales de Riemann.
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(C) fab(f—l—\/—_lg)(x)dx = ff f(x)dx—i—\/—_lfjg(x)dx para [y g funciones integrables
en |[a, b].

La propiedad (C) es de suma importancia pues le permite a Cauchy definir una inte-
gral para funciones complejas de variable real y por tanto, el problema de la integracién
compleja se reducird a la definicion de la integral cuando los limites de integracién sean
cantidades complejas.

Las siguientes propiedades de la integral definida formardn parte de la definicién de

integral impropia y de la demostracién del 1°Teorema Fundamental del Calculo.

(D) [, f()dw == [} f(w)de
(E) f: f(@)de = [ f(x)dz + fcb f(x)dx si c se encuentra entre a y b.

(F) f; f(z)dx = f;i)l f(z)dx + f::f f(x)dx + ...+ f;ﬂ"fl f(z)dx si x; estédn entre a y b.

Area bajo una curva

La definicién de integral dada por Cauchy se enlazard a través del TVMI, con
la interpretacién geométrica de la integral como drea bajo una curva. Lo importante
del siguiente teorema es que la integral construida por Cauchy coincide con la que se

identificaba como drea pero precisamente es un teorema y no una definicién.

Teorema 2 Si a < b y f(x) es positiva desde x = a hasta x = b en coordenadas
rectangulares entonces el Area 22 A de la superficie comprendida entre le eje = y la

grifica de la curva y = f(x), serd el valor deff f(z)dz.

Demostracién. Lo primero que hace Cauchy es observar que el drea A de la superficie
comprendida entre le eje x y la grafica de la curvay = f(x) es de la forma A = f(¢)(b—a)
para a < ¢ < b, esto ocurre porque A estd acotada superiormente por un rectiangulo

cuya base es la longitud (b — a) y cuya altura es el méximo de la funcién en el intervalo

22Cauchy utiliza la definicién intuitiva de 4rea de una figura plana, como el nimero de cuadrados
de un tamaiio fijo (llamado unidad) que “caben” en la regién.
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[a,b] y A estd acotada inferiormente por un rectdngulo con la misma base y altura el
minimo de la funcién en el intervalo |a, b].

Podemos observar que nuevamente toma como hipétesis el teorema de que toda
funcién continua en un intervalo cerrado [a, b] alcanza su méximo y su minimo.

A continuacién menciona que al dividir la base (b—a) en x1 —xg, Lo — 21, .., T —Tp_1,

entonces el drea A es de la forma

A= (21— 20)f(Co) + (z2 — 1) f(C1) + oo + (20 — T 1) f(y)

con (; en [x;_1, ]

Concluye que si los valores (z; — x;_1) se hacen infinitamente pequenos, entonces
K3 (2 )

A= /  Ha)de

Cauchy muestra que la integral puede definirse de manera independiente del con-
cepto de drea y desde su punto de vista, el drea también es independiente de la integral.
Actualmente sabemos que el concepto de drea se sustenta en el concepto de integral,

contrario a lo que se pensaba.

Al finalizar la Leccién 22 de las Lecons sur le Calcul Intégral Cauchy enuncia el

siguiente lema:

Lema 1 Sea f(x) = p(z)x(z); en donde p(z) y x(x) son dos funciones continuas

desde x = a hasta © = b. Si x(x) conserva siempre el mismo signo entre esos limites,

entonces 23

/ab fx)dx = /ab o(z)x(z)dz = ¢(C) /abx(a:)da:

para alguna ¢ entre los limites a y b.

Demostracion. Sea

Sy = (z1 = 20)p(0) X (T0) + (T2 — 1) (1) X (1) + oo + (T — Tp1)P(Tn—1) X (Tn—1)

23CAUCHY, Augustin-Louis. Résume des Lecons données a I’Ecole Royale Polytechnique sur le
Calcul Infinitésimal. (Buvres Completés, Ser.II T.IV. 1824. Leccién 23, pag 138.



22 Integral para Funciones de Variable Real

por el Teorema 1 C.A.

Sn = [($1 - ZEO)X(CL‘O) + ...+ (:Bn - xn—l)X(l‘n—l)]M[gp(Io% @(il)v ) (,0($n_1)]

al tomar el limite cuando n tiende a infinito, obtiene por un lado

n—oo

b
lm«m—mnmwum—mnwm+~u%—%AmmH»=/xww.

Por otro lado, lim M[p(z0), ¢(x1), ¢(x2), ..., p(z,_1)] existe y ademds es un valor de la
funcion ¢(x), es decir, lim M[p(xo), p(1), ..., o(xn_1)] = ©({) para alguna ¢ entre los
limites a y b.

Se concluye que lim S, = fab o(z)x(z) f X(z)dx con ¢ entre a y b. m
n—oo
Cauchy menciona las siguientes igualdades como aplicaciones del Lema 1, sin embar-

go, tales ejemplos van més alld de la integral real, en el sentido que aparece el producto

(¢ —ao)f(Q), el cual dard origen a la Teoria de Residuos **.

/ f(z f(O)(b—a) (1.14)

Sea f(z) = ¢(x)x(x) con x(z) =1, el Lema 4 implica que f;f(x)dx = () fab ldx =
f(¢)(b—a) con ¢ entre los limites a y b.

/ fla)dr = () (1.15)

Sea ¢(x )—xf( )y x(z) = +, de modo que e(z)x(z) = zf(z)(2) = f(x), y gracias al
Lemalf f(x)dx = f o(z)x(z)dr = ¢ f x(z)dz = §f(<)f;i—x:§f(<)ln§.

b—ao

l/f@ﬂw—&—wwﬂom (1.16)

a — Qo

Sea p(r) = (x —ao) f(2) y x(x) = ;=5=, de modo que p(x)x(x) = ( —ao) f(v)(;75;) =
f(x), por lo tanto fabf(x)dx = (¢ —ao)f(¢) f; gi“’zo = (¢ —ap)f(¢)In Z:—Zg

?4Este es tema principal del Capitulo 3.
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Para obtener la ecuacién (1.16) Cauchy expresa a la funcién f(z) como producto
de dos funciones ¢(z) y x(z) donde el dominio de ¢(z) es el mismo que el de f(z); el
dominio de x(z) es el de f(z) menos ayg, este argumento serd aprovechado por Cauchy
para generalizar que cualquier funcién que excluya al punto a¢ de su dominio, se puede
expresar como producto de dos funciones, en las cuales una de ellas lo incluird. Esta
es la idea clave con la cual Cauchy intentard solucionar el problema de integrar una

funcién f(z) que tiende a infinito para el valor z = ag.

Integrales Singulares

Cauchy construyé la integral definida para funciones continuas y finitas entre los
limites a y b, en las cuales esos limites eran cantidades finitas. Ahora definird la integral
cuando alguna de las condiciones anteriores no se cumple pero siempre partird de que
el nimero de discontinuidades de la funcién es finito, y comienza la Leccién 24 de las

Legons sur le Calcul Intégral con el siguiente comentario:

Cuando los limites a y b son cantidades finitas y la funcién f(z) es finita
y continua en esos limites. Al designar por x1, x, ..., x,, los valores de = entre

ay b, se tiene®®:

/ab f(x)de = /: f(x)dx + /:2 f(@)de + ... + /,,:nl flx)de  (1.17)

ademés

z; 3
/ f(z)dx = lim /
Tio1 §i1—wi-1 Je

§i—x;

" f(a)dx (1.18)

(3

Demostracién. Para argumentar la validez de la ecuacién (1.18) divide la integral en

tres integrales:

/: flz)dr = /:1 f(m)dmjt/jj f(fﬂ)der/;if(x)dx

25 Ibid. Leccion 24. pag 140.
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para valores {, ; muy cercanos a ;1 y §; muy cercanos a ;.
Gracias al TVMI se tiene que ffifl flx)de = (§,_y — x;—1)f(¢,_,) para alguna (;_,
_ i—1
en ;1,6 4] y [{ f(a)de = (a; — £)(C;) para alguna (; en [€;, ], por o que

/: flx)dx = /:i_l f(z)dz + /:l f(z)dx + /; f(x)dx

i—1

&
= (&1 — @) f(Gq) + f(x)dr + (2: — &) f(C;)

51‘
entonces
7z gl ’ gl
i [ o= tin (€m0 fGo) [ Ha)dn (- )5
i—17Ti— 51’-1 i—17Ti— gi_l
§i—T; §i—wi

el primer y ultimo sumando del lado derecho se hacen cero y finalmente se obtiene

fi—1*>33¢—1 13
§i—T;

/xi f(z)dz = lim E f(z)dx

i—

Cauchy hard ver que gracias a la ecuacién (1.18) el concepto de integral tendrd
sentido en funciones con un nimero finito de discontinuidades ya que la integral puede
extenderse a través de dicho limite.

De este modo, la integral para funciones discontinuas se podrd calcular en la medida
que se conozca la integral de la misma funcién en intervalos donde ésta sea continua,

en otro caso, advierte:

Cuando los valores extremos a, b devienen infinitos o cuando la funcién
f(z) no resulta finita y continua desde x = a hasta = b no podemos
afirmar que la cantidad designada por .S,, en las lecciones precedentes tenga
un lfmite fijo, por ende la notacion fab f(z)dz no representa el limite de
Sy,. Para quitar toda incertidumbre en torno a la notacién fab f(z)dz, y
ésta tenga en todos los casos, un significado claro y preciso, es suficiente

extender por analogfa las ecuaciones (1.17) y (1.18) aunque en estos casos
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no podremos hacer rigurosas demostraciones.?

Con este comentario Cauchy advierte que no siempre se podrd garantizar la exis-
tencia de la integral cuando la funcién f(z) tiende a infinito.

En el siguiente ejemplo senala céomo utilizard las ecuaciones (1.17) y (1.18) para
calcular la integral de una funcién f(x) definida sobre el intervalo [—1, 1] que tiende a

infinito cuando z — 0.

odx O dx dx i Hdr dx i Hodx dx
— = —+ — = lim — + lim — = lim —+ —
-1 T -1 T o T =0 =0, x em0N Sy X v X

= HII(]) (Inepy —Inev) =1n K (1.19)
E— 1%

Cauchy agrega “In£ es un valor completamente indeterminado debido a que no es
independiente de la constante arbitraria &7 27,

La afirmacién de Cauchy resuelve un problema cldsico entre sus contempordneos,

pues se sabia que la igualdad

X

/b ldx = In(b) — In(a) (1.20)

era falsa cuando se integra sobre un intervalo que incluya al origen, Gauss observé:
“puesto que y = f(z) se vuelve infinita, y en consecuencia operaciones analiticas apli-

928

cadas a inapreciables por la trampa del cédlculo, llevan absurdos”~° y Legendre crefa que

se trataba de un truco de infinitesimales.

Cauchy no sélo senala que el problema de la ecuacién (1.20) se debe a que la funcién
f(z) pierde la continuidad en el intervalo de integracién; ademads aclara que los supuestos
absurdos eran consecuencia de la definicién que se tenfa de integral, por tanto era

necesario concebir la integral de una manera distinta.

26 Jbid. Leccién 24. pag. 141.

27 Jbid. Leccién 24. pag. 143.

28BOTTAZZINI, Umberto. The Higher Calculus: A History of Real and Complex Analysis from
Euler to Weierstrass. Springer-Verlag New York Berlin Heidelberg London Paris Tokio, 1986. Capitulo
4. pag 131.
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De este modo, la discusién que generé la validez de la ecuacién (1.20) motivaron
un replanteamiento del concepto de integral, incluso el historiador de las matemati-
cas Umberto Bottazzini menciona “Las aplicaciones al cdlculo de integrales impropias
representan el primer objetivo de Cauchy y la primer parte del trabajo que no hizo
Legendre”??.

Con los ejemplos siguientes, Cauchy hace ver que cuando la funcién o los limites de
integracién resulten cantidades infinitas tampoco se podrd garantizar la existencia de

la integral definida:

0 0
e“dr = lim e’dr = lim (eo — e“) = —e™®=1
o a——oo [, a——00

0o b
/ e“dr = lim edxr = lim (eb - 60) =e® — e = 0
0

b—o0 0 b—oo

[e'e) b
e“dr = lim e“dr = lim (eb — e“) =e® —e > =00
oo a——oo J. a——00

b—oo b—oo
las ambigiiedades de las ecuaciones anteriores lo obligan a introducir las siguientes

definiciones.

Definicién 6 Concibamos que la funcion f(x) deviene infinita entre los limites a y
b (finitos) para los valores particulares de x representados por xq,xs, ..., T,. Si desig-
namos por € un nimero infinitamente PEQUENO, Y POT [iy, V1, fhgy V2, -y s Vi CONStantes

positivas, pero arbitrarias, en virtud de las ecuaciones (1.17) y (1.18) se obtiene 3°:

/abf@)dx:/ﬂjlf(x)dx+/zf2f($)dx+...+/;1f(a:)dx (1.21)

/xl_% f(z)dz + /W%f(x)daw ot /x f(x)dx] : (1.22)

e—0
zo T1+evy Tn—1+EVn—1

= h’m[

Finalmente, cuando alguno (o ambos) de los limites de integracién a y b resultan

cantidades infinitas, tomard la siguiente definicion:

29 Ibid. Capitulo 4. pag 134.
30Resumen del Curso de Célculo Infinitésimal de L’école Royale Polytechnique, par Augustin-Louis
Cauchy. (BEuvres Completés, Ser.II T.IV Leccién 24. pag 143.
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Definicién 7 Concibamos que la funcion f(z) deviene infinita entre los limites a y b
para los valores particulares de x representados por x1,xs, ..., x,., pero ahora los limites

a yb son —oo y +00, respectivamente, entonces 3!

1

/ f(a)dz = lim [ / _“ f(x)dz + /x ;u f(@)dz + ..+ / _+ f(x)dx]
(1.23)

Cauchy menciona: “Si en las formulas anteriores, reducimos las constantes arbi-

trarias fiy, V1, fly, V2, .oy fhyy, Vm @ la unidad, obtenemos

b T1—€ T2—€ Tn
/a f(x)dx = lliI[l) {/mo f(z)dz + /mﬁe flz)de + ...+ /ﬂgn1+€ f(;n)d:x} (1.24)

/ f()dz = lim [/jl_af(x)dx+/::Ef(a:)dx+...+/$n1+€f(a:)dx] (1.25)

en cuyo caso llamaremos a estas integrales valor principal.”?

Cauchy intentard resolver el problema de garantizar cuando existe la integral de una
funcién no acotada o bien si los limites de integracién son cantidades infinitas y hace

la siguiente afirmacion:

Si una funcién f(z) permanece finita y continua en una vecindad de
x = a, entonces, en virtud del TVMI, la integral serd casi nula, pero podria
obtener un valor finito distinto de cero o un valor infinito, si se tiene a =
+00 0 bien f(a) = +o0.

En el dltimo caso, la integral en cuestién la llamaremos una integral
definida singular. Serd facil de calcular su valor de acuedo a las férmulas

(1.22) y (1.23).33

31 Ibid. Leccién 24. pag. 143.

32 Ibid. Leccion 24. pag.144.
33 Ibid. Leccién 25. pag 145.
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Y agrega: “Para que el valor de la integral (1.22) y (1.23) resulte finito y determi-

7 34 yeamos quién es el limite

nado, es necesario y suficiente que el limite L sea cero
L.

Si f(z) es una funcién que deviene infinita entre los limites a y b (finitos) para los
valores particulares de x representados por xy, xs, ..., 2, y si designamos por € un niimero

infinitamente pequeno y por pi;, V1, flg, Vo, ..., f,, Vi constantes positivas, llamemos

E= /:15#1 f(z)dx + /mw2 flz)dx + ... + /% f(z)dx

0 r1+evy Tp—1+EVn—1

F:/;_Ef(g;)da;+/m_€f(x)dx+...+/x" f(w)dz

0 r1te Tp—1+€

sea

L = lim(E—F)

e—0

~ lim [ / T e + / " @)de+ / U ) + / " f(x)dx]

e—0
1—€ r1+evy T2—¢€ Tp—1+evn—1

Con esta ultima afirmacién, Cauchy deja claro que la continuidad de la funcién f(x)
no es necesaria para la existencia de la integral definida, lo que si resulta necesario es
la existencia del limite L. Sin embargo, Cauchy sélo concibe funciones cuyo nimero
de discontinuidades es finito en un intervalo acotado y por ende resultan continuas en
vecindades.

Actualmente el estudio de las discontinuidades de una funcién real implica el estudio
de la distribucién del conjunto de puntos de discontinuidad en el dominio de la funcién,
pero hasta los trabajos de Cantor sobre su teorfa de los conjuntos de puntos se comienza
a ver con claridad tal problema.

Por lo anterior es que en la obra de Cauchy no estd presente el problema de como
estd distribuido el conjunto de puntos de discontinuidad en el dominio de la funcién y
simplemente asume que las discontinuidades de la funcién son un conjunto finio en el
intervalo y por ende discreto, esto lo lleva a ver la continuidad en vecindades como una

propiedad intrinseca al concepto de funcién®®.

34 Ibid. Leccién 25. pag. 145.
35La visién de Cauchy es muy natural si tomamos en cuenta que las funciones con las que trabajaban
eran lo que hoy conocemos como funciones racionales, trascendentes y trigonométricas; tales funciones
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Mads aun, para Cauchy la continuidad en vecindades es lo que caracteriza a una
funcién y por ello, tal propiedad permite el estudio de las funciones sin recurrir al
Calculo Diferencial e Integral.

La obra de Cauchy representa un parteaguas en el estudio de las funciones reales,
pues antes de él, una funcién era definida tinicamente a partir de su expresién alge-
braica; es decir, una funcién era aplicarle a una variable operaciones elementales o
trascendentes, y lo interesante en el concepto de continuidad de Cauchy, es que no de-
pende de su expresién algebraica, sino de la relaciéon de cambio entre las variables del

dominio con respecto a las de la imagen.

Integral Indefinida

Una vez presentada la integral definida como un objeto matemadtico independiente
del concepto de derivada y desarrolladas las condiciones necesarias y suficientes para su
existencia, Cauchy introduce el concepto de integral indefinida a través de la siguiente

definicién:

Definicién 8 Concibamos que la funcion f(x) es continua respecto a x entre los limites
r=ayzx=0>, cuando a es fija, se puede definir una nueva funcion F(zr) = f; f(t)dt
para cada x entre a y b. Tal funcion recibird el nombre de intergral indefinida de f(x)
desde a hasta b.

Observemos que en la integral f; f(t)dt un extremo de integracion est4 fijo y el otro
es la variable z; al evaluar tal integral en x = xg, la expresiéon ffo f(t)dt se convierte en
una integral definida, de modo que sin integral definida no tendria sentido la Definicién
8.

El trabajo de Cauchy hasta la Definicién 8, puede ser expresedo en un lenguaje
moderno sin alterar su razonamiento, del siguiente modo:

Sea Cpqy el siguiente conjunto

Clap) = {f : [a,b] = R | f es continua}

son efectivamente continuas en vecindades.
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con este lenguaje, la integral definida de Cauchy es un funcional Z(f) que va de Ciqy

al conjunto de nimeros reales, es decir:
T:Cap — R

definido de la siguiente manera

7(f) _/ @) de =r. (1.26)

A partir de lo anterior, se puede extender Z(f) a un operador J (f) como sigue: sea

L4 el siguiente conjunto de funciones

Lian=1{f:[a,b] = R}

entonces la integral indefinida de f (x) que Cauchy introdujo en la Definicién 8 puede
verse como un operador J (f) que va del conjunto Ci,p al conjunto de funciones L.y,

es decir;

T Clapy) — Liay

tal que )
J(f)z/ f(t) di. (1.27)

Para que la integral indefinida sea una funcién de variable x, es necesario que la integral

[ f(t)dt exista®; si x es real, la continuidad de la funcién f(x) garantiza tal existencia.

Observemos que la integral f; f(t)dt existe si y s6lo si Z(f) es un funcional, esta
observacion cobrard sentido en el Capitulo 2, ya que en funciones de variable compleja
no serd posible ver la integral definida como un funcional sin el Teorema Integral de

Cauchy.

36Recordemos la Definicién 1 de Cauchy acerca de una funcién.
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Primer Teorema Fundamental del Calculo

Antes de enunciar lo que actualmente conocemos como Primer Teorema Fundamen-
tal del Cédlculo (1°TFC)37.

Cauchy menciona algunas caracteristicas de la funcién F'(z):

Si la funcién f(x) es finita y continua en una vecindad de un valor
particular de la variable z, la nueva funcién F(z) = [ f(z) entre a y z, serd
no solamente finita, m&s ain, serd continua en la vecindad de dicho valor,
puesto que un incremento infinitamente pequeno de x corresponderd a un
incremento infinitamente pequenio de F'(x). Por consiguiente, si la funcién
f(z) resulta finita y continua desde x = xy hasta 2 = X | ocurrird lo mismo

con la funcién F(x)3.

La definicién de la funcién F(x) representa la pieza clave para el enlace que hara
Cauchy con la teoria de derivacién; ya que F'(z) serd una funcién real cuyo dominio

coincide con el de la funcién f(z).

El 1°TFC que a continuacién enunciamos, establece el primer contacto entre la
derivada y la integral de Cauchy, es decir; la relacién entre la integral de una funcién

f(x) y su antiderivada se presenta como teorema y no como definicién.

Teorema 3 (1°TFC) Sea f(x) continua desde © = a hasta x = b; definase por F(z) =
[ f(t)dt para toda x desde a hasta b. Entonces F(x) es derwable en ¢ y ademds F'(c) =
f(c) para toda ¢ desde x = a hasta x =b.

Demostracién. Por propiedades de la integral se tiene que

/:f(t)dtJr/:m ft)dt = /:M f(t)dt

37 Aunque Cauchy no los nombra asi, nosotros los conocemos como el Primero y Segundo Teorema
Fundamental del Calculo.
38 Ibid. Leccién 26. pags. 151-152.
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como [ f(t)dt = — [T f(t)dt, y gracias al TVMI ocurre que

[ 0= i+ )~ ) (o + 00)

con 0 < 6 < 1. Por lo tanto

_/axf(t)dwr/aﬁaf(t)dt:/:Jraf(t)dt—/:f(t)dt:/:mf(t)dt:af(:wr&a)

lo cual implica
F(x+ o) — F(z) = af(z + fa)

y esto equivale a
Flr+a) - f(z)

(07

= f(z + o).

Cuando a — 0 se concluye que F'(z) = f(x). m

Una lectura del 1°TFC en un lenguaje moderno, es que la imagen del operador
J (f) es el conjunto de funciones derivables, sin embargo, es necesario enfatizar el
papel central que juega el concepto de continuidad en las Legons sur le Calcul Intégral,
ya que:

1) Ggarantiza la existencia de la integral definida

2) Es el puente que une la Teoria de Integraciéon de Cauchy con la Teoria de
Derivacién

3) La continuidad de la funcién f(x) hace posible que el valor de la integral definida
dependa sélo de los extremos, este tultimo resultado es conocido como 2° Teorema

Fundamental del Calculo (2°TFC) y lo analizaremos a continuacién.

Segundo Teorema Fundamental del Calculo

Con el 2°TFC cerramos este primer Capitulo, en el cual analizamos la construccién
que Cauchy hizo de la integral para funciones de variable real y vimos que el concepto de
integral al que lleg6 es al de integral como un operador que va del conjunto de funciones

continuas al conjunto de niimeros reales; esta idea es la que tratard de extender para
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llegar a una definicién de integral compleja.

Los anos de publicacién de sus trabajos confirman que Cauchy trabajé de manera
simultdnea sus ideas sobre la integral de variable real y la integral de variable compleja,
en el siguiente capitulo se verd con claridad el paralelismo entre ambas construcciones,
incluso el 2°TFC que a continuacién enunciamos serd un caso particular del Teorema
Integral de Cauchy.

Los siguientes son dos lemas previos que Cauchy utilizard en su demostracién del
2°TFC.

Lema 2 Sea w(x) una funcion derivable en [a,b] tal que w'(x) = 0, para toda x en

la,b], entonces w(x) es una funcion constante.

Demostracién. Como la funcién w(z) es derivable para toda x en [a, b, el Teorema

del Valor Medio para la Derivada implica que

) 0an) _ gy 1 - ) =

con 0 < 0 < 1. Por lo que w(x) —w(xzg) = 0, entonces w(x) = w(zy), es decir w(z) = c.
n
Lema 3 Sean F(x) y g(x) dos funciones cuyas derivadas son iguales para toda x en

[a,b], es decir; F'(x) = ¢'(x) entonces F(x) = g(x) + k.

Demostracién. F'(z) = ¢'(z) implica que F'(x) —¢'(x) = 0, por lo que (F'—g)'(z) =0
y gracias Lema 2 (F — g)(x) = k, por lo tanto F(x) — g(x) = k. Se concluye que
F(zx)=g(x)+Fk m

Cauchy enuncia el 2°TFC del siguiente modo:

Teorema 4 (2°TFC) Sea f(x) continua desde x = a hasta x = b, y si designamos por

g(x) una funcion que satisface la ecuacion ¢'(x) = f(x), entonces

/a )~ / ' o)z = g(b) — g(a)..
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Demostracién. Sea F(z) = [ f(x)dz, gracias al 1° TFC se tiene que F'(z) = ¢/(z).
Por lo tanto
F(z) = g(z) + w(z) (1.28)

con w'(z) = 0 es decir; F(z) en realidad representa una familia de funciones que
difieren unas de otras por constantes, es decir; F'(z) = g(x) +w(x) por lo tanto w(z) =

F(z) — g(x) y al evaluar la funcién w(x) en x = a se obtiene

w(a) = F(a) ~ g(a) = 0~ g(a) = —g(a).

Como w(z) = k es una funcién constante, basta evaluarla en un punto para saber su
valor en cualquier x, por lo que w(z) = w(a) = —g(a).

Ahora simplemente se sustituye w(z) = —g(a) y F(z) = [ f(z)dz en la ecuacién
(1.28) y obtiene

| 0t = gla) + w@) = g(x) - gla).
Se concluye que

/ f(z)dz = g(b) - g(a)

El 2°TFC tiene dos lecturas, una lectura como férmula que ofrece el valor de la
integral definida en términos de la funcién primitiva y otra lectura como caso particular
del Teorema Integral de Cauchy para funciones de variable compleja, en el sentido de
que muestra que el valor de la integral definida bajo ciertas condiciones puede depender
unicamente de los extremos de integracién, es decir; el valor de la integral no depende
de la “trayectoria” que une los extremos de integracion.

Sin embargo, en variable compleja la condicién de continuidad de la funcién no serd

suficiente para garantizar que la integral depende sélo de los extremos. Esto se analizara

con detalle en el Capitulo 2.



Capitulo 2

Integral para Funciones de Variable

Compleja

Introduccion

Una vez presentada la teorfa de integraciéon para funciones de variable real, un ano
después; en 1825 Cauchy publica la Mémoire sur les Intégrales Définies, prises entre des
Limites Imaginaires (Memoria sobre las Integrales Definidas entre Limites Imaginarios),
en la cual intenta construir una integral para funciones de variable compleja utilizando
los resultados obtenidos en las Lecons sur le Calcul Intégral.

La Mémoire sur les Intégrales Définies, prises entre des Limites Imaginaires comien-

za con el siguiente comentario:

...hice ver como se puede establecer, en todos los casos posibles, el sen-
tido que tendra la notacién f;é f(x)dx destinada a representar una integral
definida comprendida entre los limites reales, donde la funcién puede ser
real o imaginaria. Probé que una integral de esta especie, cuando la funcién

deviene infinita entre los limites de integracién, resulta generalmente inde-

35
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terminada... Hoy me he propuesto aplicar los principios que me han guiado
en esa investigacion a las integrales comprendidas entre limites imaginarios
!...n0 he establecido el nimero de valores que éstas pueden admitir. Esta
cuestion serd el objetivo de nuestra investigaciéon. Veremos que la solucién
depende del célculo de variaciones y de la teorfa de integrales singulares, las
cuales producen inmediatamente un gran nimero de formulas propias para

la evaluacién de integrales definidas?.

Con este comentario queda claro que la motivacién para construir una integral
compleja son los limites de integracién imaginarios y no las funciones complejas, de
este modo cobra sentido que en las Legons sur le Calcul Intégral Cauchy mostré que
si se tiene una funcién compleja de variable real, entonces la linealidad de la integral
le permite definir la integral de f(z) como la suma de dos integrales reales, es decir, si
f(x) = u(x) + v(x)y/—1, con z real, entonces

X

/X F(@)dz = /:(u@) + () =T)dz _/

zo

u(z)dr + \/—_1/X v(z)d.

Entonces sus esfuerzos se centrardn en encontrar una definicién de integral para fun-
ciones de variable compleja que le permita interpretarla como un operador, tal como lo
hizo con la integral de variable real. En este sentido, el objetivo de este Capitulo 2 es
mostrar que el Teorema Integral de Cauchy maés alld de ser un resultado importante en
la teorfa de integracién compleja; serd parte de la definicién de integral para funciones

de variable compleja.

!Cauchy llama cantidades imaginarias a lo que hoy llamamos nimeros complejos.
2CAUCHY, Augustin-Louis. Mémoire sur les Intégrales Définies, prises entre des Limites Imagi-
naires. (Buvres Completes Ser.I T.XII. pag 41-42.
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Integral Definida

En el Cours d’Analyse Algébrique Cauchy asume que los niimeros complejos son
objetos bien definidos formados por una cantidad real y otra imaginaria cuyas opera-
ciones elementales como suma y producto se remiten a las operaciones elementales entre
reales, del mismo modo define una funcién compleja en términos de dos funciones reales,
y no resulta extrano que su intencién sea definir la integral para funciones de variable
compleja en términos de dos funciones de variable real.

Retomaremos algunas definiciones que aparecen en el Cours d’Analyse Algébrique
porque en ellas se basard la construccién de la integral compleja, por ejemplo, Cauchy

define la continuidad para funciones complejas del siguiente modo:

Definicién 9 La funcion w(x) = o(z) + x(2)/—1 de variable real x serd continua si
las funciones o(x) y x(x) son continuas como funciones reales de x. Del mismo modo,
si w(z,y) = o(z,y) + x(z,y)vV/—1 es una funcion de variables reales (z,y) entonces
w(w,y) serd continua si las funciones reales p(x,y) y x(x,y) son continuas ® (como
funciones de R* a R).

La definicién que adopta de continuidad para funciones reales de dos variables es la

siguiente:

Definicién 10 o(z,y) serd continua si la diferencia p(x + o,y + ) — p(x,y) decrece
indefinidamente con « y B. En otras palabras, la funcion ¢(x,y) permanecerd continua
respecto de (x,y) en una vecindad del punto, si un incremento infinitamente pequeno

de v y 3, produce siempre un incremento infinitamente pequenio de la funcion o .

Aunque Cauchy en ningtin momento habla acerca de interpretar los complejos como

vectores en un plano®, la Definicién 10 muestra que para Cauchy el equivalente al

3CAUCHY, Augustin-Louis. Cours d’Analyse Algébrique de I’Ecole Réyale Polytechnique. (Buvres
Completes Ser.II T.ITI. 1821. Capitulo VIII, pag. 250-251.

4 Ibid. pag. 251-252.

°El historiador de las mateméaticas Umberto BOTTAZZINI menciona “...la interpretacién geométri-
ca de nimeros complejos habfa sido un tema de discusién viva entre los matemaéticos Parisienses durante
estos anos...En los anos siguientes escritores diferentes tomaron distintas posiciones frente a la idea
de Argand, quien proponia que nimeros complejos se interpretaran como vectores en un plano, hasta
que Argand finalmente publico un trabajo definitivo en el que explicé su idea con detalle y como un
ejemplo de su utilidad; di6 una demostracién del Teorema Fundamental de Algebra...”
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concepto de vecindad en R? estarfa representado por rectdngulos en lugar de discos
(Figura 1), ya que toma incrementos alrededor del punto en la variable real y en la
variable imaginaria por separado y no incrementos en la “norma”.

Esto anticipa su interpretacién de las series complejas como dos series reales y por
lo tanto, la integral compleja como dos integrales reales.Cauchy también habla acerca
de una norma en los complejos (evidentemente no usa esta terminologia) ya que define

lo siguiente:

Definicién 11 Una funcion compleja w(z) = ¢(z) + x(2)v/—1 de variable compleja z
serd finita si \/(p(2))2 + (x(2))? es una cantidad finita para toda z.

En un lenguaje moderno podriamos decir que Cauchy para Cauchy, los nimeros
complejos son un espacio vectorial normado sobre R y completo, o bien un espacio de
Banach, sin embargo, nunca habla de una métrica en él, pues no menciona la distancia
entre dos complejos, salvo cuando éstos se encuentran en los ejes®.

Podriamos decir que Cauchy sabe que puede hablar de distancia entre complejos,
sin embargo, omite una definicién de métrica porque pareciera que le basta con una

norma para su Teorfa de Integracién.

6Cauchy tampoco habla de ejes coordenados, pero usaremos este lenguaje para referirnos a los
valores que pueden tomar los complejos cuando son reales o imaginarios puros.
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A partir de las definiciones anteriores, Cauchy comienza su Mémoire sur les Inté-
grales Définies, prises entre des Limites Imaginaires’ haciendo explicito su deseo de
extender el concepto de integral en el sentido analitico, es decir, presenta la integral
definida para funciones de variable compleja como un mimero complejo cuyo valor serd

nuevamente el limite de una serie, pues menciona:

...Para elegir la misma definicién de las integrales entre los limites reales
y las integrales entre los limites imaginarios es conveniente representar por

la notacién

X+Y+/—1
/ f(z)dz
zo+yov—1

al limite hacia el cual converge la serie
S = flwia+yavV=1) (i + iV=1) = (w1 + yi1V/=1))  (2.1)
i=1

cuando cada una de las sucesiones {xg, 1, ..., Tn_1, X } ¥ {%0, Y1, -+, Yn—1, Y }
estdn compuestas por términos ordenados de manera creciente o decreciente
desde el primero hasta el ltimo, esos mismos términos se aproximan in-

definidamente los unos a los otros cada vez que la cantidad n aumente 8.

De este modo una primer definicién que presenta Cauchy de integral con limites de

integracién complejos es la siguiente:

Definicién 12 Sila funcion f(z) estd definida desde x =x9 , x =X ;y=1yo,y =Y,

entonces

o+yov—1 n—oo -_

X+Y+/-1 n
/ ' f(z)dz = lim Zf(ﬂfi—l + YV —1) ((961 +yiV/—1) — (w1 + yi—l\/—_l)) .
. (2.2)

TCAUCHY, Augustin-Louis. Mémoire sur les Intégrales Définies, prises entre des Limites Imagi-
naires. 1825. (Buvres Complétes Ser.I T.XII.
8 Ibid. pags 42-43.
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La serie (2.2) se presenta como la esencia del concepto de integral compleja ?, que
serd un nimero complejo y nuevamente la integral vista como operacién inversa a la

derivacién no es el punto de partida.

En seguida Cauchy introduce par de funciones ¢(t) y x(¢) que le permitirén trasladar

los limites de integracién imaginarios en cantidades reales y menciona:

Para obtener las sucesiones {xg, 1, ..., Zn_1, X} ¥ {¥0, Y1, -+, Yn_1, Y } €8

suficiente suponer que

son dos funciones continuas de variable real ¢, cuyos incremetos se encuen-

tran desde t = t; hasta t = T' y satisfacen las condiciones!’

o(to) = x5 p(T) =X
Y

en general

o(ts) = x5 x(ti) = ys

Cauchy pide que la particiéon {to, t1,ts, ..., t,_1, T} sea creciente o decreciente, para
garantizar que cuando éstos elementos se aproximen entre sf; también lo hagan los
elementos zy = zo + yovV/—1,21 = 1 + y1vV/—1, .o, 2ot = Tpo1 + Yn1V—1,7Z = X +
Y+/—1.

El conjunto {2z, z1, .., 2,1, Z} representa una particién de lo que hoy conocemos
como trayectoria z(t), sin embargo, Cauchy no menciona este concepto porque trabaja
con particiones en el eje real e imaginario por separado.Una particién de la trayec-
toria z(t) se ilustra en la Figura 2, mientras que Cauchy tiene ante si la Figura 3.
Asi que llamaremos trayectoria a la funcién z(t) = ¢(t) + x(t)v/—1 sélo para facili-
tar el lenguaje, teniendo claro que nos referimos a las particiones {zg, 1, .., 2,1, X} y

{Y0, Y1, --»Yn—1, Y } en cada eje respectivamente.

9En adelante a la expresién (2,2) la llamaremos integral compleja.
10 Ibid. pags. 42-43.
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Observemos que la suma parcial (2.1) no ha requerido la condicién de continuidad

de la funcién f(z) para estar bien definida (andlogo al caso de la integral real), no

obstante, ahora depende de tres pardmetros ademds de la funcién':

1) los limites de integracién zg, Z.
2) la trayectoria z(t) = ¢(t) + x(t)v/—1.
3) la particién de la misma z(t).

Cauchy seguird el mismo esquema de las Lecons sur le Calcul Intégral, en sentido de
que dard cardcter de existencia a la integral una vez demostrada la convergencia de la
serie (2.2) independientemente de los pardmetros (2) y (3). Esta observacién coloca al
Teorema Integral de Cauchy como parte de la definicién de integral de variable compleja.

En otras palabras, si el limite de la serie (2.2) depende de la trayectoria z(t), entonces
la funcién f(z) no serd integrable de acuerdo a la definicién de Cauchy, esto nos permite
afirmar que la integral a lo largo de una trayectoria no es el principal objetivo de Cauchy.

Las funciones ¢(t) y x(t) dan origen al concepto moderno de Integral de Linea,
o bien, Integral de Trayectoria, concepto que en Cauchy no estd presente, ya que la
definicién de integral compleja que intenta construir es precisamente aquella donde la
funcion z(t) = p(t) + x(t)v/—1 no sea un pardmetro en la determinacién se su valor, es
decir, que su valor sélo dependa de la funcién f(z) y de los limites de integracién z, Z.

El Teorema Integral de Cauchy le permitird interpretar la integral compleja como un
funcional, ya que si denotamos por F¢ al conjunto de funciones complejas de variable
compleja, entonces el funcional

Itf(c—>c

podria definirse de la siguiente manera

X+Y+V/—1
Z(f) :/ f(z)dz = A+ Bv—1. (2.3)
zo+yov/—1
Para llegar a la ecuacién (2.3) la estrategia de Cauchy es la siguiente:
Primero probara que el limite de la serie (2.2) es independiente de la particién de
la trayectoria z(t) = p(t) + x(t)v/—1, posteriormente exhibira dicho limite en términos

de una integral con extremos de integracién reales y finalmente mostrara que tal valor

' Recordemos que en las funciones reales, la suma S, sélo dependia de dos pardmetros ademas de la
funcién: los limites de integracién y la particién del intervalo, pues tinicamente existia una trayectoria
de integracién, la cual era el intervalo [a, ).
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es independiente de la trayctoria z(t).

Dividimos en tres pasos su demostraciéon para ver de manera mas clara la légica de

su argumentacion:
1) Si la funcién compleja f(z) = G(z) + H(z)v/—1 es finita y contiua, entonces el
limite de la serie (2.2) existe y lo llama A + B+y/—1, es decir;

/ f(z)dz = nhj{)lozbf(ffz—l + 4V =1) (w1 + iV =1) = (o1 + g1V —1))2.4)
_ A4 BYT (2.5)

Demostracién. Como f(x;—1 + y;-1vV/—1) = g(ti—1) + h(ti—1)v/—1'* entonces

n

Zf(%‘q + i1V —1) ((xz +yV/—1) — (zi1 + yz-—m/—_l))

= Z (g(tia) + \/—_1}1(15171)) (@i — mim1) + (yi — yH)\/—_l)
= Z[g@ifl)(mi —xi—1) — h(tic)(yi — yi1)] + \/—_1[9(75171)(3/1 —yic1) + h(tic) (@ — zi-1)]

y serfa suficiente demostrar que los limites:

JLH;OZ[g(tH)(SU(t@') — (ti-1)) = h(tic1)(y(t:) — y(ti-1))]

12Una funcién compleja f(z) = G(z)+ H(z)v/—1; finita y continua de variable compleja z(t) = ¢(t)+
X(t)v/—1 puede ser parametrizada como la suma de dos funciones reales de variable real f(t) = g(¢t) +
h(t)v/—1 donde g(t) y h(t) son continuas y finitas. Para ver esto observemos la siguiente composicién

t— 2(t) — H(z2(t))=C
t — 2z(t) — G(z2(t)) = D

por lo que
g(t) = (Hoz)(t) y h(t) = (G o 2)(t).
Si g(t) y h(t) no fueran finitas y continuas, entonces f(z(t)) = g(t) + h(t)v/—1 tampoco lo serfa.
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JLIQOZ[Q(Q—D(Q(E) = y(ti-1)) + h(ti-1)(x(t:) — (ti1))]

existen.

Gracias a que las funciones ¢(t) y h(t) son continuas y finitas Cauchy concluye que

7}5&2[9(%—1)@(%) —x(tio1)) — k(i) (y(t:) —y(ticn))] = A

nh;IEOZ[Q(ti—l)(y(ti) —y(ti-1)) + h(tima)(@(t;) — (tia))] = B

2) Forma la siguiente suma parcial con las funciones ¢(t) y x(t) derivables'®:
D F(p(tion) + V=Ix(tio1) [ (i) + V=IX (tic))(t: — tioa) (2.6)
i=1

y demuestra que el limite de esta serie también es la cantidad A + Bv/—1.
Demostracién. Cauchy aplica el Teorema del Valor Medio para la Derivada a las
funciones (t) y x(t), pues recurre a las siguientes igualdades

1=z _ p(t) — p(to)

/ Tp — Tp-1
- ~ o (to), ..., Il
t — o t—t, # (to) Tt _,

R W/(tn—l)

y concluye que

Tp — Tp—1 = (T - tnfl)gp/(tnfl)

andlogamente

~ /
Yn — Yn-1 7~ (T - tn—l)X (tn—l)
para n suficientemente grande.
Las ecuaciones anteriores seran la piedra angular de su demostracién, pues le permi-

tirdn convertir la integral de la Definicién 12 en dos integrales reales, pero sobre todo,

con limites de integracion reales.

13En un lenguaje contemporéneo, Cauchy habla de que las curvas ¢(t) y x(t) son suaves.
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Como f (¢(ti-1) + V=1x(ti-1)) = g(ti-1) + vV —=1h(ti-1) con g(t) y h(t) continuas y

finitas, entonces
,}LH;OZf t) + V=Ix(t1)) [ (b)) + VoIX ()] (s — tia)
- ,}5202 (tict) +V/=Th(ti)) [ (tim) + V=IX (Em) (1 — i)
= 7}11{.102[90'(2%—1)9(752‘—1) = X'(ti—1)h(tio1)](ti — tie1)
—\/_[ "(tic1)g(tioa) + @' (tima) h(tiza)](t; — tioa)
pero [¢'(ti-1)g(ti-1) — X'(tim)h(tiz1)] y [X'(tim1)g(tio1) + ¢ (tio1)h(ti-1)] son sumas de

funciones reales finitas y continuas, por lo tanto, sus integrales definidas existen de

a T, es decir;

i g (o )glti-0) = X o))l — i) = [ [/ @a(0) — X Oh(o)at

Jim, Z o) ¢ (o)l — o) = [ (B0 + ¢ OO

concluye que
7}13.102]” tic1) + V=1Ix(tic1)) [¢' (fic1) + V—1X (ti1)] (; — tiz1)

- / {9 (g(t) = X (Oh(0)] = V=T ()g(t) + &' (0)h()]} di.

Y para demostrar que

Jggto tin) +V=Ix(tin)) [¢ (ti) + V=IX (ti1)](ti — ti) = A+ BY/—1
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probara que la diferencia

Zf tii1) + v/ —1x(ti 1)) (( — i) + (Y — ?Jz‘—1)\/__1)
—Zf ti1) +V—=1Ix(ti-1)) ([¢'(tiz1) + V=1X (tio1)](t: — tic1))

tiende a cero cuando n tiende a infinito.

La diferencia anterior es

Zf tica) + vV =1Ix(ti 1))
{[(fﬁi — 1) — ' (tima) (ti — tica)] + V=1(ys — yie1) — X' (ti) (t — ti1)]}
y recordemos que para n suficientemente grande:

19
(27 — 2i-1) — @ (L) (ti — tic1)] < -

g
[(yi — yic1) = X (tic) (ti — tica)| < -

lo cual implica
(2 = zi0) = @' (i) (8 = t)] + V=1 = yir) = X (o)) (= 10)]| < %Jr%\/—_l
y como f(z) es una funcién finita, tiene una cota M:

fle(tizn) + V=1x(ti-1)) < M.

Por lo tanto la expresion

Zf tio1) + vV —=1x(ti-1))
{[(l“z' —zi1) — @ (tic) (i — tim1)] + V=1[(ys — vi—1) — X (i) (ts — ti21)]}

es menor que M (e 4+ /—1¢e) = g(Cte).

Como ¢ tiende a 0 cuando n tiende a infinito, entonces la expresiéon anterior tiende
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a cero. m

Gracias a las ecuaciones (2.5) y (2.6), Cauchy llega a que
z T
/ f(2)dz = / flo+vV=1x)(¢ +V-1x)dt = A+ Bv-1 (2.7)
20 to

Observemos que la expresién dz en la ecuacién (2.7) no representa la longitud de la
curva de integracién, como en el caso de la integral real dz representaba la longitud de
los intervalos de la particién del intervalo de integracion, dz representa la diferencial de
la funcién z(t) y este hecho es la esencia del concepto de Integral Compleja.

Con la ecuacién (2.7) Cauchy establece que la integral compleja vista como el limite
de una serie cobrard sentido hasta que se transforme en una integral con limites de
integracién reales y asi como en las Lecons sur le Calcul Intégral, el TVMI era parte de
la definicién de integral para funciones de variable real, ahora la ecuacién (2.7) forma
parte de la definicién de integral compleja, ya que proporciona el valor de la integral
en términos de la funcién f(z) y los extremos de integracion.

La conclusion de las afirmaciones (1) y (2) es que el limite de la serie (2.2) es indepen-
diente de la particion de z(t) siempre que se integre sobre una trayectoria diferenciable
y la funcién f(z) sea continua y finita, sin embargo, tal limite aiin depende de z(t), por
lo tanto, el siguiente paso serd demostrar que si la funcién f(z) es analitica ', entonces

el limite de la serie (2.2) es independiente de z(t).

Teorema Integral de Cauchy

Una vez definida la integral compleja como una integral cuya existencia es inde-
pendiente de la particién dentro de la trayectoria z(t) = @(t) + x(t)v/—1, Cauchy
demostrard que tal integral tampoco depende de la trayectoria z(t) si la funcién f(z)

resulta analitica, es decir, que la integral sobre dos trayectorias distintas z(t) y k(t)

14Pocos autores contempordneos hacen la distincién entre funcién analitica y funcién diferenciable,
en este trabajo, el término funcién analitica se refiere inicamente a funciones que pueden expresarse
como polinomios de Taylor.
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serd la misma. Este resultado hoy lo conocemos como Teorema Integral de Cauchy y

veremos que para él, mas que un teorema; es lo que da sentido a la Definicién 12.

Cauchy usa la variacidn de una funcién como pieza clave en la demostracién de su
teorema, por lo tanto mencionamos a continuacién la definicién de tal concepto que

aparece en Mémoire sur le Calcul des Variations °:

Definicién 13 La variacion de una variable cualquiera % no serd otra cosa que el

limite del cociente entre los incrementos infinitamente pequerios Ay de esta variable y

de la variable primitiva t, es decir '5:

0y _ o Y
—= = lim —.
5t At—0 At
Enunciaremos a continuaciéon el Teorema de Cauchy tal como aparece en la Mé-

moire sur les Intégrales Définies, prises entre des Limites Imaginaires y posteriormente

analizaremos la demostracién de Cauchy.

Teorema 5 (TIC) Concibamos que la funcion f(x +yv/—1) es finita y continua para
todas las x comprendidas entre los limites xq, X, y para toda y entre los limites 1y, Y.
Entonces en este caso particular, probaremos facilmente que el valor de la integral
fx)ﬁ;g f(2)dz equivalente a la expresion imaginaria A + By/—1 es independiente

de la naturaleza de las funciones x = @(t), y = x(t).

Esta manera de enunciarlo reafirma la tesis de que Cauchy no tiene ante si el concep-
to geométrico de trayectoria. También observemos que en las hipétesis del TIC, Cauchy
no menciona que la funcién f(z + y+/—1) sea analitica pese a que usard tal hecho en la
demostracion.

Cauchy demostrard que la variacién de la integral (2.7) es nula al variar las funciones
o(t) v x(t). O bien, en el lenguaje de Célculo de Variaciones demostrard que una

variacién de primer orden de la variable ¢t produce una variacién nula en la funcién

I5CAUCHY, Augustin-Louis. Mémoire sur le Calcul des Variations. (Buvres Complétes Serie II
Tomo 13. pdg 59-70.
16 Ibid. pag 64
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z(t) Ll

k(t)

x[}+ YU \]T
Figura 5

integral. Para ello, define una trayectoria k(t) muy cercana a z(t) = z(t) + y(t)v/—1, de

la siguiente forma

k(t) = [2(t) + eu(®)] + [y(¢) + ev(t)]V-1

donde u(t) y v(t) son dos funciones arbitrarias de variable real ¢ que satisfacen

u(to) =0 =u(T)

v(tg) =0 =v(T)

y € es una cantidad infinitamente pequena.

Para Cauchy la funcién k(t) tiene esa forma porque ve las funciones o(t) y x(t) por
separado, y toma incrementos cu(t) y ev(t) también por separado.

Cauchy menciona la frase “ trayectorias suficientemente cercanas”, sin embargo,
en su demostracién no importara que tan “lejos” esten k(t) y z(t), siempre y cuando
e tienda a 0, lo cual se garantiza si la expresién [u(t) + v(t)v/—1] estd acotada, esto
ocurre si no existe t en [tg, T tal que u(t) = oo o v(t) = oc.

Por lo anterior concluimos que la frase “dos trayectorias suficientemente cercanas”
para Cauchy significa “no hay puntos donde la funcién se vuelva infinita entre ellas”,
condicién que més alld de depender de la distancia, depende de la posicién de las
variables, como se muestra en las figuras 5 y 6.

En un lenguaje contempordneo, dirifamos que Cauchy se refiere a que la “curva
J p ) q y q



50 Integral para Funciones de Variable Compleja

X+Y.[1
z(t)

k(t)

X Yo

Figura 6

cerrada” formada por z(t) y k(t) no encierre una singularidad.

En seguida desarrolla el polinomio de Taylor alrededor del complejo z = x4 yv/—1,
para k cercano a z; como Cauchy no habla acerca del radio de convergencia de tal
polinomio, es suficiente considerar puntos cercanos al eje x y al eje y por separado:

f/l(z) f/l/(z)

fk) =~ f(z)+ f(2)(k —2) + T(k —2)% + T(k — 2%+ .. (2.8)

Cabe senalar que en la Mémoire sur les Intégrales Définies, prises entre des Limites
Imaginaires, Cauchy no hace referencia acerca de la validez del Teorema de Taylor
para funciones de variable compleja y simplemente toma como hipétesis que existen las
primeras n derivadas de la funcién f(z) y que una funcién compleja finita y continua

puede expresarse en serie de Taylor.

La observacién anterior es de suma importancia porque la integral para funciones

reales no requirié tal condicién para probar su existencia en un intervalo.

Lo siguiente que hace Cauchy es sustituir el valor
k—z=((x+eu)+ (y+ev)vV-1) — (z + yv—1) = e(u+ vv/-1)

en la ecuacién (2.8) y obtiene

k) = fla+yv—=1)+ fl(x+yvV—1)e(u+vvV—1) + [ +2y\/__1) e2(u+vv—1)2+ ...
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La siguiente resta de integrales representa la variacion de la integral y la denotaremos

>
—
I

f(k)dk—/ f(2)dz

20

— / (2 +eu) + (v + e )V-1) f ((z +eu) + (y + cv)vV/—1) dt

to

- /T(ﬂf’ +y'V-1) f(z +yv—1)dt

to

— / (2 +eu) + (v + e )V-1) f ((z + eu) + (y + cv)vV—1)

to

—(' +y'V-1)f(x +yv/—1)dt
y sustituye

f(k) = f((z+eu)+(y+ é‘v)\/—_l)

~ ot /D + ot gy et oV D + SO

en A [y obtiene
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/tT ((x’ +eu')+ (y + 51/)\/—_1)

(f(w F V) + 1+ gD+ oy T + +2y¢—_1> 2(u+ oV 1) + )
—(@' +y' V1) fz +yv=1)dt
= /t ' (@' +eu) + (¥ + e )V-1) fla+yv=1)
+O((x’ +eu) + (y + e )W-1) f(x +yv—1e(u +vv/-1)
+ ((@" +eu) + (v +ev')V-1) [ +2y‘/__1) e (u+vv/—1)* + }
—(@' +y' VD) f(x +yv-T)dt
= /tOT («' +y'V=1) flo +yvV=1) + (eu' +ev'V-1) flz +yv=1)

+ (&' +y'V-1) f'(x + yv—1)e(u + vv/-1)
+ (v + ev'V=1) f'(z + yvV—1)e(u +vv/-1)

+ ((' +eu) + (v +ev')V-1) {fﬂ(w +2y\/__1) 2 (u+vv—1)* + }
(@' +y'V-1)f(z +yv/—1)dt
= /tT e +o'V=1)f(z +yvV—1) +e(@ +yV-1)f (. +yv—1)(u +vv/~-1)
+22(u/ +'V=1) (@ + yvV—1) (u + vv/~1)
+ (@ +eu) + (i +e)V=1) {f"(”“" +2y‘/__1) e2(u+vy/—1)% + } dt

— 5/T(u’—|—v’\/—_1)f($+y\/—_1>+(x’+y’\/—_1)f’(x+y\/__1)<u+v\/_—1)+

T T
62/ ...dt—{—e3/ Ldt+ ..
to to

Cauchy llega a una expresion en potencias crecientes de ¢, y la integral correspondiente a
la potencia de grado 1 es la antiderivada de la funcion [u(t)+v(t)v/—1] f(x(t)+y(t)v/—1),

es decir;
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d ([u(t) +v(t)vV=1]f(=(t) + y()V-1))
dt

_du(t) +;t<t)\/—_1] (fa(t) + u(t) \/_—1)+df(x(t) +dgt/(t)\/—_1) (u(t) + o()/=T)

= (W + V=) f(z+yvV=1)+ @ +y'V=1)f (x4 yvV—1)(u+vV/-1)

gracias al 2°TFC obtiene

/T d ([u(t) + v(t)V =T ((t) + (1) VD))

0

= [(u(t)+o(O)V=1]f (z(t)+y()V=D)[; = 0

ya que

por tanto

E /Td([(u(t)+v(t)\/—_1]f(x(t)+y(t)\/—_1) G /T___dt+83 /T__.dH_,_

T T
= 0+52/ ...dt+53/ Ldt
to to

A partir de la segunda integral de la ecuacién anterior, las potencias de € son mayores o

0 to

iguales a dos y las integrales definidas de tq a T no son singulares, entonces la variacién
de la integral A [ es

5y CoAf [P fRydE — [ f(2)dz
— = lim— =1
5t At—0 At At—0 (k —2)
T T o ( (T T
= A7 e(u +vy/—1) ~ A e(u+ vy/—1) ‘

Como la funcién f(z) es continua y finita y la expresién (u + vy/—1) estd acotada,
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Sl dtte [T dtt
0 to 1 1
entonces T también estd acotada, por lo tanto

T T
Ldt+e Ldt
lim e fto fto =0

At—0 u+ vy/—1

Cauchy concluye que la variacién de la integral A [ es nula al variar las funciones

r=p(t), y = x(t).

Recapitulemos los argumentos utilizados en la demostracién de Cauchy:

1) Célculo de Variaciones

2) El Teorema de Taylor para Funciones de Variable Compleja

3) El 2° TFC para Funciones de Variable Real.

Si hacemos nuevamente el ejercicio de comparar la demostracién original del Teore-
ma Integral de Cauchy con otras demostraciones contemporédneas del mismo teorema
que aparecen en un texto moderno de Anélisis Complejo, como el Complexr Analysis
de Lars V. Ahlfors'”, veremos el papel que juegan los conceptos usados por Cauchy y
de que manera han evolucionado. Por ejemplo, la demostracién de Ahlfors no recurre
al Calculo de Variaciones, pero es muy geométrica ya que divide la demostracién del

teorema en casos; para trayectorias particulares como cuadrados, tridngulos o circulos.

Ahlfors dice!®:

Consideremos, especificamnete , un rectangulo R definido por las inecua-
ciones a < x < b, ¢ <y < d. Su perimetro puede ser considerado como una
curva simple cerrada que conste de cuatro segmentos de linea cuya direccién
la escogemos tal que caiga a la derecha de los segmentos dirigidos. El orden
de los vértices es entonces (a,c), (b, c), (b,d), (a,d). Nos referiremos a esta
curva cerrada como la curva acotada o contorno de R, y la denotaremos por
I'(R).

Enfaticemos que R es un conjunto cerrado de puntos y, por tanto no es

una region'. En el teorema siguiente consideramos una funcién analitica

17 Ahlfors, Lars V. Complex Analysis.U.S.A. 1953. McGraw-Hill Book Company.
18 Ibid. pags 88-90.
19Un conjunto no vacio simplemente conexo del plano se llama regién.
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(a,d) — — (bd)
VRO R
PR R

(ac) (bc)

Figura 7

en el rectdangulo R. Recalquemos al lector que tal funcién es por definicién

definida y analitica en una regién que contiene a R.

Teorema 6 (Teorema de Cauchy para un Rectdngulo) Si la funcién f(z) es analitica®

en R, entonces
/ f(z)dz=0
I'(R)

Demostracién. La prueba se basa en el método de biseccién. Introduzcamos la no-

tacion
(A) 0(R) = frip F(2)dz

la cual también usaremos para cualquier rectdngulo contenido en el rectdngulo dado.

Si R es dividido en cuatro rectangulos congruentes R, R? R®) R® encontramos que
(B) n(R) = n(RY) +n(R?) + (R +n(RY)

integrales sobre lados en comiin se cancelan entre si. Es importante notar que este
hecho puede verificarse explicitamente ya que no estamos usando la intuicién geométrica

ilicitamente. Sin embargo, una referencia a la figura (7) nos ayuda.

20 Ahlfors utiliza el término funcién analitica para referirse a una funcién compleja diferenciable.
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Se sigue de (B) que al menos uno de los rectangulos R® L =1,2,3,4, debe satisfacer

la condicién

n(RD)] > L In(R)

Denotemos este recténgulo por Ry; si varios R tienen esta propiedad, la eleccién se
hard de acuerdo a alguna regla definida.

Este proceso puede repetirse indefinidamente, y obtenemos una sucesién de rectén-
gulos anidados

RDRDRD...DRD .. conla propiedad |n(R,)| > §|n(R,-1)| y por tanto

(C) In(Rn)l = =ln(R)|

El rectangulo R, converge a un punto z* € R en el sentido de que R, estard
contenido el la vecindad dada por |z — z*| < § para n suficientemente grande. Primero,
escojamos J tan pequena que f(z) esté definida y sea analitica en |z — z*| < §. Segundo,

si € > 0 estd dado, podemos escoger ¢ tal que

f(z) = f(z)

z—z*

| — () <e

(D) 1f(2) = f(z7) = (z = 2")f'(z7)| < elz = 2]

para |z — z*| < 0. Asumimos que § satisface ambas condiciones y que R, estd

/ dz=0

T'(Rn)

/ zdz = 0.
F(Rn)

Este trivial caso especial de nuestro teorema ya ha sido probado anteriormente. Re-

contenido en |z — z*| < .

Observemos que

marquemos que la prueba depende del hecho de que 1 y z son las derivadas de z y %
respectivamente.

En virtud de esas ecuaciones es posible escribir

() [n(R)| << frim, 12— =] ld2
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En la dltima integral |z — z*| es a lo més igual a la diagonal d,, de R,, . Si L,, denota
la longitud del perimetro de R, la integral es entonces < d,L,. Pero si d y L son
las cantidades correspondientes para el rectdngulo original R, es claro que d,, = 2% y

L, = £. Por (E) tenemos entonces

Como ¢ es arbitrario, tenemos n(R) = 0, y el teorema estd probado. =
La demostracién de Ahlfors se basa en:
1) El método de biseccién
2) La desigualdad | [ f(z)dz| < [|f(z)dz|

3) El Teorema de la primitiva para funciones de variable compleja.

La conclusién a la que llegamos es que el método de biseccién y la desigualdad

| [ f(2)dz] < []f(2)dz| reemplazan el Célculo de Variaciones utilizado en la demostracion
de Cauchy, sin embargo esta sustitucién hace que la demostracién se divida en casos y
se vuelva geométrica.

Después de la observacién anterior cobra sentido la necesidad de Cauchy por utilizar
el Célculo de Variaciones como herramienta en su demostracién, en tanto que hace una

demostracién completamente analitica e independiente de la geometria.

Teorema del Residuo

Nuevamente Cauchy seguird el mismo esquema que en la integral para funciones de
variable real y una vez demostrada la existencia de la integral compleja para funciones
analiticas, muestra que si f(z) alcanza un valor infinito en una vecindad de k y z,

entonces la diferencia de las integrales

/: f(z)dz — /ZOZ f(k)dk (2.9)

no serd tan pequena como se quiera. En otras palabras, si en la trayectoria k(t) =
[z(t) +eu(t)] + [y(t) + ev(t)]v/—1 el valor de £ no puede hacerse infinitamente pequerio,
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entonces las integrales sobre k(t) y z(t) tendrén valores distintos.

Sin embargo, mostrara que la diferencia (2.9) sera un valor constante, este resultado

se conoce como Teorema del Residuo y Cauchy lo prueba de la siguiente manera:

Si la cantidad compleja a satisface que lim f(z) = oo, entonces define

z—a

F =lim(z —a)f(z)

zZ—a

por lo tanto

f(5) =~ +=(2)
en donde i P
w(z) _ (Z B CZ)_Z) B

Observemos que w(z) tiene la propiedad de que w(a) = 0 pues

ef(a+e)—cef(a+e)
5

=0

wla+e)~

para ¢ infinitamente pequeno.

Cauchy llega a que

/Zozf(z)dz:/: (Zfajtw(z)) dz:/:zf_?adz—k/:w(z)dz

Sea k(t) una trayectoria cercana a z(t) = ¢(t) + x(t)v/—1 en una vecindad de a, es
decir;

k(t) = [w(t) + eu(t)] + [y(t) + ev(t)] V-1

donde u(t) y v(t) son dos funciones arbitrarias de variable real ¢ que satisfacen

u(to) =0 =u(T)

v(ty) =0 =v(T)
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Por lo tanto

/ij(k)dk:/: (kjja+w(k:)> dk:/:kfadm/jw(k)dk

esto implica que

/:f(z)dz—/:f(k)dk _ [/j:adw/jw(z)dz} - l/:k]jadknt/jw(k)dk]
= [ S [ ] [ wtee [l

pero w(k) y w(z) en una vecindad de a son finitas y continuas y gracias al Teorema
Integral de Cauchy; la diferencia fj w(k)dk — fj w(k)dk es nula.

Sélo resta calcular el valor de

F(/Z dk _/Z dz>
w k—a W 2

el cual es igual a

F/T vhe+ye)V1] o YVl dt
w \(T—ateut(y—bre)y/=1) z—a+(y—bv-1

Cauchy separa la expresiéon anterior en dos integrales reales para usar el 2° T.F.C.
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T

o (z'+eu’)(z—a+eu)+(y’ +€v')(y b+tev) /_ y—l—:—:v')(:r a+eu)—(z'+eu’) (y—b+ev)

o F/t ( (z—a+eu)?+(y—b+ev)? + (z—a+eu)2+(y—b+ev)? >dt
0

T
—F/ < x(a(cxagbz)-‘ry(y b) +\/_yxxaa —x’ y b) )dt
to

(z—a+eu)2+(y—b+ev)? z—a)2+(y—b)?

T T
_|—F /—_1 (/ (y/+gy’)(x7a+5u)7(x/+gu’)(y7b+ev) dt—/ y(:r: a)— x(y b dt )
to to

(z—a+eu)2+(y—b+ev)? (z—a)2+(y—

T T
_ F/ (:13/+5u’)(x—a+5u)+(y/+5v’)(y—b—i-sv)dt . F/ x(’(x—a)+y/(y_b)dt
to to

_ F% In[[(z — a+eu)® + (y — b+ ev)?] — [z — a)*+ (y — b)?],
Py [aeton (L) e (2]

r—a+eu r—a
como
u(to) =0 =u(T)
v(tg) =0 =v(T)
entonces

%ln [(x—a+5u)2+ (y—b+ev)2] — %ln[(x—a)2+(y—b)2]f)
1 (z—a)+@y—-07* 1
§ln T—a) T (y—DF an(l)

=0.

Por otro lado

y—b+ev y—2>b T
v/ —1 |arctan | —— ] — arctan =+ 1.
to

r—a—+Eu T —a

La conclusién de Cauchy es la siguiente: si las trayectorias z(t) y k(f) “encierran” una

cantidad a tal que lim f(z) = oo, entonces
z—a

/Z f(z)dz — /Z flk)dk = £Frv/—1

A continuacién Cauchy analizard que ocurre si la cantidad compleja a es tal que
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. _ o 1 _ 1 _ 1 _  _ — 0
ilil(llf(z) = oo y ademds @ = @ = P@ = = T = 0; de modo que a sea
una “rafz” de multiplicidad m de la ecuacién ﬁ = 0.

Aunque f(z) no necesariamente es un polinomio, Cauchy habla de sus raices en

términos de las m-ésimas derivadas de la funcién y define

F(z) = (2 = a)"f(2).

Como F(z) es una funcién finita y continua alrededor de a, entonces por el Teorema de

Taylor para z en una vecindad de a ocurre que

F//(a) FI/I (a)

3!

F(z) = F(a) + F'(a)(z — a) + (z —a)* + (z—a)+..+w(2)(z—a)"

donde w(z) = %

Toma dos trayectorias ki(t) y ko(t) tal que
ki(t) =2 —eu+ (y — ev)y/—1 por lo que dk; = 2" — eu + (v — ev)/—1

ko(t) = x + eu+ (y + ev)v/—1 por lo que dky = 2+ eu'+ (i + ev)v/—1

La diferencia de las integrales respectivas es

Z Z
f (k)b — / F (k1) dhy

20

21

Al desarrollar F'(k;) en serie de Taylor alrededor de a*' obtiene:

F?(a) F3(a)

3!

F(k) =~ F(a)+ F'(a)(k; — 2) + (ky —a)® + (ky —a)® + ...+ (ky — a)™w(ky)

andlogamente desarrolla F'(ks) en serie de Taylor alrededor de a y llega a que

F(k) _ Fla) N Fl(a) F*(a)

~ F"Y(a) N w(ky)
(k1 —a)™ (ky —a)™ (kg —a)™ 1 2l(ky —a)m2

T o D) =) (i —a)m

21Observemos que esto es posible pues F(a) es una cantidad finita.
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Fke) _ Fla) F'(a) F?(a) F(a) w(kz)
U=~ a—a)  (m—a)™ 1 2 —a)ym2 T n =Dk —a) (ks —a)m

por lo tanto
[ (@) o= [ (s )

= SoF(a)+ S, F'(a )+52F2(“)+ Sy 15:—1(1))'+

T dks dk;
Sy = — dt
° /to ((kz —a)™ 0 (k- a)mo)

T dks dky
S = — dt
! /t ((k2 —a)™t (k- a)m—l)

T dks dk;
s- [ - )
o \(k2 —a)m (kg —a)™ ™"

Cada una de las integrales anteriores son cero de acuerdo al Teorema Integral de

en donde

Cauchy, salvo para n = m — 1, es decir, la integral

T dks dk;
S, :/ ( — >dt = 42v/—1
' o \(k2—a) (k1 —a) "

debido al Teorema del Residuo.

El resultado anterior queda expresado en el siguiente teorema:

Teorema 7 Si la cantidad compleja a satisface que lim f(z) = oo y ademds a es una
z—a

raiz de multiplicidad m de la ecuacion ﬁ, entonces la diferencia de las integrales sobre

las trayectorias ki (t) y ko(t) es la siguiente
JZ fha)dhy — [2 f(hy)dhy = Sy o) = on T2l /27




Capitulo 3

Un nuevo tipo de Calculo

Introduccion

Cauchy continda con la tradicién de los cursos y lecciones impartidas en la Ecole
Royale Polytechnique de Paris y en 1826; a un ano de la publicacién de su Mémoire
sur les Intégrales Définies, prises entre des Limites Imaginaires, publica una serie de
memorias en las cuales pretende llevar més lejos el uso de la expresién

lim(z —a)f(2) (3.1)

z—a

que aparecié desde las Legons sur le Calcul Intégral, y que definié6 propiamente en la
Mémoire sur les Intégrales Définies, prises entre des Limites Imaginaires.

La primer Memoria donde Cauchy aborda la expresién (3.1) de manera indepen-
diente de la integral se titula Sur un nouveau genre de Calcul analogue au Calcul In-
finitésimal' (Sobre un nuevo tipo de Célculo andlogo al Célculo Infinitesimal), en esta

Memoria propone la creacién de un tercer tipo de Célculo cuyo principal objeto de

'CAUCHY, Augustin-Louis. Sur un nouveau genre Calcul analogue av. Calcul Infinitésimal. (Buvres
Completes Ser.IT T.VI.1826 pag 23-37.

63
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estudio sea el limite (3.1), este nuevo Célculo serd llamado Cédlculo de Residuos y su

operador central es el residuo de una funcion, tal y como para el Célculo Diferencial es

el operador diferencial y para el Cdlculo Integral es la integral de una funcién, es decir;
) —f (o)

El Célculo Diferencial se basa en el limite del cociente lim Jc(%—m
T—x0

n—1
El Calculo Integral se sutenta en el limite de la suma lim > f(z;) (241 — 24).

oo f
n—oo

El Célculo de Residuos se basard en el limite lim(z — a) f(z).

El operador residuo tendra la propiedad de transformar las funciones no acotadas
en funciones acotadas y aunque en la Mémoire sur les Intégrales Définies, prises entre
des Limites Imaginaires el residuo de una funcién era sélo un artificio para calcular

integrales singulares, ahora esta expresién tendra sentido por si misma.
En palabras del propio Cauchy:

...este cdlculo es de un facil uso y se aplica a un gran niimero de problemas
diversos y de nuevas férmulas que ameritan la atencién de los geémetras.
Ademids, por ejemplo, se deduce inmediatamente del cédlculo de residuos
la férmula de interpolaciéon de Lagrange; la descomposicién de fracciones
racionales en el caso de raices iguales o distintas; férmulas generales para
determinar los valores de integrales definidas; la suma de una multitud de
series y particularmente de series periddicas; la integracién de ecuaciones

lineales...2

Posteriormente Cauchy vincularéd el Calculo de Residuos con el Célculo Integral y
mostrard las realciones entre uno y otro como Teoremas no como definiciones; precisa-
mente uno de los resultados més importante de esta vinculacién es la Férmula Integral

de Cauchy, con la cual finalizaremos este tercer Capitulo.

2CAUCHY, Augustin-Louis. Sur un nouveau genre de Calcul analogue au Calcul Infinitésimal.
(Euvres Completes Ser.IT T.VI. 1826. pdg. 24.
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Calculo de Residuos

Cauchy define propiamente el residuo de una funcién en la memoria Sobre un nue-
vo tipo de Cadlculo andlogo al Cadlculo Infinitesimal practicamente después de haber
demostrado bajo que condiciones el valor de una integral compleja depende tinicamente
de los extremos, en esta memoria Cauchy comienza por definir una nueva funcién en

términos de una funcién f(z) dada.

Definicién 14 Dada una funcion f(z) cuya variable puede ser real o compleja, si zg
es una raiz simple de la ecuacion
1
I

es decir, zy es un valor para el cual la funcion f(z) tiende a infinito, entonces

—0 (3.2)

F(z) = (2 = 20)f (). (3-3)

Para z = 2, la funcién F(z) no estd bien definida, entonces Cauchy define F'(zy) a

través del siguiente limite
F(zp) = lim (2 — 20) f(2)

Z—Z20

el cual se llamara residuo de la funcion f(z) relativo al valor z, y se denotarara

Res(f; zo].

Observemos que la funcién F'(z) es finita para valores de z donde f(z) es infinita.

Si zg es una raiz de multiplicidad m de la ecuacion (3.2) entonces define

F(z) = (z2—2)"f(2)

Flzo) = lim (s — )" f(2)
Nuevamente al hablar de raices de multiplicidad m, Cauchy parte de que la funcién
f(2) es diferenciable m veces y que puede expresarse en serie de Taylor. De este modo
el papel que jugard la analiticidad de la funcién f(z) serd indispensable pues mds alld
de ser una hipdtesis que le exige a la funcién, para Cauchy el polonomio de Taylor de
f(2) representard a la funciéon misma, aunque tal condicién de analiticidad no la haga

explicita.
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El Célculo Diferencial llama derivar a la operaciéon de calcular el lim f@)=J(20)

T—T ’
Cauchy llama extraccion de residuos a la operacién de calcular los re;iafl%s de Ouna
funcién relativos a las diferentes raices de la ecuacién (3.2); a la suma de tales raices
la llama residuo integral de la funcién f(z) y la denota con el simbolo ) Res[f(z)], es
decir;

F(z9) = lim (2 — 20) f(2) = Res[f(2)].

z—20

Para fijar ideas; supongamos que la ecuacién 1) = ( tiene tres raices zg, 21, 22; 2o de

f(z)
multiplicidad 2; z; y 2o raices simples, entonces:

Z Res[f(2)] = F(z)+F(21)+F(22) = lim (2—20)* f(2)+ lim (2—21) f(2)+ lHm (2—22) f (2).

z—20 z—21 2—22

De la ecuacion (3.3) obtiene que

Si 2o es una raiz simple, entonces

Flz0) = Res[f()] = ReS[ZF _(Zz)O]. (3.4)
Si zg es una raiz de multiplicida m, entonces
F(z0) _ F(z)

La importancia de las ecuaciones (3.4) y (3.5) es que ambas estdn tinicamente en tér-
minos de la funcién F(z) cuya principal caracteristica es que resulta finita para todo z

en el dominio de f(z).

Como la funcién F(z) es finita y continua, se puede expresar como polinomio de
Taylor alrededor del punto z = z; y obtiene para el caso de una raiz simple
F”(ZO>

F(z) ~ F(zo)—l—F'(zo)(z—zo)—l—T

F™Hz) m—1
—(m — 1)' (Z—Zo) +

F™ ()
m)!

(z—20)%+..+ (z—2z0)™
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por lo tanto

F(z) _ F(x) F'(20) F"(z) F1(z) F™(z)
o) ez Gzl A=) T m—Dlz—z)

pero recordemos que si zp es una raiz de multiplicidad m entonces f(z) = ( P& en

cuyo caso Cauchy concluye que

oy P ) P ) P

(z—2z0)™  (z2—29)™ 1 2l(z— z)m™2 (m—1)!(z — 2) m!

Cauchy no habla acerca del radio de convergencia de la serie anterior ya que en un

proceso de limite, las aproximaciones se vuelven igualdades.

Finalmente la funcién f(z) se puede expresar en serie de potencias no negativas

cuyos coeficientes son precisamente los residuos de la misma funcién.

N 1 os F(z) 1 os F(z)
fz) =~ (z—zo)mR [(z—ZO)]+ (z—zo)mflR [(2—20)2] *
1 F(z) F(z)
+z — Res[(z — Zo)m] + Res[—(Z — zo)m“]

La ecuacion anterior sustentard la demostraciéon de la Férmula Integral de Cauchy,
sin embargo, antes de llegar a tal resultado, Cauchy escribe una memoria publicada
también en 1826 tiulada De [ “influence que peut avoir, sur la valeur d “une Intégrale
Double, [ “ordre dans lequel on effectue les intégrations (La influencia que puede tener el
orden de integracién sobre el valor de una Integral Doble), en esta memoria utiliza que
la integral compleja definida en su Mémoire sur les Intégrales Définies, prises entre des
Limites Imaginaires no depende de la trayectoria e integra sobre trayectorias paralelas

a los ejes real e imaginario.
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La influencia que tiene el orden de integracién

sobre el valor de una Integral Doble

En la memoria tiulada De [ “influence que peut avoir, sur la valeur d “une Intégrale
Double, | “ordre dans lequel on effectue les intégrations® Cauchy mostrara que el Teorema,
del Residuo puede reecribirse en términos de integrales sobre trayectorias paralelas a

los ejes real e imaginario.
Cauchy comienza esta memoria al tomar dos funciones ¢(x,y) vy x(z,y) de variables

reales x,y desde xy, X hasta 1y, Y respectivamente, que satisfacen la ecuacion

op(z,y)  Ox(x,y)
~ o = (3.6)

Esta es la primera vez que Cauchy menciona explicitamente las ecuaciones que actual-
mente llamamos ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Y asume que si la funcién F(z,y) = _‘9<Pg;y) _ axéz’y) resulta finita y continua con

respecto a las variables x y y entre los limites x = zg, © = X; y = 4o, y = Y, entonces

el orden de integracién no tendré influencia en el valor de la integral doble, es decir;

X Y Y X
/ / F(z,y)dydr = / / F(z,y)dzdy
o Y Yo Yo Yo

X Y Y X
/ / _8¢(x,y)dydx:/ / X Y) 4o
zo Yo ay Yo Zo 83’;

por lo tanto

de modo que

- / (e, Y) — o, yo)lde = / (X, ) — x(o, )ldy. (3.7)

o Yo

Si al contrario, la funcién F(x,y) deviene infinita o indeterminada para valores de

3CAUCHY, Augustin-Louis.De [ “influence que peut avoir, sur la valeur d ‘une Intégrale Double,
lordre dans lequel on effectue les intégrations. (Buvres Completes Ser.IT T.VI. 1826. pag 113-123.
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las variables = y y entre los limites © = xg, x = X; y = yo, y = Y, entonces

[ e [ [ s

donde A representa la suma de varias integrales singulares.

Del mismo modo, la ecuacién (3.7) se convertird en

—/‘wwﬂv—wa%mmz/°uuno—nmwmw—A (3.8)

o Yo

En el siguiente teorema Cauchy vincula la ecuacién (3.8) con la integral compleja.

Teorema 8 Si z es una funcion real o compleja de variables x,y. Supongamos en
particular que z = x + y/—1; 20 = a + by/—1 y sea f(2) = m, definamos

o(z,y) = f(2)
X(mv y) - \/—_1f(2)

de modo que o(x,y) y x(x,y) satisfacen la ecuacion (3.8), ya que

COp(r,y) f,(z)é’(Z) 1)

nry) 06,
XY — )52 =~ 112)

en virtud de la ecuacion (3.8) se tiene que

A:fXgoa:,Y —@(x,yo)]d:ﬂ—i-\/—_lfy (X,y) — x(z0,y)]dy

dy

X /_
((z a)+(Y bv—1  (z— a)+(y0 b)F) + f ((X a+(y b)v—1  (zo—a)+(y—b)v/—1

st la cantidad a se sitia fuera de los limites xo, X o la cantidad b estd fuera de los

limites 1o, Y, entonces A = 0.

Al contrario, si a o b se encuentran en [xo, X] o [yo, Y| respectivamente, entonces

A =2m/—1.

)
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La demostracién del Teorema 8 es completamente andloga a la del Teorema del
Residuo del Capitulo 2.

Foérmula Integral de Cauchy

También en 1826 Cauchy publica las memorias Sur diverses relations qui existons
entre les Résidus des Fonctions et les Intégrales Définies (Sobre diversas relaciones
existentes entre los Residuos de las Funciones y las Integrales Definidas) y Sur quelques
formules relatives d la détermination du Résidu Intégral d “une fonction donnée (Sobre
algunas férmulas relativas a la determinacién del Residuo Integral de una funcién dada).
El objetivo de estas memorias es reencontrar el Célculo de Residuos con la Teorfa de
Integraciéon Compleja, a través de lo que hoy conocemos como Férmula Integral de
Cauchy.

Comienza por retomar la ecuacion definida en la Mémoire sur les Intégrales Définies,

prises entre des Limites Imaginaires de 1825:

f(z) = L Res[f(2)] + w(z)

Z — 20

con zp una raiz simple de la ecuacién ﬁ = 0, por lo tanto

1
w(z) = f(2) - Res[f(2)]
zZ— 20
donde w(z) = == (ZZ:ORESV @l conserva un valor finito para todos los valores de la
variable z.
La ecuacién f(z) = Z_lzo Res[f(z)] + w(z) no se contrapone con la ecuacién f(z) =

—2. ya que ambas funciones coinciden en z # 2y y para z = zy ambas ecuaciones
Z2—20

tienden a infinito.
Observemos nuevamente que w(z) tiene la propiedad de que @w(zy) = 0 pues

ef(z0+¢e) —ef(20+¢)
£

=0

w(zg+e) ~
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para € un real infinitamente pequeno.
Por lo tanto, entre los limites x = zg, 2 = X; y = 4o, y = Y/, la funcién w(x+y+/—1)

es finita y continua, esto implica que

Ow(z +yv/—1) 0w (z +yv/—1)
dy =v-1 ox

en consecuencia

X Y 1 Y X 1
/ / Ow(r+yv-1) _ / / \/_—18w(1: +yv )dyda:
zo Yo ay Yo xo 8'1.

y de acuerdo al Teorema 8

\/—_1/Y[w(X—|—y\/—_1)—w(mo—l—y\/—_l)]dy—/x[w(x—i—}/\/—_l)—w(x—i—yo\/—_l)]dm _0

zq

pero w(z) = f(2) — =~ Res[f(z)]. Por lo tanto

2—20

X

VAL [V TD) = S+ /DMy - [ (a4 YVED) - S+ gy D

Yo Zo

= Beslf ] (V1L (setvm — momstvm) = o (o — o) @)

por lo tanto

— Y 1 1 X 1 1 _ ./
< —1 fyo [szer\/jl B xofery\/jl]dy B fxo [xferY\/jl o a:fz+y0\/j1]d$ ) =2mv -1

Cauchy concluye que
Férmula Integral de Cauchy

V=TI 4 yV/=1) = flao+yv/=Ddy — [ [f(@+YV=T) = f(z+ yov/=T)]da
= 21V —1Res[f(z)]. (3.9)

La ecuacién anterior es la primer version que Cauchy presenta de la Férmula
Integral que hoy lleva su nombre y difiere de la versién actual en tanto que Cauchy

calcula la integral sobre trayectorias paralelas a los ejes.
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Cauchy propone la férmula (3.9) como método general para calcular integrales sin-
gulares; y resolver asi, el principal problema de la Teorfa de Integraciéon. También en
1826, Cauchy publica una serie de memorias que describen las aplicaciones del Célculo
de Residuos en la solucién de ecuaciones diferenciales.

Sin embargo, el Célculo de Residuos no logra convertirse en un tercer tipo de Cail-
culo independiente del Calculo Diferencial y el Célculo Integral ya que la matematica
moderna colocé al Célculo de Residuos como parte de la Teorfa de Integracion Com-
pleja.

La razoén por la cual el Cédlculo de Residuos no es un Célculo independiente tiene que
ver precisamente con la evolucion en la interpretacién del Teorema Integral de Cauchy;
el cual se convirtié en un resultado posterior a la definicién de integral compleja y dejé
de ser parte de la misma.

Decidimos concluir este trabajo con la Férmula Integral de Cauchy ya que esta
férmula vincula el Calculo de Residuos y el Célculo Integral; dos de los principales

trabajos de Cauchy que dieron origen a la Teorfa de Integracién Compleja.
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Conclusiones

Para Cauchy una funcién integrable es aquella donde exista el limite de la sucesién
de sumas parciales independiente de la trayectoria de integraciéon y de la particién de la
misma, por esta razén el Teorema Integral de Cauchy es parte de la definicién de integral
compleja pues garantiza que su valor sélo depende de la funcién y de los extremos de
integracion.

Es asf como el trabajo de Cauchy revolucioné el concepto de integral y su definicién
se independizé de la derivada o de la nocién geométrica de drea. Esto permitié inter-
pretar la integral definida como un operador que a cada funcién compleja le asocia una
cantidad compleja.

Para demostrar que el valor de la integral no depende de la trayectoria que une
los extremos Cauchy necesité que la funcion fuera analitica, esto explica porque tal
condicién también forma parte de su definicién de integral.

Podemos concluir que en el contexto de la obra de Cauchy, la integral compleja no fue
definida propiamente como una integral de linea, pues desde la integral para funciones de
variable real, el valor de la integral no dependia de la trayectoria que une los extremos
y la generalizacién hacia una integral compleja lleva consigo esta propuesta, de ahi
que actualmente nos resulta independiente hablar del Teorema Integral de Cauchy que
hablar de la integral compleja, pues tenemos ante nosotros el concepto de integral de

linea, pero en el contexto de su surgimiento esta independencia no existia.
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